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欢迎同学们来到本课堂学习

量子力学



几句说在课前的话

任课教师信息：

姓名：杨焕雄
电话：18949882795
邮箱：hyang@ustc.edu.cn
教学经历：此次教学是本人第 13 次主讲本科生的量子力学.

课程助教：
1 陈阳，13894541869，ustccy@mail.ustc.edu.cn
2 谢子晗，18921205018，xzh1006@mail.ustc.edu.cn

教材：
J. Sakurai, et al, Modern quantum mechanics, 2e, CUP, 2017.
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作业与考试的计划：

1 课程正式开始后，每周约布置 3 道左右习题 (有例外). 尽可能不采用
Sakurai 原著上的题目（因为存在诱人放弃独立思考的题解）.

2 作业将作为平时成绩的一部分评分. 建议助教把评分标准落实在是
否独立完成，习题答案的正确与否不作过分强调.

3 平时成绩也包括对课堂提问的参与. 平时成绩比重为 20%.
4 考试分期中考试（闭卷）和期终考试两次（期终开卷，会包含教学组其
他老师所命试题），比重分别为 20%和 60%.

提示：

考题的难易程度与作业持平、但不会考平时作业中布置过的习题原题. 考
题命题的原则是：只要考生平时学习中认真听讲、积极复习、独立完成作
业，就可以取得 75 分以上的好成绩.



教学特点：

自我评价：
1 通俗性欠佳，做不到深入浅出.
2 语言能力一般，不会讲故事、不风趣.
3 普通话水平低下，许多汉字的发音不准确. 声音不够洪亮 (请大家尽
量集中注意力听讲).

以教学内容的取舍论，量子力学零基础、愿意进行独立思考并在课后钻研
老师推荐的参考文献的学生上我的这门课比较合适.

本课程全程使用电子版课件进行教学. 教学课件的学生版会在课堂教学
完成后上传到 BB 网上供大家参考.

课件下载网址：
https://www.bb.ustc.edu.cn



教学改革：

传统的量子力学课程一般是从介绍实物粒子的波动性：

电子衍射实验

德布罗意物质波假设

波函数 Ψpr; tq
薛定谔方程

iℏ
BΨpr; tq

Bt
“

„

´
ℏ2

2�
∇2 ` Vprq

ȷ

Ψpr; tq

出发组织课堂教学的. 这一方面在组织结构上与原子物理等入门课程有
些雷同和重复，容易引起审美疲劳，另一方面也不完全符合量子力学发
展的历史真实.

与此不同，本课堂将通过介绍量子力学之父 Heisenberg 的矩阵力学引导
大家开始量子力学的学习之旅.



量子力学之父：

Werner Heisenberg(1901-1976) 德国著名物理学家、哲学家.

1925 年他建立了矩阵力学，从而成为量子力学的主要创始人，1932
年诺贝尔物理学奖金获得者.

1927 年他提出的不确定度关系，

∆x∆p „ h

使他成为量子力学哥本哈根学派的代表人物之一，并跻身于 20 世纪
著名哲学家的行列.



Werner Heisenberg, 1901-1976



玻尔旧量子力学

为了克服 Rutherford 原子的稳定性困难，玻尔（1913 年）建立了一个改进
版的氢原子有核模型：

1 电子在围绕原子核的稳定轨道上运动. 这些稳定轨道是量子化（离散
化）的：

¿

pdx “

ż T

0
� 9x2dt “ nh; n P N`

或者电子轨道角动量的取值只能是约化普朗克常数 ℏ的整数倍1：
L “ nℏ.

2 与经典电动力学的预测相背，电子在稳定轨道上运动时不向外发射
电磁辐射.

3 电子的轨道半径不能连续变化，但可以突变. 突变时伴有电磁辐射的
发射或吸收：

�iùf :“ �fi “ pEf ´ Eiq{h

1约化普朗克常数定义为 ℏ “ h{2�，其取值为：

ℏ « 1:05 ˆ 10´34 焦耳 ¨ 秒



Bohr model of hydrogen atom:



玻尔模型的成就与缺陷：

1 理论上预测了原子的大小：

a “
4��0ℏ2

�e2 « 0:53 ˆ 10´10 米

2 写出了正确的氢原子能级公式，

En “ ´
�

2ℏ2n2

ˆ

e2

4��0

˙2

“ ´
`

13:6{n2˘ eV; n P N`

这个公式是后来 Heisenberg、Schrodinger 等人建立的新量子力学的
试金石.

3 奠定了氢原子光谱频率计算的理论基础.
4 没有给出氢原子中在稳定轨道上作加速运动的电子不向外发射电磁
辐射的理由.

5 不能预测原子光谱的谱线强度.
6 很难构造多电子原子的玻尔模型.



玻尔模型最大的成功在于正确地描写了氢原子光谱的频率分布：

h�mùn “ h�pm; nq “ En ´ Em “
�e4

32�2ℏ2�2
0

„

1
m2 ´

1
n2

ȷ

即，

�pm; nq “ Rc
„

1
m2 ´

1
n2

ȷ

式中

R “
�e4

8�2
0h3c

« 1:097 ˆ 107 米´1

称为 Rydberg 常数. 由此知氢原子的谱线频率服从所谓 Ritz 结合律：

�pm1; n2q “ �pm1; n1q ` �pn1; n2q;

�pm; nq “ ´�pn; mq;

所以，
�pn; nq “ 0



Balmer-series of hydrogen atom:



Heisenberg 的顿悟

1925 年，Heisenberg 重新审视了氢原子的玻尔模型.

受 Einstein 创建狭义相对论时哲学思想的启发，Heisenberg 顿悟到：

量子物理正确的理论描写中只应出现实验上可以
测量的物理量.

具体地说，

1 因为谱线频率是一个实验上可以测量的物理量，它们应进入到量子
理论中. 并且，新量子力学必须接受 Ritz 结合律的制约.

2 对于处于定态的氢原子而言，核外电子是否沿一条确定的轨道运动
实际上无法通过实验检验. 因此，应该从新量子力学中摒弃电子的
位置坐标这个虚构概念.

3 谱线的强度是一个可观测量，新量子力学应该有它的一席之地.



在氢原子的玻尔模型中，若核外电子在第 n 个轨道上运动，则其位置矢径
可按 Fourier 变换表达为：

rpn; tq “

`8
ÿ

�“´8

apn; �q expr´i!pnq�ts

为方便计，以下仅考虑电子位置矢径 rpn; tq 的一个笛卡尔直角分量：

xpn; tq “

`8
ÿ

�“´8

apn; �q expr´i!pnq�ts

式中的 Fourier 展开参数须满足条件

apn; �q “ rapn; ´ �qs
˚

以保证电子位置坐标 xpn; tq 的实数性. 按照 xpn; tq 的 Fourier 级数，可把
玻尔-索莫菲量子化条件

nh “

ż 2�{!pnq

0
�r9xpn; tqs2dt



重新写为：

nh “ 2��
`8
ÿ

�“´8

�2!pnq |apn; �q|
2

求其对量子数 n 的导数2，我们有：

h “ 2��
`8
ÿ

�“´8

�
d
dn

”

�!pnq |apn; �q|
2
ı

2注意到量子数 n 的定义域为正整数，此处的导数应按差分理解：

h “ 2��
`8
ÿ

�“´8

”

�!pn ` �q |apn ` �; �q|
2

´ �!pnq |apn; �q|
2
ı



Heisenberg 重新审查了玻尔模型中的上述结果.

他认为，既然实验上无法证实电子轨道这个概念，那么电子的位置坐
标 xpn; tq 本身及其 Fourier 级数

xpn; tq “

`8
ÿ

�“´8

xn�; xn� “ apn; �q expr´i!pnq�ts

实际上都是无意义的，应该抛弃.

受经典电动力学电偶极辐射平均功率3

P “
e2

3c3
�
�:xpn; tq

�
�
2

的启发，他认为虽然级数 xpn; tq 本身无意义，但其分量 xnm 可用于描
写电子在能级 En 与 Em 之间发生自发跃迁，因此是一个可观测物理
量. Heisenberg 建议用

Ppn; mq “
e2

3c3
�
�:xnm

�
�
2

描写光谱线 �pn; mq 或者 �pm; nq 的强度.
3这里用了高斯单位制.



Heisenberg 的想法可以更准确地小结如下：

新的量子力学理论应摒弃实验上无法观测的电子位置坐标 xpn; tq，
但保持其 Fourier 级数中的所有项

!

apn; �q expr´i!pnq�ts; � “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨

)

并做代换

apn; �q ù apn; n ´ �q;

!pnq� ù !pn; n ´ �q “ !pn ´ �q ´ !pnq

从而在新量子力学理论中应存在一个数组：
!

xnm “ apn; mq expr´i!pn; mqts; n; m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨

)

它取代了 Bohr 旧量子力学理论中电子位置坐标 xpn; tq 的地位. 换
言之，Heisenberg 假设：电子的位置在新量子力学中应由数组

␣

xnm
(

表示.



谱线 �pn; mq 的强度可用电子在能级 En 与 Em 之间发生自发跃迁的
辐射功率表征：

Ppn; mq “
e2

3c3 r!pn; mqs
4 �
�xnm

�
�
2

因此，可以把 xnm 或 apn; mq 诠释为此跃迁过程发生的概率幅.

两条谱线 �pn; mq 与 �pm; nq 应具有相同的强度4，jxnmj2 “ jxmnj2.
从而 xmn “ xnmei�或者 xmn “ x˚

nmei�，此处 � P R. 因为

xnm “ apn; mq expr´i!pn; mqts;

而

expr´i!pm; nqts “ expri!pn; mqts “ texpr´i!pn; mqtsu˚

所以 xmn “ xnmei� 不可能成立. 自洽条件 jxnmj2 “ jxmnj2 只能转化为
xmn “ x˚

nmei�，亦即：

apm; nq “
“

apn; mq
‰˚ei�

式中 � P R是一个待定的实参数.
4此论断可以看做是对氢原子光谱观测事实的归纳.



摒弃玻尔-索莫菲量子化条件，代之以

h “ 4��
`8
ÿ

�“0

"

|apn; n `�q|2!pn; n `�q ` |apn; n ´�q|2!pn; n ´�q

*

此式后来被称为 Heisenberg 量子化条件.

Bohr 旧量子力学中描写粒子轨道运动的力学量在新量子力学中都要
用一个数组替代：

Opn; tq ù

!

opn; mq expr´i!pn; mqts
)

已经看到 xpn; tq ù
␣

apn; mqe´i!pn; mqt(. 那么，rxpn; tqs2 作为简谐
振子势能的核心组件，它自然也是一个有效力学量，在新量子力学中
也应替换为一个数组：

rxpn; tqs2 ù

!

bpn; mq expr´i!pn; mqts
)

为了保证频率的 Ritz 结合律，Heisenberg 顿悟到 bpn; mq 与 apn; mq

之间的关系只能是：

bpn; mq “

`8
ÿ

l“´8

apn; lqapl; mq



依据

bpm; nq “

`8
ÿ

l“´8

apm; lqapl; nq

性质 apm; nq “
“

apn; mq
‰˚ei� 意味着：

bpm; nq “
“

bpn; mq
‰˚e2i�

考虑到不同力学量性质上的一致性，Heisenberg 认识到应该取 �使
得 e2i� “ ei�，即取 � “ 0 或者 � “ 2n�.5 如此，力学量数组 bpm; nq

和 apm; nq 具有类似的性质：

bpm; nq “
“

bpn; mq
‰˚
; apm; nq “

“

apn; mq
‰˚

Heisenberg 与导师 Born 交流后，Born 辨认出 Heisenberg 规定的运算
实际上是矩阵乘法， Heisenberg 引入的力学量数组实际上是一些厄
米矩阵. Heisenberg 建立的新量子力学因此在历史上曾一度被称为
矩阵力学.

5这里默认 n 为一整数.



事实上，我们以数组
␣

xnm
(

的成员 xnm 作为矩阵元可以构造一个矩阵：

X “

”

xnm

ı

式中
xnm “ apn; mq expr´i!pn; mqts

显然，

矩阵 X2 的矩阵元构造为：

X2 “

«

`8
ÿ

l“´8

xnlxlm

ff

; ù pX2qnm “

`8
ÿ

l“´8

xnlxlm

倘若令 pX2qnm “ bpn; mq expr´i!pn; mqts， X2 的矩阵元又可写为：

bpn; mq “

`8
ÿ

l“´8

apn; lqapl; mq

这正是 Heisenberg 定义的运算规则.



我们看到，玻尔模型中电子的位置坐标 xpn; tq 在 Heisenberg 矩阵力学中
被替换为一个矩阵

X “

”

xnm

ı

; xnm “ apn; mq expr´i!pn; mqts

X 是无穷行、无穷列的方阵，矩阵元 xnm 诠释为电子在能级 En 与 Em
之间自发跃迁的概率幅.
因为 !pn; nq “ 0，电子不能向同一能级跃迁：

apn; nq “ 0; ù xnn “ 0

换言之，矩阵 X 对角线上的矩阵元俱为零.
因为

rapn; mqs˚ “ apm; nq; !pn; mq “ ´!pm; nq

X 的矩阵元具有性质：
rxnms˚ “ xmn

换言之，X 是厄米矩阵.



1 值得注意的是，并非只有电子的位置坐标在矩阵力学中要替换为厄
米矩阵. 事实上，经典力学体系中所有的力学量在矩阵力学中均须
替换为厄米矩阵.

考虑跃迁矩阵元 xnm 的时间导数，

9xnm “ ´iapn; mq!pn; mq expr´i!pn; mqts “ ´
i
ℏ

pEm ´ Enqxnm

亦即：

9xnm “
1
iℏ

«

`8
ÿ

l“´8

xnlpEl�lmq ´

`8
ÿ

l“´8

pEn�nlqxlm

ff

“
1
iℏ

`8
ÿ

l“´8

rxnlhlm ´ hnlxlms

此处约定 hnm :“ En�nm. 倘若引入厄米矩阵，

H “

”

hnm

ı

习惯上称之为体系的 Hamilton 矩阵，9xnm 服从的方程可以表达为矩阵形
式：

9X “
1
iℏ

pXH ´ HXq



这里，Heisenberg 引入了量子力学中一种极其重要的运算：矩阵之间的对
易子

rA; Bs “ AB ´ BA

籍此可以把上述 Heisenberg 运动方程重新表达为：

9X “
1
iℏ

rX; Hs

完整的 Heisenberg 运动方程是：

9X “
1
iℏ

rX; Hs; 9P “
1
iℏ

rP; Hs

此处 P 是电子的动量在矩阵力学中对应的厄米矩阵：

P “ � 9X “

”

pnm

ı

;

对于保守力体系，

H “
P2

2�
` VpXq



Heisenberg 假设牛顿第二定律替换为矩阵形式后在量子力学中仍成
立，

9P “ ´
BVpXq

BX
因此，必须有：

rP; Hs “ ´iℏ
BVpXq

BX
换言之，

rP; VpXqs “ ´iℏ
BVpXq

BX
试问此式的成立意味着什么？ 特别地，厄米矩阵 X 与 P 是否对易？

构造 X 与 P 的对易子，
Ω :“ rX; Ps

我们看到：

9Ω “ r 9X; Ps ` rX; 9Ps “

„

1
�

P; P
ȷ

´

„

X;
BVpXq

BX

ȷ

“ 0



即 Ω是一个与时间无关的常数矩阵.

事实上，倘若注意到位置坐标矩阵与动量矩阵的矩阵元分别是 xnm 和
pnm “ � 9xnm，且

xnm “ apn; mq expr´i!pn; mqts

以及

9xnm “ ´i!pn; mqapn; mq expr´i!pn; mqts “ ´i!pn; mqxnm

我们有 pnm “ ´i�xnm!pn;mq， 且：

Ωnm “ pXP ´ PXqnm

“

`8
ÿ

l“´8

rxnlplm ´ pnlxlms

“ ´i�
`8
ÿ

l“´8

rxnlxlm!pl; mq ´ xnlxlm!pn; lqs

“ ´i�
`8
ÿ

l“´8

xnlxlm r!pl; mq ´ !pn; lqs



Ω的对角矩阵元为：

Ωnn “ ´i�
`8
ÿ

l“´8

xnlxln r!pl; nq ´ !pn; lqs

“ 2i�
`8
ÿ

l“´8

|xnl|
2!pn; lq

“ 2i�
`8
ÿ

l“´8

|apn; lq|2!pn; lq

“ 2i�
`8
ÿ

�“´8

|apn; n ` �q|2!pn; n ` �q

“ 2i�
`8
ÿ

�“0

“

|apn; n ` �q|2!pn; n ` �q ` |apn; n ´ �q|2!pn; n ´ �q
‰

最后一步使用了 !pn; nq “ 0 的实验事实. 进一步使用 Heisenberg 量子化
条件，可知：

Ωnn “ iℏ



Ω的非对角矩阵元均为零. 理由如下. 通过求 Ωnm 的时间导数可知：

0 “ 9Ωnm

“ ´i�
`8
ÿ

l“´8

p9xnlxlm ` xnl 9xlmq r!pl; mq ´ !pn; lqs

“ ´�

`8
ÿ

l“´8

xnlxlm r!pn; lq ` !pl; mqs r!pl; mq ´ !pn; lqs

“ ´�!pn; mq

`8
ÿ

l“´8

xnlxlm r!pl; mq ´ !pn; lqs

“ ´i!pn; mqΩnm

对于非对角矩阵元 Ωnm 而言，n ‰ m，我们有 !pn; mq ‰ 0. 所以，

Ωnm “ 0; pn ‰ mq

综合起来，即有：
Ωnm “ iℏ�nm



亦即：
rX; Ps “ iℏI

此式称为量子力学基本对易关系，它是 Heisenberg 测不准原理的理论基
础.

1 Heisenberg 矩阵力学建立后，Pauli 立刻将其用于氢原子并成功地求
出了玻尔能级公式. 物理学界开始接受矩阵力学.

2 好事成双. 1926 年，Schrödinger 在德布罗意物质波假设的基础上建
立了波动力学，

iℏ
B 

Bt
“ Ĥ 

也成功地求出了氢原子的玻尔能级公式.
3 人们很快认识到：矩阵力学与波动力学事实上是等价的. 它们其实
是量子力学理论的既不同、又等价的表达方式.

4 1927 年，Born 提出了量子力学的概率诠释. 至此，量子力学的理论
框架基本上建立起来了.

5 1964 年以来，随着 Bell 不等式的提出与对量子纠缠现象研究的深
入，爆发了量子力学的第二次革命.



附录：海森堡量子化条件的“推导”

海森堡量子化条件来源于玻尔-索莫菲量子化条件. 后者在本讲义正文中
已经表达为：

h “ 2��
`8
ÿ

�“´8

�
d
dn

”

�!pnq |apn; �q|
2
ı

回忆微商的定义式

dfpxq

dx
“ lim

aÑ0

„

fpx ` aq ´ fpxq

a

ȷ

并注意到参数 �离散化取值，玻尔-索莫菲量子化条件中对量子数 n 的微
商实际上应按差分理解：

h “ 2��
`8
ÿ

�“´8

”

�!pn ` �q |apn ` �; �q|
2

´ �!pnq |apn; �q|
2
ı

过渡到矩阵力学需要在上式中做代换：

apn; �q ù apn; n ´ �q; �!pnq ù !pn; n ´ �q “ !pn ´ �q ´ !pnq



如此，玻尔-索莫菲量子化条件就演变成了海森堡量子化条件：

h “ ´2��
`8
ÿ

�“´8

”

!pn ` �; nq |apn ` �; nq|
2

´ !pn; n ´ �q |apn; n ´ �q|
2
ı

再注意到 !pn; nq “ 0，!pm; nq “ ´!pn; mq 以及跃迁振幅服从的性质
japm; nqj “ japn; mqj， 我们最终可以把海森堡量子化条件表达为：

h “ 4��
`8
ÿ

�“0

”

!pn; n ` �q |apn; n ` �q|
2

` !pn; n ´ �q |apn; n ´ �q|
2
ı

这正是期待的结论.
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Stern­Gerlach实验

我们现在正式开始量子力学课程的学习之旅.

鉴于某些同学已经或多或少地开启了自学模式，且主力参考书是

1 J. J. Sakurai et al, Modern quantum mechanics, 3e, CUP, 2021
2 J. S. Townsend, A modern approach to quantum mechanics, 2e,

USIBOOKS, 2012

从节省时间成本和活跃学习气氛两方面考虑，本次课程我们舍弃从分析
电子双缝干涉现象出发的传统路线，也从分析 Stern­Gerlach实验开始我
们的学习.

Stern­Gerlach实验是量子物理发展史上的一个重大事件：

1922年.
电中性粒子在非均匀磁场中的运动.
电子携带着一种内禀的角动量，称为自旋.



Stern­Gerlach实验：

一束中性银原子进入到非均匀磁场中运动方向发生偏折的现象.



按照经典电动力学，

一个电中性粒子若在外磁场中受力，它必然携带着非零的磁偶极矩
µ：

F “ rpµ ¨ Bq

银原子虽然是电中性粒子，但它由带正电的原子核与 47个带负电的
核外电子构成. 因为原子核很重，银原子的核磁矩在 SG实验中的作
用可以忽略不计.此外，基态情形下 46个内层电子的总磁矩等于零.
所以，基态银原子的磁矩来源于其价电子的磁矩.
一个带电粒子具有磁矩，意味着它具有轨道角动量：

� “
IA
c

“
1
c

´ q
T

¯

�r2 “
q
2c

ˆ

2�r
T

˙

r “
qvr
2c

“
qL
2Mc

这里取了高斯单位制. 上式写成矢量形式，并把它推广到一般带电
体，即为：

µ “
gq
2Mc

L



在 Stern­Gerlach实验中，B “ Bpzqe3，

F “ e3�3
BBpzq

Bz
“ e3

„

gq
2Mc

BBpzq
Bz

ȷ

L3

如果经典力学正确，L3 “ jLj cos �的取值是连续的（0 ď � ď �）. 预
期观测屏上银原子的分布是带状连续分布：



按照量子物理（例如 Bohr创立的旧量子论）中的轨道角动量理论，

L3 “ 0; ˘ ℏ; ˘ 2ℏ; ¨ ¨ ¨

预期观测屏上银原子的分布是奇数条线分布.

Stern­Gerlach实验的实际结果是：观测屏上银原子分布形成两条线.



Stern­Gerlach实验使人们认识到：

1 电子除了携带着轨道角动量 L之外，还携带着一种内禀角动量 S，称
之为电子的自旋角动量.

2 电子自旋角动量最本质的属性在于它在任一方向上的投影只有两个
可能的取值，例如

S3 “ ˘
ℏ
2

因此，不能把自旋误解为自转. 自转角动量本质上仍然是轨道角动
量，它在任一方向上的投影有奇数个可能取值.

3 电子自旋磁矩与自旋角动量的关系是：

µS “
q
Mc

S

相当于 g因子 g “ 2.
4 电子的总角动量 J是其轨道角动量 L与自旋角动量 S的矢量和，它
的取值也是量子化的.



Q：
考虑 Stern­Gerlach实验中的一个银原子. 当它最终落在观测屏上后，实
验表明其价电子或者处在 S3 “ ℏ{2的自旋态，或者处在 S3 “ ´ℏ{2的自
旋态. 那么，银原子在登陆观测屏之前其价电子处在什么自旋态？



Stern­Gerlach实验的启迪

为了方便分析此问题，首先做一些约定：

1 SGn：非均匀磁场沿着单位矢量为

n “ cos �e3 ` sin � cos�e1 ` sin � sin�e2

的轴线方向的 Stern­Gerlach装置.

2 j˘ny：银原子中价电子自旋角动量在 n轴方向的分量 Sn “ n ¨ S取值
为 ˘ℏ{2的自旋态. 电子若处在 j`ny，它必定不会处在 j´ny.反之亦
然. 换言之，这两个自旋态是互斥的.

从 Stern­Gerlach实验结果可知： 当通过 SGz对某特定电子的自旋态测量
完成之后，即当某银原子落在了观测屏上之后，其价电子所处的自旋态及
其概率分别为

或者 j`zy pp` “ 0:5q; 或者 j´zy pp´ “ 0:5q

这里约定观测屏上两条亮斑的强度相同.



我们现在尝试回答前面提出的问题：银原子在登陆观测屏之前其价电子
处在什么自旋态？

一种朴素的观点认为：银原子通过 SGz前后尚未登陆观测屏
时，其价电子的自旋态应当是

jΨy “ p` j`zy ` p´ j´zy

倘若遵循这一观点，则我们不得不接受如下逻辑链：

电子自旋态的全体形成一个二维矢量空间H2， j˘ny 形成了H2
的一组完备基矢量.

可以在H2 中引入任意两个自旋态 j y 和 j'y 的内积 x |'y 或者
x'| y，使得 j˘ny 成为彼此正交的单位基矢量:

x˘n|˘zy “ 1; x˘n|¯ny “ 0

x˘n|¯ny “ 0反映了电子自旋态 j`ny 与 j´ny 之间的互斥性.



求 jΨy 与基矢量 j˘zy 的内积，可以把银原子价电子自旋角动量第三
分量取值为 S3 “ ˘ℏ{2的概率分别表达为：

p˘ “ x˘z|Ψy

所以，这个朴素观点实际上把自旋态态矢量 jΨy 解释成了银原子在
观测屏上的概率分布.

Q：
1 对态矢量jΨy 的这一质朴诠释是否能够经受住实验的检验呢？

让我们以 Stern­Gerlach实验为依托考察几个思想实验，籍此窥探上面这
个问题的正确答案.



考察第一个实验：

因为挡板的作用，通过第一个 SGz制备的银原子自旋态是 j`zy.
通过第二个 SGz对此自旋态进行测量，仍得到 j`zy. 换言之，
j`zy 中的确没有 j´zy 的成分.

1 此实验的确证实了H2 空间中基矢量 j`zy 与 j´zy 之间的互斥性：

x˘z|¯zy “ 0; ù x˘n|¯ny “ 0

但该实验没有触及叠加态 jΨy “ p` j`zy ` p´ j´zy表达式及其概
率诠释是否合理的问题.



第二个实验：

因为挡板的作用，通过第一个 SGz制备的银原子自旋态是 j`zy.

通过第二个 SGx对此自旋态进行测量，以 0:5的概率分别得到
j`xy 和 j´xy. 换言之，j`zy 中同时包含着自旋态 j`xy 与 j´xy
的成分.

依照前面对态矢量的质朴见解，

j`zy “
1
2

”

j`xy ` j´xy
ı

但这里涌现出新问题：怎么表达 j´zy 呢？



1 倘若以

j´zy “
1
2

”

j`xy ` j´xy
ı

表达存在上挡板情形下的实验结果，则 j´zy “ j`zy. 这个推论无法
与正交性条件

x`z|´zy “ 0

相容.

2 欲保证正交条件 x`z|´zy “ 0，可以尝试取

j´zy “
1
2

”

j`xy ´ j´xy
ı

倘若如此，怎么理解此分解式右端第二项 j´xy 前的系数 p1
´ “ ´1{2

呢？ 接受 p1
´ 取负数还能把 j´zy 诠释为银原子在检测屏上的分布概

率吗？



第三个实验：

进入到第二个 SGx的银原子处在 j`zy，其中不含 j´zy 的成分. 但
因为挡板的作用，从 SGx出射的银原子处在自旋态 j`xy.

此银原子进入第三个 SGz时处在自旋态 j`xy. 但它从第三个 SGz出
射之后，或者以 0:5的概率处在新的自旋态 j`zy，或者以 0:5的概率
处在 j´zy. 所以，

j`xy “
1
2

“

j`zy ` j´zy
‰

现在的问题是设法用 j˘zy 组合出 j´xy. 计及 x`x|´xy “ 0，我们猜
测：

j´xy “
1
2

“

j`zy ´ j´zy
‰

但叠加态的这一表达明显与态矢量的质朴概率诠释相悖.



第四个实验：

因为挡板的作用，通过第一个 SGz制备的银原子自旋态是 j`zy.

处在 j`zy 的银原子进入到第二个修正版的 mSGx中1. 银原子束在
修正版的 mSGx内部虽然也会分解成两束，但在从此 mSGx出射时
会合二为一，使银原子仍处在进入时的自旋态，即 j`zy.

所以，当使用第三个 SGz对银原子的 S3 进行测量时，将确定地得到
测量值 S3 “ ℏ{2，即银原子处在自旋态 j`zy.

1修正版的 SG装置是 Feynman首先设想的，详见The Feynman Lectures on Physics, Vol3,
Chapter 5.





表面上看，前面的猜想确实可以解释这个实验结果. 用第一个 SGz
制备的处在自旋态 j`zy 的银原子进入到修正版的 SGx装置后，将以
0:5的相同概率分解为 j`xy 和 j´xy：

j`zy “
1
2

“

j`xy ` j´xy
‰

因为 mSGx无挡板，上述 j`xy 和 j´xy 均顺利通过 mSGx，并进入到
第三个 SGz中. 按照之前的猜想，

j`xy “
1
2

“

j`zy ` j´zy
‰

; j´xy “
1
2

“

j`zy ´ j´zy
‰

因为第三个 SGz无挡板，银原子从此装置出射后在观测屏上的概率
分布预期为：

jΨy “
1
2

“

j`xy ` j´xy
‰

“
1
2
j`zy

这个结果在定性上似乎符合实验，但那个红色的前置因子 1
2 该做何

解？



顿悟 (Insight):

1 须知负概率是无意义的. 鉴于态矢量

jΨy “ c` j`ny ` c´ j´ny

中叠加系数 c˘ 的取值不限于非负实数2，我们实际上不能逻辑自洽
地把态矢量 jΨy 诠释为银原子在检测屏上的分布概率.

量子力学的解决方案:

电子自旋态的全体形成定义了内积的二维线性空间H2 的观念是合
理的. 一般情形下电子自旋态态矢量的确可以表为H2 中基矢量的
线性叠加：

jΨy “ c` j`ny ` c´ j´ny ; c˘ P C

但 jΨy 以及 c˘ 不是电子的分布概率.
2为了保证 x˘n|¯ny “ 0, c˘ 的定义域实际上是整个复数域 C.



量子力学建议把态矢量

jΨy “ c` j`ny ` c´ j´ny

称为银原子在观测屏上的概率幅 (amplitude)分布. c˘ “ x˘n|Ψy 称
为处在量子态 jΨy 下 (价)电子自旋角动量 Sn 取值为 ˘ℏ{2的概率幅.

一般情形下，任意两个不同的态矢量 j y 与 j'y 之间的内积 x'| y 称
为电子从 j y 态跃迁到 j'y 态的概率幅.

量子力学认为：当银原子的价电子处在量子态

jΨy “ c` j`ny ` c´ j´ny

则在观测屏上找到银原子的概率是






jΨy








2
“ xΨ|Ψy

特别地，在观测屏上找到价电子自旋角动量 Sn 取值 ℏ{2和 ´ℏ{2的
银原子的概率分别是 kc`k2 与 kc´k2.



叠加态的存在加上态矢量的概率幅诠释，正是量子力学对德布罗意
预言并被电子衍射实验证实的实物粒子波动性的解读. 当电子处
在叠加态

jΨy “ c1 j�1y ` c2 j�2y

电子在观测屏上的分布概率不是态矢量 jΨy 本身， 而是其模平方：






jΨy








2
“ xΨ|Ψy

“

”

c˚1 x�1j` c˚2 x�2j
ı”

c1 j�1y ` c2 j�2y

ı

“



c1





2

x�1|�1y `



c2





2

x�2|�2y `c˚1 c2 x�1|�2y ` c1c˚2 x�2|�1y

概率分布最后两项是所谓“干涉”项，它们的存在恰好能说明电子衍
射实验中显示出来的明暗相间干涉条纹. 所以，电子的波动性正是
概率幅的相加性. 请注意：

PΨ ‰



c1





2P�1 `




c2





2P�2

上式中我们使用 P� 表示电子处在量子态 j�y 的概率.



量子态

在牛顿力学中，经典体系的状态由每一时刻体系的位置坐标与动量指定：
!

rptq; pptq
)

与此不同，量子力学假设 (Postulate 1)：

1 量子力学体系的状态由 Hilbert空间H中的矢量 jΨy 描写.

H是复数域上定义了内积运算的线性矢量空间.

H可以是有限维的，也可以是无限维的. 无限维情形下，H的基矢可
以是离散化的，也可以是连续分布的.

jΨy 称为体系的态矢量，它包含了关于体系所有可以知道的信息.

对于任一非零复数 c而言，

jΨy „ c jΨy

一言蔽之，只有态矢量 jΨy 的“方向”而不是其大小才有意义.



量子力学进一步假设 (Postulate 2)：

1 如果 j�y 与 j�y 是体系的两个可能的量子态，则二者的任意复数线性
组合

c� j�y ` c� j�y

也是体系的一个态矢量，也描写了体系的一个可能的量子态.

这个假设称为量子力学的态叠加原理. 它是量子力学中微观粒子波
动性的主要表现方式，是量子测量、量子计算的基石.

态叠加原理意味着态矢量 jΨy 服从的方程必须是关于 jΨy 的线性方
程， 例如：

B

Bt
jΨy “ Ô jΨy

是一个与态叠加原理相容的线性方程. 但 jΨy 的非线性方程， 例如

B

Bt

a

jΨy “ Ô
a

jΨy

明显与态叠加原理相冲突 (从而被量子力学剔除).



Hilberrt空间中矢量的内积

如前述，H空间是复数域 C上的定义了内积的线性矢量空间. 两个矢量
j y 与 j'y 之间的内积记为:

x |'y P C

其满足的数学性质规定如下：

内积运算一般情形下不满足交换律，

x'| y “ x |'y
˚

ù x'| y ‰ x |'y

倘若 j y 与 j'y 的内积为零，x |'y “ 0，则称此二矢量正交. 倘若
j y 与H中所有的矢量正交，

x |'y “ 0; @ j'y P H

则有 j y “ 0， 即 j y 为零矢量3.

3请注意零矢量不是 j0y，而是 0.



矢量 j y 与自身的内积取值为非负的实数，

x | y ě 0

此式中的等号仅在 j y “ 0这一特殊情形下才成立.
a

x | y 称为矢量 j y 的模.

1 鉴于量子态空间中存在等价性 j y „ c j y， 量子力学体系的态矢量
原则上可以归一化：

jΨy “

«

1
a

x | y

ff

j y

虽然 jΨy 与 j y 等价4，但其模为
a

xΨ|Ψy “ 1.

习惯上把

N :“
1

a

x | y

称为态矢量 j y 的归一化常数.
4所以，Hilbert空间中的零矢量不是量子力学体系的态矢量.



对偶的 Hilbert空间

rH:
对应于H中的任一矢量 j y，存在着一个从H到复数域 C的线性映射

x j : j'y ù x |'y

这样的线性映射称为 Dirac左矢，其全体也在复数域上形成了一个线性矢
量空间 rH. 我们称其为 Hilbert空间H的对偶空间.

rH与H是两个彼此独立的线性矢量空间.

虽然H是量子力学体系的态矢量空间，但 rH不是. 换言之， xΨj不
是态矢量.
rH与H之间存在着对偶对应（Dual Correspondence），

xΨj DC
ÐÑ

jΨy

c1 xΨj` c2 xΦj DC
ÐÑ

c˚1 jΨy ` c˚2 jΦy



对偶对应的标准数学术语称为“厄米共轭”（Hermitian Conjugate）,记作 :：

jΨy
:

“ xΨj ; xΨj: “ jΨy ; c: “ c˚

一般情形下，

pc1 jΨ1y ` c2 jΨ2yq
:

“ c˚1 xΨ1j` c˚2 xΨ2j

1 取 c “ xΨ|Φy，我们可以把厄米共轭的性质 c: “ c˚ 重新表达为：

”

xΨ|Φy

ı:

“ c: “ c˚ “ xΨ|Φy
˚

“ xΦ|Ψy “

”

jΦy

ı:”

xΨj
ı:

亦即，

pA Bq
:

“ B:A :

式中 A “ xΨj ; B “ jΦy.



推广上式，我们定义厄米共轭运算具有如下重要性质：

pA1A2 ¨ ¨ ¨ ANq
:

“ A :
N ¨ ¨ ¨ A :

2 A :
1

式中的 Ai pi “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; Nq 可以是右矢，可以是左矢，也可以是由右矢
的内积、外积5构造的左矢、右矢的乘积组合.

线性算符：

H空间的矢量之间存在着一种映射，称为线性算符. 换言之，线性算符 Â
是H上的一种操作，它作用于矢量 jΨy P H上并将其转变为H中的另一
矢量 jΦy，

Â : jΨy ù Â jΨy “ jΦy

且具有性质：

Â pc1 jΨ1y ` c2 jΨ2yq “ c1
´

Â jΨ1y

¯

` c2
´

Â jΨ2y

¯

5Dirac右矢的外积是H或者 rH上的算符，定义见下.



我们介绍一些常见的线性算符.

倘若线性算符 Î对于H中的任一右矢的作用满足规则，

Î jΨy “ jΨy

则称Î是H中的单位算符.

倘若线性算符 Â 与 B̂ 的作用规则分别是，

Â jΨy “ jΦy ; Â jΩy “ j∆y ; B̂ jΨy “ jΩy ; B̂ jΦy “ jΛy

则按下式定义乘积算符 Â B̂ 和 B̂Â ：

Â B̂ jΨy “ j∆y ; B̂Â jΨy “ jΛy

一般情形下 j∆y ‰ jΛy. 因此，算符的乘积一般不对易,6

Â B̂ ‰ B̂Â

6即算符乘积一般不满足交换律.



算符的对易子：
算符乘积的不对易性诱导出了量子力学中算符对易子

”

Â ; B̂
ı

的概念，

它常常形式化地定义为：
”

Â ; B̂
ı

“ Â B̂ ´ B̂Â

其确切定义是：
”

Â ; B̂
ı

jΨy “ Â B̂ jΨy ´ B̂Â jΨy

式中出现的 jΨy 要求是H中的任意一个右矢.

倘若算符 Â 与 B̂ 对易且二者的乘积等于单位算符，

Â B̂ “ B̂Â “ Î

则称 Â 与 B̂ 互为逆算符，记作：

Â ´1 “ B̂; B̂´1 “ Â



量子力学中也出现了一些算符的函数. 例如在没有观测者介入的情
形下，量子态态矢量 j ptqy 随时间的演化方式是：

j ptqy “ e´itĤ{ℏ j p0qy

此处 Ĥ是体系的哈密顿算符，

e´itĤ{ℏ

是 Ĥ的函数.我们要求线性算符的函数也是H中的线性算符. 为了
满足这一要求，算符的函数通常通过泰勒级数定义. 若普通函数
Fp�q 在 � “ 0邻域内有泰勒展开，

Fp�q “

8
ÿ

n“0

Fpnqp0q

n!
�n

则算符 Â 的函数算符 F̂pÂ q 按下式定义：

F̂pÂ q “

8
ÿ

n“0

Fpnqp0q

n!
Â n; ù e´itĤ{ℏ “

8
ÿ

n“0

p´it{ℏqn

n!
Ĥn



Â的厄米共轭算符 Â:：

倘若 Â是H上具有性质
Â jΨy “ jΦy

的线性算符， 则其厄米共轭算符 Â: 定义在对偶 Hilbert空间 rH上且具有
性质：

xΨj Â: “ xΦj

即 Â:(向左)作用于左矢 xΨj，将其转变成了另一左矢 xΦj.

线性算符可以通过右矢的外积 jiy xjj或者外积的线性组合实现， 其
一般形式为：

Â “
ÿ

ij
cij jiy xjj

取其厄米共轭，有：

Â: “
ÿ

ij
c˚ij

”

jiy xjj
ı:

“
ÿ

ij
c˚ij pxjjq:

pjiyq
:

“
ÿ

ij
c˚ij jjy xij

显然，Â与 Â: 具有完全相同的数学结构.



1 当把算符 Â表达为右矢外积的线性叠加，

Â jΨy “

«

ÿ

ij
cij jiy xjj

ff

jΨy “
ÿ

ij
cij jiy xj|Ψy “

ÿ

i

«

ÿ

j
cij xj|Ψy

ff

jiy

显然，Â jΨy P H. 若令 Â jΨy “ jΦy，我们有：

xΦj “
ÿ

i
jiy:

«

ÿ

j
cij xj|Ψy

ff:

“
ÿ

i
xij

«

ÿ

j
c˚ij xΨ|jy

ff

“
ÿ

ij
c˚ij xΨ|jy xij

不难看出：

xΨj Â: “ xΨj

«

ÿ

ij
c˚ij jjy xij

ff

“
ÿ

ij
c˚ij xΨ|jy xij “ xΦj

2 鉴于 Â与 Â: 具有完全相同的数学结构，我们没有必要过分强调算符
从属的 Hilbert空间. 特别地，在矩阵元

xi|Ô|jy

的计算中，不必刻意固守算符 Ô 的作用方向.



事实上，厄米共轭算符 Â: 也可以等价地定义为：

x�|Â:|�y :“ x�|Â|�y
˚

式中要求 j�y 与 j�y 是H中的任意两个右矢. 下面检验前后两个定义的
一致性. 设

Â j�y “ jΨy

则按之前 Â: 的定义，在 rH中必然存在着左矢

xΨj “ x�j Â:

如此，内积 x�|Ψy 的厄米性意味着：

x�|Â|�y “ x�|Ψy “ xΨ|�y
˚

“ x�|Â:|�y
˚

此式正是 Â: 的后一种定义. 证毕. 计算矩阵元 x�|Â:|�y 时，既可以把
Â: 看作 rH中的算符向左作用于 x�j，也可以将其当作H中的算符向右
作用于 j�y. 当然，矩阵元 x�|Â|�y 的计算也是类似的.



现在举例说明右矢内积、外积的差异. 考虑某个 2维H空间中的两个右
矢 jay 和 jby，

jay “
1

?
2

„

1
i

ȷ

; jby “
1

?
2

„

1
´1

ȷ

rH中与其对偶的左矢分别为：

xaj “
1

?
2

“

1 ´i
‰

; xbj “
1

?
2

“

1 ´1
‰

右矢之间的内积分别为：

xa|by “

ˆ

1
?
2

˙2
“

1 ´i
‰

„

1
´1

ȷ

“
1
2

p1 ` iq

与

xb|ay “
1
2

p1 ´ iq; xa|ay “ xb|by “ 1

不同右矢之间的内积取复数且满足厄米性 xa|by “ xb|ay
˚，但同一右

矢与自身的内积均为正实数.



右矢之间的外积均为 2 ˆ 2矩阵.外积 jay xbj的具体形式计算如下：

jay xbj “
1
2

„

1
i

ȷ

“

1 ´1
‰

“
1
2

„

1 ´1
i ´i

ȷ

同理有：

jby xaj “
1
2

„

1 ´i
´1 i

ȷ

; jay xaj “
1
2

„

1 ´i
i 1

ȷ

;

jby xbj “
1
2

„

1 ´1
´1 1

ȷ

我们看到：

”

jay xbj
ı:

“ jby xaj ;
”

jay xaj
ı:

“ jay xaj ;
”

jby xbj
ı:

“ jby xbj :

H空间中同一右矢与自身的外积，形成了一类满足特殊性质的算符
X̂， X̂ “ X̂:.



厄米算符：

倘若线性算符 X̂具有性质，
X̂ “ X̂:

或者等价地，对于H中的任意两个右矢 jΨy 和 jΦy，矩阵元等式

xΨ|X̂|Φy “ xΦ|X̂|Ψy
˚

均成立，则称 X̂为厄米算符.

1 厄米算符对应的矩阵是厄米矩阵， 其对角矩阵元均为实数：

xΨ|X̂|Ψy “ xΨ|X̂|Ψy
˚

2 厄米算符的构造不唯一，例如：

X̂1 “ j�y x�j` j�y x�j ; X̂2 “
1
2

”

j�y x�j` j�y x�j
ı

;

X̂3 “
1
2i

”

j�y x�j´ j�y x�j
ı

:



算符的本征值与本征矢量：

线性算符的一般作用特点是 Â jΨy “ jΦy， jΦy ‰ C jΨy.

倘若H中存在着某些特殊的右矢 jaiy pi “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; Nq 使得：

Â jaiy “ ai jaiy

则称此式为线性算符 Â的本征值方程，其中的复数 ai 称为 Â的本征值，
右矢 jaiy 称为 Â属于本征值 ai 的本征矢量.

1 Â的本征值的全体称为 Â的本征值谱.

2 倘若 ai 与所属的本征矢量 jaiy 形成一一对应，则称 ai 非简并.

3 倘若属于 ai 的本征矢量不唯一（其数目 f ě 2），

Â jai�y “ ai jai�y ; � “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; f

则称 ai 是简并的，其简并度为 Dpaiq “ f.



现在考察厄米算符的本征值与本征矢量的性质.

线性算符 Â属于本征值 ai 和 aj 的本征值方程分别为：

Â jai�y “ ai jai�y ; Â
�
�aj�

D

“ aj
�
�aj�

D

前者与
�
�aj�

D

的内积给出，
@

aj�
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇai�
D

“ ai
@

aj�
ˇ

ˇai�
D

后者与 jai�y 的内积则给出
@

ai�
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇaj�
D

“ aj
@

ai�
ˇ

ˇaj�
D

. 求其复共轭，有：
@

aj�
ˇ

ˇÂ:
ˇ

ˇai�
D

“
@

ai�
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇaj�
D˚

“
“

aj
@

ai�
ˇ

ˇaj�
D‰˚

“ a˚
j

@

aj�
ˇ

ˇai�
D

如果 Â是厄米算符， Â: “ Â， 上式可改写为：
@

aj�
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇai�
D

“ a˚
j

@

aj�
ˇ

ˇai�
D

比较本页的两个深蓝色方程，我们看到：

pai ´ a˚
j q

@

aj�
ˇ

ˇai�
D

“ 0



上式有一个特例：
pai ´ a˚

i q xai�|ai�y “ 0

约定 jai�y 是H中的任一非零矢量，xai�|ai�y ą 0. 如此，上式的成立意味
着：ai “ a˚

i . 亦即：

厄米算符的本征值均为实数.

我们进而可以把前面那个公式重新表为：

pai ´ ajq
@

aj�
ˇ

ˇai�
D

“ 0

由此知，倘若 ai ‰ aj，则必有
@

aj�
ˇ

ˇai�
D

“ 0. 换言之，

厄米算符属于不同本征值的本征矢量彼此正交.

Q： xai�|ai�y “?



算符本征值简并的解除：

算符 Â的本征值存在简并，

Â jai�y “ ai jai�y ; � “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; f

意味着至少存在一个新的、与 Â对易的线性算符 B̂，
”

Â; B̂
ı

“ 0

使得 jai�y 变成 Â与 B̂的共同本征右矢：

Â jai�y “ ai jai�y ; B̂ jai�y “ b� jai�y

换言之，虽然本征矢量 jai�y 与本征值 ai 没有形成一一对应，但它与本
征值集合 tai; b�u 形成了一一对应. 简并解除.

倘若 Â与 B̂均为厄米算符，则必有：
@

ai�
ˇ

ˇaj�
D

“ ci��ij���

通常可通过本征右矢的归一化把所有的非零常数 ci� 均取为 1.



现在，我们介绍量子力学的第三条基本假设 (Postulate 3)：

1 量子力学体系的力学量由态矢量空间H中的线性厄米算符表示. 对
于有资格表示体系力学量的厄米算符而言，其本征矢量的全体形成
H的一组完备基. 在任一量子态下测量此力学量，总是以一定的概
率得到对应厄米算符的某一个本征值.

力学量算符本征矢量的全体形成态矢量空间的一组完备基.

Â “ Â :; Â jaiy “ ai jaiy ; jΨy “
ÿ

i
ci jaiy

值得注意的是，数学上厄米算符的定义仅仅是：Â “ Â :. 因此，在
量子力学中我们不能无条件地把厄米算符等同于力学量算符. 仅
仅用厄米性条件

Â “ Â :

不足以界定力学量算符，必须把本征矢量的存在与完备性添加到力
学量算符的定义中.



倘若在态矢量空间中找到了某个满足厄米性条件

B̂ “ B̂:

的线性厄米算符 B̂， 但发现 B̂ 不存在完备的本征矢量集合， 则 B̂
不是量子力学意义下的力学量算符，它不表示任何力学量，无法对它
进行任何物理测量.

假设量子力学体系处在归一化的叠加态：

jΨy “
ÿ

i
ci jaiy ; xΨ|Ψy “

ÿ

i
|ci|2 “ 1

对力学量 A 的测量将导致量子态的坍塌，态矢量 jΨy 随机地以概率
|ci|2 跃迁到算符 Â 的本征态 jaiy 上，

jΨy “
ÿ

i
ci jaiy |ci|2

ÝÝÝÝÝÑ
jaiy

换言之，在 jΨy 态下对体系力学量 A 的测量一般不会有确定的测量
值，而是以概率 |ci|2 测得 Â 的本征值 ai.



约定力学量算符 Â 的各个本征矢量 jaiy 均已经归一化，则本征矢量之间
的内积满足正交归一条件：

@

ai
ˇ

ˇaj
D

“ �ij

借助此式，我们看到

xai|Ψy “
ÿ

j
cj

@

ai
ˇ

ˇaj
D

“
ÿ

j
cj�ij “ ci

态矢量 jΨy 按 Â 本征矢量集合的展开式又可等价地表为：

jΨy “
ÿ

i
ci jaiy “

ÿ

i
xai|Ψy jaiy “

ÿ

i
jaiy xai|Ψy “

«

ÿ

i
jaiy xaij

ff

jΨy

鉴于 jΨy 的任意性，上式意味着：
ÿ

i
jaiy xaij “ Î

此式称为力学量算符本征矢量系的完备性公式，它提供了单位算符 Î一
个显示的表达式，因而是量子力学中极有用的算符恒等式之一.



投影算符

考虑某量子力学体系，设其力学量算符 Â 的本征值方程为：

Â jaiy “ ai jaiy

体系所处的任一量子态 jΨy 均可表达为 Â 的本征态矢量集合的线性叠
加：

jΨy “
ÿ

i
jaiy xai|Ψy

如前述，在 jΨy 态下对力学量 A 的测量过程，就是态矢量 jΨy 以概率
| xai|Ψy |2 坍塌到 Â 的本征态 jaiy 的随机跃迁，

jΨy | xai|Ψy |2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

jaiy

这一随机过程在数学上可以描写成是态矢量空间H中的一个投影:

Λ̂i : jΨy ù jaiy « Λ̂i jΨy



Λ̂i 称为算符 Â 本征态 jaiy 的投影算符，其显示表达式为：

Λ̂i “ jaiy xaij

不难验证，
Λ̂i jΨy “ jaiy xai|Ψy “ ci jaiy

式中出现的系数 ci “ xai|Ψy 可以诠释为随机跃迁 jΨy Ñ jaiy 发生的概率
幅.7 按照 Postulate 1，jaiy 与 Λ̂i jΨy 在物理上是完全等价的.

投影算符 Λ̂i 具有如下性质：

Λ̂i 是态矢量空间H中的线性厄米算符，

Λ̂i “ Λ̂
:
i

Λ̂i 与自身的乘积仍是 Λ̂i，
Λ̂2
i “ Λ̂i

这条性质虽然看上去有些平凡，但它却是投影算符的特征属性 (非常
重要).

7跃迁 jΨy Ñ jaiy 发生的概率是概率幅的模平方，即 | xai|Ψy |2.



设投影算符 Λ̂i “ jaiy xaij的本征值方程为，

Λ̂i j!y “ ! j!y

则性质 Λ̂2
i “ Λ̂i 意味着：

! j!y “ Λ̂i j!y “ Λ̂2
i j!y “ Λ̂i

”

Λ̂i j!y

ı

“ !2 j!y

亦即，
p! ´ !2q j!y “ 0

1 投影算符 Λ̂i 有、且仅有两个本征值，分别为 !1 “ 1与 !2 “ 0.

2 本征值 !1 “ 1不简并, Λ̂i 属于 !1 的本征矢量是：

j!1y “ jaiy

3 本征值 !2 “ 0可以是简并的，Λ̂i 属于 !2 的本征矢量是：

j!2y “
�
�aj

D

; j ‰ i

4 计及 tjayiu 的完备性，我们断言： Λ̂i 是力学量算符.



Q： 既然 tjaiyu 是力学量算符 Â 与 Λ̂i 的共同本征右矢集合，这是否意味
着此二算符对易？

为了回答这一问题，我们首先注意到：

Â “ Î Â Î “

«

ÿ

i
jaiy xaij

ff

Â

«

ÿ

j

�
�aj

D @

aj
�
�

ff

“
ÿ

ij
jaiy

”

@

ai
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇaj
D

ı

@

aj
�
�

因为 jaiy 是 Â 属于本征值 ai 的本征右矢，
@

ai
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇaj
D

“
@

ai
ˇ

ˇaj
ˇ

ˇaj
D

“ aj
@

ai
ˇ

ˇaj
D

“ aj�ij
我们有：

Â “
ÿ

i
ai jaiy xaij

由此知 Â 的确与 Λ̂i 对易，Â Λ̂i “ Λ̂iÂ ：
«

ÿ

j
aj

�
�aj

D @

aj
�
�

ff

jaiy xaij “ ai jaiy xaij “ jaiy xaij

«

ÿ

j
aj

�
�aj

D @

aj
�
�

ff



回到正题，我们继续讨论投影算符 Λ̂i 的性质.

Λ̂i 在态矢量空间H中的迹等于 1.

迹 (trace)定义为算符对角矩阵元之和.所以，

trpΛ̂iq “
ÿ

j

@

aj
ˇ

ˇΛ̂i
ˇ

ˇaj
D

“
ÿ

j

@

aj
ˇ

ˇ

”

jaiy xaij
ı

ˇ

ˇaj
D

“
ÿ

j
�ij�ji “ �ii “ 1

力学量算符所有本征态的投影算符之和等于单位算符：
ÿ

i
Λ̂i “

ÿ

i
jaiy xaij “ Î

此式正是本征态集合 tjaiyu 的完备性条件.



纯态及其密度算符

纯态：

倘若体系所处的量子态可以用一个态矢量描写，则称此量子力学体
系处在纯态.8

纯态的密度算符：

假设某量子力学体处在纯态，其量子态可以用一个归一化的态矢量
jΨy 描写，

xΨ|Ψy “ 1
现在要指出的是，此量子态也可以等价地用态矢量空间H中的如下
线性算符描写，

�̂ “ jΨy xΨj

�̂称为纯态 jΨy 的密度算符.
8纯态是本课程主要讨论的对象.



纯态密度算符具有如下性质：

1 �̂是厄米算符，
�̂ “ jΨy xΨj ù �̂: “ �̂

2 �̂实际上是纯态 jΨy 的投影算符，

�̂2 “

”

jΨy xΨj
ı”

jΨy xΨj
ı

“ jΨy

”

xΨ|Ψy

ı

xΨj “ jΨy xΨj “ �̂

此性质意味着 �̂有两个本征值，�1 “ 1和 �2 “ 0.

3 �̂在态矢量空间H中的迹为：

trp�̂q “ 1

证明如下.取某力学量算符 Â 的正交归一本征右矢集合
"

jaiy
*

; Â jaiy “ ai jaiy ;
@

ai
ˇ

ˇaj
D

“ �ij;
ÿ

i
jaiy xaij “ Î

作为H的基,我们有：

trp�̂q “
ÿ

i
xai|�̂|aiy “

ÿ

i
xai|Ψy xΨ|aiy “

ÿ

i
xΨ|aiy xai|Ψy



亦即，

trp�̂q “ xΨj

«

ÿ

i
jaiy xaij

ff

jΨy “ xΨ|Ψy “ 1

证毕.结合 �̂2 “ �̂与 trp�q “ 1，纯态的密度算符具有性质：

tr
`

�̂2
˘

“ 1

将来我们可以看到，这是纯态与混合态9之间的特征性差别.

Q： 既然纯态可以用一个态矢量 jΨy 描写，再引入密度算符 �̂ “ jΨy xΨj
描写它是不是有些多余？

我的拙见：

密度算符对于纯态的描写而言的确不是必须的.
但使用密度算符在某些情形下可以简化纯态下力学量平均值的计算.

9不能用一个态矢量描写的量子态称为混合态.



力学量的平均值

考虑纯态情形下体系力学量系综平均值，即所谓“期望值”的计算.

假设体系已经被制备在归一化态矢量 jΨy 描写的量子态. 现在对力学量
A 进行测量.

能测量 A 意味着厄米算符 Â 具有如下性质：

Â jaiy “ ai jaiy ;
@

ai
ˇ

ˇaj
D

“ �ij;
ÿ

i
jaiy xaij “ Î

即 Â 是体系的一个力学量算符.
测量 A 的过程是态矢量 jΨy 的随机坍塌过程

jΨy jxai|Ψyj2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

jaiy

换言之，在 jΨy 态下测量力学量 A 一般不会有确定的测量值. 我们
以概率 | xai|Ψy |2 测得 Â 的本征值 ai (i “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ). 所以，jΨy 态下
A 的系综平均值为：

xA yΨ “
ÿ

i
ai
�
�
�xai|Ψy

�
�
�

2



平均值 xA yΨ 的计算公式可改写为：

xA yΨ “
ÿ

i
ai
�
�
�xai|Ψy

�
�
�

2
“

ÿ

i
ai xai|Ψy xΨ|aiy

“
ÿ

i
xai|Ψy xΨ|ai|aiy

“
ÿ

i
xai|Ψy xΨ|Â |aiy

“
ÿ

i
xΨ|Â |aiy xai|Ψy

“ xΨj Â

«

ÿ

i
jaiy xaij

ff

jΨy

“ xΨ|Â ¨ Î|Ψy

亦即，

xA yΨ “ xΨ|Â |Ψy

它正是我们在求力学量系综平均值时默认的出发点.



借助于 jΨy 态的密度算符 �̂ “ jΨy xΨj，也可以有另一个非常实用的力学
量系综平均值计算公式：

xA yΨ “ tr
´

�̂Â
¯

下面是此论断的理由：

xA yΨ “
ÿ

i
ai
�
�
�xai|Ψy

�
�
�

2
“

ÿ

i
xai|Ψy xΨ|Â |aiy “

ÿ

i
xai|�̂Â |aiy “ tr

´

�̂Â
¯

若体系态矢量空间的维数有限， 则求迹运算具有性质

trp��q “ trp��q

此情形下也可把力学量系综平均值的计算公式等价地表为：

xA yΨ “ tr
´

Â �̂
¯
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波函数

在量子力学的传统教材中，常引入满足平方可积条件的波函数

Ψprq;
ż

V

�
�
�Ψprq

�
�
�

2
d3x ă 8

描写量子态， jΨprqj2 被诠释为是在位置矢量为 r的地点找到粒子的概率
密度.

1 那么，波函数 Ψpr; tq 与态矢量 jΨy 有什么关系呢？

假设 jΨy 所在的态矢量空间H中存在着某个力学量算符 F̂，

F̂ “ F̂ :; F̂ jfiy “ fi jfiy ;
@

fi
ˇ

ˇfj
D

“ �ij;
ÿ

i
jfiy xfij “ Î

我们可以选择 F̂ 的本征右矢系作为H的基，称之为在量子力学理论表
述中选择了F 表象：

jΨy “ Î jΨy “

«

ÿ

i
jfiy xfij

ff

jΨy “
ÿ

i
xfi|Ψy jfiy



类比于 3维欧氏空间中场点位置矢量 r “
ř

i xiei 与其笛卡尔直角坐标 xi
的关系，展开式

jΨy “
ÿ

i
xfi|Ψy jfiy

中的系数 xfi|Ψy 可以理解为态矢量 jΨy 在基 jfiy 上的坐标. 因此，

1 无论是使用态矢量 jΨy，还是使用其在 F 表象中的“坐标”xfi|Ψy，
在描写量子态方面是完全等价的.

2 习惯上把 jΨy 的“坐标”xfi|Ψy 称为 F 表象中的波函数. 倘若 F̂ 的
本征值量子化取值，常把波函数表达为列矩阵，例如：

Ψ “

»

—

—

—

–

Ψ1
Ψ2
Ψ3
...

fi

ffi

ffi

ffi

fl

; Ψi :“ xfi|Ψy

但若 F̂ 的本征值形成连续谱，波函数就变成了数学意义下真正的函
数， 例如在位置表象中，

Ψprq “ xr|Ψy



力学量矩阵

如前述，选择表象后量子态的描写手段发生了改变. 例如在 F 表象中，

jΨy ù Ψi “ xfi|Ψy

力学量算符需要做什么替换？

考虑力学量算符 Â 及其对态矢量的作用，

Â “ Â :; Â jΨy “ jΦy

建立了 F 表象后，

Â “ Î Â Î “

«

ÿ

i
jfiy xfij

ff

Â

«

ÿ

j

�
�fj

D @

fj
�
�

ff

“
ÿ

ij
jfiy

@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D @

fj
�
�

亦即，
Â “

ÿ

ij

@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D

jfiy
@

fj
�
�



这个算符展开式的系数
@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D

形成了一个方阵 A “ pAijq 的矩阵元：

Aij “
@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D

Â 的厄米性条件
ÿ

ij

@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D

jfiy
@

fj
�
� “ Â “ Â : “

ÿ

ij

@

fj
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfi
D˚

jfiy
@

fj
�
�

意味着，
Aij “

@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D

“
@

fj
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfi
D˚

“ A ˚
ji

即 A “ pAijq 是厄米矩阵.

算符 Â 对态矢量的作用规则 Â jΨy “ jΦy 意味着，

xfi|Φy “ xfi|Â |Ψy “ xfij Â

«

ÿ

j

�
�fj

D @

fj
�
�

ff

jΨy “
ÿ

j

@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D @

fj
ˇ

ˇΨ
D



即：
ÿ

j
AijΨj “ Φi

式中 Ψj :“
@

fj
ˇ

ˇΨ
D

与 Φi :“ xfi|Φy， 它们分别是态矢量 jΨy 和 jΦy 在 F
表象中的波函数列矩阵 Ψ “ pΨjq 和 Φ “ pΦiq 的矩阵元.

厄米矩阵 A “ pAijq 的作用对象是波函数列矩阵.

因此，

1 选择了 F 表象之后，

jΨy ù Ψ “ pΨiq

Â ù A “ pAijq

Â jΨy “ jΦy ù A Ψ “ Φ

通常称厄米矩阵 A “ pAijq 为力学量矩阵 A .

2 在 F 表象中，力学量矩阵 F “ pFijq 是实对角矩阵：

Fij “
@

fi
ˇ

ˇF̂
ˇ

ˇfj
D

“
@

fi
ˇ

ˇfj
ˇ

ˇfj
D

“ fj
@

fi
ˇ

ˇfj
D

“ fi�ij



Q： 选择表象后，左矢的替代物是什么？

假设选择了 F 表象. 如此，左矢 xΨj可以展开为：

xΨj “ xΨj

«

ÿ

j

�
�fj

D @

fj
�
�

ff

“
ÿ

j

@

Ψ
ˇ

ˇfj
D @

fj
�
�

即 xΨj ù
@

Ψ
ˇ

ˇfj
D

“
@

fj
ˇ

ˇΨ
D˚

“ Ψ˚
j .

进一步地，波函数的复共轭 Ψ˚
j “

@

Ψ
ˇ

ˇfj
D

构成什么样的矩阵？ 列矩阵还
是行矩阵？

考虑算符对左矢的作用规则 xΦj “ xΨj B̂. 在 F 表象中，

xΦ|fiy “ xΨ|B̂|fiy “
ÿ

j

@

Ψ
ˇ

ˇfj
D @

fj
ˇ

ˇB̂
ˇ

ˇfi
D

即：
Φ˚
i “

ÿ

j
Ψ˚

j Bji



表象变换

欲使上面的方程称为矩阵方程，等号右端的求和指标 j对于 Ψ˚
j 必须是列

指标. 换言之，波函数的复共轭 Ψ˚
j “

@

Ψ
ˇ

ˇfj
D

构成的矩阵是行矩阵

“

Ψ˚
1 Ψ˚

2 Ψ˚
3 ¨ ¨ ¨

‰

“ pΨ˚
j q “ Ψ:

这里的 Ψ “ pΨiq 是波函数列矩阵：

Ψ “

»

—

—

—

–

Ψ1
Ψ2
Ψ3
...

fi

ffi

ffi

ffi

fl

; Ψi :“ xfi|Ψy

表象选择的多样性：

只要体系力学量算符的数目# ě 2，一般地说表象的选择就具有不唯一
性. 这就产生了波函数、力学量矩阵等在不同表象间进行变换的需要.



假设体系既拥有力学量算符 F̂，

F̂ “ F̂ :; F̂ jfiy “ fi jfiy ;
@

fi
ˇ

ˇfj
D

“ �ij;
ÿ

i
jfiy xfij “ Î

也拥有力学量算符 Ĝ ：

Ĝ “ Ĝ :; Ĝ jgiy “ gi jgiy ;
@

gi
ˇ

ˇgj
D

“ �ij;
ÿ

i
jgiy xgij “ Î

这样，我们既可以选择建立 F 表象，也可以选择建立 G 表象. 当然，也
可以不建立任何表象.

1 建立表象意味着在态矢量空间H中指定了一组完备的基矢量.

2 建立 F 表象，就把H的基矢量组取为
!

jf1y ; jf2y ; jf3y ; ¨ ¨ ¨

)

“

!

jfiy
)

3 改建 G 表象，则是把同一线性空间H的基矢量组取为
!

jg1y ; jg2y ; jg3y ; ¨ ¨ ¨

)

“

!

jgiy
)



表象变换的具体内涵就是：

either
!

jfiy
)

ù

!

jgiy
)

; or
!

jfiy
)

ø

!

jgiy
)

显然，表象变换可以通过态矢量空间H中的一个特殊的线性算符

Û “
ÿ

i
jgiy xfij : Û jfiy “ jgiy ;

!

jfiy
)

ù

!

jgiy
)

及其逆算符

Û ´1 “
ÿ

i
jfiy xgij : Û ´1 jgiy “ jfiy ;

!

jgiy
)

ù

!

jfiy
)

实现. 不难看出，

Û Û ´1 “
ÿ

ij
jgiy

@

fi
ˇ

ˇfj
D @

gj
�
� “

ÿ

ij
�ij jgiy

@

gj
�
� “

ÿ

i
jgiy xgij “ Î

同理有 Û ´1Û “ Î. 所以，Û ´1 确为 Û 的逆算符.



简单的观察可知：

Û : “

«

ÿ

i
jgiy xfij

ff:

“
ÿ

i
rxfijs:

rjgiys
:

“
ÿ

i
jfiy xgij “ Û ´1

所以，Û 是态矢量空间H中的幺正算符.

表象变换是通过幺正算符实现的.

下面讨论波函数列矩阵、力学量方阵等的表象变换. 为达此目的，我们先
写出幺正算符 Û 及其逆算符在新、旧表象中的矩阵. 在 F 表象中，

Û ù U pF q “ pU
pF q
ij q; U

pF q
ij “

@

fi
ˇ

ˇÛ
ˇ

ˇfj
D

“
@

fi
ˇ

ˇgj
D

Û : ù U :pF q
“ pU :pF q

ij q; U :pF q

ij “
@

fi
ˇ

ˇÛ :
ˇ

ˇfj
D

“
@

gi
ˇ

ˇfj
D

但在 G 表象中，

Û ù U pG q “ pU
pG q
ij q; U

pG q
ij “

@

gi
ˇ

ˇÛ
ˇ

ˇgj
D

“
@

fi
ˇ

ˇgj
D

Û : ù U :pG q
“ pU :pG q

ij q; U :pG q

ij “
@

gi
ˇ

ˇÛ :
ˇ

ˇgj
D

“
@

gi
ˇ

ˇfj
D



所以，

U
pF q
ij “ U

pG q
ij “

@

fi
ˇ

ˇgj
D

“ Uij; U :pF q

ij “ U :pG q

ij “
@

gi
ˇ

ˇfj
D

“ U :
ij

考虑态矢量 jΨy. 它在两个表象中的波函数分别为 Ψ
pF q
i “ xfi|Ψy 与

Ψ
pG q
i “ xgi|Ψy. 显然，二者可通过下式联系起来：

Ψ
pF q
i “ xfi|Ψy “ xfij

«

ÿ

j

�
�gj

D @

gj
�
�

ff

jΨy “
ÿ

j

@

fi
ˇ

ˇgj
D @

gj
ˇ

ˇΨ
D

“
ÿ

j
Uij Ψ

pG q
j

Ψ
pG q
i “ xgi|Ψy “ xgij

«

ÿ

j

�
�fj

D @

fj
�
�

ff

jΨy “
ÿ

j

@

gi
ˇ

ˇfj
D @

fj
ˇ

ˇΨ
D

“
ÿ

j
U :

ijΨ
pF q
j

写出矩阵形式，即为

ΨpF q “ U ΨpG q; ΨpG q “ U :ΨpF q



考虑力学量算符 Â . 它在两个表象中均被厄米矩阵替代，相应的矩
阵元分别是 A

pF q
ij “

@

fi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇfj
D

与 A
pG q
ij “

@

gi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇgj
D

.

二者的联系是：

A
pG q
ij “

@

gi
ˇ

ˇÂ
ˇ

ˇgj
D

“ xgij

«

ÿ

k

jfky xfkj

ff

Â

«

ÿ

l

jfly xflj

ff

�
�gj

D

“
ÿ

kl

xgi|fky xfk|Â |fly
@

fl
ˇ

ˇgj
D

“
ÿ

kl

U :
ikA

pF q

kl Ulj

相应的矩阵形式为，

A pG q “ U :A pF qU ; A pF q “ U A pG qU :

显然，这是用幺正矩阵 U 构造的相似变换.



相容力学量

设 Â 与 B̂ 是体系的两个力学量算符. 倘若对于体系的任一量子态 jΨy，
均有

”

Â ; B̂
ı

jΨy “ 0 ù Â B̂ jΨy “ B̂Â jΨy ; @ jΨy P H

则称此二力学量相容（compatible）， 简记为：
”

Â ; B̂
ı

“ 0

倘若
”

Â ; B̂
ı

‰ 0，则称此二力学量不相容.

下面我们叙述一条重要的定理：

1 若几个力学量算符相容，则它们可以拥有完备的共同本征态系.1

1系：不是特指某一个共同本征态，而是共同本征态集合.



依照此定理，若 Â 与 B̂ 是体系的两个相容的力学量算符，
”

Â ; B̂
ı

“ 0，

则它们拥有完备的共同本征右矢集合：
#

jai; biy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

i “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

+

; Â jai; biy “ ai jai; biy ; B̂ jai; biy “ bi jai; biy

且，
ÿ

i
jai; biy xai; bij “ Î

此定理对于相容力学量的测量勾勒出了如下图像：

设体系被制备在量子态 jΨy. 对体系的第一次测量是在 jΨy 态测量力
学量 A ，

jΨy jxai|Ψyj2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

jaiy

这里 jaiy 是力学量算符 Â 的某个本征右矢，

Â jaiy “ ai jaiy ;
@

ai
ˇ

ˇaj
D

“ �ij

右矢 jaiy 的全体自然也形成完备基，
ř

i jaiy xaij “ Î.



假设第一次测量完成之后 jΨy Ñ ja2y. 对体系的第二次测量是在
ja2y 态测量相容力学量 B，

ja2y jxa2; bi|a2yj2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ja2; biy

此处 ja2; biy 是相容力学量算符 Â 与 B̂ 的共同本征右矢，

Â ja2; biy “ a2 ja2; biy ; B̂ ja2; biy “ bi ja2; biy

假设前两次测量完成之后体系态矢量所经历的坍塌是

jΨy Ñ ja2y Ñ ja2; b2y

坍塌的总效果是体系处在了相容力学量算符 Â 与 B̂ 的共同本征右
矢 ja2; b2y.之后再测 A 必得 a2，测 B 必得 b2.

若体系（系综）处在了几个相容力学量算符的某一共同本征态，则对这几
个相容力学量进行测量均可以得到确定的测量值.



证明如下. 设 Â 与 B̂ 是体系的两个相容力学量算符,
”

Â ; B̂
ı

“ 0.

倘若 Â 的本征值 ai 不简并，

Â jaiy “ ai jaiy ;
@

ai
ˇ

ˇaj
D

“ �ij

则相容条件
”

Â ; B̂
ı

“ 0意味着：

Â
”

B̂ jaiy
ı

“

”

Â B̂
ı

jaiy “

”

B̂Â
ı

jaiy “ B̂
”

Â jaiy
ı

“ B̂ rai jaiys

“ ai
”

B̂ jaiy
ı

即 jaiy 与 B̂ jaiy 均是力学量算符 Â 属于本征值 ai 的本征右矢.但因
事先已假设 ai 不简并，我们必然有：

B̂ jaiy « jaiy ; ù B̂ jaiy “ bi jaiy ; bi “ xai|B̂|aiy

所以 jaiy 是相容力学量算符 Â 与 B̂ 的共同本征态，本征值分别是
实数 ai 和 bi.



倘若 Â 的本征值 ai 是简并的，简并度为 Dpaiq “ f ：

Â jai�y “ ai jai�y ; � “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; f

此情形下，力学量的相容条件
”

Â ; B̂
ı

“ 0只能推论出 B̂ jai�y 也是

算符 Â 属于本征值 ai 的一个本征右矢，

ù Â
”

B̂ jai�y

ı

“ B̂
”

Â jai�y

ı

“ ai
”

B̂ jai�y

ı

但并不能确保右矢 jai�y 与右矢 B̂ jai�y 之间的等价性. B̂ jai�y 的一
般表达式应为：

B̂ jai�y “

f
ÿ

�“1
cpiq�� jai�y

约定
@

ai�
ˇ

ˇaj�
D

“ �ij���， 我们有：

cpiq�� “ xai�|B̂|ai�y ?
ùñ

bi���

即一般情形下 jai�y 不是算符 B̂ 的本征右矢.



虽然在 ai 有简并的情形下，算符 Â 属于此本征值的本征右矢 jai�y

Â jai�y “ ai jai�y ; � “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; f

不一定是相容力学量算符集合 tÂ ; B̂u 的共同本征右矢，但此相容力学
量算符集合的确存在着共同本征右矢. 态叠加原理允许我们将其表为如
下线性组合：

j iy “

f
ÿ

�“1
 i� jai�y

叠加系数 i� “ xai�| iy待定. 显然，j iy 是 Â 属于本征值 ai 的本征右矢，

Â j iy “

f
ÿ

�“1
 i�

”

Â jai�y

ı

“

f
ÿ

�“1
 i�rai jai�ys “ ai

« f
ÿ

�“1
 i� jai�y

ff

“ ai j iy

现要求 j iy 也是 B̂ 属于本征值 bi 的本征右矢

B̂ j iy “ bi j iy



意味着：

bi i� “ bi xai�| iy “ xai�|B̂| iy “

f
ÿ

�“1
 i� xai�|B̂|ai�y

亦即，
f

ÿ

�“1
 i�

”

xai�|B̂|ai�y ´ bi���
ı

“ 0

这是一个以  i� 为未知数的 f元线性齐次代数方程组. 它有非零解的必
充条件是：

det
”

xai�|B̂|ai�y ´ bi���
ı

“ 0

解此代数方程组，我们可以同时求得 B̂ 的本征值 bi 以及叠加系数  i�，
进而确定出相容力学量算符 Â 与 B̂ 的共同本征右矢.

1 习惯上我们把相容力学量算符集合 tÂ ; B̂u 的共同本征右矢常写
为：

jai; biy ù Â jai; biy “ ai jai; biy ; B̂ jai; biy “ bi jai; biy



力学量完全集

1 设 pÂ ; B̂; Ĉ ; ¨ ¨ ¨ q 是体系的一组相容力学量算符，
”

Â ; B̂
ı

“

”

B̂; Ĉ
ı

“

”

Ĉ ; Â
ı

“ ¨ ¨ ¨ “ 0

它们的本征值方程为，

Â jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y “ ai jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y

B̂ jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y “ bi jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y

Ĉ jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y “ ci jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y

倘若本征值组 pai; bi; ci; ¨ ¨ ¨ q 与共同本征右矢 jai; bi; ci; ¨ ¨ ¨y 之间形成
了一一对应， 即可以用相容力学量集合的一组本征值准确地标记
共同本征右矢， 则称这组相容力学量算符形成了体系的一个力学量
完全集 (CSCO)2.

2CSCO: Complete Set of Compatible Observables.



不相容力学量点评

倘若体系的两个力学量算符 Â 与 B̂ 不对易，
”

Â ; B̂
ı

‰ 0

则称这两个力学量算符不相容. 因为 Â 与 B̂ 均为厄米算符，二者的对
易子必然具有如下结构：

”

Â ; B̂
ı

“ i Ĉ ; Ĉ “ Ĉ :

1 若态矢量空间维数有限，则必有 tr Ĉ “ 0.
2 若 Ĉ “ c Î， 则态矢量空间的维数必须是无限大.
3 不相容力学量算符没有完备的共同本征右矢系. 但这并不排除它们
拥有个别共同本征右矢的可能性. 事实上，满足条件

Â j y “ B̂ j y “ Ĉ j y “ 0

的右矢 j y 就是不相容力学量算符 Â 与 B̂ 的共同本征右矢.



例一

设某量子力学体系拥有 3维的态矢量空间，力学量算符 B̂ 在 B 表象（自
身表象）中表现为如下实对角矩阵：

B “

»

–

1 0 0
0 0 0
0 0 ´1

fi

fl

显然，

B 是厄米矩阵，本征值谱为 b1 “ 1，b2 “ 0与 b3 “ ´1.
B 的本征值均是非简并的，属于它们的归一化本征矢量分别为：

 1 “

»

–

1
0
0

fi

fl ;  2 “

»

–

0
1
0

fi

fl ;  3 “

»

–

0
0
1

fi

fl

它们彼此是正交的.
B 的本征值与本征矢量之间形成了一一对应. 因此, B 本身就构成
了体系的一个力学量完全集（CSCO）.



体系也有另一个力学量算符 Â ，它在 B 表象中由如下厄米矩阵表示：

A “
?
2

»

–

1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi

fl

A 仅有一个本征值 a “
?
2， 但它是简并的. 任意的归一化列矩阵

Ψ “

»

–

c1
c2
c3

fi

fl ; jc1j2 ` jc2j2 ` jc3j2 “ 1

都是 A 属于本征值 a “
?
2的本征矢量.3 A 本身不构成体系力

学量完全集 (CSCO).
不难看出，

rA ;Bs “ 0

即 A 与 B 是相容力学量矩阵，它们可以拥有共同的本征矢量. 事
实上，pA ;Bq 的共同本征矢量就是前页列出的 3个列矩阵  1;  2
和  3.

3所以，a “
?
2的简并度为 3.



pA ;Bq 的本征值组 pai; biq 与共同本征矢量  i 之间形成了一一对
应，

p
?
2; 1q ô  1 “

»

–

1
0
0

fi

fl ; p
?
2; 0q ô  2 “

»

–

0
1
0

fi

fl ;

p
?
2; ´ 1q ô  3 “

»

–

0
0
1

fi

fl :

所以，相容力学量矩阵组 pA ;Bq 构成了体系另一个力学量完全集
（CSCO）.

此体系也存在着另外一些力学量算符. 例如 M̂，它在 B 表象中表现为
如下实对称矩阵：

M “
1

?
2

»

–

0 1 0
1 0 1
0 1 0

fi

fl ù M “ M :



M 的本征值谱为 m1 “ 1; m2 “ 0与 m3 “ ´1.对应于每一个本征值
mi，存在着一个、且仅有一个本征矢量：

m1 “ 1 ô �1 “
1
2

»

–

1?
2
1

fi

fl ; m2 “ 0 ô �2 “
1

?
2

»

–

1
0

´1

fi

fl ;

m3 “ ´1 ô �3 “
1
2

»

–

1
´

?
2

1

fi

fl :

所以，M 本身构成了体系的一个力学量完全集.
很显然，

rM ;A s “ 0

即 M 与 A 形成了体系的一组相容力学量，它们的共同本征矢量就
是上面的列矩阵 �1; �2 和 �3. pA ;M q 的本征值组 pai;miq 与共同
本征矢量 �i 之间的对应关系是：

p
?
2; 1q ô �1; p

?
2; 0q ô �2; p

?
2; ´ 1q ô �3:

这是一一对应，故 pA ;M q 也构成了体系的一个力学量完全集.



值得注意的是 rM ;Bs ‰ 0. 准确地说，

rM ;Bs “ iW ; W “
1

?
2

»

–

0 i 0
´i 0 i
0 ´i 0

fi

fl

力学量矩阵 M 与 B 不相容，它们没有完备的共同本征矢量系.

事实上，找不到任何一个列矩阵

� “

»

–

�1
�2
�3

fi

fl

能保证 M� “ B� “ W � “ 0. 所以，也不存在个别的列矩阵能
成为不相容力学量矩阵 M 与 B 的共同本征矢量.



测不准关系

两个不相容的力学量算符不拥有完备的共同本征右矢系. 因此，对于制
备在任一量子态 jΨy 的系综而言，不相容的力学量一般不能同时具有确
定的测量值.

量子力学中有一个重要的不等式，称为测不准关系4， 它定量地刻画了两
个不相容力学量一般不能被同时测准5的特征. 为了讨论测不准关系方便
起见，我们引入两个辅助概念：

1 jΨy 态下力学量 A 的误差算符：

∆Â :“ Â ´ xA y

式中 xA y “ xΨ|Â |Ψy， 它是力学量 A 在 jΨy 态下的系综平均值.

2 jΨy 态下力学量 A 的不确定度：

∆A :“

c

A

p∆Â q2
E

“

b

xA 2y ´ xA y
2

4有些教材里称之为不确定度关系.
5这里的测准或者测不准，都是在系综意义下说的. 切记!



现在推导测不准关系.

设 A 与 B 是体系的两个任意选择的力学量,
”

Â ; B̂
ı

“ i Ĉ ; Ĉ “ Ĉ :

算符 Â 与 B̂ 的厄米性，意味着 jΨy 态下这两个力学量的误差算符也是
厄米算符：

∆Â “

´

∆Â
¯:

; ∆B̂ “

´

∆B̂
¯:

;
”

∆Â ;∆B̂
ı

“ i Ĉ

因此，对于任意指定的实数 � 和右矢 jΨy，

j�y :“

„

�
´

∆Â
¯

´ i
´

∆B̂
¯

ȷ

jΨy

也是体系态矢量空间中的一个合格的量子态. 所以，
�
�
�j�y

�
�
�

2
“ x�|�y ě 0



注意到：

x�|�y “ xΨ|

”

�∆Â ` i∆B̂
ı ”

�∆Â ´ i∆B̂
ı

|Ψy

“ xΨ|

”

�2p∆Â q2 ` p∆B̂q2 ` �Ĉ
ı

|Ψy

“ �2
A

p∆Â q2
E

`

A

p∆B̂q2
E

` � xC y

“ �2p∆A q2 ` p∆Bq2 ` � xC y

不等式 x�|�y ě 0可改写为：

„

�p∆A q `
xC y

2p∆A q

ȷ2

` p∆Bq2 ´
xC y

2

4p∆A q2
ě 0

此不等式对于任意指定的实参数 � 均成立. 因此，

p∆A q2p∆Bq2 ě
xC y

2

4
; ù ∆A ∆B ě

1
2

xC y

这就是著名的测不准关系.



作为量子力学的一条基本原理，Heisenberg(1928)假设：

∆xi∆pj ě
ℏ
2
�ij

式中的 xi 与 pj 分别是笛卡尔直角坐标系下粒子的位置坐标与动量分量.
这个不等式源于 Heisenberg对于电子衍射实验的分析，反映了量子力学
对于微观粒子波粒二象性的理解：

微观粒子按概率波波动的方式在位形空间中运动，而不是沿一条确
定的轨道在时空中运动.

Heisenberg测不准原理写成算符形式，就是：

“

x̂i; p̂j
‰

“ iℏ�ij Î

此式通常称为量子力学的基本对易关系，其他对易关系原则上都可以从
此式出发导出.6

6自旋角动量例外.
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位置算符

若粒子被限制在一条直线 (称之为 x 轴) 上运动, 则其位置算符 x̂ 由如下
本征值方程定义:

x̂
�
�x 1

D

“ x1
�
�x 1

D

x̂ 是厄米算符, 其本征值 x 1 是实数. 事实上, x 1 代表粒子在 x 轴上可
能出现的位置坐标, ´8 ă x 1 ă `8.

jx 1y 是位置算符 x̂ 属于本征值 x 1 的本征右矢. 因为粒子若出现在
x 1 处则它必定不会同时出现在 x 2 处, 我们看到:

@

x 1
ˇ

ˇx 2
D

“ 0; if x 1 ‰ x 2.

x̂ 是力学量算符, 其本征右矢的全体 tjx 1yu 形成了态矢量空间H中
的一组完备基:

`8
ż

´8

dx 1
�
�x 1

D @

x 1
�
� “ Î



换言之，体系的任一态矢量 j y 可按位置算符的本征右矢集 tjxyu 展开：

j y “ Î j y “

»

–

`8
ż

´8

dx jxy xxj

fi

fl j y “

`8
ż

´8

dx jxy xx| y

xx| y 就是态矢量 j y 在位置表象中的波函数, 通常记作:

xx| y “  pxq

若把上面的 j y 取为 jx 1y, 我们有:

�
�x 1

D

“

`8
ż

´8

dx jxy
@

x
ˇ

ˇx 1
D

联想数学恒等式 ypx1q “
`8
ş

´8

dx ypxq�px ´ x1q， 我们有：

@

x
ˇ

ˇx 1
D

“ �px ´ x1q

即 jx 1y 在自身表象中的波函数是 Dirac 戴尔塔函数, 物理上很合理.



也可以等价地将关系式

@

x
ˇ

ˇx 1
D

“ �px ´ x1q

诠释为位置算符 x̂ 本征右矢内积满足的正交归一性质.

显见：
1 jxy 不能正常归一化1.
2 位置算符 x̂ (在自身表象中) 的本征函数  x1pxq ” xx|x1y “ �px ´ x1q

不满足平方可积条件：

`8
ż

´8

dx





 x1pxq








2
“

`8
ż

´8

dx
”

�px ´ x1q

ı2
“ �p0q ù 8

所以，jxy 本身实际上不在态矢量空间H中. 既然如此，tjxyu 有资格出任
态矢量空间H的一组基吗？ 量子力学的答案是 Yes.

1这是连续谱本征态的共性.



tjxyu 之所以有资格出任态矢量空间H的一组基，或者 (等效) 位置
坐标算符 X̂ 的本征函数系

!

 x1pxq “ �px ´ x1q; ´ 8 ă x1 ă `8

)

之所以有资格出任波函数空间H的一组基，是因为任意波函数 Ψpxq

可以通过 Dirac 戴尔塔函数表达为积分：

Ψpxq “

8
ż

´8

dx1 �px ´ x1qΨpx1q

所以，倘若位置坐标算符 x̂ 本征值 x1 的定义域是

´8 ă x1 ă `8

则 x̂ 或者其在波函数空间中的等效算符 X̂ 是力学量算符.



位置概率分布
采取位置表象意味着使用波函数  pxq “ xx| y 描写体系的量子态2. 常把
 pxq 称为位置概率幅, 其确切内涵是:

1 若粒子处在  pxq 态, 其在 x 轴上的位置概率密度分布为

�pxq “
�
� pxq

�
�
2

2 若粒子处在  pxq 态, 则观测者在 x 轴上的坐标区间 rx; x ` dxs 中找
到该粒子的概率为

�pxqdx “
�
� pxq

�
�
2dx

3 在 x 轴上发现粒子的总概率是
`8
ż

´8

dx
�
� pxq

�
�
2

“

`8
ż

´8

dx
�
�
�xx| y

�
�
�

2
“ x j

»

–

`8
ż

´8

dx jxy xxj

fi

fl j y “ x | y “ 1

即粒子不会无故消失, 它必定会出现某一处.
2切记: 在位置表象中, 不直接使用态矢量 j y 描写量子态.



对于一维量子力学体系而言,

`8
ż

´8

dx
�
� pxq

�
�
2

“ 1

称为波函数的归一化条件, 它是波函数概率诠释成立的必要条件.

现在讨论在位置表象中计算态矢量之间的内积及力学量算符矩阵元的方
法:

x�|�y “ x�|̂I|�y “ x�j

»

–

`8
ż

´8

dx jxy xxj

fi

fl j�y “

`8
ż

´8

dx x�|xy xx|�y

“

`8
ż

´8

dx r�pxqs
˚ �pxq

式中 �pxq “ xx|�y 与 �pxq “ xx|�y 分别是态矢量 j�y 与 j�y 在位置表象
中的波函数.



x�|Â |�y “ x�|̂IÂ Î|�y “ x�j

»

–

`8
ż

´8

dx jxy xxj

fi

fl Â

»

–

`8
ż

´8

dy jyy xyj

fi

fl j�y

“

`8
ĳ

´8

dxdy x�|xy xx|Â |yy xy|�y

“

`8
ĳ

´8

dxdy r�pxqs
˚

xx|Â |yy�pyq

式中出现的
xx|Â |yy :“ Axy

是算符 Â 在位置表象中的矩阵元. 注意到 x̂ 的本征值形成连续谱，我们
实际上无法显示地写出力学量算符 Â 在位置表象中对应的厄米矩阵.
其实也无必要非得写出这个力学量矩阵. 例如假设

Â :“ Fpx̂q “

`8
ÿ

n“0

1
n!

Fpnqp0q x̂n ù Fpx̂q jyy “ Fpyq jyy



我们有：

xx|Fpx̂q|yy “ xx|Fpyq|yy “ Fpyq xx|yy “ Fpyq�px ´ yq

进而，

x�|Fpx̂q|�y “

`8
ż

´8

dx r�pxqs
˚ Fpxq�pxq

从此式可见，态矢量空间中的力学量算符 Fpx̂q 可以完全用一个作用于位
置表象波函数的等效算符 Fpxq 替代3.

这个例子的结论具有普遍意义.

3因此，Fpxq 是位置表象波函数空间中的线性厄米算符.



顿悟：

在位置表象中，我们放弃使用厄米矩阵 A “ pAxyq 实现力学量算符
Â 的正常思路，而改用波函数空间中的等效厄米算符 Â实现它.

Â由下式定义：

Â xx|Ψy :“ xx|Â |Ψy

式中的 jΨy 允许是体系的任一态矢量. 倘若取 jΨy “ jyy，上式就简
化为 Â xx|yy :“ Axy. 亦即，

Â�px ´ yq :“ xx|Â |yy

切忌忽视 Â 与 Â的差异. 前者的作用对象是态矢量，而后者的作用
对象是位置表象中的波函数.

矩阵元 x�|Â |�y 可以在位置表象中按下式计算：

x�|Â |�y “

`8
ż

´8

dx r�pxqs
˚ Â�pxq



等效算符举例：

1 用 X̂ 表示位置算符 x̂ 在位置表象波函数空间中的等效算符，

X̂�px ´ yq “ xx|x̂|yy

“ xx|y|yy “ y xx|yy “ y�px ´ yq “ x�px ´ yq

由此知：
X̂ “ x ù FpX̂q “ Fpxq

2 用 P̂X 表示动量算符 p̂x 在位置表象波函数空间中的等效算符，

P̂X�px ´ yq :“ xx|p̂x|yy

式中:

P̂X “ ´iℏ
d
dx

ù FpP̂Xq “ F
ˆ

´iℏ
d
dx

˙

为什么？



三维量子力学体系的位置算符

倘若体系在三维空间中运动，其位置算符 r̂ 由如下本征值方程定义：

r̂
�
�r 1

D

“ r 1
�
�r 1

D

取笛卡尔直角坐标系，我们可以把位置算符与它的本征值分别表示
为

r̂ “

3
ÿ

i“1
x̂iei; r 1 “

3
ÿ

i“1
x 1

i ei

量子力学假设：
rx̂i; x̂js “ 0

所以，r̂ 的三个直角分量算符 x̂1，x̂2 和 x̂3 可以同时测准，jr 1y 就是它
们的共同本征右矢，

�
�r 1

D

“
�
�x 1

1 ; x
1

2 ; x
1

3
D

ù x̂i
�
�r 1

D

“ x 1
i
�
�r 1

D



r̂ 是力学量算符，

r̂: “ r̂;
@

r
ˇ

ˇr 1
D

“ �p3qpr ´ r 1q

其本征右矢系 tjryu 形成了态矢量空间H中的一组完备基：
ż

d3x jry xrj “ Î

换言之，H中的任一态矢量 j y 均可按 tjryu 展开，

j y “ Î j y “

„
ż

d3x jry xrj
ȷ

j y “

ż

d3x jry xr| y

此展开式中的叠加系数

xr| y :“  prq

就是位置表象中体系的波函数，它实际上描写的是 j y 态下体系的
位置概率幅.



位置算符本征态的空间平移

为了定义量子力学体系的动量算符，我们讨论位置算符本征右矢 jry 的空
间平移变换.

假设 r̂ 的本征值发生了一个无穷小平移，

r ù r ` dr

平移前后 r̂ 的本征值方程分别为：

r̂ jry “ r jry ; r̂ jr ` dry “ pr ` drq jr ` dry

jry 与 jr ` dry 是态矢量空间H中的两个右矢，显然可以期望通过某个线
性算符在二者之间建立联系：

T̂ pdrq : jry ù jr ` dry “ T̂ pdrq jry

这样的 T̂ pdrq 倘若存在，它就称为量子态 jry 的无穷小空间平移算符.



任意量子态的空间平移变换

考虑H中的任意量子态，j y. 经历无穷小平移变换 T̂ pdrq 后，j y 变成
了新的右矢：

j ytr “ T̂ pdrq j y “ T̂ pdrq

„
ż

d3x jry xr| y

ȷ

“

ż

d3x
”

T̂ pdrq jry

ı

 prq

“

ż

d3x jr ` dry prq

请注意 T̂ pdrq 的作用对象不是波函数  prq，而是态矢量 jry.

T̂ pdrq 具有如下重要性质：

T̂ pdrq 是H中的幺正算符.
”

T̂ pdrq

ı:

T̂ pdrq “ T̂ pdrq

”

T̂ pdrq

ı:

“ Î



这一要求，即要求空间平移变换算符为幺正算符，是为了保证态矢量 j y

在平移变换下

T̂ pdrq : j y ù j ytr “ T̂ pdrq j y

x j ù x jtr “ x j
”

T̂ pdrq

ı:

保持其模长、从而保证概率分布在平移变换下保持不变：

x | ytr “ x |

”

T̂ pdrq

ı:

T̂ pdrq| y “ x | y

位移分别为 dr 与 dr 1 的两次相继的空间平移变换等同于一次位移为
dr ` dr 1 的空间平移变换：

T̂ pdr 1qT̂ pdrq “ T̂ pdrqT̂ pdr 1q “ T̂ pdr ` dr 1q

位移为零的空间平移变换为单位算符：

lim
drÑ0

T̂ pdrq “ Î



位移分别为 dr 和 ´dr 的空间平移变换互为逆变换：
”

T̂ pdrq

ı´1
“

”

T̂ pdrq

ı:

“ T̂ p´drq

所以，态矢量空间H中的空间平移变换的全体形成了一个阿贝尔幺正群，
称为平移变换群.

遵循以上性质，我们可以把位移量为 dr 的无穷小空间平移变换写为：

T̂ pdrq « Î ´
i
ℏ

dr ¨ p̂

式中，p̂ 必为厄米算符：
p̂ “ p̂:

从群论视角出发，p̂ 常称为平移变换群的生成元. 但在物理上4，我们把
p̂ 诠释为体系的动量算符. 倘若在笛卡尔直角坐标系中把动量算符表为
p̂ “

ř

i p̂iei，量子力学假设：

rp̂i; p̂js “ 0

4基于反映对称性与守恒定律联系的 Noether 定理.



所以，p̂ 的三个直角分量算符 p̂1，p̂2 和 p̂3 可以同时测准，它们的共同本征
右矢是：

�
�p 1

D

“
�
�p 1

1 ; p
1

2 ; p
1

3
D

ù p̂i
�
�p 1

D

“ p 1
i
�
�p 1

D

1 假设 p̂ 的本征值存在且形成连续谱5，则其本征右矢满足的正交归一
条件是：

@

p
ˇ

ˇp 1
D

“ �p3qpp ´ p 1q

2 上式也可解读为动量算符在自身表象中的本征函数：

 p1ppq :“
@

p
ˇ

ˇp 1
D

“ �p3qpp ´ p 1q

动量算符的本征值方程 p̂ jp 1y “ p 1 jp 1y 在动量表象中变为：
@

p
ˇ

ˇp̂
ˇ

ˇp 1
D

“ p 1 �p3qpp ´ p 1q “ p 1  p1ppq

引入一个等效算符 P̂ 使得 P̂ p1ppq “ xp|p̂|p 1y，称之为动量表象波函
数空间中的动量算符，我们看到：P̂ “ p.

5通常情形即是如此.



倘若进一步地， p̂ 是体系的力学量算符，则其其本征右矢系 tjpyu 必然可
以形成态矢量空间H中的一组完备基：

ż

d3p jpy xpj “ Î

换言之，H中的任一态矢量 j y 也可按 tjpyu 展开，

j y “ Î j y “

„
ż

d3p jpy xpj
ȷ

j y “

ż

d3p jpy xp| y

此展开式中的叠加系数
xp| y :“  ppq

就是动量表象中体系的波函数，它实际上描写的是 j y 态下体系的动量
分布概率幅. 倘若按下式引入作用于动量表象波函数  ppq 的有效算符
Ô，

Ô ppq :“ xp|Ô| y

式中 Ô 是态矢量空间H中的相应算符，我们看到

P̂ ppq “ xp|p̂| y “

ż

d3p 1
@

p
ˇ

ˇp̂
ˇ

ˇp 1
D @

p 1
ˇ

ˇ 
D

“ p ppq



Q: 动量算符与位置算符是一组相容的力学量算符吗？ 换言之，

rx̂i; p̂js “ ?

我们注意到 jr 1y 不是空间平移算符的本征态，

T̂ pdr 1q
�
�r 1

D

“
�
�r 1 ` dr 1

D

; ù r̂T̂ pdr 1q
�
�r 1

D

“
`

r 1 ` dr 1
˘ �
�r 1 ` dr 1

D

另一方面，

r̂
�
�r 1

D

“ r 1
�
�r 1

D

; ù T̂ pdr 1qr̂
�
�r 1

D

“ r 1
�
�r 1 ` dr 1

D

以上两个蓝色方程相减，得：
”

r̂; T̂ pdr 1q

ı

�
�r 1

D

“ dr 1
�
�r 1 ` dr 1

D

精确到无穷小位移 dr 1 的一次幂，可把上式近似地表为
”

r̂; T̂ pdr 1q

ı

�
�r 1

D

« dr 1
�
�r 1

D



注意到

T̂ pdr 1q « Î ´
i
ℏ

dr 1 ¨ p̂

上式建议应存在如下对易关系：

“

r̂; dr 1 ¨ p̂
‰

“ iℏdr 1

取笛卡尔直角坐标系，r̂ “
ř

i x̂iei, p̂ “
ř

i p̂iei, dr 1 “
ř

i dx 1
i ei,可把这个对

易关系重新表为
«

x̂i;
3

ÿ

j“1
dx 1

j p̂j

ff

“ iℏ dx 1
i

亦即，
3

ÿ

j“1
dx 1

j rx̂i; p̂js “ iℏ
3

ÿ

j“1
dx 1

j �ij

进而：
rx̂i; p̂js “ iℏ�ij

这正是量子力学的基本对易关系.



有限位移的空间平移变换

为保持论述的完整性，我们现在建立态矢量空间H中有限位移 a 的平移
变换算符 T̂ paq.

设想把位移 a 划分为 N 个相继发生的子位移，每一个子位移均为
a{N. 若取 N Ñ 8 极限，则每一个子位移都是无穷小位移

T̂
´ a

N

¯

« Î ´
i
ℏ

a
N

¨ p̂

因此，

T̂ paq “ limitNÑ8

„

Î ´
i
ℏ

a ¨ p̂
N

ȷN
“ exp p´ia ¨ p̂{ℏq

实际的计算过程中，常使用如下的泰勒级数作为空间平移变换的表
达式

T̂ paq “

`8
ÿ

n“0

p´iqn

n!
pa ¨ p̂{ℏq

n



动量算符在位置表象中的厄米矩阵

按照量子力学表象理论的一般原则，态矢量空间中的动量算符 p̂ 在位置
表象中要被一个厄米矩阵取代，其矩阵元为：

@

r
ˇ

ˇp̂
ˇ

ˇr1
D

现在我们设法来计算这个矩阵元.

考虑H中任一量子态 jΨy 的位移为 a 的无穷小空间平移变换，这里约定
a 为无穷小位移. 我们有：

T̂ paq jΨy “

ż

d3r1
”

T̂ paq
�
�r1

D

ı

@

r1
ˇ

ˇΨ
D

“

ż

d3r1
�
�r1 ` a

D @

r1
ˇ

ˇΨ
D

“

ż

d3r1
�
�r1 ` a

D

Ψpr1q “

ż

d3r1
�
�r1

D

Ψpr1 ´ aq

“

ż

d3r1
�
�r1

D

”

Ψpr1q ´ a ¨ ∇1Ψpr1q ` Opa2q

ı



因此，

xr|T̂ paq|Ψy “

ż

d3r1
@

r
ˇ

ˇr1
D

”

Ψpr1q ´ a ¨ ∇1Ψpr1q ` Opa2q

ı

“

ż

d3r1�p3qpr ´ r1q

”

Ψpr1q ´ a ¨ ∇1Ψpr1q ` Opa2q

ı

“ Ψprq ´ a ¨ ∇Ψprq ` Opa2q

T̂ paq 是态矢量空间中的无穷小空间平移变换，T̂ paq « Î ´ ia ¨ p̂{ℏ. 我们
有

xr|T̂ paq|Ψy « Ψprq ´
i
ℏ

a ¨ xr|p̂|Ψy

比较以上两式，知：
xr|p̂|Ψy “ ´iℏ∇Ψprq

在上式中取 jΨy “ jr1y，意味着

Ψprq “
@

r
ˇ

ˇr1
D

“ �p3qpr ´ r1q; ù
@

r
ˇ

ˇp̂
ˇ

ˇr1
D

“ ´iℏ∇�p3qpr ´ r1q

这就是动量算符在位置表象中对应的厄米矩阵的矩阵元.



用 P̂ 表示位置表象波函数空间中等效的动量算符. 按照定义，

P̂Ψprq “ xr|p̂|Ψy

此定义式右端的矩阵元前页已经求出：

xr|p̂|Ψy “ ´iℏ∇Ψprq

通过简单的比对即知：

P̂ “ ´iℏ∇

对于一维量子力学体系，等效动量算符的表达式退化为：

P̂X “ ´iℏ
d
dx



位置表象中动量算符的本征函数

本节立足位置表象，讨论动量算符 p̂ 或者 P̂ “ ´iℏ∇的本征值问题. 为方
便计，我们首先从一维量子力学体系的动量算符 p̂x 与 P̂X “ ´iℏ d{dx 开
始.

p̂x 的本征值方程是：
p̂x jpy “ p jpy

其在位置表象中可表达为

xx|p̂x|py “ xx|p|py “ p xx|py

引入位置表象波函数空间中等效的动量算符 P̂X “ ´iℏ d{dx 改写上式左
端

xx|p̂x|py :“ P̂X xx|py “ ´iℏ
d�ppxq

dx
; �ppxq :“ xx|py

我们最终在位置表象中把动量算符 p̂x 的本征值方程表达为：

´iℏ
d�ppxq

dx
“ p�ppxq

也可称之为 P̂X “ ´iℏ d{dx 的本征值方程.



这是一个一阶常微分方程，其通解是：

�ppxq “ N exppipx{ℏq

Q:
1 P̂X 的本征值 p 怎么取值？ 它仅仅在实数域上取值吗？
2 如何选取归一化常数 N ？

让我们从分析 p̂x 的厄米性打开突破口. 设 j y 与 j'y 是态矢量空间H
中的两个任意的右矢， pxq 与 'pxq 是它们在位置表象中的波函数. 如
此，动量算符 p̂x 在 j y 和 j'y 之间的矩阵元通过波函数以及 P̂X 表达为：

x'|p̂x| y “

ż b

a
dx '˚pxqP̂X pxq “ ´iℏ

ż b

a
dx '˚pxq

d pxq

dx

此处约定波函数的定义域为 a ď x ď b.



倘若 p̂x 是态矢量空间的厄米算符，

p̂x “ p̂:
x ú x'|p̂x| y “ x |p̂x|'y

˚

此式用位置表象中的波函数与 P̂X “ ´iℏ d{dx 重新表达，即为
ż b

a
dx '˚pxq

d pxq

dx
“ ´

ż b

a
dx  pxq

d'˚pxq

dx

另一方面，P̂X “ ´iℏ d{dx 是作用于波函数的微商运算的事实意味着

ż b

a
dx '˚pxq

d pxq

dx
“ r'˚pxq pxqs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
´

ż b

a
dx  pxq

d'˚pxq

dx

比较以上二式可知， p̂x 或者 P̂X “ ´iℏ d{dx 是否为各自 Hilbert 空间
中的厄米算符取决于位置表象波函数服从的边界条件是否能保证：

'˚pxq pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ 0

试问这个要求意味着什么？



情形 1：
粒子被约束在 x 轴上有限区间运动， 位置表象任意波函数
Ψpxq 满足如下边界条件

Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“a
“ Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“b
“ 0 a ď x ď b

如此必有

'˚pxq pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ 0

即 p̂x 与 P̂X “ ´iℏ d{dx 确为厄米算符. 不过，候选的动量
本征函数

�ppxq “ N exppipx{ℏq

无法满足这个边界条件，意味着 p̂x 与 P̂X “ ´iℏ d{dx 的本
征值方程无解. 即 P̂X “ ´iℏ d{dx 不存在本征函数. 因此
此情形下动量算符不是体系的力学量算符.



情形 2：
粒子被约束在 x 轴上有限区间运动， 位置表象任意波函数
Ψpxq 满足如下边界条件

Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“a
“ ei�Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“b
; � P R ; a ď x ď b

如此也必有

'˚pxq pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ 0

即 p̂x 与 P̂X “ ´iℏ d{dx 确为厄米算符. 候选的动量本征函
数

�ppxq “ N exppipx{ℏq

也可以满足这个边界条件，只要 p̂x 的本征值 p 以如下方式

pn “

„

2�n ´ �

b ´ a

ȷ

ℏ ; n “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ˘ 3; ¨ ¨ ¨

在实数域上量子化取值. 此情形下动量算符是体系的一个
力学量算符. P̂X “ ´iℏ d{dx 的本征函数系形成位置表象
波函数空间的一组完备基.



1 情形 2 下，即当粒子的运动被限制在有限区间 a ď x ď b 且位置表象
波函数满足“周期性”边界条件

Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“a
“ ei�Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“b

时， 动量算符是厄米算符且其本征函数系是存在的. 特别地，动量
算符的本征函数

�npxq “ N exp

"

i
„

2�n ´ �

b ´ a

ȷ

x
*

; n P N; a ď x ď b

可以正常归一化：
ż b

a
�˚

mpxq�npxq dx “ �mn; ù N “

c

1
b ´ a

2 但此情形下6，粒子的位置坐标不是力学量. 这是因为

Ψ1pxq :“ X̂Ψpxq “ xΨpxq

不满足“周期性”边界条件，导致 X̂ 丧失了量子态空间的线性算符的
资格. Heisenberg 不确定度关系没有违反.

6指的是情形 2.



情形 3：
粒子被允许在整个 x 轴上运动，位置表象任意波函数 Ψpxq

满足束缚态边界条件

Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ˘8

“ 0

如此必然有

'˚pxq pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

´8

“ 0

即 p̂x 与 P̂X “ ´iℏ d{dx 确为厄米算符.

Q: 那么它们能否进一步被确认为体系的力学量算符呢？



候选的动量本征函数 �ppxq “ N eipx{ℏ 在 x Ñ ˘8 下的极限为：

�ppxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ˘8

„ limitLÑ`8eipL{ℏ ‰ 0

所以，动量本征函数  ppxq 不在服从边界条件 Ψpxq
ˇ

ˇ

xÑ˘8
“ 0 的量

子态空间H之内. 这与 X̂ 的本征函数  1
xpxq “ �px ´ x1q 很相像，后

者也不在H之中.

在情形 3 中，虽然 t�ppxq “ N eipx{ℏu 不在H之内，但因为任意连续
函数 Ψpxq 可以表达为 Fourier 积分

Ψpxq “ N

8
ż

´8

dp Cppq eipx{ℏ

动量本征函数系 t�ppxq “ N eipx{ℏu 仍有资格担任位置表象中波函数
空间H的一组基. 所以，情形 3 下 p̂x 或者 P̂X “ ´iℏ d{dx 是力学量
算符.



情形 3 中动量算符 p̂x 或者 P̂X “ ´iℏ d{dx 存在本征值 p，

´8 ă p ă `8; p ‰ 0

因为 p 可取任意的非零实数值，动量算符的本征值谱是连续谱.

动量算符本征函数 �ppxq “ xx|py 的归一化常数 N 可按如下方式确
定：

�px ´ x1q “
@

x
ˇ

ˇx1
D

“

`8
ż

´8

dp xx|py
@

p
ˇ

ˇx1
D

“
�
�N

�
�
2

`8
ż

´8

dp exp
“

ippx ´ x1q{ℏ
‰

“
�
�N

�
�
2
p2�ℏq �px ´ x1q

因此，

N “
1

?
2�ℏ

ù �ppxq “
1

?
2�ℏ

eipx{ℏ



情形 4：
粒子被允许在整个 x 轴上运动，位置表象任意波函数 Ψpxq

满足散射态边界条件

Ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ˘8

“ A exppikxq ` B expp´ikxq; k ą 0

类似于情形 3 的分析，此情形下动量算符也是力学量算符，
其本征值 p 取值任意非零实数且形成连续谱. 位置表象中
动量本征函数

�ppxq “
1

?
2�ℏ

exp pipx{ℏq

满足正交归一条件

`8
ż

´8

dx �˚
p pxq�p1pxq “ �pp ´ p1q

动量本征函数系在傅里叶积分的意义下形成波函数空间的
一组完备基.



推广到三维空间中的量子力学粒子. 粒子在全空间中运动时，无论位置
空波函数服从束缚态边界条件

Ψprq

ˇ

ˇ

ˇ

jrjÑ8
“ 0

还是散射态边界条件

Ψprq

ˇ

ˇ

ˇ

jrjÑ8
“ A exp pik ¨ rq ` B expp´ik ¨ rq

动量算符 p̂ 或者 P̂ “ ´iℏr都是相应 Hilbert 空间中的力学量算符，其本
征值 p 形成连续谱，位置表象中动量本征函数

�pprq :“ xr|py “
1

p2�ℏq3{2 exp pip ¨ r{ℏq

分别满足正交归一条件
ż

d3x �˚
p prq�p1prq “ �p3qpp ´ p1q



和完备性条件
ż

d3p �pprq�˚
p pr1q “ �p3qpr ´ r1q

对于位置表象中的任意波函数 Ψprq 而言，

Ψprq “

ż

d3x1 Ψpr1q�p3qpr ´ r1q “

ż

d3x1 Ψpr1q

„
ż

d3p �pprq�˚
p pr1q

ȷ

“

ż

d3p Cppq �pprq

“
1

p2�ℏq3{2

ż

d3p Cppq exp pip ¨ r{ℏq

即 Ψprq 可按动量算符的本征函数系展开. 展开系数为

Cppq “

ż

d3x1 Ψpr1q�˚
p pr1q “

1
p2�ℏq3{2

ż

d3x1 Ψpr1q exp
`

´ip ¨ r1{ℏ
˘

对于动量表象的讨论与上面位置表象的讨论完全类似，故不再赘述.
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时间演化算符：

我们已经知道：对于某个力学量 O的测量，会使量子力学体系从制备好
的任意一个量子态 jΨy 坍塌到待测力学量 O对应的力学量算符 Ô 的某
一个本征态 joiy 上

测量 O : jΨy jxoi|Ψyj2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

joiy

这个坍塌过程是随机的.

现在的问题是： 在两次测量之间，体系的态矢量 jΨptqy 如何随时间
演化？

倘若采取薛定谔绘景（Schrödinger’s Picture），量子力学假设：在两次测量之
间，体系态矢量随时间的演化服从因果律

jΨpt0qy ù jΨptqy “ Û pt; t0q jΨpt0qy ; pt ą t0q

式中出现的算符 Û pt; t0q 称为态矢量的时间演化算符.



与位置坐标 r不同，无论采取哪种表象，在量子力学中时间 t都不是
体系的力学量算符，它仅仅是刻画体系演化的一个参数而已.1

Û pt; t0q 是态矢量空间中的一个幺正算符，

“

Û pt; t0q
‰:

Û pt; t0q “ Î

这一要求保证了时间演化过程中态矢量的模长不变

xΨptq|Ψptqy “ xΨpt0q|
“

Û pt; t0q
‰:

Û pt; t0q|Ψpt0qy “ xΨpt0q|Ψpt0qy

从而保证了概率守恒.

Û pt; t0q 满足结合律：

Û pt2; t0q “ Û pt2; t1qÛ pt1; t0q

此处约定 t2 ą t1 ą t0.

limittÑt0Û pt; t0q “ Î

1在这一特点上，量子力学与经典力学保持一致.



根据以上对时间演化算符所假设的性质，我们可以写出如下形式的无穷
小时间演化算符

Û pt0 ` dt; t0q “ Î ´
i
ℏ
dtĤ

式中出现的 Ĥ应为态矢量空间H中的一个厄米算符，

Ĥ “ Ĥ:

从量纲分析可知 Ĥ具有能量的量纲. 因此，量子力学力学假定：Ĥ是体系
的 Hamilton 算符. 在某些场合中2，

Ĥ “
p̂2

2�
` Vp̂rq

把 Û pt; t0q 的无穷小形式与其满足的结合律结合起来可知，

Û pt ` dt; t0q “ Û pt ` dt; tqÛ pt; t0q “

„

Î ´
i
ℏ
dtĤ

ȷ

Û pt; t0q

2有例外.



亦即，

Û pt ` dt; t0q ´ Û pt; t0q “ ´
i
ℏ
dtĤÛ pt; t0q

进一步取 dt Ñ 0 的极限，我们有：

iℏ
B

Bt
Û pt; t0q “ ĤÛ pt; t0q

这就是时间演化算符服从的 Schrödinger 方程. 若把上式两端同时作用于
态矢量 jΨpt0qy，我们看到

iℏ
B

Bt
jΨptqy “ Ĥ jΨptqy

这是态矢量满足的 Schrödinger 方程， 它是量子力学的一条基本假设.
倘若 Ĥ不显含时间参数 t，则

Û pt; t0q “ exp

„

´
i
ℏ
Ĥpt ´ t0q

ȷ



Schrödinger 方程

取位置表象，

jΨptqy “

ż

d3x jry xr|Ψptqy

我们用波函数
Ψpr; tq :“ xr|Ψptqy

代替态矢量 jΨptqy 描写体系的状态. Ψpr; tq 服从的时间演化方程是：

iℏ
B

Bt
Ψpr; tq “ iℏ

B

Bt
xr|Ψptqy “ xrj

„

iℏ
B

Bt
jΨptqy

ȷ

“ xr|Ĥ|Ψptqy

此处默认位置算符的本征右矢 jry 与相应的左矢 xrj不随时间变化.3 引
入位置表象波函数空间中的 Hamilton 算符 Ĥ，

Ĥ xr|Ψptqy :“ xr|Ĥ|Ψptqy

我们有：

iℏ
B

Bt
Ψpr; tq “ ĤΨpr; tq

3这是薛定谔绘景的特征.



此式就是著名的薛定谔方程，它描写了两次测量之间波函数 Ψpr; tq 随时
间的演化.

1 倘若

Ĥ “
p̂2

2�
` Vp̂rq

则不难验证在位置表象波函数空间中，

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq

薛定谔方程显示地表为：

iℏ
B

Bt
Ψpr; tq “

„

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq

ȷ

Ψpr; tq

这是原版的薛定谔方程（1926），Schrödinger 本人在此基础上提出了
波函数的概念、并求出了氢原子的玻尔能级公式.



概率守恒定律

按照量子力学的统计诠释，

波函数 Ψpr; tq 本身没有物理意义，但 jΨpr; tqj2d3x是 t时刻在位置矢径
为 r的场点处体元 d3x中找到粒子的概率.

换言之，
�pr; tq :“

�
�Ψpr; tq

�
�
2

ě 0
是 Ψpr; tq 态下在时空中发现粒子的概率体密度. 那么，波函数的这一概
率诠释是否与薛定谔方程相容呢？

我们暂以原版的薛定谔方程为基础讨论此问题. 设势能 Vprq 是 r的实函
数，

iℏ
B

Bt
Ψpr; tq “ ´

ℏ2

2�
r2Ψpr; tq ` VprqΨpr; tq

意味着

´iℏ
B

Bt
Ψ˚pr; tq “ ´

ℏ2

2�
r2Ψ˚pr; tq ` VprqΨ˚pr; tq



结合以上两式可知：

iℏ
B

Bt
�pr; tq “ iℏ

B

Bt

�
�
�Ψpr; tq

�
�
�

2

“ Ψ˚pr; tq
„

iℏ
B

Bt
Ψpr; tq

ȷ

`

„

iℏ
B

Bt
Ψ˚pr; tq

ȷ

Ψpr; tq

“ ´
ℏ2

2�
“

Ψ˚pr; tq r2Ψpr; tq ´ Ψpr; tq r2Ψ˚pr; tq
‰

“ ´
ℏ2

2�
r ¨ rΨ˚pr; tq rΨpr; tq ´ Ψpr; tq rΨ˚pr; tqs

亦即，
B

Bt
�pr; tq `r ¨ Jpr; tq “ 0

这就是量子力学中的概率守恒定律，它与不等式 �pr; tq ě 0 构成了波函
数概率诠释的逻辑基础. 式中

Jpr; tq :“
ℏ

2i�

”

Ψ˚pr; tq rΨpr; tq ´ Ψpr; tq rΨ˚pr; tq
ı

称为概率流密度矢量.



为了看清概率守恒定律的意义，考虑空间中一个固定的区域 Ω，设其边界
为闭合曲面 S. 求 B�pr; tq{Bt 在 Ω上的体积分，我们有

d
dt

ż

Ω
d3x �pr; tq “

ż

Ω
d3x

B

Bt
�pr; tq “ ´

ż

Ω
d3xr ¨ Jpr; tq

“ ´

¿

S

ds ¨ Jpr; tq

所以，倘若 Ω中找到粒子的概率随时间有增加，必定有概率流通过边界
面 S进入到了 Ω内. 这正是概率守恒的意义. 倘若 Ω为全空间，上式简
化为

d
dt

ż

d3x �pr; tq “ 0

换言之，若体系在 t0 Ñ t时间间隔中经历的是不涉及测量的自然演化，则
必有

1 “

ż

d3x
�
�
�Ψpr; t0q

�
�
�

2
“

ż

d3x
�
�
�Ψpr; tq

�
�
�

2

即波函数的归一化条件不随时间改变，量子力学描写的粒子不会凭空地
产生或消失.



以下除非特别声明，我们将仅仅考虑 Hamilton 算符 Ĥ不显含时间 t的情
形. 此情形下，亦称 Ĥ为体系的能量算符.

量子力学假设：Ĥ是力学量算符. 因此，能量本征值方程

Ĥ jEy “ E jEy

必定是有解的.
Ĥ是厄米算符，能量本征值 E仅取实数值，属于不同能量本征值的能
量本征右矢彼此正交.
Ĥ是力学量算符，能量本征右矢的全体 tjEyu 形成态矢量空间H的
一组完备基.
若体系处在束缚态，Ĥ的本征值一般形成离散谱：

Ĥ jEny “ En jEny ; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

所以，体系处于束缚态时其能量本征右矢系满足的正交归一条件与
完备性条件分别表为

xEm|Eny “ �mn;
ÿ

n
jEny xEnj “ Î



定态（Stationary States）

1 倘若体系处在某个能量本征态，或者处在包括 Ĥ在内的一组相容力
学量算符完全集（CSCO）的某个共同本征态，则称体系处在定态
（Stationary state）.

一言蔽之，定态就是体系的某一能量本征态 jEy. 能量本征值方程：

Ĥ jEy “ E jEy

也可称为定态薛定谔方程.

需要特别指出的是：虽然某一个能量本征右矢描写的量子态是定态，但属
于不同能量本征值的几个能量本征右矢的线性组合不是定态. 例如能量
本征态的叠加态

j y “ c1 jE1y ` c2 jE2y

当 E1 ‰ E2 时就不是定态.4

4但这个 j y 仍是体系的一个可能的量子态.



现在我们讨论定态在两次测量之间的时间演化方式. 为方便计，我们首
先用定态的投影算符 jEny xEnj把时间演化算符表达出来：

Û pt; t0q “ exp
“

´iĤpt ´ t0q{ℏ
‰

“ exp
“

´iĤpt ´ t0q{ℏ
‰

Î

“ exp
“

´iĤpt ´ t0q{ℏ
‰

«

ÿ

n
jEny xEnj

ff

“
ÿ

n
exp

“

´iĤpt ´ t0q{ℏ
‰

jEny xEnj

“
ÿ

n

«

8
ÿ

k“0

p´iqkpt ´ t0qk

ℏk k!
Ĥk jEny

ff

xEnj

“
ÿ

n

«

8
ÿ

k“0

p´iqkpt ´ t0qk

ℏk k!
pEnqk

ff

jEny xEnj

亦即，

Û pt; t0q “
ÿ

n
exp r´iEnpt ´ t0q{ℏs jEny xEnj



因此，

倘若体系在初始时刻 t0 处于某定态 jΨpt0qy “ jEny，自然演化到 t时
刻后其态矢量变为

jΨptqy “ Û pt; t0q jΨpt0qy “

«

ÿ

m
e´iEmpt´t0q{ℏ jEmy xEmj

ff

jEny

“
ÿ

m
e´iEmpt´t0q{ℏ jEmy xEm|Eny

“
ÿ

m
e´iEmpt´t0q{ℏ jEmy �mn

“ e´iEnpt´t0q{ℏ jEny

注意到

Ĥ jΨptqy “ Ĥ
”

e´iEnpt´t0q{ℏ jEny

ı

“ e´iEnpt´t0q{ℏEn jEny “ En jΨptqy

jΨptqy 仍是 Ĥ属于能量本征值 En 的能量本征态，（在态矢量概率诠
释的意义下）与 jΨpt0qy 在物理上完全等价. 定态随时间的自然演化
仅仅是增加了一个在物理上无关紧要的整体相因子 e´iEnpt´t0q{ℏ.



倘若体系在初始时刻 t0 处在若干个定态的叠加态，

jΨpt0qy “
ÿ

n
cn jEny

自然演化到 t时刻后，量子态变为：

jΨptqy “ Û pt; t0q jΨpt0qy “

«

ÿ

m
e´iEmpt´t0q{ℏ jEmy xEmj

ff

ÿ

n
cn jEny

“
ÿ

n
cn

«

ÿ

m
e´iEmpt´t0q{ℏ jEmy xEm|Eny

ff

“
ÿ

n
cn

«

ÿ

m
e´iEmpt´t0q{ℏ jEmy �mn

ff

“
ÿ

n
cne´iEnpt´t0q{ℏ jEny

因为求和
ř

n 的存在，jΨptqy 表达式右端的 e´iEnpt´t0q{ℏ 是以叠加式中
各项之间相对相因子的身份出现的，它无法保证 jΨptqy 与初始态矢
量 jΨpt0qy 仅差一个整体性的幺模相因子. ù jΨptqy 与 jΨpt0qy 在
物理上不等价.



位置表象中的定态薛定谔方程

让我们回过头来再对定态做些讨论.

选择位置表象后，定态薛定谔方程可重新表为：

Ĥ jEy “ E jEy ù xr|Ĥ|Ey “ E xr|Ey

按下式引入位置表象波函数空间中等效的 Hamilton 算符 Ĥ

Ĥ xr|Ψy :“ xr|Ĥ|Ψy ; @ jΨy P H

并约定 xr|Ey :“  Eprq， 我们可以在位置表象中把定态薛定谔方程等
价地表为：

Ĥ Eprq “ E  Eprq

倘若 Ĥ “
p̂2

2� ` Vp̂rq，则定态薛定谔方程显示地写为：

´
ℏ2

2�
r2 Eprq ` Vprq Eprq “ E  Eprq



定态波函数  Eprq 随时间的自然演化仅仅是增加了一个物理上无关
紧要的整体相因子，

 Epr; tq “  Eprqe´iEt{ℏ

因此，若体系处在  Eprq 描写的定态下，其位置分布的概率密度与概
率流密度矢量均不随时间改变：

�Epr; tq “
�
�
� Epr; tq

�
�
�

2
“

�
�
� Eprq

�
�
�

2
“ �Eprq

JEpr; tq “
ℏ

2i�

”

 ˚
Epr; tq r Epr; tq ´  Epr; tq r ˚

Epr; tq
ı

“
ℏ

2i�

”

 ˚
Eprq r Eprq ´  Eprq r ˚

Eprq
ı

“ JEprq

概率守恒定律退化为：
r ¨ JEprq “ 0



力学量平均值的时间演化规律

现在讨论力学量系综平均值随时间的自然演化. 基于一般性的考虑，我
们不排除力学量 O 对于时间参数 t的依赖，所以暂设对应的力学量算符
Ô 显含时间 t

Ô “ Ôptq

O 在量子态 jΨptqy 下的系综平均值为：
A

Ô
E

Ψ
“ xΨptq|Ôptq|Ψptqy

由于 jΨptqy 随时间的演化遵从含时薛定谔方程，

iℏ
B

Bt
jΨptqy “ Ĥ jΨptqy ; ù ´ iℏ

B

Bt
xΨptqj “ xΨptqj Ĥ

我们看到：

d
dt

A

Ô
E

Ψ
“

C

BÔ

Bt

G

Ψ

`
1
iℏ

A”

Ô; Ĥ
ıE

Ψ



具体考虑粒子的位置矢径 r̂与动量 p̂的系综平均值随时间的演化. 此二
力学量算符都不显含时间参数 t. 因此，

B

Br̂
Bt

F

Ψ

“

B

Bp̂
Bt

F

Ψ

“ 0

设

Ĥ “
p̂2

2�
` Vp̂rq; Vp̂rq “

8
ÿ

m;n;l“0

vmnl x̂m1 x̂n2 x̂
l
3

则利用量子力学基本对易关系
“

x̂i; p̂j
‰

“ iℏ�ij;
“

x̂i; x̂j
‰

“
“

p̂i; p̂j
‰

“ 0

不难求得：
“

x̂i; Ĥ
‰

“ iℏ
p̂i
�
;

“

p̂i; Ĥ
‰

“ ´iℏ
BVp̂rq

Bx̂i
; pi “ 1; 2; 3q

或者等价地，

“

r̂; Ĥ
‰

“ iℏ
p̂
�
;

“

p̂; Ĥ
‰

“ ´iℏrVp̂rq



所以，
d
dt x̂ryΨ “

xp̂yΨ
�

;
d
dt xp̂yΨ “ ´ xrVp̂rqyΨ

这个方程组称为 Ehrenfest 定理.

可把 Ehrenfest 定理看做是在保守力场 Vprq 中运动的经典质点所服
从的哈密顿正则方程

dr
dt “

p
�
;

dp
dt “ ´rVprq

在量子力学中的对应.

从 Ehrenfest 定理可知：倘若体系处于某个定态5, 则在此态下必有

xp̂yΨ “ xrVp̂rqyΨ “ 0

5即 jΨptqy 是体系的某个能量本征态.



绘景 (Picture)

不涉及力学量的测量时，态矢量和力学量算符是否随时间演化取决于绘
景 (Picture) 的选择. 通常存在三种候选绘景：

1 薛定谔绘景
2 海森堡绘景
3 相互作用绘景

倘若采取薛定谔绘景，则意味着假设态矢量随时间演化

Û pt; t0q : jΨpt0qy ù jΨptqyS “ Û pt; t0q jΨpt0qy

但体系的力学量算符 Â 以及确定表象时所选择的态矢量空间的基
矢系 tjfiyu 不随时间变化，ÂSptq “ Â .

态矢量也罢、力学量算符也罢，都不是真正的可观测量. 真正可观测的
物理量是态矢量的内积和力学量算符在两个态矢量之间的矩阵元

x |�y ; x |Â |�y

它们解释为跃迁概率幅.



所以，当体系自然演化时，在薛定谔绘景中

x pt0q|�pt0qy ù x ptq|�ptqyS “ x pt0q|

”

Û pt; t0q

ı:

Û pt; t0q|�pt0qy

“ x pt0q|�pt0qy

x pt0q|Â |�pt0qy ù x ptq|ÂSptq|�ptqyS

“ x pt0q|

”

Û pt; t0q

ı:

Â Û pt; t0q|�pt0qy

此二式确定的矩阵元随时间的演化是物理可观测量，不应依赖于绘景的
选择. 这一论断暗示量子力学理论允许存在另一绘景，称为海森堡绘景：

态矢量不随时间演化

Û pt; t0q : jΨpt0qy ù jΨptqyH “ jΨpt0qy

力学量算符随时间演化

Û pt; t0q : Â ù ÂHptq “

”

Û pt; t0q

ı:

Â Û pt; t0q



所以，薛定谔绘景与海森堡绘景之间的变换关系是：

jΨptqyH “

”

Û pt; t0q

ı:

jΨptqyS ; ÂHptq “

”

Û pt; t0q

ı:

ÂSptqÛ pt; t0q

或者，

jΨptqyS “ Û pt; t0q jΨptqyH ; ÂSptq “ Û pt; t0qÂHptq
”

Û pt; t0q

ı:

式中出现的幺正算符 Û pt; t0q 是时间演化算符

Û pt; t0q “ exp
“

´iĤpt ´ t0q{ℏ
‰

切记：
1 jΨptqyH “ jΨpt0qy

2 ÂSptq “ Â

实际上是不随时间变化的.



选定了绘景后，还可进一步选择力学量表象. 现在的问题是，力学量表象
的基矢系怎样随时间演化？

假设我们首先选择了薛定谔绘景，在此基础上又选择了 F 表象:

F̂S “ F̂ :
S ; F̂S jfiyS “ fi jfiyS ; S

@

fi
ˇ

ˇfj
D

S “ �ij;
ÿ

i
jfiyS Sxfij “ Î

除非 ÂS 显含时间参数 t，我们认为 ÂS 以及它在 F 表象中的矩阵实
现

A
pSq
ij “ S

@

fi
ˇ

ˇÂS
ˇ

ˇfj
D

S

均不随时间演化.

1 在薛定谔绘景中，任一选定的力学量表象 F 的基矢系
␣

jfiyS
(

及其
对偶

␣

Sxfij
(

均不随时间演化.
2 力学量 A 的矩阵元

A
pSq
ij “ S

@

fi
ˇ

ˇÂS
ˇ

ˇfj
D

S

属于物理上的可观测量6，事实上它不依赖于绘景的选择.
6其模方代表力学量 A 导致的体系从 jfjyS 到 jfiyS 的跃迁概率.



海森堡绘景中的情形有所不同. 在海森堡绘景中，建立 F 表象的力
学量算符 F̂H 也是随时间演化的

F̂Hptq “

”

Û pt; t0q

ı:

F̂S Û pt; t0q

设其本征值方程为，
F̂Hptq jfiyH “ fi jfiyH

则不难看到：

jfiyH “

”

Û pt; t0q

ı:

jfiyS ; Hxfij “ Sxfij Û pt; t0q:

事实上，

F̂Hptq jfiyH “

”

Û pt; t0q

ı:

F̂SÛ pt; t0q

”

Û pt; t0q

ı:

jfiyS

“

”

Û pt; t0q

ı:

F̂S jfiyS “ fi
”

Û pt; t0q

ı:

jfiyS
“ fi jfiyH

所以，在海森堡绘景中，任一选定的力学量表象 F 的基矢系
␣

jfiyH
(

及其对偶
␣

Hxfij
(

都是随时间演化的.



下面在海森堡绘景中计算力学量算符 ÂHptq 在 F 表象中的矩阵元：

A
pHq
ij “ H

@

fi
ˇ

ˇÂHptq
ˇ

ˇfj
D

H

“
S

@

fi
ˇ

ˇÛ pt; t0q

”

Û pt; t0q

ı:

ÂSÛ pt; t0q

”

Û pt; t0q

ı:ˇ
ˇfj
D

S

“ S

@

fi
ˇ

ˇÂS
ˇ

ˇfj
D

S

“ A
pSq
ij

这个计算表明，力学量算符在选定表象中的矩阵实现不依赖于绘景的选
择. 此结论正是我们从可观测量视角所期待的.

既然如此，不妨在上述力学量矩阵元表达式中擦除掉绘景的痕迹：

A
pHq
ij “ A

pSq
ij “ Aij

进而，

ÂHptq “
ÿ

ij
Aij jfiyH H

@

fj
�
�; ÂS “

ÿ

ij
Aij jfiyS S

@

fj
�
�



很明显，上述算符表达式与力学量算符在两种绘景之间的联系

ÂHptq “

”

Û pt; t0q

ı:

ÂS Û pt; t0q

是自洽的.

立足海森堡绘景，我们现在考察力学量算符 ÂHptq 随时间演化的规
律. 默认 ÂS 不显含时间参数 t，我们有

dÂHptq
dt “

«

BÛ :

Bt

ff

ÂSÛ ` Û :ÂS

«

BÛ

Bt

ff

因为时间演化算符满足含时薛定谔方程，

BÛ

Bt
“

1
iℏ
ĤÛ ; ù

BÛ :

Bt
“ ´

1
iℏ

Û :Ĥ

所以，
dÂHptq

dt “
1
iℏ

„

Û :ÂSĤÛ ´ Û :ĤÂSÛ

ȷ



海森堡运动方程

我们已经约定 Ĥ不显含时间 t. 此约定意味着，

Û “ exp

«

´iĤpt ´ t0q

ℏ

ff

; Û : “ exp

«

iĤpt ´ t0q

ℏ

ff

;
”

Ĥ; Û
ı

“

”

Ĥ; Û :
ı

“ 0

所以，
dÂHptq

dt “
1
iℏ

„

Û :ÂSÛ Ĥ ´ Ĥ Û :ÂSÛ

ȷ

亦即：

dÂHptq
dt “

1
iℏ

”

ÂHptq; Ĥ
ı

此式称为海森堡运动方程， 它在海森堡绘景中的地位与薛定谔绘景中态
矢量满足的含时薛定谔方程

iℏ
B

Bt
jΨptqyS “ Ĥ jΨptqyS

相当.



海森堡运动方程解题举例

1 试用海森堡运动方程研究在 x轴上运动的一维自由粒子.

既然要使用海森堡运动方程，我们必然采取的是海森堡绘景. 为书写方便
计，以下省略声明海森堡绘景的脚标 H. 量子力学中的一维自由粒子由
如下哈密顿算符定义：

Ĥ “
p̂2

2�

粒子动量的运动方程为，

dp̂
dt “

1
iℏ
“

p̂; Ĥ
‰

“ 0

即粒子的动量算符不随时间演化：

p̂ptq “ p̂p0q

式中的 p̂p0q 可视为 t “ 0 时刻的动量算符，它实际上是自由粒子的
一个守恒量算符.



粒子位置坐标的运动方程为，

dx̂
dt “

1
iℏ
“

x̂; Ĥ
‰

“
p̂p0q

�

其解是：

x̂ptq “ x̂p0q `
p̂p0q

�
t

虽然这个结果与经典自由质点的运动方程 xptq “ x0 ` vt很相似，但
二者有一个本质的差别，即量子力学自由粒子在不同时刻的位置坐
标算符彼此不对易

rx̂p0q; x̂ptqs “
iℏt
�

进而有如下不确定关系，

∆xptq ∆xp0q ě
ℏt
2�

换言之，即使我们在自由粒子演化的初始时刻将其精确定位，随着时
间的推移，粒子位置坐标的误差也会越来越大. 这个图像对应的正
是微观粒子的波动性.



专题：

对于两个相互等价的波函数  p~r; tq 与  1p~r; tq “ ei�  p~r; tq 而言，相因子 �

是否可以是粒子空间位置坐标和时间参数的函数，� “ �p~r; tq ?

分析：
即使 � “ �p~r; tq，下式总是成立的：

| p~r; tq|2 “ | 1p~r; tq|2

所以，按照 Born 的概率诠释， 1p~r; tq 确实有资格与  p~r; tq 描写同一个量
子态. 不过，倘若  p~r; tq 是 Schrödinger 方程

iℏ
B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
r2 ` Vp~r; tq  

的解，则  1 “ ei� 在一般情形下并不是 Schrödinger 方程的解 (除非 �为
常数).



事实上，注意到  “ e´i� 1，我们有：

Bt “ e´i�“Bt 
1 ´ ipBt�q  1

‰

r “ e´i�“r 1 ´ ipr�q  1
‰

r2 “ e´i�“r2 1 ´ 2ipr�q ¨r 1 ´ pr�q2 1 ´ ipr2�q  1
‰

把此处一、三两个表达式代入到前页  所服从的 Schrödinger 方程中，可
知：

iℏ
B 1

Bt
“ ´

ℏ2

2�
r2 1 ` Vp~r; tq  1

´ℏpBt�q 1 `
iℏ2

�
pr�q ¨r 1 `

ℏ2

2�
pr�q2 1

`
iℏ2

2�
pr2�q 1

由于相因子 �相关项的存在， 1 服从的方程不再是 Schrödinger 方程. 既
如此，概率诠释所赋予的等价性  1 „  是否作废了？



然而事情并没有如此简单. 前面已经指出，如下形式的薛定谔方程

iℏ
B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
r2 ` Vp~r; tq  

具有明显的局限性：
1 它仅仅适用于保守力体系. 对于处于非保守力场中的粒子而言，势场

Vp~r; tq 的物理意义不明确.
2 它也不适于描写具有非零内禀自旋的粒子的运动.

鉴于此，Dirac 建议：量子力学体系波函数随时间演化的一般规律应推广
为7，

iℏ
B 

Bt
“ Ĥ  

这里 Ĥ是体系的 Hamilton 算符. 对于这个普遍形式的薛定谔方程，有理
由相信概率诠释所暗示的等价性  „  1 “  ei� 可以得到保证.

7此式习惯上也称为薛定谔方程.



下面让我们颠倒逻辑，尝试从波函数的等价性  „  1 “  ei� 出发来建立
一类量子力学体系合格的 Hamilton 算符.

从前面的分析可知，原始形式薛定谔方程

iℏ
B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
r2 ` Vp~r; tq  

情形下波函数等价性  „  1 “  ei� 失效的原因在于

Bt “ e´i�Bt 
1´ipBt�qe´i�  1; r “ e´i�r 1´ipr�qe´i�  1

1 倘若此两式可以变为：

Bt “ e´i�Bt 
1; r “ e´i�r 1

则  与  1 “  ei� 满足相同的时间演化方程，如此即有等价性
 1 „  . 但是，这两式在 � “ �p~r; tq 的前提下显然是不可能成立的.



为了保证  „  1 “  ei�，现尝试把作用于波函数的普通时空导数替换为
相应的协变导数：

B

Bt
ù Dt “

B

Bt
` i'p~r; tq; r ù ~D “ r´ i~Ap~r; tq

式中的 'p~r; tq 和 ~Ap~r; tq 是描写一类相互作用的经典场8. 要求在
 Ñ  1 “  ei� 的同时，

' Ñ '1; Dt Ñ D1
t “

B

Bt
` i'1;

~A Ñ ~A1; ~D Ñ ~D1 “ r´ i~A1

且：
Dt “ e´i� D1

t 
1; ~D “ e´i� ~D1 1

则不难看出：

'1 “ '´
B�

Bt
; ~A1 “ ~A `r�

8请问：p~A; 'q 精确的物理意义是什么？



以及，

~D2 “ ~D ¨ ~D “ ~D ¨
`

e´i�~D1 1
˘

“ pr´ i~Aq ¨
`

e´i�~D1 1
˘

“ e´i�r ¨ ~D1 1 `
`

re´i� ´ ie´i�~A
˘

¨ ~D1 1

“ e´i�pr´ ir�´ i~Aq ¨ ~D1 1

“ e´i�pr´ i~A1q ¨ ~D1 1 “ e´i�~D1 ¨ ~D1 1 “ e´i�~D12 1

所以，把原始的薛定谔方程

iℏ
B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
r2 ` Vp~r; tq  

修正为：

iℏDt “ ´
ℏ2

2�
~D2 ; ù iℏ

B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
pr´ i~Aq2 ` ℏ' 

就可保证波函数  与  1 “  ei� 的等价性.



点评：

1 变换式

 ù  1 “  ei�; ~A ù ~A1 “ ~A `r�; ' ù '1 “ '´
B�

Bt

的数学形式提示我们，p~A; 'q 可以解释为电磁场的规范势.

2  ù  1 “  ei� 称为波函数的规范变换9，选择 �p~r; tq 相当于选取规
范.

3 要求量子力学理论具有局域规范变换下的对称性使得我们写出了外
电磁场中带电粒子体系的 Hamilton 算符：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
pr´ i~Aq2 ` ℏ'

这一见解是杨振宁先生对于现代物理学最杰出的贡献：规范对称性
决定基本相互作用力.

9相因子 � “ �p~r; tq 时的规范变换称为局域规范变换.



1 在电磁场 p~A; 'q 中，带电粒子的物理动量为~p “ m~v，而

~P “ m~v ´ ℏ~A

是其正则动量. 正则量子化程序正是把正则动量算符化：

~P ù ~̂P “ ´iℏr

需要强调的是，带电粒子物理动量的本征值、分布概率与平均值均是
与规范选择无关的物理量.

2 倘若存在标量函数 �p~r; tq 使得电磁势可以表达为：

~A “ ´r�; ' “
B�

Bt

这样的电磁场称为纯规范，实际上是不存在的. 完全可以通过规范变
换

 ù  1 “  ei�; ~A ù ~A1 “ ~A `r�; ' ù '1 “ '´
B�

Bt

让纯规范从理论中消除10.
10在此规范变换定义的新规范里，~A1 “ '1 “ 0:



顿悟：

坚持波函数的概率诠释，必然要求波函数具有局域规范变换

 p~r; tq Ñ r p~r; tq “  p~r; tq expri�p~r; tqs

下的物理等价性、薛定谔方程必须具有局域规范变换下的不
变性. 因此，

1 量子力学研究的微观粒子必然参与某种规范相互作用、例
如电磁相互作用. 换句话说，此微观粒子必然携带着某种
规范场的荷11.

2 从量子力学第一原理的视角看，出现在薛定谔方程

iℏ
B p~r; tq

Bt
“ Ĥ  p~r; tq

中的 Hamilton 算符 Ĥ必定包含规范场的规范势 p~A; 'q 的
贡献.

11例如电荷.



Q: 怎样看待原版的薛定谔方程

iℏBtΨp~r; tq “

„

´
ℏ2

2�
r2 ` Vp~r; tq

ȷ

Ψp~r; tq

在波函数局域规范变换 Ψp~r; tq Ñ rΨp~r; tq “ Ψp~r; tq expri�p~r; tqs 的非不变
性？

1 把 Vp~r; tq 理解为粒子与外界之间相互作用的有效势能、从而把原版
的薛定谔方程仅仅看作一个唯象方程，不承认它量子力学理论基本
方程的地位.

2 或者把原版的薛定谔方程看作是修正版的薛定谔方程

iℏBtΨp~r; tq “

„

´
ℏ2

2�
pr´ i~Aq2 ` ℏ'

ȷ

Ψp~r; tq

在某个特定规范里的有效形式. 鉴于规范已经取定，自然可以期望：

Ψp~r; tq ȷ rΨp~r; tq “ Ψp~r; tq expri�p~r; tqs
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传播子：

量子力学的路径积分程式（Formalism）是费曼发展出来的（1949），它对微
观粒子的波粒二象性提供了一个非常深刻的理解.

1 新程式的出现往往伴随着新观念的诞生. 费曼通过分析电子的双缝
干涉实验，创造了一个新的概念：传播子（Propagator）.





费曼假设：

当量子力学体系随时间自然演化时，时刻 t在场点 r处找到粒子的概
率幅，即位置表象中的波函数 Ψpr; tq， 是较早时刻 t1 在所有可能的
场点 r1 处找到粒子概率幅 Ψpr1; t1q 的线性叠加

Ψpr; tq “

ż

d3x1Gpr; t; r1; t1qΨpr1; t1q

此处的叠加系数 Gpr; t; r1; t1q，或称积分核（kernel），就是体系的传播
子.

Q：

那么，如何确定一个量子力学体系的传播子呢？



费曼假设：

1 连接时空点 pr; tq 与 pr1; t1q 的所有路径都对传播子 Gpr; t; r1; t1q 有贡
献：

Gpr; t; r1; t1q “ A
ÿ

all paths

exp

„

i
ℏ
Spi; f q

ȷ

式中 Spi; f q 是沿连接始、终两个时空点的某一条可能路径计算的作
用量. 经典力学仅允许作用量取极值的特殊路径，

�S “ 0; ù Sclasspi; f q “ Sextrpi; f q

但量子力学认为所有可能的路径对于传播子的贡献均具有相同的权
重，差别仅限于相对位相.

2 倘若 t1 “ t ´ �，� „ 0` 是一个正的无穷小时间间隔，则

Gpr; t; r1; t1q “ A exp

«

i
ℏ

ż pr;tq

pr1;t1q
Lp9r; rqd�

ff

« A exp

„

i
ℏ
�Lave

ȷ

式中 Lp9r; rq 是体系的经典拉氏量，Lave 是其在无穷小时间间隔 �中
的平均值.



Gpxf; tf; xi; tiq “ A
ÿ

all paths

exp

„

i
ℏ
Spi; f q

ȷ



为简洁计，以下我们以一维量子力学体系为例，讨论费曼假设的后果.
设体系的拉氏量为

Lpx; 9xq “
m
2

9x2 ´ Vpxq

其在无穷小时间间隔 t ´ t1 “ � „ 0` 中的平均值是：

Lave «
m
2

ˆ

x ´ x1

t ´ t1

˙2

´ V
“

px ` x1q{2
‰

«
m�2

2�2
´ Vpx ´ �{2q

式中约定 x ´ x1 “ �. 进而，

Gpx; t; x1; t1q « A exp

„

im�2

2ℏ�
´

i
ℏ
�Vpx ´ �{2q

ȷ

“ A exp

„

im�2

2ℏ�

ȷ

exp

„

´
i
ℏ
�Vpx ´ �{2q

ȷ

亦即：

Gpx; t; x1; t1q « A exp

„

im�2

2ℏ�

ȷ „

1 ´
i
ℏ
�Vpx ´ �{2q ` Op�2q

ȷ



所以，我们可以把波函数 Ψpx; tq “
`8
ş

´8

dx1 Gpx; t; x1; t1qΨpx1; t1q 进一步表达

为：

Ψpx; tq « A
`8
ż

´8

d� exp

„

im�2

2ℏ�

ȷ „

1 ´
i
ℏ
�Vpx ´ �{2q

ȷ

Ψpx ´ �; t ´ �q

« A
`8
ż

´8

d� exp

„

im�2

2ℏ�

ȷ „

1 ´
i
ℏ
�Vpx ´ �{2q

ȷ

¨

„

Ψpx ´ �; tq ´ �
BΨpx ´ �; tq

Bt
` Op�2q

ȷ

« A
`8
ż

´8

d� exp

„

im�2

2ℏ�

ȷ „

Ψpx ´ �; tq ´
i
ℏ
�Vpx ´ �{2qΨpx ´ �; tq

´�
BΨpx ´ �; tq

Bt
` Op�2q

ȷ



现在把 Ψpx ´ �; tq 和 Vpx ´ �{2q 关于参数 �作如下形式化的泰勒展开，

Ψpx ´ �; tq “

`8
ÿ

n“0

p´1qn�n

n!
Bn

Bxn
Ψpx; tq; Vpx ´ �{2q “

`8
ÿ

n“0

p´1qn�n

2nn!
Bn

Bxn
Vpxq

由此知：
BΨpx ´ �; tq

Bt
“

`8
ÿ

n“0

p´1qn�n

n!
Bn

Bxn
BΨpx; tq

Bt

且

Vpx ´ �{2qΨpx ´ �; tq “

`8
ÿ

m;n“0

p´1qm`n�m`n

2mm!n!
BmVpxq

Bxm
BnΨpx; tq

Bxn

“

`8
ÿ

m;k“0

p´1qk�k

2mm!pk ´ mq!

BmVpxq
Bxm

Bpk´mqΨpx; tq
Bxpk´mq

“

`8
ÿ

n“0

p´1qn�n

n!

«

n
ÿ

m“0

n!
2mm!pn ´ mq!

BmVpxq
Bxm

Bpn´mqΨpx; tq
Bxpn´mq

ff



利用上页所列的几个深蓝色表达式，我们有：

Ψpx; tq “ A
`8
ÿ

n“0

p´1qn

n!

`8
ż

´8

d� �n exp
„

im�2

2ℏ�

ȷ

#

Bn

Bxn
Ψpx; tq ´ �

Bn

Bxn
BΨpx; tq

Bt

´
i�
ℏ

«

n
ÿ

m“0

n!
2mm!pn ´ mq!

BmVpxq
Bxm

Bpn´mqΨpx; tq
Bxpn´mq

ff +

式中出现的定积分
`8
ż

´8

d� �n exp
„

im�2

2ℏ�

ȷ

在 n取奇数时恒等于零、在 n取偶数时是所谓菲涅尔积分 (可按高斯积分
处理). 高斯积分是：

`8
ż

´8

exp
`

´ax2
˘

dx “

c

�

a
; Repaq ě 0



它有一个简单的推论:

`8
ż

´8

x2n exp
`

´ax2
˘

dx “ p´1qn
dn

dan

`8
ż

´8

exp
`

´ax2
˘

dx “
p2n ´ 1q!!

2nan

c

�

a

式中约定 n P N.

在以上高斯积分公式中把参数 a取作 a “ ´im{2ℏ�，可知：

`8
ż

´8

d� exp

„

im�2

2ℏ�

ȷ

“

c

2�iℏ�
m

;

`8
ż

´8

d� �2 exp
„

im�2

2ℏ�

ȷ

“
iℏ�
m

c

2�iℏ�
m

一般地，

`8
ż

´8

d� �2n exp
„

im�2

2ℏ�

ȷ

“ p2n ´ 1q!!
piℏ�qn

mn

c

2�iℏ�
m

; n P N



所以：

Ψpx; tq “ A

c

2�iℏ�
m

„

Ψpx; tq ´
i
ℏ
�VpxqΨpx; tq ´ �

BΨpx; tq
Bt

`
iℏ
2m

�
B2Ψpx; tq

Bx2
` Op�2q

ȷ

只要在费曼假设中把系数 A取为 A “
a m

2�iℏ� ,上式就是在一维保守力场
中运动的微观粒子的薛定谔方程：

iℏ
BΨpx; tq

Bt
“ ´

ℏ2

2m
B2Ψpx; tq

Bx2
` VpxqΨpx; tq ` Op�q

这个推理过程表明费曼对量子力学逻辑体系的新构思确实是合理的. 虽
然传播子中仅仅出现了经典作用量 S “

ş

Ld�，不涉及算符，但它确实包
含了体系的量子力学信息. 时间间隔相差无穷小的两个空间点之间的传
播子为：

Gpx; t; x1; t ´ �q “

c

m
2�iℏ�

exp

#

i�
ℏ

«

m
2

ˆ

x ´ x1

�

˙2

´ Vpxq

ff+



传播子的物理意义：

倘若使用狄拉克 (Dirac)符号，传播子的定义式

Ψpxb; tbq “

`8
ż

´8

dx1 Gpxb; tb; x1; taqΨpx1; taq

在海森堡绘景中可等价地写为：

xxbptbq|Ψy “

`8
ż

´8

dx1 Gpxb; tb; x1; taq
@

x1ptaq
ˇ

ˇΨ
D

式中 xxbptbq|Ψy “ Ψpxb; tbq，xx1ptaq|Ψy “ Ψpx1; taq 分别是时刻 tb 和时刻 ta
量子态 jΨy 对应的位置表象波函数. jxbptbqy 与 jx1ptaqy 分别是时刻 t和时
刻 t1 位置坐标算符的本征右矢. 倘若取 jΨy “ jxaptaqy，我们有

@

x1ptaq
ˇ

ˇΨ
D

“
@

x1ptaq
ˇ

ˇxaptaq
D

“ �px1 ´ xaq



进而，

xxbptbq|xaptaqy “

`8
ż

´8

dx1 Gpxb; tb; x1; taq�px1 ´ xaq “ Gpxb; tb; xa; taq

此式清晰地揭示了传播子的物理意义：Gpxb; tb; xa; taq 就是粒子从时刻 ta
的位置算符本征态 jxaptaqy 自发演化到时刻 tb 的位置算符本征态 jxbptbqy

的跃迁概率幅 xxbptbq|xaptaqy.

对于有限大小的时间间隔 ptb ´ taq，我们可以将其 N等份：

tb ´ ta
N

“ �; ti “ ta ` i�; 0 ď i ď N

并约定 t0 “ ta 和 tN “ tb. N Ñ 8 则 � Ñ 0`. 此情形下，

xxiptiq|xi´1pti´1qy «

c

m
2�iℏ�

exp

#

i�
ℏ

«

m
2

ˆ

xi ´ xi´1

�

˙2

´ Vpxiq

ff+



使用各个中间时刻 ti p1 ď i ď N ´ 1q 位置算符本征右矢系的完备性条件

`8
ż

´8

dxiptiq jxiptiqy xxiptiqj “ Î

我们可以把传播子 xxbptbq|xaptaqy 表达为：

xxbptbq|xaptaqy “

`8
ż

´8

dx1pt1q xxbptbq|x1pt1qy xx1pt1q|xaptaqy

“

`8
ż

´8

dx1pt1q

`8
ż

´8

dx2pt2q xxbptbq|x2pt2qy xx2pt2q|x1pt1qy xx1pt1q|xaptaqy

“ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

“ AN´1
N´1
ź

i“1

`8
ż

´8

dxiptiq exp
„

i
ℏ
Spa; bq

ȷ

; A “

c

m
2�iℏ�



即传播子表达成了路径积分：

Gpxb; tb; xa; taq “ limitNÑ8

„

m
2�iℏ�

ȷ
N´1
2 N´1

ź

i“1

`8
ż

´8

dxiptiq exp
„

i
ℏ
Spa; bq

ȷ

此式形成了量子力学路径积分程式的出发点.



传统量子力学程式（例如薛定谔绘景）虽然没有过分渲染传播子，但传播
子的实际上是存在的，它就是时间演化算符在位置算符本征态之间的矩
阵元：

Gpr; t; r1; t1q :“
@

r
ˇ

ˇÛ pt; t1q
ˇ

ˇr1
D

采取薛定谔绘景. 我们知道，量子力学体系的随时间的自然演化表现为
描写体系状态的态矢量 jΨpt1qy 经受如下幺正变换

Û pt; t1q :
�
�Ψpt1q

D

ù jΨptqy “ Û pt; t1q
�
�Ψpt1q

D

因此，其在位置表象的波函数 Ψpr; tq “ xr|Ψptqy 随时间的演化方式是：

xr|Ψptqy “
@

r
ˇ

ˇÛ pt; t1q
ˇ

ˇΨpt1q
D

“

ż

d3x1
@

r
ˇ

ˇÛ pt; t1q
ˇ

ˇr1
D @

r1
ˇ

ˇΨpt1q
D

这正是传播子的定义式：

Ψpr; tq “

ż

d3x1 Gpr; t; r1; t1qΨpr1; t1q



约定 Ĥ不显含时间参数 t，并假设体系包括 Ĥ在内的一组相容力学量算
符完全集合 tÂ u 的共同本征右矢系为 tjanyu：

Â “ Â :; Â jany “ an jany ; xam|any “ �mn;
ÿ

n
jany xanj “ Î:

特别地，Ĥ jany “ En jany. 我们有：

Û pt; t1q “ Û pt; t1q

«

ÿ

n
jany xanj

ff

“
ÿ

n

”

Û pt; t1q jany

ı

xanj

“
ÿ

n
exp

“

´iĤpt ´ t1q{ℏ
‰

jany xanj

“
ÿ

n
exp

“

´iÊnpt ´ t1q{ℏ
‰

jany xanj

所以，

Gpr; t; r1; t1q “
ÿ

n
exp

“

´iÊnpt ´ t1q{ℏ
‰

xr|any
@

an
ˇ

ˇr1
D



或者，
Gpr; t; r1; t1q “

ÿ

n
exp

“

´iÊnpt ´ t1q{ℏ
‰

 nprq ˚
n pr1q

此处的  nprq :“ xr|any 是力学量算符 Â 的本征态 jany 在位置表象中的波
函数.

不难检验：
传播子 Gpr; t; r1; t1q 服从初始条件

limittÑt1Gpr; t; r1; t1q “ �p3qpr ´ r1q

传播子 Gpr; t; r1; t1q 是含时薛定谔方程的 Green函数. 倘若

Ĥ “
p̂2

2m
` Vp̂rq

则传播子满足的微分方程是：
„

´
ℏ2

2m
r2 ` Vprq ´ iℏ

B

Bt

ȷ

Gpr; t; r1; t1q “ ´iℏ�p3qpr ´ r1q�pt ´ t1q
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一维薛定谔方程

我们已经对量子力学的基本原理与方法有了一定程度的了解. 本章我们
以一维量子力学体系为例，获取一些量子力学分析问题、解决问题的经
验.

1 采取薛定谔绘景. 暂设

Ĥ “
p̂2

2�
` Vpxq

则在位置表象中，体系的状态波函数 Ψpx; tq 随时间的自然演化遵循
如下一维薛定谔方程：

iℏ
B

Bt
Ψpx; tq “

„

´
ℏ2

2�
B2

Bx2
` Vpxq

ȷ

Ψpx; tq

此方程有定态特解：

ΨEpx; tq “  Epxq exp p´iEt{ℏq



这里  Epxq 实际上是哈密顿算符属于能量本征值 E的能量本征函数：

´
ℏ2

2�
d2 Epxq

dx2 ` Vpxq Epxq “ E  Epxq

能量本征值方程亦称为定态薛定谔方程. 本章的主题就是通过求解它获
得各类一维体系的量子力学信息.

在束缚态情形中，

Ψpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ˘8

“ 0; @ jΨy P H

能量本征函数能够正常归一化：

`8
ż

´8

�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx “ 1 ù E “ E

`8
ż

´8

�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx “

`8
ż

´8

 ˚
Epxq

”

E Epxq
ı

dx



所以，

E “ ´
ℏ2

2�

`8
ż

´8

 ˚
Epxq

d2 Epxq
dx2 dx `

`8
ż

´8

Vpxq
�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx

“ ´
ℏ2

2�
 ˚
Epxq

d Epxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8

`
ℏ2

2�

`8
ż

´8

�
�
�
�

d Epxq
dx

�
�
�
�

2
dx `

`8
ż

´8

Vpxq
�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx

“
ℏ2

2�

`8
ż

´8

�
�
�
�

d Epxq
dx

�
�
�
�

2
dx `

`8
ż

´8

Vpxq
�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx

ě

`8
ż

´8

Vpxq
�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx ě VMin

`8
ż

´8

�
�
� Epxq

�
�
�

2
dx

即体系束缚态能级存在下限：

E ě VMin



自由粒子

自由粒子不参与和外界环境之间的相互作用，Vpxq “ 0. 一维自由粒子
的定态薛定谔方程是：

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 “ E  pxq

亦即，

 2pxq ` k2 pxq “ 0; k “

c

2�E
ℏ2

此方程的一般解为：

 pxq “ Apkq exppikxq ` Ap´kq expp´ikxq; ´ 8 ă x ă `8

物理上有意义的波函数在 x Ñ ˘8 处不发散，意味着参数 k只能取正实
数值.

因此，自由粒子的能量本征值形成连续谱：

E “
ℏ2k2

2�
ě 0



通常把自由粒子的能量本征函数写为：

 ppxq “ Appq exp pipx{ℏq

这里 p “ kℏ诠释为粒子的动量，其定义域为 ´8 ă p ă `8. 显然，自由
粒子的能量本征值可改写为

E “
p2

2�
它是二重简并的：属于 E的能量本征函数有两个，即  ˘ppxq.

只需把  ppxq 重新视为相容力学量完全集合 tĤ; P̂u 的共同本征函
数，即可解除能级的简并. 此处

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ` Vpxq; P̂ “ ´iℏ
d
dx

因为自由粒子能量本征值形成连续谱， ppxq 不能正常归一化. 习惯
上在  ppxq 中取归一化常数为：

Appq “
1

?
2�ℏ



如此，

 ppxq “
1

?
2�ℏ

exp pipx{ℏq

其服从的正交归一条件为：

`8
ż

´8

 ˚
p1pxq ppxqdx “

1
2�ℏ

`8
ż

´8

exp
“

ipp ´ p1qx{ℏ
‰

dx “ �pp ´ p1q

自由粒子含时的定态波函数是：

Ψppx; tq “  ppxqe´iEt{ℏ “
1

?
2�ℏ

exp
”

i pp{ℏq x ´ i
`

p2{2�ℏ
˘

t
ı

处于定态的自由粒子具有确定的动量 p， ∆p “ 0， 其出现在 x轴上
各处的概率密度为

�px; tq “
�
�Ψppx; tq

�
�
2

“ 1{2�ℏ ù ∆x “ 8

这个结论与海森堡测不准关系是相容的.



自由粒子也可以不处于某个定态，而是处在若干个定态的叠加态：

Ψpx; tq “
1

?
2�ℏ

`8
ż

´8

dp Appq exp
”

i pp{ℏq x ´ i
`

p2{2�ℏ
˘

t
ı

或者等价地，

Ψpx; tq “
1

?
2�

`8
ż

´8

dk Apkq exp
”

ikx ´ i!pkqt
ı

式中，!pkq “ k2ℏ{2�. 此时应称自由粒子所处的量子态为德布罗意
波包，∆p ‰ 0，但海森堡测不准关系的成立不受影响.倘若波幅 Apkq

的贡献集中在 k “ k0 附近， Apkq « Apk0q, 则

Ψpx; tq «
1

?
2�

Apk0q

k0`∆k
ż

k0´∆k

dk exp
”

ikx ´ i!pkqt
ı



在进行上述对波数 k的积分时，做变量代换 k Ñ � “ k ´ k0，并对 !pkq 在
� “ 0处做泰勒展开

!pkq “ !pk0 ` �q “ !pk0q `
d!pkq

dk

ˇ

ˇ

ˇ

k“k0
� ` Op�2q « !0 `

ˆ

d!
dk

˙

0
�

所以，自由粒子波包的波函数近似表为：

Ψpx; tq « 2Apk0q

sin

"

“

x ´
`d!

dk
˘

0 t
‰

∆k
*

“

x ´
`d!

dk
˘

0 t
‰ exp ripk0x ´ !0tqs

波包的中心位置 xc 是代数方程

x ´

ˆ

d!
dk

˙

0
t “ 0

的解， 其移动速度 vg
“

亦称波包的群速度
‰

，

vg “

ˆ

d!
dk

˙

0
“

k0ℏ
�

恰好是自由粒子的运动速度 v0 “ p0{�.



-30 -20 10 20 30
x

sin(x)

x



倘若伽利略知道量子力学

运动学问题离不开参考系与参考系之间的变换. 经典力学如此，量子力
学亦如此.

1 假设存在两个惯性参考系 K与 K 1，彼此间的相对速度为 V (V ! c)，
则此二惯性参考系间的伽利略变换可表为：

r1 “ r ´ Vt; t1 “ t

2 倘若时空中存在着一个静止质量为 �的非相对性自由质点，其相对
于惯性系 K的动量与能量分别为 p和 E “ p2{2�，则其相对于 K 1 的
动量与能量分别为：

p1 “ p ´ �V; E 1 “ E ´ V ¨ p `
1
2
�V 2

3 倘若时空中存在着一个质量为 �的非相对论性量子力学自由粒子，
其相对于两个惯性系的波函数分别为 Ψpr; tq 与 Ψ1pr1; t1q. 请问这
两个波函数之间有何关系？



顿悟：

倘若自由粒子处于动量算符的某一本征态，粒子相对于两个惯性系 K和
K 1 的动量本征值分别为 p与 p1 “ p ´ �V，则在惯性系 K的位置表象中
我们有：

Ψpr; tq “
1

p2�ℏq3{2 exp

„

i
ℏ

ˆ

p ¨ r ´
p2t
2�

˙ȷ

而在惯性系 K 1 系中，

Ψ1pr1; t1q “
1

p2�ℏq3{2 exp

„

i
ℏ

ˆ

p1 ¨ r1 ´
p12t1

2�

˙ȷ

“
1

p2�ℏq3{2 exp

"

i
ℏ

„

pp ´ �Vq ¨ pr ´ Vtq ´
pp2 ´ 2�V ¨ p ` �2V2qt

2�

ȷ*

“ exp

„

´
i�
ℏ

ˆ

V ¨ r ´
1
2
V2t

˙ȷ

1
p2�ℏq3{2 exp

„

i
ℏ

ˆ

p ¨ r ´
p2t
2�

˙ȷ

“ exp

„

´
i�
ℏ

ˆ

V ¨ r ´
1
2
V2t

˙ȷ

Ψpr; tq



上述结论显然符合人们对惯性参考系的基本期望，因为发现粒子的概率
密度不应依赖于惯性系的选择：

�
�
�Ψ1pr1; t1q

�
�
�

2
“

�
�
�Ψpr; tq

�
�
�

2

薛定谔方程在伽利略变换下的不变性：

值得注意的是，波函数在不同惯性系中的变换

Ψ1pr1; t1q “ exp

„

´
i�
ℏ

ˆ

V ¨ r ´
1
2
V2t

˙ȷ

Ψpr; tq

在非相对论性量子力学中是普适的，并不限于动量算符的本征态. 它实
际上是自由粒子薛定谔方程具有伽利略变换下不变性的代价. 检验如
下. 在伽利略变换下，

r1 “ r ´ Vt; t1 “ t ù
Br1

Bt
“ ´V;

Bt1

Bt
“ 1



由此知：

B

Bt
“

Br1

Bt
¨ ∇1 `

Bt1

Bt
B

Bt1
“

B

Bt1
´ V ¨ ∇1; ∇ “ ∇1

假设波函数在伽利略变换下符合量子力学概率诠释的变换法则为：

Ψpr; tq “ ei�pr1; t1qΨ1pr1; t1q; @ �pr1; t1q P R

我们有：

BΨpr; tq
Bt

“

ˆ

B

Bt1
´ V ¨ ∇1

˙

”

ei�pr1; t1qΨ1pr1; t1q
ı

“ ei�i
ˆ

B�

Bt1
´ V ¨ ∇1�

˙

Ψ1pr1; t1q ` ei�
„

BΨ1pr1; t1q
Bt1

´ V ¨ ∇1Ψ1pr1; t1q
ȷ

∇Ψpr; tq “ ∇1
”

ei�pr1; t1qΨ1pr1; t1q
ı

“ ei�
“

ip∇1�qΨ1pr1; t1q ` ∇1Ψ1pr1; t1q
‰



同理有：

∇2Ψpr; tq “ ei�
“

∇12Ψ1pr1; t1q ` 2ip∇1�q ¨ ∇1Ψ1pr1; t1q
´p∇1�q2Ψ1pr1; t1q ` ip∇12�qΨ1pr1; t1q

‰

倘若自由粒子的薛定谔方程具有伽利略变换下的不变性，即在惯性系 K
和 K 1 中分别有：

iℏ
BΨpr; tq

Bt
“ ´

ℏ2

2�
∇2Ψpr; tq; iℏ

BΨ1pr1; t1q
Bt1

“ ´
ℏ2

2�
∇12Ψ1pr1; t1q

波函数的变换参数 �pr1; t1q 须服从约束条件：
ˆ

B�

Bt1
´ V ¨ ∇1�

˙

Ψ1pr1; t1q ` iV ¨ ∇1Ψ1pr1; t1q

“
ℏ
2�

„

2ip∇1�q ¨ ∇1Ψ1pr1; t1q ´ p∇1�q2Ψ1pr1; t1q ` ip∇12�qΨ1pr1; t1q
ȷ

此约束条件应对任意的波函数都成立，所以：



ℏ
�
∇1� “ V;

B�

Bt1
´ V ¨ ∇1� “ ´

ℏ
2�

p∇1�q2 `
iℏ
2�

∇12�

利用第一式可以把第二式简化为：

B�

Bt1
“
�V 2

2ℏ

联立求解本页的两个红色微分方程，可知：

�pr1; t1q “
�

ℏ

ˆ

r1 ¨ V `
1
2
V 2t1

˙

` c

忽略掉没有实际物理意义的实常数 c，波函数的伽利略变换法则为：

Ψpr; tq “ exp

„

i�
ℏ

ˆ

r1 ¨ V `
1
2
V 2t1

˙ȷ

Ψ1pr1; t1q

证毕.



非相对论性自由粒子薛定谔方程具有伽利略变换下的不变性. 这个对称
性有一重要的推论1：

1 非相对论性量子力学无法描写基本粒子的产生、湮灭现象.

下面给出此推论的论证思路. 粒子的产生与湮灭

� Ñ �1 ` �2

意味着位置表象中体系的波函数可以经历如下自然演化：

Ψ�pr; tq Ñ Ψ�1�2pr1; r2; tq

但上式无法摆脱对惯性系的依赖.

1参见 E.M. Henley, Subatomic Physics, World Scientific Press, 2007, 3rd edition, Page7.



有限深方势阱

欲研究的体系由如下势能项定义：

Vpxq “

"

0; ´ a
2 ă x ă a

2
V0; elsewhere



方势阱情形下的束缚态

方势阱的势能分布有两个间断点，x “ ˘ a{2. 定态薛定谔方程可以分区
间表为：

d2 pIIqpxq
dx2 ` k2 pIIqpxq “ 0; k “

c

2�E
ℏ2

; x ă
�
�
�
a
2

�
�
�

与

d2 pI;IIIqpxq
dx2 ´ �2 pI;IIIqpxq “ 0; � “

c

2�
ℏ2

pV0 ´ Eq; x ą
�
�
�
a
2

�
�
�

因为 VMin “ 0，方势阱情形下定态薛定谔方程的束缚态若存在，能量
本征值取值下限必为 E ě 0 (i.e., 0 ď E ă V0). 所以，k ě 0; k P R`.
 pI;IIIqpxq 的通解是  pI;IIIqpxq “ C expp�xq ` D expp´�xq. 参数 �的
定义域已约定为 � ą 0. 为满足束缚态条件  pxq

ˇ

ˇ

xÑ˘8
“ 0， 我们

只能选择取：

 pIqpxq “ C expp�xq;  pIIIqpxq “ D expp´�xq



在势能的间断点处，波函数的概率诠释允许施加定态波函数的连续
性条件：

 pIqp´a{2q “  pIIqp´a{2q;  pIIqpa{2q “  pIIIqpa{2q

借用 Heaviside阶梯函数 �psq，可以把有限深方势阱的势能分布写作

Vpxq “ V0

”

� px ´ a{2q ` � p´x ´ a{2q

ı

所以，此情形下的定态薛定谔方程可重新表为：

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 ` V0

”

� px ´ a{2q ` � p´x ´ a{2q

ı

 pxq “ E  pxq

求此方程在势能间断点 x “ ˘ a{2无穷小邻域内关于 x的积分, 容
易看到波函数一阶空间导数的连续性：

d pIqpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

x“´a{2
“

d pIIqpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

x“´a{2
;

d pIIqpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

x“a{2
“

d pIIIqpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

x“a{2



为了更有效地优化束缚态解的求解过程，我们再叙述一条定理：

一维量子力学体系的束缚态能量本征值都是不简并的.

此定理证明如下. 设  1pxq 与  2pxq 都是哈密顿算符

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ` Vpxq

属于能量本征值 E的本征函数：

´
ℏ2

2�
d2 ipxq

dx2 ` Vpxq ipxq “ E  ipxq; pi “ 1; 2q

亦即，

 2
1pxq “

2�
ℏ2

rVpxq ´ E s 1pxq;  2
2pxq “

2�
ℏ2

rVpxq ´ E s 2pxq

所以：

0 “  1pxq 2
2pxq ´  2pxq 2

1pxq “
d
dx

”

 1pxq 1
2pxq ´  2pxq 1

1pxq
ı



从而
 1pxq 1

2pxq ´  2pxq 1
1pxq

是一个与 x取值无关的常数， 可以将其写为：

 1pxq 1
2pxq ´  2pxq 1

1pxq “

”

 1pxq 1
2pxq ´  2pxq 1

1pxq
ı

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ8

但对于束缚态而言， 1pxq
ˇ

ˇ

xÑ8
“  2pxq

ˇ

ˇ

xÑ8
“ 0. 所以，

 1pxq 1
2pxq ´  2pxq 1

1pxq “ 0

ù
 1
1pxq

 1pxq
“
 1
2pxq

 2pxq
; ù

d
dx ln

„

 2pxq
 1pxq

ȷ

“ 0

亦即：
 2pxq “ c  1pxq

从波函数的概率诠释的意义上看，这两个能量本征函数是等价的，从而它
们所属的能量本征值 E不简并.



具体到目前关心的有限深方势阱问题，我们看到定态薛定谔方程

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 ` V0

”

� px ´ a{2q ` � p´x ´ a{2q

ı

 pxq “ E  pxq

具有空间反射变换 x ù ´x下的不变性

´
ℏ2

2�
d2 p´xq

dx2 ` V0

”

� px ´ a{2q ` � p´x ´ a{2q

ı

 p´xq “ E  p´xq

换言之， pxq 与  p´xq 都是体系属于能量本征值 E的能量本征函数. 束
缚态能量本征函数的非简并性意味着：

 p´xq “ c  pxq; ù  pxq “ c  p´xq “ c2  pxq; ù c2 “ 1

所以，c “ ˘1.

1 这个分析表明所考虑的有限深方势阱能量本征函数  pxq 或者具有
偶宇称  p´xq “  pxq，或者具有奇宇称  p´xq “ ´ pxq.



偶宇称束缚态解:
对于所考虑的有限深方势阱束缚态问题，能量本征函数的一般解是：

 pIqpxq “ C expp�xq;  pIIqpxq “ A cospkxq ` B sinpkxq;

 pIIIqpxq “ D expp´�xq:

偶宇称条件在此情形中表为：

 pIIIqpxq “  pIqp´xq;  pIIqpxq “  pIIqp´xq

所以，B “ 0; C “ D. 偶宇称的能量本征函数写为：

 pIqpxq “ C expp�xq;  pIIqpxq “ A cospkxq;

 pIIIqpxq “ C expp´�xq:

势能间断点 x “ a{2处波函数及其一阶空间导数的连续性条件是：

A cospka{2q “ C expp´�a{2q; Ak sinpka{2q “ C� expp´�a{2q



注意到 � “
a

2�pV0 ´ Eq{ℏ2 和 k “
a

2�E{ℏ2，我们从以上连续性条件推
得：

A “ C

c

2�V0

ℏ2k2
expp´�a{2q; tanpka{2q “

c

2�V0

ℏ2k2
´ 1

除开一个无关紧要的归一化常数 C，偶宇称的束缚态能量本征函数
是：

 pIqpxq “ C expp�xq;  pIIqpxq “ C

c

2�V0

ℏ2k2
expp´�a{2q cospkxq;

 pIIIqpxq “ C expp´�xq:

因为 tanpka{2q “ tanpka{2 ´ p�q，此处 p P N. 偶宇称束缚态的能量
本征值谱决定于如下代数方程：

tan pka{2 ´ p�q “

c

2�V0

ℏ2k2
´ 1



进一步把 p看作是正实数 ka{2�中包含的最大非负整数，
„

ka
2�

ȷ

“ p

即：

p ď
ka
2�

ă p ` 1; ù 0 ď

ˆ

ka
2

´ p�
˙

ă �

角度的正切函数仅在一、三象限取正值. 所以，能量本征值的存在意味着
pka{2 ´ p�q 的定义域只能是第一象限：

0 ď

ˆ

ka
2

´ p�
˙

ă
�

2
; ù p� ď

ka
2

ă

ˆ

p `
1
2

˙

�

进而，能量本征值谱的定解方程可改写为：

cos pka{2 ´ p�q “
ℏk

?
2�V0

ą 0



或者等价地，

ℏk
?
2�V0

“ cos pka{2 ´ p�q

“ sin

„

�

2
´

ˆ

ka
2

´ p�
˙ȷ

“ sin

„ˆ

p `
1
2

˙

� ´ ka{2
ȷ

所以，偶宇称态的能量本征值谱表达为：

ka
2

“ p� ` arccos
ℏk

?
2�V0

“

ˆ

p `
1
2

˙

� ´ arcsin
ℏk

?
2�V0

p “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

作为自洽性检验，不难看出偶宇称态能量本征值谱的确满足前页写
出的不等式

p� ď
ka
2

ă

ˆ

p `
1
2

˙

�



倘若
?
2�V0 " ℏk，或者极端情形 V0 Ñ `8，粒子将被有效地束缚在

方势阱内部. 偶宇称能量本征值谱决定于

ka
2

“

ˆ

p `
1
2

˙

�; ù k “ p2p ` 1q
�

a
; p “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

此情形下能量本征值谱可明确地表为：

E “
k2ℏ2

2�
ù EpEven Parityq

p “
�2ℏ2

2�a2
p2p ` 1q2; p “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

归一化的偶宇称能量本征函数系是：

 
pEven Parityq
p pxq “

c

2
a
cos

”

p2p ` 1q
�x
a

ı

�pa{2 ´ xq�px ` a{2q



奇宇称束缚态解:
有限深方势阱束缚态情形下，奇宇称条件表为：

 pIIIqpxq “ ´ pIqp´xq;  pIIqpxq “ ´ pIIqp´xq

所以，奇宇称的能量本征函数写为：

 pIqpxq “ ´C expp�xq;  pIIqpxq “ B sinpkxq;

 pIIIqpxq “ C expp´�xq:

势能间断点 x “ a{2处波函数及其一阶空间导数的连续性条件是：

B sinpka{2q “ C expp´�a{2q; Bk cospka{2q “ ´C� expp´�a{2q

从此连续性方程推论出：

B “ C

c

2�V0

ℏ2k2
expp´�a{2q; cotpka{2q “ ´

c

2�V0

ℏ2k2
´ 1



除开一个无关紧要的归一化常数 C，奇宇称的束缚态能量本征函数
是：

 pIqpxq “ ´C expp�xq;  pIIqpxq “ C

c

2�V0

ℏ2k2
expp´�a{2q sinpkxq;

 pIIIqpxq “ C expp´�xq:

因为 cotpka{2q “ cotpka{2 ´ p�q，此处 p P N. 奇宇称束缚态的能量
本征值谱决定于如下代数方程：

cot

ˆ

ka
2

´ p�
˙

“ ´

c

2�V0

ℏ2k2
´ 1 ă 0

进一步把 p看作是正实数 ka{2�中包含的最大非负整数，
„

ka
2�

ȷ

“ p

即：

p ď
ka
2�

ă p ` 1; ù 0 ď

ˆ

ka
2

´ p�
˙

ă �



角度的余切函数仅在二、四象限取负值. 所以，能量本征值的存在意味着
pka{2 ´ p�q 的定义域只能是第二象限：

�

2
ď

ˆ

ka
2

´ p�
˙

ă �; ù

ˆ

p `
1
2

˙

� ď
ka
2

ă pp ` 1q�

进而，能量本征值谱的定解方程可改写为2：

ℏk
?
2�V0

“ sin

ˆ

ka
2

´ p�
˙

“ cos

„

ka
2

´

ˆ

p `
1
2

˙

�

ȷ

“ sin

„

pp ` 1q� ´
ka
2

ȷ

奇宇称态的能量本征值谱最终表达为：

ka
2

“

ˆ

p `
1
2

˙

� ` arccos
ℏk

?
2�V0

“ pp ` 1q� ´ arcsin
ℏk

?
2�V0

式中，p “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ :
2注意： sinp�q “ sinp� ´ �q “ cosp� ´ �{2q.



倘若
?
2�V0 " ℏk，或者极端情形 V0 Ñ `8，奇宇称能量本征值谱决

定于

ka
2

“ pp ` 1q�; ù k “ 2pp ` 1q
�

a
; p “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

此情形下能量本征值谱可明确地表为：

E “
k2ℏ2

2�
ù EpOdd Parityq

p “
2�2ℏ2

�a2
pp ` 1q2; p “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

与偶宇称束缚态情形类似，奇宇称束缚态下粒子也将被有效地束缚
在方势阱内部. 归一化的奇宇称能量本征函数系是：

 
pOdd Parityq
p pxq “

c

2
a
sin

„

pp ` 1q
2�x
a

ȷ

�pa{2 ´ xq�px ` a{2q



方势阱情形下的非束缚态

倘若 E ą V0 ą 0，能量本征函数的一般解是：

 pIqpxq “ A exppi�̃xq ` B expp´i�̃xq;  pIIqpxq “ F exppikxq ` G expp´ikxq;

 pIIIqpxq “ C exppi�̃xq ` D expp´i�̃xq:

式中，

�̃ “

c

2�
ℏ2

pE ´ V0q ą 0; k “

c

2�E
ℏ2

ą 0

是两个正的实参数. 显然，处于如此能量本征函数描写的量子态不可能
是束缚态. 物理上最常见的非束缚态是所谓散射态.

设粒子从左侧入射，能量本征函数的散射态特解是：

 pIqpxq “ A exppi�̃xq ` B expp´i�̃xq;  pIIqpxq “ F exppikxq ` G expp´ikxq;

 pIIIqpxq “ C exppi�̃xq:



目前考虑的散射态是定态，此情形下的概率守恒定律为：

dJpxq
dx “ 0; ù JpIqpxq “ JpIIIqpxq

式中，

JpIqpxq “
iℏ
2�

«

d pIq˚pxq
dx  pIqpxq ´  pIq˚pxq

d pIqpxq
dx

ff

“
ℏ�̃
�

´

jAj2 ´ jBj2
¯

;

JpIIIqpxq “
iℏ
2�

«

d pIIIq˚pxq
dx  pIIIqpxq ´  pIIIq˚pxq

d pIIIqpxq
dx

ff

“
ℏ�̃
�
jC j2:

所以，定态散射问题中的概率守恒定律可表为：

jB{Aj2 ` jC{Aj2 “ 1



方势垒

欲研究的体系由如下势能项定义：

Vpxq “

"

V0; ´a ă x ă a
0; elsewhere



方势垒问题中我们仅考虑 V0 ą E ą 0的情形. 由于在 I、III两区间（势垒
外部）定态薛定谔方程是：

´
ℏ2

2�
d2 pI;IIIqpxq

dx2 “ E  pI;IIIqpxq; ù
d2 pI;IIIqpxq

dx2 ` k2  pI;IIIqpxq “ 0

式中 k “
?
2�E{ℏ ą 0， 我们看到：

 pIqpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ´8

„ expp˘ikxq;  pIIIqpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ`8

„ expp˘ikxq:

所以，方势垒问题中定态薛定谔方程没有束缚态解，只有散射解：

 pIqpxq “ A exppikxq ` B expp´ikxq;

 pIIIqpxq “ C exppikxq ` D expp´ikxq

定态散射过程中的概率守恒定律 dJpxq{dx “ 0要求：

jAj2 ´ jBj2 “ jCj2 ´ jDj2; ù jAj2 ` jDj2 “ jBj2 ` jCj2



概率守恒定律意味着区间 I中波函数的系数 pA; Bq 与区间 III中波函数
的系数 pC; Dq 之间存在线性变换.

为了找到这个线性变换，我们写出区间 II中定态薛定谔方程

´
ℏ2

2�
d2 pIIqpxq

dx2 ` V0  
pIIqpxq “ E  pIIqpxq

的一般解：

 pIIqpxq “ F expp�xq ` G expp´�xq; � “

c

2�pV0 ´ Eq

ℏ2
ą 0

如此，波函数及其一阶导数在 x “ ´a处的连续性条件写为：

A e´ika ` B eika “ F e´�a ` G e�a; A e´ika ´ B eika “ ´
i�
k

pF e´�a ´ G e�aq

亦即，
ˆ

A
B

˙

“
1
2

ˆ

p1 ´ i�
k qe´�a`ika p1 ` i�

k qe�a`ika

p1 ` i�
k qe´�a´ika p1 ´ i�

k qe�a´ika

˙ ˆ

F
G

˙



类似地，波函数及其一阶导数在 x “ a处的连续性意味着：

F e�a ` G e´�a “ C eika ` D e´ika; F e�a ´ G e´�a “
ik
�

pC eika ´ D e´ikaq

亦即，
ˆ

F
G

˙

“
1
2

ˆ

p1 ` ik
�

qe´�a`ika p1 ´ ik
�

qe´�a´ika

p1 ´ ik
�

qe�a`ika p1 ` ik
�

qe�a´ika

˙ ˆ

C
D

˙

结合以上两种边界条件，我们有：
ˆ

A
B

˙

“

ˆ

M11 M12
M21 M22

˙ ˆ

C
D

˙

式中，

M11 “

„

coshp2�aq `
i�
2
sinhp2�aq

ȷ

expp2ikaq; M12 “
i�
2
sinhp2�aq;

M21 “ ´
i�
2
sinhp2�aq; M22 “

„

coshp2�aq ´
i�
2
sinhp2�aq

ȷ

expp´2ikaq



矩阵元Mij 中出现的两个实参数 �、�定义为：

� “
�

k
´

k
�
; � “

�

k
`

k
�
:

不难看到矩阵M具有性质：

M˚
11 “ M22; M˚

12 “ M21; detM “ 1

倘若 D “ 0，
A “ M11C; B “ M21C

方势垒问题对应的散射图像是：

Ψpxq “

"

A exppikxq ` B expp´ikxq; x ă ´a
C exppikxq; x ą a

即粒子从左侧入射到方势垒上，以一定的概率幅从势垒上反射、以另
外的概率幅透射过势垒.



对此简单散射问题的有效描写是定义反射系数 R 与透射系数 T ：

R “
jBj2

jAj2
“
jM21j

2

jM11j
2 ; T “

jCj2

jAj2
“

1
jM11j

2 :

因此，

R “
�2 sinh2p2�aq

4 cosh2p2�aq ` �2 sinh2p2�aq
; T “

4
4 cosh2p2�aq ` �2 sinh2p2�aq

概率守恒定律在此情形下表达为：

R ` T “ 1

一般情形下透射系数 T ‰ 0，这个结果是经典力学无法理解的，是
量子力学中著名的势垒隧穿效应. 倘若势垒既宽又高，�a " 1，

coshp2�aq « sinhp2�aq «
1
2
expp2�aq

所以，

T « 16
ˆ

k�
k ` �

˙2

expp´4�aq



一维定态散射问题的形式理论

在方势垒问题中，势能项可以等价地表为：

Vpxq “ V0�pa ´ xq�pa ` xq

定态薛定谔方程

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 ` V0�pa ´ xq�pa ` xq pxq “ E  pxq

在 x ă ´a，´a ă x ă a与 x ą a三个区间的一般解是：

 pIqpxq “ A exppikxq ` B expp´ikxq; x ă ´a:

 pIIqpxq “ F expp�xq ` G expp´�xq; ´ a ă x ă a:

 pIIIqpxq “ C exppikxq ` D expp´ikxq; x ą a:

式中，

k “

c

2�E
ℏ2

ą 0; � “

c

2�pV0 ´ Eq

ℏ2
ą 0





在方势垒的定态散射问题中，我们常假设势垒一侧（例如区间 III）的
量子态已知. 如此，势垒另一侧的量子态系数 pA; Bq 可通过线性变
换与已知量子态的系数 pC; Dq 联系起来：

ˆ

A
B

˙

“ M
ˆ

C
D

˙

; M “

ˆ

M11 M12
M21 M22

˙

或者，从势垒出射的波（outgoing）的系数 pB; Cq 可通过线性变换与
入射波（incoming）的系数 pA; Dq 联系起来：

ˆ

B
C

˙

“ S
ˆ

A
D

˙

; S “

ˆ

S11 S12
S21 S22

˙

线性变换M或者 S完全包含了所有的定态散射信息.例如在 D “ 0
情形下，

T “
1

jM11j
2 “ jS21j2

那么，如何确定M矩阵或者 S矩阵？ 简单的散射问题中，某些矩阵元可
通过势能间断点处波函数及其一阶空间导数的连续性条件确定.



S矩阵称为散射矩阵. 根据概率守恒定律，我们有：

`

B˚ C˚
˘

ˆ

B
C

˙

“ jBj2 ` jCj2 “ jAj2 ` jDj2 “
`

A˚ D˚
˘

ˆ

A
D

˙

另一方面，按照 S矩阵的定义式，我们有：

`

B˚ C˚
˘

ˆ

B
C

˙

“
`

A˚ D˚
˘

S:S
ˆ

A
D

˙

比较以上二式即知：
S:S “ I

所以，散射矩阵是幺正矩阵3. 2 ˆ 2的幺正矩阵包含 22 “ 4个实参
数. S矩阵可以一般性地写作：

S “

ˆ

u exppi�q i
?
1 ´ u2 exppi�q

i
?
1 ´ u2 exprip�´ � ` 
qs u exppi
q

˙

其行列式为 det S “ exprip�` 
qs， ù
�
�det S

�
� “ 1.

3通常认为矩阵 S是有逆矩阵的.



M矩阵与 S矩阵不是独立的.按照 S矩阵的定义，势垒出射波的系数
B与 C表为：

B “ S11A ` S12D; C “ S21A ` S22D

反解此方程组，把势垒左侧波函数的系数 A、B用右侧波函数的系数
C、D表达出来，即有

A “
1
S21

C ´
S22
S21

D; B “
S11
S21

C ´
det S
S21

D

由于 S是幺正矩阵，

S˚
11 “

S22
det S

; S˚
12 “ ´

S21
det S

; S˚
21 “ ´

S12
det S

; S˚
22 “

S11
det S

所以，系数 B的表达式可改写为：

B “
S11
S21

C `
1
S˚
12
D

把本页的两个蓝色方程与M矩阵的定义式做比较，即知：

M11 “
1
S21

; M12 “ ´
S22
S21

; M21 “
S11
S21

; M22 “
1
S˚
12
:



对称性对 S矩阵的制约

方势垒问题中，能量本征值 E明显是简并的.倘若，

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 ` V0�pa ´ xq�pa ` xq pxq “ E  pxq

则必有：

´
ℏ2

2�
d2 ˚pxq

dx2 ` V0�pa ´ xq�pa ` xq ˚pxq “ E  ˚pxq

即  pxq 与  ˚pxq 是定态薛定谔方程属于同一能量本征值 E的本征
函数.

 pxq 在势垒外部区间的一般解是：

 pIqpxq “ A exppikxq ` B expp´ikxq; x ă ´a:

 pIIIqpxq “ C exppikxq ` D expp´ikxq; x ą a:

在  pxq 中，
1 A exppikxq 与 D expp´ikxq 是势垒的入射波.
2 B expp´ikxq 与 C exppikxq 是势垒的出射波.



所以，
ˆ

B
C

˙

“ S
ˆ

A
D

˙

; S “

ˆ

S11 S12
S21 S22

˙

; S: “ S´1:

但是， ˚pxq 在势垒外部区间的一般解是：

“

 pIqpxq
‰˚

“ A˚ expp´ikxq ` B˚ exppikxq; x ă ´a:
“

 pIIIqpxq
‰˚

“ C˚ expp´ikxq ` D˚ exppikxq; x ą a:

在  ˚pxq 中，
1 B˚ exppikxq 与 C˚ expp´ikxq 是势垒的入射波.
2 A˚ expp´ikxq 与 D˚ exppikxq 是势垒的出射波.

所以，
ˆ

A˚

D˚

˙

“ S
ˆ

B˚

C˚

˙

ù

ˆ

B
C

˙

“ ST
ˆ

A
D

˙

以上诸式中的 S是同一个散射矩阵.比较以上二蓝色方程，可知 S矩阵
是对称矩阵 ST “ S. ù S12 “ S21.



此外，本节所考虑的方势垒问题还存在着空间反演对称性. 倘若，

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 ` V0�pa ´ xq�pa ` xq pxq “ E  pxq

则必有：

´
ℏ2

2�
d2 p´xq

dx2 ` V0�pa ´ xq�pa ` xq p´xq “ E  p´xq

即  pxq 与  p´xq 是定态薛定谔方程属于同一能量本征值 E的本征
函数.

 pxq 在势垒外部区间的一般解是：

 pIqpxq “ A exppikxq ` B expp´ikxq; x ă ´a:

 pIIIqpxq “ C exppikxq ` D expp´ikxq; x ą a:

因此， p´xq 在势垒外部区间的一般解是：

 pIIIqp´xq “ C expp´ikxq ` D exppikxq; x ă ´a:

 pIqp´xq “ A expp´ikxq ` B exppikxq; x ą a:



在  pxq 中，
1 A exppikxq 与 D expp´ikxq 是势垒的入射波.
2 B expp´ikxq 与 C exppikxq 是势垒的出射波.

所以，
ˆ

B
C

˙

“ S
ˆ

A
D

˙

“

ˆ

S11 S12
S21 S22

˙ ˆ

A
D

˙

但在  p´xq 中，
1 D exppikxq 与 A expp´ikxq 是势垒的入射波.
2 C expp´ikxq 与 B exppikxq 是势垒的出射波.

所以，
ˆ

C
B

˙

“ S
ˆ

D
A

˙

; ù

ˆ

B
C

˙

“

ˆ

S22 S21
S12 S11

˙ ˆ

A
D

˙

比较本页的两个蓝色方程，可知：S11 “ S22; S12 “ S21: 此对称性允许我们
把 S矩阵确定到仅含两个依赖于物理资料的实参数：

S “

ˆ

u i
?
1 ´ u2

i
?
1 ´ u2 u

˙

exppi�q



戴尔塔函数势阱

现在欲考虑的体系是：质量为 �的微观粒子在一个由狄拉克 �­函数表征
的窄势阱中运动，

Vpxq “ ´g �pxq

式中约定耦合常数 g ą 0. 显然，rgs “ 能量 ˆ 长度.

1 回忆经典力学给出的氢原子势能公式（高斯单位制）

Vprq “ ´
e2

r
ù re2s “ 能量 ˆ 长度

倘若 g “ e2，则 �­势阱表征的玩具模型可视为一维氢原子.

能量本征值方程是：

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 ´ g �pxq pxq “ E  pxq



坐标原点 x “ 0是势能 Vpxq “ ´g �pxq 的奇异点.

1 尽管如此，波函数的概率诠释允许我们仍然假定波函数、例如能量本
征函数  pxq 在 x “ 0点连续

 p0q “  p0`q “  p0´q

并取有限值.

2 但我们没有理由假定波函数的一阶空间导数  1pxq 也在 x “ 0点连
续. 事实上，求定态薛定谔方程在 x “ 0邻域中对坐标 x的定积分
并注意到

ż �

´�

E pxqdx « 2�E  p0q « 0

我们有：
„

d pxq
dx

ȷ

x“�

´

„

d pxq
dx

ȷ

x“´�

`
2�g
ℏ2

 p0q “ 0



戴尔塔势阱束缚态

在离开坐标原点的地点，x ‰ 0，定态薛定谔方程退化为：

´
ℏ2

2�
d2 pxq

dx2 “ E  pxq ù  2pxq `
2�E
ℏ2

 pxq “ 0

存在束缚态使得  pxq
ˇ

ˇ

xÑ˘8
“ 0的必要条件是 E ă 0. 此情形下定态薛

定谔方程可改写为

 2pxq ´ �2  pxq “ 0; � :“

c

´
2�E
ℏ2

ą 0

其满足束缚态边界条件的一般解是：

 pxq “ A �pxq expp´�xq ` B �p´xq expp�xq

施加 x “ 0点波函数的连续性和波函数一阶导数的跃变条件，

A “ B; ´ �pA ` Bq `
2�g
ℏ2

A “ 0



所以，
B “ A; � “

�g
ℏ2

换言之，E ă 0情形下 �势阱中的确存在着一个束缚态. 粒子的能量本征
值是：4

E “ ´
ℏ2

2�
�2 “ ´

�g2

2ℏ2

相应的能量本征函数为：

 pxq “ A �pxq expp´�xq ` A �p´xq expp�xq

1  pxq 具有偶宇称， pxq “  p´xq.
2 常数 A可视为波函数的归一化常数. 因此，

1 “

8
ż

´8

j pxqj2dx “ 2jAj2
8
ż

0

expp´2�xqdx “
jAj2

�
; ù A “

?
�

4倘若 g “ e2，此能量本征值恰为玻尔氢原子能级公式中的基态能量.



戴尔塔势阱散射态

倘若 E ą 0，则定态薛定谔方程在离开坐标原点的地点（x ‰ 0）表达为：

 2pxq ` k2  pxq “ 0; k :“

c

2�E
ℏ2

ą 0

此情形下束缚态条件  pxq
ˇ

ˇ

xÑ˘8
“ 0不可能满足. 定态薛定谔方程允许

存在散射态解：

 pxq “ �p´xq
”

A exppikxq ` B expp´ikxq
ı

` �pxq
”

C exppikxq
ı

1 概率守恒定律意味着：

jA j2 ´ jB j2 “ jC j2

施加 x “ 0点波函数的连续性和波函数一阶导数的跃变条件：

A ` B “ C; ikpC ´ A ` Bq `
2�g
ℏ2

C “ 0



解之得：
B
A

“ i
�g
kℏ2

„

1 ´ i
�g
kℏ2

ȷ´1

;
C
A

“

„

1 ´ i
�g
kℏ2

ȷ´1

:

�­势阱的反射系数与透射系数分别为：

R :“

�
�
�
�

B
A

�
�
�
�

2
“

´ �g
kℏ2

¯2
„

1 `

´ �g
kℏ2

¯2
ȷ´1

“
�g2

2Eℏ2 ` �g2

T :“

�
�
�
�

C
A

�
�
�
�

2
“

„

1 `

´ �g
kℏ2

¯2
ȷ´1

“
2Eℏ2

2Eℏ2 ` �g2

显然，R ` T “ 1.

观察以上反射、透射系数，我们看到：
1 在 E ą 0情形下，无论 E多么小，粒子总有一定的概率透射过 �­势
阱.

2 只要 E的取值不是趋于无穷大，粒子总有一定的概率被 �­势阱反射.



简谐振子

欲研究的量子力学体系由如下势能分布描写：

Vpxq “
1
2
m!2x2; ´ 8 ă x ă `8

当简谐振子处在束缚态时，其能量本征值 E的取值范围是 0 ď E ă 8.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Oscillator Potential



简谐振子量子态的定态 Schrödinger方程是：

´
ℏ2

2m
 

2

pxq `
1
2
m!2x2  pxq “ E  pxq

它正是振子的能量本征值方程.为简洁起见，我们把它重新表达为：

0 “ ´
E

ℏ!{2
 `

m!
ℏ

x2  ´
ℏ
m!

 
2

可以引入两个无量纲的参数 �和 �，

� “

c

m!
ℏ

x; � “
2E
ℏ!

把简谐振子的能量本征方程改写为：

d2 
d�2

` p�´ �2q “ 0



下面的任务演变成在束缚态条件下求解此方程. � “ ˘8 是谐振子的能
量本征值方程

d2 
d�2

` p�´ �2q “ 0

的非正则奇点. 为了得到束缚态解，需要分析方程在 � Ñ ˘8 处的渐近
行为. 首先注意到方程可以等价地写作：

„

d
d�

´ �

ȷ „

d
d�

` �

ȷ

 p�q ` p�´ 1q p�q “ 0

当 � Ñ ˘8 时，此方程左端的最后一项 p�´ 1q 可以忽略. 如此，在
� Ñ ˘8 区域内，

„

d
d�

` �

ȷ

 p�q « 0 ù  p�q « e´�2{2

这一渐近解符合束缚态条件.



不妨设简谐振子能量本征值方程符合束缚态条件的严格解具有形式：

 pxq “ e´�2{2 up�q

由此，谐振子的能量本征值方程转换为待定函数 up�q 服从数学物理中著
名的厄米方程：

d2u
d�2

´ 2�
du
d�

` p�´ 1qu “ 0

� “ 0点是厄米方程的常点. 可以在其邻域内求方程的幂级数解：

up�q “

`8
ÿ

k“0

ck �k; |�| ă 8

系数 ck 满足递推关系：

ck`2 “
2k ´ �` 1

pk ` 1qpk ` 2q
ck; k “ 0; 1; 2 ¨ ¨ ¨

显然，所有偶次幂项的系数都可以表示为 c0 的倍数，而所有奇次幂项的
系数都可以表示为 c1 的倍数.



令 � “ 2n ` 1，则有：

c2k “ p´2qk
npn ´ 2q ¨ ¨ ¨ pn ´ 2k ` 4qpn ´ 2k ` 2q

p2kq!
c0

c2k`1 “ p´2qk
pn ´ 1qpn ´ 3q ¨ ¨ ¨ pn ´ 2k ` 3qpn ´ 2k ` 1q

p2k ` 1q!
c1

式中 k “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ . 把 c0 和 c1 作为两个任意常数，从而求得厄米方程
的两个线性无关的级数解是：

u1p�q “

`8
ÿ

k“0

c2k�2k; u2p�q “

`8
ÿ

k“0

c2k`1�
2k`1

现在考察所得级数解的收敛性. 解在 � Ñ 8 区域中的渐近行为取决于
k Ñ `8 的项的贡献. k Ñ `8 时，ck`2{ck „ 2{k. 对于 k “ 2m（偶数）的
情形，c2m`2{c2m « 1{m， 所以，

u1p�q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�Ñ8

«

8
ÿ

m“M

�2m

m!
„ e�

2



同理，

u2p�q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�Ñ8

« � e�
2

用这样的无穷级数解构造的谐振子波函数，

 pxq “ e´�2{2 up�q „ e�
2{2

显然不满足束缚态波函数在无穷远处应该满足的边界条件.

为了得到物理上可以接受的波函数，u1p�q 和 u2p�q 两个无穷级数解中至
少有一个须中断为多项式.从级数解系数的表达式可知，此情形只有在
参数 n取非负整数时才能实现.所以，处于束缚态的简谐振子的能级是
量子化的：

E “ En “

ˆ

n `
1
2

˙

ℏ!; n “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ :

当 n为偶数时，u1p�q 中断为多项式.当 n为奇数时，u2p�q 中断为多项式.
这些多项式称为厄米多项式，习惯上规定多项式的最高幂次项的系数为
cn “ 2n.



厄米多项式：
不难证明，厄米多项式 Hnp�q 有如下的母函数公式：

e´s2`2�s “

8
ÿ

n“0

Hnp�q

n!
sn

按此公式，

Hnp�q “
Bn

Bsn
e´s2`2�s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
“

Bn

Bsn
e´p�´sq2`�2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
“ e�

2 Bne´p�´sq2

Bsn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0

“ p´1qne�
2 Bne´p�´sq2

B�n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0

“ p´1qne�
2 Bne´�2

B�n

此式正是厄米多项式的统一表达式.它的几个特例是：

H0p�q “ 1; H1p�q “ 2�; H2p�q “ 4�2 ´ 2; H3p�q “ 8�3 ´ 12�



利用母函数公式计算积分

`8
ż

´8

e´s2`2�se´t2`2�te´�2d� “

8
ÿ

m“0

8
ÿ

n“0

smtn

m!n!

`8
ż

´8

Hmp�qHnp�qe´�2d�

可以得到厄米多项式服从的正交归一关系.显然，上式左端的积分不难完
成：

LHS “ e´s2´t2
`8
ż

´8

d�e´�2`2ps`tq� “ e2st
`8
ż

´8

d�e´r�´ps`tqs2

“
?
�e2st “

?
�

8
ÿ

n“0

2nsntn

n!

比较两端知：
`8
ż

´8

Hmp�qHnp�qe´�2d� “
?
�2n ¨ n! �mn

这就是厄米多项式的正交性公式.



以此为依托可证，简谐振子的正交归一的能量本征函数是：

 npxq “

c

�
?
�2n ¨ n!

e´�2x2{2 Hnp�xq; n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

其中的参数 � “
a

m!{ℏ具有长度倒数的量纲. 波函数的正交归一条件
表为：

`8
ż

´8

dx  mpxq  npxq “ �mn

点评：

1  npxq 是哈密顿算符属于本征值 En “ pn ` 1{2qℏ!的本征函数，不简
并.

2 由于谐振子势能具有空间反射对称性， npxq 必有确定的宇称.事实
上，

 np´xq “ p´1qn  npxq



简谐振子的基态：

1 简谐振子的基态能量是：

E0 “
1
2
ℏ! ‰ 0

称为零点能 (zero­point energy). 基态能量不为零是微观简谐振子具有
波动性的表现.

2 简谐振子的基态波函数是：

 0pxq “

?
�

�1{4 e´�2x2{2

3 处于基态的谐振子在空间的概率分布为：

�0pxq “ | 0pxq|2 “
�

?
�
e´�2x2

这是一个高斯分布，在坐标原点（x “ 0）处找到粒子的概率最大.
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e
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�´1 “
a

ℏ{m!是谐振子的特征长度：

1 当 x “ ˘�´1 时，

Vpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“˘1{�

“
m!2

2�2 “ ℏ!{2 “ E0

2 倘若按照 Newton力学的观点，|x| ą �´1 是经典禁区，基态谐振子只
允许在 |x| ď �´1 的区间内运动.

3 按照量子力学中波函数的概率诠释，简谐振子仍有一定的概率处在
经典禁区，相应的概率为：

P “ 2
`8
ż

�´1

dx | 0pxq|2 “
2�
?
�

`8
ż

�´1

dx e´�2x2 « 0:157

这一结果反映的仍是微观简谐振子的波动性.



简谐振子能量本征值问题的狄拉克解法：

一维量子力学简谐振子由如下 Hamilton算符定义，

Ĥ “
1
2m

p̂2 `
1
2
m!2x̂2; rx̂; p̂s “ iℏ

其本征值方程
Ĥ j y “ E j y

既可以在选定表象后求解5，也可以不选定表象、纯粹使用算符满足的对
易关系进行代数求解.

狄拉克代数解法的要点是设法将 Ĥ做因式分解：

Ĥ “
1
2

„

p̂2

mℏ!
`

m!x̂2

ℏ

ȷ

ℏ!

“
1
2

„

p̂
?
mℏ!

` i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ „

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

ℏ! `
1
2
ℏ!

5前面我们选择了位置表象，把此本征值方程约化成为了一个二阶常微分方程.



引入两个新的、无量纲的线性算符：

â “
1

?
2

„

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

; â: “
1

?
2

„

p̂
?
mℏ!

` i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

显然，â与 â: 均不是厄米算符，但它们互为厄米共轭算符. 二者的对易关
系为：

“

â; â:
‰

“
1
2

„

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂;
p̂

?
mℏ!

` i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

“
i
ℏ

rp̂; x̂s

“ Î

完整的对易关系集合是：
“

â; â:
‰

“ Î; râ; âs “
“

â:; â:
‰

“ 0

利用 â与 â:，简谐振子的哈密顿算符可重新表为：

Ĥ “

„

â:â `
1
2

ȷ

ℏ! “

„

N̂ `
1
2

ȷ

ℏ!



式中，
N̂ “ â:â

点评：
1 N̂是厄米算符，N̂: “ N̂.

2
“

N̂; Ĥ
‰

“ 0. 因此，N̂与哈密顿算符 Ĥ具有共同的本征态矢量.

3 N̂与 â; â: 的对易关系为6：
“

N̂; â
‰

“ ´â;
“

N̂; â:
‰

“ â:

4 若右矢 jny 为厄米算符 N̂属于本征值 n的归一化本征态矢，
N̂ jny “ n jny，xn|ny “ 1， 则不难看到：

n “ n xn|ny “ xn|N̂|ny “ xn|â:â|ny “
�
�
�â jny

�
�
�

2
; ù n ě 0

6请各位自行检验.



那么，算符 N̂以及 â; â: 各自有什么物理意义呢？

对易关系
“

N̂; â
‰

“ ´â与
“

N̂; â:
‰

“ â: 告诉我们： 若 N̂ jny “ n jny， 则有：

N̂ â jny “
“

N̂; â
‰

jny ` âN̂ jny

“ ´â jny ` ân jny

“ pn ´ 1q â jny

N̂ â: jny “
“

N̂; â:
‰

jny ` â:N̂ jny

“ â: jny ` â:n jny

“ pn ` 1q â: jny

一维量子力学体系的束缚态能级不简并.所以，以上两式的成立意味着：

â jny “ �pnq jn ´ 1y ; â: jny “ �pnq jn ` 1y

换言之，â是算符 N̂本征值的降算符，而 â: 是算符 N̂本征值的升算符.



系数 �pnq 与 �pnq 可用如下方法确定. 设 N̂的本征态矢均满足归一化条
件，如此即有：

�
�
��pnq

�
�
�

2
“

”

�pnq˚ xn ´ 1j
ı

¨

”

�pnq jn ´ 1y

ı

“ xn|â:a|ny

“ xn|N̂|ny

“ n ù �pnq “
?
n

�
�
��pnq

�
�
�

2
“

”

�pnq˚ xn ` 1j
ı

¨

”

�pnq jn ` 1y

ı

“ xn|aâ:|ny

“ xn|pN̂ ` Îq|ny

“ n ` 1 ù �pnq “
?
n ` 1

所以，
â jny “

?
n jn ´ 1y ; â: jny “

?
n ` 1 jn ` 1y



â作为厄米算符 N̂的本征值的降算符，

â jny “
?
n jn ´ 1y

我们看到：

pâq2 jny “
a

npn ´ 1q jn ´ 2y ; pâq3 jny “
a

npn ´ 1qpn ´ 2q jn ´ 3y

pâq4 jny “
a

npn ´ 1qpn ´ 2qpn ´ 3q jn ´ 4y

pâq5 jny “
a

npn ´ 1qpn ´ 2qpn ´ 3qpn ´ 4q jn ´ 5y

¨ ¨ ¨

由于 N̂的本征值非负，上述通过降算符作用获取 N̂属于较低本征值的本
征态矢量的过程不可能无限制的持续下去. N̂必定存在着最小的本征值
nG，其对应的本征态 jnGy 使得降算符的作用终止：7

â jnGy “ 0

比较本页两个红色方程，可知 nG “ 0.
7jnGy 即为算符 N̂的基态.



所以，厄米算符 N̂ “ â:â的本征值只能取非负整数：

N̂ jny “ n jny ; n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

鉴于此，常称 N̂为能级的占有数算符. 不难验证8：

jny “
1

?
n!

pâ:qn j0y

1 一维量子力学简谐振子能量本征值问题的解为：

Ĥ jny “ En jny ; En “

„

n `
1
2

ȷ

ℏ!;

n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

8请各位自行检验.



简谐振子的基态 j0y：

简谐振子的基态 j0y 是占有数算符 N̂ “ â:â属于本征值 n “ 0的本征态，
满足条件：

â j0y “ 0 ù Ĥ j0y “
1
2
ℏ! j0y

下面我们在 j0y 态下检验海森堡不确定度关系是否成立. 因为，

â “
1

?
2

„

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

; â: “
1

?
2

„

p̂
?
mℏ!

` i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

我们看到：

x̂ “ i

c

ℏ
2m!

”

â ´ â:
ı

p̂ “

c

mℏ!
2

”

â ` â:
ı



位置坐标算符与动量算符在能量本征态 jny 上的作用结果是：

x̂ jny “ i

c

ℏ
2m!

r
?
n jn ´ 1y ´

?
n ` 1 jn ` 1ys

p̂ jny “

c

ℏm!
2

r
?
n jn ´ 1y `

?
n ` 1 jn ` 1ys

进而，

x̂2 jny “ ´
ℏ

2m!
râ ´ â:sr

?
n jn ´ 1y ´

?
n ` 1 jn ` 1ys

“ ´
ℏ

2m!

”

a

npn ´ 1q jn ´ 2y ´ p2n ` 1q jny

`
a

pn ` 1qpn ` 2q jn ` 2y

ı

p̂2 jny “
ℏm!
2

râ ` â:sr
?
n jn ´ 1y `

?
n ` 1 jn ` 1ys

“
ℏm!
2

”

a

npn ´ 1q jn ´ 2y ` p2n ` 1q jny

`
a

pn ` 1qpn ` 2q jn ` 2y

ı



厄米算符属于不同本征值的本征矢量相互正交，

xm|ny “ �mn

所以：

xn|x̂|ny “ xn|p̂y n “ 0; xn|x̂2|ny “
ℏ

2m!
p2n ` 1q;

xn|p̂2|ny “
mℏ!
2

p2n ` 1q:

特别地，对于简谐振子的基态 j0y 而言：

x0|x̂|0y “ x0|p̂|0y “ 0; x0|x̂2|0y “
ℏ

2m!
; x0|p̂2|0y “

mℏ!
2
:

因此，j0y 态下谐振子位置坐标与动量的涨落分别为：

p∆xq0 “

b

x0|x̂2|0y ´ x0|x̂|0y
2

“

c

ℏ
2m!



p∆pq0 “

b

x0|p̂2|0y ´ x0|p̂|0y
2

“

c

mℏ!
2

联立以上二式可知：

p∆xq0 p∆pq0 “
ℏ
2

提醒：

1 把上式与任意态下位置坐标和动量涨落满足的不确定度关系做比
较，

∆x∆p ě
ℏ
2

可知简谐振子的基态是最小不确定量子态. 换言之，j0y 是最接近经
典状态的量子态， 这类量子态统称为相干态.



位置表象中简谐振子的能量本征函数 npxq：

现在考虑计算位置表象中简谐振子的能量本征函数系.

首先计算基态波函数  0pxq “ xx|0y. 依前述，

â j0y “ 0

所以，

0 “ xx|â|0y

“
1

?
2

xx|
„

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

|0y

借助于位置算符本征矢量系的完备性关系，

`8
ż

´8

dx jxy xxj “ 1



可以把基态波函数满足的方程重新表达为：

0 “ xx|
„

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

|0y

“

`8
ż

´8

dy xx|
„

p̂
?
mℏ!

´ i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ

|yy xy|0y

“
1

?
mℏ!

`8
ż

´8

dy xx|p̂|yy 0pyq ´ i
c

m!
ℏ

`8
ż

´8

dy xx|x̂|yy 0pyq

因为，

xx|p̂|yy “ ´iℏ
B

Bx
�px ´ yq; xx|x̂|yy “ x �px ´ yq

上述方程最终化为如下一阶常微分方程：

 1
0pxq ` �2x  0pxq “ 0;

"

� “

c

m!
ℏ

*



 0pxq 满足的微分方程可以改写为：

d 0pxq
 0pxq

“ ´�2 x dx; ù d
“

ln 0pxq
‰

“ ´
�2

2
dx2

其解为：
 0pxq “ N e´

1
2�

2x2

基态波函数的归一化条件

1 “

`8
ż

´8

dx} 0pxq}2 “ }N }2
`8
ż

´8

dx e´�2x2 “ }N }2
?
�

�

允许我们把归一化常数 N 选择为：

N “

c

�
?
�

ù  0pxq “

c

�
?
�
e´

1
2�

2x2

它正是我们期望的结论.



接着计算简谐振子任一能量本征态 jny 在位置表象中的波函数：

 npxq “ xx|ny

注意到：

jny “
1

?
n!

pâ:qn j0y

我们有，

 npxq “ xx|ny “
1

?
n!

xx|pâ:qn|0y “
1

?
n!

`8
ż

´8

dy xx|pâ:qn|yy  0pyq

根据

â: “
1

?
2

„

p̂
?
mℏ!

` i
c

m!
ℏ

x̂
ȷ



以及

xx|p̂|yy “ ´iℏ
B

Bx
�px ´ yq; xx|x̂|yy “ x �px ´ yq

推知：

xx|â:|yy “ ´
i

?
2

«

c

ℏ
m!

B

Bx
´

c

m!
ℏ

x

ff

�px ´ yq

“ ´
i

?
2

„

1
�

B

Bx
´ �x

ȷ

�px ´ yq

式中，

� “

c

m!
ℏ



xx|pâ:q2|yy “

`8
ż

´8

dz xx|â:|zy xz|â:|yy

“

„

´
i

?
2

ȷ2 `8
ż

´8

dz
„

1
�

B

Bx
´ �x

ȷ

�px ´ zq

¨

„

1
�

B

Bz
´ �z

ȷ

�pz ´ yq

“

„

1
?
2 i

ȷ2 „

1
�

B

Bx
´ �x

ȷ

¨

`8
ż

´8

dz �px ´ zq
„

1
�

B

Bz
´ �z

ȷ

�pz ´ yq

“

„

1
?
2 i

ȷ2 „

1
�

B

Bx
´ �x

ȷ2

�px ´ yq



以此类推，有：

xx|pâ:qn|yy “
1

?
2n in

ˆ

1
�

B

Bx
´ �x

˙n

�px ´ yq; n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

把此式代入到前面  npxq 的表达式中，即有：

 npxq “
1

?
2nn! in

ˆ

1
�

B

Bx
´ �x

˙n

 0pxq

“ p´iqn
c

�

2nn!
?
�

ˆ

B

B�
´ �

˙n

e´�2{2

“ in NnHnp�qe´�2{2

式中 � “ �x， n P Z`，而

Nn “

c

�

2nn!
?
�

是  npxq 的归一化常数.



式中 Hnp�q 是厄米多项式，

Hnp�q “ p´1qne�
2{2

ˆ

B

B�
´ �

˙n

e´�2{2

容易验证， npxq 的上述表达式在波函数的概率诠释的意义下等价于前面
通过求解常微分方程得到的结果.

1 不难验证存在着如下数学恒等式 (Optional)：

e´�2{2
ˆ

B

B�
´ �

˙n

e´�2{2 “
Bn

B�n
e´�2



费米简谐振子

众所周知，自然界中的基本粒子划分为玻色子和费米子两种. 简谐振子
也可区分为玻色型谐振子与费米型谐振子. 玻色谐振子的哈密顿算符
定义为：

ĤB “
1
2
ℏ!

´

â:
BâB ` âBâ

:
B

¯

â:
B 与 âB 是占有数算符 N̂B “ â:

BâB 本征值的升降算符，满足对易关系：
”

âB; â
:
B

ı

“ Î; râB; âBs “

”

â:
B; â

:
B

ı

“ 0:

ĤB 可通过 N̂B 表达为：

ĤB “ ℏ!
ˆ

N̂B `
1
2

˙

N̂B 的本征值方程及本征值谱为：

N̂B jnBy “ nB jnBy ; nB “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨



N̂B 与升降算符的对易关系是：

“

N̂B; âB
‰

“ ´âB;
”

N̂B; â
:
B

ı

“ â:
B

所以，

âB jnBy “
?
nB jnB ´ 1y ; â:

B jnBy “
?
nB ` 1 jnB ` 1y

N̂B 的属于其最低本征值 nB “ 0的本征态 j0y 称为真空态：

âB j0y “ 0 ù N̂B j0y “ 0; ĤB j0y “
1
2
ℏ! j0y

N̂B 的其他本征态可通过真空态 j0y 表达为：

jnBy “
1

a

pnBq!

´

â:
B

¯nB
j0y ; @nB P N`



费米谐振子的哈密顿算符定义为：

ĤF “
1
2
ℏ!

´

â:
FâF ´ âFâ

:
F

¯

â:
F 与 âF 是占有数算符 N̂F “ â:

FâF 本征值的升降算符，满足反对易关系9：
!

âF; â
:
F

)

“ Î; tâF; âFu “

!

â:
F; â

:
F

)

“ 0:

费米占有数升降算符具有性质：

pâFq
2

“

´

â:
F

¯2
“ 0

ĤF 可通过 N̂F 表达为：

ĤF “ ℏ!
ˆ

N̂F ´
1
2

˙

9反对易关系定义为：
!

â; b̂
)

” âb̂ ` b̂â



设 N̂F 的本征值方程为：

N̂F jnFy “ nF jnFy

我们有：

pnFq
2 jnFy “ nF

“

N̂F jnFy
‰

“ N̂F rnF jnFys “ N̂FN̂F jnFy

“ â:
FâFâ

:
FâF jnFy “ â:

F

´

Î ´ â:
FâF

¯

âF jnFy

“ â:
FâF jnFy “ N̂F jnFy “ nF jnFy

亦即，
”

pnFq
2

´ nF
ı

jnFy “ 0; ù pnFq
2

´ nF “ 0; ù nF “ 0; 1

费米占有数算符的本征态空间是一个二维的 Hilbert空间，其基矢
为 j0y 与 j1y. 这里 j0y 是真空态：

âF j0y “ 0 ù ĤF j0y “ ´
1
2
ℏ! j0y



nF “ 0; 1暗合了近代物理学历史上著名的泡利不相容原理.

借助数学恒等式
”

âb̂; ĉ
ı

“ âb̂̂c ´ ĉâb̂ “ âb̂̂c ` â̂cb̂ ´ â̂cb̂ ´ ĉâb̂

“ â
´

b̂̂c ` ĉb̂
¯

´ pâ̂c ` ĉâq b̂ “ â
!

b̂; ĉ
)

´ tâ; ĉub̂

不难证明：
“

N̂F; âF
‰

“ ´âF;
”

N̂F; â
:
F

ı

“ â:
F

进而：

â:
F j0y “ j1y ;

â:
F j1y “

´

â:
F

¯2
j0y “ 0:

这些关系保持了归一化条件 x0|0y “ x1|1y “ 1.



费米谐振子的泡利表象

在所谓泡利表象中，费米占有数升降算符可通过如下非厄米矩阵实现：

a:
F “

„

0 1
0 0

ȷ

; aF “

„

0 0
1 0

ȷ

因此，费米占有数算符在泡利表象中表现为如下厄米矩阵：

NF “ a:
FaF “

„

0 1
0 0

ȷ „

0 0
1 0

ȷ

“

„

1 0
0 0

ȷ

1 量子力学中常引入泡利矩阵：

�1 “

„

0 1
1 0

ȷ

; �2 “

„

0 ´i
i 0

ȷ

; �3 “

„

1 0
0 ´1

ȷ

三个泡利矩阵均为厄米矩阵 ( �:
i “ �i)且服从代数关系：

�i�j “ �ijI2 ` i�ijk�k



不难看出：

aF “
1
2

p�1 ´ i�2q; a:
F “

1
2

p�1 ` i�2q

检验如下：

aFa
:
F “

1
4

p�1 ´ i�2qp�1 ` i�2q “
1
2

pI2 ´ �3q “

„

0 0
0 1

ȷ

a:
FaF “

1
2

pI2 ` �3q “

„

1 0
0 0

ȷ

“ NF

!

aF; a
:
F

)

“ aFa
:
F ` a:

FaF “ I2 “

„

1 0
0 1

ȷ

费米谐振子的哈密顿算符在泡利表象中的矩阵实现 HF 和真空态归一化
波函数  0 分别为：

HF “ ℏ!
ˆ

NF ´
1
2

˙

“
1
2
ℏ!�3 “

1
2
ℏ!

„

1 0
0 ´1

ȷ

 0 “

„

0
1

ȷ

ù aF  0 “

„

0 0
1 0

ȷ „

0
1

ȷ

“

„

0
0

ȷ

“ 0



相干态：

相干态并不是唯一的. 玻色型降算符 â的任一本征态 j�y 均是相干态：

â j�y “ � j�y ; � P C

1 相干态 j�y 是最小不确定量子态：

p∆xq� p∆pq� “
ℏ
2

2 归一化的相干态 j�y 可以表达为玻色型简谐振子能量本征矢量的如
下线性叠加：

j�y “ e´
1
2 |�|2

`8
ÿ

n“0

�n
?
n!
jny

3 玻色型简谐振子的基态是 � “ 0的特殊相干态：

j0y “ j�y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�“0



下面逐一证明以上结论.

首先检验 j�y 的确是最小不确定度量子态. 注意到 j�y 与 x�j互为厄米
共轭，我们有：

x�|â|�y “ �; x�|â:|�y “ x�|â|�y
:

“ �˚;

x�|â2|�y “ �2;

x�|pâ:q2|�y “ x�|â2|�y
:

“ p�˚q2;

x�|â:â|�y “ � x�|â:|�y “ ��˚;

x�|ââ:|�y “ x�|pâ:â ` 1q|�y “ �˚�` 1:

借助于这些公式，我们现在求相干态 j�y 下谐振子的位置坐标、动量及其
平方等物理量的平均值：

xxy� “ x�|x̂|�y “ i

c

ℏ
2m!

x�|

”

â ´ â:
ı

|�y “ i

c

ℏ
2m!

p�´ �˚q

“ ´

c

2ℏ
m!

Imp�q



xpy� “ x�|p̂|�y

“

c

mℏ!
2

x�|

”

â ` â:
ı

|�y

“

c

mℏ!
2

p�` �˚q

“
?
2mℏ! Rep�q

@

x2
D

�
“ x�|x̂2|�y

“ ´
ℏ

2m!
x�|

”

â ´ â:
ı2

|�y

“ ´
ℏ

2m!
x�|

”

â2 ` pâ:q2 ´ ââ: ´ â:â
ı

|�y

“ ´
ℏ

2m!

”

�2 ` p�˚q2 ´ 2��˚ ´ 1
ı

“
ℏ

2m!

"

1 ` 4
“

Imp�q
‰2

*



@

p2
D

�
“ x�|p̂2|�y “

mℏ!
2

x�|

”

â ` â:
ı2

|�y

“
mℏ!
2

x�|

”

â2 ` pâ:q2 ` ââ: ` â:â
ı

|�y

“
mℏ!
2

”

�2 ` p�˚q2 ` 2��˚ ` 1
ı

“
mℏ!
2

"

1 ` 4
“

Rep�q
‰2

*

因此，相干态 j�y 下谐振子位置坐标与动量的涨落分别为：

p∆xq� “

b

xx2y� ´ pxxy�q2 “

c

ℏ
2m!

p∆pq� “

b

xp2y� ´ pxpy�q2 “

c

mℏ!
2

二者的乘积是：

p∆xq�p∆pq� “
ℏ
2

这正是海森堡不确定度关系所允许的最小值. j�y 的确是具有最小不确
定度的量子态.



接下来检验第二个命题. 占有数算符 N̂是厄米算符，其本征矢量的完备
集合形成了 Hilbert空间的一组基. 所以，

j�y “

`8
ÿ

n“0
cnp�q jny

现设法确定叠加系数.因为 j�y 是降算符的本征态，我们有：

�

`8
ÿ

n“0
cnp�q jny “ � j�y “ â j�y “

`8
ÿ

n“0
cnp�q â jny

“

`8
ÿ

n“0
cnp�q

?
n jn ´ 1y “

`8
ÿ

n“0
cn`1p�q

?
n ` 1 jny

从而，

cn`1p�q “
�

?
n ` 1

cn “
�

?
n ` 1

¨
�

?
n
cn´1

“
�

?
n ` 1

¨
�

?
n

¨
�

?
n ´ 1

cn´2 “ ¨ ¨ ¨ ; ù cnp�q “
�n

?
n!
c0p�q



上式表明：

j�y “ c0p�q

`8
ÿ

n“0

�n
?
n!
jny

可以把 c0p�q 视为 j�y 的归一化常数. 按照归一化条件：

1 “ x�|�y “ }c0p�q}2
`8
ÿ

m;n“0

p�˚qm�n
?
m!n!

xm|ny

“ }c0p�q}2
`8
ÿ

n“0

}�}2n

n!

“ }c0p�q}2e}�}2 ù c0p�q “ exp

„

´
1
2

}�}2
ȷ

所以，

j�y “ e´
1
2 }�}2

`8
ÿ

n“0

�n
?
n!
jny

此式即为第二命题的结论.



上式的一个简单推论是：

j�y

ˇ

ˇ

ˇ

�“0
“ e´

1
2 }�}2

`8
ÿ

n“0

�n
?
n!
jny

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�“0
“ j0y

即简谐振子的最低能量本征态 (基态)是一个相干态. 这就是第三命题的
内容.



超对称简谐振子

一维定态薛定谔方程束缚态问题精确解的解法中，80年代发展起来的超
对称量子力学方法值得了解和学习. 超对称是理论物理学家臆测的存在
于体系玻色自由度与费米自由度之间的一种对称性10.

为了让各位对超对称性有一个比较明确的了解，我们考虑一个由具有相
同频率 !的玻色谐振子和费米谐振子构成的体系：

Ĥ “ ĤB ` ĤF

“ ℏ!
ˆ

â:
BâB `

1
2

˙

` ℏ!
ˆ

â:
FâF ´

1
2

˙

“ ℏ!
´

â:
BâB ` â:

FâF
¯

“ ℏ!
`

N̂B ` N̂F
˘

以下称由此哈密顿算符描写的量子力学体系为超对称简谐振子.

10尴尬的事情是：迄今为止的物理实验尚未证实超对称的真实存在.



很明显，超对称简谐振子的能量本征态 jnB; nFy

Ĥ jnB; nFy “ EnB;nF jnB; nFy

是玻色谐振子能量本征态 jnBy 与费米谐振子能量本征态 jnFy 的直
积：

jnB; nFy “ jnBy b jnFy

注意到 Ĥ “ ℏ!pN̂B ` N̂Fq，且

N̂B jnBy “ nB jnBy ; nB “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

N̂F jnFy “ nF jnFy ; nF “ 0; 1:

我们看到超对称简谐振子的能量本征值谱是：

EnB;nF “ pnB ` nFqℏ! ; nB “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ ; nF “ 0; 1:

显然，EnB;nF ě 0.



超对称简谐振子的基态 (真空态)是 j0; 0y，具有性质：

âB j0; 0y “ âF j0; 0y “ 0

且 E0;0 “ 0.
异于玻色谐振子或者费米谐振子，超对称简谐振子的激发态能级都
是二重简并的. 属于能量本征值 pnB ` 1qℏ!的能量本征态有两个：

jnB; 1y ; jnB ` 1; 0y

体系能级的这个简并恰好反映了 nF “ 0的玻色型本征态 jnB ` 1; 0y

与 nF “ 1的费米型本征态 jnB; 1y 之间的某种对称性. 这正是所谓
的超对称.
很明显，

âBâ
:
F jnB ` 1; 0y “

?
nB ` 1 jnB; 1y ;

â:
BâF jnB; 1y “

?
nB ` 1 jnB ` 1; 0y

即通过非厄米算符 âBâ
:
F 和 â:

BâF 可以实现超对称简谐振子玻色型能
量本征态与费米型能量本征态之间的转换.



这两个非厄米算符形成了超对称变换的生成元11：

Q̂ “ â:
BâF; Q̂: “ âBâ

:
F

Q̂与 Q̂: 是费米型的算符. 不难看出：

Q̂2 “

´

Q̂:
¯2

“ 0

且
!

Q̂; Q̂:
)

“

!

â:
BâF; âBâ

:
F

)

“ â:
BâFâBâ

:
F ` âBâ

:
Fâ

:
BâF

“ â:
BâBâFâ

:
F ` âBâ

:
Bâ

:
FâF

“ â:
BâB

´

Î ´ â:
FâF

¯

`

´

Î ` â:
BâB

¯

â:
FâF

“ â:
BâB ` â:

FâF “
Ĥ
ℏ!

11通常约定：
raB; aFs “

”

aB; a:
F

ı

“

”

a:
B; aF

ı

“

”

a:
B; a

:
F

ı

“ 0

这是因为 aB，a:
B 与 aF，a:

F 分属体系不同的自由度.



不难看出：
”

Ĥ; Q̂
ı

“ ℏ!
”

â:
BâB ` â:

FâF; â
:
BâF

ı

“ ℏ!
”

â:
BâB; â

:
B

ı

âF ` ℏ!â:
B

”

â:
FâF; âF

ı

“ ℏ!â:
B

”

âB; â
:
B

ı

âF ´ ℏ!â:
B

!

â:
F; âF

)

âF

“ ℏ!
´

â:
B âF ´ â:

B âF
¯

“ 0;
”

Ĥ; Q̂:
ı

“ 0:

所以，Q̂，Q̂: 与 Ĥ形成了一个阶化 (Graded)李代数：

Q̂2 “

´

Q̂:
¯2

“ 0;
!

Q̂; Q̂:
)

„ Ĥ;
”

Ĥ; Q̂
ı

“

”

Ĥ; Q̂:
ı

“ 0

通常称之为 N “ 1超对称代数.



超对称量子力学

在位置表象中，超对称量子力学体系由如下超对称变换的生成元定义：

Q̂ “
1

?
2�

“

P̂ ` iWpxq
‰

�`; Q̂: “
1

?
2�

“

P̂ ´ iWpxq
‰

�´

式中，

P̂ “ ´iℏ
d
dx ; �˘ “

1
2

p�1 ¯ i�2q ; �´ “ p�`q
: :

Wpxq 称为超势 (Superpotential). 体系的哈密顿算符由超对称代数确定.
倘若设：

Â˘ “
1

?
2�

“

P̂ ¯ iWpxq
‰

ù Â´ “

´

Â`

¯:

我们有：

Ĥ “

!

Q̂; Q̂:
)

“

!

Â´�`; Â`�´

)

“ Â´Â`�`�´ ` Â`Â´�´�`



亦即：

Ĥ “

„

Â´Â` 0
0 Â`Â´

ȷ

“

„

Ĥ´ 0
0 Ĥ`

ȷ

式中，

Ĥ´ :“ Â´Â` “
1
2�

“

P̂ ` iWpxq
‰ “

P̂ ´ iWpxq
‰

“
1
2�

„

P̂2 ` Wpxq2 ´ ℏ
dWpxq

dx

ȷ

;

Ĥ` :“ Â`Â´ “
`

Ĥ´

˘:
“

1
2�

„

P̂2 ` Wpxq2 ` ℏ
dWpxq

dx

ȷ

这里使用了对易关系
“

P̂;Wpxq
‰

“ ´iℏ
dWpxq

dx
所以，超对称量子力学把由哈密顿算符 Ĥ˘ 定义的两个普通量子力学体
系联系起来了：

Ĥ˘ “
P̂2

2�
` V˘pxq; V˘pxq :“

1
2�

„

Wpxq2 ˘ ℏ
dWpxq

dx

ȷ



超对称量子力学体系的哈密顿算符 Ĥ具有半正定的本征值谱. 这是因为
Ĥ在任意量子态下的系综平均值满足不等式：

xE yΨ “ xΨ|Ĥ|Ψy “ xΨ|

!

Q̂; Q̂:
)

|Ψy “





Q̂ jΨy








2
`






Q̂: jΨy








2
ě 0

同理，Ĥ˘ 也具有半正定的本征值谱.

以 j0y 表示 Ĥ的基态. 倘若

Q̂ j0y “ Q̂: j0y “ 0

则称体系具有超对称性. 此情形下超对称量子力学体系的基态能量
本征值为零：

Ĥ j0y “ 0

倘若
Q̂ j0y ‰ 0

则称体系的超对称性发生了自发破缺.



体系具有超对称性时，Ĥ的基态 j0y 在位置­泡利表象中的波函数为：

j0y „

„

 0pxq
0

ȷ

“  0pxq b

„

1
0

ȷ

式中  0pxq 满足约束方程：

0 “ Â` 0pxq “
1

?
2�

“

P̂ ´ iWpxq
‰

 0pxq

显然，超势Wpxq 与  0pxq 存在如下联系：

Wpxq “ ´ℏ
d

”

ln 0pxq
ı

dx

也可以把  0pxq 诠释为哈密顿算符 Ĥ´ “ Â´Â` 属于最小本征值
(零)的基态波函数：

Ĥ´ 0pxq “ 0



不计 Ĥ´ 的零本征值 (基态能量)，Ĥ˘ 具有完全相同的本征值谱.证
明如下. 设  pxq 是 Ĥ´ “ Â´Â` 属于非零本征值 �的本征函数：

Ĥ´ pxq “ � pxq ù Â´Â` pxq “ � pxq

由此知12：

�
”

Â` pxq
ı

“ Â`

”

� pxq
ı

“ Â`

”

Â´Â` pxq
ı

“ Â`Â´

”

Â` pxq
ı

换言之，Â` pxq 是伴侣哈密顿算符 Ĥ` “ Â`Â´ 属于同一本征值
�的本征函数：

Ĥ`

”

Â` pxq
ı

“ �
”

Â` pxq
ı

所以，求解了 Ĥ´ 的本征值问题后，其超对称伴侣 Ĥ` 的本征值问
题也就随之一并解决了.

12之所以要排除 � “ 0，是因为 Â` pxq ‰ 0.



例：

考虑宽度为 a的一维无限深方势阱，

Vpxq “

"

0; 0 ď x ď a
8; either x ă 0 or x ą a

质量为 �的量子力学粒子在此势阱中运动时处于束缚态，其能量本征值
谱为：

En “
n2�2ℏ2

2�a2
; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

相应的归一化能量本征函数系为：

Ψnpxq “

c

2
a
sin pn�x{aq �pxq�pa ´ xq

受上述无限深方势阱问题的启发，假设存在一个被限制在有限区间
0 ď x ď a的一维量子力学体系，其基态波函数为：

 1pxq “

c

2
a
sin p�x{aq ; 0 ď x ď a



使用  1pxq 构造超势：

Wpxq :“ ´ℏ
d ln

”

 1pxq
ı

dx “ ´
�ℏ
a

cot p�x{aq

据此我们可以构造出由超对称性相联系的一对哈密顿算符 Ĥ˘：

Ĥ˘ :“ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 `
1
2�

„

Wpxq2 ˘ ℏ
dWpxq

dx

ȷ

不难求得：

Ĥ` “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 `
�2ℏ2

2�a2

"

1 ` cos2 p�x{aq

1 ´ cos2 p�x{aq

*

而，

Ĥ´ “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ´
�2ℏ2

2�a2



x

a

50

100

150

200

250

300
V+(x)

V`pxq “
�2ℏ2

2�a2

"

1 ` cos2 p�x{aq

1 ´ cos2 p�x{aq

*

; 0 ď x ď a

V`pxq 是一个无限深势阱，但直接求解 Ĥ` 的本征值问题明显是有难度的
（参见朗道的量子力学著作）.



幸运的是，Ĥ´ 的本征值问题很容易求解. 其结果几乎完全等同于一
维无限深方势阱情形下哈密顿算符本征值问题的束缚态解：

Ep´q
n “

pn2 ´ 1q�2ℏ2

2�a2
;  p´q

n pxq “

c

2
a
sin pn�x{aq ; 0 ď x ď a

式中量子数 n的可能取值为 n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ .
于是依据超对称量子力学方法，Ĥ` 的束缚态本征值谱是：

Ep`q
n “

npn ` 2q�2ℏ2

2�a2
; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

Ĥ` 属于本征值 Ep`q
n 的本征函数为：

 p`q
n pxq “ Â` 

p´q
n`1pxq

式中

Â` “
1

?
2�

„

´iℏ
d
dx ´ iWpxq

ȷ

“ ´
iℏ

?
2�

„

d
dx ´

�

a
cot p�x{aq

ȷ



通过简单的计算不难看出13：

 p`q
n pxq “ ´

iℏ
?
�a
�

a

"

pn ` 1q cos rpn ` 1q�x{as

´ cot p�x{aq sin rpn ` 1q�x{as

*

“ ´
iℏ

?
�a

�

2a

"

n sin rpn ` 2q�x{as ´ pn ` 2q sin pn�x{aq

sin p�x{aq

*

点评：

注意到数学恒等式

lim
xÑ0

sin pn�x{aq

sin p�x{aq
“ n; lim

xÑa

sin pn�x{aq

sin p�x{aq
“ p´1qn`1n

上述波函数  
p`q
n pxq 的确满足束缚态条件：

 p`q
n p0q “  p`q

n paq “ 0

13值得注意的是，波函数  
p`q
n pxq 的如此表达式尚未归一化.



形状不变的势能：

一般情形下，超对称量子力学方法只能把表观上相差甚远的两个量子力
学体系 Ĥ` 和 Ĥ´ 联系起来. 进一步地，倘若 Ĥ˘ 的势能项 V˘pxq 具有
“形状不变性”，则 Ĥ˘ 的本征值问题可以通过超对称量子力学方法精
确求解.

所谓形状不变性，指的是超对称伴侣 Ĥ˘ 的势能项存在如下关系：

V`px; aiq “ V´px; ai`1q ` Rpai`1q

式中 ai 和 ai`1 是某些常参数 (i “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ )，Rpai`1q 是 ai`1 的已知函
数. 在此情形下，

Ĥ´paiq “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ` V´px; aiq

而其超对称伴侣表达为：

Ĥ`paiq “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ` V`px; aiq “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ` V´px; ai`1q ` Rpai`1q

“ Ĥ´pai`1q ` Rpai`1q



约定 Ĥ´paiq 的基态能量为零：

E p´q
0 paiq “ 0 ù Ĥ´paiq 

p´q
0 px; aiq “ 0; i “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

我们看到：

Ĥ`paiq 
p´q
0 px; ai`1q “ Rpai`1q 

p´q
0 px; ai`1q

所以 Ĥ`paiq 的基态波函数为  
p´q
0 px; ai`1q，基态能量为 Rpai`1q：

 
p`q
0 px; aiq “  

p´q
0 px; ai`1q; E p`q

0 paiq “ Rpai`1q

根据超对称伴侣哈密顿算符 Ĥ˘paiq 本征值谱的关系，我们推论出
Rpai`1q 既是 Ĥ`paiq 的基态能量， 也是 Ĥ´paiq 第一激发态能量：

E p´q
1 paiq “ Rpai`1q

物理逻辑的自洽性要求 Rpai`1q ą 0.



在形状不变势情形下，通过调整势能项中的常参数，我们可以基于超
对称伴侣哈密顿算符 Ĥ˘ 构造出一个哈密顿算符序列：

Ĥ p0q “ Ĥ´pa0q

Ĥ p1q “ Ĥ`pa0q “ Ĥ´pa1q ` Rpa1q

Ĥ p2q “ Ĥ`pa1q ` Rpa1q “ Ĥ´pa2q ` Rpa2q ` Rpa1q

Ĥ p3q “ Ĥ`pa2q ` Rpa2q ` Rpa1q

“ Ĥ´pa3q ` Rpa3q ` Rpa2q ` Rpa1q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

其通式表达为：

Ĥ p0q “ Ĥ´pa0q; Ĥ pnq “ Ĥ´panq `

n
ÿ

i“1
Rpaiq n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

以 Ĥ p0q 定义的体系作为研究对象，我们看到其基态能量本征值为零
（E0 “ 0），第 n个激发态的能量本征值为：

En “

n
ÿ

i“1
Rpaiq n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨



例：

考虑如下一维有限深势阱14：

Vpxq “ ´U0 sech
2p�xq; U0 ą 0; � ą 0; ´ 8 ă x ă 8

质量为 �的量子力学粒子在此势阱中运动时处于束缚态. 现使用超对称
量子力学方法求其能量本征值谱. 体系的哈密顿算符为：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ´ U0 sech
2p�xq

我们潜意识中暂时把此 Ĥ认同为 Ĥ´， 因此须按下式确定超势Wpxq：

“

Wpxq
‰2

´ ℏ
dWpxq

dx “ ´2�U0 sech
2p�xq

受数学恒等式 sech2 � “ 1 ´ tanh2 � 的启发，试取Wpxq “ Aℏ tanhp�xq.

14朗道等著，量子力学（中译本），Page 67.



4
x

V(x)

Vpxq “ ´U0 sech
2p�xq



然而上述超势方程无解，除非我们重新定义势能项使之变为：

V´pxq “
ℏ2A2

2�
´ U0 sech

2p�xq ù Ĥ´ “ Ĥ `
ℏ2A2

2�

超势Wpxq 中的常参数 A决定于如下代数方程

A2 ` �A “
2�
ℏ2

U0

其通解为：

Ap˘q “ ´
�

2

«

1 ˘

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff

经尝试我们发现 Ap`q 给不出物理上合理的形状不变势，故以下我们
按 Ap´q 规定常参数 A的取值：

A “ ´
�

2

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff



Ĥ´ 的超对称伴侣是 Ĥ`，其势能项为：

V`pxq :“
1
2�

"

“

Wpxq
‰2

` ℏ
dWpxq

dx

*

“
ℏ2A2

2�
´

„

ℏ2A2

�
´ U0

ȷ

sech2p�xq

按照我们选择的参数 A，

ℏ2A2

�
´ U0 “

ℏ2

�

ˆ

2�U0

ℏ
´ �A

˙

´ U0

“ U0 ´
�ℏ2

�
A

“ U0 `
�2ℏ2

2�

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff

欲使此势能具有形状不变性，必须保证不等式

ℏ2A2{� ą U0

的成立. 显然这不是无条件的，它要求 U0 " �2ℏ2{8�.



因为

A2 “
2�U0

ℏ2
´ �A “

2�U0

ℏ2
`
�2

2

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff

我们可以把超对称伴侣 Ĥ˘ 的势能项分别表达为：

V´px; U0q “ U0 `
�2ℏ2

4�

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff

´ U0 sech
2p�xq

V`px; U0q “ U0 `
�2ℏ2

4�

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff

´

#

U0 `
�2ℏ2

2�

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff+

sech2p�xq

令

U1 “ U0 `
�2ℏ2

2�

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff



显然有 U0 ą U1 ą 0且不难求得：

U0 “ U1 `
�2ℏ2

2�

«

1 `

c

1 `
8�U1

�2ℏ2

ff

由此进一步推论出：
c

1 `
8�U0

�2ℏ2
“ 2 `

c

1 `
8�U1

�2ℏ2
ą 2

于是我们可以把 V`px; U0q 重新表述为：

V`px; U0q “ U1 `
�2ℏ2

4�

«

1 `

c

1 `
8�U1

�2ℏ2

ff

´ U1 sech
2p�xq

“ U1 `
�2ℏ2

4�

«

1 ´

c

1 `
8�U1

�2ℏ2

ff

´ U1 sech
2p�xq

`
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�U1

�2ℏ2



亦即：

V`px; U0q “ V´px; U1q `
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�U1

�2ℏ2

考虑到
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�U1

�2ℏ2
ą 0

上式给出的恰是合乎物理逻辑的形状不变势.
注意到

Ĥ “ Ĥ´ ´
ℏ2A2

2�
“ Ĥ´ ´ U0 ´

�2ℏ2

4�

«

1 ´

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

ff

以及 Ĥ´ 的基态能量为零，我们看到本例题所考虑的原始量子力学
体系的基态能量本征值为：

E0 “ ´U0 `
�2ℏ2

4�

«

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ 1

ff

显然有 ´U0 ă E0 ă 0， 这是符合物理直觉的.



因为

V`px; U0q “ V´px; U1q `
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�U1

�2ℏ2

“ V´px; U1q `
�2ℏ2

2�

«

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ 2

ff

原始量子力学体系第一激发态的能量本征值为：

E1 “ E0 `
�2ℏ2

2�

«

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ 2

ff

“ ´U0 `
�2ℏ2

4�

«

3
c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ 5

ff

Q： 怎么确定体系高激发态的能量本征值？



很明显，欲计算原始体系第 n (n ě 1)激发态的能量本征值 En，须事先求
出 V`px;Un´1q. 前面导出的形状不变势性质

V`px; U0q “ V´px; U1q `
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�U1

�2ℏ2

可以改写为：

V`px; Uiq “ V´px; Ui`1q `
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�Ui`1

�2ℏ2

式中 i “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ . 常参数 Ui 和 Ui`1 的关系表达为：

Ui “ Ui`1 `
�2ℏ2

2�

«

1 `

c

1 `
8�Ui`1

�2ℏ2

ff

故 Ui ą Ui`1 ą 0. 上式的反变换可写为：

Ui`1 “ Ui `
�2ℏ2

2�

«

1 ´

c

1 `
8�Ui

�2ℏ2

ff



因此，
c

1 `
8�Ui`1

�2ℏ2
“ ´2 `

c

1 `
8�Ui

�2ℏ2
; i “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

注意到：

V`px; Ui´1q “ V´px; Uiq `
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�Ui

�2ℏ2
; i ě 1:

原始量子力学体系第 i与第 pi ´ 1q 个的能量本征值之差为：

Ei ´ Ei´1 “
�2ℏ2

2�

c

1 `
8�Un

�2ℏ2
“
�2ℏ2

2�

«

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ 2i

ff

其第 n个激发态的能量本征值是：

En “ E0 `

n
ÿ

i“1
pEi ´ Ei´1q “ E0 `

�2ℏ2

2�

«

n

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ npn ` 1q

ff



换言之，

En “ ´U0 `
�2ℏ2

4�

«

p2n ` 1q

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ p2n2 ` 2n ` 1q

ff

或者15：

En “ ´
�2ℏ2

8�

«

c

1 `
8�U0

�2ℏ2
´ p2n ` 1q

ff2

因为 En ą En´1，我们看到本问题所考虑的体系其束缚态是有限的， 激
发态的数目 n须受制于不等式：

n ă
1
2

c

1 `
8�U0

�2ℏ2

Q: 请尝试使用超对称量子力学方法求解简谐振子的能量本征值谱.

15朗道等，量子力学（中译本），Page 68.



例：

考虑如下一维无限深势阱16：

Vpxq “ ´
e2

x
; 0 ď x ă 8

质量为 �的量子力学粒子在此势阱中运动时，其哈密顿算符与能量本征
值方程分别为：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ´
e2

x
; Ĥ pxq “ E pxq

这是一个一维氢原子模型，它在 E ă 0情形下处于束缚态.

1 因为势阱深度无限深，体系的束缚态数目是无限多.

2 真实的氢原子是一个三维的量子力学体系，其哈密顿算符在位置表
象中表达为：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
∇2 ´

e2

r
; 0 ď r ă 8

16曾谨言著，量子力学 II（第四版），Page 367.
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Vpxq “ ´
e2
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; 0 ď x ă 8



现企图使用超对称量子力学方法确定此一维氢原子体系的能量本征值
谱. 为此，我们在潜意识中暂把一维氢原子的 Ĥ认同为超对称哈密顿
伴侣算符中的 Ĥ´,按下式定义超势Wpxq：

“

Wpxq
‰2

´ ℏ
dWpxq

dx “ ´
2�e2

x

上式的数学结构暗示：

Wpxq “ �`
�ℏ
x

ù � “
�e2

ℏ
; � “ ´1; Ĥ´ “ Ĥ `

�e4

2ℏ2

所以，

Wpxq “
�e2

ℏ
´

ℏ
x

超对称伴侣哈密顿算符 Ĥ˘ 中的势能项分别为：

V´pxq “ ´
e2

x
`
�e4

2ℏ2
; V`pxq “ ´

e2

x
`
�e4

2ℏ2
`

ℏ2

�x2



顿悟：

1 因为 Ĥ´ 的基态能量为零，故一维氢原子哈密顿算符的最低能量本
征值为：

E0 “ ´
�e4

2ℏ2
` E p´q

0 “ ´
�e4

2ℏ2

此结果符合氢原子的玻尔能级公式.

2 Ĥ˘ 具有相同的非零本征值谱： E p´q
m “ E p`q

m´1 pm ě 1q.

3 V˘pxq 不构成形状不变势. 这是因为二者具有不同的函数形式.

为绕过此困难求出 Ĥ˘ 的本征值谱，我们引入含实参数 n的修正库仑势

U´px; nq “ ´
e2

x
`

�e4

2ℏ2pn ` 1q2
`

ℏ2npn ` 1q

2�x2
; n P N`

使得：

V`pxq “ U´px; 1q `
3�e4

8ℏ2



针对 U´px; nq 按下式重新定义超势Wpx; nq：

“

Wpx; nq
‰2

´ℏ
dWpx; nq

dx “ 2�U´px; nq “ ´
2�e2

x
`

�2e4

ℏ2pn ` 1q2
`

npn ` 1qℏ2

x2

所以，

Wpx; nq “
�e2

pn ` 1qℏ
´

pn ` 1qℏ
x

进而：

U`px; nq “
1
2�

"

“

Wpx; nq
‰2

` ℏ
dWpx; nq

dx

*

“ ´
e2

x
`

�e4

2ℏ2pn ` 1q2
`

ℏ2pn ` 1qpn ` 2q

2�x2

显然，U˘px; nq 形成符合物理诠释的形状不变势：

U`px; n ´ 1q “ U´px; nq `
�e4

2ℏ2

„

1
n2

´
1

pn ` 1q2

ȷ

; n ě 2



小结：

1 因为 U´px; nq 所描写体系的基态能量为零 pn ě 1q，故一维氢原子第
一激发态的能量本征值为：

E1 “ E0 `
3�e4

8ℏ2
“ ´

�e4

8ℏ2

2 n ě 2情形下，一维氢原子两个相邻的激发态能级差为17：

En`1 ´ En “
�e4

2ℏ2

„

1
n2

´
1

pn ` 1q2

ȷ

所以：

En “ ´
�e4

2n2ℏ2

综合起来，以上结果恰为我们预期的氢原子玻尔能级公式.
17切记束缚态下氢原子能量本征值为负，En ă 0.
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微观粒子的角动量

量子力学假设：

1 微观粒子的角动量是其态矢量空间H中转动变换的生成元.

2 角动量是力学量算符.



三维欧氏空间中的转动

作为预热，我们首先回顾一下三维欧氏空间 E3 中的转动变换. 考虑 E3
中的两个矢量 V与 V 1，它们在笛卡尔直角坐标系中分别表为

V “ v1e1 ` v2e2 ` v3e3 “

3
ÿ

i“1
viei “ viei; V 1 “ v 1

i ei

或者写出矩阵形式：

V “

»

–

v1
v2
v3

fi

fl ; V 1 “

»

–

v 1
1
v 1
2
v 1
3

fi

fl

倘若这两个矢量可以通过线性变换 R相联系，

V 1 “ RV ù

»

–

v 1
1
v 1
2
v 1
3

fi

fl “

»

–

R11 R12 R13
R21 R22 R23
R31 R32 R33

fi

fl

»

–

v1
v2
v3

fi

fl ù v 1
i “ Rijvj



且 R保持这两个矢量的长度相等

pv1q2 ` pv2q2 ` v3
2 “ pv 1

1 q2 ` pv 1
2 q2 ` v 1

3
2; ù vivi “ v 1

i v
1
i

则称线性变换 R为矢量 V的转动. 换言之，矢量 V通过转动 R变成了矢
量 V 1. 因为，

�jkvjvk “ vivi “ v 1
i v

1
i “ RijRikvjvk

E3 中的转动变换矩阵 R必然是实正交矩阵1：

RijRik “ �jk ù RTR “ I; ù detR “ ˘1:

detR “ 1 的转动是真转动，detR “ ´1 的转动是包含空间反射变换在内
的赝转动.

考虑绕 3 个坐标轴转角为 �的真转动，

Rp�; e3q “

»

–

c� ´s� 0
s� c� 0
0 0 1

fi

fl ; Rp�; e1q “

»

–

1 0 0
0 c� ´s�
0 s� c�

fi

fl ;

1实正交矩阵是一类特殊的幺正矩阵.



Rp�; e2q “

»

–

c� 0 s�
0 1 0

´s� 0 c�

fi

fl :

对于无穷小转角 �，转动矩阵可表为：

Rp�; eaq “ I ´ i�Xa; pa “ 1; 2; 3q

式中 Xa 是相应转动变换的生成元，

X1 “ i

»

–

0 0 0
0 0 ´1
0 1 0

fi

fl ; X2 “ i

»

–

0 0 1
0 0 0

´1 0 0

fi

fl ; X3 “ i

»

–

0 ´1 0
1 0 0
0 0 0

fi

fl :

或写成矩阵元形式
`

Xa
˘

bc “ ´i�abc. 由此不难证明：

rXa; Xbs “ i�abcXc

所以，Rp�; eaqRp�; ebq ‰ Rp�; ebqRp�; eaq. 换言之，沿不同方向的两个相继
转动是不可交换次序的.



事实上，

rXa; Xbsij “ pXaqikpXbqkj ´ pXbqikpXaqkj “ ´�aik�bkj ` �bik�akj

“ �ab�ij ´ �aj�bi ´ �ab�ij ` �ai�bj

“ �abc�ijc

“ i�abc
`

´i�cij
˘

“ i�abcpXcqij ù rXa; Xbs “ i�abcXc

进而对于绕不同转轴、转角分别为 �与 �的两个无穷小转动 Rp�; eaq 与
Rp�; ebq 而言，

Rp�; eaqRp�; ebq “ pI ´ i�XaqpI ´ i�Xbq
“ I ´ i�Xa ´ i�Xb ´ ��XaXb
“ I ´ i�Xa ´ i�Xb ´ ��XbXa ´ ��rXa; Xbs
“ Rp�; ebqRp�; eaq ´ i���abcXc
“ Rp�; ebqRp�; eaq ` �abc rRp��; ecq ´ I s ‰ Rp�; ebqRp�; eaq

换言之，三维欧氏空间中的转动形成非阿贝尔群 Op3q.



态矢量空间中的转动

联系于三维位置空间中任一转动变换 R，量子力学体系态矢量空间H中
存在着一个线性算符 D̂pRq，它把任一态矢量 jΨy 变为 jΨRy

D̂pRq : jΨy ù jΨRy “ D̂pRq jΨy

并保持其长度不变，
xΨR|ΨRy “ xΨ|Ψy :

线性变换 jΨy ù jΨRy 称为态矢量 jΨy 的转动. D̂pRq 称为态矢量空间
中的转动变换算符.

jΨRy “ D̂pRq jΨy ù xΨRj “ xΨj D̂:pRq. 进而，

xΨ|Ψy “ xΨR|ΨRy “ xΨ|D̂:pRqD̂pRq|Ψy

所以，转动变换 D̂pRq 是H中的幺正变换：

D̂:pRqD̂pRq “ Î



D̂pRq 的全体在态矢量空间H中形成了 Op3q 群的一个幺正表示.

对应于位置空间中的无穷小转动 Rp��; nq « I ´ i��n ¨ X，此处 n
是转轴方向单位矢量，存在着态矢量空间的无穷小转动变换
算符：

D̂p��; nq “ Î ´ i
��

ℏ
n ¨ Ĵ

Ĵ是态矢量空间中转动变换的生成元，量子力学在物理上把它诠
释为体系的角动量算符. Ĵ是态矢量空间中的厄米算符：

Ĵ : “ Ĵ

Ĵ的诸笛卡尔直角分量算符满足对易关系：

“

Ĵa; Ĵb
‰

“ iℏ�abc Ĵc

此对易关系亦可作为量子力学对体系角动量的定义.



角动量算符的本征值问题

现在，我们企图从角动量算符满足的对易关系
“

Ĵi; Ĵj
‰

“ iℏ�ijk Ĵk; pi; j; k “ 1; 2; 3q

出发求解角动量某一直角分量算符（例如 Ĵ3）的本征值问题：

Ĵ3 jmy “ mℏ jmy

因为角动量算符的三个笛卡尔直角分量彼此不对易，所以不存在 Ĵ3
与 Ĵ1，Ĵ2 的共同本征矢量系.

构造角动量平方算符 Ĵ2，

Ĵ2 “ Ĵ21 ` Ĵ22 ` Ĵ23 “ ĴîJi

不难看出：
“

Ĵi; Ĵ2
‰

“
“

Ĵi; ĴkĴk
‰

“ Ĵk
“

Ĵi; Ĵk
‰

`
“

Ĵi; Ĵk
‰

Ĵk “ iℏ�ikl
`

ĴkĴl ` Ĵl̂Jk
˘

“ 0

换言之，存在着 Ĵ3 与 Ĵ2 的共同本征矢量系.



量子力学中求解角动量算符的本征值问题通常是求解对易力学量算
符的集合

`

Ĵ2; Ĵ3
˘

的本征值问题：

Ĵ2 ja;my “ aℏ2 ja;my ; Ĵ3 ja;my “ mℏ ja;my

式中 ja;my 是 Ĵ2 与 Ĵ3 的共同本征右矢. 为达此目的，我们引进非厄
米的阶梯算符 Ĵ˘，

Ĵ˘ “ Ĵ1 ˘ i Ĵ2;
`

Ĵ˘
˘:

“ Ĵ¯

把角动量算符服从的对易关系改写为：
“

Ĵ`; Ĵ´
‰

“ 2ℏ Ĵ3;
“

Ĵ3; Ĵ˘
‰

“ ˘ℏ Ĵ˘;
“

Ĵ2; Ĵ˘
‰

“ 0:

Ĵ2 也可通过 Ĵ˘ 重新表达为：

Ĵ2 “ Ĵ`Ĵ´ ` Ĵ23 ´ ℏ Ĵ3

或者，
Ĵ2 “ Ĵ´Ĵ` ` Ĵ23 ` ℏ Ĵ3



之所以把 Ĵ˘ 称为阶梯算符，是因为它们是 Ĵ3 本征值的升降算符.

1 倘若 Ĵ3 ja;my “ mℏ ja;my，我们看到：

Ĵ3
”

Ĵ˘ ja;my

ı

“
“

Ĵ3; Ĵ˘
‰

ja;my ` Ĵ˘
”

Ĵ3 ja;my

ı

“ ˘ℏĴ˘ ja;my ` Ĵ˘
”

mℏ ja;my

ı

“ pm ˘ 1qℏ
”

Ĵ˘ ja;my

ı

但 Ĵ˘ 不改变 Ĵ2 的本征值：

Ĵ2
”

Ĵ˘ ja;my

ı

“ Ĵ˘ Ĵ2 ja;my “ aℏ2
”

Ĵ˘ ja;my

ı

所以，

Ĵ˘ ja;my “ N˘ ja;m ˘ 1y

右端的系数 N˘ 可视为归一化常数，待定.



由于 Ĵ2 “ ĴîJi，其在任一量子态 jΨy 下的平均值具有性质

@

Ĵ2
D

Ψ
“

@

Ĵ21
D

Ψ
`

@

Ĵ22
D

Ψ
`

@

Ĵ23
D

Ψ

“





 Ĵ1 jΨy








2
`






 Ĵ2 jΨy








2
`

@

Ĵ23
D

Ψ
ě

@

Ĵ23
D

Ψ

倘若取 jΨy “ ja;my，我们看到：

a ě m2

所以，在确定了 Ĵ2 的本征值 aℏ2 的前提下，Ĵ3 的本征值 mℏ必定同时
存在上限与下限，

j 1 ď m ď j; a ě j2; a ě pj 1q2

使得：
Ĵ` ja; jy “ 0; Ĵ´

�
�a; j 1

D

“ 0:



把 Ĵ2 分别作用于 ja; jy 与 ja; j 1y，并注意到

Ĵ2 “ Ĵ´Ĵ` ` Ĵ23 ` ℏ Ĵ3 “ Ĵ`Ĵ´ ` Ĵ23 ´ ℏ Ĵ3

我们有：
a “ jpj ` 1q; jpj ` 1q “ j 1pj 1 ´ 1q

代数方程 jpj ` 1q “ j 1pj 1 ´ 1q 满足约束条件 j 1 ď j的解是惟一的，
j 1 “ ´j. 角动量算符

`

Ĵ2; Ĵ3
˘

的共同本征态可重新标记为

ja;my “ jjpj ` 1q; my ù jj;my

它们的本征值方程可重新表为：

Ĵ2 jj;my “ jpj ` 1qℏ2 jj;my ; Ĵ3 jj;my “ mℏ jj;my ; ´ j ď m ď j

我们可以通过逐次作用 Ĵ´ 于 jj; jy 最终获得 jj;´jy：

Ĵ´ : jj; jy ù jj; j ´ 1y ù jj; j ´ 2y ù ¨ ¨ ¨ ù jj;´jy

因此，j “ ´j ` n; n P N. 换言之，

j “
n
2

“ 0;
1
2
; 1;

3
2
; 2; ¨ ¨ ¨



J3 表象中角动量算符的矩阵元
`

Ĵ2; Ĵ3
˘

构成了一组对易力学量算符的完全集合，
"

jpj ` 1qℏ2; mℏ
*

ú jj;my

因此，jj; my 的全体有资格作为态矢量空间H的一组基.

倘若选择 jj; my 的全体作为H的基，就称建立了 J3 表象.

在 J3 表象中，Ĵ2 与 Ĵ3 均表现为实对角矩阵，它们的矩阵元分别为：
@

j1;m1
ˇ

ˇ Ĵ2
ˇ

ˇj;m
D

“ jpj ` 1qℏ2 �jj1 �mm1 ;
@

j1;m1
ˇ

ˇ Ĵ3
ˇ

ˇj;m
D

“ mℏ �jj1 �mm1

现在的问题是：
@

j1;m1
ˇ

ˇ Ĵ1
ˇ

ˇj;m
D

“?
@

j1;m1
ˇ

ˇ Ĵ2
ˇ

ˇj;m
D

“?



首先确定
Ĵ˘ jj;my “ N˘ jj;m ˘ 1y

中的归一化常数 N˘. 此式的厄米共轭给出：

xj;mj Ĵ¯ “ N˚
˘ xj;m ˘ 1j

所以，

jN˘j
2

“ N˘N˚
˘ “ N˘N˚

˘ xj;m ˘ 1|j;m ˘ 1y

“

”

N˚
˘ xj;m ˘ 1j

ı”

N˘ jj;m ˘ 1y

ı

“ xj;m| Ĵ¯Ĵ˘ |j;my

“ xj;m|

”

Ĵ2 ´ Ĵ23 ¯ ℏĴ3
ı

|j;my “ ℏ2
”

jpj ` 1q ´ mpm ˘ 1q

ı

精确到一个无关紧要的整体相因子，我们有：

N˘ “ ℏ
b

jpj ` 1q ´ mpm ˘ 1q



换言之，

Ĵ˘ jj;my “ ℏ
b

jpj ` 1q ´ mpm ˘ 1q jj;m ˘ 1y

Ĵ˘ 在 J3 表象中的矩阵元为：

@

j1;m1
ˇ

ˇ Ĵ˘
ˇ

ˇj;m
D

“ ℏ
b

jpj ` 1q ´ mpm ˘ 1q �j1j �m1;m˘1

注意到 Ĵ˘ “ Ĵ1 ˘ i Ĵ2，或者等价地

Ĵ1 “
1
2

”

Ĵ` ` Ĵ´
ı

; Ĵ2 “
1
2i

”

Ĵ` ´ Ĵ´
ı

我们有：

xj1;m1| Ĵ1 |j;my “
ℏ
2

b

jpj ` 1q ´ mpm ` 1q �j1j �m1;m`1

`
ℏ
2

b

jpj ` 1q ´ mpm ´ 1q �j1j �m1;m´1



xj1;m1| Ĵ2 |j;my “ ´i
ℏ
2

b

jpj ` 1q ´ mpm ` 1q �j1j �m1;m`1

` i
ℏ
2

b

jpj ` 1q ´ mpm ´ 1q �j1j �m1;m´1

显然，在 J3 表象中，̂J1 和 Ĵ2 均不能通过实对角矩阵实现. 前者是非对角的
实对称矩阵，后者是纯虚的反对称矩阵.

若 j “ 1{2， J “ ℏ
2σ “ ℏ

2�aea，式中 �a pa “ 1; 2; 3q 称为泡利矩阵：

�1 “

„

0 1
1 0

ȷ

; �2 “

„

0 ´i
i 0

ȷ

; �3 “

„

1 0
0 ´1

ȷ

:

泡利矩阵服从的代数关系是：

�a�b “ �ab ` i�abc�c

所以，
r�a; �bs “ 2i�abc�c;

!

�a; �b

)

“ 2�ab:



轨道角动量算符

类似于经典力学中质点角动量的定义式，L “ r ˆ p， 量子力学体系的轨
道角动量算符定义为：

L̂ “ r̂ ˆ p̂

在位置表象波函数空间，
L̂ “ ´iℏr ˆ ∇

求解 L̂的本征值问题时, 为方便起见常使用球坐标 pr; �; �q 表达轨道角
动量算符的诸笛卡尔直角分量算符.

O

Z

X

Y

~er

θ

φ



在球坐标系中，r “ rer,

er “ e3c� ` e1s�c� ` e2s�s�;

由此知：

e� “ B�er
“ ´e3s� ` e1c�c� ` e2c�s�;

e� “
1
s�

B�er

“ ´e1s� ` e2c�:

再计及梯度算符∇在球坐标系中表达式，

∇ “ er Br `
1
r
e�B� `

1
rs�

e�B�

我们看到：

L̂ “ ´iℏprerq ˆ ∇ “ ´iℏ
„

e�B� ´ e�
1
s�

B�

ȷ



或者,

L̂ “ ´iℏ
„

p´e1s� ` e2c�qB� ´ p´e3s� ` e1c�c� ` e2c�s�q
1
s�

B�

ȷ

所以，轨道角动量算符 L̂的各个笛卡尔直角分量算符可通过球坐标表达
为：

L̂1 “ iℏ ps�B� ` cot �c�B�q ; L̂2 “ ´iℏ pc�B� ´ cot �s�B�q ;

L̂3 “ ´iℏB�:

显然，轨道角动量的诸直角分量算符仅依赖于球坐标 p�; �q，但与 r无关.

轨道角动量平方算符 L̂2 :
注意到

e� ¨ e� “ e� ¨ e� “ 1; e� ¨ e� “ 0:

前两个球坐标系基矢的正交性关系关于 �与 �的微商给出：

e� ¨ B�e� “ e� ¨ B�e� “ 0; e� ¨ B�e� “ e� ¨ B�e� “ 0:



进而,

L̂2 “ L̂ ¨ L̂

“ ´ℏ2
„

e�B� ´ e�
1
s�

B�

ȷ

¨

„

e�B� ´ e�
1
s�

B�

ȷ

“ ´ℏ2B2
� ` ℏ2pe� ¨ B�e�q

1
s�

B� ` ℏ2pe� ¨ B�e�q
1
s�

B� ´ ℏ2 1
s2�

B2
�

回忆笛卡尔直角坐标系与球坐标系基矢之间的变换关系，

er “ e3c� ` e1s�c� ` e2s�s�
e� “ ´e3s� ` e1c�c� ` e2c�s�
e� “ ´e1s� ` e2c�

我们看到：ers� ` e�c� “ e1c� ` e2s�: 所以，

B�e� “ ´e3c� ´ e1s�c� ´ e2s�s� “ ´er
B�e� “ ´e1c� ´ e2s� “ ´ers� ´ e�c�



由此知：
pe� ¨ B�e�q “ 0; pe� ¨ B�e�q “ ´c�:

轨道角动量平方算符最终表达为：

L̂2 “ ´ℏ2
„

B2
� ` cot �B� `

1
s2�

B2
�

ȷ

或者等价地，

L̂2 “ ´ℏ2
„

1
s�

B�ps�B�q `
1
s2�

B2
�

ȷ

在群论中常称厄米算符 L̂2 为 SOp3q 群的卡西米尔算符. 它最显著的
性质是，

“

L̂2; L̂a
‰

“ 0; a “ 1; 2; 3:

因此，L̂2 与 L̂3 可以有共同本征函数系.



轨道角动量算符的本征值方程

L̂3Ylm “ mℏ Ylm; L̂2Ylm “ lpl ` 1qℏ2 Ylm

变成了如下以球坐标 p�; �q 为自变量的偏微分方程：
#

B�Y “ imY;
s�B�ps�B�qY `

”

s2�lpl ` 1q ´ m2
ı

Y “ 0:

L̂2 与 L̂3 的共同本征函数 Yp�; �q 可以因子化为：

Yp�; �q “ Θp�qeim�

顿悟：
倘若 Yp�; �q 是转动变换下的单值函数，Yp�; �` 2�q “ Yp�; �q ;磁量子数
m就只能取某些整数，m P N.



Q:
那么，有什么理由可以假定 Yp�; �q 是单值函数呢 ?
反方观点 ：

在量子力学中，波函数 Yp�; �q 本身并不是可观测量. 具有可观测意
义的是波函数的双线性函数，例如 jYp�; �qj2.

即使磁量子数 m取值半整数，波函数 Yp�; �q 转动一周后改变了符
号，

Yp�; �` 2�q “ ´Yp�; �q

波函数的双线性函数仍能保持不变：jYp�; �` 2�qj2 “ jYp�; �qj2.

例如考虑 l “ m “ 1{2. L̂2 与 L̂3 的共同本征函数是：Y “ Θp�qe
i
2�, 其中

因子波函数 Θ服从微分方程,

s�B�ps�B�qΘ `
1
4

“

3s2� ´ 1
‰

Θ “ 0



此方程有如下特解：
Θp�q “

?
s�

检验:
倘若 Θp�q “

?
s�，我们看到

ps�B�qΘ “
1
2

?
s� c�

s�B�ps�B�qΘ “
1
2
s�B�p

?
s� c�q “

1
4

?
s� pc2� ´ 2s2�q

“
1
4

?
s�p1 ´ 3s2�q

“ ´
1
4

`

3s2� ´ 1
˘

Θ

Yp�; �q “
?
s� ei�{2 看起来是一个量子力学能接受的波函数，因为其模平

方 jY j2 “ js�j在单位球表面上是单值的，

0 ď � ď �; 0 ď � ď 2�:



Q：
上面的推理为什么错了?
回到轨道角动量算符的原始定义2 ：

L̂ “ ´iℏr ˆ ∇
在笛卡尔直角坐标系中, L̂a “ ´iℏ�abcxbBxc ; pa “ 1; 2; 3:q. 特别地, L̂3
由 x1; x2; Bx1 和 Bx2 等四个算符构成:

L̂3 “ ´iℏ px1Bx2 ´ x2Bx1q

为了揭示厄米算符 L̂3 有趣的内在数学结构，我们引入另外四个新的线性
算符：

q̂1 “
1

?
2

px1 ´ iℏBx2q ; q̂2 “
1

?
2

px1 ` iℏBx2q ; p̂1 “ ´
1

?
2

px2 ` iℏBx1q ;

p̂2 “
1

?
2

px2 ´ iℏBx1q :

2此定义仅仅适合于量子力学体系的轨道角动量.



因为
rBxa ; xbs “ �ab

这些算符之间的对易关系是：

rq̂a; q̂bs “ rp̂a; p̂bs “ 0; rq̂a; p̂bs “ iℏ�ab:

按照这些新算符，

x1 “
1

?
2

pq̂1 ` q̂2q ; x2 “ ´
1

?
2

pp̂1 ´ p̂2q ; Bx1 “
i

?
2 ℏ

pp̂1 ` p̂2q ;

Bx2 “
i

?
2 ℏ

pq̂1 ´ q̂2q :

轨道角动量第三分量 L̂3 重新表达为：

L̂3 “ ´iℏ px1Bx2 ´ x2Bx1q

“
1
2

rpq̂1 ` q̂2q pq̂1 ´ q̂2q ` pp̂1 ´ p̂2q pp̂1 ` p̂2qs

“
1
2

“

pq̂2
1 ` p̂2

1q ´ pq̂2
2 ` p̂2

2q
‰



亦即，
L̂3 “ Ĥ1 ´ Ĥ2

式中

Ĥa “
1
2

`

q̂2
a ` p̂2

a
˘

; pa “ 1; 2q

可以诠释为两个相互独立的简谐振子的哈密顿算符，所涉及的谐振子质
量均为M “ 1，角频率均为 ! “ 1.

顿悟 :
轨道角动量第三分量算符 L̂3 的本征值应该是两个全同的一维简谐
振子 (M “ ! “ 1)的能量本征值之差.

一维简谐振子 Ĥa “ 1
2

`

q̂2
a ` p̂2

a
˘

的能量本征值是：

Ena “

„

na `
1
2

ȷ

ℏ

式中 na 取值非负整数.



所以，轨道角动量算符 L̂3 的无量纲本征值是：

m “

ˆ

n1 `
1
2

˙

´

ˆ

n2 `
1
2

˙

“ n1 ´ n2 P N

换言之，轨道角动量磁量子数 m只能取整数值. m取半整数的可能性被
禁戒.

小结：

轨道角动量算符

L̂3 “ ´iℏ
B

B�
; L̂2 “ ´ℏ2

„

B2
� ` cot �B� `

1
s2�

B2
�

ȷ

的本征值分别为：

mℏ ; lpl ` 1qℏ2 ; m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨ ; ˘ l ; l P Z:

二者属于上述本征值的共同本征函数是球谐函数 Ylmp�; �q：

Ylmp�; �q “ p´1qm

d

2l ` 1
4�

pl ´ mq!

pl ` mq!
Pml pcos �q eim�



式中出现的 Pml pcos �q 是所谓缔合勒让德多项式，它服从如下二阶常微分
方程：

1
s�

B�ps�B�qPml `

„

lpl ` 1q ´
m2

s2�

ȷ

Pml “ 0

球谐函数满足的正交归一关系表为：
ż 2�

0
d�

ż �

0
sin �d� Y˚

lmp�; �qYl1m1p�; �q “ �ll1�mm1

前几个的球谐函数的显示表达式为：

Y00p�; �q “
1

?
4�
; Y10p�; �q “

c

3
4�

cos �; Y1;˘1p�; �q “ ¯

c

3
8�

sin � e˘i�:

因为 Y00p�; �q 取常数值，它显然是非对易的轨道角动量分量算符

L̂1 “ iℏ ps�B� ` cot �c�B�q ; L̂2 “ ´iℏ pc�B� ´ cot �s�B�q ; L̂3 “ ´iℏB�

的共同本征函数，所属本征值均为零.



电子的自旋角动量

历史上，为了调和玻尔旧量子理论与碱金属原子双线结构实验事实之间
的冲突，Uhlenbeck 与 Goudsmit (1925) 提出了电子具有自旋角动量的假
设：

1 与太阳系中地球的运动相似，原子中电子一方面绕原子核公转 ( 对
应于电子的轨道角动量 L )，一方面又有自转 ( 对应于电子的自旋角
动量 S ).

2 电子自旋角动量在空间任何方向上的投影只有两个可能取值：

Si “ ˘
ℏ
2

电子有与自旋相联系的自旋磁矩，�S “ eℏ{2mc(Bohr 磁子).

Uhlenbeck­Goudsmit 假设的第一部分把电子自旋看成机械的自转、 具有
明显的轨道运动的色彩，实际上是错误的.



Q：
为何不能把电子自旋看成是电子绕自身轴线的自转 ？

设想电子是电荷均匀分布的金属球壳，其半径为 re. 则按经典电磁
学知其总的静电能为：

W “

ż

d3x
�0

2
E2 “ 2��0

ż 8

re
dr r2

ˆ

e
4��0 r2

˙2

“
e2

8��0re

假设这个能量全部转化为了电子的静止质量，则有：

mc2 “ W; ù m “
e2

8��0re c2

倘若这个质量均匀地分布在电子球面上，质量面密度为：

� “
m

4�r2e
“

e2

32�2�0r3e c2

则电子球面上面元 ds的质量为 dm “ �ds “ � r2e sin �d�d�.



z

o
x

y

P
~u

θ

设电子球的自转轴为 z 轴，自转角速度为
ω “ !k. 以 u表示电子球表面上某点 P处质
元的自转线速度，

u “ ω ˆ re “ re! sin � e�

则其相对于球心的角动量是：

dS “ dmre ˆ u “ ´�r2e! sin � ds e�

电子球因为自转而具有的相对于球心的总角动量为：

S “

¿

S

dS “ ´�r2e!
¿

S

sin � ds e�

“ ´�r4e!
ż 2�

0
d�

ż �

0
d� sin2 � p´ sin �k ` cos � cos�i ` cos � sin�jq

“ k 2��r4e!
ż �

0
sin3 �d� “ k

re!e2

12��0c2



若按照 Uhlenbeck­Goudsmit 假设取：

S “
ℏ
2
k

则有3：

re! “
6��0ℏc2

e2
“

3
2

ˆ

4��0ℏc
e2

˙

c «
3
2

¨ 137c « 205c

亦即电子球面上质元的线速率 u满足不等式：

u “ re! sin � ď re! « 205c

这个结果明显违背了狭义相对论对物理速度的限制，u ă c，因此把电子
自旋看作是金属球壳自转的经典物理图像是不可接受的.

3回忆精细结构常数的表达式及量值：

e2

4��0ℏc
«

1
137



提醒：
量子力学承认电子自旋的存在，但对电子自旋概念做了全新的理解：电子
的自旋角动量与自旋磁矩的存在，标志着电子还有一个新的内禀的自由
度. 更恰当地，它们应被称为是电子的内禀角动量和内禀磁矩.

点评：
电子自旋的概念也为理解著名的 Stern­Gerlach 实验的结果提供了关键性
的理论依据.

1 Stern­Gerlach 使用两块磁铁制备了一个沿 z轴方向非均匀的静磁场.
2 让一束处于基态的银原子 (轨道角动量 l “ 0) 沿 y轴方向射入磁场.
3 实验结果是原子束分裂为两束，最后在观测屏上出现了两条亮线.



按照经典电动力学，如果入射粒子具有内禀磁矩 µ (与粒子的位置坐标 r
无关)，则当其处于非均匀磁场时将受到沿 z轴方向的静磁力：

F “ ´rU “ ´r r´µ ¨ Bs “ e3Bz r�zBzs “ e3�z
BBz
Bz

经典物理学中，�z 连续变化，因此预期在屏上将看到银原子沿 z方向的
连续分布. 但实验结果是银原子束一分为二，表明电子的内禀磁矩沿 z
方向的分量是量子化的，只有两个可能的取值.



引用前面有关角动量算符的普遍性分析，设与电子自旋角动量相关的角
量子数为 s， 即假设自旋角动量在 z轴方向投影的可能取值为：

S3 “ msℏ; ms “ ´s; ´ s ` 1; ¨ ¨ ¨ ; s ´ 1; s

Stern­Gerlach 实验的结果是：p2s ` 1q “ 2， 故：

s “
1
2

俗称电子的自旋为 1{2.

1 电子自旋角动量在 z轴方向投影的可能取值是：

S3 “ msℏ; ms “ ˘
1
2

相应地，电子自旋角动量平方为：

S2 “ sps ` 1qℏ2 “
3
4
ℏ2



小结：
1 实验表明，同静质量、电荷等物理量一样，自旋与内禀磁矩也是表征
各种基本粒子 (电子，质子，中子等) 内禀属性的物理量.

2 粒子的自旋量子数 s只能取值半奇数或整数 (包括零)，决定了相应的
多粒子系统遵从 Fermi­Dirac 统计或 Bose­Einstein 统计.

电子自旋态波函数：

既然电子不是一个只具有位置坐标空间的三个自由度的标量粒子，它还
具有一个内禀自由度：自旋. 要对它的状态作出完全性的描写，描写电子
状态的波函数中就必须包含自旋角动量投影这个变量：

计入了自旋后电子的波函数应该是  pr; S3q.

与位置矢径 r不同，S3 只能取 ˘ℏ{2 两个离散值.



因此，应该使用二分量矩阵波函数描写电子的状态：

 pr; S3q “

„

 pr; ` ℏ{2q

 pr; ´ ℏ{2q

ȷ

此式所示的波函数称为旋量波函数.

物理诠释：

1 j pr; ` ℏ{2qj2 是电子自旋向上 (S3 “ `ℏ{2)，位置在 r处的概率密
度. 而

ż

d3x
�
�
� pr; ` ℏ{2q

�
�
�

2

表示电子自旋向上的概率.

2 j pr; ´ ℏ{2qj2 是电子自旋向下 (S3 “ ´ℏ{2)，位置在 r处的概率密
度. 而

ż

d3x
�
�
� pr; ´ ℏ{2q

�
�
�

2

表示电子自旋向下的概率.



计入自旋这个内禀自由度后，电子 (或其他自旋 s “ 1{2 的量子力学体系)
的完全波函数服从如下归一化条件：

ÿ

S3“˘ℏ{2

ż

d3x
�
�
� pr; Szq

�
�
�

2

“

ż

d3x
„

�
�
� pr; ` ℏ{2q

�
�
�

2
`

�
�
� pr; ´ ℏ{2q

�
�
�

2
ȷ

“

ż

d3x
”

 ˚pr; ` ℏ{2q;  ˚pr; ´ ℏ{2q

ı

¨

„

 pr; ` ℏ{2q

 pr; ´ ℏ{2q

ȷ

“

ż

d3x  : 

“ 1



在某些特殊情况下 (例如，哈密顿算符不含自旋变量，或者哈密顿算符可
以表示为空间坐标部分与自旋变量部分之和)，波函数可以分离变量：

 pr; S3; tq “ 'pr; tq �pS3q

讨论：

1 �pS3q 是描写自旋态的波函数，其一般形式为：

�pS3q “

„

a
b

ȷ

式中 jaj2 和 jbj2 分别表示电子 S3 “ ˘ℏ{2 的概率.

2 �pS3q 服从的归一化条件是：

jaj2 ` jbj2 “ �:� “ 1



电子的自旋角动量算符：

用 Ŝ表示电子的自旋角动量算符.

1 作为力学量算符，Ŝ必须是态矢量空间H中的线性算符、且满足厄米
条件：

Ŝ: “ Ŝ

2 作为角动量算符，Ŝ还必须满足一般角动量算符都必须服从的对易
关系：

Ŝ ˆ Ŝ “ iℏŜ

此式用笛卡尔直角坐标系中的分量算符表出，即为：

rŜi; Ŝjs “ iℏ�ijkŜk

式中下指标的取值范围是 i; j; k “ 1; 2; 3.



引进泡利算符 σ̂，

Ŝ “
ℏ
2
σ̂

则 σ̂: “ σ̂，且自旋角动量算符 Ŝ满足的对易关系可重新表达为：

r�̂i; �̂js “ 2i�ijk�̂k

此外，由于 Ŝi 的本征值只能取 ˘ℏ{2，�̂i 的本征值也就只能取值 ˘1. ù

�̂2
i “ I; pi “ 1; 2; 3:q

以上两条性质结合起来，可知泡利算符 σ̂ 的三个笛卡尔分量算符彼此反
对易：

!

�̂i; �̂j

)

“ 2�ij

1 两个算符的反对易关系定义为：
!

â; b̂
)

“ âb̂ ` b̂â



检验：
现在举例验证泡利算符满足的反对易关系. 分别取下指标 i “ 1 和 j “ 2，
则对易关系

“

�̂i; �̂j
‰

“ 2i�ijk�̂k 可写为：

�̂1�̂2 ´ �̂2�̂1 “ 2i�̂3

注意到 �̂2
1 “ I，用 �̂1 分别左乘、右乘上式，得到：

�̂2 ´ �̂1�̂2�̂1 “ 2i�̂1�̂3

�̂1�̂2�̂1 ´ �̂2 “ 2i�̂3�̂1

此二式相加，即得：

0 “ �̂1�̂3 ` �̂3�̂1 “

!

�̂1; �̂3

)

点评：
泡利算符的全部性质归纳如下：

�̂i�̂j “ �ij ` i�ijk�̂k; �̂
:
i “ �̂i



泡利表象

所谓泡利表象，指的是泡利算符的一种矩阵实现，其中 �̂3 表示为如下的
2 ˆ 2 对角矩阵：

�3 “

„

1 0
0 ´1

ȷ

显然，�3 是一个厄米矩阵，其本征值只取 ˘1 且 �2
3 “ I. 这几条性质都是

泡利分量算符必须具备的.

现在在泡利表象中求 �̂1 的矩阵实现 �1. 设，

�1 “

„

a b
c d

ȷ

考虑到 �3�1 “ ´�1�3，我们有：
„

a b
´c ´d

ȷ

“ ´

„

a ´b
c ´d

ȷ

所以，a “ d “ 0.



再考虑到厄米性要求，�:
1 “ �1，可得：c “ b˚.

最后，注意到 �2
1 “ 1 求得：

|b|2 “ 1 ù b “ ei�

这里的 �为一实参数. 习惯上取 � “ 0，故 b “ 1. 从而在泡利表象
中，

�1 “

„

0 1
1 0

ȷ

有了 �3 和 �2 后，�2 在泡利表象中的矩阵实现就由代数关系唯一地确定：

�2 “ ´i�3�1 “ ´i
„

1 0
0 ´1

ȷ „

0 1
1 0

ȷ

即：

�2 “

„

0 ´i
i 0

ȷ



为完整计，现在求泡利表象中泡利矩阵本征态的矩阵实现.

设 �I (I “ 1; 2; 3) 的本征值方程为：

�I �� “ ���

注意到 �2
I “ I，我们有：

�� “ �2
I �� “ �I

“

���
‰

“ �2�� ù � “ ˘1

即各泡利矩阵的本征值均为 ˘1.

以列矩阵 � “

” a
b

ı

和 � “

” c
d

ı

分别表示 �3 属于本征值 `1 和 ´1 的

本征态， 则有：

jaj2 ` jbj2 “ 1; jcj2 ` jdj2 “ 1; a˚c ` b˚d “ 0

且：
„

a
b

ȷ

“ � “ �3� “

„

1 0
0 ´1

ȷ „

a
b

ȷ

“

„

a
´b

ȷ



´

„

c
d

ȷ

“ ´� “ �3� “

„

1 0
0 ´1

ȷ „

c
d

ȷ

“

„

c
´d

ȷ

ù b “ c “ 0. 因此，�3 属于本征值 `1 和 ´1 的归一化本征态矩阵可以
分别取为：

� “

„

1
0

ȷ

; � “

„

0
1

ȷ

小结：

�和 � 分别是 �3 属于本征值 `1 和 ´1 的本征态：

�3� “ �; �3� “ ´�

�3 属于同一本征值的本征态矩阵是归一的、属于不同本征值的本征
态矩阵相互正交：

�:� “ �:� “ I; �:� “ �:� “ 0:



�和 � 不是 �1;2 的本征态：

�1� “ �; �1� “ �; �2� “ i�; �2� “ ´i�:

现在求泡利表象中 �1 与 �2 的本征态矩阵. 以  “

” a
b

ı

表示 �I 的某个

本征态，即：

 “ a
„

1
0

ȷ

` b
„

0
1

ȷ

“ a�` b�

若  是 �1 属于本征值 `1 的本征态，则有：

a�` b� “  “ �1 “ �1pa�` b�q “ a� ` b�

再计入归一化条件，即得：

a “ b “
1

?
2

ù  “
1

?
2

„

1
1

ȷ



若  是 �1 属于本征值 ´1 的本征态，则有：

 “
1

?
2

„

1
´1

ȷ

若  是 �2 属于本征值 `1 的本征态，则有：

 “
1

?
2

„

1
i

ȷ

若  是 �2 属于本征值 ´1 的本征态，则有：

 “
1

?
2

„

1
´i

ȷ



光子的自旋

1 与电子不同，光子的自旋不是 s “ 1{2，而是 s “ 1.

为了确信这一结论，我们现在设法写出一个自由运动的光子的薛定谔方
程.

首先需要注意的是，我们已经非常熟悉的薛定谔方程

iℏ
BΨ

Bt
“

„

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq

ȷ

Ψ

对光子不适用. 几条明显的理由是：

上述薛定谔方程仅适用于静止质量 � ‰ 0 的非相对论粒子，但光子
� “ 0 且始终以光速运动.
上述薛定谔方程中时间参数与位置坐标的地位不对等，不可能具有
洛伦兹变换下的不变性.
光子的波动性就是电磁波的波动性，不是概率波.



为了建立自由光子的量子力学基本方程，我们直接考察真空中的 Maxwell
方程组. 在没有电荷、电流存在的区域，Maxwell 方程组中的独立方程仅
有两个：

rˆ E “ ´
BB
Bt
; rˆ B “ �0�0

BE
Bt

分别取此二式的散度，回忆旋度场无散的数学定理，自然就得到 Maxwell
方程组中的另两个方程r ¨ E “ 0 与r ¨ B “ 0.

引入复场强：

Ψ “

c

�0

2
E ` i

B
?

2�0

或者等价地，

Ψ “

»

–

 1
 2
 3

fi

fl ;  a “

c

�0

2
Ea ` i

Ba
?

2�0
; pa “ 1; 2; 3q



其模平方代表电磁场的能量体密度，

�
�Ψ

�
�
2

“
1
2
�0E2 `

1
2�0

B2

不难看出：

BΨ

Bt
“

c

�0

2
BE
Bt

`
i

?
2�0

BB
Bt

“

c

�0

2
1

�0�0
rˆ B ´

i
?

2�0
rˆ E

“ ´
i

?
�0�0

rˆ

ˆ
c

�0

2
E ` i

B
?

2�0

˙

“ ´icrˆ Ψ

r ¨ Ψ “

c

�0

2
r ¨ E `

i
?

2�0
r ¨ B “ 0

这里 c “ 1{
?
�0�0 为真空中的光速. 显然，Maxwell 方程组可以等价地表

达为：

iℏ
BΨ

Bt
“ ℏcrˆ Ψ; r ¨ Ψ “ 0



为了看出第一式的物理意义，我们在 3 维位置矢量空间中取笛卡尔直角
坐标系使得Ψ “  aea. 如此，上式又可写为：

iℏ
B a

Bt
“ ´ℏc �jabBj b

引入厄米矩阵 Si pi “ 1; 2; 3q：

pSiqab “ ´i�iab

其显示的矩阵形式是：

S1 “

»

–

0 0 0
0 0 ´i
0 i 0

fi

fl ; S2 “

»

–

0 0 i
0 0 0

´i 0 0

fi

fl ; S3 “

»

–

0 ´i 0
i 0 0
0 0 0

fi

fl

可以把  a 满足的方程改写为：

iℏ
B a

Bt
“ ´iℏc pSiqabBi b “ ´iℏc pS ¨rqab b

最后一式中约定，S “ Siei.



所以，自由运动光子的波函数应采取如下列矩阵形式：

Ψ “

»

–

 1
 2
 3

fi

fl

其随时间自由演化的方程是：

iℏ
BΨ

Bt
“ ´iℏc pS ¨rqΨ; Ba a “ 0:

点评：
光子波函数的时间演化方程采取的是薛定谔方程的形式，

iℏ
BΨ

Bt
“ Ĥ Ψ

但它与 Maxwell 方程组等价，也符合相对论理论中时空平权原则.

自由光子的哈密顿算符是：

Ĥ “ ´iℏc S ¨r “ c S ¨ p̂

它恰好是零质量粒子能量、动量关系式 E “ pc的算符对应.



光子波函数模平方的计算如下：

Ψ:Ψ “

3
ÿ

a“1

�
� a

�
�
2

“
�
�Ψpr; tq

�
�
2

“
1
2
�0E2 `

1
2�0

B2

所以，jΨpr; tqj2 唯一合理的诠释是电磁场的能量体密度、而不是发现
光子的概率密度4. 换言之，光子的波动性是电磁波的波动性、并不
是概率波.
鉴于矩阵波函数 Ψ失去了概率幅的物理意义，它是不能归一化的.
事实上，体积分

ż

d3x
�
�Ψpr; tq

�
�
2

描写的是电磁场的能量 (在单光子量子力学中，它也就是一个光子的
能量).
与电子的波函数不同，光子的波函数 Ψ本身是有物理意义的(电磁场
的场强). 所以，Ψ与 ei� Ψ描写不同的光子态.

4虽然 j pr; tqj2 与发现光子的概率密度成正比，但因其具有能量密度的量纲，它并不
能直接诠释为概率密度.



t时刻在位置矢量为 r的场点处发现光子的概率密度是：

�pr; tq “
|Ψpr; tq|2

ş

d3x1 |Ψpr1; tq|2

显然，� ě 0. 在电磁场能量密度取非零值的任意场点处，光子均有
一定的概率出现. 换言之，在单光子量子力学中，位置矢径算符没
有本征态5.

Sℏ称为光子的自旋角动量算符6. 容易验证：

“

Si; Sj
‰

“ i�ijkSk; S2 “ 2:

ù 光子的自旋为 s “ 1.

5请注意： r没有资格作为位置表象中光子的位置矢径算符.
6这里的 S类似于电子自旋描写中的泡利矩阵.



附录 1 ：

因为 pSiqab “ ´i�iab，我们有：

“

Si; Sj
‰

ab “ pSiqacpSjqcb ´ pSjqacpSiqcb “ ´�iac�jcb ` �jac�icb

“ �iac�jbc ´ �ibc�jac

“ ´�ib�ja ` �ia�jb

“ �ijk�abk “ i�ijk
`

´ i�kab
˘

“ i�ijkpSkqab

亦即，
“

Si; Sj
‰

“ i�ijkSk

另一方面，

pS2qab “ pSiqacpSiqcb “ ´�iac�icb “ �ica�icb “ 2�ab

所以，S2 “ 2.



厄米矩阵 S3

S3 “

»

–

0 ´i 0
i 0 0
0 0 0

fi

fl

的本征值分别为 ms “ 1; ´ 1 与 ms “ 0. S3 属于本征值 ms “ ˘1 的本征
态矢量分别是：

Ψ1 “
1

?
2

»

–

1
i
0

fi

fl ; Ψ´1 “
1

?
2

»

–

1
´i
0

fi

fl

它们分别对应于左极化光与右极化光. S3 属于本征值 ms “ 0 的本征态矢
量是：

Ψ0 “

»

–

0
0
1

fi

fl

这是一个违反高斯约束条件r ¨ Ψ “ 0 的纵向极化光，物理上不可实现.



附录 2 ：

位置矢径 r “ xi ` yj ` zk之所以不能被看作是位置表象中光子的位置矢
径算符，其理由在于光子的波函数本质上是电磁场的场强：

Ψ “

c

�0

2
E ` i

B
?

2�0

因此它必定满足高斯定律：
r ¨ Ψ “ 0

但若以 r的分量 (例如 x) 与Ψ相乘，得到新的矢量函数Ψ 1 “ x Ψ，我们
看到：

r ¨ Ψ 1 “ rx ¨ Ψ “ i ¨ Ψ ‰ 0

即Ψ 1 不满足高斯定律，因此不是光子波函数. 既然 r的作用不是光子波
函数之间的映射，它自然没有资格作为光子量子态空间中的算符.



顿悟：

自由光子的哈密顿算符表达为：

Ĥ “ c S ¨ p̂

由此我们可以猜想：
一个零质量的相对论性标量自由粒子，其哈密顿算符为：

Ĥ “ c jp̂j

一个质量为 �的非相对论性标量自由粒子，其哈密顿算符为：

Ĥ “
p̂2

2�

一个质量为 �的非相对论性自由电子，其哈密顿算符为：

Ĥ “
1
2�

pσ ¨ p̂q
2



Q：
最后这个猜想正确吗？ 无论是否计及电子是自旋为 s “ 1{2 的旋量粒子，
习惯上我们都把非相对论性自由电子的哈密顿算符表达为

Ĥ “
p̂2

2�

这与最后那个猜想有冲突吗？



两个角动量算符的加法

量子力学体系可以有轨道角动量，也可以有自旋角动量. 通常把二者的矢
量和定义为体系的总角动量：

Ĵ “ L̂ ` Ŝ;
”

L̂i; Ŝj
ı

“ 0:

一般情形下，倘若体系同时拥有两个彼此独立的角动量算符 Ĵ1 与 Ĵ2，
“

Ĵ1i; Ĵ2j
‰

“ 0， 则可以定义二者的矢量和为体系的总角动量：

Ĵ “ Ĵ1 ` Ĵ2

总角动量算符各笛卡尔直角分量算符服从的对易关系为：
“

Ĵi; Ĵj
‰

“ iℏ�ijkĴk; ù
“

Ĵi; Ĵ2
‰

“ 0

Ĵ3 与 Ĵ2 可以拥有共同本征右矢系，

Ĵ3 jj;my “ mℏ jj;my ; Ĵ2 jj;my “ jpj ` 1qℏ2 jj;my

角量子数 j确定后，磁量子数 m “ ´j; ´ j ` 1; ¨ ¨ ¨ ; j:



我们假定组分 (component) 角动量算符
`

Ĵ13; Ĵ 2
1

˘

与
`

Ĵ23; Ĵ 2
2

˘

的本征值问
题已经解决，

Ĵa3 jja;may “ maℏ jja;may ; Ĵ 2
a jja;may “ japja ` 1qℏ2 jja;may ; pa “ 1; 2q

Q：
在给定组分角动量角量子数 j1 与 j2 的前提下，如何确定总角动量角量子
数 j的可能取值？

给定 j1 与 j2，则子希尔伯特空间Hj1j2 是 p2j1 ` 1qp2j2 ` 1q 维的. 可
把Hj1j2 的基矢量选择为对易力学量完全集合

`

Ĵ13; Ĵ 2
1 ; Ĵ23; Ĵ 2

2
˘

的共
同本征矢量：

jj1; j2;m1;m2y :“ jj1;m1y b jj2;m2y “ jj1;m1y jj2;m2y

对易力学量完全集合可以重新选择为
`

Ĵ 2
1 ; Ĵ 2

2 ; Ĵ2; Ĵ3
˘

. 约定其共同
本征矢量为：

jj1; j2; j;my



亦即：

Ĵ 2
1 jj1; j2; j;my “ j1pj1 ` 1qℏ2 jj1; j2; j;my

Ĵ 2
2 jj1; j2; j;my “ j2pj2 ` 1qℏ2 jj1; j2; j;my

Ĵ 2 jj1; j2; j;my “ jpj ` 1qℏ2 jj1; j2; j;my

Ĵ3 jj1; j2; j;my “ mℏ jj1; j2; j;my

根据态叠加原理，

jj1; j2; j;my “ Î jj1; j2; j;my

“

« j1
ÿ

m1“´j1

j2
ÿ

m2“´j2

jj1; j2;m1;m2y xj1; j2;m1;m2j

ff

jj1; j2; j;my

“
ÿ

m1;m2

jj1; j2;m1;m2y xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my

式中的 xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my 称为 Clebsch­Gordan 系数， 俗称 C­G 系
数.



现在讨论 C­G 系数的性质.

因为
Ĵ3 “ Ĵ13 ` Ĵ23 “ Ĵ13 b Î2 ` Î1 b Ĵ23

我们看到：

Ĵ3 jj1; j2;m1;m2y “

”

Ĵ13 b Î2 ` Î1 b Ĵ23

ı

jj1;m1y b jj2;m2y

“

”

Ĵ13 jj1;m1y

ı

b jj2;m2y ` jj1;m1y b

”

Ĵ23 jj2;m2y

ı

“

”

m1ℏ jj1;m1y

ı

b jj2;m2y ` jj1;m1y b

”

m2ℏ jj2;m2y

ı

“ pm1 ` m2qℏ jj1;m1y b jj2;m2y

“ pm1 ` m2qℏ jj1; j2;m1;m2y

即 jj1; j2;m1;m2y 是 Ĵ3 属于本征值 pm1 ` m2qℏ的本征右矢. 另一方
面，Ĵ3 jj1; j2; j;my “ mℏ jj1; j2; j;my. 厄米算符属于不同本征值的本征
右矢彼此正交. 所以，C­G 系数 xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my 取非零值的
必要条件是 m “ m1 ` m2.



事实上，Ĵ3 的本征值方程

Ĵ3 jj1; j2; j;my “ mℏ jj1; j2; j;my

Ĵ3 jj1; j2;m1;m2y “ pm1 ` m2qℏ jj1; j2;m1;m2y

允许我们从展开式

jj1; j2; j;my “
ÿ

m1;m2

jj1; j2;m1;m2y xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my

推论出：

mℏ
ÿ

m1;m2

jj1; j2;m1;m2y xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my

“ mℏ jj1; j2; j;my

“ Ĵ3 jj1; j2; j;my

“
ÿ

m1;m2

”

Ĵ3 jj1; j2;m1;m2y

ı

xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my

“
ÿ

m1;m2

”

pm1 ` m2qℏ jj1; j2;m1;m2y

ı

xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my



亦即：

ℏ
ÿ

m1;m2

jj1; j2;m1;m2y

”

p´m ` m1 ` m2q xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my

ı

“ 0

换言之，
pm ´ m1 ´ m2q xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my “ 0

它表明：
xj1; j2;m1;m2|j1; j2; j;my 9 �m;m1`m2

因此，jj1; j2; j;my 的展开式可重新表达为：

jj1; j2; j;my “

j1
ÿ

m1“´j1

jj1; j2;m1;m ´ m1y xj1; j2;m1;m ´ m1|j1; j2; j;my

特别地，
jj1; j2; j; jy “ jj1; j2; j1; j2y “ jj1; j1y b jj2; j2y

换言之，总角动量角量子数 j的最大取值为 jMax “ j1 ` j2: 第一个 C­G 系
数的取值为：

xj1; j2; j1; j2|j1; j2; j; jy “ �j;j1`j2



本征值方程

Ĵ3 jj1; j2;m1;m2y “ pm1 ` m2qℏ jj1; j2;m1;m2y

不仅表明 jj1; j2;m1;m2y 是总角动量第 3 分量算符 Ĵ3 的本征右矢，它
也表明 Ĵ3 是子希尔伯特空间Hj1j2 中的线性厄米算符.

事实上，Ĵ2 也是子希尔伯特空间Hj1j2 中的线性厄米算符.引入组分角动量
阶梯算符

Ĵa˘ “ Ĵa1 ˘ i Ĵa2; pa “ 1; 2q

可以把 Ĵ2 写成：

Ĵ2 “ Ĵ21 ` Ĵ22 ` 2̂J13Ĵ23 ` Ĵ1`Ĵ2´ ` Ĵ1´Ĵ2`

因此，

Ĵ2 jj1; j2;m1;m2y “

”

j1pj1 ` 1q ` j2pj2 ` 1q ` 2m1m2

ı

ℏ2 jj1; j2;m1;m2y

` ℏ2
?

A jj1; j2;m1 ` 1;m2 ´ 1y

` ℏ2
?

B jj1; j2;m1 ´ 1;m2 ` 1y



式中，

A “

”

j2pj2 ` 1q ´ m2pm2 ´ 1q

ı”

j1pj1 ` 1q ´ m1pm1 ` 1q

ı

B “

”

j2pj2 ` 1q ´ m2pm2 ` 1q

ı”

j1pj1 ` 1q ´ m1pm1 ´ 1q

ı

虽然 jj1; j2;m1;m2y 不是 Ĵ2 的本征态，但

Ĵ2 jj1; j2;m1;m2y P Hj1j2

所以，把对易力学量算符集合 p̂J21; Ĵ22; Ĵ2; Ĵ3q 的共同本征右矢 jj1; j2; j;my

按Hj1j2 的基矢系展开

jj1; j2; j;my “

j1
ÿ

m1“´j1

jj1; j2;m1;m ´ m1y xj1; j2;m1;m ´ m1|j1; j2; j;my

无疑是合理的.



总角动量角量子数 j所有可能的取值是：

j “ jj1 ´ j2j; jj1 ´ j2j` 1; ¨ ¨ ¨ ; j1 ` j2 ´ 1; j1 ` j2:

亦即 jmin “ jj1 ´ j2j:这可通过计算子空间Hj1j2 的维数证明. 基矢量
jj1; j2;m1;m2y 的总数显然是 p2j1 ` 1qp2j2 ` 1q. 所以，

p2j1 ` 1qp2j2 ` 1q “

j1`j2
ÿ

j“jmin

p2j ` 1q

“ 2
j1`j2
ÿ

j“jmin

j `

j1`j2
ÿ

j“jmin

1

“ rpj1 ` j2q ` jmins rpj1 ` j2q ´ jmin ` 1s ` rpj1 ` j2q ´ jmin ` 1s

“ rpj1 ` j2 ` 1q ` jmins rpj1 ` j2 ` 1q ´ jmins

“ pj1 ` j2 ` 1q2 ´ pjminq2

化简得 pjminq2 “ pj1 ´ j2q2. 亦即：

jmin “ jj1 ´ j2j



在角动量合成问题中常需要计算 C­G 系数. 一般原则是使用阶梯算
符

Ĵ˘ “ Ĵ1˘ ` Ĵ2˘

于 Ĵ3 的最高本征值态 jj1; j2; j; jy，逐次计算出各个 C­G 系数.
例如，由

jj1; j2; j; jy “ �j;j1`j2 jj1; j1y b jj2; j2y “ �j;j1`j2 jj1; j2; j1; j2y

知xj1; j2; j1; j2|j1; j2; j; jy “ �j;j1`j2 . 使用降算符作用于上式，我们有：

jj1; j2; j; j ´ 1y “ �j;j1`j2

«d

j1
j
jj1; j2; j1 ´ 1; j2y `

d

j2
j
jj1; j2; j1; j2 ´ 1y

ff

结合 jj1; j2; j; j ´ 1y 与 jj1; j2; j ´ 1; j ´ 1y 的正交性，我们又有：

jj1; j2; j ´ 1; j ´ 1y “ �j;j1`j2

«d

j2
j
jj1; j2; j1 ´ 1; j2y ´

d

j1
j
jj1; j2; j1; j2 ´ 1y

ff

如此就又确定出了四个 C­G 系数.



电子轨道角动量与自旋角动量的加法

倘若同时计及电子的轨道角动量 L与自旋角动量 S，则需要引入电子的
总角动量算符 Ĵ “ L̂ ` Ŝ. 对易力学量完全集合有两种不同的选择：

1 CSCO 可选择为 pL̂2; L̂3; Ŝ3q.
2 CSCO 也可以重新选择为 pL̂2; Ĵ2; Ĵ3q.

因为

Ĵ2 “ L̂2 ` Ŝ2 ` 2L̂ ¨ Ŝ “ L̂2 ` ℏL̂ ¨ σ̂ `
3
4
ℏ2

我们看到虽然
“

Ĵ2; L̂3
‰

‰ 0，
“

Ĵ2; �̂3
‰

‰ 0，但确有：
“

Ĵ2; L̂2‰

“
“

Ĵ2; Ĵ3
‰

“ 0

所以，存在着算符集合 pL̂2; Ĵ2; Ĵ3q 的共同本征态. 在 pL3; S3q 表象中，此
共同本征态可以表示为列矩阵：

Ψp�; �; S3q “

„

 1p�; �q

 2p�; �q

ȷ



1 Ψ是 L̂2 的本征态：
L̂2Ψ “ lpl ` 1qℏ2Ψ

意味着：

L̂2 1 “ lpl ` 1qℏ2 1; L̂2 2 “ lpl ` 1qℏ2 2:

即矩阵元  1 和  2 都应是 L̂2 的属于同一本征值的本征态.

2 要求 Ψ为 Ĵ3 的本征态
Ĵ3Ψ “ mjℏΨ

意味着：

L̂3

„

 1
 2

ȷ

`
ℏ
2

„

1 0
0 ´1

ȷ „

 1
 2

ȷ

“ mjℏ
„

 1
 2

ȷ

所以，
L̂3 1 “ pmj ´ 1{2qℏ 1; L̂3 2 “ pmj ` 1{2qℏ 2

即  1 和  2 都应是 L̂3 的本征态，但相应的本征值相差 ℏ.



所以，Ψ应该更准确地写为：

Ψp�; �; S3q “

„

aYlmp�; �q

bYl;m`1p�; �q

ȷ

显然，Ψ已经是 L̂2 和 Ĵ3 的共同本征态：

L̂2Ψ “ lpl ` 1qℏ2Ψ; Ĵ3Ψ “ pm ` 1{2qℏΨ

式中m “ mj ´ 1{2.

最后，要求 Ψp�; �; S3q 也是 Ĵ2 的本征态. 在 pL3; S3q 表象中，

Ĵ2 “ L̂2 `
3
4
ℏ2 ` ℏ�aL̂a

“

„

L̂2 ` 3
4ℏ

2 ` ℏL̂3 ℏL̂´

ℏL̂` L̂2 ` 3
4ℏ

2 ´ ℏL̂3

ȷ

式中 L̂˘ “ L̂1 ˘ iL̂2.



L̂˘ “ L̂1 ˘ iL̂2

是用轨道角动量算符构造出来的阶梯算符. 不难验证:
“

L̂3; L̂˘

‰

“ ˘L̂˘

从而

L̂3L̂˘Ylm “
“

L̂3; L̂˘

‰

Ylm ` L̂˘L̂3Ylm
“ ˘L̂˘Ylm ` mL̂˘Ylm
“ pm ˘ 1q L̂˘Ylm

即
L̂˘Ylm „ Yl;m˘1

事实上，此关系式可以表达成如下重要等式：

L̂˘Ylm “ ℏ
a

pl ˘ m ` 1qpl ¯ mq Yl;m˘1



证明如下. L̂2 算符可表达为：

L̂2 “ L̂2
1 ` L̂2

2 ` L̂2
3

“ pL̂1 ` iL̂2qpL̂1 ´ iL̂2q ` i
“

L̂1; L̂2
‰

` L̂2
3

“ L̂`L̂´ ´ ℏL̂3 ` L̂2
3

设
L̂˘ Ylm “ ap˘q

lm ℏ Yl;m˘1

我们有：
lpl ` 1qYlm “ ap´q

lm ap`q

l;m´1Ylm ´ mYlm ` m2Ylm

从而，
ap´q

lm ap`q

l;m´1 “ lpl ` 1q ´ mpm ´ 1q

注意到 L̂:
` “ L̂´ 且 Y˚

lm “ Yl;´m， 若约定系数 ap˘q

lm 取实数，则有：

L̂:
` Y˚

lm “ ap`q

lm ℏ Y˚
l;m`1; ù L̂´ Yl;´m “ ap`q

lm ℏ Yl;´m´1



把上面的第二式与 L̂´ Ylm “ ap´q

lm ℏ Yl;m´1 做比较，可知：

ap´q

lm “ ap`q

l;´m

因此决定系数 ap˘q

lm 的方程又可以写为：

ap`q

l;´ma
p`q

l;m´1 “ lpl ` 1q ´ mpm ´ 1q

1 简单的观察可知：mpm ´ 1q 具有 m ù p1 ´ mq 变换下的不变性. 这
个不变性暗示我们 ap`q

l;´m “ ap`q

l;m´1，故可以把上式改写为：

”

ap`q

l;m´1

ı2
“ lpl ` 1q ´ mpm ´ 1q

ù ap´q

lm “ ap`q

l;´m “ ap`q

l;m´1 “
a

lpl ` 1q ´ mpm ´ 1q

所以，

ap˘q

lm “
a

lpl ` 1q ´ mpm ˘ 1q “
a

pl ˘ m ` 1qpl ¯ mq



使用 L̂˘ 的作用规则，我们得到：

jpj ` 1qℏ2
„

aYlm
bYl;m`1

ȷ

“ jpj ` 1qℏ2Ψ “ Ĵ2 Ψ

“

„

L̂2 ` 3
4ℏ

2 ` ℏL̂3 ℏL̂´

ℏL̂` L̂2 ` 3
4ℏ

2 ´ ℏL̂3

ȷ „

aYlm
bYl;m`1

ȷ

“ ℏ2

»

—

—

–

!

arlpl ` 1q ` 3{4 ` ms ` b
a

pl ´ mqpl ` m ` 1q

)

Ylm

!

a
a

pl ` m ` 1qpl ´ mq ` brlpl ` 1q ´ 1{4 ´ ms

)

Yl;m`1

fi

ffi

ffi

fl

所以：
„

lpl ` 1q `
3
4

` m ´ jpj ` 1q

ȷ

a `
a

pl ´ mqpl ` m ` 1q b “ 0

a

pl ´ mqpl ` m ` 1q a `

„

lpl ` 1q ´
1
4

´ m ´ jpj ` 1q

ȷ

b “ 0

此乃未知数 a; b的线性齐次方程组，它们有非平凡解得条件是：



ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lpl ` 1q ` 3{4 ` m ´ jpj ` 1q
a

pl ´ mqpl ` m ` 1q
a

pl ´ mqpl ` m ` 1q lpl ` 1q ´ 1{4 ´ m ´ jpj ` 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

于是，总角动量量子数的可能取值只能是：

j “ l ˘ 1{2

求 Ψ ：

考虑 j “ l ` 1{2. 此时，

a
b

“

c

l ` m ` 1
l ´ m

力学量集合
!

L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的 (归一化了的) 共同本征函数为：

Ψp�; �; S3q “
1

?
2l ` 1

„ ?
l ` m ` 1 Ylm?
l ´ m Yl;m`1

ȷ



或者等价地，

Ψljmj “
1

?
2j

„ a

j ` mj Yj´1{2;mj´1{2
a

j ´ mj Yj´1{2;mj`1{2

ȷ

考虑 j “ l ´ 1{2. 此情形下，

a
b

“ ´

c

l ´ m
l ` m ` 1

力学量集合
!

L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的 (归一化了的) 共同本征函数为：

Ψp�; �; S3q “
1

?
2l ` 1

„

´
?
l ´ m Ylm?

l ` m ` 1 Yl;m`1

ȷ

或者等价地，

Ψljmj “
1

?
2j ` 2

„

´
a

j ´ mj ` 1 Yj´1{2;mj´1{2
a

j ` mj ` 1 Yj´1{2;mj`1{2

ȷ

在 l “ 0 的特殊情况下，根本不存在自旋、轨道耦合，此时总角动量
就是粒子的自旋.
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有心力场

物理学中广泛遭遇处理质点或粒子在中心力场中运动的问题. 例如：

Vprq “ ´
1

4��0
Ze2

r

中心力场的特点是：
Vprq “ Vprq

经典力学中，在中心力场 Vprq 中运动的质点的轨道角动量 L “ r ˆ p是守
恒量：

dL
dt

“
dr
dt

ˆ p ` r ˆ
dp
dt

“ mv ˆ v ´ r ˆ ∇Vprq

“ ´rper ˆ erq
dVprq
dr

“ 0



考虑到 L ¨ r “ L ¨ p “ 0，而 L又是守恒量，质点在中心力场中的运动必为
平面运动. 平面的法线方向就是其轨道角动量 L的方向.

那么，在量子力学中情形如何呢？

角动量算符与径向薛定谔方程：
设质量为 �的粒子在中心力场 Vprq 中运动，体系的哈密顿算符表为：

Ĥ “
p̂2

2�
` Vprq “ ´

ℏ2

2�
∇2 ` Vprq

现在证明在中心力场中运动的量子力学粒子的轨道角动量算符是守恒量
算符.采用笛卡尔直角坐标系，L̂i “ �imnx̂mp̂n，利用量子力学基本对易关系
知：

rL̂i; p̂2s “ rL̂i; p̂jp̂js
“ �imnrxm; p̂jp̂jsp̂n
“ 2iℏ�imn�mjp̂jp̂n
“ 2iℏ�ijnp̂jp̂n “ 0



且：
“

L̂; Vprq
‰

“ ei�ijkxjrp̂k; Vprqs “ ´iℏei�ijkxjBkVprq “ ´iℏr ˆ ∇Vprq

“ ´iℏpr ˆ erq
dVprq
dr

“ 0

所以，对于在中心力场中运动的量子力学体系而言，其轨道角动量算符是
守恒量算符：

“

L̂; Ĥ
‰

“ 0

回忆力学量系综平均值随时间演化遵从的规律：

d
dt

A

Ô
E

Ψ
“

C

BÔ

Bt

G

Ψ

`
1
iℏ

A”

Ô; Ĥ
ıE

Ψ

点评：
由于 L̂的各个分量算符都是守恒量算符，而各分量算符彼此不对易，
在中心力场中运动的粒子的能级一般有简并.

那么，怎样解除体系能级的简并呢？



考虑到中心力场中 L̂2 也是守恒量，而且与 L̂的各个分量算符都对易，因
此体系的力学量完全集合可以选取为

!

Ĥ; L̂2; L̂3

)

即能量本征态同时也取为 L̂2 与 L̂3 的共同本征函数.

为了实现这一设想，现将中心力场情形下粒子的哈密顿算符用球坐标表
出。注意到对任一波函数 Ψ，我们有：

p̂2Ψ “ ´ℏ2∇2Ψ “ ´ℏ2∇ ¨

ˆ

erBrΨ `
1
r
e�B�Ψ `

1
r sin �

e�B�Ψ

˙

“ ´ℏ2
” er
r2 sin �

¨ ∇
`

r2 sin �BrΨ
˘

`
e�

r sin �
¨ ∇psin �B�Ψq

`
e�
r

¨ ∇
ˆ

B�Ψ

sin �

˙ȷ

“ ´ℏ2
„

1
r2

Brpr2BrΨq `
1

r2 sin �
B�psin �B�Ψq `

1
r2 sin2 �

B2
�Ψ

ȷ



回忆在球坐标系里，

L̂2 “ ´ℏ2
„

1
sin �

B�psin �B�q `
1

sin2 �
B2
�

ȷ

上式等价地写为：

p̂2 “ ´
ℏ2

r2
Brpr2Brq `

L̂2

r2
“ ´ℏ2

ˆ

B2
r `

2
r

Br

˙

`
L̂2

r2
“ ´

ℏ2

r
B2
r r `

L̂2

r2

因此，中心力场中粒子的能量本征值方程可表为：
«

´
ℏ2

2�r
B2
r r `

L̂2

2�r2
` Vprq

ff

 Epr; �; �q “ E  Epr; �; �q

方程左端第二项称为离心势能（centrifugal potential），第一项可称为径向动
能算符.



在中心力场情形下既然可以将能量本征函数取为 tĤ; L̂2; L̂3u 的共同本
征函数，则应有：

 Epr; �; �q “ Rlprq Ylmp�; �q

式中 Ylmp�; �q 是球谐函数，它是 tL̂2; L̂3u 的共同本征函数. 量子数
l “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨，m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨ ;˘l.

于是，径向波函数 Rlprq 须满足的方程是：
„

1
r
d2

dr2
r `

2�
ℏ2 pE ´ Vprqq ´

lpl ` 1q

r2

ȷ

Rlprq “ 0

倘若进行如下波函数替换，

Rlprq “
�lprq
r

则新的径向波函数 �lprq 须满足方程：

�2
l prq `

„

2�
ℏ2 pE ´ Vprqq ´

lpl ` 1q

r2

ȷ

�lprq “ 0



讨论：
1 不同中心力场中粒子的定态波函数的差别仅在于径向波函数 Rlprq
或 �lprq，它们取决于势场 Vprq 的具体形式. 因此，中心力场的核心
问题就是在适当的边界条件下求解径向薛定谔方程.

2 径向薛定谔方程与磁量子数 m无关.所以，中心力场中粒子能级的简
并度一般为 p2l ` 1q.

3 两个典型的有心力场量子力学体系是：

Vprq “
�

r
; Vprq “

1
2
�!2r2

径向波函数在 r Ñ 0 邻域的渐近行为：
假定：

lim
rÑ0

r2Vprq “ 0

在此条件下，径向薛定谔方程在 r Ñ 0 的邻域可以近似写为：

R2
l prq `

2
r
R1

l prq ´
lpl ` 1q

r2
Rlprq “ 0



r “ 0 是此方程的正则奇点. 在其邻域内，可设

Rlprq „ rs

代入到前述方程得到：

sps ` 1q ´ lpl ` 1q “ 0 ù s “ l; ´ pl ` 1q:

因此，当 r „ 0，或者有：
Rlprq „ rl

或者有：

Rlprq „
1

rl`1

警示：
需要强调指出的是：r „ 0 处只有 Rlprq „ rl 的解才是物理上可以接受的
径向波函数.



理由：

按照波函数的概率诠释，在任何体积元中找到粒子的概率

�
�
� Eprq

�
�
�

2
d3x „ R2

l prqr2

都应为有限值.

1 当 l ě 1 时，Rlprq „ r´pl`1q 的解必须抛弃.

2 至于 l “ 0 情形下的“解”R0prq „ r´1，由于

∇2 1
r

“ ´4��prq

它实际上并不是 Schrödinger 方程的解.



氢原子

量子力学最引人瞩目的成就之一是对氢原子光谱和元素周期律给予了相
当圆满的理论说明.

氢原子的原子核是一个质子，核外只有一个电子. 按照经典电动力学，
电子与质子之间的静电势能为 (取高斯单位制)，

Vprq “ ´
e2

r

这是一种中心力场. 所以，氢原子中电子的能量本征函数是:

 Epr; �; �q “
�lprq
r

Ylmp�; �q

其中，径向波函数 �lprq 服从方程

�2
l prq `

„

2�
ℏ2

ˆ

E `
e2

r

˙

´
lpl ` 1q

r2

ȷ

�lprq “ 0



原子单位制

为求解氢原子薛定谔方程方便计，定义原子单位制：

ℏ “ e “ � “ 1

注意到普通单位制 (例如 SI 与高斯制) 中出现的基本力学量只有质量M、
长度 L与时间 T,

1 采用了原子单位制后，所有力学量都无量纲化了.

问题： 怎样从原子单位制重新返回到普通单位制 ？

在普通单位制里，

rℏs “ ML2T´1; r�s “ M; res “ M
1
2L

3
2T´1

按照此三个物理量幂次的乘积构造一个新的物理量 Ω “ ℏx�yez, 则其量
纲显然为：

rΩs “ Mx`y`z{2L2x`3z{2T ´x´z



1 若要求 Ω “ a具有长度的量纲，则

x ` y ` z{2 “ 0; 2x ` 3z{2 “ 1; ´ x ´ z “ 0

其解为 x “ 2; y “ ´1; z “ ´2. 因此，

a “
ℏ2

�e2
« 0:53 ˆ 10´10米

原子单位制中的无量纲长度欲返回到普通单位制，须乘上此 a (玻尔
半径).

2 若要求 Ω “ E 具有能量的量纲，则

x ` y ` z{2 “ 1; 2x ` 3z{2 “ 2; ´ x ´ z “ ´2

其解为 x “ ´2; y “ 1; z “ 4. 因此，

E “
�e4

ℏ2 « 27:21 电子伏特

原子单位制中无量纲能量欲返回到普通单位制，须乘以 E .



在高斯单位制基础上进一步采取原子单位制，可把氢原子的径向薛定谔
方程简化为：

�2
l prq `

„

2E `
2
r

´
lpl ` 1q

r2

ȷ

�lprq “ 0

显然，r “ 0 和 r “ 8 是此方程的两个奇点.

1 如前分析，径向方程在奇点 r “ 0 邻域的渐近行为是：

�lprq „ rl`1

2 若 r Ñ 8，径向薛定谔方程简化为：

�2
l prq ` 2E �lprq “ 0

以下仅限于讨论束缚态情形，即要求波函数 �lprq 在 r Ñ 8 处有界.
如此必有 E ă 0. 上述方程满足束缚态边界条件的解是：

�lprq „ e´�r ; � “
?

´2E ą 0



洞悉了径向波函数在两奇点附近的渐近行为之后，我们可以将径向薛定
谔方程的精确解设为：

�lprq “ rl`1e´�ruprq

待定函数 uprq 须满足渐近条件 uprq|r„0 Ñ 有限值. 代入径向方程，可得：

ru2 ` r2pl ` 1q ´ 2�rsu1 ´ 2rpl ` 1q� ´ 1su “ 0

进一步引入无量纲坐标 � “ 2�r，将此方程改写为：

�
d2u
d�2 ` r2pl ` 1q ´ �s

du
d�

´

„

pl ` 1q ´
1
�

ȷ

u “ 0

这是一个特殊的合流超几何方程. 将其与标准形式比较，

�
d2u
d�2 ` p
 ´ �q

du
d�

´ �u “ 0

我们看到：
 “ 2pl ` 1q ě 2（正整数），� “ l ` 1 ´ 1
�
.



现在尝试求合流超几何方程

�
d2u
d�2 ` p
 ´ �q

du
d�

´ �u “ 0

在 � “ 0 邻域内的级数解. � “ 0 是方程的正则奇点，我们把方程试探解
的形式取为

up�q “

`8
ÿ

j“0
cj�j`s; c0 ‰ 0

实参数 s称为解的指数，待定. 从而有：

du
d�

“

`8
ÿ

j“0
pj ` sqcj�j`s´1 “ sc0�s´1 `

`8
ÿ

j“0
pj ` s ` 1qcj`1�

j`s;

d2u
d�2 “ sps ´ 1qc0�s´2 `

`8
ÿ

j“0
pj ` s ` 1qpj ` sqcj`1�

j`s´1



把这几式代回到合流超几何方程中，可知：

0 “ sp
 ` s ´ 1qc0�s´1

`

`8
ÿ

j“0
�j`s “p
 ` j ` sqpj ` s ` 1qcj`1 ´ p�` j ` sqcj

‰

所以，确定指数 s及系数递推关系的方程分别是：

sp
 ` s ´ 1q “ 0

和

cj`1 “
p�` j ` sq

pj ` s ` 1qp
 ` j ` sq
cj; j “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

指数 s的取值有两个，s “ 0 或者 s “ 1 ´ 
. 
 “ 1 情形下 s的两个取值相
同，均为 s “ 0. 
 ‰ 1 情形下 s “ 1 ´ 
 对应的解 up�q 会修改径向波函数
�lprq 在 r „ 0 处的渐近行为，应舍去. 故取 s “ 0，仅考虑合流超几何方程
如下形式的级数解：

up�q “

`8
ÿ

j“0
cj�j



级数解中，系数间的递推关系为：

cj`1 “
�` j

pj ` 1qp
 ` jq
cj; j “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

所以，

c1 “
�



c0

c2 “
�` 1

2p
 ` 1q
c1 “

�p�` 1q

2
p
 ` 1q
c0

c3 “
�` 2

3p
 ` 2q
c2 “

�p�` 1qp�` 2q

3!
p
 ` 1qp
 ` 2q
c0

c4 “
�` 3

4p
 ` 3q
c3 “

�p�` 1qp�` 2qp�` 3q

4!
p
 ` 1qp
 ` 2qp
 ` 3q
c0

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨



因此，合流超几何方程在 � “ 0(即 r „ 0) 邻域内有界的严格解为合流超
几何函数 Fp�; 
; �q:

up�q “ Fp�; 
; �q

“ 1 `
�



� `

�p�` 1q


p
 ` 1q

�2

2!
`
�p�` 1qp�` 2q


p
 ` 1qp
 ` 2q

�3

3!
` ¨ ¨ ¨

“

`8
ÿ

k“0

ck
�k

k!
; ck “

�` k ´ 1

 ` k ´ 1

ck´1; c0 “ 1:

不难看出：

此级数解只有当 
 ‰ 0 或不等于负整数时才有意义.
� Ñ 8 时此级数解的行为取决于 k „ 8 的项. 注意到 k „ 8 时有
ck « ck´1，即：

Fp�; 
; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�Ñ8

„

`8
ÿ

k“K

�k

k!
„ e�

于是，此级数解给出的 up�q 不能保证径向波函数 �lprq 满足 r Ñ 8

处的束缚态边界条件.



对于束缚态，必须要求解 Fp�; 
; �q 中断为一个多项式. 显然，只有
当 �取零或负整数时才能满足此要求：

� “ l ` 1 ´
1
�

“ ´nr; nr “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

利用 nr 可以重新定义一个正整数 n，称为主量子数：

n “ nr ` l ` 1; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ :

如此则 � “ 1{n，即氢原子中电子的能量本征值是量子化的：

E “ ´
1
2
�2 “ ´

1
2n2 ; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ :

添上能量的原子单位（�e4{ℏ2），即得：

En “ ´
�e4

2ℏ2
1
n2 “ ´

e2

2a
1
n2

式中 a :“ ℏ2{�e2 称为 Bohr 半径. 此式是著名的 Bohr 氢原子能级公式.



讨论：

1 能级的简并度. 对于给定的能级 En（即给定主量子数 n），角量子数 l
只能有如下 n可能的取值：

l “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; n ´ 1:

联想到对于每一角量子数 l，磁量子数 m有 p2l ` 1q 个可能值. 因此，
氢原子中电子 (计及其自旋) 属于能级 En 的本征量子态  nlmpr; �; �q

总数为:

dn “ 2
n´1
ÿ

l“0

p2l ` 1q “ 2n2

这就是氢原子能级 En 的简并度.
2 氢原子的束缚态能量本征函数的完整表达式是：

 nlmpr; �; �q “ Rnlprq Ylmp�; �q

其中径向波函数 Rnlprq “ �nlprq{r表为，

Rnlprq “ Nnl �
le´�{2 Fp´n ` l ` 1; 2l ` 2; �q



几点解释：

波函数表达式里出现的 �是电子无量纲的径向位置坐标. 在国际单
位制中，� “ 2r{n. 回归普通单位制后，

� “
2r
na

Nnl 是波函数的归一化常数，

Nnl “
2

a3{2n2p2l ` 1q!

d

pn ` lq!
pn ´ l ´ 1q!

它可以保证：
ż 8

0
rRnlprqs2r2dr “ 1

或者等价地，
ż 8

0
r�nlprqs2dr “ 1



合流超几何多项式 Fp´n ` l ` 1; 2l ` 2; �q 本质上就是著名的缔合拉
盖尔 (Laguerre) 多项式：

Fp´n ` l ` 1; 2l ` 2; �q „ L 2l`1
n´l´1p�q

二者的区别仅仅在于相差一个整体的比例系数 (从而导致波函数的
归一化常数不同). 缔合拉盖尔多项式可表为：

L
p
q´pp�q “ p´1qp

dq

d�q
Lqp�q

此处 Lqp�q 是所谓 q阶的拉盖尔多项式：

Lqp�q :“ e�
dq

d�q
p�qe´�q



点评：

不计电子自旋时，氢原子哈密顿算符 Ĥ的本征值

En “ ´�e4{2ℏ2 n2

的简并度是 n2. 换言之，存在着 n2 个相互正交的能量本征函数

 nlm “ RnlprqYlmp�; �q

与 En 对应. 但是，包括 Ĥ在内的对易力学量算符集合 tĤ; L̂2; L̂3u

的任意一组本征值

En “ ´�e4{2ℏ2 n2; lpl ` 1qℏ2; mℏ

与三者的共同本征函数  nlm “ RnlprqYlmp�; �q 之间却有着一一对应
的关系. 因此，

!

Ĥ; L̂2; L̂3

)

形成了描写氢原子 (不计电子自旋时) 束缚态的一组相容力学量算符
完全集合.



氢原子中最低的几条能级的径向波函数如下. 基态 (n “ 1)：

R10prq “
2

a3{2 e
´r{a

第一激发态 (n “ 2)：

R20prq “
1

?
2a3{2

´

1 ´
r
2a

¯

e´r{2a

R21prq “
r

2
?

6a5{2
e´r{2a

径向位置概率分布： 　按照波函数的概率诠释，若氢原子处于定态
 nlmpr; �; �q，则在 pr; r ` drq 球壳中找到电子的概率为：

r2dr
ż

dΩ
ˇ

ˇ

ˇ
 nlmpr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

2
“ rRnlprqs2r2dr “ r�nlprqs2dr

其中 l “ n ´ 1 的态，波函数无节点，称为“圆轨道”. 此情形下，

� “ l ` 1 ´
1
�

“ pn ´ 1q ` 1 ´ n “ 0; ù up�q “ 1



所以，
�n;n´1prq „ rne´r{na

概率的径向分布曲线 |�n;n´1prq|2 的极大值所在的径向位置为：

rn “ n2a ; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ :

证明如下:

0 “
d
dr

ˇ

ˇ�n;n´1prq
ˇ

ˇ

2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“rn
“

d
dr

`

r2ne´2r{na˘
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“rn

“ 2r2nn e´2rn{na
ˆ

n
rn

´
1
na

˙

ù rn “ n2a

点评：
rn “ n2a称为氢原子中电子的最可几半径. 尽管在量子力学中电子
并无严格的轨道，理论上只能给出电子位置的分布概率，但最可几
半径与 Bohr 旧量子论给出的电子轨道半径完全相同.
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概率密度分布随角度的变化：

若氢原子处于定态  nlmpr; �; �q，在 p�; �q 方向的立体角中找到电子
的概率为：

ˇ

ˇYlmp�; �q
ˇ

ˇ

2dΩ „
ˇ

ˇPml pcos �q
ˇ

ˇ

2 dΩ

它与方位角 �无关. 因此，概率密度分布关于绕 z轴的旋转是对称
的.

回忆缔合勒让德多项式 Pml pcos �q 的表达式：

P0
0pcos �q “ 1

P0
1pcos �q “ cos �

P˘1
1 pcos �q “ sin �{

?
2

我们看到：s轨道 (l “ 0) 的角分布是球对称的，而 p轨道 (l “ 1) 的角
分布呈哑铃状.
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电流密度矢量与磁矩： 　

当氢原子处于定态  nlmpr; �; �q，电子的电流密度矢量由下式给出：

j “
ieℏ
2�

„

 ˚
nlm∇ nlm ´  nlm∇ ˚

nlm

ȷ

现在计算 j的各分量. 采用球坐标系，如此

∇ “ erBr `
1
r
e�B� `

1
r sin �

e�B�

注意到  nlmpr; �; �q 的径向因子 Rnlprq 与 �­因子 Pml pcos �q 都是实函
数，所以：

jr “ j� “ 0

但电子绕 z轴的环电流密度 j� 不为零：

j� “
ieℏ

2�r sin �

„

 ˚
nlmB� nlm ´  nlmB� 

˚
nlm

ȷ

“
ieℏ

2�r sin �
2im| nlm|2



现在求电子轨道磁矩. 按照经典电动力学，

M “
1
2c

ż

d3x r ˆ jprq

“
1
2c

ż

d3x rj� per ˆ e�q “
eℏm
2�c

ż

d3x
e�

sin �

ˇ

ˇ nlm
ˇ

ˇ

2

式中的积分是在全空间进行的. 注意到

e� “ B�er “ ´ sin �k ` cos � cos�i ` cos � sin�j

以及 | nlm|2 本质上与方位角 �无关，我们看到磁矩在 x; y轴方向无投影：

M “ ´
eℏm
2�c

k
ż

d3x
ˇ

ˇ nlm
ˇ

ˇ

2
“ ´

eℏm
2�c

k

最后一步使用了波函数的归一化条件. 所以，

M3 “ ´
eℏm
2�c

“ ´�Bm

�B “ eℏ
2�c 称为 Bohr 磁子. 显然，磁矩与量子数 m有关. 对于 s态，

l “ m “ 0，磁矩为零 (实际上电流密度矢量亦为零).



点评：

1 可以定义电子的轨道磁矩算符

µ̂l “ ´
e

2�c
L̂

把上面计算出的电子轨道磁矩M解读为 µ̂l 在量子态  nlm 下的系综
平均值.

2 倘若计及电子自旋，也可以定义电子的自旋磁矩算符

µ̂s “ ´
e
�c

Ŝ

请注意它与轨道磁矩的差别 (理由见下一节).
3 原子物理学中常常把磁矩 µJ 与相应角动量 J的比值称为回转磁比
率，并引入g因子加以描述：

µ̂J “
ge

2�c
Ĵ

对于氢原子中电子而言，gl “ 1; gs “ 2.



讨论：

本章的结果对于类氢离子：

He`; Li``; Be```

等也都适用，只需将氢原子之原子核电荷量 e替换为类氢离子之原
子核电荷量 Ze即可. 类氢离子的玻尔能级公式是：

En “ ´
�e4Z2

2ℏ2n2 ; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ :

量子电动力学中常引入如下无量纲常数

� “
e2

ℏc
«

1
137:036

« 0:0073

刻画电磁相互作用的强度. 据此，可以把类氢离子的玻尔能级公式
改写为如下容易记忆的表达式：

En “ ´
Z2�2

2n2 �c2 ; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨



数学补遗：Frobenius­Fuchs Theorem

Consider
d2ypxq
dx2 ` ppxq

dypxq
dx

` qpxqypxq “ 0

1 If ppxq and qpxq are regular at x “ a, the equation possesses two distinct
solutions of the form:

ypxq “

`8
ÿ

n“0
cnpx ´ aqn; c0 ‰ 0

2 If ppxq and qpxq are singular at x “ a, but xppxq and x2qpxq are regular at
x “ a, then there will always be at least one solution of the equation of the
form:

ypxq “

`8
ÿ

n“0
cnpx ´ aqn`s; c0 ‰ 0

The outstanding parameter s is called an index of the solution.



专题：电磁学物理量在普通单位制之间的转换

电磁学中经常使用的普通单位制有两种：国际单位制和高斯单位制. 电
磁学的基本规律是麦克斯韦方程组、洛伦兹力公式与电荷守恒定律. 麦
克斯韦方程组在两种单位制下分别表示为：

1 国际单位制：

∇ ¨ E “ �{�0; ∇ ˆ E “ ´
BB
Bt
;

∇ ¨ B “ 0; ∇ ˆ B “ �0j ` �0�0
BE
Bt

2 高斯单位制：

∇ ¨ Eg “ 4��g; ∇ ˆ Eg “ ´
1
c

BBg

Bt
;

∇ ¨ Bg “ 0; ∇ ˆ Bg “
4�
c
jg `

1
c

BEg

Bt

式中 c “ 1{
?
�0�0 是真空中的光速.



比较以上两组方程，不难看到所涉及的电磁场量在两种单位制间的转换
关系为：

E “
Eg

?
4��0

; B “

c

�0

4�
Bg; � “

a

4��0 �g; j “
a

4��0 jg

作为上式的一个推论，带电粒子的电荷量在两种单位制间的联系是：

q “
a

4��0 qg

电磁场是规范场，可以引入规范势描写. 在两种单位制中，规范势
pA; �q 和 pAg; �gq 的定义式分别是：

B “ ∇ ˆ A; E “ ´∇�´
BA
Bt

与

Bg “ ∇ ˆ Ag; Eg “ ´∇�g ´
1
c

BAg

Bt



显然：

A “

c

�0

4�
Ag; � “

�g
?

4��0

下面考虑这些转换关系的一些应用.

带电粒子机械动量 p与正则动量 P之间的关系. 在国际单位制中，
倘若电荷量为 q的带电粒子在规范势为 pA; �q 的外电磁场中运动，
则有：

p “ P ´ qA

过渡到高斯单位制，

p “ P ´
a

4��0 qg

c

�0

4�
Ag “ P ´

?
�0�0 qgAg

亦即：
p “ P ´

qg
c
Ag



电荷守恒定律. 电荷守恒定律在国际单位制中表达为：

B�

Bt
` ∇ ¨ j “ 0

过渡到高斯制，我们有：

0 “
B

Bt

´

a

4��0 �g
¯

` ∇ ¨

´

a

4��0 jg
¯

亦即，
B�g

Bt
` ∇ ¨ jg “ 0

洛伦兹力公式. 外电磁场施加给电荷电流体系的洛伦兹力密度矢量
在国际单位制中表达为：

f “ �E ` j ˆ B

过渡到高斯制，我们有：

f “ �gEg `
1
c
jg ˆ Bg



带电粒子在静电场中的有效势能. 静电场是保守力场. 带电粒子与静
电场之间的相互作用可以用静电势能 V描写. 在
国际单位制中，

V “ q�

过渡到高斯制：

V “
a

4��0qg
�g

?
4��0

“ qg�g

特别地，对于氢原子中的电子 pq “ ´eq 而言，

� “
1

4��0
e
r
; e “

a

4��0 eg; eg “
e

?
4��0

;

�g “
a

4��0 � “
1

?
4��0

e
r

“
eg
r

此处 �与 �g 是氢原子的原子核提供的静电势在两种单位制中的表
达式. 电子与原子核之间的静电势能为：

Vprq “ ´
1

4��0
e2

r
“ ´

e2g
r



介质的磁化强度. 介质磁化时，其体内会出现磁化电流分布，且在整
体上形成非零的分子磁偶极矩矢量和. 单位体积内分子磁偶极矩的
矢量和称为介质的磁化强度. 介质的磁化强度与其体内磁化电流密
度之间的关系在国际单位制和高斯制中分别表为：

jM “ ∇ ˆ M; jpgqM “ c∇ ˆ Mg

所以，
∇ ˆ M “ jM “

a

4��0 j
pgq
M “

a

4��0 c∇ ˆ Mg

这意味着磁化强度 (亦即磁偶极矩) 在两种单位制之间的转换关系
是：

M “

d

4�
�0

Mg



高斯制中磁偶极矩的表达式. 电流分布激发的磁偶极矩在国际单位
制中表达为：

M “
1
2

ż

d3x r ˆ j

转换到高斯制，我们有：

Mg “

c

�0

4�
M “

c

�0

4�
1
2

ż

d3x r ˆ j “
1
2

?
�0�0

ż

d3x r ˆ jg

亦即，

Mg “
1
2c

ż

d3x r ˆ jg



电磁场中带电粒子的经典 Hamilton 量：

考虑质量为 �，电荷量为 q的粒子在电磁场中的运动.

Q：
电磁场不是保守力场. 研究处于外电磁场中运动的带电粒子的量
子力学时，如何构造体系的 Hamilton 算符呢?

设电磁场的规范势为 p�;Aq，则此带电粒子的动力学由如下哈密顿量描
写：

H “
1
2�

´

P ´
q
c
A

¯2
` q�

式中 P称为粒子的正则动量，其显示表式由 Hamilton 正则方程 9r “ ∇PH
决定，

vi “ 9xi“ BPiH “
1
�

´

Pi ´
q
c
Ai

¯

ù P “ �v `
q
c
A



所以，在存在磁场的情况下，带电粒子的正则动量 P不等于其机械动量
�v.

粒子的经典动力学方程由另一 Hamilton 方程 9P “ ´∇rH给出：

9Pi “
q
�c

´

Pj ´
q
c
Aj

¯

BiAj ´ qBi� “
q
c
vjBiAj ´ qBi�

注意到正则动量的定义式意味着，

9Pi “ �9vi `
q
c

9Ai “ �9vi `
q
c

`

BtAi ` vjBjAi
˘

所以：

�9vi “ ´
q
c

`

BtAi ` vjBjAi
˘

`
q
c
vjBiAj ´ qBi�

“ q
ˆ

´Bi�´
1
c

BtAi

˙

`
q
c
vjpBiAj ´ BjAiq

“ q
ˆ

Ei `
1
c
�ijkvjBk

˙



即，
� :x “ qE `

q
c
v ˆ B

正是宏观世界中得到了无数实验事实支持的、正确地描写了带电粒子在
电磁场中运动的 Lorentz 力公式 (高斯单位制). 式中

E “ ´∇�´
1
c

BtA; B “ ∇ ˆ A

分别是外电磁场的电场强度与磁感应强度.



正则量子化：
按照从经典力学向量子力学过渡的正则量子化程序，在经典哈密顿量中
将粒子的正则动量 P替换为如下 Hilbert 空间中的线性厄米算符　　　

P ù P̂ “ ´iℏ∇

就得到了位置表象中描写带电粒子在电磁场中运动的哈密顿算符：

Ĥ “
1
2�

´

´iℏ∇ ´
q
c
A

¯2
` q�

相应的薛定谔方程表为：

iℏBt “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

` q�

ff

 



库仑规范中的薛定谔方程

点评：

1 一般情况下，P̂与 A不对易，

P̂ ¨ A ´ A ¨ P̂ “ P̂iAi ´ AiP̂i “ rP̂i; Ais “ ´iℏBiAi “ ´iℏ∇ ¨ A

但若利用电磁波的横波条件∇ ¨ A “ 0，则可令上式右端为零.

2 于是，可以将薛定谔方程在库仑规范中等价地表为：

iℏBt “

„

1
2�

P̂2 ´
q
�c

A ¨ P̂ `
q2

2�c2
A2 ` q�

ȷ

 



讨论：

概率守恒定律. 现在计算 | |2 的时间变化率. 注意到库仑规范里薛
定谔方程及其复共轭方程分别为：

iℏBt “

„

1
2�

P̂2 ´
q
�c

A ¨ P̂ `
q2

2�c2
A2 ` q�

ȷ

 

与

´iℏBt 
˚ “

” 1
2�

P̂2 `
q
�c

A ¨ P̂ `
q2

2�c2
A2 ` q�

ı

 ˚

且∇ ¨ A “ 0， 我们有：

iℏBt| |2 “
1
2�

`

 ˚P̂2 ´  P̂2 ˚
˘

´
q
�c

`

 ˚A ¨ P̂ `  A ¨ P̂ ˚
˘

“ ´
iℏ
2�

∇ ¨

ˆ

 ˚P̂ ´  P̂ ˚ ´
2q
c
 ˚A 

˙

“ ´
iℏ
2�

∇ ¨

”

 ˚
´

P̂ ´
q
c
A

¯

 `  
´

P̂ ´
q
c
A

¯˚

 ˚
ı



即
Bt�` ∇ ¨ j “ 0

此乃期望中的概率守恒定律，式中

� “  ˚ 

j “
1
2�

”

 ˚
´

P̂ ´
q
c
A

¯

 `  
´

P̂ ´
q
c
A

¯˚

 ˚
ı

注意到电磁场中带电粒子的速度算符是

v̂ “
1
�

´

P̂ ´
q
c
A

¯

概率流密度矢量又可以写为：

j “
1
2

p ˚v̂ `  v̂˚ ˚q “ Rep ˚v̂ q



规范对称性.

电磁场是一种规范场，当电磁势作下列定域规范变换时，

A ù A1 “ A ` ∇�pr; tq

� ù �1 “ �´
1
c

Bt�pr; tq

电场强度 E与磁感应强度 B都不改变. 在经典电动力学中，带电粒
子的动力学方程中只出现 pE; Bq，不出现 pA; �q. 所以，其规范不变
性是显然的.

那么，量子力学的情况如何呢 ?　

我们的结论是：尽管薛定谔方程中出现了依赖于规范选择的电磁势
pA; �q，但它仍具有前式所示的规范变换下的不变性. 代价是波函
数需作下列规范变换：

 ù  1 “ exp

„

iq
ℏc
�pr; tq

ȷ

 



验证：
考虑规范变换前的薛定谔方程：

iℏBt “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

` q�

ff

 

现把  用新规范中的波函数  1 表出，

 “  1 exp

„

´
iq
ℏc
�pr; tq

ȷ

求其时间导数，有：

iℏBt “

”

iℏBt 
1 `

q
c

Bt�pr; tq  1
ı

exp

„

´
iq
ℏc
�pr; tq

ȷ

换言之，

iℏBt 
1 “ ´

q
c

Bt�pr; tq  1 ` er
iq
ℏc �pr;tqs iℏBt 

“ ´
q
c

Bt�pr; tq  1 ` er
iq
ℏc �pr;tqs

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

` q�

ff

 



“ q
„

�´
1
c

Bt�pr; tq
ȷ

 1 ´
ℏ2

2�
er

iq
ℏc �pr;tqs

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

 

“ q�1 1 ´
ℏ2

2�
er

iq
ℏc �pr;tqs

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

e´r
iq
ℏc �pr;tqs 1

“ q�1 1 ´
ℏ2

2�
M̂ 1

式中，
M̂ “ eÂ B̂e´Â

且：

Â “
iq
ℏc
�pr; tq; B̂ “

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

算符 M̂ 的计算公式是：

eÂ B̂e´Â “ B̂ ` rÂ ; B̂s `
1
2!

rÂ ; rÂ ; B̂ss

`
1
3!

rÂ ; rÂ ; rÂ ; B̂ss ` ¨ ¨ ¨



通过简单而直接的计算可知：

rÂ ; B̂s “ ´2
iq
ℏc

p∇�q ¨

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙

´
iq
ℏc

∇2�

rÂ ; rÂ ; B̂ss “ ´2
q2

ℏ2c2
p∇�q2

rÂ ; rÂ ; rÂ ; B̂sss “ 0

所以，

M̂ “

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

´ 2
iq
ℏc

p∇�q ¨

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙

´
iq
ℏc

∇2�´
q2

ℏ2c2
p∇�q2

把此式中电磁场的矢势用新规范中的旧矢势 A1 “ A ` ∇�表出，则有：

M̂ “

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1 `

iq
ℏc
∇�

˙2

´ 2
iq
ℏc

p∇�q ¨

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙

´
iq
ℏc

∇2�`
q2

ℏ2c2
p∇�q2



借助于算符恒等式，

pâ ` b̂q2 “ â2 ` b̂2 ` 2b̂â ` râ; b̂s

可以把上式右端第一项进一步简化为：
ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1 `

iq
ℏc
∇�

˙2

“

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙2

´
q2

ℏ2c2
p∇�q2 ` 2

iq
ℏc

p∇�q ¨

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙

`
iq
ℏc

r∇; ∇�s

“

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙2

´
q2

ℏ2c2
p∇�q2 ` 2

iq
ℏc

p∇�q ¨

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙

`
iq
ℏc
∇2�

所以，

M̂ “

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙2



因此， 1 服从与  形式完全相同的方程：

iℏBt 
1 “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙2

` q�1

ff

 1

亦即电磁场中的 Schrödinger 方程具有规范变换下的不变性.

点评：
与此处逻辑不同，现代物理学认为波函数的概率诠释所允许的局域规范
不变性导致了电磁相互作用的存在. 这一见解称为规范原理.



电子的内禀磁矩：

一个无内部结构的 (非相对论性的) 自由粒子的哈密顿算符通常取为：

Ĥ “
P̂2

2�

考虑到电子具有内禀自旋，泡利建议，自由电子的哈密顿算符应该修改
为：

Ĥ “
1
2�

pσ ¨ P̂q2

1 在无外电磁场情形下，由于数学恒等式

pσ ¨ P̂q2 “ �iP̂i�jP̂j “ �i�jP̂iP̂j “ p�ij ` i�ijk�kqP̂iP̂j “ P̂iP̂i “ P̂2

的存在，以上两式表示的哈密顿算符是等价的.

2 但若存在外磁场 B “ ∇ ˆ A，P̂ ù P̂ ´
q
cA，则自由电子的哈密顿

算符应修改为：

Ĥ “
1
2�

”

σ ¨

´

P̂ `
e
c
A

¯ı2



使用数学恒等式

pσ ¨ Aqpσ ¨ Bq “ A ¨ B ` iσ ¨ pA ˆ Bq

可以把前述哈密顿算符展开为：

Ĥ “
1
2�

”

σ ¨

´

P̂ `
e
c
A

¯ı2

“
1
2�

´

P̂ `
e
c
A

¯2
`

i
2�

σ ¨

”´

P̂ `
e
c
A

¯

ˆ

´

P̂ `
e
c
A

¯ı

上式右端第一项包含有电子的动能算符以及电子轨道磁矩与外磁场的相
互作用. 第二项可以化简为：

Ĥ1 “
ie

2�c
σ ¨ pP̂ ˆ A ` A ˆ P̂q “

ie
2�c

�ijk�ipp̂jAk ` AjP̂kq

“
ie

2�c
�ijk�irP̂j; Aks

“
ie

2�c
�ijk�ip´iℏq

BAk

Bxj

“
eℏ
2�c

σ ¨ p∇ ˆ Aq “
eℏ
2�c

σ ¨ B :“ ´µs ¨ B



式中，

µs “ ´
eℏ
2�c

σ “ ´
e
�c

Ŝ

可以理解为电子与其自旋角动量 Ŝ相应的磁矩， 故称之为自旋磁矩.

1 把上式与电子轨道磁矩的相应表式

µl “ ´
e

2�c
L̂

作一比较， 可见自旋磁矩的 g因子比轨道磁矩大一倍，即 gl “ ´1,
gs “ ´2.



正常 Zeeman 效应

原子中的电子可近似地看成在一个中心平均力场中运动，故其能级一般
是简并的.

若将原子置于强磁场中，实验发现原子所发出的每条光谱
线都将分裂为 3 条. 这一现象称为正常 Zeeman 效应.

1 Q: 能否在薛定谔方程

iℏBt “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

` q�

ff

 

的基础上理解正常 Zeeman 效应？



物理机制：
1 光谱线的分裂意味着原子的简并能级在外磁场中发生了分裂，能级
简并被原子与外磁场之间的相互作用哈密顿量解除或部分解除.

2 在原子尺度上，实验室中常用的外磁场都可视为均匀磁场，磁感应强
度记为 B，其大小、方向均不依赖于原子中电子的空间坐标. 根据量
纲分析，不妨取相应的矢势为：

A “ �r ˆ B

式中的常系数 �由下式决定：

B “ ∇ ˆ A “ �∇ ˆ pr ˆ Bq “ �ei�ijk�mnkBjpxmBnq

“ ´�ei�ijk�njkBn “ ´2�ei�inBn
“ ´2�B

故 � “ ´1{2. 均匀外磁场的矢势表为：

A “ ´
1
2
r ˆ B



取磁感应强度矢量的方向为 z轴正方向，则矢势在 Cartesian 直角坐标系
中的各个分量是：

Ax “ ´
1
2
yB; Ay “

1
2
xB; Az “ 0:

下面举例讨论正常 Zeeman 效应. 为简单计，考虑碱金属原子. 碱金属原
子只有一个价电子，它在原子核与内层满壳电子所产生的屏蔽 Coulomb
场 e� “ Vprq 中运动. 在均匀外磁场中，价电子的哈密顿算符表为：

Ĥ “
1
2�

„

`

P̂x ´
eB
2c
y
˘2

`
`

P̂y `
eB
2c
x
˘2

` P̂2
z

ȷ

` Vprq

“
1
2�

„

P̂2 `
eB
c

pxP̂y ´ yP̂xq `
e2B2

4c2
px2 ` y2q

ȷ

` Vprq

“
1
2�

„

P̂2 `
eB
c
L̂3 `

e2B2

4c2
px2 ` y2q

ȷ

` Vprq



式中
L̂3 “ xP̂y ´ yP̂x “ ´iℏpxBy ´ yBxq “ ´iℏB'

是电子轨道角动量算符的 z分量. 在原子中，

px2 ` y2q „ a2 „ p10´8cmq2

对于实验室中磁场的磁感应强度，B „ 105Gs，我们估算出哈密顿算符中
B2 项的量值远小于 B的线性项：

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2­terms
B­terms

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

e2B2a2

4c2
eBℏ
c

“
eBa2

4ℏc
ă 10´4

因此可以在哈密顿算符表达式中略去 B2 项，

Ĥ “
1
2�

P̂2 ` Vprq `
eB
2�c

L̂3

此式右端最后一项可写为´µ̂ ¨ B (这里 µ̂ “ ´ e
2�c L̂)， 它描写的是电子的

轨道磁矩与外磁场之间的相互耦合.



当把碱金属原子置于均匀外磁场之后，价电子 Hamilton 算符原有的球对
称性被破坏，轨道角动量矢量 L不再是守恒量，

rL̂x; Ĥs ‰ 0; rL̂y; Ĥs ‰ 0:

不过，L2 与 L3 仍为守恒量. 因此，能量本征函数可以选择成守恒量完全
集 tĤ; L̂2; L̂3u 的共同本征函数：

 nrlmpr; �; 'q “ Rnrlprq Ylmp�; 'q

这里 nr; l “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨，而磁量子数的取值为：

m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨ ; ˘ l

相应的能量本征值为：

Enrlm “ Enrl ` m
eBℏ
2�c

其中 Enrl 是中心力场 Vprq 中粒子 Hamilton 算符

Ĥ0 “ ´
ℏ2

2�
∇2 ` Vprq

的本征值.



点评：

1 屏蔽库仑场与纯库仑场不同，它只具有空间转动这种几何对称
性. 于是，Ĥ0 的本征值与径向量子数 nr、角量子数 l都有关系，

E “ Enrl

简并度为 p2l ` 1q.

2 计入电子的轨道磁矩与外磁场之间的耦合后，哈密顿算符的球对称
性被破坏，能级简并被完全解除，Ĥ的本征值与 nr; l; m三个量子数
都有关. 无磁场时的能级 Enrl 在加入磁场后分裂成 p2l ` 1q 个子能
级. 相邻子能级的间距为 ℏ!L，

!L “
eB
2�c

„ B

!L 称为 Larmor 频率.



由于能级分裂，相应的光谱线也发生分裂.

按照量子跃迁的选择定则1：
1 无磁场时一条频率为 !的谱线当存在外磁场时将分裂为角频率为
!; ! ˘ !L 的三条谱线.

2 外磁场愈强，谱线分裂愈大.

1原子发光的物理机制是原子中的电子与电磁波之间的电偶极相互作用：

H 1
pr; tq « ´p ¨ E « er ¨ E0 cosp!tq

此作用引起的电子跃迁服从选择定则：

∆l “ ˘1; ∆m “ 0; ˘ 1:



朗道能级

现在考虑一自由电子(质量为M，电荷量为 ´e) 处于均匀外磁场 B中. 设
磁感应强度沿 z轴正方向. 若将矢势取为 A “ ´ 1

2r ˆ B，则：

Ax “ ´
1
2
By; Ay “

1
2
Bx; Az “ 0:

电子的 Hamilton 算符为：

Ĥ “
1

2M

«

ˆ

P̂x ´
eB
2c
y
˙2

`

ˆ

P̂y `
eB
2c
x
˙2

` P̂2
z

ff

“
1

2M
pP̂2

x ` P̂2
y q `

e2B2

8Mc2
px2 ` y2q `

eB
2Mc

pxP̂y ´ yP̂xq `
1

2M
P̂2
z



显然，电子在 z轴方向不受磁场的作用，其运动是自由运动：

Ĥ1 “
P̂2
z

2M
;  pzq „ eipzz{ℏ

不再赘言.

现专心研究电子在 xy平面上的运动. 相关的哈密顿算符可写为两部分之
和：

Ĥ2 “ Ĥ0 ` Ĥ1

式中，

Ĥ0 “
1

2M
pP̂2

x ` P̂2
y q `

e2B2

8Mc2
px2 ` y2q; Ĥ1 “ !LL̂z

!L “ eB
2Mc 是 Lamor 频率.



点评：

1 在研究原子中的 Zeeman 效应时，由于电子局限于原子内部运动，在
通常实验室所用的磁场强度下，B2 项很小，常忽略不计.

2 但对于自由电子而言，忽略 B2 项就没有道理了.

3 计入 B2 项的贡献后，Ĥ0 在数学形式上等同于一个二维各向同性简
谐振子的 Hamilton 算符：

Ĥ0 “
1

2M
pP̂2

x ` P̂2
y q `

e2B2

8Mc2
px2 ` y2q



在 xy平面上采用极坐标系：

x “ � cos'; y “ � sin'

注意到∇2
2 :“ pB2

x ` B2
y q 可以用极坐标表达为：

∇2
2 “ ∇2 ¨ pe�B� `

1
�
e'B' q

“
e�
�

¨ ∇2p�B� q ` e' ¨ ∇2p
1
�

B' q

“
1
�

B�p�B� q `
1
�2 B2

' 

Ĥ0 与 Ĥ1 可以重新表达为：

Ĥ0 “ ´
ℏ2

2M

„

1
�

B�p�B�q `
1
�2 B2

'

ȷ

`
1
2
M!2

L�
2; Ĥ1 “ ´iℏ!LB':

显然，rĤ0; Ĥ1s “ 0. 故 Ĥ2 的本征函数可以选择为 Ĥ0 与 Ĥ1 的共同本征
函数.



因为 Ĥ1 本质上等同于 L̂z “ ´iℏB'，其本征函数为：

eim'; m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨

鉴于此，我们把 Ĥ2 的本征函数设为：

 p�; 'q “ Rp�q eim'

代入到能量本征方程 Ĥ2 “ E ，得：

´
ℏ2

2M

„

1
�

B�p�B�q ´
m2

�2

ȷ

Rp�q `
1
2
M!2

L�
2Rp�q “ pE ´ mℏ!LqRp�q



按下式引入无量纲径向坐标 �，

� “

c

ℏ
M!L

�

可以把本征值方程 Ĥ2 “ E 重新写为：
„

B2
� `

1
�

B� ´
m2

�2 ´ �2
ȷ

Rp�q ` 2
„

E
ℏ!L

´ m
ȷ

Rp�q “ 0

为了简化此方程的求解，我们先研究一下它在 �趋于零和趋于无穷大两
种极限情形下的渐近行为. 当 � „ 0，方程近似为：

0 «

„

B2
� `

1
�

B� ´
m2

�2

ȷ

Rp�q

亦即，

0 “

„

B� `
p|m| ` 1q

�

ȷ „

B� ´
|m|

�

ȷ

Rp�q



故径向波函数Rp�q 在 � „ 0 时的渐近行为取决于方程
ˆ

B� ´
|m|

�

˙

Rp�q « 0

从而，

Rp�q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�„0
„ �|m|

当 � Ñ 8，径向薛定谔方程近似为：

0 «
`

B2
� ´ �2˘

Rp�q « pB� ´ �qpB� ` �qRp�q

故径向波函数Rp�q 在 � Ñ 8 时的渐近行为取决于方程

pB� ` �qRp�q « 0

从而，

Rp�q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�Ñ8

„ e´�2{2



现在把Rp�q 的精确解设为：

Rp�q “ �|m|e´�2{2 up�q

不难求出 up�q 须满足的方程为：

u2p�q `
r2|m| ´ 2�2 ` 1s

�
u1p�q `

„

2E
ℏ!L

´ 2m ´ 2|m| ´ 2
ȷ

up�q “ 0

遗憾地是，这个方程不属于数学家建立起来的变系数二阶常微分的标准
形式.

我们现在考察一下它可否通过自变量的更换化为标准的合流超几何方
程. 令

� “
a

�

则有：

up�q “ up�q; u1p�q “ 2
a

�u1p�q; u2p�q “ 4�u2p�q ` 2u1p�q:



up�q 满足的方程是：

�u2p�q ` r|m| ` 1 ´ �su1p�q `

„

E
2ℏ!L

´
pm ` |m| ` 1q

2

ȷ

up�q “ 0

这是合流超几何方程.

与合流超几何方程的标准形式

�u2p�q ` p
 ´ �qu1p�q ´ �up�q “ 0

相比较，我们看到:

� “
rm ` |m| ` 1s

2
´

E
2ℏ!L

; 
 “ |m| ` 1

所以，up�q 在 � “ 0 处解析的一般解是合流超几何级数：

Fp�; 
; �q “ F
ˆ

m ` |m| ` 1
2

´
E

2ℏ!L
; |m| ` 1; �2

˙



由于
lim
�Ñ8

Fp�; 
; �q “ e� „ e�
2

上述解对应的径向波函数Rp�q 在 � Ñ 8 处发散，不满足束缚态条件.

1 存在束缚态的前提是 Fp�; 
; �q 中断为多项式. 这就要求 �只能为
零或取值为某个负整数：

� “
m ` |m| ` 1

2
´

E
2ℏ!L

“ ´n�; n� “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

所以，均匀磁场中的自由电子可以处于束缚态，其径向能量本征函数由
两个量子数 n� 和 |m| 刻画：

Rn�;|m|p�q „ �|m|e´�2{2Fp´n�; |m| ` 1; �2q

相应的能量本征值称为 Landau 能级：

En�;m “
`

2n� ` m ` |m| ` 1
˘

ℏ!L



朗道能级的特点：

1 所有 m ď 0 的本征态所对应的能量本征值都相同，其值为

E “ p2n� ` 1qℏ!L

换言之，能量为 E “ p2n� ` 1qℏ!L 的能级都是简并的，且简并度为无
穷大.

2 朗道能级 E所示的电子能量可以理解为电子与外磁场之间的相互作
用能：

´µ ¨ B “ ´�zB “ p2n� ` m ` |m| ` 1qℏ!L

等效磁矩为：

�z “ ´p2n� ` m ` |m| ` 1q
eℏ

2Mc
ă 0

所以，自由电子在受到外磁场作用时将具有抗磁性.



新实验带来的挑战：

二十世纪初，随着量子物理学的发展，人们对于原子发光的规律的认识逐
渐深化，特别是认识到了光谱的精细结构和反常 Zeeman 效应：

1 碱金属原子光谱的双线结构.

例如，钠原子光谱中的黄线 (� „ 589:3nm)，如用分辨本领稍高的光
谱仪进行观测，就会发现它由两条谱线组成，D1p� “ 589:6nmq 和
D2p� “ 589:0nmq.

2 反常 Zeeman 效应.

在弱磁场中原子光谱线的复杂分裂现象，特别是无磁场时的一条谱
线在弱磁场中分裂为偶数条谱线. 例如，钠光谱线 D1 Ñ 4 条，
D2 Ñ 6 条.

警示：
理解上述光谱观测事实需要我们计及电子的自旋角动量.



自旋轨道耦合哈密顿算符

如果把狭义相对论与量子力学结合起来研究中心力场 Vprq 中电子的运
动，则可以发现：在非相对论极限下，哈密顿算符中将出现自旋、轨道耦
合项，

Ĥ1 “ �prqŜ ¨ L̂

式中

�prq “
1

2�2c2r
dVprq
dr

�为电子质量，c为真空中的光速.
1 在处理正常 Zeeman 效应时，由于外磁场很强，自旋轨道之间的耦合
可以忽略.

2 当外磁场很弱或根本不存在外磁场，原子中电子所受到的自旋轨道
耦合作用对于能级与光谱的影响就不应忽略. 事实上，碱金属原子
光谱的双线结构与弱磁场中的反常 Zeeman 效应都与上式所示的自
旋轨道耦合哈密顿量有关.



考虑在中心力场 Vprq 中运动的电子.

计及自旋轨道耦合哈密顿量之后，由于

rL̂; Ŝ ¨ L̂s ‰ 0; rŜ; Ŝ ¨ L̂s ‰ 0

电子的轨道角动量与自旋角动量各自都不是守恒量. 但是，总角动量
Ĵ “ L̂ ` Ŝ是守恒量：

r̂J; Ŝ ¨ L̂s “ 0

检验：
1 注意到 L̂与 Ŝ分属不同的自由度，彼此对易：rL̂i; Ŝjs “ 0， 有：

r̂Ji; Ŝ ¨ L̂s “ rL̂i; ŜjL̂js ` rŜi; ŜjL̂js

“ ŜjrL̂i; L̂js ` rŜi; ŜjsL̂j

“ iℏ�ijk
´

ŜjL̂k ` ŜkL̂j
¯

“ 0 ù r̂Ji; Ĥs “ 0



不难验证，Ĵ的确是角动量算符：

r̂Ji; Ĵjs “ iℏ�ijkĴk; r̂Ji; Ĵ2s “ 0

提醒：

1 在计及自旋、轨道耦合的情形下，虽然 L̂不再是守恒量算符，但 L̂2 仍
是守恒量. 因为：

rL̂2; Ŝ ¨ L̂s “ 0; ù rL̂2; Ĥs “ 0

2 中心力场中电子的能量本征态可以选择为对易守恒量完全集合
!

Ĥ; L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的共同本征态.



前面我们讨论角动量加法问题时，已经求出了对易力学量集合
!

L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的共同本征态. 总角动量量子数的可能取值只能是：j “ l ˘ 1{2.

倘若 j “ l ` 1{2，力学量集合
!

L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的归一化共同本

征函数为：

Ψp�; '; s3q “
1

?
2l ` 1

„ ?
l ` m ` 1 Ylm?
l ´ m Yl;m`1

ȷ

或者等价地，

Ψljmj “
1

?
2j

„ a

j ` mj Yj´1{2;mj´1{2
a

j ´ mj Yj´1{2;mj`1{2

ȷ



倘若 j “ l ´ 1{2，
!

L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的归一化共同本征函数为：

Ψp�; '; szq “
1

?
2l ` 1

„

´
?
l ´ m Ylm?

l ` m ` 1 Yl;m`1

ȷ

或者等价地，

Ψljmj “
1

?
2j ` 2

„

´
a

j ´ mj ` 1 Yj´1{2;mj´1{2
a

j ` mj ` 1 Yj´1{2;mj`1{2

ȷ

在 l “ 0 的特殊情况下，根本不存在自旋、轨道耦合，此时总角动量
就是粒子的自旋.

现在我们证明 Ψljmj 同时也是自旋轨道耦合哈密顿算符

Ĥ1 “ Ŝ ¨ L̂

的本征函数. 按照定义，Ĵ “ L̂ ` Ŝ. 所以，

Ĵ2 “ L̂2 ` Ŝ2 ` 2Ŝ ¨ L̂ “ L̂2 `
3
4
ℏ2 ` 2Ŝ ¨ L̂



亦即：

Ŝ ¨ L̂ “
1
2

„

Ĵ2 ´ L̂2 ´
3
4
ℏ2

ȷ

于是，当 l ‰ 0, 我们有：

Ŝ ¨ L̂ Ψljmj “
ℏ2

2

„

jpj ` 1q ´ lpl ` 1q ´
3
4

ȷ

Ψljmj

或者等价地，

2 Ŝ ¨ L̂ Ψljmj “

$

&

%

ℏ2l Ψljmj ; j “ l ` 1{2

´ℏ2pl ` 1q Ψljmj ; j “ l ´ 1{2

证毕.



碱金属原子光谱的双线结构

碱金属原子的特点是核外只有一个价电子.

原子核与内层满壳电子对于价电子的作用可以近似地表为一屏蔽
Coulomb 场 Vprq. 碱金属原子的低激发能级就来自于价电子在此屏蔽
Coulomb 场中的激发. 价电子的 Hamilton 量表为：

Ĥ “
p̂2

2�
` Vprq ` �prqŜ ¨ L̂

式中自旋、轨道相互作用的耦合强度由

�prq “
1

2�2c2r
dVprq
dr

来度量，系数 �prq 的这一表达式来自于相对论性量子力学的非相对论性
极限.



Ĥ的本征态可选为守恒量完全集
!

Ĥ; L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

的共同本征态：
 pr; �; '; szq “ Rprq Ψljmjp�; '; szq

此处的 Ψljmj 就是前面求出的
!

L̂2; Ĵ2; Ŝ ¨ L̂
)

的共同本征态. 代入到定态

薛定谔方程
«

´
ℏ2

2�

˜

1
r2

B

Br
r2

B

Br
´

L̂2

ℏ2r2

¸

` Vprq ` �prqŜ ¨ L̂

ff

 “ E  

不难求出径向波函数 Rprq 服从的方程.

对于 j “ l ` 1{2 的情形，径向薛定谔方程是：

„

´
ℏ2

2�
1
r2

d
dr
r2

d
dr

` Vprq `
lpl ` 1qℏ2

2�r2
`

lℏ2

2
�prq

ȷ

Rprq “ E Rprq



对于 j “ l ´ 1{2 pl ‰ 0q 的情形，

„

´
ℏ2

2�
1
r2

d
dr
r2

d
dr

` Vprq `
lpl ` 1qℏ2

2�r2
´

pl ` 1qℏ2

2
�prq

ȷ

Rprq “ E Rprq

点评：
1 对于给定的屏蔽 Coulomb 势 Vprq，�prq 随之而定，分别解出径向薛定
谔方程. 进一步计入束缚态边界条件就可以确定能量本征值.

2 由于 Vprq 并非纯库仑场，能级将与量子数 pn; l; jq 都有关，故记之为
Enlj. 这样的能级是 p2j ` 1q 重简并的.

3 在原子中，Vprq 本质上是吸引力且 Vp8q “ 0，故 Vprq ă 0. 由此，
V1prq ą 0, �prq ą 0, j “ l ` 1{2 的能级略高于 j “ l ´ 1{2 的能级：

Enlj“l`1{2 ą Enlj“l´1{2

由于自旋轨道耦合很小，这两条能级非常靠近. 这就是造成碱金属原
子光谱双线结构的原因.



碱金属原子能级分析：

计算表明，能级分裂 ∆E “ Enlj“l`1{2 ´ Enlj“l´1{2 随原子序数 Z的增大而
增大. 对于锂原子 (Z “ 3)，此分裂很小，不易分辨. 从钠原子 (Z “ 11)
开始，分裂变得比较明显.

1 钠原子有 11 个电子，基态的电子组态是：

p1sq2p2sq2p2pq6p3sq1

其中有 10 个电子填满了主量子数为 n “ 1; 2 的两个大壳，构成满壳
组态 p1sq2p2sq2p2pq6. 价电子处于 p3sq 能级.

2 钠原子的最低激发态是价电子从 3s态激发到 3p态所致. 考虑到电
子的自旋轨道耦合，3p能级分裂为两条：3p3{2 和 3p1{2，其中

E3p3{2 ą E3p1{2

当电子从 3p3{2 和 3p1{2 跃迁回基态 3s1{2 时，发射出两条光谱线. 这
两条光谱线均处于可见光波段，波长分别为 �1 “ 589nm和
�2 “ 589:6nm，即钠黄线 D1 和 D2.



反常 Zeeman 效应：

在强磁场中，原子光谱发生分裂（一般为 3 条）的现象称为正常 Zeeman
效应. 对于正常 Zeeman 效应，不必考虑电子的自旋轨道相互作用.

但当外磁场 B很弱时，自旋轨道耦合作用并不比外磁场作用小，应该将它
们一并加以考虑，这就造成反常的 Zeeman 效应：无外磁场时的一条谱线
在弱磁场中分裂成偶数条新的光谱线. 此时，碱金属原子中价电子的哈
密顿算符应表为：

Ĥ “
P̂2

2�
` Vprq ` �prqŜ ¨ L̂ `

e
2�c

B ¨ pL̂ ` 2Ŝq

按惯例，令 B “ Be3，则：

Ĥ “
P̂2

2�
` Vprq ` �prqŜ ¨ L̂ `

eB
2�c

Ĵ3`
eB
2�c

Ŝ3



点评：

1 在无外磁场 (B “ 0) 的情形中，倘若只计及自旋轨道耦合，则
!

Ĥ; L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

形成守恒力学量算符完全集合. 此时，能量本征态可以取
为此力学量算符完全集合的共同本征态.

2 在有外磁场 (B ‰ 0) 的情形中，由于 Ĥ表达式中最后一项
的存在，

Ĥ1 “
eB
2�c

Ŝ3

Ĵ2 不再是守恒量算符. 此时，该如何选择体系的力学量完
全集合？



鉴于外磁场很弱，我们假设在哈密顿算符中可以忽略

Ĥ1 “
eB
2�c

Ŝ3

使得，

Ĥ «
P̂2

2�
` Vprq ` �prqŜ ¨ L̂ `

eB
2�c

Ĵ3

在此近似下，
!

Ĥ; L̂2; Ĵ2; Ĵ3
)

仍为体系的守恒力学量算符完全集合，Ĥ的本征态仍可表为

 nljmjpr; �; '; szq “ Rnljprq Ψljmjp�; '; szq

相应的能量本征值近似为：

Enljmj “ Enlj ` mj
eℏB
2�c

; mj “ ´j; ´ j ` 1; ¨ ¨ ¨ ; j ´ 1; j:



点评：

当无外磁场时，能级 Enlj 是 p2j ` 1q 重简并的. 加上外磁场后，能级从 Enlj
分裂成了 p2j ` 1q 个新能级 Enljmj，它依赖于磁量子
数 mj，从而简并解除. 注意 p2j ` 1q 是偶数，这就足以解释反
常 Zeeman 效应了.



Aharonov­Bohm 效应

带电粒子在外电磁场中的运动遵从薛定谔方程：

iℏBtΨ “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

` q�

ff

Ψ

尽管上述薛定谔方程具有局域规范变换

A ù A1 “ A ` ∇�pr; tq; � ù �1 “ �´
1
c

Bt�pr; tq;

Ψ ù Ψ1 “ exp

„

iq
ℏc
�pr; tq

ȷ

Ψ

下的不变性， 但与经典电动力学中的带电粒子的动力学方程

dp
dt “ q

”

E `
v
c

ˆ B
ı

不同，外电磁场在薛定谔方程中是以规范相关的势的面貌出现的.



1959 年，Aharonov 与 Bohm 在理论上预言：即使带电粒子被限制在
磁感应强度为零的区域中运动，非零的矢量势也可能会影响带电粒
子的量子力学行为. 这个预言随后被实验证实.

磁场矢量势对带电粒子行为的影响就称为 Aharonov­Bohm 效应.

欲了解 Aharonov­Bohm 效应，我们考虑电磁学中的载流螺线管. 设载流
螺线管在 z轴方向无限延伸，其横截面为半径为 r ď a的圆盘面. 如此，
螺线管外部无磁感应强度分布，但其内部存在着一个均匀磁场：

Bprq “ Be3�pa ´ rq

此处取了圆柱坐标系. 试设空间中磁场的矢量势分布为 A “ Aprqe�. 注
意到数学恒等式

∇ ˆ
e�
r

“ 0

不难看出：

A “
Be�
2r

”

r2 �pa ´ rq ` a2 �pr ´ aq

ı





检验如下. 求上式的旋度有：

∇ ˆ A “
B
2
∇

”

r2 �pa ´ rq ` a2 �pr ´ aq

ı

ˆ
e�
r

“
B
2r

per ˆ e�q
d
dr

”

r2 �pa ´ rq ` a2 �pr ´ aq

ı

“
Be3
2r

”

2r �pa ´ rq ´ r2�pa ´ rq ` a2�pr ´ aq

ı

“ Be3�pa ´ rq
“ B

恰如预期，证毕. 此外，我们看到这是库仑规范中的矢量势：

∇ ¨ A “
B
2r
∇

”

r2 �pa ´ rq ` a2 �pr ´ aq

ı

¨ e�

“
B
2r

per ¨ e�q
d
dr

”

r2 �pa ´ rq ` a2 �pr ´ aq

ı

“ 0

这里使用了数学恒等式∇ ¨ e� “ 0.



1 上述讨论的要点在于指出了事实： 虽然载流螺线管外部空间中没有
非零的磁感应强度分布，但却有非零的矢量势分布2

A “
Ba2

2r
e� “

Φ

2�r
e�; a ă r ă 8

倘若有一个带电粒子在此螺线管外部空间中运动，量子力学能对其
运动做出什么判断呢？

假设有一个质量为 �、电荷量为 q的带电粒子在螺线管外部空间一个半
径为 r “ b的圆环上运动. 采取库仑规范，此粒子服从的定态薛定谔方
程是：

„

´
ℏ2

2�
∇2 `

iℏq
�c

A ¨ ∇ `
q2

2�c2
A2

ȷ

Ψ “ E Ψ

为简单计，假设波函数 Ψ仅仅依赖于极角 �，Ψ “ Ψp�q. 这样，

∇ “
e�
b

d
d�

2Φ “ �a2B是外磁场穿过螺线管横截面的磁通量.





定态薛定谔方程在柱坐标系中表达为：
„

´
ℏ2

2�b2
d2

d�2 `
iℏqΦ

2�b2�c
d

d� `
q2Φ2

8�2b2�c2

ȷ

Ψ “ E Ψ

这是一个常系数二阶常微分方程，

d2Ψ

d�2 ´ 2i�
dΨ
d� ` �Ψ “ 0

式中

� “
qΦ

2�ℏc
; � “

2�b2E
ℏ2 ´ �2

其通解为：

Ψp�q “ A exp

„

i
ˆ

� ˘
b
ℏ

a

2�E
˙

�

ȷ

波函数满足的自然边界条件 Ψp�q “ Ψp�` 2�q 意味着

� ˘
b
ℏ

a

2�E “ n P N



亦即,

E “ En “
ℏ2

2�b2

ˆ

n ´
qΦ

2�ℏc

˙2

; n “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨

由此可见：

n ‰ 0 情形下的能级都是二重简并的.
尽管带电粒子在不存在磁场强度分布的区域运动，但其能量本征值
仍依赖于磁场穿过此区域的磁通量. 因为

Φ “
Φ

2�

ż 2�

0
d� “

ż 2�

0

„

Φ

2�r
e�

ȷ

¨ prd�e�q “

¿

r“b

A ¨ dl

矢量势产生了可观测的量子力学效应.



原版的 Aharonov­Bohm方案是设计了一个改良版的电子双狭缝干涉实验：



我们知道：描写带电粒子在外电磁场中运动的薛定谔方程

iℏBtΨ “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

` q�

ff

Ψ

具有局域规范变换

A ù A1 “ A ` ∇�pr; tq; � ù �1 “ �´
1
c

Bt�pr; tq;

Ψ ù Ψ1 “ exp

„

iq
ℏc
�pr; tq

ȷ

Ψ

下的不变性：

iℏBtΨ
1 “

«

´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙2

` q�1

ff

Ψ1



在静磁场情形下，局域规范变换与规范变换前后的薛定谔方程分别为：

A ù A1 “ A ` ∇�prq; Ψ ù Ψ1 “ exp

„

iq
ℏc
�prq

ȷ

Ψ

与

iℏBtΨ “ ´
ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A

˙2

Ψ; iℏBtΨ
1 “ ´

ℏ2

2�

ˆ

∇ ´
iq
ℏc
A1

˙2

Ψ1

倘若取规范函数 �prq 使得 A1 “ 0，则规范变换后的波函数满足的方程简
化为

iℏBtΨ
1 “ ´

ℏ2

2�
∇2Ψ1

这是描写自由粒子在无矢势分布的自由空间中运动的薛定谔方程. 欲使
A1 “ 0，必须有：

∇�prq “ ´A

ù A ¨ dr “ ´∇� ¨ dr “ ´
B�

Bxi
dxi “ ´d�



所以，

�prq “ ´

ż

P

A ¨ dr

式中的 P 是 B “ 0 区域中连接场点 r与任意指定参考点 O 的曲线. 规范
变换前后的波函数的联系是：

Ψ “ Ψ1 exp

„

iq
ℏc

ż

P

A ¨ dr
ȷ

现在考虑电子的双狭缝干涉实验.
倘若在狭缝与观测屏之间没有插入载流螺线管，电子出现在观测屏
上的概率幅就是：

Ψ1 “ Ψ1
1 ` Ψ1

2

倘若如 Aharonov­Bohm 方案在狭缝与观测屏之间插入了载流螺线
管，电子出现在观测屏上的概率幅就是：

Ψ “ Ψ1 ` Ψ2 “ Ψ1
1 exp

„

iq
ℏc

ż

P1

A ¨ dr
ȷ

` Ψ1
2 exp

„

iq
ℏc

ż

P2

A ¨ dr
ȷ





此概率幅可进一步改写为：

Ψ “ Ψ1
1 exp

„

iq
ℏc

ż

P1

A ¨ dr
ȷ

` Ψ1
2 exp

„

iq
ℏc

ż

P2

A ¨ dr
ȷ

“ exp

„

iq
ℏc

ż

P1

A ¨ dr
ȷ

$

&

%

Ψ1
1 ` Ψ1

2 exp

»

–

iq
ℏc

¿

C

A ¨ dr

fi

fl

,

.

-

舍弃物理上无关紧要的整体相因子，我们看到：

Ψ « Ψ1
1 ` Ψ1

2 exp

„

iqΦ
ℏc

ȷ

式中 Φ “
ű

C
A ¨ dr是载流螺线管中的磁场对于回路 C 的磁通量. 把此概

率幅与无载流螺线管情形做比较可知：矢势的存在改变了通过两条狭缝
的分波的相对相位差，从而会引起干涉条纹的移动.

这就是原版的 Aharonov­Bohm 效应.



专题：氢原子能级的代数解法

众所周知量子力学的创始人是海森堡.

但是，历史上使用量子力学方法求得氢原子的玻尔能级公式的第一人却
并不是他3.

1926 年，泡利在矩阵力学的理论框架内，借力于 Runge­Lenz 矢量算符：

Â “
1

2�e2
pP̂ ˆ L̂ ´ L̂ ˆ P̂q ´

r
r

通过若干对易关系的计算就得到了正确的结果.

1 那么，为什么 Runge­Lenz矢量算符会出现在氢原子能级的计算中呢 ?

3也不是薛定谔.



为了回答这个问题，让我们首先讨论一下在库仑场中带电粒子的经典力
学. 我们知道，若粒子在有心力场 Vprq 中运动，其轨道角动量 L̂ “ r ˆ p
是守恒量：

9L “ 0

若 Vprq „ 1{r，会不会出现新的守恒量呢 ?

以氢原子的玻尔模型中的库仑场为例，

Vprq “ ´
e2

r
ù Fprq “ ´∇Vprq “ ´

e2r
r3

取球坐标系，r “ rer， 玻尔模型中电子的牛顿第二定律可写为：

9p “ ´
e2

r2
er

此处 p是电子的经典动量：

p “ �9r “ �r 9er ` �9r er; L “ r ˆ p “ �r2er ˆ 9er



求牛顿第二定律两端与轨道角动量矢量的矢量积，可知：

d
dt

pp ˆ Lq “ 9p ˆ L ` p ˆ 9L

“ ´
e2

r2
er ˆ �r2per ˆ 9erq

“ ´�e2
“

erper ¨ 9erq ´ per ¨ erq9er
‰

“ �e2 9er

上面的最后一步使用了数学恒等式 er ¨ 9er “ 0. 所以：

d
dt

ˆ

1
�e2

p ˆ L ´ er

˙

“ 0

换言之，

A “
1
�e2

p ˆ L ´ er “
1
�e2

p ˆ L ´
r
r

是经典库仑场情形下独有的守恒量，常称为 Runge­Lenz 矢量.



过渡到量子力学后，作为守恒量的 Runge­Lenz 矢量应该替换为作用于氢
原子中电子态矢量空间的线性厄米算符. 鉴于

pp̂ ˆ L̂q: “ pei�ijkp̂jL̂kq:

“ ei�ijkpL̂kq:pp̂jq: “ ei�ijkL̂kp̂j “ ´ei�ijkL̂jp̂k “ ´L̂ ˆ p̂

泡利建议把 Runge­Lenz 算符定义为：

Â “
1

2�e2
pp̂ ˆ L̂ ´ L̂ ˆ p̂q ´

r
r

如此，Â具有如下重要性质：

Â是厄米算符，
Â: “ Â

Â是氢原子中电子的守恒量算符 (请课下自行证明)，

rÂ; Ĥs “ 0



Â是矢量算符. 量子力学理论中，矢量算符 V̂的普遍定义是其直角
分量满足对易关系，

r̂Ji; V̂js “ iℏ�ijkV̂k

式中的 Ĵi 表示角动量算符的直角分量. 我们曾证明过：

rL̂i; n̂js “ iℏ�ijkn̂k; n̂ “
r
r

同理：
rL̂i; p̂js “ iℏ�ijkp̂k; rL̂i; L̂js “ iℏ�ijkL̂k

下面将证明：p̂ ˆ L̂与 L̂ ˆ p̂也是两个矢量算符. 把这些事实结合起
来，即知 Runge­Lenz 算符

Â “
1

2�e2
pp̂ ˆ L̂ ´ L̂ ˆ p̂q ´ n̂

是一个矢量算符：
rL̂i; Âjs “ iℏ�ijkÂk



Theorem：

若 α̂与 β̂ 均是矢量算符，rL̂i; �̂js “ iℏ�ijk�̂k，rL̂i; �̂js “ iℏ�ijk�̂k，则 α̂ ˆ β̂
也是矢量算符.

证明如下. 复合算符 α̂ ˆ β̂ 的 Cartesian 直角分量为，

pα̂ ˆ β̂qi “ �ijk�̂j�̂k

所以，

rL̂i; pα̂ ˆ β̂qjs “ rL̂i; �jkl�̂k�̂ls “ �jklrL̂i; �̂ks�̂l ` �jkl�̂krL̂i; �̂ls

“ iℏ�jkl�ikm�̂m�̂l ` iℏ�jkl�ilm�̂k�̂m

“ iℏp�ji�lm ´ �jm�liq�̂m�̂l ` iℏp�jm�ki ´ �ji�kmq�̂k�̂m

“ iℏp�̂i�̂j ´ �̂j�̂iq “ iℏp�im�jn ´ �in�jmq�̂m�̂n

“ iℏ �ijk �kmn�̂m�̂n

即 α̂ ˆ β̂ 是矢量算符：

rL̂i; pα̂ ˆ β̂qjs “ iℏ�ijkpα̂ ˆ β̂qk



Â与轨道角动量正交：

Â ¨ L̂ “ L̂ ¨ Â “ 0

证明如下. 首先注意到：

L̂iÂi “ rL̂i; Âis ` ÂiL̂i “ iℏ�iimÂm ` ÂiL̂i “ ÂiL̂i

再注意到，

Âi “
1

2�e2
�ijkpp̂jL̂k ´ L̂jp̂kq ´ n̂i “

1
�e2

�ijkp̂jL̂k ´
iℏ
�e2

p̂i ´ n̂i

我们看到：

ÂiL̂i “
1
�e2

�ijkp̂jL̂kL̂i ´
iℏ
�e2

p̂iL̂i ´ n̂iL̂i

“
1

2�e2
�ijkp̂jrL̂k; L̂is ´

iℏ
�e2

�imnp̂ix̂mp̂n ´
1
r
�imnx̂ix̂mp̂n

“
iℏ

2�e2
�ijk�kimp̂jL̂m ´

iℏ
�e2

�imnp̂ip̂nx̂m

“
iℏ
�e2

p̂mL̂m “
iℏ
�e2

�mijp̂mx̂ip̂j “
iℏ
�e2

�mijp̂mp̂jx̂i “ 0



Â的诸直角分量之间满足如下的对易关系4：

rÂi; Âjs “ iℏ

˜

´
2Ĥ
�e4

¸

�ijkL̂k; Ĥ “
p̂2

2�
´

e2

r

假设氢原子中的电子处于某个能量本征态，此时上式中的
Ĥ可以用电子的能量本征值 E替代. 对于感兴趣的束缚态，E ă 0.

此情形下，若引入约化的 Runge­Lenz 算符：

M̂ “

c

´
�e4

2E
Â

则不难看出：
rM̂i; M̂js “ iℏ�ijkL̂k

4证明留作本次课的作业题.



现在计算 Â2. 因为，

Âi “
1

2�e2
�ijkpp̂jL̂k ´ L̂jp̂kq ´ n̂i “

1
�e2

�ijkp̂jL̂k ´
iℏ
�e2

p̂i ´ n̂i

我们有：

Â2 “ ÂiÂi

“

ˆ

1
�e2

�ijkp̂jL̂k ´
iℏ
�e2

p̂i ´ n̂i

˙ ˆ

1
�e2

�ilmp̂lL̂m ´
iℏ
�e2

p̂i ´ n̂i

˙

“

9
ÿ

a“1
Ω̂a

式中，

Ω̂1 “
1
�2e4

�ijk�ilmp̂jL̂kp̂lL̂m “
1
�2e4

pp̂jL̂kp̂jL̂k ´ p̂jL̂kp̂kL̂jq

“
1
�2e4

p̂jL̂kp̂jL̂k “
1
�2e4

p̂jpiℏ�kjlp̂l ` p̂jL̂kqL̂k

“
1
�2e4

p̂2L̂2



Ω̂2 “ ´
iℏ
�2e4

�ijkp̂jL̂kp̂i “ ´
iℏ
�2e4

�ijkp̂jpiℏ�kimp̂m ` p̂iL̂kq

“
2ℏ2

�2e4
p̂2 ´

iℏ
�2e4

�ijkp̂jp̂iL̂k

“
2ℏ2

�2e4
p̂2

Ω̂3 “ ´
1
�e2

�ijkp̂jL̂kn̂i “ ´
1
�e2

�ijkp̂jpiℏ�kimn̂m ` n̂iL̂kq

“ ´
2iℏ
�e2

p̂jn̂j ´
1
�e2

�ijkn̂ip̂jL̂k

“ ´
2iℏ
�e2

p̂in̂i ´
1
�e2

L̂2

r

Ω̂4 “ ´
iℏ
�e2

�ilmp̂ip̂lL̂m “ 0

Ω̂5 “ ´
ℏ2

�2e4
p̂2



Ω̂6 “
iℏ
�e2

p̂in̂i

Ω̂7 “
iℏ
�e2

n̂ip̂i “
iℏ
�e2

prn̂i; p̂is ` p̂in̂iq

“ ´
ℏ2

�e2
B

Bxi

´xi
r

¯

`
iℏ
�e2

p̂in̂i

“ ´
ℏ2

�e2
2
r

`
iℏ
�e2

p̂in̂i

Ω̂8 “ ´
1
�e2

�ilmn̂ip̂lL̂m “ ´
1
�e2

L̂2

r
Ω̂9 “ n̂in̂i “ I

以上诸式综合起来，即有：

Â2 “
2
�e4

ĤpL̂2 ` ℏ2q ` I; Ĥ “
p̂2

2�
´

e2

r

此处的 Ĥ显然是氢原子中电子的哈密顿算符.



仍然考虑氢原子中电子处于能量为 E的束缚态情形，E ă 0. 此情形下，Â2

的表达式可改写为：

Â2 “
2E
�e4

pL̂2 ` ℏ2q ` I

或者等价地，

´
�e4

2E
“ ´

�e4

2E
Â2 ` L̂2 ` ℏ2 “ M̂2 ` L̂2 ` ℏ2

引入两个新的厄米算符：

Ĵ˘ “
1
2

pM̂ ˘ L̂q

不难看出:

r̂J˘i; Ĵ˘js “ iℏ�ijkĴ˘k; r̂J`i; Ĵ´ks “ 0; Ĵ2` “ Ĵ2´ “
1
4

pM̂2 ` L̂2q



所以，

´
�e4

2E
“ 4 J2` ` ℏ2

由于 Ĵ` 满足的是角动量服从的对易关系，Ĵ2` 的本征值应该为：

J2` “ jpj ` 1qℏ2; j “ 0;
1
2
; 1;

3
2
; 2; ¨ ¨ ¨

所以，氢原子中处于束缚态的电子具有的能级为：

´
�e4

2Epjq
“ 4jpj ` 1qℏ2 ` ℏ2 “ p4j2 ` 4j ` 1qℏ2 “ p2j ` 1q2ℏ2

即：

Epjq “ ´
�e4

ℏ2
1

2p2j ` 1q2

它就是期望中的玻尔氢原子能级公式：

En “ ´
�e4

ℏ2
1

2n2 ; n “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨



全同粒子体系与波函数的交换对称性

全同粒子系的交换对称性：

在量子力学中，我们把具有完全相同的静止质量、电荷、自旋、磁矩和寿命
等内禀属性的同一类粒子称为“全同粒子”.

在自然界里经常会遭遇由全同粒子组成的多粒子体系. 如多电子原子和
金属中的电子气.

量子力学中全同粒子体系的基本特征是：任何客观测量，特别是 Hamilton
量，对于任意两个粒子的交换是不变的. 这一特征称为“全同粒子系的
交换对称性”.



特例：

以氦原子中两个电子组成的体系为例，其 Hamilton 算符为：

Ĥ “
p̂2

1
2m

`
p̂2

2
2m

´
2e2

r1
´

2e2

r2
`

e2

|r1 ´ r2|

当两个电子交换时，Ĥ明显不变，即

P̂12 Ĥ P̂´1
12 “ Ĥ

这里 P̂12 是交换两个电子所有自由度的幺正算符.

值得注意的是（证明见后）：

交换算符 P̂12 既是幺正算符，又是厄米算符.

因此，P̂12 是氦原子中二电子体系的守恒量算符.



全同粒子体系的交换对称性，反映到描写其量子态的波函数上，具有极深
刻的物理内涵，据此归纳出了量子力学的第五条基本原理.

考虑 N个全同粒子组成的多粒子体系，设其量子态用波函数

Ψpq1; ¨ ¨ ¨ ; qi; ¨ ¨ ¨ ; qj; ¨ ¨ ¨ ; qNq

描写， qi（i “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ;N）代表第 i个粒子的全部坐标（例如包括空间坐
标与自旋）. 设 P̂ij 表示交换第 i个粒子与第 j个粒子的全部坐标的线性
算符：

P̂ijΨpq1; ¨ ¨ ¨ ; qi; ¨ ¨ ¨ ; qj; ¨ ¨ ¨ ; qNq “ Ψpq1; ¨ ¨ ¨ ; qj; ¨ ¨ ¨ ; qi; ¨ ¨ ¨ ; qNq

粒子的全同性意味着 Ψ与 P̂ijΨ描写的是同一个量子态，它们最多可以相
差一个非零的常数因子 c，

P̂ijΨ “ c Ψ



两端再作用一次 P̂ij，得：

Ψ “ P̂2
ijΨ “ c P̂ijΨ “ c2 Ψ; ù c2 “ 1; c “ ˘1

所以，全同粒子体系的波函数必须满足下列关系之一：或者关于交换任意
两个粒子对称：

P̂ijΨ “ Ψ

或者关于交换任意两个粒子反对称：

P̂ijΨ “ ´Ψ

迄今一切实验表明，全同粒子体系的波函数的交换对称性与粒子的自旋
角动量有密切的关系：

1 凡由自旋角动量的测量值为 ℏ之整数倍的粒子组成的全同多粒子体
系，称之为 Bose 子体系，波函数对于两个粒子的交换总是对称的. 在
统计方法上，它们遵从 Bose­Einstein 统计.

2 凡由自旋角动量的测量值为 ℏ之半奇数倍的粒子组成的全同多粒子
体系，称之为 Fermi 子体系，波函数对于两个粒子的交换总是反对称
的. 在统计方法上，它们遵从 Fermi­Dirac 统计.



证明：P̂12 既是厄米算符、又是幺正算符.

考虑由两个全同粒子构成的二粒子体系，其量子态为：
�
� i;  j

D

:“ j ip1qy b
�
� jp2q

D

两个粒子的交换算符 P̂12 定义为：

P̂12
�
� i;  j

D

“ P̂12

”

j ip1qy b
�
� jp2q

D

ı

“
�
� jp1q

D

b j ip2qy “
�
� j;  i

D

上式意味着
`

P̂12
˘2

“ Î.
换言之，

P̂ ´1
12 “ P̂12

倘若 j ipaqy 的全体形成了粒子 a态矢量空间中一组正交归一基，我
们有：

@

 i;  j
ˇ

ˇP̂12
ˇ

ˇ k;  l
D

“
@

 i;  j
ˇ

ˇ l;  k
D

“ �il�jk



取上式的复共轭，有：

�il�jk “
@

 i;  j
ˇ

ˇP̂12
ˇ

ˇ k;  l
D˚

“
@

 i;  j
ˇ

ˇP̂12
ˇ

ˇ k;  l
D:

“
@

 k;  l
ˇ

ˇP̂:
12

ˇ

ˇ i;  j
D

ù P̂:
12

�
� i;  j

D

“
�
� j;  i

D

把此式与 P̂12 的定义式做比较，不难看出 P̂12 是厄米算符：

P̂:
12 “ P̂12

联合考虑 P̂12 的厄米性以及性质 P̂ ´1
12 “ P̂12，我们看到：

P̂:
12 “ P̂ ´1

12

即 P̂12 也是多粒子体系态矢量空间中的幺正算符.



下面将讨论在忽略粒子间相互作用的情况下如何构造具有完全交换对称
性或反对称性的多粒子体系波函数.

两个全同粒子组成的体系：

二全同粒子体系的 Hamilton 算符写为：

Ĥ “ ĥpq1q ` ĥpq2q

这里描写两粒子相互作用的 Hamilton 量被忽略了，ĥpqq 表示单粒子
Hamilton 算符. ĥpq1q 与 ĥpq2q 在形式上完全相同，只不过 q1;2 互换而
已. 显然，

rP̂12; Ĥ s “ 0

设 ĥpqq 的本征值方程为：

ĥpqq'kpqq “ �k'kpqq

�k 为单粒子能量，'kpqq 为相应的归一化单粒子波函数，k代表一组完备
的量子数.



现在的问题是：若两个粒子中有一个处在 'k1 态，另一个处在 'k2 态，那
么体系的波函数是什么 ?

玻色子体系：

对于 Bose 子组成的全同粒子体系，体系的波函数对于两个粒子的交换必
须是对称的.

于是，若 k1 “ k2 “ k，体系的归一化波函数为：

 S
kkpq1; q2q “ 'kpq1q b 'kpq2q :“ 'kpq1q'kpq2q

若 k1 ‰ k2，体系的归一化波函数为：

 S
k1k2

pq1; q2q “
1

?
2

”

'k1pq1q'k2pq2q ` 'k2pq1q'k1pq2q

ı



费米子体系：

对于 Fermi 子组成的全同粒子体系，体系的波函数对于两个粒子的交换
必须是反对称的.

于是，若 k1 ‰ k2，体系的归一化波函数为：

 A
k1k2

pq1; q2q “
1

?
2

”

'k1pq1q'k2pq2q ´ 'k1pq2q'k2pq1q

ı

“
1

?
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

'k1pq1q 'k1pq2q

'k2pq1q 'k2pq2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

若 k1 “ k2 “ k，则  A
kk “ 0，即这样的状态是不存在的. 这就是著名的泡

利不相容原理：

不允许有两个全同的 Fermi 子处于同一单粒子态.

泡利原理是理解原子结构与元素周期表不可缺少的理论基础.



N个全同 Fermi 子组成的体系：

先考虑三个全同 Fermi 子组成的体系，忽略粒子之间的相互作用.

设三个粒子处于三个不同的单粒子态 'k1，'k2 和 'k3，则体系的波函数应
表为：

 A
k1k2k3

pq1; q2; q3q “
1

?
3!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

'k1pq1q 'k1pq2q 'k1pq3q

'k2pq1q 'k2pq2q 'k2pq3q

'k3pq1q 'k3pq2q 'k3pq3q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

根据行列式的性质，这样的波函数对于三个粒子中任意两个粒子的交换
具有反对称性.

显然，没有两个 Fermi 子可以处于同一单粒子态.



推广到 Npě 4q 个全同 Fermi 子组成的体系是直截了当的.

设 N个 Fermi 子分别处于 k1 ă k2 ă ¨ ¨ ¨ ă kN 的单粒子态下，则体系的归
一化波函数是：

 A
k1k2¨¨¨kNpq1; q2; ¨ ¨ ¨ ; qNq

“
1

?
N !

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

'k1pq1q 'k1pq2q ¨ ¨ ¨ 'k1pqNq

'k2pq1q 'k2pq2q ¨ ¨ ¨ 'k2pqNq

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

'kNpq1q 'kNpq2q ¨ ¨ ¨ 'kNpqNq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ



N个全同 Bose 子组成的体系：

Bose 子体系不受泡利不相容原理的制约，可以有任意数目的 Bose 子同处
于某一特定的单粒子态.

考虑粒子总数为 N的全同 Bose 子体系，设有 ni 个 Bose 子处在单粒子态
'ki 上（i “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; N），

řN
i“1 ni “ N. 这些 ni 取非负整数，它们中有些

可以等于零，有些可以大于 1. 于是，体系的符合交换对称性的波函数可
以写为：

 S
n1n2¨¨¨nN „

ÿ

P

P

„

'k1pq1q ¨ ¨ ¨'k1pqn1q 'k2pqn1`1q ¨ ¨ ¨'k2pqn1`n2q ¨ ¨ ¨

ȷ

这里的 P 是指那些只对处于不同单粒子态上的粒子进行对换而构成的
置换，只有这样才能保证式中诸项彼此正交.

这样的置换总数为：
N!

n1!n2! ¨ ¨ ¨ nN!
“

N!
ś

i ni!



因此，N个全同 Bose 子所组成的体系的归一化波函数是：

 S
n1n2¨¨¨nNpq1; q2; ¨ ¨ ¨ ; qNq “

c

ś

i ni!
N!

ÿ

P

P r'k1pq1q ¨ ¨ ¨'kNpqNqs

纠缠态：
若多粒子体系的波函数不能表达为各单粒子波函数的直积，则这样的波
函数描写的的状态称为纠缠态(entangled states).

1 多费米子体系的量子态  A
k1¨¨¨kNpq1; ¨ ¨ ¨ ; qNq 必为纠缠态.

2 多玻色子体系可以处在纠缠态  S
n1¨¨¨nNpq1; ¨ ¨ ¨ ; qNq ，也可以处在非纠

缠态  S
Npq1; ¨ ¨ ¨ ; qNq.



自旋单态与三重态：

中性氦原子有两个电子，研究氦原子的状态涉及到构造两个电子构成体
系的自旋态.

设两个电子的自旋角动量算符为 Ŝ1 和 Ŝ2，则二电子构成的全同粒子体系
的总自旋角动量算符定义为：

Ŝ “ Ŝ1 ` Ŝ2

由于 Ŝ1 与 Ŝ2 分属两个电子，

rŜ1i; Ŝ2js “ 0

式中 i; j “ 1; 2; 3 代表普通 Cartesian 空间的三个直角分量.

由此知，Ŝ的三个直角分量算符服从角动量算符必须满足的对易关系：

rŜi; Ŝjs “ iℏ�ijkŜk



令：

Ŝ2 “

3
ÿ

i“1
Ŝ2
i

则显然有：
rŜ2; Ŝis “ 0; pi “ 1; 2; 3:q

两个电子构成的全同粒子体系的自旋自由度数目是 2. 既可以选择
pŜ13; Ŝ23q 作为自旋力学量算符完全集合，也可以选择 pŜ2; Ŝ3q 作为
自旋力学量算符完全集合.

下面我们求解自旋力学量算符完全集合的共同本征态：

选择 pŜ13; Ŝ23q 作为自旋力学量完全集.

Ŝ13 算符在其自身表象中的矩阵表示是5

Ŝ13 “
ℏ
2

„

1 0
0 ´1

ȷ

5这个表达式不准确，订正见本章后几页.



显然，Ŝ13 属于其本征值 ℏ{2 的本征矢量是

�p1q “

„

1
0

ȷ

而属于其本征值 ´ℏ{2 的本征矢量是

�p1q “

„

0
1

ȷ

同理，Ŝ23 也有两个本征值 ˘ℏ{2. 在其自身表象中，属于这两个本征值的
本征矢量分别为 �p2q 和 �p2q：

�p2q “

„

1
0

ȷ

; �p2q “

„

0
1

ȷ

:

1 朴素地讲，pŜ13; Ŝ23q 的共同本征态有四个候选者，即：

�p1q b �p2q; �p1q b �p2q; �p1q b �p2q; �p1q b �p2q:



但是，两个电子构成的体系是全同粒子体系，物理上可接受的波函数必须
对于交换电子具有对称性或反对称性. 显然，满足全同性原理的自旋态
矢量是：

�p1q b �p2q;
1

?
2

”

�p1q b �p2q ` �p1q b �p2q

ı

; �p1q b �p2q:

和
1

?
2

”

�p1q b �p2q ´ �p1q b �p2q

ı

前者关于交换两个电子对称，后者关于交换两个电子反对称. 但其中的
两个纠缠态矢量并不是 pŜ13; Ŝ23q 的本征矢量. 例如，

Ŝ13
1

?
2

”

�p1q b �p2q ˘ �p1q b �p2q

ı

“
ℏ
2

¨
1

?
2

”

�p1q b �p2q ¯ �p1q b �p2q

ı

‰ 常数 ¨
1

?
2

”

�p1q b �p2q ˘ �p1q b �p2q

ı



选择 pŜ2; Ŝ3q 作为自旋力学量完全集.

下面证明，前页所示的满足全同性原理要求的波函数是自旋力学量
完全集 pŜ2; Ŝ3q 的共同本征态. 显然，

Ŝ3 �p1q b �p2q “ ℏ�p1q b �p2q

Ŝ3
1

?
2

”

�p1q b �p2q ` �p1q b �p2q

ı

“ 0

Ŝ3 �p1q b �p2q “ ´ℏ�p1q b �p2q

以及

Ŝ3
1

?
2

”

�p1q b �p2q ´ �p1q b �p2q

ı

“ 0

验证这四个波函数是 Ŝ2 的本征态略微繁琐些. 注意到：

Ŝ2 “ Ŝ2
1 ` Ŝ2

2 ` 2Ŝ1 ¨ Ŝ2 “
3
2
ℏ2 `

ℏ2

2
σ1 ¨ σ2

以及

�1� “ �; �1� “ �; �2� “ i�; �2� “ ´i�; �3� “ �; �3� “ ´�:



我们得到：

Ŝ2�p1q b �p2q “ 2ℏ2�p1q b �p2q;

Ŝ2 1
?

2

”

�p1q b �p2q ` �p1q b �p2q

ı

“ 2ℏ2 1
?

2

”

�p1q b �p2q ` �p1q b �p2q

ı

;

Ŝ2�p1q b �p2q “ 2ℏ2�p1q b �p2q;

和

Ŝ2 1
?

2

”

�p1q b �p2q ´ �p1q b �p2q

ı

“ 0:

所以，对称波函数形成了两电子体系的自旋三重态 �1ms，

�11 “ �p1q b �p2q

�10 “
1

?
2

”

�p1q b �p2q ` �p1q b �p2q

ı

�1;´1 “ �p1q b �p2q



而反对称波函数形成了自旋单态 �00:

�00 “
1

?
2

”

�p1q b �p2q ´ �p1q b �p2q

ı

数学补遗：

在二电子体系的自旋态空间中，倘若取泡利表象，我们有：

Ŝ13 “
ℏ
2
�3 b I2 “

ℏ
2

„

1 0
0 ´1

ȷ

b

„

1 0
0 1

ȷ

“
ℏ
2

»

—

—

–

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

Ŝ23 “
ℏ
2
I2 b �3 “

ℏ
2

„

1 0
0 1

ȷ

b

„

1 0
0 ´1

ȷ

“
ℏ
2

»

—

—

–

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl



从而，

Ŝ3 “ Ŝ13 ` Ŝ23 “ ℏ

»

—

—

–

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

诸自旋态波函数表为：

�11 “ �p1q b �p2q “

„

1
0

ȷ

b

„

1
0

ȷ

“

»

—

—

–

1
0
0
0

fi

ffi

ffi

fl

�1;´1 “ �p1q b �p2q “

„

0
1

ȷ

b

„

0
1

ȷ

“

»

—

—

–

0
0
0
1

fi

ffi

ffi

fl

其中纠缠态自旋波函数是：



�10 “
1

?
2

”

�p1q b �p2q ` �p1q b �p2q

ı

“
1

?
2

"„

1
0

ȷ

b

„

0
1

ȷ

`

„

0
1

ȷ

b

„

1
0

ȷ*

“
1

?
2

»

—

—

–

0
1
1
0

fi

ffi

ffi

fl

�00 “
1

?
2

”

�p1q b �p2q ´ �p1q b �p2q

ı

“
1

?
2

"„

1
0

ȷ

b

„

0
1

ȷ

´

„

0
1

ȷ

b

„

1
0

ȷ*

“ ´
1

?
2

»

—

—

–

0
1

´1
0

fi

ffi

ffi

fl
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本章概要

薛定谔方程

iℏ
B 

Bt
“

„

´
ℏ2

2�
r2 ` Vp~r; tq

ȷ

 

除了少数几个特例 (如简谐振子和氢原子) 外，往往不能严格求解. 因此，
在处理实际问题的时候，一方面需要建立适当的模型简化问题，另一方面
还需要采用适当的近似方法.

从本章起拟介绍的近似方法如下：

1 定态问题微扰论.
2 变分原理.
3 WKB 非微扰方法.
4 含时问题微扰论.



定态微扰论的哲学

设体系的 Hamilton 算符为 Ĥ (不显含 t参数)，能量本征值方程是：

Ĥ j ny “ En j ny

求解此本征值方程一般比较困难.

倘若 Ĥ可以写作两部分之和：

Ĥ “ Ĥ0 ` Ĥ1 “ Ĥ0 ` �Ŵ

其中，
1 �是一无量纲实参数，0 ă � ! 1， 以至于 Ĥ1 “ �Ŵ可视为微扰.
2 Ĥ0 的本征值问题已经解决.

则可以在 Ĥ0 本征值解这个基础上把 Ĥ1 的影响按照 �的幂次逐级考虑进
去，从而求得 Ĥ的本征值问题的尽可能接近于精确解的近似解.



首先考虑非简并能级如何受到微扰的影响. 设 Ĥ0 的本征值方程

Ĥ0 jny “ Ep0q
n jny

已经解出，能级 Ep0q
n 皆不简并.

现在按微扰论的方法求 Ĥ本征值问题的近似解.

1 微扰论方法的第一步，也是最关键的一步是假设：

En “ Ep0q
n ` �Ep1q

n ` �2Ep2q
n ` Op�3q

j ny “ jny ` �
�
�
� p1q

n

E

` �2
�
�
� p2q

n

E

` Op�3q

其中 �为一无量纲的实参数，

0 ă � ă 1



从而，

En j ny “

”

Ep0q
n ` �Ep1q

n ` �2Ep2q
n ` ¨ ¨ ¨

ı

¨

”

jny ` �
�
�
� p1q

n

E

` �2
�
�
� p2q

n

E

` ¨ ¨ ¨

ı

“ Ep0q
n jny ` �

”

Ep0q
n

�
�
� p1q

n

E

` Ep1q
n jny

ı

` �2
”

Ep0q
n

�
�
� p2q

n

E

` Ep1q
n

�
�
� p1q

n

E

` Ep2q
n jny

ı

` ¨ ¨ ¨

同理，

Ĥ j ny “

”

Ĥ0 ` �Ŵ
ı”

jny ` �
�
�
� p1q

n

E

` �2
�
�
� p2q

n

E

` ¨ ¨ ¨

ı

“ Ĥ0 jny ` �
”

Ĥ0

�
�
� p1q

n

E

` Ŵ jny

ı

` �2
”

Ĥ0

�
�
� p2q

n

E

` Ŵ
�
�
� p1q

n

E ı

` ¨ ¨ ¨



把以上两式代入到体系的能量本征值方程

Ĥ j ny “ En j ny

中，比较方程两端参数 �的同幂次项，可得到各级微扰近似的方程如下：

�0 : Ĥ0 jny “ Ep0q
n jny pExpected !q

�1 : Ĥ0

�
�
� p1q

n

E

` Ŵ jny “ Ep0q
n

�
�
� p1q

n

E

` Ep1q
n jny

�2 : Ĥ0

�
�
� p2q

n

E

` Ŵ
�
�
� p1q

n

E

“ Ep0q
n

�
�
� p2q

n

E

` Ep1q
n

�
�
� p1q

n

E

` Ep2q
n jny

�3 : ¨ ¨ ¨



一级近似：

鉴于 Ĥ0 本征矢量的正交归一性，

xn|ky “ �nk

Ep1q
n 所满足的方程可以改写为：

Ep1q
n �mn “

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
Ĥ0

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

` xm|Ŵ|ny ´ Ep0q
n

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

Ĥ0 是力学量算符，其本征矢量系具有完备性1. 因此可以有：
�
�
� p1q

n

E

“
ÿ

k

jky

A

k
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

1这个性质是量子力学态叠加原理所要求的.



从而，

Ep1q
n �mn “

ÿ

k

xm|Ĥ0|ky

A

k
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

` xm|Ŵ|ny ´ Ep0q
n

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“
ÿ

k

Ep0q

k �mk

A

k
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

` Wmn ´ Ep0q
n

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“

”

Ep0q
m ´ Ep0q

n

ı A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

` Wmn

式中：
Wmn “ xm|Ŵ|ny

不难看出：

若 m ‰ n，
A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ ´
Wmn

Ep0q
m ´ Ep0q

n

若 m “ n，
Ep1q
n “ Wnn “ xn|Ŵ|ny



稍后我们还将证明可以把波函数
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p1q
n

E

取为零.

因此，精确到微扰论的一级近似，体系的能量本征值与相应的本征矢量
分别是：

En “ Ep0q
n ` �Wnn

与

j ny “ jny ´ �
ÿ1

m

Wmn

Ep0q
m ´ Ep0q

n
jmy

式中的求和号
ř1

m 表示对 m求和时不包含 m “ n的项.



计算
@

n
ˇ

ˇ p1q
n

D

按照微扰论，体系哈密顿算符属于能级 En 的、精确的本征态矢量是：

j ny “ jny ` �
�
�
� p1q

n

E

` �2
�
�
� p2q

n

E

` ¨ ¨ ¨

若要求 j ny 满足归一化条件，则有：

1 “ x n| ny

“

”

xnj` �
A

 p1q
n

�
�
� ` �2

A

 p2q
n

�
�
� ` ¨ ¨ ¨

ı

¨

”

jny ` �
�
�
� p1q

n

E

` �2
�
�
� p2q

n

E

` ¨ ¨ ¨

ı

“ 1 ` �
”A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

`

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
n

Eı

` �2
”A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

`

A

 p2q
n

ˇ

ˇ

ˇ
n

E

`

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

Eı

`Op�3q

所以，
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

`

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
n

E

“ 0;
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

`

A

 p2q
n

ˇ

ˇ

ˇ
n

E

`

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ 0; ¨ ¨ ¨



点评：

1 第一式表明：
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p1q
n

E

是纯虚数、其实部为零，
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p1q
n

E

“ i�.
2 如果精确到 �的一次幂，哈密顿算符的本征态矢可近似地表达为：

j ny « jny ` �
�
�
� p1q

n

E

“ jny ` �
ÿ

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ jny `�
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

jny ` �
ÿ1

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ p1 ` i��q jny ` �
ÿ1

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

« ei�� jny ` �
ÿ1

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

« ei��
”

jny ` �
ÿ1

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

Eı

按照态矢量的概率诠释，态矢量的一个整体相因子是可以任意选择
的. 所以，不妨取 � “ 0，即：

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ 0



二级近似：

在二级近似下，我们常常只关心能级的修正. 求零级态矢量 jny 与 �2 级
上定态薛定谔方程

Ĥ0

�
�
� p2q

n

E

` Ŵ
�
�
� p1q

n

E

“ Ep0q
n

�
�
� p2q

n

E

` Ep1q
n

�
�
� p1q

n

E

` Ep2q
n jny

的标积，不难看到：

Ep2q
n “ ´Ep1q

n

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

`

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
Ŵ

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ ´Ep1q
n

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

`
ÿ

m
xn|Ŵ|my

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ ´

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E ”

Ep1q
n ´ xn|Ŵ|ny

ı

´
ÿ1

m

jWmnj
2

Ep0q
m ´ Ep0q

n

波函数
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p1q
n

E

“ i� (�为一实参数，在一级近似框架内可取作零2).

2事实上，选择 � “ 0 在二级近似框架内也是可行的，见下.



Ep2q
n “ ´i�

”

Ep1q
n ´ xn|Ŵ|ny

ı

´
ÿ1

m

jWmnj
2

Ep0q
m ´ Ep0q

n

回忆
Ep1q
n “ Wnn “ xn|Ŵ|ny

能级修正项 Ep2q
n 的表达式并未破坏厄密算符 Ĥ本征值的实数性：

Ep2q
n “ ´

ÿ1

m

|Wmn|2

Ep0q
m ´ Ep0q

n

能级 En 的二级修正即为 �2Ep2q
n .

二级近似下能级 En 最终表达为：

En « Ep0q
n ` �Wnn ´ �2

ÿ1

m

|Wmn|2

Ep0q
m ´ Ep0q

n



1 虽然不做要求，哈密顿算符本征态的二级修正
�
�
� 

p2q
n

E

也是可以计算

的. 确定
�
�
� 

p2q
n

E

的主方程是：

Ĥ0

�
�
� p2q

n

E

` Ŵ
�
�
� p1q

n

E

“ Ep0q
n

�
�
� p2q

n

E

` Ep1q
n

�
�
� p1q

n

E

` Ep2q
n jny

根据态叠加原理，
�
�
� 

p2q
n

E

“
ÿ

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

“

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

jny `
ÿ1

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

确定
�
�
� 

p2q
n

E

的任务归结于确定波函数
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

和
A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

(m ‰ n).



补遗：计算
�
�
� p2q

n
D

先考虑 m ‰ n情形.

求主方程与 jmy 的标积，知波函数
A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

满足方程：

pEp0q
m ´ Ep0q

n q

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

“ ´

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
Ŵ

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

` Ep1q
n

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ Ep1q
n

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

´
ÿ

k
Wmk

A

k
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ ´
WnnWmn

Ep0q
m ´ Ep0q

n
`

ÿ1

k

WmkWkn

Ep0q

k ´ Ep0q
n

´ i�Wmn

从而，
A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m‰n
“ ´

WnnWmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2
`

ÿ1

k

WmkWkn

pEp0q
m ´ Ep0q

n qpEp0q

k ´ Ep0q
n q

´ i�
Wmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q



接着确定波函数
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

. 按照态矢量 j ny 的归一化条件，我们有：

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

`

A

 p2q
n

ˇ

ˇ

ˇ
n

E

`

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ 0

取波函数
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

的虚部为 � (�本身为一待定的实参数)，则此方程的一

般解是：
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 

p2q
n

E

“ i� ´
1
2

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ i� ´
1
2

ÿ

m

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
m

E A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

“ i� ´
1
2
�2 ´

1
2

ÿ1

m

A

 p1q
n

ˇ

ˇ

ˇ
m

E A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p1q
n

E

亦即:
A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

“ i� ´
1
2
�2 ´

1
2

ÿ1

m

|Wmn|2

rEp0q
m ´ Ep0q

n s2



所以：
�
�
� 

p2q
n

E

“

A

n
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

jny `
ÿ1

m
jmy

A

m
ˇ

ˇ

ˇ
 p2q
n

E

“

ˆ

i� ´
1
2
�2

˙

jny ´
1
2

«

ÿ1

m

|Wmn|2

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2

ff

jny

`
ÿ1

m

«

´i�
Wmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q
´

WnnWmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2

`
ÿ1

k

WmkWkn

pEp0q
m ´ Ep0q

n qpEp0q

k ´ Ep0q
n q

ff

jmy



换言之，精确到微扰论的二级近似，Ĥ属于本征值 En 的本征态矢量可表
为：

j ny « jny ` �
�
�
� p1q

n

E

` �2
�
�
� p2q

n

E

“

„

1 ` i�� ` i�2� ´
1
2
�2�2

ȷ

jny

´ �

«

ÿ1

m

Wmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q

ff

jmy

´
�2

2

«

ÿ1

m

|Wmn|2

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2

ff

jny

` �2
ÿ1

m

«

´i�
Wmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q
´

WnnWmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2

`
ÿ1

k

WmkWkn

pEp0q
m ´ Ep0q

n qpEp0q

k ´ Ep0q
n q

ff

jmy



精确到 Op�2q，

1 ` i�� ` i�2� ´
1
2
�2�2 «

ˆ

1 ` i�� ´
1
2
�2�2

˙

`

1 ` i�2�
˘

« eip��`�2�q

我们可以把 j ny 近似地表为：

j ny « eip��`�2�q

«

jny ´ �
ÿ1

m

Wmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q
jmy

´
�2

2

ÿ1

m

|Wmn|2

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2
jny

` �2
ÿ1

m

˜

´
WnnWmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2

`
ÿ1

k

WmkWkn

pEp0q
m ´ Ep0q

n qpEp0q

k ´ Ep0q
n q

¸

jmy

ff

此式表明：实参数 �与 �的存在仅仅改变态矢量 j ny 的整体相位，故可
把它们均取为零.



所以，在二级近似下 Ĥ属于本征值 En

En « Ep0q
n ` �Wnn ´ �2

ÿ1

m

|Wmn|2

Ep0q
m ´ Ep0q

n

的本征态矢量可表为：

j ny « jny ´ �
ÿ1

m

Wmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q
jmy

´
�2

2

ÿ1

m

|Wmn|2

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2
jny

` �2
ÿ1

m

«

´
WnnWmn

pEp0q
m ´ Ep0q

n q2

`
ÿ1

k

WmkWkn

pEp0q
m ´ Ep0q

n qpEp0q

k ´ Ep0q
n q

ff

jmy



例：电介质的极化率

考虑各向同性电介质在外电场作用下的极化现象. 当没加外电场时，介
质中的离子在其平衡位置附近作小振动，可视为简谐振动. 若沿 x方向
加上了均匀外电场 E，它只对 x方向的振动有干扰. y; z两个方向离子的
运动不受此外电场的影响，仍是简谐振动，这里不予考虑. 设离子的电
荷量为 q，其在 x方向的运动由如下 Hamilton 算符描写：

Ĥ “ Ĥ0 ` Ĥ1

式中，

Ĥ0 “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 `
1
2
�!2x2 ; Ĥ1 “ ~́p ¨ ~E “ ´qE x

1 怎样计算简谐振子的非简并能级 Ep0q
n “ pn ` 1{2qℏ!在施加了外电

场后的改变 ?



引入辅助的非 Hermite 算符 â和 â:：

â “

d

ℏ
2�!

d
dx

`

c

�!

2ℏ
x ; â: “ ´

d

ℏ
2�!

d
dx

`

c

�!

2ℏ
x ;

ù
“

â; â:
‰

“ 1 :

我们可以将 Hamilton 算符重新表达为：

Ĥ0 “ ℏ!
´

â:â `
1
2

¯

; Ĥ1 “ ´qE

d

ℏ
2�!

pâ ` â:q

1 厄米算符 N̂ “ â:â常常称为占有数算符：

N̂ jny “ n jny ; n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

2 非厄米算符 â: 和 â分别是占有数 n的升、降算符：

â jny “
?
n jn ´ 1y ; â: jny “

?
n ` 1 jn ` 1y



从而，

xm|Ĥ1|ny “ ´qE

d

ℏ
2�!

`

xm|â|ny ` xm|â:|ny
˘

“ ´qE

d

ℏ
2�!

`?
n�m;n´1 `

?
n ` 1�m;n`1

˘

因此，准确到二级微扰下的能量近似值为：

En “ Ep0q
n ` xn|Ĥ1|ny ´

ÿ1

m

| xm|Ĥ1|ny |2

Ep0q
m ´ Ep0q

n

“

ˆ

n `
1
2

˙

ℏ! `
1
ℏ!

ˆ

| xn ´ 1|Ĥ1|ny |2 ´ | xn ` 1|Ĥ1|ny |2
˙

“

ˆ

n `
1
2

˙

ℏ! ´
q2E 2

2�!2

外电场的介入使得所有能级都下移了一个常量 q2E 2{2�!2，这对于能谱
形状无影响 (能级仍是等间隔均匀分布)，但体系的态矢量却要发生显著
变化.



一级近似下，体系的态矢量表为：

j ny “ jny ´
ÿ1

m

xm|Ĥ1|ny

Ep0q
m ´ Ep0q

n
jmy

“ jny `
qE

!
?

2�ℏ!

ˆ

?
n ` 1 jn ` 1y ´

?
n jn ´ 1y

˙

即在原来的零级态矢量 jny 之外，混进了与它紧邻的两条能级的态矢量
jn ˘ 1y，它们的宇称恰与 jny 相反. 所以，加上了外电场之后，态矢量从
jny 变为 j ny，它不再具有确定的宇称：外电场的存在破坏了波函数的空
间反演对称性.

当未加外电场时，离子的平均位置是：

xxy
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E “0
“ xn|x|ny “

d

ℏ
2�!

„

xn|â|ny ` xn|â:|ny

ȷ

“ 0

这正好符合物理直观的预期，因为坐标系的原点默认就取在了离子的平
衡位置.



当加上了外电场之后，离子的平衡位置将发生移动. 显然，

xxy
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E

“ x n|x| ny

“ ´
1
qE

x n|Ĥ1| ny

“ ´
2

!
?

2�ℏ!

„

?
n ` 1 xn|Ĥ1|n ` 1y ´

?
n xn|Ĥ1|n ´ 1y

ȷ

“
qE
�!2

即正离子沿电场方向挪动距离 qE {�!2，而负离子逆着电场方向挪动距离
|q|E {�!2. 所以，因外电场诱导在电介质中产生的电偶极矩是：

P “ 2q xxy
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E

“
2q2E

�!2

介质的极化率为：

� “
P

E
“

2q2

�!2



例：氦原子与类氦离子的基态能量

氦原子及类氦离子 (Li`; Be`` 等) 是最简单的多电子原子，原子核荷电
量为 `Ze，核外有两个电子. 取原子单位制3，则在位置表象中，此二电
子体系的哈密顿算符可写为：

Ĥ “ ´
1
2

pr2
1 `r2

2q ´
Z
r1

´
Z
r2

`
1
r12

亦即，Ĥ “ Ĥ0 ` Ĥ1，式中：

Ĥ0 “

ˆ

´
1
2
r2

1 ´
Z
r1

˙

`

ˆ

´
1
2
r2

2 ´
Z
r2

˙

Ĥ1 “
1
r12

这里 r12 “ |~r1 ´~r2| 是两个电子的相对距离，1{r12 表示两个电子之间的库
仑排斥能，可视为微扰. Ĥ0 描写的是两个无相互作用的电子在原子核的
库仑场中的运动，它的本征函数可以表达成两个类氢原子波函数之积.

3ℏ “ me “ e “ 1



对于氦原子基态，两个电子都处在 1s轨道，故体系的波函数可以近似地
表为：

Ψpr1; r2; s13; s23q “  100pr1q 100pr2q
1

?
2

r�p1q�p2q ´ �p1q�p2qs

此近似波函数关于两个电子的交换具有反对称性，从而符合全同性原理
对于费米子体系波函数的限制 (泡利不相容原理). 在此 Ψ描写的态下，
Ĥ0 的本征值是：

Ep0q
1 “ 2 ¨

ˆ

´
Z2

2n2

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n“1
“ ´Z2

能级 Ep0q
1 不简并，故其一级修正应按下式计算：
B

1
r12

F

“ xΨ|
1
r12

|Ψy “

ĳ

d3x1d3x2
1
r12

| 100pr1q|2| 100pr2q|2

此处，

 100prq “
Z3{2
?
�
e´Zr



计算上式中的积分需要用到 1{r12 的
Taylor 展开：

1
r12

“
1

|~r1 ´~r2|
“

8
ÿ

l“0

rlă
rl`1
ą

Plpcos 
q

式中 Plpcos 
q 是 l阶 Legendre多项式，

 是~r1 和~r2 之间的夹角，răprąq 代表
r1 和 r2 中的较小者 (较大者).

以及球谐函数服从的加法定理4：

Plpcos 
q “
4�

2l ` 1

l
ÿ

m“´l

Y ˚
lmp�; 'qYlmp�1; '1q

与正交归一条件：
ż 2�

0
d�

ż �

0
sin �d� Y ˚

lmp�; �qYl1m1p�; �q “ �ll1�mm1 ; Y00p�; �q “
1

?
4�

4G.Arfken, et al, Mathematical Methods for Physicists, 7e, 2013, Elsevier Inc., Page 737.



氦原子能级一级修正中涉及的积分计算如下：

ĳ

d3x1d3x2
e´2Zpr1`r2q

r12
“

ĳ

r21dr1r
2
2dr2e

´2Zpr1`r2q

¨

8
ÿ

l“0

4�
p2l ` 1q

rlă
rl`1
ą

l
ÿ

m“´l

ż

dΩ1Y
˚
lmp�1; '1q

ż

dΩ2Ylmp�2; '2q

“

ĳ

r21dr1r
2
2dr2e

´2Zpr1`r2q p4�q2

rą

“ p4�q2
8
ż

0

dr1r21e
´2Zr1

»

–

1
r1

r1
ż

0

r22e
´2Zr2dr2 `

8
ż

r1

r2e´2Zr2dr2

fi

fl

“ p4�q2
8
ż

0

dr1r1e´4Zr1 pe2Zr1 ´ Zr1 ´ 1q

4Z3

“
5�2

8Z5



计算过程中使用了球谐函数满足的正交归一条件：
ż

dΩ Y ˚
lmp�; 'qYl1m1p�; 'q “ �ll1�mm1

以及 Y00p�; 'q “ 1{
?

4�.

所以，
B

1
r12

F

“
Z6

�2

ĳ

d3x1d3x2
e´2Zpr1`r2q

r12
“

5
8
Z

在非简并微扰论的框架内，氦原子（类氦离子）基态能量的一级近似值为：

E1 « ´Z2 `
5
8
Z

对于氦原子，E1 « ´2:75 原子单位，即 ´74:828eV. 而实验上的得到的测
量值是 E1 « ´79:010eV，二者非常接近. 对于其它类氦离子，微扰论求
出的基态能量近似值与实验测量值也非常接近.



简并态微扰论

体系激发态对应的能级常常是简并、或者近似简并的. 此情形下，非简并
态微扰论是不适合的. 困难在于：

能级的零级近似值给定后，对应的零级态矢量不唯一.

解决这一困难是发展简并态微扰论的一个主要动机. 能级的简并与体系
的对称性密切相关. 当加入微扰后，若体系的对称性受到某种程度的破
坏，则能级可能分裂，简并将解除或部分解除. 因此，在建立简并态微扰
论时，充分考虑体系的对称性至关要紧.

设零级哈密顿算符的本征值方程为：

Ĥ0 jn�y “ Ep0q
n jn�y

tjn�yu 是包含 Ĥ0 在内的一组力学量完全集合的正交归一的共同本征矢
量完全系，

ÿ

n;�
jn�y xn�j “ Î;

@

n1� 1
ˇ

ˇn�
D

“ �nn1���1



量子数 � “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; fn 用以标记 Ep0q
n 能级上的各简并态，简并度为

fn. 加入扰动后，
Ĥ0 ù Ĥ “ Ĥ0 ` �Ŵ

我们的任务是求解 Ĥ的本征值方程：

Ĥ j y “
“

Ĥ0 ` �Ŵ
‰

j y “ E j y

为方便计，让我们首先在 Ĥ的本征值方程中用 H0 表象中的波函数
Cm� :“ xm�| y 替代态矢量 j y：

xm�|pĤ0 ` �Ŵq| y “ E xm�| y “ E Cm�

利用零级态矢量的完备性条件，Ĥ的本征值方程可以重新等价地改
写为：

pE ´ Ep0q
m qCm� “ �

ÿ

n�
Wm�;n�Cn�

此处，Wm�;n� “ xm�|Ŵ|n�y.



现在用微扰论逐级近似求解上述能量本征值方程. 令：

E “ Ep0q ` �Ep1q ` �2Ep2q ` ¨ ¨ ¨

Cm� “ Cp0q
m� ` �Cp1q

m� ` �2Cp2q
m� ` ¨ ¨ ¨

代入到能量本征值方程，比较两边 �的同次幂，依次得：

�0 : pEp0q ´ Ep0q
m qCp0q

m� “ 0

�1 : pEp0q ´ Ep0q
m qCp1q

m� ` Ep1qCp0q
m� “

ÿ

n�
Wm�;n�C

p0q
n�

以下我们在简并微扰论的框架内求能级的一级修正以及与之对应的零级
波函数.

假设我们要处理的简并能级为 Ep0q

k (k任意，但须事先取定)，即
Ep0q “ Ep0q

k .

由于 Ep0q

k 能级的简并性，属于它的零级波函数5并不确定.

5即 Cp0q

k� ，其中量子数 � 不确定.



考察 �0 近似下的能量本征值方程，

pEp0q

k ´ Ep0q
m qCp0q

m� “ 0 ù Cp0q
m� “ a��mk

式中 a� 待定.

所以，
零级波函数 Cp0q

k� 只能限制在属于能级 Ep0q

k 的诸简并态张开的子空间
中.
能级 Ek 与相应能量本征函数的一级修正满足的方程

pEp0q

k ´ Ep0q
m qCp1q

m� ` Ep1q

k Cp0q
m� “

ÿ

n�
Wm�;n�C

p0q
n�

可改写为：

pEp0q

k ´ Ep0q
m qCp1q

m� ` Ep1q

k a��mk ´

fk
ÿ

�“1
Wm�;k�a� “ 0

在此式中取 m “ k，可把其进一步写为：

Ep1q

k a� ´

fk
ÿ

�“1
Wk�;k�a� “ 0



即：
fk

ÿ

�“1

”

Wk�;k� ´ Ep1q

k ���

ı

a� “ 0

此式恰为零级波函数 Cp0q

k� “ a� 须满足的线性齐次代数方程组，它有非零

解得充要条件是久期方程：

det
ˇ

ˇ

ˇ
Wk�;k� ´ Ep1q

k ���

ˇ

ˇ

ˇ
“ 0

显然，
1 上述久期方程可以等价地理解为 fk ˆ fk 矩阵 pWk�;k�q 的本征值方程，

Ep1q

k 是相应的本征值.
2 因为 Ŵ是厄米算符，pWk�;k�q 必为厄米矩阵.
3 此久期方程的根必定全部都是实的，记作：

Ep1q

k� ; � “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; fk:

4 分别把每一个根 Ep1q

k� 代回到本页第一式，即可求出零级波函数 ta�u

的一组解，记之为：tap�q
� |� “ 1; 2 ¨ ¨ ¨ ; fku.



小结：

体系对应于 Ĥ0 的某个简并态能级 Ep0q

k 的能量本征态可以近似地表
示为零级波函数

Cp0q
m� “ ap�q

� �mk; p� “ 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; fkq

或者态矢量

j�k�y “
ÿ

m; �
Cp0q
m� jm�y “

fk
ÿ

�“1
ap�q
� jk�y

能级 (精确到一级修正) 的近似值是：

Ep0q

k ` �Ep1q

k�

若 fk 个能级修正 Ep1q

k� 无重根，则加入微扰前简并度为 fk 的简并能级

Ep0q

k 在微扰加入后将完全解除简并，分裂为 fk 条新能级. 但若 Ep1q

k�
有部分重根，则能级简并未完全解除.



例：氢原子的 Stark效应

把原子置于外电场中，则它发出的光谱线会发生分裂，这就是 Stark效应.

现在考虑氢原子光谱的 Lyman 线系的第一条谱线的 Stark 分裂. 在不计
电子自旋时，氢原子的基态 j100y(n “ 1) 不简并，
但第一激发态 (n “ 2) 是四重简并的. 对应于 Ĥ0 的能级6

E2 “ ´
e2

2a
1
22 ; Ĥ0 “

~̂p2

2�
´

e2

r

存在着四个零级态矢量 j2lmy，

j1y :“ j200y ; j2y :“ j210y ; j3y :“ j211y ; j4y :“ j21;´1y

6此式中的 a表示电子的玻尔半径：

a “
ℏ2

�e2
« 0:53 ˆ 10´10 m



现在沿 z轴方向加上均匀外电场 E，它与电子（荷电量为 ´e）的静电作用
势能为：

Ĥ1 “ ´~} ¨ ~E “ eE z “ eE r cos �

最后一步取了球坐标系.

显然，

rĤ1; L̂3s “ 0; ú L̂3 “ ´iℏ
B

B'

即只有在磁量子数 m相同的态 (∆m “ 0) 之间的 Ĥ1 矩阵元才可能不为
零. 进一步利用球谐函数满足的数学恒等式：

cos �Ylm “

d

pl ` 1q2 ´ m2

p2l ` 1qp2l ` 3q
Yl`1;m `

d

l2 ´ m2

p2l ´ 1qp2l ` 1q
Yl´1;m

以及球谐函数的正交归一条件，不难看出只有在角量子数 l相差 1 的态
(∆l “ ˘1) 之间的 Ĥ1 矩阵元才可能不为零. 所以，对于由外静电场引起
的扰动 Ĥ1 而言，其矩阵元非零的选择定则为：

∆m “ 0; ∆l “ ˘1:



Ĥ 1 的非零矩阵元的具体结果求得为：

x1|Ĥ1|2y “ x2|Ĥ1|1y “ ´3eE a

计算过程如下.

在位置表象中，氢原子第一激发态的正交归一波函数  200 和  21m 分别
为：

 200pr; �; 'q “
1

?
2a3{2

´

1 ´
r
2a

¯

e´r{2aY00p�; 'q

 210pr; �; 'q “
1

2
?

6a3{2

r
a
e´r{2aY10p�; 'q

 211pr; �; 'q “
1

2
?

6a3{2

r
a
e´r{2aY11p�; 'q

 21;´1pr; �; 'q “
1

2
?

6a3{2

r
a
e´r{2aY1;´1p�; 'q



于是，

x1|Ĥ1|2y “ x2|Ĥ1|1y

“

ż

r2drdΩ ˚
200pr; �; 'qeE r cos � 210pr; �; 'q

“
eE

4
?

3a4

ż 8

0
dr r4

´

1 ´
r
2a

¯

e´r{a

¨

ż

dΩY ˚
00p�; 'q cos �Y10p�; 'q

“
eE a
12

ż 8

0
d� �4

ˆ

1 ´
�

2

˙

e´�

“
eE a
12

¨ p´36q

“ ´3eE a



确定第一激发态能级修正的方程组为：
¨

˚

˚

˚

˚

˝

´Ep1q
2 ´3eE a 0 0

´3eE a ´Ep1q
2 0 0

0 0 ´Ep1q
2 0

0 0 0 ´ Ep1q
2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

a1
a2
a3
a4

˛

‹

‹

‚

“ 0

令其系数行列式为零，就得到能级一级修正的全部本征值：

Ep1q
2 “ ˘3eE a; 0; 0

相应于 Ep1q
2 “ 3eE a，零级波函数的诸分量为 a1 “ 1{

?
2，

a2 “ ´1{
?

2，a3 “ 0，a4 “ 0. 归一化的新零级态矢量：

j�1y “
1

?
2

pj200y ´ j210yq

相应的能级为 (准确到微扰论一级近似)：

E2 « ´
e2

2a
1
22 ` 3eE a



相应于 Ep1q
2 “ ´3eE a，零级波函数的诸分量为 a1 “ 1{

?
2，

a2 “ 1{
?

2，a3 “ 0，a4 “ 0. 归一化的新零级态矢量是：

j�2y “
1

?
2

pj200y ` j210yq

相应的能级为 (准确到微扰论一级近似)：

E2 « ´
e2

2a
1
22 ´ 3eE a

相应于二重根修正 Ep1q
2 “ 0，零级波函数的诸分量为 a1 “ 0，a2 “ 0，

但 a3 和 a4 不能唯一确定. 归一化的零级态矢量不妨仍取作加入外
电场之前的态矢量，即：

j�3y “ j211y ; j�4y “ j21;´1y

二者对应的能量都是

E2 « ´
e2

2a
1
22

所以，加入外电场后，氢原子第一激发态的能级分裂为三条新能级、
简并部分解除.



氢原子的斯塔克效应：

n = 1

n = 2
E 6= 0E = 0



定态问题的变分法：

首先给出并证明力学量平均值的一个简单而重要的推论：

哈密顿算符在任一量子态下的系综平均值都不会小于体系基态能量
的精确值.

设体系的包含 Ĥ在内的一组力学量完全集合的共同本征矢量完备集是
tjnyu，相应的能量本征值集合为 tEnu. 按照态叠加原理，体系的任一状
态可以表示为：

j y “
ÿ

n
jny xn| y

j y 态的归一化条件可等价地写作

1 “ x | y “
ÿ

n
x |ny xn| y “

ÿ

n

�
�xn| y

�
�
2

当 j y 态的归一化完成后，此态下体系的能量平均值计算如下：

xEy “ x |Ĥ| y

“
ÿ

m;n
x |my xm|Ĥ|ny xn| y



“
ÿ

m;n
x |myEn�mn xn| y

“
ÿ

n
En

�
�xn| y

�
�
2

ě E0
ÿ

n

�
�xn| y

�
�
2

“ E0

所以，任一量子态 j y 下体系的能量平均值均可看作体系基态能量的一
个上限，xEy ě E0.

变分原理：
量子力学体系的能量本征值与本征态矢量

Ĥ jny “ En jny

可以在任意选择的态矢量 j y 的归一化条件 x | y “ 1 下通过让能量平
均值

xEy “ x |Ĥ| y

取极值得到.



证明如下.

设 j y 是体系某一候选的量子态矢量. 让 xEy 在态矢量 j y 满足归一化
条件 x | y “ 1 的前提下取极值，

�
”

x |Ĥ| y ´ �px | y ´ 1q

ı

“ 0

式中 �是 Lagrangian 乘子，待定. 利用 Ĥ的 Hermite 性，我们有：

0 “ x� |Ĥ| y ` x |Ĥ|� y ´ � x� | y ´ � x |� y

“ x� |pĤ ´ �q| y ` x |pĤ ´ �q|� y

因为 x� j和 j� y 的任意性及相互独立性，上式的成立意味着：

pĤ ´ �q j y “ 0; x j pĤ ´ �q “ 0:

这正是定态薛定谔方程及其厄米共轭方程，拉氏乘子 �正是体系的能量
本征值. 证毕.



Ritz 变分法：

设通过某种途径得出了试探波函数  的具体形式，

 “  pc1; c2; ¨ ¨ ¨ ;~rq

式中 c1; c2; ¨ ¨ ¨ 等是待定参数. 此情形下，

xEy “ x |Ĥ| y

依赖于这组参数，xEy “ Epc1; c2; ¨ ¨ ¨ q. 按照变分原理，欲求体系基态能
量的近似值，须调整参数 tciu 使 xEy 取极值：

0 “ � xEy “
ÿ

i
�ci

B xEy 

Bci
“

ÿ

i
�ci

B

Bci
x |Ĥ| y

鉴于 �ci 的任意性，

B

Bci
x |Ĥ| y “ 0; i “ 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨ :

解之，得 ci. 把这组优化的参数 ci 代回到试探波函数与能量平均值中，即
得体系基态的近似波函数和基态能量的近似值.



例：氦原子与类氦离子的基态能量

在原子单位制下，类氦离子的哈密顿算符可以写为：

Ĥ “

´

´
1
2
r2

1 ´
Z
r1

¯

`

´

´
1
2
r2

2 ´
Z
r2

¯

`
1
r12

设类氦离子基态波函数的空间因子可以粗略地取做两个类氢离子基态波
函数之积：

Z3

�
e´Zpr1`r2q

此处取了原子单位制7，且波函数已经归一化. 考虑到两个电子同处于 1s
态，除了感受原子核的库仑引力之外，每个电子还要受到另一个电子的库
仑斥力，它可以抵消部分来自于核的引力. 计入这一屏蔽效应，我们尝
试把类氦离子基态波函数的空间因子修正为：

 gpr1; r2; �q “
�3

�
e´�pr1`r2q

这里 �是一描写屏蔽效应大小的参数，待定.
7即取：ℏ “ �e “ e “ 1.



显然，
ˆ

´
1
2
r2

i ´
�

ri

˙

 gpr1; r2; �q “ ´
�2

2
 gpr1; r2; �q pi “ 1; 2:q

哈密顿算符 Ĥ在此态下的平均值计算如下：

xEy “

ĳ

d�1d�2 ˚
g

ˆ

´
1
2
r2

1 ´
Z
r1

´
1
2
r2

2 ´
Z
r2

`
1
r12

˙

 g

“ ´�2 ´ 2pZ ´ �q
�6

�2

ĳ

d�1d�2
e´2�pr1`r2q

r1

`
�6

�2

ĳ

d�1d�2
e´2�pr1`r2q

r12

“ ´�2 ´ 2pZ ´ �q� `
5
8
�



上式中的积分计算如下：
ĳ

d�1d�2
e´2�pr1`r2q

r1
“ p4�q2

ˆ
ż 8

0
dr1r1e´2�r1

˙ ˆ
ż 8

0
dr2r22e

´2�r2
˙

“ p4�q2 ¨
1

4�2 ¨
1

4�3

“
�2

�5

ĳ

d�1d�2
e´2�pr1`r2q

r12
“

5�2

8�5

能量平均值的极值条件是，

0 “ B� xEy “ 2� ´ 2Z `
5
8

由此得到屏蔽参数的最佳值：

� “ Z ´
5
16



按照变分原理，氦原子和类氦离子基态能量的近似值估算为：

E0 « xEy “ ´Z2 `
5Z
8

´
25
256

点评：
与微扰论的结果比较，变分法的结果多了最后一项：

25
256

« 0:098原子单位

变分法比微扰论更接近实验结果. 例如对于氦原子 (Z “ 2)，其基态
能量的实验测量值为 ´79:010eV，而用微扰论和变分法求得的计算
值分别为 ´74:828eV和 ´77:485eV.



Ritz变分法要点：

Ritz 变分法最关键的一步是构造含有变分参数的试探波函数

 cprq “  pc1; c2; ¨ ¨ ¨ ; rq

作为候选的能量本征函数. 这是使用变分法的重中之重. 虽然  cprq 的
构建原则上并不受任何条条框框的制约，但仍应遵从如下两条潜规则：

1  cprq 必须是束缚态波函数，它能够正常归一化且必须归一化:
ż

d3x



 cprq






2
“ 1

2  cprq 的数学表达式应足够简单. 以致于求此态下能量平均值时所涉
及定积分

xEy c
“

ż

d3x  ˚
c prq

„

´
ℏ2

2�
∇2 ` Vprq

ȷ

 cprq

比较容易计算.



例： 一维无限深势阱 Vpxq “ �
2
!

3

2ℏ x4 中粒子的基态能量

体系的哈密顿算符为：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
d2

dx2 ` Vpxq; Vpxq “
�2!3

2ℏ
x4

其中的势能项描写的是一个无限深势阱. 所以，体系的量子态必然是束
缚态. 考虑到粒子位置坐标的定义域为整个 x轴，形式上足够简单的束
缚态波函数可以取为 Ψpxq „ exp

`

´�2x2˘

或者

Ψpxq „ �pxq expp´�xq ` �p´xq expp�xq; � ą 0

计及 Vpxq “ Vp´xq，束缚态能量本征函数具有确定的宇称. 根据我们的
经验，基态波函数具有偶宇称. 所以以下我们试取体系的基态波函数为：

 gpx; �q “ N p�q exp
`

´�2x2˘

或者：
�gpx; �q “ rN p�q r�pxq expp´�xq ` �p´xq expp�xqs



完成归一化后，

 gpx; �q “

ˆ

2�2

�

˙

1
4

exp
`

´�2x2˘

�gpx; �q “
a

�
”

�pxq expp´�xq ` �p´xq expp�xq
ı

倘若以  gpx; �q 作为体系基态的试探波函数，

xEy g
“

c

2
�

2�
ż 8

0
dxe´�2x2

„

´
ℏ2

2�
d2

dx2 `
�2!3

2ℏ
x4

ȷ

e´�
2x2

“
ℏ2�2

2�
`

3�2!3

32ℏ�4

使此能量平均值取极值，

B xEy g

B�
“ 0 ù � “ 3

1
6

c

�!

2ℏ
变分法给出的体系基态能量本征值的近似值是：

Ep gq
0 «

3
8

3
?

3ℏ! « 0:54ℏ!



倘若以 �gpx; �q 作为体系基态的试探波函数，

xEy�g “ 2�
ż 8

0
dxe´�x

„

´
ℏ2

2�
d2

dx2 `
�2!3

2ℏ
x4

ȷ

e´�x

“
ℏ2�2

2�
`

3�2!3

4ℏ�4

使此能量平均值取极值，

B xEy�g

B�
“ 0 ù � “ 3

1
6

c

�!

ℏ

变分法给出的体系基态能量本征值的近似值是：

Ep�gq
0 «

3
4

3
?

3ℏ! « 1:08ℏ!

由于 Ep gq
0 ă Ep�gq

0 ，Ep gq
0 作为体系基态能量本征值的精度更高.



WKB 近似的基本特点

WKB(Wentzel­Kramers­Brillouin) 近似是求解定态薛定谔方程的另一种非
微扰近似方法，常称为准经典近似或半经典近似.

与定态微扰论不同，WKB 近似不要求体系的哈密顿算符划分成主要
项 Ĥ0 与微扰项 Ĥ1 “ �Ŵ两部分. 因此，WKB 方法原则上可以用于
研究存在强耦合的量子力学体系.

WKB 方法特别适合于计算缓慢变化势场情形下量子力学体系的能
级、能量本征函数及体系的跃迁概率等物理量. 所谓缓慢变化势场，
指的是势场 Vp~rq 在几个德布罗意波长的尺度内几乎保持不变：

Vp~r ` ~�q « Vp~rq; |~�| „
ℏ

a

2mrE ´ Vp~rqs

这正是把 WKB 方法称为半经典近似的理由8.

8对于经典力学体系而言，ℏ „ 0，德布罗意波长趋于零，WKB 方法对于势场缓慢变化
的要求先天性满足.



WKB 方法的一般程式

假设量子力学粒子在不含时的势场 Vp~rq 中运动，体系的定态波函数
 Ep~rq 满足薛定谔方程：

´
ℏ2

2m
r2 Ep~rq ` Vp~rq Ep~rq “ E Ep~rq

或者，

r2 Ep~rq `
p2p~rq
ℏ2  Ep~rq “ 0

从经典力学的角度看，上式中出现的参量 pp~rq 可以定性地诠释为粒子的
动量：

pp~rq “
a

2mrE ´ Vp~rqs

显然，E ą Vp~rq 的区间是经典力学允许的区域，而 E ă Vp~rq 的区间是经典
禁区.



倘若势场是严格的常数势场，Vp~rq “ V0， 则在经典力学允许的区域，
定态薛定谔方程的通解是行波解：

 Ep~rq “ A exp p˘i~p ¨~r{ℏq ; p “
a

2mpE ´ V0q ą 0:

现在遇到的麻烦在于我们感兴趣的体系中势场不是常数. 此时，如
何确定薛定谔方程的通解形式？

受常数势场情形下薛定谔方程通解形式的启发，WKB 建议非常数势场情
形下定态薛定谔方程的通解具有如下试探解形式：

 Ep~rq “ Ap~rq exp riSp~rq{ℏs

式中的待定函数 Ap~rq 与 Sp~rq 分别是波函数的波幅与位相，我们约定它们
在经典允许区均为位置坐标的实函数. 把上式代回到薛定谔方程中，有：

A
„

ℏ2

A
r2A ´ prSq2 ` p2p~rq

ȷ

` iℏ
“

2prAq ¨ prSq ` Ar2S
‰

“ 0:



此方程的实部与虚部应分别为零：

ℏ2

A
r2A ´ prSq2 ` p2p~rq “ 0;

2prAq ¨ prSq ` Ar2S “ 0:

推演至此实际上是严格的. WKB 方法的要点是忽略上述方程组中第一
个方程左端的第一项9，

ℏ2

A
r2A

使其近似为：

prSq2 “ 2mrE ´ Vp~rqs; 2prAq ¨ prSq ` Ar2S “ 0:

对于一维量子力学体系，上式简化为：
ˆ

dS
dx

˙2

“ 2mrE ´ Vpxqs; 2
dA
dx

dS
dx

` A
d2S
dx2 “ 0:

9WKB 的理由是此项正比于 ℏ2. 对于经典力学体系而言，ℏ „ 0.



定义：
ppxq “

a

2mrE ´ Vpxqs

上式又可以表为：

dS
dx

“ ˘ppxq; 2
ˆ

d
dx

lnA
˙

ppxq `
d
dx

ppxq “ 0:

即：
dS
dx

“ ˘ppxq;
d
dx

r2 lnApxq ` ln ppxqs “ 0:

容易求出此方程组的一次积分，结果是：

S˘pxq “ ˘

ż

ppxqdx; A˘pxq “
C˘

a

|ppxq|
:

所以，WKB 近似下一维定态波函数的试探解表为：

 ˘pxq “ A˘pxqeiS˘pxq{ℏ “
C˘

a

|ppxq|
exp

„

˘
i
ℏ

ż

ppxqdx
ȷ



拙评：

1 WKB 波函数的波幅正比于 1{
a

|ppxq|. 因此，发现粒子处于区间 x到
x ` dx的概率反比于粒子的动量 |ppxq|. 这个结论
在定性上与经典力学相符10.

2 如果势场是常数势场 Vpxq “ V0，则位相与波幅的试探解退化为：

S˘pxq “ ˘px; A˘pxq “
C˘

a

|p|
; p “

a

2mpE ´ V0q

WKB 波函数也退化为常数势场情形下定态薛定谔方程的严格解：

 ˘pxq “
C˘

a

|p|
e˘ipx{ℏ

恰如预期.

10按照牛顿力学观点，质点的速度越大，它在运动过程中逗留在区间 x至 x ` dx的时间
就越短.



一维 WKB 波函数

按照以上分析，

1 在经典允许区间，E ą Vpxq，ù ppxq ą 0. WKB 波函数的一般形式
为：

 pxq “
C`

a

ppxq
exp

„

i
ℏ

ż

ppxqdx
ȷ

`
C´

a

ppxq
exp

„

´
i
ℏ

ż

ppxqdx
ȷ

2 在经典禁区，E ă Vpxq，ù ppxq “ i|ppxq|. WKB 波函数的一般形式
为：

 pxq “
D`

a

|ppxq|
exp

„

´
1
ℏ

ż

|ppxq|dx
ȷ

`
D´

a

|ppxq|
exp

„

1
ℏ

ż

|ppxq|dx
ȷ

Q：在过渡区间 E » Vpxq 的 WKB 波函数采取什么形式？



E

V (x)

x
ox1 x2

在过渡区间，E » Vpxq，我们有：

ppxq “
a

2mrE ´ Vpxqs » 0

显然，无论是经典允许区的 WKB 波函数还是经典禁区的 WKB 波函数都
无法直接延拓到过渡区. 过渡区满足条件 E “ Vpxiq 的场点 xi 称为经典
拐点 (classical turning points).



WKB 近似成立的条件

把试探波函数  Ep~rq “ Ap~rq expriSp~rq{ℏs 代入定态薛定谔方程中得到的结
果是：

A
„

ℏ2

A
r2A ´ prSq2 ` p2p~rq

ȷ

` iℏ
“

2prAq ¨ prSq ` Ar2S
‰

“ 0:

注意到Sp~rq 在过渡区未必是位置坐标的实函数，一般情形下不能把此方
程合理地分解为两个方程. 不过，WKB 方法的要点在于取准经典极限，
即假设涉及 ℏ正幂次的项远远小于与 ℏ无关的项. 特别地，

´AprSq2 " iℏAr2S; ù |ℏr2S| ! prSq2

在一维情形下，此条件可以表为：

ℏ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S2

pS1q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! 1 ù

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dx

ˆ

ℏ
S1

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! 1



按照 WKB 近似，S1pxq “ ˘ppxq. 所以，

ℏ
S1

“ ˘
ℏ

ppxq
“ ˘

ℏ
a

2mrE ´ Vpxqs
“ �̄pxq

此处 �̄pxq 是约化的德布罗意波长. WKB 近似成立的条件可重新表达为：
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dx
�̄pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dx

rℏ{ppxqs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! 1

即德布罗意波长随空间坐标的变化率非常非常小.

1 在经典允许区与经典禁区，|ppxq| " 1，WKB 近似成立的条件可以满
足.

2 在过渡区、特别地在经典拐点附近，ppxq » 0，WKB 近似成立的条件
完全破坏. 确定这个区域的定态波函数需要另觅它法：在拐点附近严
格求解薛定谔方程.



一维无刚性墙势阱情形下束缚态的 WKB 近似

E

V (x)

x
ox1 x2

´8 ă x ă x1 是经典禁区，WKB 近似成立. 此区间的定态波函数可
以近似表达为：

 1pxq “
c1

a

|ppxq|
exp

„

´
1
ℏ

ż x1

x
|pp�q|d�

ȷ



x1 ă x ă x2 区间是经典允许区，WKB 近似也成立. 此区间中定态波
函数可近似表达为：

 2pxq “
c2

a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż x2

x
ppxqdx ` �

ȷ

x2 ă x ă `8 区间也是经典禁区，WKB 近似成立. 此区间中定态波
函数可近似表达为：

 3pxq “
c3

a

|ppxq|
exp

„

´
1
ℏ

ż x

x2
|pp�q|d�

ȷ

在经典怪点 x “ x1 与 x “ x2 邻域，WKB 近似失效. 此情形下确定定态波
函数的方案是把势场在拐点附近做泰勒展开，然后严格求解薛定谔方
程. 在 x » x2 附近，

Vpxq “ Vpx2q ` px ´ x2q
dVpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“x2
` Oppx ´ x2q2q

» E ` px ´ x2qF0; F0 “
dVpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“x2



连接  2pxq 与  3pxq

若 x » x2，一维定态薛定谔方程可近似表为：

´
ℏ2

2m
d2 pxq
dx2 ` rE ` px ´ x2qF0s pxq “ E pxq

即，
d2 pxq
dx2 ´

2mF0

ℏ2 px ´ x2q pxq “ 0

引入新的自变量：

y “
3

c

2mF0

ℏ2 px ´ x2q

上述薛定谔方程可重新写为：

d2 pyq
dy2

´ y pyq “ 0

这是数学物理中非常著名的 Airy 方程，其解为 Airy 函数：

 pyq “ aAipyq “
a
�

ż 8

0
cos

`

y� ` �3{3
˘

d�



不难验证11，Airy 函数对于非常大的自变量有如下渐近行为：

Aipyq “

# 1?
�|y|1{4 sin

“2
3p´yq3{2 ` �

4

‰

; y ! 0;
1

2
?
�y1{4 exp

`

´2
3y

3{2˘

; y " 0:

所以，拐点附近的波函数若向远处延拓，则有：

 pyq “

# a?
�|y|1{4 sin

“2
3p´yq3{2 ` �

4

‰

; y ! 0;
a

2
?
�y1{4 exp

`

´2
3y

3{2˘

; y " 0:

计及拐点处势阱的变化趋势，

F0 “
dVpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“x2
ą 0; y “

3

c

2mF0

ℏ2 px ´ x2q:

y ! 0 相应于 x ! x2(经典允许区)，而 y " 0 相应于 x " x2(经典禁区). 换
言之，y ! 0 情形下的  pyq 应等价于 WKB 波函数  2pxq，而 y " 0 情形下
的  pyq 应等价于 WKB 波函数  3pxq.

11详见本章附录.



为了定量地看清拐点处波函数的渐近行为，注意在 x “ x2 邻域：

Vpxq “ E ` px ´ x2qF0; x ´ x2 “
3

d

ℏ2

2mF0
y

我们有：

p2pxq “ 2mrE ´ Vpxqs “ ´2mpx ´ x2qF0 “ ´p2mℏF0q2{3y

因此，
在 y ă 0 情形下：

|y|1{4 “ p´yq1{4 “ p2mℏF0q´1{6
b

ppxq

1
ℏ

ż x2

x
ppxqdx “

p2mℏF0q1{3

ℏ
3

d

ℏ2

2mF0

ż 0

y

a

´y dy

“

ż 0

y

a

´y dy

“
2
3

p´yq3{2



在 y ą 0 情形下：

y1{4 “ p2mℏF0q´1{6
b

|ppxq|

1
ℏ

ż x

x2
|ppxq|dx “

p2mℏF0q1{3

ℏ
3

d

ℏ2

2mF0

ż y

0

?
y dy

“

ż 0

y

?
y dy

“
2
3
y3{2

所以，拐点 x “ x2 附近定态波函数在 x " x2 与 x ! x2 区域中的渐近行为
可表为：

 pxq “

$

’

’

&

’

’

%

A?
ppxq

sin

„

1
ℏ

şx2
x ppxqdx ` �

4

ȷ

; x ! x2;

A
2
?

|ppxq|
exp

„

´ 1
ℏ

şx
x2 |ppxq|dx

ȷ

; x " x2:

式中 A “ p2mℏF0q1{6a{
?
�.



把上式分别与拐点 x “ x2 左右经典允许区的 WKB 波函数  2pxq、经典禁
区的 WKB 波函数  3pxq 比较知：

c2 “ A; c3 “
A
2
; � “

�

4
:

换言之，这两个区间中的 WKB 波函数可表为：

1 在经典允许区间 x1 ă x ă x2，

 2pxq “
A

a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż x2

x
ppxqdx `

�

4

ȷ

2 在经典禁区 x2 ă x ă `8，

 3pxq “
A

2
a

|ppxq|
exp

„

´
1
ℏ

ż x

x2
|ppxq|dx

ȷ



连接  1pxq 与  2pxq

在经典拐点 x » x1 附近，势阱的势场与一维定态薛定谔方程可分别近似
表为：

Vpxq “ Vpx1q ` px ´ x1q
dVpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“x1
` Oppx ´ x1q2q

» E ´ px ´ x1qG0; G0 “ ´
dVpxq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“x1
ą 0

与，

´
ℏ2

2m
d2 pxq
dx2 ` rE ´ px ´ x1qG0s pxq “ E pxq

此方程可做适度简化，结果为：

d2 pxq
dx2 `

2mG0

ℏ2 px ´ x1q pxq “ 0

引入新的自变量：

y “
3

c

2mG0

ℏ2 px ´ x1q



定态薛定谔方程可重新写为：

d2 pyq
dy2

` y  pyq “ 0

此方程仍称为 Airy 方程，其解为负宗量的 Airy 函数：

 pyq “ bAip´yq “
b
�

ż 8

0
cos

`

´y� ` �3{3
˘

d�

拐点附近的波函数若向远处延拓，则有：

 pyq “

# b
2

?
�|y|1{4 exp

“

´2
3p´yq3{2‰

; y ! 0;
b?
�y1{4 sin

`2
3y

3{2 ` �
4

˘

; y " 0:

y ! 0 与 y " 0 分别对应于经典禁区 x ! x1 和经典允许区 x " x1. 所以，
y ! 0 情形下的  pyq 应等价于 WKB 波函数  1pxq，而 y " 0 情形下的
 pyq 应等价于 WKB 波函数  2pxq.



在 x “ x1 邻域，

Vpxq » E ´ px ´ x2qG0; x ´ x1 “
3

d

ℏ2

2mG0
y

我们有：

p2pxq “ 2mrE ´ Vpxqs “ 2mpx ´ x2qG0 “ p2mℏG0q2{3y

因此，
在 y ă 0 情形下：

|y|1{4 “ p2mℏG0q´1{6
b

|ppxq|

1
ℏ

ż x1

x
|ppxq|dx “

p2mℏG0q1{3

ℏ
3

d

ℏ2

2mG0

ż 0

y

a

´y dy

“

ż 0

y

a

´y dy

“
2
3

p´yq3{2



在 y ą 0 情形下：

y1{4 “ p2mℏG0q´1{6
b

ppxq

1
ℏ

ż x

x1
ppxqdx “

p2mℏG0q1{3

ℏ
3

d

ℏ2

2mG0

ż y

0

?
y dy

“

ż y

0

?
y dy

“
2
3
y3{2

所以，拐点 x “ x1 附近定态波函数在 x " x2 与 x ! x2 区域中的渐近行为
可表为：

 pxq “

$

’

’

&

’

’

%

B
2
?

|ppxq|
exp

„

´ 1
ℏ

şx1
x |ppxq|dx

ȷ

; x ! x1;

B?
ppxq

sin

„

1
ℏ

şx
x1 ppxqdx ` �

4

ȷ

; x " x1:

式中 B “ p2mℏG0q1{6b{
?
�.



把上式分别与拐点 x “ x1 左侧经典禁区的 WKB 波函数  1pxq 比较知：

c1 “
B
2
:

因此，在经典禁区 ´8 ă x ă x1 中的 WKB 波函数可表为：

 1pxq “
B

2
a

|ppxq|
exp

„

´
1
ℏ

ż x1

x
|ppxq|dx

ȷ

有趣的是，在经典允许区间 x1 ă x ă x2，WKB 波函数  2pxq 可以有两种
表观上不同的表达式：

1

 2pxq “
A

a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż x2

x
ppxqdx `

�

4

ȷ

2

 2pxq “
B

a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż x

x1
ppxqdx `

�

4

ȷ



束缚定态的 WKB 量子化条件

经典允许区间中束缚定态的 WKB 波函数应该是等价的：

A
a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż x2

x
ppxqdx `

�

4

ȷ

“
B

a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż x

x1
ppxqdx `

�

4

ȷ

这个等价性可重新表为：

A sin �1 “ B sin �2

式中，

�1 “
1
ℏ

ż x2

x
ppxqdx `

�

4
ą 0;

�2 “
1
ℏ

ż x

x1
ppxqdx `

�

4
ą 0:

此方程的通解是：

�1 ` �2 “ pn ` 1q�; B “ p´1qnA; n “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨



即：
ż x2

x1
ppxqdx “

ˆ

n `
1
2

˙

�ℏ; n “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

回忆，
ℏ “ h{2�; ppxq “

a

2mrE ´ Vpxqs

以及在经典力学意义下有
ű

ppxqdx “ 2
şx2
x1 ppxqdx，我们看到经典允许区间

中 WKB 波函数两种表达式的等价性意味着体系能量的量子化：

¿

a

2mrEn ´ Vpxqsdx “

ˆ

n `
1
2

˙

h; n “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

1 此量子化条件是针对无刚性墙势阱情形下处于束缚态的一维量子力
学体系而言的.

2 若 n " 1，此条件将退化为旧量子论中著名的索末菲能量量子化公
式：

ű

ppx;Enqdx “ nh.



中心力场中三维束缚态能级的 WKB 计算

设粒子被束缚在中心力场 Vprq 中运动. 其能量可表达为12：

E “
p2
r

2m
` Veffprq “

p2
r

2m
` Vprq `

ℏ2lpl ` 1q

2mr2

从经典力学的角度看，粒子在径向的运动被约束在下述条件成立的区间
中：

E “ Vprq `
ℏ2lpl ` 1q

2mr2

若此经典允许区是 r1 ď r ď r2，即存在两个径向坐标 r “ r1 与 r “ r2 使得
上式成立，则粒子处在束缚态的能级由如下量子化条件确定：

ż r2

r1

d

2m
„

En ´ Vprq ´
ℏ2lpl ` 1q

2mr2

ȷ

dr “

ˆ

n `
1
2

˙

�ℏ; n “ 0; 1; ¨ ¨ ¨

12参见本章附录二.



例： 请使用 WKB 方法估算一维简谐振子的能量.
解：

一维简谐振子能量的经典表达式是：

E “
p2

2m
` Vpxq; Vpxq “

1
2
m!2x2

经典拐点决定于方程 E “ Vp�q，其解显然为 � “ ˘a，
a “

a

2E{m!2. 在经典允许区，
¿

pdx “ 2
ż a

´a

a

2mrE ´ Vpxqsdx

“ 2
ż a

´a

a

2mE ´ m2!2x2dx

“ 4m!
ż a

0

a

a2 ´ x2dx

“ m!�a2

“ 2�E{!



束缚态的 WKB 能级量子化条件
¿

pndx “ pn ` 1{2q h

意味着：

2�En
!

“ pn ` 1{2q h; n “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

即：
En “ pn ` 1{2q ℏ!; n “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

这与严格解的结果完全一致.



一侧有刚性墙势阱中束缚态的 WKB 近似

此情形中，势阱的特点是：

Vpxq “

"

`8; x ă x1;
Upxq; x ą x1

式中 Upxq 是位置坐标的连续函数.

E

V (x)

x
ox1 x2

设粒子的能量满足 E “

Upx2q，则经典允许区是：

x1 ă x ă x2:

经典禁区是 x ă x1 与 x ą

x2，拐点分别是 x “ x1 和
x “ x2.



在经典允许区，定态薛定谔方程的 WKB 近似解是：

 pxq „
1

a

ppxq
sin

„

1
ℏ

ż

ppxqdx ` �

ȷ

; x1 ă x ă x2

式中 ppxq “
a

2mrE ´ Upxqs.

把 WKB 解向经典拐点 x “ x1 邻域延拓，计及边界条件  pxq
ˇ

ˇ

x“x1
“ 0，我

们有：

 pxq »
A

a

ppxq
sin

»

–

1
ℏ

x
ż

x1

pp�qd�

fi

fl ; x1 ă x ă x2

但若把它向拐点 x “ x2 的邻域延拓，则又有：

 pxq »
B

a

ppxq
sin

»

–

1
ℏ

x2
ż

x

pp�qd� `
�

4

fi

fl ; x1 ă x ă x2



以上两个 WKB 波函数描写的是同一个区间 x1 ă x ă x2 (经典允许区) 中
粒子的量子态，理应相等. 所以，A “ p´1qnB，且：

„

1
ℏ

x
ş

x1
pp�qd�

ȷ

`

„

1
ℏ

x2
ş

x
pp�qd� ` �

4

ȷ

“ pn ` 1q�;

n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨

小结：

1 一侧有刚性墙势阱情形下束缚态能级的量子化条件为：

x2
ż

x1

a

2mrEn ´ Upxqsdx “

ˆ

n `
3
4

˙

�ℏ; n “ 0; 1; 2; 3; ¨ ¨ ¨



附录一：Airy 积分及其渐近形式

Airy 方程
 2pxq ´ x  pxq “ 0

是少数几个可以通过傅里叶变换求解的变系数二阶常微分方程之一. 对
 pxq 进行傅里叶变换，

 pxq “
1

?
2�

`8
ż

´8

'pkqeikxdk

可把 Airy 方程改写为：

0 “ ´
1

?
2�

`8
ż

´8

„

k2'pkqeikx ´ 'pkqi
d
dk

eikx
ȷ

dk

“ ´i
1

?
2�

`8
ż

´8

„

´ik2'pkq `
d'pkq

dk

ȷ

eikxdk



即：
d'pkq

dk
´ ik2'pkq “ 0; ù 'pkq “ Q exp

`

ik3{3
˘

:

所以，Airy 方程的解可表为：

 pxq “
Q

?
2�

`8
ż

´8

exp
`

ikx ` ik3{3
˘

dk

“
2Q

?
2�

`8
ż

0

cos
`

kx ` k3{3
˘

dk

“
?

2�Q Aipxq

Aipxq 称为 Airy 积分，

Aipxq “
1
�

`8
ż

0

cos
`

kx ` k3{3
˘

dk



x ! 0 情形下 Aipxq 的渐近展开
式：

Aipxq 可等价地写为：

Aipxq “
1
2�

`8
ż

´8

exp
`

ikx ` ik3{3
˘

dk

设 Spkq “ kx ` k3{3，则 Aipxq 积分表达式中的被积函数是 eiS. 直观上讲，
高频振荡的被积函数 eiS 不会对 Airy 积分 Aipxq 有多大贡献. Aipxq 积分的
主要贡献来自于稳相点 k0 的邻域：

0 “
dS
dk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k“k0

“ x ` k2
0

显然，稳相点条件在 x ą 0 情形下无解. 若 x ă 0，则存在着两个稳相点：
k0 “ ˘

?
´x.



在稳相点 k “ k0 附近，

Spkq » Spk0q `
1
2

pk ´ k0q2 d2S
dk2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k“k0

不难看出：

Sp˘
?

´xq “ ¯
2
3

p´xq3{2; S2p˘
?

´xq “ ˘2
?

´x:

所以，Spkq 在两个稳相点处的泰勒展开式分别是：

Spkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k«
?

´x
» ´

2
3

p´xq3{2 `
?

´xpk ´
?

´xq2

与

Spkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k«´
?

´x
»

2
3

p´xq3{2 ´
?

´xpk `
?

´xq2



所以，

2�Aipxq “

`8
ż

´8

expriSpkqsdk

« exp

„

´i
2
3

p´xq3{2
ȷ

`8
ż

´8

exp
“

i
?

´xpk ´
?

´xq2‰

dk

` exp

„

i
2
3

p´xq3{2
ȷ

`8
ż

´8

exp
“

´i
?

´xpk `
?

´xq2‰

dk

“ exp

„

´i
2
3

p´xq3{2
ȷ

c

�

i
?

´x
` exp

„

i
2
3

p´xq3{2
ȷ

c

�

´i
?

´x

“
2
?
�

p´xq1{4 cos

„

2
3

p´xq3{2 ´
�

4

ȷ



即当 x ! 0 时，

Aipxq «
1

?
�p´xq1{4 sin

„

2
3

p´xq3{2 `
�

4

ȷ

x " 0 情形下 Aipxq 的渐近展开
式：

x ą 0 情形下 S1pkq “ 0 不可能成立. 我们把 Airy 方程暂写为：

 2pxq ´ !x pxq “ 0

这里约定 !是一个无量纲参数且 0 ă ! ! 113. 设此方程的解在 x " 0 情
形下具有渐近形式：

 pxq “ Apxq exp r´Bpxq{!s

13当然，在计算结束后我们仍须取 ! “ 1 以得到 Airy 方程.



不难看出：

 2 “ e´B{!

„

A2 ´
1
!

p2A1B1 ` AB2q `
1
!2ApB1q2

ȷ

代入上述方程，知：

0 “ rpB1q2 ´ xsA ´ !pAB2 ` 2A1B1q ` !2A2

1 精确到 !0 次幂，上述方程的成立意味着 B1 “ ˘
?
x. 计及 x ù `8

处解的收敛性，我们有：

Bpxq “
2
3
x3{2

2 精确到 !1 次幂，我们有：

AB2 ` 2A1B1 “ 0; ù
A1

A
“ ´

1
2
B2

B1
“ ´

1
4x



所以，

lnApxq “ ´
1
4
ln x;

即：
Apxq “ x´1{4

综合起来，Airy 方程在 x " 0 极限下的渐近解形式为：

 pxq »
1

x1{4 exp

ˆ

´
2
3
x3{2

˙

此式应正比于 Airy 积分 Aipxq 在 x " 0 极限下的渐近形式. 通过严格
的数学分析 (超出了本附录的范围) 可知：

Aipxq «
1

2
?
�x1{4 exp

ˆ

´
2
3
x3{2

˙

; px " 0q



附录二：中心力场中经典质点的哈密顿量

考虑在中心力场 Vprq 中运动的质点，其拉氏量可写为：

L “
1
2
m~v2 ´ Vprq

采取球坐标系，质点的位置矢径表为~r “ r~er. 因此，

~v “ 9~r “ 9r~er ` r 9�~e� ` r sin � 9�~e�

式中~er 与

~e� “
B~er
B�
; ~e� “

1
sin �

B~er
B�

是球坐标系正交归一的基矢. 拉氏量在球坐标系中表达为：

L “
1
2
m

”

9r2 ` pr 9�q2 ` pr sin � 9�q2
ı

´ Vprq

由此可分别求出体系的正则动量与哈密顿量. 结果为：

pr “
BL
B9r

“ m9r; p� “
BL
B 9�

“ mr2 9�; p� “
BL
B 9�

“ mr2 sin2 � 9�:



与，

H “
1

2m

˜

p2
r `

p2
�

r2
`

p2
�

r2 sin2 �

¸

` Vprq

联想到质点的轨道角动量在球坐标系中有如下表达式：

L “~r ˆ~p

“ mr~er ˆ

´

9r~er ` r 9�~e� ` r sin � 9�~e�
¯

“ mr2 9�~e� ´ mr2 sin � 9�~e�

“ p�~e� ´
p�
sin �

~e�

从而，

L2 “ p2
� `

p2
�

sin2 �

我们最终可以把中心力场中质点的哈密顿量在球坐标系中表为：

H “
p2
r

2m
`

L2

2mr2
` Vprq



过渡到量子力学，H应被作用于波函数  prq “ RlprqYlmp�; �q 上的线性厄
米算符

Ĥ “
p̂2
r

2m
`

ℏ2lpl ` 1q

2mr2
` Vprq

替代，此处 p̂r 称为径向动量14：

p̂r “ ´iℏ
ˆ

B

Br
`

1
r

˙

径向波函数 Rlprq 满足的归一化条件是：
ż 8

0
rRlprqs2 r2 dr “ 1

鉴于此，我们认为当把三维中心力场中的能量本征值问题等效为一维能
量本征值问题时，Rlprq 并不是等效的一维能量本征函数. 倘若设：

Rlprq “
ulprq
r

14请自行检验其厄米性，p̂:
r “ p̂r.



归一化条件可改写为：
ż 8

0
rulprqs2 dr “ 1

所以，ulprq 才是等效的一维能量本征函数. 注意到：

p̂rRlprq “ ´iℏ
„

Br `
1
r

ȷ

ul
r

“ ´iℏ
„

u1
l
r

´
ul
r2

`
ul
r2

ȷ

“ ´iℏ
u1
l
r

p̂2
rRlprq “ ´ℏ2

„

Br `
1
r

ȷ

u1
l
r

“ ´ℏ2
„

u2
l
r

´
u1
l
r2

`
u1
l
r2

ȷ

“ ´ℏ2 u
2
l
r

我们可以把三维中心力场中 Ĥ的本征值方程 ĤRl “ ERl 利用等效的一维
能量本征函数 ul 改写为：

Ĥeffulprq “ Eulprq

式中，

Ĥeff “ ´
ℏ2

2m
d2

dr2
` Veffprq; Veffprq “ Vprq `

ℏ2lpl ` 1q

2mr2
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本章概要

薛定谔方程

iℏ
B 

Bt
“ Ĥ  

在 Ĥ “ Ĥptq 情形下，基本上不能严格求解. 事实上，
1 Ĥ随时间改变意味着体系的能量不再是运动积分、即体系的能量不
守恒. 所以在含时问题中，不存在定态、因而也谈不上能级的修正.

本章起拟介绍的含时问题近似方法是：

1 含时问题微扰论.
2 原子发光的全量子理论.



相互作用绘景

首先定义相互作用绘景.假设在薛定谔绘景中，含时微扰体系的总哈密顿
算符为，

Ĥ “ Ĥ0 ` �V̂ptq

式中 �为一无量纲参数，0 ă � ! 1.

相互作用绘景又称为 I绘景，或者狄拉克绘景. 态矢量及力学量算符在相
互作用绘景与薛定谔绘景之间的联系定义为：

jΨptqyI “ exp
`

itĤ0{ℏ
˘

jΨptqy

和

ÂIptq “ exp
`

itĤ0{ℏ
˘

Â exp
`

´itĤ0{ℏ
˘

特别地，

ĤIptq “ Ĥ0 ` �V̂Iptq; V̂Iptq “ exp
`

itĤ0{ℏ
˘

V̂ptq exp
`

´itĤ0{ℏ
˘



现在考虑相互作用绘景中态矢量的时间演化方程:

iℏ
d jΨptqyI

dt “ iℏ
d
dt

“

exp
`

itĤ0{ℏ
˘

jΨptqy
‰

“ ´Ĥ0 jΨptqyI ` exp
`

itĤ0{ℏ
˘

„

iℏ
d jΨptqy

dt

ȷ

“ � exp
`

itĤ0{ℏ
˘

V̂ptq jΨptqy

“ �
“

exp
`

itĤ0{ℏ
˘

V̂ptq exp
`

´itĤ0{ℏ
˘‰ “

exp
`

itĤ0{ℏ
˘

jΨptqy
‰

亦即，

iℏ
d jΨptqyI

dt “ �V̂Iptq jΨptqyI

此式称为相互作用绘景中的薛定谔方程. 显然，jΨptqy 随时间的演化完全
取决于相互作用哈密顿算符 V̂Iptq.

相互作用绘景中的力学量算符也是随时间演化的：

iℏ
dÂIptq

dt “

”

ÂIptq; Ĥ0

ı



相互作用绘景中态矢量随时间的自然演化可表为：

jΨptqyI “ ÛIpt; t0q jΨpt0qyI

ÛIpt; t0q 称为相互作用绘景中的时间演化算符， 它是具有如下重要性质
的幺正算符：

ÛIpt; tq “ Î

Û :
I pt; t0qÛIpt; t0q “ Î

ÛIpt; t1qÛIpt1; t0q “ ÛIpt; t0q

iℏ
dÛIpt; t0q

dt “ �V̂IptqÛIpt; t0q

最后一式等价于薛定谔方程. 结合一、四两条性质，可知态矢量 jΨptqyI
的时间演化算符服从积分方程：



ÛIpt; t0q “ Î ´
i�
ℏ

ż t

t0
V̂Ip� qÛIp�; t0qd�

由此知：

ÛIpt; t0q “ Î ´
i�
ℏ

ż t

t0
V̂Ipt1qdt1 `

ˆ

´
i�
ℏ

˙2 ż t

t0
V̂Ipt1qdt1

ż t1

t0
V̂Ipt2qdt2

`

ˆ

´
i�
ℏ

˙3 ż t

t0
V̂Ipt1qdt1

ż t1

t0
V̂Ipt2qdt2

ż t2

t0
V̂Ipt3qdt3

` O
”

p�{ℏq
4
ı

这是时间演化算符的精确表达式，称为戴森 (Dyson)级数. 含时微扰论的
思想就是设法把此级数中断为参数 �的多项式. 倘若 0 ă � ! 1，我们
可以取线性近似把 ÛIpt; t0q 表达为：

ÛIpt; t0q « Î ´
i�
ℏ

ż t

t0
V̂Ipt1qdt1



含时微扰 �V̂Iptq 可以导致体系在 Ĥ0 的两个本征态之间的跃迁. 设
t ď 0时间段未加扰动，体系处在 Ĥ0 的本征态 jiy 上，

jΨp0qyI “ jiy

t ą 0后加入微扰.在扰动的作用下体系的状态演化为 jΨptqyI：

jΨptqyI “ Û pt; 0q jΨp0qyI « jiy ´
i�
ℏ

ż t

0
d� V̂Ip� q jiy

扰动引起的体系从初态 jiy 跃迁到 Ĥ0 的另一本征态 jf y pf ‰ iq 的跃
迁概率幅为：

xf |ΨptqyI “ ´
i�
ℏ

ż t

0
d� xf |V̂Ip� q|iy

或者等价地，

ap1q

f ptq :“ xf |ΨptqyI “ ´
i�
ℏ

ż t

0
d� xf |V̂p� q|iy ei!fi�

此处约定 !fi “ pEf ´ Eiq{ℏ. 跃迁概率为：

Pfiptq “
�
�xf |ΨptqyI

�
�
2

“ �2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
iℏ

ż t

0
d� V̂fip� q ei!fi�

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2



简谐微扰

物理上一类相当重要的含时微扰问题，是微扰哈密顿算符简谐地依赖于
时间参数：

V̂ptq “ F̂ e´i!t ` F̂ : ei!t; pt ą 0q

其中算符 F̂和 F̂ : 互为厄米共轭、且均不显含时间 t.

电偶极相互作用：

作为简谐微扰的一个物理实例，现在确定原子中的电子与经典外电磁场
发生电磁相互作用时的 V̂ptq. 设电子质量为 �，电荷量为 ´e，在原子的静
电场 Vprq 中运动. 经典外电磁场的规范势为 pA; �q. 电子的哈密顿算符
可写为：

Ĥ “
1
2�

´

P̂ `
e
c
A

¯2
´ e�` Vprq “ Ĥ0 ` V̂ptq



其中，

Ĥ0 “
1
2�

P̂2 ` Vprq

是自由原子中电子的哈密顿算符，

V̂ptq “
e

2�c
pP̂ ¨ A ` A ¨ P̂q `

e2

2�c2
A ¨ A ´ e�

则描写了经典电磁场与原子中电子的相互作用.

为了简化 V̂ptq 的表达式，注意到：

在原子尺度上外电磁场场强的空间变化可以忽略.
在库仑规范中 (证明见后)，外电磁场的规范势可以选择为 A « 0，
� « ´r ¨ Ep0; tq.

所以，
V̂ptq « ´e� « er ¨ Ep0; tq “ ´℘ ¨ Ep0; tq

式中 ℘ “ ´er，它是经典物理意义下电子相对于核的电偶极矩.



倘若原子处于单频交变电磁场中1，

Ep0; tq “ E cosp!tq

则原子中的电子与此外电磁场的电偶极相互作用的哈密顿算符可表为：

V̂ptq “ er ¨ Ep0; tq “ er ¨ E cosp!tq

亦即，
V̂ptq “ F̂ e´i!t ` F̂ : ei!t

式中：

F̂ “ F̂ : “
1
2
epr ¨ E q

所以，含时的电偶极相互作用属于简谐扰动.

下面研究简谐微扰导致的体系在 Ĥ0 的不同本征态间的跃迁概率. 设体
系的初态是 Ĥ0 的本征态 jiy，一级近似下体系从 jiy 跃迁到 Ĥ0 的另一本
征态 jf y 的概率幅为：

1单频交变电磁场的一个特例是平面电磁波.



ap1q

f ptq “
1
iℏ

ż t

0
d� xf |V̂p� q|iy ei!fi�

“
1
iℏ

xf |F̂|iy
ż t

0
d� eip!fi´!qt `

1
iℏ

xf |F̂ :|iy
ż t

0
d� eip!fi`!qt

“

«

1 ´ eip!fi´!qt

ℏp!fi ´ !q

ff

xf |F̂|iy `

«

1 ´ eip!fi`!qt

ℏp!fi ` !q

ff

xf |F̂ :|iy

点评：

在末态能级 jf y 非简并的情形下，

Pfiptq “
�
�ap1q

f ptq
�
�
2

即为简谐微扰导致的体系从初态能级 Ei 跃迁到末态能级 Ef 的概率.

简谐微扰引起的跃迁概率幅有两个极点：

! “ ˘!fi “ ˘pEf ´ Eiq{ℏ



! “ ˘!fi 称为共振条件，此情形下 ap1q

f ptq 表达时中某一项的贡献远

远大于另一项.
不妨设 ! ą 0. 如此，! “ !fi 时的跃迁称为共振吸收2，即体系通过
简谐微扰从外界获取能量

ℏ! “ Ef ´ Ei

后从初态能级 Ei 跃迁至能量较高的终态能级 Ef. 共振吸收的概率幅
可写为：

ap1q

f ptq «

«

1 ´ eip!fi´!qt

ℏp!fi ´ !q

ff

xf |F̂|iy

相应的跃迁概率为：

Pfiptq “
ˇ

ˇap1q

f ptq
ˇ

ˇ

2
“

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2

ℏ2

#

sinrp!fi ´ !qt{2s

p!fi ´ !q{2

+2

跃迁概率不仅依赖于简谐微扰哈密顿算符 Ĥ 1ptq 在初、终二态间的
的矩阵元 xf |F̂|iy，它也与终态能级 Ef 有关.

2
! “ ´!fi 时的跃迁称为共振发射.



Pfiptq 对于 Ef 的依赖集中体
现在含时因子里：

sin2p�t{2q

p�{2q2

此处，

� “ !fi ´ !

“
Ef ´ Ei

ℏ
´ ! ě 0

5 10 15
α

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Sin2 (α /2)

(α /2)2

1 含时因子的最大值出现在 � “ 0处，即共振吸收：

sin2p�t{2q

p�{2q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�“0
“ t2

2 含时因子第一级主极大的宽度为：

∆� „
2�
t



能量时间的不确定关系：

如前述，含时微扰从 t “ 0时刻开始起作用.

设扰动作用于体系的时间间隔为：

∆t „ t

鉴于含时扰动引起的能级跃迁，体系在时间间隔 ∆t内并无确定的能
量. 扰动引起的体系能量改变估算如下：

∆E “ ℏ∆� „ 2�ℏ{t “
h
t

所以，
∆E ¨ ∆t „ h

若扰动影响的时间较短，则其引起的体系能级的弥散 (不确定度)较
大. 反之，若扰动持续的时间很长，则终态能级的不确定度就很小.



下面研究 t Ñ 8 的极限：

此极限相当于含时扰动 Ĥ 1 从 t “ 0时间施加于体系后便不再撤离.
借助于数学恒等式，

lim
tÑ`8

sin2pxtq
�tx2

“ �pxq

我们看到 t Ñ `8 极限下的跃迁概率与扰动持续的时间间隔成正比：

Pfiptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tÑ`8

“

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2

ℏ2
sin2p�t{2q

p�{2q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tÑ`8

“

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2

ℏ2
¨ �t �p�{2q

“
2�
ℏ

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q ¨ t

此处出现的 �pEf ´ Ei ´ ℏ!q 表示跃迁过程必须遵从能量守恒定律.



物理上感兴趣的是单位时间内的跃迁概率，称为跃迁速率：

wfi “
d
dt
Pfiptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tÑ`8

“
2�
ℏ

�
� xf |F̂|iy

�
�
2
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q

欲使 wfi ‰ 0，必须有 Ef “ Ei ` ℏ!. 倘若体系是金属中的电子，
jf y 是自由粒子态

Ef “
1
2
mv2

则此式恰为解释光电效应的方程：

1
2
mv2 “ �` ℏ!

式中 � “ Ei 为脱出功. 所以，光电效应也可以归因于电子的
波动性3. 这与爱因斯坦把光电效应归因于电磁波的粒子性
的见解是不同的.

3W. Lamb and M. Scully, The photoelectric effect without photons, 1968.



终态能级连续分布的情形：

若跃迁过程的终态 jf y 不是离散化的能级，其能量为连续分布，则扰动引
起的 jiy Ñ jf y 跃迁概率为：

Pfiptq “

ż

ˇ

ˇap1q

f ptq
ˇ

ˇ

2df

式中 df为体系能量在区间 pEf; Ef ` dEfq 的终态数目，

df “
df
dEf

dEf “ �pEfqdEf; �pEfq :“
df
dEf

�pEfq 称为终态能级 Ef 的态密度.



对于物理上感兴趣的 t Ñ `8 极限，

ˇ

ˇap1q

f ptq
ˇ

ˇ

2
“

2�
ℏ

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q ¨ t

所以，

Pfiptq “

ż

ˇ

ˇap1q

f ptq
ˇ

ˇ

2df

“
2�t
ℏ

ż

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q�pEfqdEf

“
2�t
ℏ

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2
�pEi ` ℏ!q

跃迁速率为：

wfi “
2�
ℏ

ˇ

ˇ xf |F̂|iy
ˇ

ˇ

2
�pEi ` ℏ!q

历史上，wfi 的上述表式称为费米黄金规则.



例： 氢原子在交变外电场作用下的电离

假设在初始时刻 pt “ 0q 氢原子处于其基态. 当 t ą 0，氢原子持续受到一
单频交变电场

Epr; tq “ E cosp!tq

的作用. 我们现在使用含时微扰论的一级近似计算氢原子的电离速率.

微扰哈密顿算符为：

V̂ptq “ er ¨ Epr; tq “ F̂ e´i!t ` F̂ : ei!t

式中，

F̂ “ F̂ : “
1
2
epr ¨ E q “

1
2
eE r cos �

最后一步取了球坐标系、并假设外电场沿 z轴方向极化. 系统初态是基
态氢原子中的电子，其在位置表象中的波函数为：

 i “  100pr; �; �q “
1

?
�a3

e´r{a



终态是氢原子电离后的自由电子态. 设其动量为 p、能量为 Ef “ p2{2�，
则其波函数为4：

 f “  pprq “
1

?
Ω

exp

ˆ

i
ℏ
p ¨ r

˙

精确到含时微扰论的一级修正，氢原子中的电子从基态到电离态的跃迁
概率幅为：

ap1q

f ptq “
1
iℏ

ż t

0
d� xf |F̂e´i!� |iy ei!fi�

“
eE
2iℏ

xf |r cos �|iy
ż t

0
d� eip!fi´!q�

“ ´
eE
2ℏ

xf |r cos �|iy

«

eip!fi´!qt ´ 1
p!fi ´ !q

ff

“
eE
iℏ

xf |r cos �|iy
"

sinrp!fi ´ !qt{2s

p!fi ´ !q

*

eip!fi´!qt{2

4此处采取了箱归一化条件.



其中的跃迁矩阵元计算如下.设电离态电子的动量 p与 r的夹角为 �，则
有：

e´
i
ℏ p¨r “ e´

i
ℏ pr cos � “

`8
ÿ

n“0
p2n ` 1qp´1qnein�{2jnppr{ℏqPnpcos �q

此处 jnpxq 是 n阶球贝塞尔函数，它具有性质：

jnp´xq “ p´1qnjnpxq

而 Pnpxq 是 n阶勒让德多项式. 若以 p�1; �1q 和 p�; �q 分别表示 p与 r的
极角、方位角，则按球谐函数的加法公式：

Pnpcos �q “
4�

2n ` 1

`n
ÿ

m“´n
p´1qmYnmp�; �qY ˚

nmp�1; �1q

所以：

xf |r cos �|iy “

ż

d3x  ˚
f r cos � i

“
1

?
�a3Ω

ż

d3x e´
i
ℏ p¨rr cos �e´r{a



“
4�

?
�a3Ω

`8
ÿ

n“0

`n
ÿ

m“´n
p´1qn`mein�{2Y ˚

nmp�1; �1q

ż

dΩ cos �Ynmp�; �q

¨

ż 8

0
dr r3 jnppr{ℏq e´r{a

因为，

cos � “

c

4�
3

Y10p�; �q;

ż

dΩY ˚
nmp�; �qYn1;m1p�; �q “ �nn1�mm1

我们有：
ż

dΩ cos �Ynmp�; �q “

c

4�
3
�n1�m0

所以，

xf |r cos �|iy “ ´i
4�

?
�a3Ω

cos �1

ż 8

0
dr r3 j1ppr{ℏq e´r{a



涉及球贝塞尔函数的积分可以通过Mathematica进行：
ż 8

0
r3j1pbrqe´r{adr “

8a5b
rpabq2 ` 1s3

; pa ą 0; b ą 0q

所以，

xf |r cos �|iy “ ´i
32�

?
�a3Ω

cos �1 a5pp{ℏq

rpap{ℏq2 ` 1s3

鉴于 �1 的任意性，电离过程中电子的终态是简并的.

在含时微扰论的一级近似下，氢原子中的电子受交变电场作用从基态跃
迁到电离态的概率为：

ˇ

ˇap1q

f ptq
ˇ

ˇ

2
“

e2E 2

ℏ2
ˇ

ˇ xf |r cos �|iy
ˇ

ˇ

2 sin2rp!fi ´ !qt{2s

p!fi ´ !q2

所以，

lim
tÑ`8

ˇ

ˇap1q

f ptq
ˇ

ˇ

2
“
�e2E 2t
2ℏ

ˇ

ˇ xf |r cos �|iy
ˇ

ˇ

2
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q

电子终态的简并性表明上式并不直接是实验上测得的跃迁概率.



实验上测得的跃迁概率是上述 |ap1q

f ptq|2 对所有电子终态求和后的结

果. 为此须求出电离态的态密度 �pEfq.

电子电离态的 �pEq：

量子力学体系的状态用波函数  描写，而经典力学体系的状态用相空间
pxi; pjq 中的一个几何点描写.由于不确定关系的存在，

∆xi∆pj „ h

当把量子力学与经典力学相比较时， 所描写的量子态并不能对应于相
空间中的一个几何点，它只能对应于相空间中体积为 h3 的一个微体积
元. 所以，相空间中某个位置空间体积为 Ω、动量空间体积为 d3p的子空
间所对应的量子态数目可以估算为：

df “
Vd3p
h3

“
Ω

p2�ℏq3
d3p “

Ω

p2�ℏq3
p2dp dΩ1

最后一步在动量空间采取了球坐标系.



对于处于电离态的自由电子而言，

E “
p2

2�
; ù p “

a

2�E; dp “
�

?
2�E

dE

所以，

�pEqdE :“ df “
Ω

p2�ℏq3
�

a

2�EdE dΩ1

即：

�pEq “
Ω

p2�ℏq3
�

a

2�E dΩ1

基态氢原子中电子电离速率实验值的正确理论预言应为：

wfi “
�e2E 2

2ℏ

ż

ˇ

ˇ xf |r cos �|iy
ˇ

ˇ

2
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q �pEfqdEf

“
�2e2E 2

ℏ

ż 8

0

p32�q2

�a3Ω
a10p2�Efq{ℏ2

rp2�Ef a2{ℏ2q ` 1s6
�pEf ´ Ei ´ ℏ!q

¨
Ω

p2�ℏq3
�

b

2�Ef dEf
ż �

0
cos2 �1 sin �1d�1



化简得：

wfi “
28�e2E 2a4

3ℏ2
p2�Ef a2{ℏ2q

3
2

rp2�Ef a2{ℏ2q ` 1s6

此式中，Ef “ Ei ` ℏ!，而

Ei “ ´
e2

2a
为基态氢原子中电子的能量.



原子发光物理概述

本节简略地讨论一下原子发光的物理机制 (细节见后). 首先研究平面电
磁波与原子中电子的相互作用.

1 平面电磁波由横向振荡的电场与磁场组成：

S “
c
4�

E ˆ B; E ¨ B “ 0

2 若把原子置于外电磁场中，实验表明原子中的电子主要参与和外电
磁场之间的电偶极相互作用：

V̂ptq « ´℘ ¨ Ep0; tq “ er ¨ Ep0; tq; Ep0; tq “ E cosp!tq

3 在外电磁场作用下，原子中的电子从初态 jiy 到终态 jf y 的跃迁概率
幅具有特点：

ap1q

f ptq „ xf |V̂ptq|iy „ xf |r ¨ E |iy “ xf |xk|iy Ek

因此， xf |xk|iy (k “ 1; 2; 3)常称作原子发光问题的跃迁矩阵元.



三种物理过程

原子的吸收：

设原子中的电子在初始时刻处在低
能态 Ea. 受到外电磁波照射后，电
子跃迁到了较高的能态 Eb. 此过程
称为原子的吸收.

EE

Eb

Ea

频率为 !的单色光Ep0; tq “ E cosp!tq引起的原子吸收光子过程发生的跃
迁速率为：

wba “
�e2

2ℏ
�
� xb|xi|ay Ei

�
�
2
�pEb ´ Ea ´ ℏ!q



原子的受激发射：

设原子中的电子在初始时刻处
在高能态 Eb. 受到外电磁波照
射后，电子跃迁到了较低的能态
Ea. 此过程称为原子的受激发射.

EE

Eb

Ea

频率为 !的单色光Ep0; tq “ E cosp!tq引起的原子受激发射过程发生的跃
迁速率为：

wab “
�e2

2ℏ
�
� xb|xi|ay Ei

�
�
2
�pEa ´ Eb ` ℏ!q “ wba



上式第二个等号解释如下：

| xa|xi|by Ei|
2

“ r xa|xi|by Eis
“

xa|xj|by Ej
‰˚

“ r xa|xi|by Eis
”

xb|x:
j |ay E ˚

j

ı

“ r xa|xi|by Eis
“

xb|xj|ay Ej
‰

此结果关于 jay 与 jby 的互换具有对称性，所以：

| xa|xi|by Ei|
2

“ | xb|xi|ay Ei|
2

点评：
原子的受激发射是一个纯粹的量子力学过程，超越了经典物理学的
直觉想象.
受激发射是激光技术的物理基础之一. 设想介质中数目巨大的原子
均处在高能级. 若用一个光子在此介质中诱发原子的受激发射，就会
产生连锁反应 (获得数目巨大的同频光子)，这就是激光.



但由统计力学知：介质处于温度为 T的热平衡状态时，介质中的处在
能量为 Em 的能量本征态 jmy 上的原子数目 Nm 与玻尔兹曼因子成
正比，

Nm „ exp p´Em{kBT q

激光的产生并不是一件平庸的事情.

原子吸收与受激发射的跃迁概率完全相同：

wab “ wba

提出原子受激发射概念的第一人是爱因斯坦.历史上，爱因斯坦为了
从热力学理论出发推导出黑体辐射的普朗克公式，被迫“发明”了受
激发射.

除了吸收与受激发射外，爱因斯坦还提出了原子会自发发射光子的
新概念.



原子的自发发射：

处于高能态上的原子会向低能态自
动跃迁，并发射一个光子. 这种过程
称为原子的自发发射.

Eb

Ea

1 原子的自发发射无须外电磁波的激励.
2 只有在量子化电磁场理论的基础上才可以理解自发发射的物理机制.
原子的自发发射是由量子化电磁场的真空能催生的.

3 原子自发发射的跃迁速率为：

Aab „
4!3

ba
3ℏc3

xa|xi|by xb|xi|ay ; !ba “ pEb ´ Eaq{ℏ

此式可从爱因斯坦的原子发光旧量子论推出.



原子辐射问题的选择定则

原子发光问题中跃迁速率的计算，常常归结为计算跃迁矩阵元：

xa|xi|by; pi “ 1; 2; 3q

1 鉴于跃迁过程中原子与光子构成的体系须服从若干守恒定律，并不
是任意两个能量本征态 jay 与 jby 之间均可以发生跃迁. 换言之，跃
迁矩阵元 xa|xi|by 只对某些特殊的 jay 与 jby 才取非零值.

2 以氢原子或者类氢离子为例，现在考察 xa|r|by 的非零条件. 此情形
中5，jay “ jn1l1m1y，jby “ jnlmy. 跃迁矩阵元

@

n1l1m1
ˇ

ˇxi
ˇ

ˇnlm
D

的非零条件常称为原子发光问题的选择定则.

5暂时忽略电子的自旋.



有关 m与 m1 的选择定则：

注意到 r “ xiei 是矢量算符，

rLi; xjs “ iℏ�ijkxk

以及跃迁发生前后原子中电子所处的量子态 jnlmy 与 jn1l1m1y 均是 L3 的
本征态，我们有：

iℏ�3jk
@

n1l1m1
ˇ

ˇxk
ˇ

ˇnlm
D

“
@

n1l1m1
ˇ

ˇrL3; xjs
ˇ

ˇnlm
D

“
@

n1l1m1
ˇ

ˇL3xj
ˇ

ˇnlm
D

´
@

n1l1m1
ˇ

ˇxjL3
ˇ

ˇnlm
D

“
“ @

nlm
ˇ

ˇxjL3
ˇ

ˇn1l1m1
D‰˚

´
@

n1l1m1
ˇ

ˇxjL3
ˇ

ˇnlm
D

“ pm1 ´ mqℏ
@

n1l1m1
ˇ

ˇxj
ˇ

ˇnlm
D

在此式中分别取裸指标 j “ 1; 2; 3，可得：

pm1 ´ mq
@

n1l1m1
ˇ

ˇx3
ˇ

ˇnlm
D

“ 0
pm1 ´ m ` 1qpm1 ´ m ´ 1q

@

n1l1m1
ˇ

ˇxj
ˇ

ˇnlm
D

“ 0; pj “ 1; 2q



所以，

除非∆m “ ˘1或0;否则没有跃迁发生:

此选择定则背后的物理是体系的总角动量第三分量守恒定律：跃迁过程
中原子中电子失去或者获得的角动量等于光子获得或者失去的角动量.

有关 l与 l1 的选择定则：

首先推导如下对易关系：

rL2; rL2; xiss “ 2ℏ2pxiL2 ` L2xiq

注意到,

rL2; xis “ rLjLj; xis “ iℏ�jikpLjxk ` xkLjq
“ iℏ�jikrLj; xks ` 2iℏ�jikxkLj
“ ℏ2�ijk�mjkxm ` 2iℏ�ijkxjLk
“ 2ℏ2xi ` 2iℏ�ijkxjLk



我们有：

rL2; rL2; xiss “ rL2; 2ℏ2xi ` 2iℏ�ijkxjLks
“ 2ℏ2rL2; xis ` 2iℏ�ijkrL2; xjsLk

“ 2ℏ2rL2; xis ` 2iℏ�ijk
´

2ℏ2xj ` 2iℏ�jmnxmLn
¯

Lk

“ 2ℏ2rL2; xis ` 2ℏ2
´

2ℏ2xi ` 2iℏ�ijkxjLk
¯

´4ℏ4xi

` 4ℏ2�jik�jmnxmLnLk

“ 4ℏ2rL2; xis ´ 4ℏ4xi ` 4ℏ2
´

�im�kn ´ �in�km

¯

xmLnLk

“ 4ℏ2
´

L2xi ´ xiL2
¯

´ 4ℏ4xi ` 4ℏ2xiL2 ´ 4ℏ2xjLiLj

“ 4ℏ2L2xi ´ 4ℏ4xi ´ 4ℏ2xjrLi; Ljs ´ 4ℏ2xjLjLi

“ 4ℏ2L2xi ´ 2ℏ2
´

2ℏ2xi ` 2iℏ�ijkxjLk
¯

“ 4ℏ2L2xi ´ 2ℏ2rL2; xis “ 2ℏ2
´

L2xi ` xiL2
¯

倒数第三步使用了恒等式 xjLj “ 0. 证毕.



现在求上述对易关系在氢原子的两个定态 jnlmy 与 jn1l1m1y 间的矩阵元.
此二定态均为 L2 算符的本征态，所以：

@

n1l1m1
ˇ

ˇ2ℏ2
´

L2xi ` xiL2
¯

ˇ

ˇnlm
D

“ 2ℏ4
“

l1pl1 ` 1q ` lpl ` 1q
‰ @

n1l1m1
ˇ

ˇxi
ˇ

ˇnlm
D

另一方面，

@

n1l1m1
ˇ

ˇrL2; rL2; xiss
ˇ

ˇnlm
D

“
@

n1l1m1
ˇ

ˇ

!

L2rL2; xis ´ rL2; xisL2
)

ˇ

ˇnlm
D

“ ℏ2
“

l1pl1 ` 1q ´ lpl ` 1q
‰ @

n1l1m1
ˇ

ˇrL2; xis
ˇ

ˇnlm
D

“ ℏ4
“

l1pl1 ` 1q ´ lpl ` 1q
‰2 @

n1l1m1
ˇ

ˇxi
ˇ

ˇnlm
D

对易关系
rL2; rL2; xiss “ 2ℏ2pxiL2 ` L2xiq

的成立意味着：

0 “

"

“

l1pl1 ` 1q ´ lpl ` 1q
‰2

´ 2rl1pl1 ` 1q ` lpl ` 1qs

*

@

n1l1m1
ˇ

ˇxi
ˇ

ˇnlm
D

“ pl1 ´ l ´ 1qpl1 ´ l ` 1qpl1 ` lqpl1 ` l ` 2q
@

n1l1m1
ˇ

ˇxi
ˇ

ˇnlm
D



所以，跃迁矩阵元 xn1l1m1|xi|nlmy 取非零值对角量子数提出的限制条件是，

或者：
∆l “ l1 ´ l “ ˘1

或者：
l1 “ l “ 0

但 l1 “ l “ 0情形下的跃迁不可能发生. l1 “ l “ 0意味着原子在跃迁前
后所处的状态分别是 jn00y 和 jn100y. 如此态矢量在位置表象中对应的波
函数分别是：

 n00 “ Ψn0prqY00p�; �q; Y00p�; �q “
1

?
4�
:

所以，

@

n100
ˇ

ˇr
ˇ

ˇn00
D

„ �k
ż �

0
cos � sin �d� ` �i

ż 2�

0
cos�d�` 
j

ż 2�

0
sin�d� “ 0



所以，角量子数 l的选择定则是：

除非∆l “ ˘1;否则没有跃迁发生:



原子与辐射电磁场的相互作用

含时微扰论的一个重要应用是研究原子中的电子与辐射电磁场之间的相
互作用，从而建立原子的发光理论.我们首先构造体系的哈密顿算符.

为简单起见，仅考虑碱金属原子. 设只有一个电子参与了与辐射电
磁场的相互作用. 如此，辐射电磁场未介入时，体系的哈密顿算符为：

Ĥ0 “
P̂2

2�
` V̂0prq

施加了辐射电磁场之后，体系的哈密顿算符改变为：

Ĥ “
1
2�

”

P̂ `
e
c
Apr; tq

ı2
´ e�pr; tq ` V̂0prq

“ Ĥ0 ´ e�pr; tq `
e

2�c
“

2Apr; tq ¨ P̂ ´ iℏr ¨ Apr; tq
‰

`
e2

2�c2
rApr; tqs

2

式中 Apr; tq 与 �pr; tq 是辐射电磁场的规范势.



取库仑规范，
r ¨ Apr; tq “ 0

以及 �pr; tq “ 0、并忽略 Ĥ中与电磁相互作用无关的 rApr; tqs
2 项6，我们

有：
Ĥ « Ĥ0 `

e
�c

Apr; tq ¨ P̂

亦即：
Ĥ “ Ĥ0 ` V̂ptq

此式右端第二项

V̂ptq “
e
�c

Apr; tq ¨ P̂

描写了辐射电磁场与碱金属原子中价电子之间的电磁相互作用. 我们将
在含时微扰论的框架内讨论它所能造成的原子在不同能级之间的跃迁.

1 接下来的处理方案有两种： 或者把 Apr; tq 看做经典的矢量场， 或者
将其视为量子力学意义下的力学量算符.

6此项仅仅反映辐射电磁场本身的性质.



辐射电磁场的经典处理

遵循经典电动力学，库仑规范 (r ¨ A “ 0)中电磁势服从微分方程组：

r2A ´
1
c2

B2A
Bt2

“ ´
4�
c
JT; r2� “ ´4��

辐射电磁场存在于远离源电荷电流分布的区域. 因此，

r2A ´
1
c2

B2A
Bt2

“ 0; r2� “ 0

如果把辐射电磁场看做是极化矢量为 ε、波矢为 k “ kn的一列平面电磁
波 (k “ !{c)，则有：

Apr; tq “ A0ε
”

eipk¨r´!tq ` e´ipk¨r´!tq
ı

; �pr; tq “ 0

A0 是矢势的波幅，待定. 因为re˘ik¨r “ ˘ikeik¨r，库仑规范条件意味着：

k ¨ ε “ 0 ù n ¨ ε “ 0



辐射电磁场的电场强度与磁感应强度分布是：

E “ ´
1
c

BA
Bt

“
i!
c
A0ε

”

eipk¨r´!tq ´ e´ipk¨r´!tq
ı

B “ r ˆ A “ ipk ˆ εqA0

”

eipk¨r´!tq ´ e´ipk¨r´!tq
ı

所以，当我们把辐射电磁场看做平面电磁波后，它是 TEM，其电场强度与
磁感应强度具有相同的波幅：

B “ n ˆ E; n ¨ E “ n ¨ B “ 0;
�
�E

�
� “

�
�B

�
�

能量体密度的瞬时值为：

u “

�
�E

�
�
2

`
�
�B

�
�
2

8�
“
!2

�c2
�
�A0

�
�
2
sin2pk ¨ r ´ !tq

求其在一个周期内的平均值，有：

xuy “
!2

2�c2
�
�A0

�
�
2



倘若此辐射电磁场可以看做量子物理意义下的一个光子，则其能量为
ℏ!. 进而：

xuy “
ℏ!
Ω

此处 Ω是辐射电磁场占据空间的体积. 所以，

ℏ!
Ω

“
!2

2�c2
�
�A0

�
�
2

ù
�
�A0

�
� “

c

2�ℏc2
!Ω

我们最终把辐射电磁场的矢势分布表达为：

Apr; tq “

c

2�ℏc2
!Ω

ε
”

eipk¨r´!tq ` e´ipk¨r´!tq
ı

因此，此辐射电磁场与原子中的电子发生电磁相互作用的哈密度算符属
于简谐扰动：

V̂ptq “
e
�c

Apr; tq ¨ P̂ “
e
�c

c

2�ℏc2
!Ω

”

eipk¨r´!tq ` e´ipk¨r´!tq
ı

ε ¨ P̂



注意相互作用哈密顿算符 V̂ptq 中的因子 expr˘ik ¨ rs：
1 在原子尺度上 (a „ 10´10 米)，对于波长在可见光或者紫外光范围内
的电磁辐射场而言，k ¨ r是一个无量纲小量

�
�k ¨ r

�
� ď kr „

2�a
�

„
10´10

10´6 „ 10´3

此时所谓的电偶极近似有效，即可取 expr˘ik ¨ rs « 1. 从而，

Apr; tq « Aptq “

c

2�ℏc2
!Ω

ε
`

e´i!t ` ei!t
˘

简谐扰动哈密顿算符可简化为：

V̂ptq “ F̂ e´i!t ` F̂: ei!t

式中，

F̂ “ F̂: “
e
�c

c

2�ℏc2
!Ω

ε ¨ P̂



F̂与 F̂: 在 Ĥ0 的两个本征态 j iy 与
�
� f

D

之间的矩阵元是：

@

 f
ˇ

ˇF̂
ˇ

ˇ i
D

“
@

 f
ˇ

ˇF̂:
ˇ

ˇ i
D

“
e
�c

c

2�ℏc2
!Ω

ε ¨
@

 f
ˇ

ˇP̂
ˇ

ˇ i
D

注意到
“

x̂i; Ĥ0
‰

“

«

x̂i;
P̂2

2�
` V̂0prq

ff

“
iℏ
�
P̂i

亦即：

P̂ “ ´
i�
ℏ

“

r̂; Ĥ0
‰

再结合 Ĥ0 的本征值方程 Ĥ0 j ay “ Ea j ay，我们看到原子发光问题
的跃迁矩阵元出现了：

@

 f
ˇ

ˇP̂
ˇ

ˇ i
D

“ i�!fi
@

 f
ˇ

ˇr̂
ˇ

ˇ i
D

式中，

!fi “
Ef ´ Ei

ℏ



所以，
@

 f
ˇ

ˇF̂
ˇ

ˇ i
D

“
@

 f
ˇ

ˇF̂:
ˇ

ˇ i
D

“ ie !fi

c

2�ℏ
!Ω

ε ¨
@

 f
ˇ

ˇr̂
ˇ

ˇ i
D

设 Ĥ0 具有两个能级 Ea 与 Eb,且 Eb ą Ea.则频率为 !、极化矢量为 ε的辐
射电磁场引起的

1 原子吸收一个光子进而从低能级 Ea 跃迁到高能级 Eb 的吸收过程发
生的跃迁速率为：

wba “
4�2e2!2

ba
!Ω

�
�ε ¨ x b |̂r| ay

�
�
2
�pEb ´ Ea ´ ℏ!q

2 原子从高能级 Eb 跃迁到低能级 Ea 并放出一个光子的受激发射过
程发生的跃迁速率为：

wab “
4�2e2!2

ab
!Ω

�
�ε ¨ x a |̂r| by

�
�
2
�pEa ´ Eb ` ℏ!q

3 显然有：
wab “ wba



Q:
为什么称 e˘ik¨r « 1为电偶极近似？

我们知道，含时薛定谔方程

iℏ
B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�

ˆ

r `
ie
ℏc
A

˙2

 ´ e� ` V0prq 

具有局域规范变换

 1 “  exp

„

´
ie
ℏc
�pr; tq

ȷ

; A1 “ A ` r�pr; tq; �1 “ �´
1
c

B�pr; tq
Bt

下的不变性.在库仑规范中，辐射电磁场的规范势可取为

Apr; tq “

c

2�ℏc2
!Ω

ε
”

eipk¨r´!tq ` e´ipk¨r´!tq
ı

; �pr; tq “ 0

倘若 e˘ik¨r « 1，此矢势近似地仅依赖于时间参数：

Apr; tq « Aptq “

c

2�ℏc2
!Ω

ε
`

e´i!t ` ei!t
˘



因此，我们可以把规范函数 �pr; tq 选择为

�pr; tq “ ´r ¨ Aptq

通过规范变换重新定义辐射电磁场的规范势：

A1 “ A ` r� “ 0

�1 “ �´
1
c

B�

Bt
“

r
c

¨
BA
Bt

“ ´r ¨ Eptq

规范变换后的哈密顿算符是：

Ĥ1 “ ´
ℏ2

2�

ˆ

r `
ie
ℏc
A1

˙2

´ e�1 ` V0prq

“ ´
ℏ2

2�
r2 ` er ¨ Eptq ` V0prq

“ Ĥ0 ` V̂ 1ptq

式中 V̂ 1ptq 可解释为电偶极子 ℘ “ ´er与外电场之间的相互作用势能：

V̂ 1ptq “ er ¨ Eptq “ ´℘ ¨ Eptq



电磁场的量子化

为了实现自由电磁场场的量子化，我们首先在远离场源的区域中把经典
的自由电磁场表达为一系列电磁振子的集合. 采取库仑规范，则自由电
磁场的场强皆取决于矢势分布：

E “ ´
1
c

BA
Bt
; B “ r ˆ A

而矢势分布满足波动方程与库仑规范条件：

r2A ´
1
c2

B2A
Bt2

“ 0; r ¨ A “ 0

波动方程允许存在平面波特解.
场强与矢势的关系要求矢势必须为时空坐标的实函数.
库仑规范条件的成立意味着矢势 A仅有两个独立的方向.

所以，在库仑规范中自由电磁场的矢势可以一般性地表为：

Apr; tq “
1

?
Ω

ÿ

k

2
ÿ

�“1
ε�pkq

”

a�pkqeipk¨r´!ktq ` a˚
�pkqe´ipk¨r´!ktq

ı



如此，

Epr; tq “ ´
1
c

BApr; tq
Bt

“
i

c
?
Ω

ÿ

k

2
ÿ

�“1
ε�pkq!k

”

a�pkqeipk¨r´!ktq ´ a˚
�pkqe´ipk¨r´!ktq

ı

Bpr; tq “ r ˆ A

“
i

?
Ω

ÿ

k

2
ÿ

�“1
rk ˆ ε�pkqs

”

a�pkqeipk¨r´!ktq ´ a˚
�pkqe´ipk¨r´!ktq

ı

区域 Ω内电磁场的总能量为：

HEM “
1
8�

ż

d3x
“

E2pr; tq ` B2pr; tq
‰

“
Ωℏ2

8�c4
ÿ

k

2
ÿ

�“1
!2
ka

˚
�pkqa�pkq

在推导上式最后的表达式时，我们使用了恒等式 !k “ ck和极化矢量满足
的代数关系

ε�pkq ¨ ε�pkq “ ���; ε�pkq ¨ k “ 0



现在以矢势中的叠加系数 a�pkq 和 a�˚pkq 为动力学变量把自由电磁场看
做一个动力学体系.倘若把此动力学体系的动力学变量实数化：

Q�pkq “
ℏ
4c2

c

Ω

�
ra�pkq ` a˚

�pkqs ; P�pkq “ ´
iℏ
4c2

c

Ω

�
!k ra�pkq ´ a˚

�pkqs

亦即，

a�pkq “
2c2

ℏ

c

�

Ω

„

Q�pkq ` i
P�pkq

!k

ȷ

; a˚
�pkq “

2c2

ℏ

c

�

Ω

„

Q�pkq ´ i
P�pkq

!k

ȷ

则可把自由电磁场的总能量表达为一系列正则坐标为 Q�pkq、正则动量为
P�pkq 且彼此独立的电磁振子的能量之和：

HEM “
ÿ

k

2
ÿ

�“1

„

1
2
P2�pkq `

1
2
!2
kQ

2
�pkq

ȷ

为了建立电磁场的量子理论，我们在 HEM 中用量子化电磁场态矢量空间
的厄米算符 Q̂�pkq、 P̂�pkq 替代 Q�pkq 与 P�pkq：



ĤEM “
ÿ

k

2
ÿ

�“1

„

1
2
P̂2�pkq `

1
2
!2
kQ̂

2
�pkq

ȷ

并称之为电磁场的哈密顿算符. 电磁场的粒子性要求厄米算符 Q̂�pkq、
P̂�pkq 服从对易关系：

”

Q̂�pkq; P̂�pqq

ı

“ iℏ�kq���

等价地，

ĤEM “
ÿ

k

2
ÿ

�“1

„

N̂�pkq `
1
2

ȷ

ℏ!k

式中
N̂�pkq “ â:

�pkqâ�pkq

是厄米算符， 而

â�pkq “

c

!k

2ℏ
Q̂�pkq ` i

P̂�pkq
?
2ℏ!k

; â:
�pkq “

c

!k

2ℏ
Q̂�pkq ´ i

P̂�pkq
?
2ℏ!k



服从对易关系：
“

â�pkq; â:
�pqq

‰

“ �kq���; râ�pkq; â�pqqs “

”

â:
�pkq; â:

�pqq

ı

“ 0

由此不难证明：

N̂�pkq jn�pkqy “ n�pkq jn�pkqy ; n�pkq “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨

且，

â�pkq jn�pkqy “
a

n�pkq jn�pkq ´ 1y

â:
�pkq jn�pkqy “

a

n�pkq ` 1 jn�pkq ` 1y

因此，厄米算符 N̂�pkq 诠释为波矢为 k、极化为 ε�pkq 的光子的粒子数算
符，而非厄米算符 â�pkq 与 â:

�pkq 分别诠释为光子的消灭与产生算符.

N̂�pkq 属于零本征值的本征态 j0y 称为真空态，属于非零本征值
n�pkq 的本征态 jn�pkqy 称为 n�pkq 光子态. 二者的关系是：

jn�pkqy “
1

a

n�pkq!

”

â:
�pkq

ın�pkq

j0y



电磁场的总能量

EEM “
ÿ

k

2
ÿ

�“1

„

n�pkq `
1
2

ȷ

ℏ!k

诠释为各种不同波矢、不同极化的光子能量之和，再加上 (无穷大)的
真空能：

E0 “
ÿ

k

2
ÿ

�“1

1
2
ℏ!k

电磁场量子化后，库仑规范中的矢势变成了量子化电磁场态矢量空
间中的厄米算符：

Âpr; tq “

c

2�ℏc2
Ω

ÿ

k

2
ÿ

�“1

ε�pkq
?
!k

”

â�pkqeipk¨r´!ktq ` â:
�pkqe´ipk¨r´!ktq

ı

原子中的电子与量子化电磁场之间的相互作用哈密顿算符

V̂ptq “
e
�c

Âpr; tq ¨ P̂

仍属于简谐扰动.



取电偶极近似，exp p˘ik ¨ rq « 1，则有：

V̂ptq “
ÿ

k

2
ÿ

�“1

”

v̂�pkqe´i!kt ` v̂:
�pkqei!kt

ı

式中，

v̂�pkq “
e
�

d

2�ℏ
Ω!k

â�pkq ε�pkq ¨ P̂; v̂:
�pkq “

e
�

d

2�ℏ
Ω!k

â:
�pkq ε�pkq ¨ P̂

分别描写原子吸收一个光子和发射一个光子的过程. 对于原子吸收一个
光子的过程，体系的初末态分别为

jΨiy “ j iy jn�pkqy ;
�
�Ψf

D

“
�
� f

D

jn�pkq ´ 1y

相互作用哈密顿算符在初末态之间的矩阵元是：
@

Ψf
ˇ

ˇV̂ptq
ˇ

ˇΨi
D

“
@

Ψf
ˇ

ˇv̂�pkq
ˇ

ˇΨi
D

“
e
�

d

2�ℏ
Ω!k

xn�pkq ´ 1|â�pkq|n�pkqy
@

 f
ˇ

ˇε�pkq ¨ P̂
ˇ

ˇ i
D



亦即：
@

Ψf
ˇ

ˇV̂ptq
ˇ

ˇΨi
D

“
e
�

d

2�ℏ
Ω!k

a

n�pkq
@

 f
ˇ

ˇε�pkq ¨ P̂
ˇ

ˇ i
D

显然，如果初态无光子（即无外电磁场），n�pkq “ 0，则原子吸收过程不会
发生.

对于原子发射一个光子的过程，体系的初末态分别为

jΨiy “ j iy jn�pkqy ;
�
�Ψf

D

“
�
� f

D

jn�pkq ` 1y

相互作用哈密顿算符在初末态之间的矩阵元是：

@

Ψf
ˇ

ˇV̂ptq
ˇ

ˇΨi
D

“
@

Ψf
ˇ

ˇv̂:
�pkq

ˇ

ˇΨi
D

“
e
�

d

2�ℏ
Ω!k

xn�pkq ` 1|â:
�pkq|n�pkqy

@

 f
ˇ

ˇε�pkq ¨ P̂
ˇ

ˇ i
D

“
e
�

d

2�ℏ
Ω!k

a

n�pkq ` 1
@

 f
ˇ

ˇε�pkq ¨ P̂
ˇ

ˇ i
D



与原子吸收过程不同，即使初态无光子（即无外电磁场），n�pkq “ 0，原子
仍有一定的概率向外发射光子：

@

Ψf
ˇ

ˇV̂ptq
ˇ

ˇΨi
D

自发发射 “
e
�

d

2�ℏ
Ω!k

@

 f
ˇ

ˇε�pkq ¨ P̂
ˇ

ˇ i
D

这就是原子的自发发射过程.





量子力学
Chapter 11. 弹性散射

杨焕雄

中国科学技术大学物理学院

hyang@ustc.edu.cn

December 25, 2023



目录

1 弹性散射的一般性描述
微分散射截面

2 分波法
分波相移的近似计算公式

3 李普曼­许温格方程
弹性散射的格林函数
玻恩近似
库仑散射与卢瑟福微分散射截面

4 相对论性量子力学简介
正则量子化
Klein­Gordon方程
Dirac方程



一般性描述：

散射又称作量子碰撞. 它是研究微观粒子运动规律、相互作用以及它们
的内部结构的基础，在亚原子物理学的发展中占有举足轻重的地位.

在散射实验中，具有确定动量的粒子沿确定的方向射向靶粒子、受到靶粒
子的作用后发生偏转. 这就是散射的基本物理图像.



提醒：

1 入射粒子与靶粒子的相互作用只在空间一个小区域中才比较显著.
因此，入射粒子与出射粒子均处于自由粒子态1.

2 如果在散射过程中，入射粒子和靶粒子之间没有发生能量的传递、因
而二者的相对运动能量没有发生变化，则称这种散射为弹性散
射. 否则即为非弹性散射.

本课程仅考虑弹性散射.

1散射过程实际上是由于空间小区域中的相互作用导致的粒子从一个自由粒子态向另
一个自由粒子态的跃迁.



散射的实验资料：



取入射粒子的入射方向为 z轴，入射粒子的概率流密度矢量为：

Ji “ Jik̂

因为靶粒子的作用，粒子将会沿各个方向被散射. 它在单位时间内沿
p�; �q 方向的立体角 dΩ出射的概率

dP „ JidΩ

把上式写为等式，即有：

dP “ �p�; �qJidΩ

比例系数 �p�; �q 具有面积的量纲，故散射理论中常称其为微分散射截面.

1 �p�; �q 是散射实验的可观测物理量之一，它就是散射问题中的实验
资料.



设入射粒子的动能为 E，其初态波函数为动量的本征函数：

 i “ eikz

此处 k “
?
2�E{ℏ.

进入到靶粒子势场 Vprq 的有效力程之后，出射粒子的行为由如下薛定谔
方程决定 (弹性散射)：

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq  “ E  

1 散射理论的重要任务之一就是要设法把散射截面等观测量与反映相
互作用 Vprq 及粒子内部结构的薛定谔方程的解  联系起来.



下面开始研究这种联系的具体形式.

1 实验上观测微分散射截面都是在远离靶粒子的地点进行的. 因此，
�p�; �q 应由薛定谔方程在 r “ |r| ù 8 极限下的渐近行为所决定.

设靶粒子提供的相互作用有效势能具有球对称性，Vprq “ Vprq，且
Vprq

ˇ

ˇ

rÑ8
“ 0. 如此，定态薛定谔方程的解可在球坐标系里表达为：

 “ RprqYlmp�; �q

其中径向波函数 Rprq 在 r ù 8 情形下近似地满足

ER « ´
ℏ2

2�r2
d
dr

ˆ

r2
dR
dr

˙

令 Rprq “ uprq{r，不难看到：

d2u
dr2

` k2u « 0; ù uprq “ Aeikr ` Be´ikr

计及散射问题的物理图像，应取积分常数 B “ 0.



因此，薛定谔方程的散射解在 r ù 8 处的渐近行为可表达为：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

„ eikz ` fp�; �q
eikr

r

理由：

若没有靶粒子的作用，入射粒子将仍处在  i “ eikz 描写的动量本征
态.
在有靶粒子存在的情形下，靶粒子的作用将使得粒子在出射时改变
方向，从而出现散射概率波. 在远离靶粒子的地点，散射波是球面
波：

fp�; �q
eikr

r
其中 fp�; �q 是沿 p�; �q 方向传播出去的散射波振幅，称为散射振幅.



评论：

首先思考两个问题：

Q：怎样确定 fp�; �q 的确切形式？

Q：微分散射截面 �p�; �q 与散射振幅 fp�; �q 有何联系？

显然，只有通过求解薛定谔方程：
„

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq

ȷ

 “ E 

并求出它在 r ù 8 处的渐近解，才能最终确定散射振幅 fp�; �q 的具体
形式.

r ù 8 处散射波波函数的渐近行为是：

 s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

„ fp�; �q
eikr

r



因此，r ù 8 处的概率流密度矢量沿 p�; �q 方向的投影为：

Js “
iℏ
2�

p sBr 
˚
s ´  ˚

s Br sq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

“
iℏ
2�

|fp�; �q|2
ˆ

´
ik
r2

´
1
r3

´
ik
r2

`
1
r3

˙

“
ℏk
�

|fp�; �q|2

r2

注意到 Js 的物理意义：粒子在单位时间内沿 p�; �q 方向单位截面出射的
概率，因此，出射粒子在单位时间内进入到 p�; �q 方向的立体角 dΩ中的
概率为：

dP “ Jsds “ Jsr2dΩ “
ℏk
�

|fp�; �q|2 dΩ

此概率又可等价地写为：

dP “ �p�; �qJidΩ

再注意到入射粒子的概率流密度矢量的大小是：

Ji “
iℏ
2�

p iBz 
˚
i ´ c:c:q “

ℏk
�



把这几个公式相结合，可得：

�p�; �q “ |fp�; �q|2

有了 �p�; �q 之后，还可以进一步计算总的散射截面：

�T “

ż

dΩ�p�; �q

“

ż 2�

0
d�

ż �

0
|fp�; �q|2 sin �d�

真实的散射实验常设计的使出射粒子波函数服从轴对称的边界条
件：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

„ eikz ` fp�q
eikr

r

如此，微分散射截面与总截面的计算公式简化为：

�p�q “ |fp�q|2; �T “ 2�
ż �

0
|fp�q|2 sin �d�



小结：

1 如果入射粒子与靶粒子之间的相互作用有效势能 Vprq 已知，则弹性
散射问题中微分散射截面的计算最终归结为在边界条件

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

„ eikz ` fp�; �q
eikr

r

成立的前提下通过求解薛定谔方程
„

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq

ȷ

 “ E 

确定散射振幅 fp�; �q. 这一程序俗称量子力学的正散射问题.

2 在中心力场情形下，Vprq “ Vprq，处理量子力学正散射问题的方法通
常有两种：

分波法.
玻恩近似.



分波法

Q：什么是分波法？

1 分波法，简单地说，就是在处理中心力场散射问题时采取了角动量表
象.

粒子在中心力场 Vprq 中运动时其哈密顿算符常具有形式：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq

不难看出：
rĤ; L̂s “ rĤ; L̂2s “ rL̂2; L̂s “ 0

粒子的轨道角动量是守恒量且
`

Ĥ; L̂2; L̂3
˘

形成了一组相容力学量算符
的完全集合. 因此，在试图通过求解薛定谔方程

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq  “ E  



确定散射振幅 fp�q 时，选择相容力学量算符
`

Ĥ; L̂2; L̂3
˘

的共同函数系：

 lmpr; �; �q “ RlpkrqYlmp�; �q

作为态矢量空间的基是方便的. 式中，

l “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨ ; ˘ l

常称此选择为采取了角动量表象.这就是分波法的基础.

每一个确定 l值的径向波函数 Rlpkrq 称为一个分波. 例如 R0pkrq 称
为 s波 (l “ 0)，R1pkrq 称为 p波 (l “ 1)，R2pkrq 称为 d波 (l “ 2). 分
波 Rlpkrq 服从径向薛定谔方程：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

式中，
k2 “ 2�E{ℏ2; Uprq “ 2�Vprq{ℏ2:

分波 Rlpkrq 的具体形式依赖于相互作用势能 Vprq.



Ylmp�; �q 是球谐函数，它们是 L̂2 与 L̂z 的共同本征函数：

Ylmp�; �q “ p´1qm

d

pl ´ mq!

pl ` mq!

2l ` 1
4�

Pm
l pcos �qeim�

而 Pm
l pcos �q 是所谓缔合勒让德多项式，

Pm
l pxq “ p1 ´ x2q

m
2
1
2ll!

dl`m

dxl`m px2 ´ 1ql

m “ 0时的缔合勒让德多项式就是通常的勒让德多项式：

Plpxq “
1
2ll!

dl

dxl
px2 ´ 1ql

显然，

Yl0p�; �q “

c

2l ` 1
4�

Plpcos �q



平面波 eikz 在角动量表象中可展开为：

eikz “ exppikr cos �q “

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1qiljlpkrqPlpcos �q

此处 jlpkrq 是 l阶的球 Bessel函数，

jipxq “ p´xql
ˆ

1
x
d
dx

˙l sin x
x

特别地，

j0pxq “
sin x
x
; j1pxq “

sin x
x2

´
cos x
x

:

jlpxq 在 x Ñ 0与 x Ñ 8 情形下的渐近行为分别是：

jlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ0
«

xl

p2l ` 1q!!

以及，

jlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ8

«
1
x
sin

ˆ

x ´
l
2
�

˙



以
`

Ĥ; L̂2; L̂3
˘

的共同本征函数系

 lmpr; �; �q “ RlpkrqYlmp�; �q

作为态矢量空间的基，任一波函数均可以在此基底上展开. 特别地，薛定
谔方程

´
ℏ2

2�
r2 ` Vprq “ E  

的任一解均可以表示为此基底的线性组合：

 pr; �; �q “

`8
ÿ

l“0

`l
ÿ

m“´l

alm RlpkrqYlmp�; �q

这就是分波法.

在散射问题中，出射粒子波函数满足的边界条件常设定为具有轴对称性：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

„ eikz ` fp�q
eikr

r



如此，分波法的出发点还可以简化为：

 pr; �; �q “

`8
ÿ

l“0

RlpkrqYl0p�; �q “

`8
ÿ

l“0

c

2l ` 1
4�

RlpkrqPlpcos �q

这里把叠加系数 al0 吸收到了分波 Rlpkrq 的表达式中. 分波法处理弹性
散射问题的关键就在于求解 Rlpkrq 满足的径向薛定谔方程.

分波相移：

分波法中，散射振幅 fp�q 可以由出射粒子波函数的分波相移 �l 取代. 这
一特点将极大地简化我们使用分波法研究散射问题的计算过程.

现在我们证明这一结论. 注意到：

eikz “ eikr cos � “

`8
ÿ

l“0

Al jlpkrqYl0p�; �q; Al :“
a

4�p2l ` 1q il



以及，

jlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2q “
1

2ikr

”

eipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

出射粒子波函数的边界条件可以等价地表为：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

« eikz ` fp�q
eikr

r

«
1

2ikr

`8
ÿ

l“0

Al

”

eipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

Yl0p�; �q ` fp�q
eikr

r

«
1
2ik

«

2ikfp�q `

`8
ÿ

l“0

Al e´il�{2Yl0p�; �q

ff

eikr

r

´
1
2ik

`8
ÿ

l“0

Al eil�{2Yl0p�; �q
e´ikr

r

进一步把 fp�q 在角动量表象中也按球谐函数展开：



fp�q “
1
2ik

`8
ÿ

l“0

cl Ale´il�{2Yl0p�; �q

其中 cl 是展开系数， 我们看到：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1

2ikr

`8
ÿ

l“0

Al

”

p1 ` clqeipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

Yl0p�; �q

注意到散射过程中粒子的角动量是守恒量，粒子处在 pL̂2; L̂zq 的任一共
同本征态 Yl0p�; �q 上的概率应在散射前后保持不变. 把出射粒子波函数
的上述边界条件与 r ù 8 处入射粒子波函数的渐近表式

 i “ eikz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al sinpkr ´ l�{2qYl0p�; �q

“
1

2ikr

`8
ÿ

l“0

Al

”

eipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

Yl0p�; �q



相比较，可知
�
�1 ` cl

�
� “ 1

亦即：
cl “ e2i�l ´ 1; �l 为某个实参数.

所以，散射后出射粒子波函数在 r ù 8 处的渐近行为可表为：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al ei�l sinpkr ´ l�{2 ` �lqYl0p�; �q

式中 Al “
a

4�p2l ` 1q il. 与入射粒子波函数在 r ù `8 处的渐近行为

 i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al sinpkr ´ l�{2qYl0p�; �q

相比较，散射只不过使得径向波函数 Rlpkrq、即 l分波发生了一个相移
�l. 证毕.



注意到 cl “ e2i�l ´ 1，Al “
a

4�p2l ` 1q il 以及 e´il�{2 “ i´l，分波相移 �l
与散射振幅 fp�q 有如下关系：

fp�q “
1
2ik

`8
ÿ

l“0

Al i´l pe2i�l ´ 1qYl0p�; �q “
1
k

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1q ei�l sin �l Plpcos �q

1 用分波法研究弹性散射问题时，计算散射截面可以归结为直接计算
各个分波的相移 �l，不必预先计算散射振幅 fp�q：

�p�q “ |fp�q|2 “
1
k2

›

›

›

›

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1q ei�l sin �l Plpcos �q

›

›

›

›

2

勒让德多项式满足正交性公式，
ż �

0
Pmpcos �qPnpcos �q sin �d� “

2
2n ` 1

�mn

由此知：

�T “ 2�
ż �

0
sin �d� �p�q “

4�
k2

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1q sin2 �l



分波相移的计算

1 一般性原理：
从原则上讲，分波相移 �l 必须通过求出径向薛定谔方程

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

满足弹性散射边界条件

Rlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2 ` �lq

的特解才能确定.

分波 Rlpkrq 满足的边界条件是散射后出射粒子波函数渐近行为

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al ei�l sinpkr ´ l�{2 ` �lqYl0p�; �q



的逻辑推论，它可以重新写为：

Rlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr
“

sinpkr ´ l�{2q cos �l ` cospkr ´ l�{2q sin �l
‰

« jlpkrq cos �l ´ nlpkrq sin �l

这里的 jlpkrq 与 nlpkrq 分别是 l阶的球贝塞尔函数和 l阶的球诺伊曼函数.
在写出最后一个等式时，我们使用了渐近展开：

jlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2q; nlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

« ´
1
kr

cospkr ´ l�{2q

由于：

jlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ0
«

2ll!
p2l ` 1q!

xl; nlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ0
« ´

p2l ´ 1q!

2l´1pl ´ 1q!
x´l´1

nlpkrq 在 r „ 0区域内是发散的. 因此，分波 Rlpkrq 在 r取有限值的区域
内不能写为 jlpkrq 与 nlpkrq 的线性组合.



�l 与 Rlpkrq 的关系：

现在设法把分波相移 �l 与分波波函数 Rlpkrq 直接联系起来.

分波 Rlpkrq 服从径向薛定谔方程：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

此方程在 Uprq “ 0情形下退化为球贝塞尔方程，其在 r的定义域
0 ď r ă `8 内处处非奇异的解为 jlpkrq：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
djl
dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

jl “ 0

不难验证，以上二方程可以等价地表为：

d2ul
dr2

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

ul “ 0; ulprq :“ r Rlpkrq

d2

dr2
rrjlpkrqs `

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

rrjlpkrqs “ 0



结合以上二方程，并利用数学恒等式2：

��
2

´ �
2

� “ p��
1

´ �
1

�q
1

我们有：

d
dr

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ

“ ul
d2prjlq
dr2

´ prjlq
d2ul
dr2

“ ´ul

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

prjlq ` prjlq
„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

ul

“ ´Uprqul prjlq

把上式在 0 ď r ă 8 区间上对 r积分，可得：

´
2�
ℏ2

`8
ż

0

rjlpkrqulprqVprq dr “

8
ż

0

dr
d
dr

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ

“

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

´

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ0

2此处的思路类似于静电学中使用第二格林公式建立的格林函数方法，杨注.



按照分波 Rlpkrq 与 jlpkrq 在 r Ñ 8 处的渐近行为，

jlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2q; ulprq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
k
sinpkr ´ l�{2 ` �lq

我们有：
„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

«
1
k

”

sinpkr ´ l�{2 ` �lq cospkr ´ l�{2q

´ sinpkr ´ l�{2q cospkr ´ l�{2 ` �lq
ı

“
1
k
sin rpkr ´ l�{2 ` �lq ´ pkr ´ l�{2qs “

1
k
sin �l

另外，根据 ulp0q “ 03与 jlpkrq 的近似表达式

krjlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ0
«

pkrql`1

p2l ` 1q!!
; pl “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ q

3这是必须的. 按照波函数的概率诠释，径向波函数 Rlpkrq “ ulprq{r必须在 r “ 0点处
取有限值.



不难看出：
„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ0
“ 0

所以，

sin �l “ ´
2�k
ℏ2

8
ż

0

rjlpkrqulprqVprqdr

或者等价地：

sin �l “ ´
2�k
ℏ2

8
ż

0

VprqRlpkrqjlpkrqr2dr

这是一个精确的关系式. 欲按照此式计算 l分波的相移 �l，须事先求出径
向薛定谔方程在 0 ď r ă 8 整个区间上有意义的分波解 Rlpkrq.

然而，对于大多数散射问题中出现的 Vprq 而言，精确求解径向薛定谔方
程基本上是一个不可能完成的任务.



相移 �l 的近似计算公式：

径向薛定谔方程

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

在一般情形下很难精确求解. 量子物理的先驱们在实践上发展了微扰论
可以求其近似解. 按照微扰论的精神，我们把径向薛定谔方程重新写为：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ �Uprq

ȷ

Rl “ 0; p0 ă � ! 1q

式中引入了微扰参数 � (无量纲). 上式意味着我们把相互作用有效势能
Uprq “ 2�Vprq{ℏ2 看成了微扰论意义下的一阶小量.

上述方程的微扰级数解可表为：

Rlpkrq “

`8
ÿ

n“0
�nR

pnq

l pkrq



显然，l分波的零级近似 R
p0q

l pkrq 满足的方程是标准的 l阶球贝塞尔方程：

1
r2

d
dr

˜

r2
dRp0q

l
dr

¸

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

R
p0q

l “ 0

它在 0 ď r ă 8 整个区间上收敛的解为 jlpkrq，即：

R
p0q

l pkrq “ jlpkrq

所以，在取分波波函数 Rlpkrq 的零级近似的情形下，l分波的相移 �l 可以
有如下近似计算公式：

sin �l « ´
2�k
ℏ2

`8
ż

0

Vprq
“

jlpkrq
‰2r2dr

如果 Vprq ą 0 (斥力)，�l ă 0. 如果 Vprq ă 0 (引力)，�l ą 0.



1 如果 Vprq 只在 0 ď r ď a的有限范围内不显著为零，并且入射粒子的
能量很低，ka ! 1，则 jlpkrq 可近似写作：

jlpkrq «
pkrql

p2l ` 1q!!

相移的计算公式因此进一步简化为：

sin �l « ´
2�k2l`1

rp2l ` 1q!!s2ℏ2

ż a

0
Vprqr2pl`1qdr

显然，
sin �l „ p2�a2{ℏ2qpkaq2l`1

随着 l的增加，�l 下降的很快. 故通常只需计算 l值较小的 s分波
(l “ 0)和 p分波 (l “ 1)的相移即可.



李普曼­许温格方程

势场 Vprq 对于动量为 ℏ~k、能量为 E “ ℏ2~k2{2�的自由粒子的散射，归结
为求定态薛定谔方程

pr2 ` k2q prq “
2�
ℏ2

Vprq prq

满足边界条件

 prq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

« ei~k¨r ` fp�; �q
eikr

r

的能量本征函数  prq.通过格林函数法，我们可以把边界条件与定态薛定
谔方程结合在一起变成一个积分方程，它就是著名的李普曼­许温格方程
(Lippman­Schwinger Equation).

格林函数：
弹性散射问题的格林函数 Gpr ´ r

1
q 按下式定义，

pr2 ` k2qGpr ´ r1q “ �pr ´ r1q



根据散射问题的物理图像，应在三维无界空间中构造格林函数. 注意到
狄拉克 �函数在三维无界空间中可表为：

�pr ´ r1q “
1

p2�q3

ż

d3q exp
“

i~q ¨ pr ´ r1q
‰

再作 Gpr ´ r1q 的傅里叶展开：

Gpr ´ r1q “
1

p2�q3

ż

d3q Gpqq exp
“

i~q ¨ pr ´ r1q
‰

代回到格林函数的定义方程中，即知：

1
p2�q3

ż

d3q exp
“

i~q ¨ pr ´ r1q
‰

“ �pr ´ r1q

“ pr2 ` k2qGpr ´ r1q

“
1

p2�q3

ż

d3q Gpqq pr2 ` k2q exp
“

i~q ¨ pr ´ r1q
‰

“
1

p2�q3

ż

d3q Gpqq p´q2 ` k2q exp
“

i~q ¨ pr ´ r1q
‰

式中 q2 :“ q2.



所以：

Gpqq “ ´
1

q2 ´ k2
; ù Gpr ´ r1q “ ´

1
p2�q3

ż

d3q
ei~q¨pr´r1q

q2 ´ k2

令 s “ r ´ r1，在 q­空间以 s为极轴建立球坐标系. 如此，

Gpsq “ ´
1

p2�q3

ż

d3q
ei~q¨s

q2 ´ k2

“ ´
1

4�2

`8
ż

0

q2

q2 ´ k2
dq

�
ż

0

eiqs cos � sin �d�

“
i

4�2s

`8
ż

0

q
q2 ´ k2

peiqs ´ e´iqsqdq “
i

4�2s

`8
ż

´8

q eiqs

q2 ´ k2
dq

q “ ˘k是被积函数的两个一阶极点. 可以用复变函数论中的留数定理计
算此积分，为此，须把 q延拓到复平面上使得上述沿实轴的积分转化为复
q平面上的围道积分. 上式的积分值与围道的选取有关，它相当于选取波
函数不同的边界条件.



散射问题中有物理意义的是从靶心向
外传播的散射波. 它要求我们在复 q­
空间里按左边的示意图选择积分围道
C，使 C 仅包含 q “ k 这一个极点. 如
此，

Gpsq “
i

4�2s

`8
ż

´8

q eiqs

q2 ´ k2
dq

“
i

4�2s

¿

C

q eiqs

q2 ´ k2
dq

“
i

4�2s
¨ 2�i ¨

1
2
eiks

“ ´
eiks

4�s
所以：

Gpr ´ r1q “ ´
exppik|r ´ r1|q

4�|r ´ r1|



李普曼­许温格方程：

根据微分方程的数学理论，定态薛定谔方程

pr2 ` k2q prq “
2�
ℏ2

Vprq prq

的通解可以形式化地求解如下. 设  p0qprq 为齐次亥姆霍兹方程

pr2 ` k2q p0qprq “ 0

的任一解. 以 pr2 ` k2q´1 表示亥姆霍兹算符 pr2 ` k2q 的逆算符，则显
见：

 prq “ pr2 ` k2q´1pr2 ` k2q prq

“ pr2 ` k2q´1
”

pr2 ` k2q prq ` pr2 ` k2q p0qprq
ı

“  p0qprq `
2�
ℏ2

pr2 ` k2q´1Vprq prq

“  p0qprq `
2�
ℏ2

pr2 ` k2q´1
ż

d3x1 �p3qpr ´ r1q Vpr1q pr1q



亦即：

 prq “  p0qprq `
2�
ℏ2

ż

d3x1pr2 ` k2q´1�p3qpr ´ r1q Vpr1q pr1q

1 在散射问题中，按照散射的物理图像应把  p0qprq 取为入射粒子的波
函数：

 p0qprq “ ei~k¨r

2 考虑到 pr2 ` k2qGpr´ r1q “ �p3qpr´ r1q，它是散射态格林函数必须服
从的微分方程，我们有：

pr2 ` k2q´1�p3qpr ´ r1q “ Gpr ´ r1q “ ´
exppik|r ´ r1|q

4�|r ´ r1|

所以：

 prq “ ei~k¨r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 exppik|r ´ r1|q

|r ´ r1|
Vpr1q pr1q

这是势散射问题薛定谔方程的形式解，称为李普曼­许温格方程.



由于上式右端第二项的被积函数涉及  pr1q，李普曼­许温格方程严格说
来并不是散射问题中定态薛定谔方程的解. 它实际上是一个积分方程.

李普曼­许温格方程显然具有如下叠代级数解：

 prq “ ei~k¨r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 eik|r´r1|

|r ´ r1|
Vpr1q pr1q

“ ei~k¨r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 eik|r´r1|

|r ´ r1|
Vpr1qei~k¨r1

`

´ �

2�ℏ2
¯2

ĳ

d3x1d3x2 eik|r´r1|

|r ´ r1|
Vpr1q

eik|r1´r2|

|r1 ´ r2|
Vpr2qei~k¨r2

` ¨ ¨ ¨

这个叠代级数是严格的，但其收敛性以及收敛的快慢未知.

如果入射粒子与靶粒子之间的相互作用势能 Vprq 可以看作微扰，则李普
曼­许温格方程可以具有如下一级近似解：



 prq « ei~k¨r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 eik|r´r1|

|r ´ r1|
Vpr1qei~k¨r1

通常称此式为势散射问题中定态薛定谔方程的玻恩近似解.

若想在玻恩近似基础上计算靶粒子对于入射粒子的散射振幅 fp�; �q，
需要事先分析玻恩近似中粒子波函数  prq 在 r Ñ 8 时的渐近行
为. 假设 Vpr1q 具有有限力程，则有：

1
|r ´ r1|

«
1
r
; eik|r´r1| « exp

“

ikrp1 ´ r ¨ r1{r2q
‰

« eikre´i~kf¨r1

式中kf “ k~r{r为散射粒子的波矢量.

利用以上诸式，可把一级玻恩近似意义下出射粒子的波函数在
r Ñ 8 区域内进一步近似为：

 prq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

« ei~k¨r ´
�

2�ℏ2
eikr

r

ż

d3x1Vpr1qe´ipkf´kq ~̈r1



把上式与散射后出射粒子波函数的渐近行为

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ8

« eikz ` fp�; �q
eikr

r

做比较，即得散射振幅 fp�; �q 的玻恩一级近似解：

fp�; �q “ ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1Vpr1qe´ipkf´kq ~̈r1

或者：

fp�; �q “ ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1Vpr1qe´i~q ~̈r1

这里 q :“ kf ´ k，ℏ~q描写了散射前后粒子的动量转移. 对于弹性散射，
|kf| “ |k| “ k.因为 kf 与 k之间的夹角恰为散射角 �，

q2 “ |q|2 “ pkf ´ kq2 “ 2k2 ´ 2~k ¨ kf “ 2k2p1 ´ cos �q “ 4k2 sin2p�{2q

所以：
q “ 2k sinp�{2q



除了一个常系数 ´p�{2�ℏ2q 外，散射振幅 fp�; �q 正是相互作用有效
势能 Vprq 的傅里叶变换. 因此，若能通过某种途径获知散射振幅
fp�; �q 的信息，则入射粒子与靶粒子之间的相互作用有效势能可用
如下公式估算：

Vprq “ ´
ℏ2

4�2�

ż

d3q fp�; �qei~q¨r

此式在弦理论唯象学研究中有直接的应用.

对于中心力场 Vprq 中的弹性散射，在计算 fp�; �q 中涉及的积分
ş

d3x1 时，
可以选择 q方向作为 x1

3 轴建立一个辅助的球坐标系 p�; �; �q：

fp�; �q “ ´
�

2�ℏ2

`8
ż

0

�2d�
2�
ż

0

d�
�
ż

0

Vp�qe´iq� cos� sin�d�

“ ´
�

ℏ2

`8
ż

0

Vp�q�2d�
1
ż

´1

e´iq�sds “ ´
2�
ℏ2q

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d�



式中 q “ 2k sinp�{2q. 中心力场情形下，fp�; �q “ fp�q，微分散式截面的计
算公式求得为：

�p�q “
4�2

ℏ4q2

›

›

›

›

›

›

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d�

›

›

›

›

›

›

2

库仑散射：

库仑散射指的是入射粒子与靶粒子之间的相互作用势能可以表达为：

Vprq “
�

r

参数 � ą 0表示斥力，� ă 0表示引力. 精确到玻恩一级近似，

fp�q “ ´
2�
ℏ2q

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d� “ ´
2��
ℏ2q

8
ż

0

sinpq�qd�



从而：

fp�q ““ ´
2��
ℏ2q2

8
ż

0

sin x dx; px :“ q�q

按照高等数学，
8
ż

0

sin x dx “ ´ cos x
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0
“ 1 ´ cosp8q

这似乎暗示上述散射振幅不存在. 不过从物理上讲，我们可以认为严格
意义上的库仑场是不存在的. 计入屏蔽效应后，库仑场或许可以从物理
上理解为：

Vprq “
�

r
expp´�qrq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�Ñ0`

如此，库仑散射情形下的散射振幅可以重新计算如下：

fp�q “ ´
2�
ℏ2q

8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d� “ ´
2��
ℏ2q

8
ż

0

sinpq�qe´�q�d�



亦即：

fp�q “ ´
2��
ℏ2q2

8
ż

0

sin xe´�xdx “ ´
2��
ℏ2q2

Im

8
ż

0

e´p�´iqxdx

“ ´
2��
ℏ2q2

Im

ˆ

1
� ´ i

˙

“ ´
2��
ℏ2q2

Im

ˆ

� ` i
�2 ` 1

˙

“ ´
2��
ℏ2q2

1
�2 ` 1

最后令 � Ñ 0`，我们得：

fp�q “ ´
2��
ℏ2q2

“ ´
��

2ℏ2k2 sin2p�{2q

库仑散射的微分散射截面为：

�p�q “ |fp�q|2 “
�2�2

4ℏ4k4 sin4p�{2q
“

�2

4�2v4 sin4p�{2q

此处 v “ ℏk{�表示入射粒子的速度. 上式恰为量子物理发展史上著名
的卢瑟福散射公式， 它标志着原子有核模型的诞生.
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Rutherford Scattering

在卢瑟福散射中，大角度散射 (� „ �)的截面虽然小、但并不为零. 卢瑟
福据此猜测出原子结构的有核模型.



正则量子化

课程至此我们已经学习了非相对论性量子力学的基本内容. 通常所说的
量子力学，指的正是非相对论性量子力学.

1 量子力学的基本方程是自由粒子概率幅  pr; tq 满足的薛定谔方程：

iℏ
B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
∇2 

2 尽管薛定谔方程的建立过程颇为曲折且富有戏剧性，但作为后来者，
我们看到经典力学向量子力学的过渡至少在形式上可以通过如下正
则量子化步骤完成：

把经典力学体系纳入到哈密顿正则表述，使得

H “ Hpp; rq

默认 E “ H，并在其中进行算符替代：

E Ñ iℏ
B

Bt
; p Ñ ´iℏ∇ ù iℏ

B

Bt
“ Ĥp´iℏ∇; rq



将此算符等式作用于波函数  pr; tq 上，就得到了位置表象中的薛定
谔方程：

iℏ
B pr; tq

Bt
“ Ĥp´iℏ∇; rq pr; tq

对于自由粒子，

H “
p2

2�
; ù Ĥ “ ´

ℏ2

2�
∇2; ù iℏ

B 

Bt
“ ´

ℏ2

2�
∇2 

薛定谔方程的特点：

1 关于波函数  pr; tq 的线性方程.
2  pr; tq 能够诠释为概率幅.
3 非相对论情形下，自由粒子的薛定谔方程必须具有伽利略变换的不
变性.



非相对论量子力学建立起来之后（1925），人们一方面研究它的意义和应
用，另一方面也开始探索建立相对论性量子力学的可能性. 众所周知，自
由粒子的非相对论性哈密顿量

H “
p2

2�

在狭义相对论力学中应修改为：

H “

b

p2c2 ` �2c4

依照正则量子化步骤，我们具有算符等式

iℏ
B

Bt
“
a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4 ù Ĥ “
a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4

自由粒子的相对论性量子力学方程似乎就是：

iℏ
B 

Bt
“
a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4  



Q：此方程靠谱吗？

1 倘若按
a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4  “
a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4 

理解候选哈密顿算符 Ĥ “
a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4 对于波函数的作用，则
Ĥ是一个非线性算符. 换言之，波函数的线性叠加不保证仍是波函
数4，这样的波函数是不能诠释为概率幅的.

2 倘若按

Ĥ “ �c2
d

1 ´
ℏ2
�2c2

∇2 « �c2 ´
ℏ2

2�
∇2 ´

ℏ4

8�3c2
`

∇2˘2 ` Opℏ6q

理解 Ĥ，则 Ĥ是线性算符. 波函数诠释为概率幅的资格籍此可以保
留. 不过，候选的相对论性量子力学方程中明显地区别对待了时间
参数和空间坐标，很难相信它具有洛伦兹变换下的不变性.

4这里所说的波函数，指的是它们都服从候选的相对论性量子力学方程.



Klein­Gordon方程

1926年，O. Klein与W. Gordon走出了脱困的第一步，他们建议：对于一
个静止质量为 �的相对论性自由粒子而言，其量子力学方程式是

´ℏ2
B2 pr; tq

Bt2
“ ´ℏ2c2∇2 pr; tq ` �2c4 pr; tq

或者等价地，

ˆ

l ´
�2c2

ℏ2

˙

 “ 0 ø l ” ´
1
c2

B2

Bt2
` ∇2

上述方程称为 Klein­Gordon方程 (KG)，它是关于波函数  的线性方
程.  满足线性叠加原理，暂时保留着其概率幅诠释的资格.
l “ ���B�B� 既是典型的波动算符、又是闵氏空间中著名的 4­标量
算符. 所以，只要波函数  本身构成 4­张量，KG方程就具有洛伦兹
变换下的不变性.



我们可以对 KG方程的建立过程作如下猜测. 之前沿用正则量子化步骤
写出的候选相对论性量子力学方程可重新表为：

Â  “ B̂ 

式中，

Â “ iℏ
B

Bt
; B̂ “

a

´ℏ2c2∇2 ` �2c4

因为时间参数 t在量子力学中不是力学量，Â 不是态矢量空间中的算
符. 但 B̂ 是态矢量空间的算符. 因此，

”

Â ; B̂
ı

“ 0

进而 Â  “ B̂ 有推论：

Â 2 “ Â
”

Â  
ı

“ Â
”

B̂ 
ı

“ B̂
”

Â  
ı

“ B̂
”

B̂ 
ı

“ B̂2 

即 Â 2 “ B̂2 . 这正是 KG方程.



Q： Klein­Gordon方程是合格的量子力学方程吗？

结论是：非也.

负能困难.

引入具有频率量纲的正参数 !，

! “
1
ℏ

b

p2c2 ` �2c4 ą 0

不难看出 KG方程存在如下平面波解：

 pr; tq “ A cos pp ¨ r{ℏ ´ !tq “
A
2

”

eip¨r{ℏ´i!t ` e´ip¨r{ℏ`i!t
ı

亦即：

 pr; tq “
A
2

”

eip¨r{ℏ´iE`t{ℏ ` e´ip¨r{ℏ´iE´t{ℏ
ı

ø E˘ “ ˘ℏ!

E´ “ ´ℏ! ă 0解的存在意味着 KG粒子没有稳定的量子态.



负概率困难.

KG方程乘以  ˚ 给出：

 ˚

ˆ

l ´
�2c2

ℏ2

˙

 “ 0 ù  

ˆ

l ´
�2c2

ℏ2

˙

 ˚ “ 0

此二方程相减，得：

 ˚l ´ l ˚ “ 0 ù  ˚∇2 ´ ∇2 ˚ “
1
c2

ˆ

 ˚ B2 

Bt2
´  

B2 ˚

Bt2

˙

或者等价地，

∇ ¨ p ˚∇ ´  ∇ ˚q “
B

Bt

„

1
c2

ˆ

 ˚ B 

Bt
´  

B ˚

Bt

˙ȷ

此式具有概率守恒定律的数学形式：

∇ ¨ j `
B�

Bt
“ 0 ø j “ ´

iℏ
2�

p ˚∇ ´  ∇ ˚q



但是，

� “
iℏ

2�c2

ˆ

 ˚ B 

Bt
´  

B ˚

Bt

˙

1 因为 � ‰ j j2，KG粒子的波函数丧失了概率幅的物理诠释.

2 概率密度 �的上述定义仅能保证其实数性，� “ �˚，无法保证其取值
的非负性. 事实上，因为 �同时依赖于波函数及其一阶时间导数，�
即可大于等于零，也可小于零.

3 考虑 KG方程的负能平面波解，

 pr; tq “ Ae´ip¨r{ℏ`i!t ù � “ ´A2

d

1 `
p2

�2c2
ă 0

4 因为负概率困难的存在，在 KG理论中实际上难于把流守恒方程
∇ ¨ j “ ´Bt�诠释为概率守恒定律. KG方程缺少概率诠释，意味着
它不是称职的量子力学方程.



Dirac方程

KG方程问世 (1926)以后，因为其存在负概率困难，Dirac率先拒绝承认
它是薛定谔方程的相对论性对应物. Dirac坚持认为：与非相对论性自
由粒子的薛定谔方程类似，相对论性自由粒子合法的量子力学方程式也
只应包含波函数关于时间参数的一阶导数

iℏ
B 

Bt
“ Ĥ  

1 波函数仍是概率幅，� “ j j2 ě 0.
2 Ĥ 是相对论性自由粒子的哈密顿算符. 作为自由粒子的一个力学
量，Ĥ 必须是量子态空间中的线性厄米算符.

3 按照狭义相对论中时空平等的特点与量纲分析，可以把 Ĥ 一般性
地表为：

Ĥ “ cα ¨ p̂ ` ��c2

待定系数 α和 � 无量纲且必须独立于时空坐标变量.



为了确定 α和 �，Dirac进一步假设 Ĥ 可看作朴素的非线性候选哈密顿
算符

Ĥ “

b

c2p̂2 ` �2c4

的一种可能的线性化实现，即 Ĥ 2 “ Ĥ2. 换言之，

c2p̂2 ` �2c4 “ Ĥ2 “ Ĥ 2

“
`

c�ip̂i ` ��c2
˘ `

c�jp̂j ` ��c2
˘

“
1
2
c2
␣

�i; �j
(

p̂ip̂j ` �2�2c4 ` t�i; �u�c3

比较两端，知：
␣

�i; �j
(

“ 2�ij; t�i; �u “ 0; �2 “ 1

这些反对易括号是非平庸的，它们不可能被普通的复数系数 α和 �

所满足.但确实可以找到 4个彼此反对易的矩阵 α和 � 满足这些对
易关系，这意味着 Dirac方程中的  必须是矩阵波函数 ù 自旋是
一种相对论效应.



系数 α和 � 可通过如下 4 ˆ 4厄米矩阵实现：

�i “

ˆ

0 �i
�i 0

˙

; � “

ˆ

I 0
0 ´I

˙

Dirac波函数是 4­分量的列矩阵，称为双旋量. Dirac方程在位置表象中
可表为：

iℏ
B pr; tq

Bt
“ ´iℏcα ¨ ∇ pr; tq ` ��c2 pr; tq

或者：
´

i
�B� ´
�c
ℏ

¯

 pr; tq “ 0

这里已经采取了狭义相对论的时空观，把时空看成了 4维闵氏空间，
x� “ px0 “ ct; rq. 
� 称为 Dirac矩阵，


0 “ �; 
i “ ��i; pi “ 1; 2; 3q

不难验证其具有如下性质：

t
�; 
�u “ ´2��� ; p
�q
:

“ 
0
�
0



Q：Dirac方程有无负概率困难？

在位置表象中分别写出自由粒子的 Dirac方程与其厄米共轭方程，我们
有：

iℏ
B 

Bt
“ ´iℏc�i

B 

Bxi
` ��c2 ; ´ iℏ

B :

Bt
“ iℏc

B :

Bxi
�i ` ��c2 :

前者左乘  : 减去后者右乘  ，得：

iℏ
B

Bt
`

 : 
˘

“ ´iℏc
„

 :�i
B 

Bxi
`

ˆ

B :

Bxi

˙

�i 

ȷ

“ ´iℏcBi
`

 :�i 
˘

这正是期望中的概率守恒定律，

B�

Bt
` ∇ ¨ j “ 0

式中 � “  : pě 0q，j “ c :α . 所以，Dirac方程没有负概率困难，其中
的波函数仍可诠释为概率幅.



Dirac粒子的自旋：

采取海森堡图像，研究 Dirac粒子轨道角动量算符的时间演化5：

dL̂
dt “

1
iℏ
“

L̂; Ĥ
‰

“
1
iℏ
“

L̂; cα ¨ p̂
‰

“
c
iℏ
ei�j

“

L̂i; p̂j
‰

“ c�ijkei�jp̂k “ cα ˆ p̂

此式表明自由 Dirac粒子的轨道角动量不是守恒量. 假设 Dirac粒子携带
非零的自旋角动量

Ŝ “
ℏ
2
Σ

我们有：
dŜ
dt “

1
iℏ

”

Ŝ; Ĥ
ı

“
1
iℏ

”

Ŝ; cα ¨ p̂
ı

“
c
2i
eip̂j

”

Σ̂i; �j

ı

倘若 Dirac粒子的总角动量 Ĵ “ L̂ ` S是守恒量，则必有：
”

Σ̂i; �j

ı

“ 2i�ijk�k

5倘若取薛定谔图像，则研究对象转换为 Dirac粒子轨道角动量的系综平均值.



这个对易关系的解是存在的，其显示形式为：

Σi “

ˆ

�i 0
0 �i

˙

容易看出 Σ2 “ 3，故 Dirac粒子的自旋角动量角量子数为 s “ 1{2.

Dirac理论的负能困难：

考虑自由粒子 Dirac方程的平面波解：

 pr; tq “ Nuppq exp ripp ¨ r ´ Etq{ℏs

4­分量列矩阵 uppq 是粒子的自旋态波函数，称为双旋量.它服从如下方程：

pcα ¨ p ` ��c2quppq “ Euppq

设

uppq “

„

'ppq

�ppq

ȷ



我们有：
`

E ´ �c2
˘

' “ cσ ¨ p�;
`

E ` �c2
˘

� “ cσ ¨ p'

联立求解此二方程，

`

E ` �c2
˘

”

`

E ´ �c2
˘

'
ı

“
`

E ` �c2
˘

”

cσ ¨ p�
ı

“ cσ ¨ p
”

`

E ` �c2
˘

�
ı

“ c2 pσ ¨ pq
2 '

“ c2p2'

亦即：
´

E2 ´ �2c4 ´ c2p2
¯

'ppq “ 0

故自由 Dirac粒子能量本征值有两个取值：

E˘ “ ˘

b

c2p2 ` �2c4 ; E´ “ ´E`



Dirac理论同时允许正能解与负能解的存在. 自由粒子正负能量本征
值之间的能隙为 2�c2：

E` “

b

c2p2 ` �2c4 ě �c2; E´ “ ´

b

c2p2 ` �2c4 ď ´�c2

因为电子可以从高能级跃迁到低能级且对外发射光子，故 Dirac理论
中的负能解不能简单地扔掉. 为了解决负能困难，Dirac假设几乎所
有的负能态都已被电子填满，形成所谓费米子海6. 受泡利不相容原
理的制约，处于正能态上的电子不能向这些已被占据的负能态跃迁.
倘若费米子海里的某个负能电子因受激吸收跃迁到了正能级，则费
米子海中会出现一个空穴. 按照能量守恒与电荷守恒定律判断，这
样一个空穴表现为一个带正电的正能量粒子. 历史上，Dirac就这样
从理论上预言了正电子的存在.
1932年安德森 (Anderson)和赵忠尧等人在实验上发现了正电子.

6费米子海是 Dirac理论中真空态，其总能量为零.



小结：

尽管 Dirac理论取得了极大的科学成就，但人们试图建立起一个以单粒子
为研究对象的相对论性量子力学的努力却并没有获得成功.

1930年代以来，人们逐渐认识到实现狭义相对论与量子物理相结合的最
好的平台是量子场论 (QFT).

1 QFT的研究对象是量子化的场.

2 量子场本身是具有波粒二象性的. 量子场的粒子性表现为它的能量、
动量和角动量等可观测量均为其量子的能量、动量和角动量之和.

3 量子场的波动性则表现为若干单粒子态的叠加态.

4 在 QFT中，粒子之间的相互作用表现为相应量子场之间的耦合.
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