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一 绪言

§1.1 玻尔氢原子模型

为克服卢瑟福模型稳定性困难假设：

1. 电子围绕原子核在稳定轨道运动，量子化条件为角动量 L = nh̄，h̄ = h
2π
为约化普朗克常数；

2. 电子在稳定轨道运动时不向外发射电磁辐射；

3. 轨道半径不能连续变化，但可以突变，突变时伴有电磁辐射发射或吸收

νi→f = νfi =
Ef − Ei

h

成就：理论上预测了原子大小

a =
4πϵ0h̄

2

µe2
≈ 0.53× 10−10m

且写出了正确的氢原子能级公式

En = − µ

2h̄2n2

(
e2

4πϵ0

)2

= − 1

n2
13.6eV

奠定了氢原子光谱频率计算的理论基础。

缺陷：没有给出稳定轨道电子不向外电磁辐射的理由 [与经典电动力学违背]，无法预测谱线强度，也无法
对多电子原子适用。

* 从能级公式可以得到氢原子光谱的频率分布

νfi = Ef − Ei =
−E1

h

(
1

i2
− 1

f2

)
其满足 Ritz 结合律

ν(a, c) = ν(a, b) + ν(b, c), ν(m,n) = −ν(n,m)

* 记 −E1

hc
为 Rydberg 常数，约为 1.097× 107m。

§1.2 Heisenberg 的修正

核心思想：量子物理正确的理论描写中只应出现实验可以测量的物理量。由于谱线频率可以测量，其应进

入量子力学理论，且受 Ritz 结合律制约；由于核外电子轨道无法检验，应摒弃电子位置坐标；谱线强度可
以测量，因此也应进入量子力学中。

玻尔模型中，核外电子的每个轨道利用周期性都可以进行 Fourier 级数展开，假设第 n 个展开为

r(n, t) =
∑
α∈Z

a(n, α) exp(−iω(n)αt)

为方便，考虑 x 分量的展开

x(n, t) =
∑
α∈Z

a(n, α) exp(−iω(n)αt)

* 由于 x 为实数，系数必然满足 a(n, α) = a∗(n,−α)，这里上标 ∗ 为共轭。
根据量子化条件 nh =

∫ 2π/ω(n)

0
µẋ2dt 可得到 [注意 exp(−iω(n)αt) 的正交性]

nh = 2πµ
∑
α∈Z

α2ω(n)|a(n, α)|2

* 若认为准连续，则可两侧同时求导。
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由于电子轨道无法检验，x(n, t) 并无意义，但 Fourier 级数中的 a(n, α) exp(−iω(n)αt) 应当保留，作代换
a(n, α) → a(n, n− α)，ω(n)α→ ω(n, n− α) = ω(n− α)− ω(n) 可得到数组 [这里 m = n− α，物理意义

为 n→ m 的跃迁]
xnm = a(n,m) exp(−iω(n,m)t)

其取代了电子位置坐标 x(n, t) 的地位，代表电子位置。

光谱线 ν(n,m) 的强度 [高斯单位制下] 可以用自发跃迁的辐射功率表征

P (n,m) =
e2

3c3
ω4(n,m)|ẍnm|2

于是 xnm 物理意义为跃迁过程的振幅。

* 由实验得 |P (m,n)| = |P (n,m)|，注意到根据定义 ω(m,n) = −ω(n,m)，即有 xmn = xnmeiθ 或 xmn =

x∗nmeiθ。而由 xmn 表达式计算即得必须 xmn = x∗nmeiθ，即

a(m,n) = a∗(n,m)eiθ

* 由此代替后从玻尔量子化条件的差分代换得 Heisenberg 量子化条件：

h = 4πµ
∑
α∈Z

(
|a(n, n+ α)|2ω(n, n+ α) + |a(n, n− α)|2ω(n, n− α)

)
* 玻尔理论中 x2(n, t) 作为简谐振子势能的关键，也应该用数组替换，若替换为 b(n,m) exp(−iω(n,m)t)，

利用 Ritz 结合律可得到必有
b(n,m) =

∑
l∈Z

a(n, l)a(l,m)

于是 a(m,n) = a∗(n,m)eiθ 可得 b(m,n) = b∗(n,m)e2iθ。由于不同力学量性质上的一致性，应有 θ = 2nπ，

从而最终得到

a(n,m) = a∗(m,n), b(n,m) = b∗(m,n)

§1.3 矩阵力学

上述 a, b 的关系事实上可以看作无穷维矩阵的乘法运算。

若将 xnm 记为无穷维矩阵 X，则 X2 矩阵元应为

(X2)nm =
∑
l∈Z

xnlxlm

而利用 xnm 的表达式与 ω(n, l) + ω(l,m) = ω(n,m) 计算即得

(X2)nm = b(n,m) exp(−iω(n,m)t)

由此，玻尔模型中的位置坐标 x(n, t) 替换为无穷维矩阵 X，其矩阵元 xnm 诠释电子在能级之间自发跃迁

的概率幅。由于电子不能同一能级跃迁，必有 a(n, n) = 0，于是 xnn = 0；此外，根据 a 与 ω 的性质，有

x∗nm = xmn，即 X 是厄米矩阵。

* 事实上，经典力学体系中所有力学量均应替换为厄米矩阵。
直接计算可知矩阵元时间导数满足 [注意 ω 与 ν 的关系有 h̄ω(n,m) = Em − En]

ẋnm = − i
h̄
(Em − En)xnm

引入矩阵 H = (hnm), hnm = Enδnm，这里 δnm 在 m,n 相等时为 1，否则为 0，称为体系的哈密顿矩阵，
则上述方程可以写为
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Ẋ =
1

ih̄(XH −HX)

记对易子 [A,B] = AB −BA，则有

Ẋ =
1

ih̄ [X,H ]

事实上完整的 Heisenberg 运动方程还包含 Ṗ = 1
ih̄ [P,H]，这里 P 代表动量对应的厄米矩阵 P = µẊ，对

保守力体系有 H = P 2

2µ
+ V (X)。

假设牛顿第二定律替换为矩阵形式后仍然成立，则有 [右侧第一个等号利用 P 和 P 的多项式可交换]

Ṗ = −∂V (X)

∂X
=⇒ [P,H] = [P, V (X)] = −ih̄∂V (X)

∂X

记 Ω = [X,P ]，则根据之前计算知 [和的右侧为 0 可以将 V (X) 理解为泰勒展开，从而类似多项式可交换]

Ω̇ = [Ẋ, P ] + [X, Ṗ ] =

[
1

µ
P, P

]
+

[
X,−∂V (X)

∂X

]
= 0

于是 Ω 与时间无关。

* 事实上直接带入 pnm = µẋnm 计算可知

Ωnm = −iµ
∑
l∈Z

xnlxlm
(
ω(l,m)− ω(n, l)

)
继续计算 Ωnn 得到

2iµ
∑
α∈∞

(
|a(n, n+ α)|2ω(n, n+ α) + |a(n, n− α)|2ω(n, n− α)

)

进一步利用 Heisenberg量子化条件即知其为 ih̄。对非对角元，注意到 Ω̇nm = −iω(n,m)Ωnm，且 ω(n,m) ̸=
0，于是即得为 0。
综上所述知 Ωnm = ih̄δnm，于是 [X,P ] = ih̄I，称为量子力学基本对易关系。
* 物质波假设的基础上，Schrödinger 建立了波动力学，亦成功求出了氢原子玻尔能级公式，人们意识到矩
阵力学与波动力学的等价性，在 Born 提出概率诠释后，量子力学理论框架正式建立。

二 态与力学量

§2.1 Stern-Gerlach 实验

一束中性银原子进入非均匀磁场中运动方向发生偏折。

* 银原子电中性，由带正电原子核与 47 个带负电核外电子构成。原子核很重，磁矩可忽略；46 个内层电
子基态下总磁矩为 0；剩下的一个价电子事实上是基态银原子磁矩来源。
由于此偏转只考虑 z 方向的轨道角动量，高斯单位制下有

Fz =
gq

2Mc

∂B(z)

∂z
L3

1. 若经典力学正确，L3 = |L| cos θ 取值连续，银原子连续分布；

2. 若考虑轨道角动量理论，L3 = 0,±h̄,±2h̄, . . . 屏幕上应出现奇数条线；

3. 事实上形成两条线，意味着存在自旋。

自旋角动量 S 是电子的一种内禀角动量，电子自旋本质属性在于任何方向投影只有两个取值 ± h̄
2
，其与自

转不同 [自转仍属于轨道角动量，投影取值奇数个]。
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* 自旋磁矩与角动量关系为 µS = q
Mc

S，对应 g 因子为 2。
* 总角动量 J = L + S，取值量子化。

朴素状态观点

为了更好探究电子的状态，我们称 SGn 为非均匀磁场以单位矢量 n 为轴线的 SG 装置，| ± n⟩ 为 n 方向
取值为 ± h̄

2
的自旋态。

从实验结果可知，通过 SGz 完成自旋态测量后 [即银离子落在观测屏后]，自旋态为 | ± z⟩ 的概率 p± 均为

0.5，也即两条亮斑强度相同。
朴素观点：通过 SGz 后应为自旋态 |Ψ⟩ = p+|+ z⟩+ p−| − z⟩。由此，自旋态全体组成二维矢量空间 H2，

且可以定义两矢量的内积；内积下 | ± n⟩ 组成完备基矢量，即 ⟨±n| ± n⟩ = 1, ⟨±n| ∓ n⟩ = 0；概率可通过

态矢量与基的内积表达 p± = ⟨±z|Ψ⟩。
下面考察更多的实验以检验朴素观点：

1. 在 SGz 后，将筛选出的 |+ z⟩ 继续通过 SGz，得到的仍是 |+ z⟩，这验证了 |+ z⟩ 中没有 | − z⟩ 的
成分，即正交性。

2. 在 SGz 后，将筛选出的 |+ z⟩ 继续通过 SGx，得到 | ± x⟩ 各一半，若按照朴素观点，应有

|+ z⟩ = 1

2

(
|+ x⟩+ | − x⟩

)
然而，在 SGz 后，将筛选出的 | − z⟩ 继续通过 SGx，得到 | ± x⟩ 各一半，若按照朴素观点，| − z⟩
表达式与 |+ z⟩ 相同，与正交性矛盾。

可尝试取

| − z⟩ = 1

2

(
|+ x⟩ − | − x⟩

)
但此时系数并不与概率等同。

3. 先通过 SGz 筛选出 |+ z⟩，再通过 SGx 筛选出 |+ x⟩，最后通过 SGz，得到 | ± z⟩ 各一半。

由此可得到表示

| ± x⟩ = 1

2

(
|+ z⟩ ± | − z⟩

)
仍然与质朴概率诠释矛盾。

4. 先通过 SGz 筛选出 | + z⟩，再通过 SGx，但得到的两束重新合为一束后继续通过 SGz，最终只有
|+ z⟩。

由 | ± x⟩ 的定义，有
1

2

(
|+ x⟩+ | − x⟩

)
=

1

2
|+ z⟩

与实际结果相同，但此时得到 |+ z⟩ = 1
2
|+ z⟩。

概率幅

自旋态全体组成二维复线性空间 H2，且可以定义两矢量的内积；内积下 | ± n⟩ 组成完备基矢量；一般的
态可以表示为基矢量线性叠加

|ψ⟩ = c+|+ n⟩+ c−| − n⟩

但这里复数 c± 并不表示概率，而是称为概率幅。

* 两态内积结果 ⟨φ|ψ⟩ 称为 ψ 跃迁到 φ 的概率幅。

电子分布概率可用模长平方表示，即 |ψ⟩ = c1|ϕ1⟩+ c2|ϕ2⟩ 时有

⟨ψ|ψ⟩ = ∥c1∥2⟨ϕ1|ϕ1⟩+ ∥c2∥2⟨ϕ2|ϕ2⟩+ c∗1c2⟨ϕ1|ϕ2⟩+ c1c
∗
2⟨ϕ2|ϕ1⟩
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* 后两项称为干涉项，代表类似电子衍射实验中的干涉条纹。
* 当 ϕ1, ϕ2 为正交基时，观测为它们的概率比即为 ∥c1∥2 : ∥c2∥2。
* 由此，乘常数不改变此概率比例，也不改变量子态。

§2.2 希尔伯特空间

量子力学假设 1：量子力学状态由 Hilbert 空间 H 中的矢量 |ψ⟩ 描写。
* 希尔伯特空间定义：完备的复内积空间。其未必有限维，完备指任何柯西列存极限。
|ψ⟩ 称为态矢量，包含状态信息。我们认为 |ψ⟩ 与 c|ψ⟩, c ̸= 0 等价，即只关心方向而非大小。

量子力学假设 2[态叠加原理]：量子态 |α⟩, |β⟩ 线性组合 cα|α⟩+ cβ|β⟩ 也是体系的量子态。
* 于是态矢量服从的微分方程必然是线性方程。
复内积：不可交换，满足

⟨φ|ψ⟩ = ⟨ψ|φ⟩∗

* 内积为 0 称为正交，0 与 |0⟩ 是不同的概念，后者作为一个非零矢量的记号。
正定性：⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0，且等号成立当且仅当 |ψ⟩ = 0。

记
√
⟨ψ|ψ⟩ 为 |ψ⟩ 的模，由于等价性，可不妨设

|Ψ⟩ = 1√
⟨ψ|ψ⟩

|ψ⟩

|Ψ⟩ 是 |ψ⟩ 的归一化，模长为 1。称 N = ⟨ψ|ψ⟩−1/2 为 |ψ⟩ 的归一化常数。
* 零矢量并不是态矢量。

对偶空间：H̃ 是 H → C 的线性映射构成的线性空间集合。由其为希尔伯特空间，根据代数结论，对其中
任何元素都存在 |ψ⟩ 使得其能写成

|φ⟩ → ⟨ψ|φ⟩

将此映射记为 ⟨ψ|，则 H̃ 即为所有左矢 ⟨ψ| 的集合。
左矢不是态矢量，而是态矢量到复数的映射。右矢与对应的左矢称为对偶元素，称为厄米共轭，记作 †，有

|ψ⟩† = ⟨ψ|, ⟨ψ|† = |ψ⟩, c† = c∗

而内积定义的对第二个分量双线性可得到

(c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩)† = c∗1⟨ψ1|+ c∗2⟨ψ2|

* 厄米共轭具有逆变性质，即可验证
⟨ψ|φ⟩† = |φ⟩†⟨ψ|†

线性算符：H 上满足
Â(c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩) = c1Â(|ψ1⟩) + c2Â(|ψ2⟩)

的映射 Â 被称为线性算符。

* 可省略括号将 Â(|ψ⟩) 记作 Â|ψ⟩。
* 算符 Î|ψ⟩ = |ψ⟩ 称为单位算符。
* 对任何两个右矢 |ψ⟩, |φ⟩，可以定义它们的外积 |ψ⟩⟨φ|，其即是映射

(|ψ⟩⟨φ|)|ϕ⟩ = ⟨φ|ϕ⟩|ψ⟩

也是一个算符 [右侧为 |ψ⟩ 的数乘]。



二 态与力学量 8

对易子：[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â，这里的乘积作为映射表示复合，可验证算符乘积一般不可交换，因此对易子

未必为 0。
* 若 ÂB̂ = B̂Â = Î，则称两算符互逆，记作 Â−1 = B̂, B̂−1 = Â。

算符的函数定义为多项式形成的幂级数，如量子态时间演化方程会出现

e−itĤ/h̄ =
∞∑
n=0

(−it/h̄)n
n!

Ĥn

算符的厄米共轭算符 Â† 定义为 H̃ 上的映射，满足

⟨ψ|Â† = (Â|ψ⟩)†

* 由于外积也可以看成映射
⟨ϕ|(|ψ⟩⟨φ|) = ⟨ϕ|ψ⟩⟨φ|

它同样也是 H̃ 上的厄米共轭算符，而有限维情况下，算符可以写成外积的线性叠加 [̂i 构成一组单位正交
基]：

Â =
∑
ij

cij |i⟩⟨j|

由定义得 (|i⟩⟨j|)† = |j⟩⟨i|，利用厄米共轭的逆变性质即有

Â† =
∑
ij

c∗ij |j⟩⟨i|

数学上形式相同，因此算符所在的是 H 还是 H̃ 一般不影响作用。
* 记号 ⟨ψ|Â|φ⟩ 代表 ⟨ψ|Âφ⟩ 或 ⟨ψÂ|φ⟩，不过将 Â 形式上看作何种不影响结果，因此无需刻意固守作用

方向，而利用厄米共轭性质即可以验证

⟨β|Â†|α⟩ = (Â|β⟩)†|α⟩ = ⟨α|Âβ⟩∗ = ⟨α|Â|β⟩∗

* 若有限维空间，右矢写成向量，则算符可写为矩阵，厄米共轭即为共轭转置。

§2.3 厄米算符

若 X̂ = X̂†，或等价地，对任何 |ψ⟩, |ϕ⟩ 有

⟨ψ|X̂|ϕ⟩ = ⟨ϕ|X̂|ψ⟩∗

则称 X̂ 为厄米算符。

* 有限维时其矩阵表示为厄米矩阵，由于 ⟨ψ|X̂|ψ⟩ = ⟨ψ|X̂|ψ⟩∗，对角元均实数。
本征方程：当有右矢 |ψ⟩ 满足 Â|ψ⟩ = a|ψ⟩ 时，可把其记作 |a⟩，称为 Â 属于本征值 a 的本征矢量。

* 全体本征值一般称为其本征值谱。
* 若本征值对应的本征矢量唯一 [在乘非零常数等价意义下]，则称其非简并，否则称其简并，简并度为其
本征值生成空间维数。

厄米算符的本征值与本征矢量

若属于本征值 a, b 的某本征矢量 |a⟩, |b⟩，则

Â|a⟩ = a|a⟩ ⇒ ⟨b|Â|a⟩ = a⟨b|a⟩

求共轭即有 ⟨a|Â|b⟩ = a∗⟨a|b⟩，而另一方面类似得 ⟨a|Â|b⟩ = b⟨a|b⟩，于是

(a∗ − b)⟨a|b⟩ = 0
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取 b = a 得到厄米算符本征值均为实数，于是 a∗ = a，进一步得到 b ̸= a 时属于不同本征值的本征矢量正

交。

若本征值 ai 存在简并，假设所有本征值均有限简并，则有线性无关本征矢量 |ai1⟩, |ai2⟩, . . . , |aif ⟩。根据线
性空间知识，存在与 Â 对易的线性算符 B̂ [即 [Â, B̂] = 0，0 代表将任何量子态映射到 0 的线性算符] 使得

B̂|aiα⟩ = bα|aiα⟩

且 bα 互不相同，也即通过 Â, B̂ 的本征值共同标记解除了简并。

* 若存在为厄米算符的 B̂，则必有

⟨aiα|ajβ⟩ = ciαδijδαβ, ciα ̸= 0

即找到了一组彼此正交的本征矢量 [无论是否属于同一本征值]，可通过本征右矢归一化将所有 ciα 取为 1。
量子力学假设 3：量子力学体系的力学量由 H 中的线性厄米算符表示，且其本征矢量中可以选出 H 的一
组完备基。任一量子态下测量此力学量总是以一定概率得到对应厄米算符的某个本征值。

* 注意无穷维时厄米算符的本征矢量未必可以选出一组完备基 [有限维时必定可以]，这是定义要求而非结
论，因此一般的厄米算符未必是力学量算符。如无特殊说明，以下考虑有限维情况。

若力学量处于归一化的叠加态：

|Ψ⟩ =
∑
i

ci|ai⟩, ⟨Ψ|Ψ⟩ =
∑
i

|ci|2 = 1

这里 |a⟩i 为 Â 的本征矢量构成的标准正交基，则对 Â 的测量将导致其以 |ci|2 概率跃迁到 |ai⟩ 上，从而
测得 ai。

* 计算可得
|Ψ⟩ =

∑
i

ci|ai⟩ =
∑
i

⟨ai|Ψ⟩|ai⟩ =
(∑

i

|ai⟩⟨ai|
)
|Ψ⟩

于是
∑

i |ai⟩⟨ai| = Î，称为本征矢量系的完备性公式。

投影算符

对前述矢量 |ai⟩，其投影算符定义为 Γ̂i = |ai⟩⟨ai|。
* 由于其对叠加态 |Ψ⟩ 作用为 Γ̂i|Ψ⟩ = ci|ai⟩，为其在 |ai⟩ 分量上的投影，因此称为投影算符。
* 根据之前验证，其为厄米算符，且其平方与自身相等。
直接计算可知其本征值只有 0 与 1，1 不简并，本征矢量为 |ai⟩，0 是简并的，|aj⟩, j ̸= i 构成本征矢量的

一组正交基，由此其本征矢量系包含 |ak⟩, ∀k，完备于是是力学量算符。
* 注意到 Â 与 Γ̂i 存在共同的一组本征矢量完备基，直接设 |Ψ⟩ =

∑
i ci|ai⟩ 计算即得

[Â, Γ̂i] = 0

根据 Â|Ψ⟩ 的表示事实上可以得到
Â =

∑
i

ai|ai⟩⟨ai|

此外，利用其本征矢量计算可知

tr(Γ̂i) =
∑
j

⟨aj |Γ̂i|aj⟩ = ⟨ai|Γ̂i|ai⟩ = 1

且根据之前完备性条件有
∑

i Γ̂i = Î。

密度算符
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若量子力学体系可以用一个态矢量描写，则称其为纯态 [纯态可能是叠加态]。
纯态可以用归一化的态矢量 |Ψ⟩ [满足 ⟨Ψ|Ψ⟩ = 1] 表示，对应可以定义算符

ρ̂ = |Ψ⟩⟨Ψ|

称为其密度算符。

* 其是厄米算符，事实上是纯态上的投影算符，仍有迹为 1。其有非简并本征值 1，本征矢量 |Ψ⟩；简并本
征值 0，对应本征矢量为与 |Ψ⟩ 正交的全部矢量。
* 由于投影性质，有

tr(ρ̂2) = tr(ρ̂) = 1

这事实上是纯态与混合态的特征差别。

引入密度算符意义：简化纯态下力学量平均值的计算。

对纯态 |Ψ⟩ =
∑

i ci|ai⟩ 与对应的力学量算符 Â，由于 |Ψ⟩ 坍缩到 |ai⟩ 的概率为 |ci|2，其系综平均值为

⟨Â⟩Ψ =
∑
i

ai|ci|2 =
∑
i

ai|⟨ai|Ψ⟩|2

直接计算可得其可以化为

⟨Â⟩Ψ =
∑
i

⟨ai|Ψ⟩⟨Ψ|Â|ai⟩

若将 |Ψ⟩⟨Ψ| 合并，即得其为 tr(ρ̂Â)；若乘法交换后将
∑

i |ai⟩⟨ai| 合并，即得其为 ⟨Ψ|Â|Ψ⟩。
* 维数有限时迹可交换，也可等价写为 tr(Âρ̂)。

三 表象理论

§3.1 表象理论基础

波函数

量子力学教材中，常引入三维空间中平方可积的波函数 Ψ(r)，即满足∫
V

|Ψ(r)|2d3x <∞

下面考虑其与态矢量的关系。若 |Ψ⟩ 所在态矢量空间 H 中存在某力学量 F，使得其算符 F̂ 对应的本征矢

量 |fi⟩ 构成一组单位正交基，则此基下的表示称为选择了 F 表象：

|Ψ⟩ =
∑
i

⟨fi|Ψ⟩|fi⟩

习惯上把 |Ψ⟩ 的坐标 ⟨fi|Ψ⟩ 称为 F 表象中的波函数。若 F̂ 本征值有限或可数，常把波函数表示为列矩

阵，但连续时就成为了通常的函数，如考虑一维，位置算符的本征值是一切 r ∈ R，于是

Ψ(r) = ⟨r|Ψ⟩

这里 |Ψ(r)|2 即表示被观测在 r 的某种概率 [事实上因为连续性，最终对应连续随机变量]。
* 因此，希尔伯特空间并不是波函数组成的空间，其事实上是隐藏的，粒子运动状态组成的空间。
在给定表象 (以坐标表象为例) 后，由于基的性质，即知线性组合 a|Ψ⟩+ b|Φ⟩ 的表象为 aΨ(r)+ bΦ(r)，而

由完备与正交性可知内积

⟨Ψ|Φ⟩ =
∑
r

Ψ(r)∗Φ(r)⟨r|r⟩ =
∫

Ψ(r)∗Φ(r)dr
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于是波函数定义要求平方可积即为模长有限，关于三维位置的含义事实上代表三次相容的测量，将在之后

解释。

力学量矩阵

* 本部分中的表示是在 H 维度有限或更一般的可数时推导的，连续时有类似的结论，但一般无法显式写
出。

考虑 F 表象中，其基为 |fi⟩，表象理论中将 |Ψ⟩ 替换为列向量 Ψ，Ψi = ⟨fi|Ψ⟩。
此时，计算得对力学量算符有

Â =
∑
ij

⟨fi|Â|fj⟩|fi⟩⟨fj |

将 Aij = ⟨fi|Â|fj⟩对应的方阵记为 A，则厄米条件可写为 Aij = A∗
ji，即为厄米矩阵条件。而从 Â|Ψ⟩ = |Φ⟩

可计算得 Φi =
∑

j AijΨi，也即选择表象后可将力学量写为矩阵，作用化为矩阵乘法。

* 对 F̂ 自身，有 ⟨fi|F̂ |fi⟩ = fiδij，即其为实对角矩阵。

此时由于左矢满足 ⟨Ψ| =
∑

j⟨Ψ|fj⟩fj，可将左矢看作行向量 Ψ†，其对右矢的作用结果 ⟨Ψ|Φ⟩ = Ψ†Φ。

表象变换

对不同力学量算符 F,G 可以建立不同表象，若对应基为 |fi⟩, |gj⟩，可建立表象间的变换。
考虑态矢量空间中的算符

Û =
∑
i

|gi⟩⟨fi|

计算可知 Û |fi⟩ = |gi⟩，且 Û−1 =
∑

i |fi⟩⟨gi|。由于有 Û † = Û−1，其为幺正算符 [酉算符]。
由于

⟨fi|Û |fj⟩ = ⟨gi|Û |gj⟩ = ⟨fi|gj⟩

其在 F,G 表象下矩阵元不变，记为 U，则计算可知

ΨF = UΨG, ΨG = U †ΨF

这里 Ψ 上标代表在不同表象下的列向量，进一步计算得对算符有

AG = U †AFU, AF = UAGU †

也即对应算符的矩阵表示为酉相似变换。

§3.2 相容力学量

若 [Â, B̂] = 0，则称二者相容，否则称不相容。

根据数学知识可得，若几个力学量算符相容，则它们可以拥有完备的共同本征态系。

* 此结论在有限维时相当于两对易的可角化矩阵可以同时被对角化，通过考察每个 ai 的简并度与对角矩

阵交换条件可以证明。

例如，若 [Â, B̂] = 0，则可以选取 H 的一组标准正交基 |ai, bi⟩，满足它们同时为 Â, B̂ 的本征矢量，即

Â|ai, bi⟩ = ai|ai, bi⟩, B̂|ai, bi⟩ = bi|ai, bi⟩

物理图像：对 |Ψ⟩ 的相容力学量的观测中，先测量 A，得到坍缩为某本征右矢，不妨设为某 |a2⟩，而再对
B 测量得到 |a2⟩ 以 |⟨a2, bi|a2⟩|2 的概率坍缩为 |a2, bi⟩，不妨设坍缩为 |a2, b2⟩，此时达到共同的本征矢量，
测量 A,B 能得到确定结果 a2 与 b2，也即相容力学量可以同时确定测量值。

* 这里 |a2, bi⟩ 表示某个 ai = a2 的 |ai, bi⟩。这里若本征值 a2 是简并的，|a2⟩ 未必在 |ai, bi⟩ 中，只能保证
其由所有 ai = a2 的 |ai, bi⟩ 线性组合得到。
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力学量完全集：若有某些两两对易的力学量 A,B,C, . . . 使得可取出一组标准正交基 |ai, bi, ci, . . . ⟩，满足
其中每个同时为每个力学量的本征矢量，且由 ai, bi, ci, . . . 唯一确定 [即满足对每个力学量为给定本征值的
右矢在等价意义下唯一]，则称它们形成了体系的一个力学量完全集 [CSCO, Complete Set of Compatible
Observables]。
* 有限维时，即代表这些矩阵可同时对角化，且对任何两个不同对角位置，总有某个矩阵使得对应的对角
元不同。对单个力学量来说，其是力学量完全集意味着本征值无简并。

不相容力学量：由其均为厄米算符，计算可知 [Â, B̂] = iĈ，Ĉ 为厄米算符。根据数学知识，若 H 有限维
有 tr Ĉ = 0。

不相容力学量没有完备的共同本征右矢系，但仍可能有共同本征右矢。

§3.3 测不准关系

回顾之前对力学量在态下平均值的定义 ⟨Â⟩Ψ，下面均考虑 |Ψ⟩ 态下，定义误差算符

∆Â = Â− ⟨Â⟩Î

则不确定度定义为

∆A =

√
⟨(∆Â)2⟩ =

√
⟨Â2⟩ − ⟨Â⟩2

测不准关系：设 [Â, B̂] = iĈ，直接计算可得 ∆Â,∆B̂ 是厄米算符，且 [∆Â,∆B̂] = iĈ。
任取实数 ζ，右矢 |Ψ⟩，记

|η⟩ =
(
ζ∆Â− i∆B̂

)
|ψ⟩

则计算得 [这里均值皆指 |Ψ⟩ 意义下]

⟨η|η⟩ = ζ2(∆A)2 + (∆B)2 + ζ⟨Ĉ⟩ ≥ 0

利用二次函数知识取最小值即有

(∆A)2(∆B)2 ≥ ⟨C⟩2

4

* 量子力学基本原理之一为基本对易关系

[x̂i, p̂j ] = ih̄δijÂ

这里 i, j 表示坐标、动量的不同分量，由此代入上方可得

∆xi∆pj ≥
h̄

2
δij

最早出自 Heisenberg 假设，因此称为 Heisenberg 测不准原理。

四 位置与动量

§4.1 位置表象

考虑粒子限制在一条直线 [x 轴] 上运动，其位置算符 x̂ 以所有 x′ ∈ R 为本征值，对应的完备本征矢量组
记为 |x′⟩。此处，由于本征值构成连续谱，完备性条件为积分∫

R
|x′⟩⟨x′|dx′ = Î
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* 由于我们必须选取某种表象才能表达 H 上的矢量和算符，这里的 |x′⟩ 与 x̂ 并没有更显式的形式。接下

来会推导它们在位置表象下的表述，从而成为一个相对显式的表达。

由此，态矢量的展开也为积分

|ψ⟩ =
∫
R
(|x⟩⟨x|)|ψ⟩dx =

∫
R
dx|x⟩⟨x|ψ⟩

从而波函数 ψ(x) = ⟨x|ψ⟩。
考虑 |x′⟩ 在位置表象下的表示，由于

|x′⟩ =
∫
R
dx|x⟩⟨x|x′⟩

根据 δ 函数定义 [可直观理解为 0处为无穷，其余处为 0，积分为 1的广义函数]，可写为 ψx′(x) = ⟨x|x′⟩ =
δ(x− x′)。

* 离散谱时此处为 ⟨xi|xj⟩ = δij，但此处连续时的 δ 函数导致了无法正常归一化 [事实上连续谱本征态均
如此]，且可验证其并不平方可积。但是，出于量子力学的推广，其仍能表示 H 的一组基 [此处的基与函数
空间事实上推广了线性代数中的讨论]：根据 Dirac 函数的性质有

Ψ(x) =

∫
R
dx′δ(x− x′)Ψ(x′)

于是任何坐标的确可以通过与基的内积得到。

* 根据前一章对表象下线性组合与内积的讨论，可以用位置表象下的 ψ(x) 替代量子态 |ψ⟩

概率分布

由平方可积与等价性，可以设 ψ(x) 满足归一化条件∫
R
dx|ψ(x)|2 = 1

此时，由于轴上 |ψ(x)|2 积分为 1 与概率同 |ψ(x)|2 成比例的性质，粒子处在 ψ(x) 时其概率密度函数为

ρ(x) = |ψ(x)|2，也即 dx→ 0 时在 [x, x+ dx] 区间找到粒子的概率为 |ψ(x)|2dx。
* 由上章，α(x), β(x) 内积为 ∫

R
dxα∗(x)β(x)

位置表象下的算符

对算符 Â 而言，直接计算有

⟨α|Â|β⟩ = ⟨α|
(∫

R
dx|x⟩⟨x|

)
Â

(∫
R
dy|y⟩⟨y|

)
|β⟩ =

∫∫
R2

dxdyα∗(x)⟨x|Â|y⟩β(y)

这里 ⟨x|Â|y⟩ 为 Â 的某种意义上的矩阵元，但其实无需显式写出。

设 F 为某能写为幂级数的函数，Â = F (x̂)，则由于 x̂|y⟩ = y|y⟩即有 x̂n|y⟩ = yn|y⟩，线性组合得 F (x̂)|y⟩ =
F (y)|y⟩，于是

⟨x|F (x̂)|y⟩ = ⟨x|F (y)y⟩ = F (y)δ(x− y)

因此

⟨α|F (x̂)|β⟩ =
∫
R
dxα∗(x)F (x)β(x)

也即能写为位置算符函数的算符可以在计算时直接替换为位置的函数。

于是类似地，在位置表象中，我们放弃用厄米矩阵表示算符 Â 的正常思路，而是用波函数空间中的等效

算符 Â 实现，定义要求满足
ÂΨ(x) = ⟨x|Â|Ψ⟩, ∀x
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由于对 Ψ 成立只需要对一组基 |y⟩ 成立，这也即

Âδ(x− y) = ⟨x|Â|y⟩, ∀x, y

此时即可以计算

⟨α|Â|β⟩ =
∫
R
dxα∗(x)Âβ(x)

于是，对 F (x̂) 而言，其等效算符即为 ψ(x) → F (x)ψ(x)。

§4.2 动量表象

若体系在三维空间运动，位置算符事实上为 x̂1, x̂2, x̂3 三个部分，量子力学假定 [x̂i, x̂j ] = 0, i ̸= j，于是根

据上章可知三算符可同时测准，可合并记为 r̂ = (x̂1, x̂2, x̂3)，其满足本征方程

r̂|r′⟩ = r′|r′⟩

这里 r′ = (x′1, x
′
2, x

′
3)，而 |r′⟩ = |x′1, x′2, x′3⟩ 代表此三个相容力学量的完备共同本征态系。

* 此式事实上表达 x̂i|r′⟩ = x′i|r′⟩, i = 1, 2, 3。

我们定义 r̂† 为对其每个分量取厄米共轭，于是它成为厄米算符，且

bkrr′ = δ(r − r′)

这里 δ 为三维的 Dirac 函数。
与一维完全类似，有 ∫

d3x|r⟩⟨r| = Î , ψ(r) = ⟨r|ψ⟩

空间平移

为了定义动量算符，我们先考虑 |r⟩ 的空间平移变换。若 r 无穷小平移 dr，对应本征矢量为 |r + dr⟩。若
存在 Ĵ 使得

|r + dr⟩ = Ĵ(dr)|r⟩

则称其为无穷小空间平移算符。

其可以作用在任何态矢量上：

Ĵ(dr)|ψ⟩ = Ĵ(dr)
∫

d3x|r⟩⟨r|ψ⟩ =
∫

d3x|r + dr⟩ψ(r)

其性质为：

1. 不改变任何概率分布，也即不改变态矢量模长，为幺正算符

Ĵ†(dr) = Ĵ−1(dr)

2. 可加性
Ĵ(dr)Ĵ(dr′) = Ĵ(dr + dr′)

从而 Ĵ−1(dr) = Ĵ(−dr)；

3. 零位移空间平移变换为单位算符
lim

dr→0
Ĵ(dr) = Î
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* 由此，群论上，所有无穷小空间平移变换形成了一个阿贝尔群，称为平移变换群，且群中算符均幺正。
由此，我们可以把无穷小平移变换写为 [这里 i

h̄
为指定的参数]

Ĵ(dr) = Î − i
h̄
dr · p̂

其中 p̂ 为厄米算符，群论视角下为平移变换群的生成元，而物理上即诠释为体系的动量算符。
* 平移算符和动量的关联来源于理论力学中的理解，空间平移不变性对应动量守恒，此后的哈密顿算符、
角动量算符均类似。

* 按维度可写为 (p̂1, p̂2, p̂3)，量子力学亦假设其两两对易，于是可同时确定，从而本征右矢系可以记为

|p⟩ = |p1, p2, p3⟩，在 p̂ 表象 [称为动量表象] 下的波函数为 ψ(p) = ⟨p|ψ⟩。
* 与位置表象完全类似可证明，若某算符可写为 F (p̂)，则其作用可等效为 F (p) 对波函数作乘法。

§4.3 位置与动量关系

相容性

由定义可知任何 |r′⟩ 不是空间平移算符的本征态，但另一方面计算有

[r̂, Ĵ(dr)]|r′⟩ = dr|r′ + dr⟩

忽略 dr 的二次项可得到 [r̂, Ĵ(dr)] 以 dr 为本征值，本征矢量为所有 |r′⟩，进一步计算即得

[r̂, dr · p̂] = ih̄drÎ

* 这里交换子为对 r̂ 逐分量交换，右侧 drÎ 代表逐分量为 dxiÎ 的算子。
逐分量列出等式，由 dxi 可独立改变即得到

[x̂i, p̂j ] = ih̄δij

即为基本对易关系。

* 对有限的平移变换 Ĵ(a)，考虑划分为 N 个 a
N
平移，并令 N 趋于无穷，复合得到

Ĵ(a) = lim
N→∞

(
Î − i

h̄

a · p̂
N

)n
= exp(−ia · p̂/h̄)

也可直接将 exp 展开为级数表示。

位置表象下的动量

由于 [忽略二阶小量]

Ĵ(dr)|ψ⟩ =
∫

d3x|r + dr⟩⟨r|Ψ⟩ =
∫

d3x|r⟩Ψ(r − dr) =
∫

d3x|r⟩
(
Ψ(r)− dr · ∇Ψ(r)

)
于是代入 p̂ 表达式计算即有

⟨r|p̂|Ψ⟩ = −ih̄∇Ψ(r)

也即等效于作用为位置表象波函数空间的算符 P̂ 有

P̂Ψ(r) = −ih̄∇Ψ(r)

即 P̂ = −ih̄∇，每个分量对应为偏导。
先考虑一维情况，动量算符的本征方程在位置表象下即为 [这里 ϕp(x) 为波函数]

P̂xϕp(x) = −ih̄ d
dxϕp(x) = pϕp(x)
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可直接得到通解为

ϕp(x) = N exp(ipx/h̄)

为解决本征值是否为实数与归一化常数 N 的选择，我们需要先考察动量算符的厄米性。考虑位置表象波
函数定义域为 [a, b]，由于

⟨φ|p̂x|ψ⟩ =
∫ b

a

dxφ∗(x)P̂xψ(x)

其厄米性要求即可计算得转化为∫ b

a

dxφ∗(x)
dψ(x)
dx = −

∫ b

a

dxψ(x) dφ
∗(x)

dx

根据分部积分，实质上为 φ∗(x)ψ(x)
∣∣b
a
= 0。

边界条件

考虑五种情况分析上述边界条件以确定动量算符是否为力学量算符：

1. x 轴有限区间 [a, b]，边界条件 Ψ(a) = Ψ(b) = 0。

此时边界条件满足，p̂x 为厄米算符，但由于动量本征函数不满足条件，本征值方程无解，不能作为

体系的力学量算符。

2. x 轴有限区间 [a, b]，边界条件 Ψ(a) = eiθΨ(b)，这里实数 θ 给定。

此时边界条件满足，p̂x 为厄米算符，动量本征函数满足边界条件当且仅当 p 取

pn =

(
2πn− θ

b− a

)
h̄, n ∈ Z

此时动量算符是体系的力学量算符，上述本征函数系可以形成位置表象波函数空间的完备基，计算

得归一化系数 N = (b− a)−1/2。

* 然而，此时位置坐标不是力学量，因为 x̂ 的等效波函数空间算符 X̂ 作用在 Ψ(x) 上成为 xΨ(x)，

不再满足周期性边界体条件，于是其不能成为线性算符。

3. 整个 x 轴，边界条件 [这称为束缚态边界条件]limx→±∞ Ψ(x) = 0。

此时边界条件满足，p̂x 为厄米算符，但本征函数不满足边界条件。然而，由于连续函数可以表达为

Fourier 积分
Ψ(x) = N

∫
R
dpC(p)eipx/h̄

动量本征函数系仍然能作为一组基，正如位置算符的本征函数系 δ(x− x′) 那样。

* 值得注意的是，第一种情况下，有限区间并没有这样的表达，因此无法视作一组基。

此时本征值 p 可以为连续谱，利用 δ(x − x′) =
∫
R dp⟨x|p⟩⟨p|x′⟩ 从 Fourier 出发可得归一化常数为

N = (2πh̄)−1/2。

4. 整个 x 轴，边界条件 [这称为散射态边界条件]|x| 充分大时 Ψ(x) ≈ Aeikx +Be−ikx。

与上一种情况完全类似，动量算符为力学量算符，归一化常数 N = (2πh̄)−1/2，傅里叶积分意义下形

成一组完备基。

5. 三维空间运动，满足束缚态边界条件 lim|r|→±∞ Ψ(r) = 0 或散射态边界条件 |r| 充分大时 Ψ(r) ≈
Aeik·r +Be−ik·r。
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动量算符 p̂ 或等效的 P̂ = −ih̄∇ 为体系的力学量算符，本征值 p[可看作三方向动量先后测量] 形成
连续谱，本征函数 [三方向归一化系数应相乘]

ϕp(r) =
1

(2πh̄)3/2
exp(ip · r/h̄)

满足正交归一条件 ∫
d3xϕ(r)ϕ∗

p′(r) = δ(p − p′)

与完备性条件 ∫
d3pϕp(r)ϕ∗

r (r′) = δ(r − r′)

对任何波函数而言，其可以展开为

Ψ(r) =
∫

d3pC(p)ϕp(r) =
1

(2πh̄)3/2

∫
d3pC(p) exp(ip · r/h̄)

根据前述正交归一与完备性条件可算得

C(p) =
∫

d3x′Ψ(r′)ϕ∗
p(r′) =

1

(2πh̄)3/2

∫
d3x′Ψ(r′) exp(−ip · r′/h̄)

* 这事实上就是 Fourier 变换与逆变换的形式。

* 类似可定义动量表象与动量表象下的波函数 C(p)，动量表象下的讨论与位置表象完全相似。

五 时间演化

§5.1 薛定谔方程

时间演化算符

为考虑态矢量 |Ψ(t)⟩ [这里 |Ψ(t)⟩ 并非波函数，而是对每个时间存在一个态矢量] 随时间的演化过程，我
们定义时间演化算符

|Ψ(t)⟩ = Û(t, t0)|Ψ(t0)⟩, t > t0

* 时间 t 并不是力学量算符，而是刻画演化的参数。

为保证态矢量模长不变 Û 为幺正算符，即

Û(t, t0)
†Û(t, t0) = Î

其满足结合律 [设 t2 > t1 > t0]
Û(t2, t0) = Û(t2, t1)Û(t1, t0)

且应有

lim
t→t0

Û(t, t0) = Î

与空间平移算符类似，我们可以假设无穷小时间演化算符为

Û(t0 + dt, t0) = Î − i
h̄
dtĤ

这里 Ĥ 是态矢量空间的厄米算符，量纲分析可得其有能量量纲，因此量子力学假定其为体系的哈密顿算

符。

* 有些场合中，其具有与经典相同的形式 Ĥ = p̂2

2µ
+ V (r̂)。

由此利用结合律可得

Û(t+ dt, t0) =
(
Î − i

h̄
dtĤ

)
Û(t, t0)
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从上式考虑 Û(t, t0) 对 t 的导数有

ih̄ ∂
∂t
Û(t, t0) = ĤÛ(t, t0)

这称为时间演化算符的薛定谔 [Schrödinger] 方程，作用在 |Ψ(t0)⟩ 上得到

ih̄ ∂
∂t

|Ψ(t)⟩ = Ĥ|Ψ(t)⟩

即态矢量的薛定谔方程。

* 若 Ĥ 不显含 t，与空间平移类似可得到时间演化算符为 Û(t, t0) = exp
(
− i

h̄
Ĥ(t− t0)

)
。

薛定谔方程

考虑位置表象下，若 t 时刻波函数 Ψt(r)，可写为 Ψ(r, t)，定义表象波函数空间中的等价哈密顿算符满足
ĤΨ(r, t) = ⟨r|Ĥ|Ψ(t)⟩，则计算可得时间演化方程为

ih̄ ∂
∂t

Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t)

* 若有 Ĥ = p̂2

2µ
+ V (r̂)，直接计算可得 Ĥ = − h̄2

2µ
∇2 + V (r)，对应的即为薛定谔本人提出的原版方程。

概率守恒

波函数概率诠释中，ρ(r, t) = |Ψ(r, t)|2 表示 t 时刻 r 附近发现粒子的概率体密度，下面考察其与薛定谔方
程的相容。

考虑上述原版方程的情况，利用 |Ψ|2 = Ψ∗Ψ 及薛定谔方程两侧同取导数化简得 [利用 ∇2 = ∇ · ∇]

ih̄ ∂
∂t
ρ(r, t) + h̄2

2µ
∇ ·
(
Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t)−Ψ(r, t)∇Ψ∗(r, t)

)
= 0

将加号右侧记作 ∇ · J(r, t)，其中 J(r, t) 称为概率流密度矢量。
利用高斯定理，对闭合曲面 S 包含的某区域有

d
dt

∫
Ω

d3xρ(r, t) =
∫
Ω

d3x
∂

∂t
ρ(r, t) = −

∮
S

ds · J(r, t)

代表若 Ω 中找到粒子的概率增加，必有概率流通过边界进入 Ω 内，即为守恒性。

* 若 Ω 为全空间，假设波函数已归一化 [从而无穷处必然为 0]，计算即有全空间 ρ(r, t) 的积分不改变，从
而归一化条件不变，粒子不会凭空产生或消失。

以下除非特别声明，我们均假设 Ĥ 不显含时间，此时与理论力学中结论相似，其为体系的能量算符。量

子力学假定 Ĥ 是力学量算符，因此能量本征值方程

Ĥ|E⟩ = E|E⟩

必然有解。

* 由 Ĥ 厄米性，能量本征值为实数，本征右矢全体可形成一组完备基。

* 若体系处在束缚态，能量本征值一般离散，记为 En，对应本征态 |En⟩，满足离散的归一化与完备性条
件 ⟨Em|En⟩ = δmn,

∑
n |En⟩⟨En| = Î。

定态

若系统处在某个能量本征态，或包含 Ĥ 在内的一组相容力学量算符完全集中的某个共同本征态，则称其

处在定态。

* 定态薛定谔方程即为上述的能量本征值方程。
* 在本征值不同时，本征态的线性组合不再是本征态，因此定态的线性组合一般不是定态 [但仍是可能的
量子态]。
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假设能量本征值离散，Ĥ 不显含时间，则泰勒展开计算得时间演化算符可以写为

Û(t, t0) = exp
(
− iĤ(t− t0)/h̄

)∑
n

|En⟩⟨En| =
∑
n

exp
(
− iEn(t− t0)/h̄

)
|En⟩⟨En|

于是若初始时为定态 |Ψ(t0)⟩ = |En⟩，计算即知演化到 t 时刻为

|Ψ(t)⟩ = exp
(
− iEn(t− t0)/h̄

)
|En⟩

由于相差常数乘法的意义上等价，此相位因子并不影响状态，即仍然处于此定态 [这即是定态的含义]。
* 反之，初始为

∑
k ck|En⟩ 时，演化为

∑
k ck exp

(
− iEk(t− t0)/h̄

)
|Ek⟩，由于不同 Ek 对应系数不同，状

态会改变。

* 位置表象记 E 对应的本征态为 ψE(r)，则 ĤψE(r) = EψE(r)，对原版方程的情况有

− h̄2

2µ
∇2ψE(r) + V (r)ψE(r) = EψE(r)

其时间演化仅相差相位因子，因此计算可得位置分布的概率密度 ρE 与概率流密度 J 均不随时间改变，概
率守恒定律退化为

∇ · JE(r) = 0

§5.2 系综平均值的演化

假设力学量算符含时间，则其平均值为

⟨Ô⟩Ψ = ⟨Ψ(t)|Ô(t)|Ψ(t)⟩

根据薛定谔方程取厄米共轭可得左矢满足

−ih̄ ∂
∂t

⟨Ψ(t)| = ⟨Ψ(t)|Ĥ

直接计算可知 [注意由线性性知对 ⟨Ψ(t)|Ô(t)|Ψ(t)⟩ 求导等于分别对三项求导再求和]

d
dt⟨Ô⟩Ψ =

〈
∂Ô

∂t

〉
Ψ

+
1

ih̄⟨[Ô, Ĥ]⟩Ψ

* 于是，若对某算符有 [Ô, Ĥ] = 0，且其不显含时间，即知其对任何态的系综平均值不变，因此是守恒量。

考虑原版方程的 Ĥ，取算符为 r̂ 与 p̂，则计算可知

[x̂k, Ĥ] = ih̄ p̂k
µ
, [p̂k, Ĥ] = −ih̄∂V (r̂)

∂x̂k

即有
d
dt⟨r̂⟩Ψ =

⟨p̂⟩Ψ
µ

,
d
dt⟨p̂⟩Ψ = −⟨∇V (r̂)⟩Ψ

这称为 Ehrenfest 定理。
* 类似保守力场中哈密顿正则方程的对应。
* 若体系处于定态，由此即得有 ⟨p̂⟩Ψ = ⟨∇V (r̂)⟩Ψ = 0。

绘景 [picture]
* 用于确定不涉及力学量测量时态矢量与力学量算符是否随时间演化。
薛定谔绘景：态矢量随时间演化，力学量算符与其对应的完备本征系不随时间演化，以下标 S 表示。

海森堡绘景：态矢量不随时间演化，力学量算符随时间演化，以下标 H 表示。

由于真实可观测的只有 ⟨ψ|ϕ⟩ 与 ⟨ψ|Â|ϕ⟩，只要保证二者一致就可以等价看待。
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之前讨论的薛定谔绘景中，|ψ(t)⟩S = Û(t, t0)|ψ(t0)⟩, Â(t)S = Â(t0)，于是由 Û 幺正性 ⟨ψ|ϕ⟩ 不变，而

⟨ψ(t)|Â(t0)|ϕ(t)⟩S = ⟨ψ(t0)|Û †(t, t0)Â(t0)Û(t, t0)|ϕ(t0)⟩

若采用海森堡绘景，有 |ψ(t)⟩H = |ψ(t0)⟩，此时可知

ÂH(t) = Û †(t, t0)Â(t0)Û(t, t0)

* 由此即可看出二者的变换关系，由于观测结果相同，事实上等价。
对表象而言，由于薛定谔绘景中的 ÂS 不随时间演化，在其不显含 t 时即可认为其与其在某 F 表象中的

矩阵元 ⟨fi|Â|fj⟩S 均不随时间演化。
在海森堡绘景中，若选取 F 表象，由于

F̂H(t) = Û †(t, t0)F̂H(t0)Û(t, t0)

代入本征方程即可得到

|fi(t)⟩H = Û †(t, t0)|fi(t0)⟩H

而对应本征值 fi 并不随时间演化 [由于 Û 幺正，这从线性代数中相似的性质也可推出]。
* 由于对矩阵元的计算 ⟨fi|Â|fj⟩ 与前述 ⟨ψ|Â|ϕ⟩ 完全相同，其不依赖绘景的选择，于是可记 (AH)ij =

(AS)ij = Aij，进而

ÂH(t) =
∑
ij

Aij |fi(t)⟩H⟨fi(t)|H , ÂS(t) =
∑
ij

Aij |fi⟩S⟨fi|S

海森堡运动方程

在海森堡绘景下，假设 ÂH(t0) 不显含时间参数 t，直接计算即可得到 [这里省略 Û 的参数 (t, t0)]

dÂH(t)
dt =

1

ih̄
(
Û †ÂH(t0)ĤÛ − Û †Â(t0)ĤÛ

)
约定 T̂ 不显含 t 后可直接写出 Û，计算得 [Ĥ, Û ] = [Ĥ, Û †] = 0，从而交换后进一步化简得到

dÂH(t)
dt =

1

ih̄ [ÂH(t), Ĥ]

* 这称为海森堡运动方程，与薛定谔绘景中的含时薛定谔方程相当。
* 以一维自由运动粒子 Ĥ = p̂2

2µ
为例 (省略下标 H)，由于将 p̂ 代入上述运动方程得到由此恒为 0，由此有

p̂ 不随时间演化，再代入 x̂ 计算求解得到

dx̂
dt =

p̂(0)

µ
⇒ x̂(t) = x̂(0) +

p̂(0)

µ
t

与自由质点运动方程相似，但事实上由于 [x̂(0), x̂(t)] = ih̄t
µ
，根据测不准原理可知 ∆x(t)∆x(0) ≥ h̄t

2µ
，即随

着时间推移位置坐标误差会增加，对应微观粒子波动性。

§5.3 规范变换

考虑问题：对等价波函数 ψ′(r, t) = eiαψ(r, t) 而言，实数 α 是否可以是 r, t 的函数？
* 根据概率诠释，由于概率分布没有变化，的确可以视为同一个量子态。
对原版方程

ih̄∂ψ
∂t

= − h̄2

2µ
∇2ψ + V (r, t)ψ
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直接代入可知 α 非常值时 ψ′(r, t) 一般不为解。这个结论破坏了概率诠释带来的等价性，主要问题在于原
版方程的局限性：其 V (r, t) 项只适合保守力体系，且不适于描写内禀自旋非零的粒子运动。因此，可能需
要改变 Ĥ 的形式。

若 ∂ψ′

∂t
与 ∇ψ′ 也与 ψ 的对应量只差相位，则方程即可保证满足，因此将导数替换为协变导数，记 [这里

ϕ,A 为描写某类相互作用的经典场]

Dt =
∂

∂t
+ iϕ(r, t), D = ∇− iA(r, t), D2 = D · D

则计算可得，对于方程

ih̄Dtψ = − h̄2

2µ
D2ψ ⇔ ih̄∂ψ

∂t
= − h̄2

2µ
(∇− iA)2ψ + h̄ϕψ

当变换 ψ′ = ψeiα 时，A 与 ϕ 对应变换 A′ = A +∇α, ϕ′ = ϕ− ∂α
∂t
即可保持 ψ′ 仍为解。

* 一般的 ψ′ = ψeiα 称为波函数规范变换，选取 α 即相当于选取规范。

* 若将 (ϕ,A) 解释为电磁场的规范势，由此得到的哈密顿算符

Ĥ = − h̄2

2µ
(∇− iA)2 + h̄ϕ

是电磁场中带电粒子 [质量为 µ，电荷量 h̄，这里规范势与通常规范势相差量纲] 的哈密顿算符，从而看出
规范对称性决定基本相互作用力，此体系的性质将在之后的章节中研究。

* 经典电动力学中，带电粒子物理动量 p = mv，而正则动量 P = mv − h̄A，可以利用正则量子化将正则
动量算符化为 P̂ = −ih̄∇，再进一步得到物理动量。物理动量的本征值、分布概率与均值无关规范选择。
* 若存在函数 α 使得 A = −∇α, ϕ = ∂α

∂t
，则这样的电磁场称为纯规范，由之前可知纯规范可规范变换为

0，从而事实上不存在。
由于概率诠释必然带来波函数规范变换下的不变，薛定谔方程也应有此性质，从而：

1. 量子力学研究的粒子必然参与某种规范相互作用 (如电磁相互作用)，即必然携带着某种规范场的荷
(如电荷)；

2. 出现在薛定谔方程中的 Ĥ 必然包含规范场的规范势 (ϕ,A) 的贡献；

3. 原版薛定谔方程可看作 V (r, t) 仅作为与外界相互作用有效势能的唯象方程；

4. 原版薛定谔方程亦可看作修正版在规范要求 ψ′(r, t) 与 ψ(r, t) [除 α 为常数时外] 不等价时的形式。

六 传播子

§6.1 定义

费曼假设量子力学体系随时间自然演化时，位置表象中的波函数 Ψ(r, t) 能写为较早时刻 t′ 时波函数的叠

加，即

Ψ(r, t) =
∫

d3x′G(r, t; r′, t′)Ψ(r′, t′)

这里的 G 即为传播子。

费曼假设连接 (r, t) 与 (r′, t′) 的所有路径都对传播子有贡献，记 S(i, f) 为沿某可能路径计算的作用量有

G(r, t; r′, t′) = A
∑

exp
(
i
h̄
S(i, f)

)
* 这里求和表示对所有路径求和，经典力学仅允许 δS = 0 的路径，而量子力学认为所有路径权重相同，只

有相位差别。



六 传播子 22

从而，若 t′ = t− ϵ, ϵ→ 0+，则路径趋于唯一，有

G(r, t; r′, t′) = A exp
(
i
h̄

∫ r,t

(r′,t′)
L(ṙ, r)dτ

)
≈ A exp

(
i
h̄
ϵLave

)
这里 Lave 为经典拉格朗日量在无穷小时间间隔中的平均值。

一维体系

设一维体系拉格朗日量 L(x, ẋ) = m
2
ẋ2 − V (x)，其在无穷小时间间隔 t′ 到 t 时 x′ 变化到 x，平均值可以

近似为

Lave ≈
m

2

(
x− x′

t− t′

)2

− V

(
x+ x′

2

)
由 ϵ = t− t′，记 µ = x− x′，代入可得此时

G(x, t;x′, t′) = A exp
(
imη2
2h̄ϵ

)
exp

(
− i
h̄
ϵV

(
x− η

2

))
将第二个 exp 泰勒展开到一阶，换元 x′ 为 η 得到

Ψ(x, t) = A

∫
R
dη exp

(
imη2
2h̄ϵ

)(
1− i

h̄
ϵV

(
x− η

2

))
Ψ(x− η, t− ϵ)

将 Ψ(x− η, t− ϵ) 对 t 泰勒展开到一阶，最终保留一阶项得到近似

Ψ(x, t) = A

∫
R
dη exp

(
imη2
2h̄ϵ

)(
Ψ(x− η, t)− i

h̄
ϵV

(
x− η

2

)
Ψ(x− η, t)− ϵ

∂Ψ(x− η, t)

∂t

)
再将 Ψ 与 V 对 η 泰勒展开，整理得到

Ψ(x, t) = A
∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
∂nΨ(x, t)

∂xn
− ϵ

∂n+1Ψ(x, t)

∂xn∂t
− iϵ
h̄

( n∑
m=0

n!

2mm!(n−m)!

∂mV (x)

∂xm
∂n−mΨ(x, t)

∂xn−m

))
Fn(ϵ)

这里

Fn(ϵ) =

∫
R
dη ηn exp

(
imη2
2h̄ϵ

)
n 为奇数时由对称性知为 0，为偶数时分部计算可得到为

F2n(ϵ) = (2n− 1)!!
(ihϵ)n
mn

√
2πih̄ϵ
m

再次保留 ϵ 一阶项，最终得到

Ψ(x, t) = A

√
2πih̄ϵ
m

(
Ψ(x, t)− i

h̄
V (x)Ψ(x, t)− ϵ

∂Ψ(x, t)

∂t
+

ih̄ϵ
2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2

)
* 将 A 取为

√
m

2πih̄ϵ 即得到一维保守力场中的薛定谔方程，表明了费曼的逻辑体系是合理的。

* 过程中只包含经典作用量 S，但仍描述了量子力学信息，类似上方近似可得到传播子实际上近似为

G(x, t;x′, t′) =

√
m

2πih̄ϵ exp
(
iϵ
h̄

(
mµ2

2ϵ
− V (x)

))

§6.2 物理意义

考虑海森堡绘景下，传播子定义式可写为

⟨xb(tb)|Ψ⟩ =
∫
R
dx′G(xb, tb;x′, ta)⟨x′(ta)|Ψ⟩
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若取 |Ψ⟩ = |xa(ta)⟩，代入即得到

⟨xb(tb)|xa(ta)⟩ =
∫
R
dx′G(xb, tb;x′, ta)δ(x′ − xa) = G(xb, tb;xa, ta)

也即其表示 |xa(ta)⟩ 自发演化到 |xb(tb)⟩ 的跃迁概率幅。
对有限大小的时间间隔 ta < tb，将时间 N 等分，记 tk = ta + kϵ, ϵ = tb−ta

N
，则根据上方推导有近似

⟨xk(tk)|xk−1(tk−1)⟩ =
√

m

2πih̄ϵ exp
(
iϵ
h̄

(
m(xk − xk−1)

2

2ϵ
− V (xk)

))
利用每个时刻的完备性条件，将后方 exp 中内容记作 i

h̄
S(xk, xk−1)，这里 S 代表路径积分，并记左侧系数

为 A，则分为 N 段后可以写为 [这里连乘展开顺序为从左到右]

⟨xb(tb)|xa(ta)⟩ = AN−1

∫
RN−1

N−1∏
k=1

dxk(tk)
N∏
k=1

⟨xk(tk)|xk−1(tk−1)⟩

记 dN−1x(t) 为左侧连乘，即有

G(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞

(
m

2πih̄ϵ

)N/2 ∫
RN−1

exp
(
i
h̄

N∑
k=1

S(xk, xk−1)

)
dN−1x(t)

ϵ→ 0 时，即有 S(a, b) =
∑N

k=1 S(xk, xk−1)，为真正意义上的路径积分，从而与传播子的路径积分表达式

一致。

薛定谔绘景视角

薛定谔绘景下，传播子事实上是 ⟨r|Û(t, t′)|r′⟩。由于薛定谔绘景下态矢量演化为 |Ψ(t)⟩ = Û(t, t′)|Ψ(t′)⟩，
位置表象下有

⟨r|Ψ(t)⟩ =
∫

d3x′⟨r|Û(t, t′)|r′⟩⟨r′|Ψ(t′)⟩

即符合传播子定义式。

假设 Ĥ 不显含时间参数，本征值离散，完备本征矢量系 [亦可能是包含 Ĥ 的某力学量完全集的] |En⟩ 满
足 Ĥ|En⟩ = En|En⟩，对应波函数 ψn(r)，则利用 Û 表达式计算知

G(r, t; r′, t′) =
∑
n

exp
(
− iEn(t− t′)/h̄

)
ψn(r)ψ∗

n(r′)

可验证其符合 t → t′ 时为 δ(r − r′) 的条件，且根据偏微分方程知识，其是含时薛定谔方程的 Green 函
数，例如对原版方程时的 Ĥ，其满足微分方程(

− h̄2

2m
∇2 + V (r)− ih̄ ∂

∂t

)
G(r, t; r′, t) = −ih̄δ(r − r′)δ(t− t′)

七 一维量子力学体系

§7.1 一维薛定谔方程

采用薛定谔绘景，并假设一维哈密顿算符

Ĥ =
p̂

2µ
+ V (x) ⇒ Ĥ = − h̄2

2µ

∂2

∂x2
+ V (x)

若定态薛定谔方程 Ĥψ(x) = Eψ(x) 存在特解 ψE(x)，原方程即有定态特解

ΨE(x, t) = ψE(x) exp(−iEt/h̄)
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* 束缚态情形 lim|x|→∞ Ψ(x) = 0，能量本征函数可正常归一化，从而从分部积分计算可得

E =

∫
R
ψ∗
E(x)(EψE(x))dx =

h̄2

2µ

∫
R

∣∣∣∣ dψE(x)dx

∣∣∣∣2dx+

∫
R
V (x)|ψE(x)|2dx

若 V 最小值为 Vmin，从此表达式可看出 E ≥ Vmin，即为体系束缚态能级下限。

自由粒子

对自由粒子，由于 V (x) = 0，记 k =
√

2µE
h̄2 ，一维时定态薛定谔方程即为 ψ′′(x) + k2ψ(x) = 0，解得 [这

里 A(k), A(−k) 为常数]
ψ(x) = A(k) exp(ikx) +A(−k) exp(−ikx)

由于物理上有意义的波函数在 x → ±∞ 不发散，k 必然取实数值，由对称可不妨设非负，对应的 E =
h̄2k2

2µ
≥ 0 形成连续谱。

通常将能量本征函数写为 ψp(x) = A(p) exp(ipx/h̄)，其二重简并，这里 p 可以看作粒子的动量，而本征值

即为 E = p2

2µ
，对 ±p 一致。

* 只需将 Ĥ 与 p̂ 一起构成力学量完全集，ψp(x) 作为二者共同本征矢即可解除简并。

* 由于自由粒子能量本征值为连续谱，ψp(x) 无法正常归一化，取 A(p) = 1√
2πh̄
即可满足连续谱的归一化

条件 ∫
R
ψ∗
p′(x)ψp(x)dx = δ(p− p′)

为验证此积分结果，可两边对 p− p′ 从 −ϵ 到 ϵ 积分，ϵ > 0，交换积分次序后左侧即化为

1

π

∫
R

sin(ϵx)
x

dx =
1

π

∫
R

sin(ϵx)
ϵx

d(ϵx) = 1

π

∫
R

sinx
x

dx

利用复变知识可算得其为 1，符合右侧积分结论。
含时形式的定态波函数为

Ψp(x, t) =
1√
2πh̄

exp
(
ip
h̄
x− i p

2

2µh̄
t

)
* 定态时有确定的动量 [∆p = 0]，此时出现在各处的概率密度 ρ(x, t) = 1

2πh̄
，∆x = ∞，符合测不准原理。

若自由粒子处在若干定态的叠加态，类似上方得到其可以写为

Ψ(x, t) =
1√
2πh̄

∫
R
dp A(p) exp

(
ip
h̄
x− i p

2

2µh̄
t

)
这里 A(p) 表示初始时刻叠加态包含各定态的系数。

用 k = p
h̄
代换后可得到

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫
R
dk A(k) exp(ikx− iω(k)t)

其中 ω(k) = k2h̄
2µ
，此时称自由粒子所处量子态为德布罗意波包。若波幅集中在 [k0 −∆k, k0 +∆k]，A(k)

几乎恒为 A(k0)，再对 ω(k) 在 k0 处泰勒展开可计算到一阶得到近似 [这里 ω′ 为求导而非上标]

Ψ(x, t) ≈ 2A(k0)
sin
(
(x− ω′(k0)t)∆k

)
x− ω′(k0)t

ei(k0x−ω(k0)t)

* 波包中心位置满足 x− ω′(k0)t = 0，而其移动速度，即波包群速度 vg = ω′(k0) =
k0h̄
µ
，这恰好是粒子运

动速度 p0
µ
，p0 为波数 k0 对应的动量 k0h̄。

伽利略变换

* 我们直接分析一般的三维情况。
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考虑相对速度 V 的两惯性系 K,K ′，|V| ≪ c，坐标变换为

r′ = r − Vt, t′ = t

* 若时空中存在非相对性质点，静止质量 µ，相对于 K 的动量 p，能量 E = p2

2µ
，根据经典力学理论可知

变换参考系后 p′ = p − µV, E′ = E − V · p + 1
2
µV 2。

对量子力学而言，假设自由粒子波函数分别为 Ψ(r, t) 与 Ψ′(r′, t′)。考虑粒子属于 p̂ 的某本征态 [此式的求
解过程与上方完全相同，自由粒子情况下 Ĥ 正比 p̂2，对处于动量本征态则对能量定态]

Ψ(r, t) = 1

(2πh̄)3/2
exp

(
i
h̄

(
p · r − p2t

2µ

))
而在 K ′ 系中，由于动量本征值 [即观测到的动量] 必然满足 p′ = p − µV，结合 r′ = r − Vt 计算可知

Ψ′(r′, t′) = exp
(
− iµ
h̄

(
V · r − 1

2
V 2t

))
Ψ(r, t)

由此可得 |Ψ′(r′, t′)|2 = |Ψ(r, t)|2，即粒子概率密度与惯性系选择无关。

薛定谔方程不变性

由于上方动量算符本征态的变换不涉及 p，以它们为一组基即可得到任何波函数都满足伽利略变换

Ψ′(r′, t′) = exp
(
− iµ
h̄

(
V · r − 1

2
V 2t

))
Ψ(r, t)

下面证明伽利略变换下薛定谔方程保持不变当且仅当波函数满足此变换形式。利用 t, r 与 t′, r′ 关系计算
坐标变换可发现伽利略变换下 ∇ = ∇′，且

∂

∂t
=
∂t′

∂t
· ∇′ +

∂t′

∂t

∂

∂t′
=

∂

∂t′
− V · ∇′

若伽利略变换下保持不变对应

Ψ(r, t) = eiα(r′,t′)Ψ(r′, t′), α(r′, t′) ∈ R

代入变换前后的薛定谔方程计算可得

α(r′, t′) = µ

h̄

(
r′ · V +

1

2
V 2t

)
+ C

此在等价意义下即与之前结论相同。

* 非相对论性自由粒子薛定谔方程无法描写粒子产生与湮灭。

§7.2 势阱与势垒

有限深方势阱

V (x) =


V0 x ≤ −a

2

0 −a
2
< x < a

2

V0 x ≥ a
2

* 由于 V 最低为 0，能量本征值必然有 E ≥ 0，且束缚态时 E < V0。

从左到右三段分别记为 I, II, III，则定态薛定谔方程可写为

d2ψII(x)

dx2 + k2ψII(x) = 0, k =

√
2µE

h̄2
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d2ψI,III(x)

dx2 − κ2ψI,III(x) = 0, κ =

√
2µ(V0 − E)

h̄2

* 约定 k ≥ 0, κ > 0，由于束缚态边界条件要求 ψ(x) 在无穷处为 0，解第二个方程得必有

ψI(x) = C exp(κx), ψIII(x) = D exp(−κx)

对第一个方程有

ψII(x) = A cos(kx) +B sin(kx)

且有连续性条件 ψI
(
− a

2

)
= ψII

(
− a

2

)
, ψII

(
a
2

)
= ψIII

(
a
2

)
。

* 事实上利用阶梯函数表示 V (x)，考虑空间积分可以得到 ψ(x) 一阶空间导数也具有连续性。

定理：一维量子力学体系束缚态能量本征值不简并。

证明：若某 Ĥ 对应的定态薛定谔方程，给定 E 时存在解 ψ1, ψ2，直接计算可知

d
dx(ψ1(x)ψ

′
2(x)− ψ2(x)ψ

′
1(x)) = 0

再利用边界条件即知只能为 0，分离 ψ1, ψ2 写为 ln 可知两者只能相差倍数，事实上等价，从而能量本征
值不简并。

* 应用在有限深方势阱上，由于其对称性，ψ(x) 为解则 ψ(−x) 为解，从而 ψ(−x) = cψ(x)，由 c2 = 1 知

c = ±1，c = 1 时称此本征函数具有偶宇称，c = −1 时称奇宇称。

偶宇称解：此时只能 ψII(x) = A cos(kx)，且 C = D，代入之前的连续性条件可进一步确定 A 与 k，得到

ψI(x) = C exp(κx), ψII(x) = C

√
2µV0

h̄2k2
exp(−κa/2) cos(kx), ψIII(x) = C exp(−κx)

tan ka
2

=

√
2µV0

h̄2k2
− 1

利用三角函数知识估算可得能量本征值谱为

ka

2
= pπ + arccos h̄k√

2µV0

, p ∈ N

解的范围为 pπ ≤ ka
2
< pπ + π

2
。

若
√
2µV0 ≫ h̄k，例如 V0 → ∞ 时，粒子束缚在方势阱内部，此时 arccos h̄k√

2µV0
→ π

2
，有

k = (2p+ 1)
π

a
, E =

π2h̄2

2µa2
(2p+ 1)2, p ∈ N

近似得到本征函数系为 (范围外为 0)

ψ(x) =

√
2

a
cos
(
(2p+ 1)

πx

a

)
, x ∈

(
− a

2
,
a

2

)
奇宇称解：完全类似可得到

ψI(x) = −C exp(κx), ψII(x) = C

√
2µV0

h̄2k2
exp(−κa/2) sin(kx), ψIII(x) = C exp(−κx)

cot ka
2

= −
√

2µV0

h̄2k2
− 1

能量本征值谱为
ka

2
=

(
p+

1

2

)
π + arccos h̄k√

2µV0

, p ∈ N

解的范围为 pπ + π
2
≤ ka

2
< (p+ 1)π。
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若
√
2µV0 ≫ h̄k，例如 V0 → ∞ 时，粒子束缚在方势阱内部，有

k = 2(p+ 1)
π

a
, E =

2π2h̄2

µa2
(p+ 1)2, p ∈ N

近似得到本征函数系为 (范围外为 0)

ψ(x) =

√
2

a
sin
(
(p+ 1)

2πx

a

)
, x ∈

(
− a

2
,
a

2

)
非束缚态

若 E > V0 > 0，类似之前讨论，取 κ̃ =
√

2µ
h̄2 (E − V0), k =

√
2µE
h̄2 ，则一般解为

ψI(x) = A exp(iκ̃x) +B exp(−iκ̃x)

ψII(x) = F exp(ikx) +G exp(−ikx)

ψIII(x) = C exp(iκ̃x) +D exp(−iκ̃x)

* 最常见的非束缚态情况为散射态，例如左侧入射则 D = 0。定态散射下概率守恒定律为 dJ(x)
dx = 0，这里

J 即为概率流密度，直接计算可得到这时定态散射中概率守恒意味着 |B|2 + |C|2 = |A|2。

方势垒

V (x) =


0 x ≤ a

V0 −a < x < a

V0 x ≥ a

只考虑 0 < E < V0 的情形，从左到右三段分别记为 I, II, III，记 k =
√
2µE
h̄

, κ =
√

2µ(V0−E)
h̄2 ，则可直接

解出

ψI(x) = A exp(ikx) +B exp(−ikx)

ψII(x) = F exp(κx) +G exp(−κx)

ψIII(x) = C exp(ikx) +D exp(−ikx)

* 利用概率守恒可计算得到 |A|2 + |D|2 = |B|2 + |C|2。
结合波函数及其一阶导的连续性可得到(

A

B

)
=

1

2

(
(1− iκ/k) exp(−κa+ ika) (1 + iκ/k) exp(κa+ ika)
(1 + iκ/k) exp(−κa− ika) (1− iκ/k) exp(κa− ika)

)(
F

G

)
(
F

G

)
=

1

2

(
(1 + ik/κ) exp(−κa+ ika) (1− ik/κ) exp(−κa− ika)
(1− ik/κ) exp(κa+ ika) (1 + ik/κ) exp(κa− ika)

)(
C

D

)
* 由此可得到 A,B 与 C,D 的线性关系。

若 D = 0，对应的散射图像即代表粒子从左侧入射，以一定的概率幅反射、一定的概率幅透射。记反射系

数与透射系数

R =
|B|2

|A|2
,J =

|C|2

|A|2

则概率守恒定律即为 R+ J = 1，可直接计算验证成立。

* 一般情况下 J ̸= 0，不符合经典力学，此即为著名的势垒隧穿效应。在 κa≫ 1 时，计算可得近似结果

J ≈ 16

(
κk

κ+ k

)2

exp(−4κa)
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散射矩阵

由于存在线性关系 (
A

B

)
=M

(
C

D

)
或写成 (

B

C

)
= S

(
A

D

)
矩阵 M 或 S 完全表达了定态散射信息，例如 D = 0 时即有

J =
1

|M11|2
= |S21|2

因此需要找到确定矩阵元的方法。

S 称为散射矩阵，由于概率守恒定律意味着 S 不改变模长，数学知识可知 S 为二维幺正矩阵，即满足

S†S = I，其可以一般性地写为(
u exp(iα) i

√
1− u2 exp(iβ)

i
√
1− u2 exp(i(α− β + γ)) u exp(iγ)

)

* 另一方面，由于 A,B,C,D 满足的关系固定，两边改写、对比系数得到

M11 =
1

S21

, M12 = −S22

S21

, M21 =
S11

S21

, M22 =
1

S∗
12

对称性制约

直接验证可知 ψ(x) 为方势垒的解，则 ψ∗(x) 为属于同一本征值的解，而此时代入计算可知 A,B 更换为

B∗, A∗，C,D 更换为 D∗, C∗，从而 (
A∗

D∗

)
= S

(
B∗

C∗

)
两边同作共轭后左乘 ST 即可得到 S = ST，于是 S12 = S21。

类似地，验证知 ψ(−x) 为同一本征值的解，由此计算可得 S11 = S22, S12 = S21，从而 S 事实上可写为(
u i

√
1− u2

i
√
1− u2 u

)
exp(iβ)

δ 函数势阱

考虑 V (x) = −gδ(x)，耦合常数 g > 0。

*由概率诠释，仍可假定波函数在 0连续，但一阶空间导数未必连续，事实上对定态薛定谔方程的解 ψ(x)，

在 −ϵ 到 ϵ 积分 Eψ(x) 可得估算∫ ϵ

−ϵ
Eψ(x)dx =

dψ(x)
dx

∣∣∣∣
x=ϵ

− dψ(x)
dx

∣∣∣∣
x=−ϵ

+
2µg

h̄2
ψ(0)

于是趋于 0 时左侧为 0，右侧即为左右导数差。
束缚态解

若 E < 0，对应束缚态，记 κ =
√
− 2µE

h̄2 ，x ̸= 0 时定态薛定谔方程利用束缚态边界条件可得解为

ψ(x) =

B exp(κx) x < 0

A exp(−κx) x > 0

利用原函数、导函数原点条件可知 A = B, κ = µg
h̄2，也即存在一个能量本征值 E = −µg2

2h̄2 的束缚态。
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* 由结果形式可知其有偶宇称，计算得归一化常数 A =
√
κ。

散射态解

若 E > 0，对应散射态解，记 k =
√

2µE
h̄2 ，不妨考虑从左侧入射，则

ψ(x) =

A exp(ikx) +B exp(−ikx) x < 0

C exp(κx) x > 0

利用原函数、导函数原点条件可知

B

A
= i µg

kh̄2

(
1− i µg

kh̄2

)−1

,
C

A
=

(
1− i µg

kh̄2

)−1

从而可发现满足概率守恒定律 R+ J = 1。

也即在 E > 0 时，无论 E 多小，总有一定概率透射；只要 E 不趋于无穷，总有一定概率反射。

§7.3 简谐振子

其势能为

V (x) =
1

2
mω2x2

束缚态时能量取值范围 [0,+∞)。

记 ξ =
√

mω
h̄
x, λ = 2E

h̄ω
，定态薛定谔方程可以写为

d2ψ(ξ)

dξ2 + (λ− ξ2)ψ =

(
d
dξ − ξ

)(
d
dξ + ξ

)
ψ(ξ) + (λ− 1)ψ(ξ) = 0

考虑束缚态边界条件，ξ → ∞时中间方程的第二项可以忽略，从而可以得到一个渐进解 ψ(ξ) = e−ξ2/2，可
设真实解为 ψ(ξ) = e−ξ2/2u(ξ)，则计算可知 u 满足

u′′(ξ)− 2ξu′(ξ) + (λ− 1)u(ξ) = 0

由于 ξ = 0 不是方程奇点，设其为幂级数 u(ξ) =
∑∞

k=0 ckξ
k，则系数满足递推

ck+2 =
2k − λ− 1

(k + 1)(k + 2)
ck

由于 c0, c1 可任取，将偶次项、奇次项分为函数 u1(ξ), u2(ξ)，即得到两线性无关的级数解，但分析可知，

若两级数均有无穷项，它们均 ∼ eξ2，得到的 ψ(ξ) 无法满足边界条件，不成为解。因此必须从某项开始

u1(ξ) 中的 c2k = 0 或 u2(ξ) 中的 c2k+1 = 0 [也即实质上是多项式]，根据递推式即存在 n 使得 λ = 2n+1。

* 当 n 为偶数时 u1(ξ) 为多项式，n 为奇数时 u2(ξ) 为多项式，根据 λ 定义即知能量

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n ∈ N

这时对应次数的 u1(ξ), u2(ξ) 称为厄米多项式，记作 Hn(ξ)。由于 c0, c1 可任取，一般规定最高次项次数

cn = 2n，此时的 n 次厄米多项式记为 Hn(ξ)。

简谐振子的本征系

利用递推可得到母函数公式

e−s2+2ξs =
∞∑
n=0

Hn(ξ)

n!
sn

从而利用泰勒展开计算有

Hn(ξ) = (−1)neξ2 ∂
ne−ξ2

∂ξn
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计算积分 ∫
R
e−s2+2ξse−t2+2ξte−ξ2 =

√
πe2st

并通过母函数展开可得到厄米多项式的正交性∫
R
Hm(ξ)Hn(ξ)e−ξ

2dξ =
√
π2nn!δmn

于是，记 α =
√

mω
h̄
，可得到对应 En 的能量本征函数

ψn(x) =

√
α√
π2nn!

e−α2x2/2Hn(αx)

其满足正交归一条件
∫
R dxψm(x)ψn(x) = δmn。

* 此本征函数不简并，ψn(−x) = (−1)nψn(x)，从而有确定的宇称。

基态

由于基态能量 E0 = 1
2
h̄ω ̸= 0，其称为零点能，意味着微观简谐振子的波动性。其波函数为 ψ0(x) =

α1/2

π1/4 e−α
2x2/2，概率分布为高斯分布。

α−1 为谐振子的特征长度，此时计算得 V (x) = E0，按牛顿力学，|x| > α−1 是不可能的，但实际上仍有

概率。

Dirac 解法
由于谐振子 Ĥ = 1

2m
p̂2 + 1

2
mω2x̂2，利用 [x̂, p̂] = ih̄ 可以作分解

Ĥ =
1

2

(
p̂√
mh̄ω

+ i
√
mω

h̄
x̂

)(
p̂√
mh̄ω

− i
√
mω

h̄
x̂

)
h̄ω +

1

2
h̄ω

记 â = 1√
2

(
p̂√
mh̄ω

− i
√

mω
h̄
x̂
)
, N̂ = â†â，则 Ĥ = N̂ h̄ω + 1

2
h̄ω，这里 N̂ 常称为占有数算符。

由于 N̂ † = N̂，其厄米，且根据定义验证可知本征值大于等于 0。由于 N̂ , Ĥ 相差恒等算符，本征态一致。

设 N̂ 对本征值 n 的本征态 |n⟩，则直接计算可知 [此关系称为 â 是 N̂ 的本征值的降算符，â† 是 N̂ 的本

征值的升算符]
N̂ â|n⟩ = (n− 1)â|n⟩, N̂ â†|n⟩ = (n+ 1)â†|n⟩

由于能级不简并，本征矢量相差倍数意义下唯一，于是 â|n⟩ = λ(n)|n− 1⟩, â†|n⟩ = ν(n)|n+1⟩，又由于计
算可知

|λ(n)|2 = ⟨n|â†â|n⟩ = n

|ν(n)|2 = ⟨n|ââ†|n⟩ = ⟨n|N̂ + Î|n⟩ = n+ 1

即

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, â†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩

由于 N̂ 本征值非负，不断作用 â 需要终止，而当且仅当 n = 0 时能终止，因此 N̂ 本征值即为非负整数，

从而代入 Ĥ 表达式得到

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n ∈ N

* 由于 x̂ = i
√

h̄
2mω

(â − â†), p̂ =
√

mh̄ω
2

(â + â†)，可以计算 x̂|n⟩, p̂|n⟩ 等。由此也可验证不确定性关系
(∆x)0(∆p)0 =

h̄
2
。

* 由于不确定性关系为 ∆x∆p ≥ h̄
2
，满足等号成立的状态称为相干态，即为最小不确定的量子态，最接近

经典情况。
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Dirac-位置表象本征函数
由于 â|0⟩ = 0，利用完备性关系与 ⟨x|p̂|y⟩ = −ih̄ ∂

∂x
δ(x− y), ⟨x|x̂|y⟩ = xδ(x− y)，可将

0 = ⟨x|p̂/
√
mh̄ω − i

√
mω/h̄x̂|0⟩

化为

ψ′
0(x) + α2xψ0(x) = 0, α =

√
mω

h̄

分离 dx 与 dψ0(x) 后积分可解得归一化的

ψ0(x) =

√
α√
π
e−α2x2/2

而利用 â† 作用效果有 |n⟩ = 1√
n!
(â†)n|0⟩，直接计算可得

ψn(x) =
1√

2nn!in

(
1

α

∂

∂x
− αx

)n
ψ0(x) = in

√
α

2nn!
√
π
Hn(ξ)e−ξ

2/2

这里 ξ = αx，多项式 Hn(ξ) 满足关系

Hn(ξ) = (−1)neξ2/2
(
∂

∂ξ
− ξ

)n
e−ξ2/2

可验证此关系与之前的公式等价，从而 Hn(ξ) 仍然是厄米多项式，从而求解出的 ψn 在相差倍数的意义下

与之前的等价。

玻色谐振子

哈密顿算符定义为

ĤB =
1

2
h̄ω(â†B âB + âB â

†
B)

这里 â†B, âB 是 N̂B = â†B âB 的本征值的升降算符，且满足对易关系

[âB, â
†
B] = I

* 于是计算可知 ĤB = h̄ω
(
N̂B + 1

2

)
，之前 Dirac 解法中的推导过程均仍满足，|0⟩ 称为真空态，任何本征

态为

|nB⟩ =
1√
nB!

(â†B)
nB |0⟩

为方便讨论，下方省略下标 B，我们证明三个关于玻色谐振子相干态的结论：

1. 降算符 â 的任意本征态 |α⟩ 均为相干态。

对归一化的本征态，直接计算可得 ⟨α|a|α⟩ = α, ⟨α|a†|α⟩ = ⟨α|a|α⟩† = α∗，其他结论类似，代入

x̂ = i
√

h̄

2mω
(â− â†), p̂ =

√
mh̄ω

2
(â+ â†)

即可计算得到 (∆x)α =
√

h̄
2mω

, (∆p)α =
√

mh̄ω
2
，从而 (∆x)α(∆p)α = h̄

2
，确为相干态。

2. 归一化的相干态 |α⟩ 可表示为 N̂ [或 Ĥ] 的本征矢量 |n⟩ 的线性叠加 e−|α|2/2∑∞
n=0

αn
√
n!
|n⟩。

由完备性可设 |α⟩ =
∑∞

n=0 cn(α)|n⟩，由于 â|n⟩ =
√
n|n − 1⟩，两边对比系数即知 cn(α) 的递推，从

而 cn(α) =
αn
√
n!
c0(α)。

由于 |n⟩ 是归一化的，直接计算即可得 |c0(α)|2e|α|
2

= 0，从而可取 c0(α) = e−|α|2/2，与结论形式相

同。
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3. 玻色谐振子的基态 |0⟩ 也是 â 属于 0 本征值的本征矢量，从而是特殊的相干态。

在上一结论的展开式中代入 α = 0 即可得到 â 对 |0⟩ 满足 |a⟩|0⟩ = 0，从而得证。

费米谐振子

定义反对易 {â, b̂} = âb̂+ b̂â，费米谐振子的哈密顿算符定义为

ĤF =
1

2
h̄ω(â†F âF − âF â

†
F )

这里 â†F , âF 是 N̂F = â†F âF 的本征值的升降算符，且满足反对易关系

{âF , â†F} = Î , {âF , âF} = {â†F , â
†
F} = 0

* 反对易关系第二条即代表平方为 0。
* 计算可知 ĤF = h̄ω

(
N̂F − 1

2

)
利用反对易关系有

N̂2
F = â†F (Î − â†F âF )âF = â†F âF = N̂F

因此代入本征值方程可知本征值只有 0 或 1，对应本征态 |0⟩, |1⟩，|0⟩ 仍称为真空态，计算得其满足

ĤF |0⟩ = −1

2
h̄ω|0⟩

本征值为 0、1 暗含泡利不相容原理，计算可得 [N̂F , âF ] = −âF , [N̂F , â
†
F ] = â†F，从而进一步有

âF |0⟩ = 0, âF |1⟩ = |0⟩, â†F |0⟩ = |1⟩, â†F |1⟩ = 0

考虑一个二维希尔伯特空间，|0⟩, |1⟩ 对应坐标 ψ0 =

(
0

1

)
, ψ1 =

(
1

0

)
，则有坐标表示

aF =

(
0 0

1 0

)
, a†F =

(
0 1

0 0

)
, NF =

(
1 0

0 0

)
,HF =

1

2
h̄ω

(
1 0

0 −1

)

* 记泡利矩阵 σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
，它们都是厄米矩阵，则算符可以写为

aF =
1

2
(σ1 − iσ2), âF =

1

2
(σ1 + iσ2), HF =

1

2
h̄ωσ3

§7.4 超对称方法

超对称简谐振子

* 此对称性存在于玻色自由度与费米自由度之间，但实验目前未证明真实存在。
考虑由相同频率的费米与玻色子构成的体系，哈密顿算符为

Ĥ = ĤB + ĤF = h̄ω(N̂B + N̂F )

其本征态 |nB, nF ⟩ 由 nB, nF 唯一确定，从而 Ĥ 的本征值

EnB ,nF
= (nB + nF )h̄ω, nB ∈ N, nF ∈ {0, 1}

* 其真空态为 |0, 0⟩，对应能量为 0，其他能级均二重简并，|nB, 1⟩, |nB + 1, 0⟩ 对应同一本征值，前者称为
费米型本征态，后者称为玻色型本征态。
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通常约定 [âB, âF ] = [â†B, âF ] = [âB, â
†
F ] = [â†B, â

†
F ] = 0，这是由于它们分属不同的自由度，由此有

âB|nB + 1, nF ⟩ =
√
nB + 1|nB, nF ⟩

对 âF 类似，可视为仅对 nF 作用。

定义 Q̂ = â†B âF，则 Q̂† = âB â
†
F，可发现

Q̂|nB, 1⟩ =
√
nB + 1|nB + 1, 0⟩, Q̂†|nB + 1, 0⟩ =

√
nB + 1|nB, 1⟩

即实现了从属同一本征值的能量本征态转换。

* 由于 â2F = 0，可知 Q̂2 = (Q̂†)2，且整理计算有

{Q̂, Q̂†} =
Ĥ

h̄ω
, [Ĥ, Q̂] = [Ĥ, Q̂†] = 0

由此可称 Q̂, Q̂† 与 Ĥ 形成了阶化李代数，称为 N = 1 超对称代数。

超对称量子力学

位置表象下，超对称量子力学体系仍通过 Q̂, Q̂† 定义：

Q̂ =
1√
2µ

(P̂ + iW (x))σ+, Q̂† =
1√
2µ

(P̂ − iW (x))σ−

这里 W 称为超势，且

P̂ = −ih̄ d
dx, σ± =

1

2
(σ1 ± iσ2)

* 此处的波函数为两个波函数组成的列向量
(
ψ(x)

ϕ(x)

)
，矩阵 σ± 作用即为矩阵乘法，标量算符作用代表对

两个元素分别作用。

定义 Â± = 1√
2µ
(P̂ ∓ iW (x))，则 Â− = Â†

+，计算可知

Ĥ = {Q̂, Q̂†} = Â−Â+σ+σ− + Â+Â−σ−σ+ =

(
Â−Â+ 0

0 Â+Â−

)

记左上角、右下角分别为 Ĥ−, Ĥ+，则计算可得

Ĥ± =
P̂ 2

2µ
+ V±(x), V±(x) =

1

2µ

(
W (x)2 ± h̄

dW (x)

dx

)
* 超对称量子力学将 Ĥ± 定义的普通量子力学体系联系在一起。

* 由于 Q̂Q̂† 与 Q̂†Q̂ 均半正定，利用定义可知 Ĥ 半正定，同理 Ĥ± 亦半正定。[这里半正定指本征值为非
负实数。]
以 |0⟩ 表示 Ĥ 的基态，若 Q̂|0⟩ = Q̂†|0⟩ = 0，则称体系具有超对称性，此时 Ĥ|0⟩ = 0，否则称超对称性

发生了自发破缺。

体系具有超对称性时，计算可知 |0⟩ 的波函数即为 ψ0(x)

(
1

0

)
，且 ψ0(x) 满足 Â+ψ0(x) = 0，进一步计算

得

W (x) = −h̄ d lnψ0(x)

dx
根据定义，ψ0(x) 亦为 Ĥ− = Â−Â+ 最小本征值 0 的基态波函数，Ĥ−ψ0(x) = 0。

* 除了 Ĥ− 的零本征值外，Ĥ± 具有完全相同的本征值谱，这是由于 Ĥ−ψ(x) = λψ(x) 可以直接计算出

Ĥ+(Â+ψ(x)) = λÂ+ψ(x)，但 0 时 Â+ψ(x) = 0，并非真正的本征矢量。
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超对称体系示例

考虑一维无限深势阱，V (x) 在 [0, a] 为 0，其余为无穷，则质量为 µ 的粒子处于束缚态，回顾之前推导

[综合奇、偶宇称解] 可知能量本征值为

En =
n2π2h̄2

2µa2
, n ∈ N∗

归一化的本征函数系为

Ψn(x) =

√
2

a
sin nπx

a
, x ∈ [0, a]

受此启发考虑限制在 [0, a] 的一维量子力学体系，基态波函数为 Ψ1(x)，则根据超对称性条件可构造超势

W (x) = −h̄ d lnΨ1(x)

dx = −πh̄
a

cot πx
a

由此利用 Ĥ± 的表达式可知

Ĥ+ = − h̄2

2µ

d2

dx2 +
π2h̄2

2µa2
1 + cos2(πx/a)
1− cos2(πx/a) , Ĥ− = − h̄2

2µ

d2

dx2 − π2h̄2

2µa2

对应的 V+ 是无限深势阱，但 Ĥ+ 本征值的直接求解是困难的。不过，对 Ĥ−，可直接求解得到

E−
n =

(n2 − 1)π2h̄2

2µa2
, ψ−

n (x) =

√
2

a
sin nπx

a
, x ∈ [0, a], n ∈ N∗

从而根据 Ĥ± 本征值与本征矢量的关系，利用

Â+ =
1√
2µ

(
− ih̄ drdx − iW (x)

)
可直接计算出 Ĥ+ 的本征值、本征态为

E+
n =

n(n+ 2)π2h̄2

2µa2
, ψ+

n (x) = − ih̄
√
µa

π

2a

n sin
(
(n+ 2)πx/a

)
− (n+ 2) sin(nπx/a)

sin(πx/a) , x ∈ [0, a] n ∈ N∗

* 计算极限可发现其的确满足束缚态条件，但此 ψ+
n 并未归一化。

形状不变性

一般情况下超对称方法只能将表观相差大的 Ĥ± 联系在一起，不过若势能 V±(x) 具有形状不变性，它们

的本征值问题可以共同精确求解。

定义：V+(a, ai) = V−(x, ai+1) +R(ai+1)，这里 ai, i ∈ N 为某些常参数。
此时算符满足 Ĥ+(ai) = Ĥ−(ai+1) +R(ai+1)，约定 Ĥ−(ai) 基态能量为 0，设本征函数为 ψ−

0 (x, ai)，则根

据超对称关系可计算得到

Ĥ+(ai)ψ
−
0 (x, ai+1) = R(ai+1)ψ

−
0 (x, ai+1)

即 R(ai+1) 是 Ĥ+(ai) 的基态能量，根据超对称关系其同样也是 Ĥ−(ai) 的第一激发态能量。

* 物理逻辑要求 R(ai+1) > 0。

定义哈密顿算符序列

Ĥ(0) = Ĥ−(ai), Ĥ(n) = Ĥ−(an) +

n∑
i=1

R(ai)

类似上方推导，Ĥ(0) 的基态能量本征值为 0，第 n激发态能量本征值
∑n

i=1R(ai)，这也是 Ĥ(k) 的第 n−k
激发态能量本征值。

例：考虑一维有限深势阱

V (x) = −U0sech2(αx), U0 > 0, α > 0
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以此的哈密顿算符变形 [添加 h̄2A2

2µ
项以使超势可以求解] 作为 Ĥ−：

V−(x) =
h̄2A2

2µ
− U0sech2(αx), W (x) = Ah̄ tanh(αx)

* 增添后原势阱每个能量本征值即等于 Ĥ− 对应本征值减
h̄2A2

2µ
。

代入 V− 与 W 的方程可得到关于 A 的二次方程，由物理合理性得到参数 A 为

A = −α
2

(
1−

√
1 +

8µU0

α2h̄2

)
进一步代入可得到

V−(x, U0) = U0 +
α2h̄2

4µ

(
1−

√
1 +

8µU0

α2h̄2

)
− U0sech2(αx)

V+(x, U0) = U0 +
α2h̄2

4µ

(
1−

√
1 +

8µU0

α2h̄2

)
−
(
U0 +

α2h̄2

2µ

(
1−

√
1 +

8µU0

α2h̄2

))
sech2(αx)

* 为使势能有形状不变性，需要 sech2(αx) 前系数为负，分析可发现这需要 U0 ≫ α2h̄2

8µ
。

定义

U1 = U0 +
α2h̄2

2µ

(
1−

√
1 +

8µU0

α2h̄2

)
计算可得

V+(x, U0) = V−(x, U1) +R(U1), R(U1) =
α2h̄2

2µ

√
1 +

8µU1

α2h̄2

* 由此其为合乎物理逻辑的形状不变势。
规定 Ĥ− 基态能量本征值为 0，计算可得到原势阱中基态能量本征值为

E0 = −U0 +
α2h̄2

4µ

(√
1 +

8µU0

α2h̄2
− 1

)
根据条件有 −U0 < E0 < 0，符合物理直觉。

计算可得

2 +

√
1 +

8µU1

α2h̄2
=

√
1 +

8µU0

α2h̄2

从而原势阱第一激发态能量本征值为基态能量本征值增添 R(U1)，即为

E1 = −U0 +
α2h̄2

4µ

(
3

√
1 +

8µU0

α2h̄2
− 5

)
为求解更高激发态，类似计算发现可取

Ui+1 = Ui +
α2h̄2

2µ

(
1−

√
1 +

8µUi

α2h̄2

)
则满足 √

1 +
8µUi+1

α2h̄2
= −2 +

√
1 +

8µUi

α2h̄2
, V+(x, Ui) = V−(x, Ui+1) +R(Ui+1), i ∈ N

由此可知

Ei − Ei−1 = R(Ui) =
α2h̄2

2µ

(√
1 +

8µU0

α2h̄2
− 2i

)
于是计算有

En = E0 +
n∑
i=1

(Ei − Ei−1) = −α
2h̄2

8µ

(√
1 +

8µU0

α2h̄2
− (2n+ 1)

)2

* 由此体系的束缚态有限，需满足 En > En−1。
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一维氢原子模型：考虑 V (x) = − e2

x
，对应体系在 E < 0 时为束缚态，由于势阱深度无限，束缚态数目无

限。

将此体系 Ĥ 增添 µe4

2h̄2 可得

W (x) =
µe2

h̄
=
µe2

h̄
− h̄

x
, V−(x) = −e

2

x
+
µe4

2h̄2
, V+(x) = −e

2

x
+
µe4

2h̄2
+

h̄2

µx2

* 由于 Ĥ− 基态能量为 0，一维氢原子最低能量本征值即为 −µe4

2h̄2，符合玻尔能级公式。

由于 V± 形式并不构成形状不变势，需要修正，定义

U−(x, n) = −e
2

x
+

µe4

2h̄2(n+ 1)2
+
h̄2n(n+ 1)

2µx2
, U+(x, n) = −e

2

x
+

µe4

2h̄2(n+ 1)2
+
h̄2(n+ 1)(n+ 2)

2µx2

R(n) =
µe4

2h̄2

(
1

n2
− 1

(n+ 1)2

)
* 这时 W (x, n) = µe2

(n+1)h̄
− (n+1)h̄

x
，可验证上方定义能形成符合物理诠释的形状不变势。

* 由于 U−(x, 0) = V−(x)，这样修正后仍可正确计算出各激发态的能量本征值，对原问题即

En+1 − En = R(n), En = E0 +
n∑
i=1

(Ei − Ei−1) = − µe4

2n2h̄2

符合玻尔能级公式。

八 角动量

§8.1 转动与角动量算符

量子力学假设：角动量是态矢量空间转动变换的生成元，是力学量算符。

三维空间转动

利用几何知识可知三维空间保原点转动变换可写为 V ′ = RV，这里 V, V ′ 为三维矢量，R 为某实正交矩

阵，由于转动不改变定向还应满足 detR = 1。

考虑绕三个坐标轴转角为 ϕ 的转动 [这里 cϕ, sϕ 为 cosϕ, sinϕ 的简写]

R(ϕ, e1) =


1

cϕ −sϕ
sϕ cϕ

 , R(ϕ, e2) =


cϕ sϕ

1

−sϕ cϕ

 , R(ϕ, e3) =


cϕ −sϕ
sϕ cϕ

1


* 事实上所有 R(ϕ, ei) 是三维旋转变换群 SO(3) [SO(3) 即为所有三维行列式为 1 的正交阵] 的生成元。
泰勒展开可得到转角 δϕ 的无穷小转动为

R(δϕ, ea) = I − iδϕXa, X1 = i

 −1

1

 , X2 = i


1

−1

 , X3 = i


−1

1


利用张量记号，记 ϵabc 为只有 1a, 2b, 3c位置为 1，其他为 0的矩阵的行列式值，则可写为 (Xa)bc = −iϵabc，
满足 [Xa, Xb] = iϵabcXc。

* 可验证转轴方向单位矢量为 n 时的无穷小转动

R(δϕ, n) = I − iδϕ(n1X1 + n2X2 + n3X3)
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右端括号中可简记为 n · X，这里 X 实际是三阶张量。
* 经典力学中，忽略二阶小量计算认为无穷小转动可交换，但这里注重一阶小量前的系数矩阵 [在此后的
量子情况中对应算符]，是不对易的。

态矢量空间转动

对任何三维转动 R ∈ SO(3)，应存在线性算符 D̂(R)，将 |Ψ⟩ 映射到 |ΨR⟩，且保持长度不变。此算符称为
态矢量空间的转动变换算符。

由模长不变，D̂(R) 必为幺正变换，且由于旋转复合性质，其应满足 D̂(R1)D̂(R2) = D̂(R1R2)。

* 这在数学上即代表 D̂(R) 全体构成 SO(3) 群的一个幺正表示。

对应一般的无穷小转动 R(δϕ, n) = I − iδϕn · X，无穷小的转动变换算符应有

D̂(δϕ, n) = D̂(R(δϕ, n)) = Î − iδϕ
h̄

n · Ĵ

这里三维算符 Ĵ 即为无穷小转动的生成元，量子力学诠释为体系角动量算符，是厄米的。
仿照经典转动，角动量算符各分量满足对易关系 [可作为等价定义]

[Ĵa, Ĵb] = ih̄ϵabcĴc

* 与位置、动量不同，由于角动量算符各分量互相不对易，不存在共同本征矢量系，也即无法同时测量。

本征值问题

由对称性，可不妨考虑 Ĵ3 的本征值与本征矢量。

定义角动量平方算符 Ĵ2 = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3，计算可验证 [Ĵi, Ĵ

2] = 0，因此 Ĵ3 与 Ĵ2 可存在共同本征矢量系。

考虑 Ĵ2 与 Ĵ3 的共同本征值问题 [假定它们构成力学量完全集]，本征矢量 |a,m⟩ 满足

Ĵ2|a,m⟩ = ah̄2|a,m⟩, Ĵ3|a,m⟩ = mh̄|a,m⟩

* 注意这里 a,m 并非本征值，而是相差 h̄2 与 h̄ 倍。

定义阶梯算符 Ĵ± = Ĵ1 ± iĴ2，由 Ĵ1, Ĵ2 厄米性可知 Ĵ†
± = Ĵ±，则有

[Ĵ+, Ĵ−] = 2h̄Ĵ3, [Ĵ3, Ĵ±] = ±h̄Ĵ±, [Ĵ2, Ĵ±] = 0, Ĵ2 = Ĵ+Ĵ− + Ĵ2
3 − h̄Ĵ3 = Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2

3 + h̄Ĵ3

* 可进一步计算得

Ĵ3Ĵ±|a,m⟩ = (m± 1)h̄Ĵ±|a,m⟩, Ĵ2Ĵ±|a,m⟩ = ah̄2Ĵ±|a,m⟩

因此阶梯算符是 Ĵ3 本征值的升降算符。由力学量完全集的性质，必有 Ĵ±|a,m⟩ = N±|a,m± 1⟩，这里 N±

是待定的归一化常数。

利用厄米性，Ĵ2
i = Ĵ†

i Ĵi，直接展开计算可知 ⟨Ĵ2⟩Ψ ≥ ⟨Ĵ2
3 ⟩Ψ，取 |Ψ⟩ = |a,m⟩ 得到 a ≥ m2，由此 m 存在

上限 j、下限 j′，满足

a ≥ j2, a ≥ (j′)2, Ĵ+|a, j⟩ = 0, Ĵ−|a, j′⟩ = 0

利用 Ĵ 用阶梯算符表达的形式，计算即得

a = j(j + 1) = j′(j′ − 1)

由 j(j + 1) = j′(j′ − 1)，两边同加 1
4
，结合 j′ ≤ j 即得 j′ = −j，于是可将共同本征态记为 |j,m⟩，满足

Ĵ2|j,m⟩ = j(j + 1)h̄2|j,m⟩, Ĵ3|j,m⟩ = mh̄|j,m⟩, −j ≤ m ≤ j

* 由于 Ĵ− 逐次作用于 |j, j⟩ 可得到 |j,−j⟩，必然有 j = n
2
, n ∈ N，也即其必然为半整数。



八 角动量 38

角动量表象

根据力学量完全集的性质，全体 |j,m⟩ 可作为态矢量空间 H 的一组基，这组基下称为 Ĵ3 表象，满足

⟨j′,m′|Ĵ2|j,m⟩ = j(j + 1)h̄2δjj′δmm′ , ⟨j′,m′|Ĵ3|j,m⟩ = mh̄δjj′δmm′

下面计算 Ĵ1 与 Ĵ2 在此表象的坐标。由于

Ĵ±|j,m⟩ = N±|j,m± 1⟩, ⟨j,m|Ĵ∓ = N∗
±⟨j,m± 1|

对比系数可得到 |N±|2 = h̄2(j(j + 1)−m(m± 1))，整体相位因子不影响概率诠释与归一化，因此可写出

N± = h̄
√
j(j + 1)−m(m± 1)

于是

⟨j′,m′|Ĵ±|j,m⟩ = h̄
√
j(j + 1)−m(m± 1)δjj′δm±1,m′

* 线性组合即得 Ĵ1, Ĵ2，Ĵ1 在 Ĵ3 表象下为实对称矩阵，Ĵ2 为纯虚的反对称矩阵。

* 若 j = 1
2
，Ĵ3 表象下 Ĵ 即可写为 h̄

2
(σ1, σ2, σ3)，这里 σi 即为上章的泡利矩阵，满足

σaσb = δabI + iϵabcσc

轨道角动量

类似经典力学，轨道角动量算符为 L̂ = r̂ × p̂，或在位置表象波函数空间

L̂ = −ih̄r ×∇

* 可验证其满足角动量算符定义要求的对易关系，因此确为一类角动量算符。
考虑球坐标系 (r, θ, ϕ) 下，变换关系为 [用 c, s 加下标 u 简写 sinu, cosu]

er = e3cθ + e1sθcϕ + e2sθsϕ

eθ = −e3sθ + e1cθcϕ + e2cθsϕ

eϕ = −e1sϕ + e2cϕ

计算可得 [∂ 加下标 u 简写 ∂
∂u
，此后有时仍用此简写]

L̂1 = ih̄(sϕ∂θ + cot θcϕ∂ϕ)

L̂2 = −ih̄(cϕ∂θ − cot θsϕ∂ϕ)

L̂3 = −ih̄∂ϕ

L̂2 = −h̄2
(

1

sθ
∂θ(sθ∂θ) +

1

s2θ
∂2
ϕ

)
* 可验证仍有 [L̂2, L̂a] = 0，群论中称 L̂2 为 L̂i 生成的 SO(3) 的卡西米尔算符。

设位置表象下对应的波函数 Ylm，本征值方程即为

L̂3Ylm = mh̄Ylm, L̂2Ylm = l(l + 1)h̄2Yim

也即 ∂ϕY = imY

sθ∂θ(sθ∂θ)Y +
(
s2θl(l + 1)−m2

)
Y = 0
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球谐函数

从第一个方程可知 Ylm 可写为 Y (θ, ϕ) = Θ(θ)eimϕ，若其在转动下为单值函数，即 Y (θ, ϕ+2π) = Y (θ, ϕ)，

则可得到 m 为整数 [称为磁量子数]。
* 对一般角动量，根据上一部分推导可知 m 必然为半整数，但未必整，因为概率诠释下 [即考虑模长] 相
差相位无区别，如 l = m = 1

2
时

Y (θ, ϕ) =
√
sθeiϕ/2, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]

也是可接受的解，在概率诠释下于单位球表面单值。

对轨道角动量而言，记

q̂1 =
1√
2
(x1 − ih̄∂x2

), q̂2 =
1√
2
(x1 + ih̄∂x2

), p̂1 = − 1√
2
(x2 + ih̄∂x1

), p̂2 =
1√
2
(x2 − ih̄∂x1

)

则计算有

L̂3 =
1

2
(q̂21 + p̂21)−

1

2
(q̂22 + p̂22)

将其写为 Ĥ1 − Ĥ2，可发现二者为相互独立 [即 [Ĥ1, Ĥ2] = 0] 的简谐振子的哈密顿算符，对应质量 M = 1，

角频率 ω = 1。

根据数学知识可知存在表象使得 Ĥ1, Ĥ2 同为对角阵，于是 L̂3 的本征值应为 Ĥ1, Ĥ2 本征值在某排列下对

应作差，而 Ĥ1, Ĥ2 本征值均为所有
(
n+ 1

2

)
h̄, n ∈ N，其差必然为整数。

事实上，数学上可以解得，对 L̂2 的本征值 l(l + 1)h̄, l ∈ N 与 L̂3 的本征值 mh̄,m = −l,−l + 1, . . . , l，共

同本征函数为球谐函数

Ylm(θ, ϕ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ)eimϕ

Pml 为缔合勒让德多项式，满足 [当 m = 0 时可以省略上标，即为普通的勒让德多项式]

1

sθ
∂θ(sθ∂θ)P

m
l (cθ) +

(
l(l + 1)− m2

s2θ

)
Pml (cθ) = 0

* 根据特殊函数理论，球谐函数满足单位球面的正交归一关系∫ 2

0

πdϕ
∫ π

0

sin θdθY ∗
lm(θ, ϕ)Yl′m′(θ, ϕ) = δll′δmm′

* 前几个球谐函数显示表达式为

Y00(θ, ϕ) =
1√
4π
, Y10(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1(θ, ϕ) = ∓

√
3

8π
sin θe±iϕ

Y00 为常数，对所有角动量分量都是本征函数，对应本征值均为 0。

§8.2 自旋

自旋角动量

假设电子存在两种角动量，轨道角动量 L̂ 与自旋角动量 Ŝ，自旋角动量在空间任何方向的投影 [即 Ŝi 的

本征值] 只可能为 ± h̄
2
。

* 原子物理中，与自旋相联系的自旋磁矩 µS = eh̄
2mc
。

* 自旋角动量并不是自转：看作自转则会得到自转线速度 205c，c 为光速，这个结果是荒谬的。更准确来

说，其应被称为内禀角动量。

回到 SG 实验，其证明了电子的内禀角动量在 z 方向有两种取值，由于其为角动量，根据之前推导可知本

征值只能为 ± h̄
2
，将 h̄ 前的系数称为自旋相关的自旋量子数 ms，则对应的 Ŝ2 本征值为 s(s+1)h̄2 = 3

4
h̄2，

这里 s 即为角量子数。
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* 电子自旋的 s = 1
2
，可称其自旋为 1

2
。

* 实验表明，内禀角动量刻画了各种粒子的内禀属性。自旋量子数 s 根据角动量的推导可知必然为半整数，

其为整数代表粒子服从 Bose-Einstein 统计 [玻色子]，否则服从 Fermi-Dirac 统计 [费米子]。

旋量波函数

由于自旋的存在，电子不止具有三个自由度，还存在内禀自由度，因此必须增加自旋角动量投影 S3，波函

数成为 ψ(r, S3)，S3 只有 ± h̄
2
两取值，因此其也可写为

ψ(r, S3) =

(
ψ(r,+h̄/2)
ψ(r,−h̄/2)

)

称为旋量波函数。

* 这时 |ψ(r,+h̄/2)|2 代表电子自旋向上 [即 ms =
1
2
] 且在 r 处的概率密度，对 r 积分得到自旋向上概率，

归一化条件为 ∑
S3=±h̄/2

∫
d3x|ψ(r, S3)|2 = 1

或用旋量波函数的向量形式写为 [这里 ψ 为二维列向量]∫
d3xψ†(r, S3)ψ(r, S3) = 1

* 某些特殊情况下 [位置与自旋独立]，波函数可以分离变量 ψ(r, S3, t) = φ(r, t)χ(S3)，这时 χ(S3) =

(
a

b

)
，

|a|2, |b|2 表示自旋向上/向下的概率，归一化条件即为 χ†χ = 1。

自旋角动量算符

记其为 Ŝ，其为态矢量空间的线性厄米算符，且满足一般角动量算符的对易关系。
记泡利算符 σ̂ = 2

h̄
Ŝ，由 Ŝi 本征值可知 σ̂i 本征值只能为 ±1，因此 σ̂2

i = Î , i = 1, 2, 3，由此计算得

σ̂iσ̂j = δij + iϵijkσ̂k, {σ̂i, σ̂j} = 2δij

泡利表象：将 σ̂3 矩阵表示为泡利矩阵 σ3，求解可得到 σ̂1 矩阵表示为(
0 eiα

e−iα 0

)

由于相差相因子不影响，可取 α = 0，矩阵即成为泡利矩阵 σ1，进一步得到 σ̂2 的矩阵表示即为 σ2。

* 计算发现 σ3 属于 ±1 的本征态在此表象下即为

(
1

0

)
与

(
0

1

)
，满足正交归一条件。

* 此表象下 σ1 属于 ±1 的本征态为
1√
2

(
1

1

)
,
1√
2

(
1

−1

)
，σ2 属于 ±1 的本征态为

1√
2

(
1

i

)
,
1√
2

(
1

−i

)
。

* 在旋量波函数下，自旋角动量算符即可写为泡利矩阵，对应作用为矩阵乘法。

光子自旋

与电子不同，光子自旋量子数为 s = 1。

光子的薛定谔方程：考察真空麦克斯韦方程组，无电流、电荷存在的区域，只存在两个独立方程

∇× E = −∂B
∂t
, ∇× B = µ0ϵ0

∂E
∂t

记复场强

Ψ =

√
ϵ0
2

E + i B√
2µ0
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则此两方程可写为

ih̄∂Ψ
∂t

= h̄c∇×Ψ, ∇ ·Ψ = 0

利用张量记号，引入厄米矩阵 Si, i = 1, 2, 3 使得 (Si)ab = −iϵiab，则方程可改写为

ih̄∂Ψ
∂t

= −ih̄c(S · ∇)Ψ, ∇ ·Ψ = 0

这里 S = (S1, S2, S3)。因此，光子的波函数也应为满足上式的三维列向量 Ψ，这即给出了其时间演化方程

[事实上与麦克斯韦方程组等价]，哈密顿算符为

Ĥ = −ih̄cS · ∇ = cS · p̂

与完全相对论性粒子能量动量关系 E = pc 对应。

* 由于光子 Ψ 的物理意义，|Ψ|2 代表电磁场能量密度，体现的是电磁波波动性，并非概率波。其积分为能
量，不能归一化，且 Ψ 与 eiαΨ 描述不同光子态。

* 在 t 时刻 r 处发现光子的概率密度为

ρ(r, t) = |Ψ(r, t)|2∫
d3x′|Ψ(r′, t)|2

电磁场能量密度非零的任意场点都可能发现光子，因此单光子体系下位置矢径算符没有本征态 [这里位置
表象下位置矢径算符并非 r，因为 Ψ 满足 ∇ ·Ψ 约束时 xΨ 并不满足，因此 r 并非算符]。
上述方程中，Sh̄ 即是位置表象下光子的自旋角动量算符 [其作用于波函数上为 (S1Ψ, S2Ψ, S3Ψ)]，类似电
子泡利矩阵，可验证 [Si, Sj ] = iϵijkSk, S2 = 2I，因此 s(s+ 1) = 2，光子自旋为 1。

* 由于 S3 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

，计算可得对应其本征值 ms = 1,−1, 0 的本征态分别为

Ψ1 =
1√
2


1

i
0

 , Ψ−1 =
1√
2


1

−i
0

 , Ψ0 =


0

0

1


由此光子波函数可写为 ψ1(r, t)Ψ1 + ψ−1(r, t)Ψ−1 + ψ0(r, t)Ψ0，这里小写 ψ 为函数。

* 只有 0 自旋态时，将 ψ0(r, t)Ψ0 代入薛定谔方程 [这意味着 E,B 都只有 z 方向分量] 可得 ψ0 只能为恒

定值，也即电、磁均为为匀强场，在单光子体系中不可能出现。

* 根据类似形式，可猜测零质量相对论性标量自由粒子哈密顿算符为 Ĥ = c|p̂|，质量 µ 的非相对论性标量

自由粒子哈密顿算符为 Ĥ = p̂2

2µ
，而对质量 µ 的非相对论性自由电子应满足

Ĥ =
1

2µ
(σ̂ · p̂)2

事实上可计算验证，这与 Ĥ = p̂2

2µ
完全相同，但此形式仍然具有意义，见下章。

§8.3 总角动量

量子力学体系中，自旋角动量与轨道角动量对任意分量应满足 [L̂i, Ŝj ] = 0，也即二者独立。其和 Ĵ = L̂+ Ŝ
定义为总角动量。

* 一般情况下，若某体系有两独立角动量算符，可定义和为总角动量。
* 计算可发现 Ĵ 也满足角动量算符的要求，于是对 Ĵ3, Ĵ

2 共同本征态 |j,m⟩ 满足

Ĵ3|j,m⟩ = mh̄|j,m⟩, Ĵ2|j,m⟩ = j(j + 1)h̄2|j,m⟩
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这里 j 为角量子数，m 为磁量子数，m = −j,−j + 1, . . . , j。

C-G 系数
考虑一般的 Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2，假设已知 Ĵ13, Ĵ2

1 的本征态为 |j1,m1⟩，Ĵ23, Ĵ2
2 的本征态为 |j2,m2⟩。

此体系中，由于独立性，需要 Ĵ13, Ĵ2
1, Ĵ23, Ĵ2

2 才能构成力学量完全集。另一方面，计算对易性可发现力学量

完全集也可取为 Ĵ2
1, Ĵ2

2, Ĵ
2, Ĵ3，当给定 j1, j2 后，对应 (2j1 + 1)(2j2 + 1) 维子空间 [由 m1,m2 的选取]，下

面确定后选择一种完全集时 j 的可能取值。将前一种完全集对应的共同本征矢量记作 |j1, j2;m1,m2⟩，后
一种记作 |j1, j2; j,m⟩J。
利用正交归一性可知给定 j1, j2 后

Î =
∑
m1,m2

|j1, j2;m1,m2⟩⟨j1, j2;m1,m2|

于是

|j1, j2; j,m⟩J =
∑
m1,m2

|j1, j2;m1,m2⟩⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩J

这里右侧的内积称为 Clebsch-Gordan 系数，或简称 C-G 系数。
由 Ĵ3 = Ĵ13 + Ĵ23，计算即得 Ĵ3|j1, j2;m1,m2⟩ = (m1 +m2)h̄|j1, j2;m1,m2⟩，因此 |j1, j2;m1,m2⟩ 是 Ĵ3 属

于 m1 +m2 的本征矢量。

展开式两边同作用 Ĵ3，对比系数即可知 C-G 系数非零必须 m = m1 +m2，展开式可重新写为 [为 Ĵ3 本

征矢量代表其中只含有 m = m1 +m2 的成分，因此这个写法是自然的]

|j1, j2; j,m⟩J =

j1∑
m1=−j1

|j1, j2;m1,m−m1⟩⟨j1, j2;m1,m−m1|j1, j2; j,m⟩J

* 此处求和只包含 m−m1 ∈ [−j2, j2] 的项。
事实上，为使展开合理，还需验证 Ĵ3, Ĵ

2 是 j1, j2 给定后的子空间中的线性厄米算符 [数学上意味着子空
间是它们的不变子空间]。对 Ĵ3，由于上方已经验证了子空间中均为 Ĵ3 的本征矢量，结论自然满足。对 Ĵ2

记阶梯算符 Ĵa± = Ĵa1 ± iĴa2，则计算可知

Ĵ2 = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + 2Ĵ13Ĵ23 + Ĵ1+Ĵ2− + Ĵ1−Ĵ2+

从而利用阶梯算符性质进一步计算得

Ĵ2|j1, j2;m1,m2⟩ = (j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1) + 2m1m2)h̄
2|j1, j2;m1,m2⟩

+
√

(j2(j2 + 1)−m2(m2 − 1))(j1(j1 + 1)−m1(m1 + 1))h̄2|j1, j2;m1 + 1,m2 − 1⟩

+
√

(j2(j2 + 1)−m2(m2 + 1))(j1(j1 + 1)−m1(m1 − 1))h̄2|j1, j2;m1 − 1,m2 + 1⟩

于是作用后的确还在子空间中，得证。

为使 j 取到最大值，即需 m 取到最大值，此时必然 m1 = j1,m2 = j2，得到最大值时 m = j = j1 + j2，这

时 C-G 系数 ⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j1 + j2, j1 + j2⟩J = δm1,j1δm2,j2，且 ⟨j1, j2; j1, j2|j1, j2; j, j⟩J = δj,j1+j2。

由于维数为 (2j1 + 1)(2j2 + 1)，且 j 取定时 m 有 2j + 1 种取值，假定 j 取相差整数的值，即取值范围

jm, jm + 1, . . . , j1 + j2，可得

(2j1 + 1)(2j2 + 1) =

j1+j2∑
j=jm

(2j + 1)

结合 j ≥ 0 即知 jm = |j1 − j2|。
由阶梯算符 Ĵ± = Ĵ1±+Ĵ2± 即可计算 C-G系数。记 j0 = j1+j2，利用之前的 |j1, j2; j0, j0⟩J = |j1, j2; j1, j2⟩，
两边作用 Ĵ− 得到 [可验证其即为 Ĵ3 的降算符且不改变 Ĵ2 本征值 j0]

|j1, j2; j0, j0 − 1⟩J =

√
j1
j0
|j1, j2; j1 − 1, j2⟩+

√
j2
j0
|j1, j2; j1, j2 − 1⟩



八 角动量 43

再利用 |j1, j2; j0, j0 − 1⟩J 与 |j1, j2; j0 − 1, j0 − 1⟩J 正交与归一条件即有

|j1, j2; j0 − 1, j0 − 1⟩J =

√
j2
j0
|j1, j2; j1 − 1, j2⟩ −

√
j1
j0
|j1, j2; j1, j2 − 1⟩

类似递推可得所有系数。

电子的总角动量

由于电子 s = 1
2
确定，力学量完全集可选为 L̂2, L̂3, Ŝ3 或 L̂2, Ĵ2, Ĵ3 [相当于上一部分讨论去掉 Ŝ2]。

利用旋量波函数的写法，L̂2, Ĵ2, Ĵ3 共同本征态可写为列矩阵 [这里由于只涉及转动，可利用球坐标书写，
且由对称性与 r 无关]

Ψ(θ, ϕ, S3) =

(
ψ1(θ, ϕ)

ψ2(θ, ϕ)

)
设对 L̂2, Ĵ3 本征值为 l(l + 1)h̄2,mjh̄，则可直接写出方程

L̂2ψ1 = l(l + 1)h̄2ψ1, L̂2ψ2 = l(l + 1)ψ2

L̂3

(
ψ1

ψ2

)
+
h̄

2

(
1

−1

)(
ψ1

ψ2

)
= mjh̄

(
ψ1

ψ2

)
利用轨道角动量本征态为球谐函数，可解出

Ψ(θ, ϕ, S3) =

(
aYlm(θ, ϕ)

bYl,m+1(θ, ϕ)

)

这里 m = mj − 1
2
，a, b 为参数。

下面设对 Ĵ2 本征值为 j(j + 1)h̄2，进一步求解。设 L̂ 的阶梯算符为 L̂±，直接计算可得

Ĵ2 =

(
L̂2 + 3

4
h̄2 + h̄L̂3 h̄L̂−

h̄L̂+ L̂2 + 3
4
h̄2 − h̄L̂3

)

将 L̂2 用升降算符展开，利用对易性直接计算可知

L̂±Ylm = h̄
√
l(l + 1)−m(m± 1)Yl,m±1

* 由阶梯算符的升降性可知能写为 Yl,m±1 乘系数，约定系数取实数后类似之前计算平方可得结果。

由此整理可得 
(
l(l + 1) + 3

4
+m− j(j + 1)

)
a+

√
l(l + 1)− (m+ 1)(m+ 1− 1)b = 0√

l(l + 1)−m(m+ 1)a+

(
l(l + 1)− 1

4
−m− j(j + 1)

)
b = 0

若其有非零解，计算行列式可知等价于 j = l ± 1
2
。

* 事实上根据上一部分推导，由于 s = 1
2
，j 的范围可以直接得到。

j = l + 1
2
时 a

b
=
√

l+m+1
l−m ，j = l − 1

2
时 a

b
= −

√
l−m
l+m+1

，由此即得到了完整的解，或用 j,mj 写成

ψljmj
=

1√
2j

(√
j +mjYj−1/2,mj−1/2√
j −mjYj−1/2,mj+1/2

)
, j = l +

1

2

ψljmj
=

1√
2j + 2

(
−
√
j −mj + 1Yj+1/2,mj−1/2√
j +mj + 1Yj+1/2,mj+1/2

)
, j = l − 1

2

* 在 l = 0 时不存在自旋-轨道耦合，总角动量即为自旋。
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九 三维量子力学

§9.1 氢原子

有心力场

* 定义为 V (r) = V (r)，经典力学中计算即有 L = r × p 为守恒量。
量子力学中，位置表象下有心力场哈密顿算符为

Ĥ = − h̄2

2µ
∇2 + V (r)

直接计算可知 [L̂, p̂2] = [L̂, V (r)] = 0，于是 [L̂, Ĥ] = 0，回顾第五章时间演化规律可知其为守恒量算符。

由此，有心力场下轨道角动量增添 Ĥ 即能得到力学量完全集 Ĥ, L̂2, L̂3。

在球坐标下计算可知此时的定态薛定谔方程 [能量本征值方程] 可写为(
− h̄2

2µr
∂2
rr +

L̂2

2µr2
+ V (r)

)
ψE(r, θ, ϕ) = EψE(r, θ, ϕ)

* 第一项称为径向动能算符，第二项称为离心势能。
由于 ψE 为 L̂2, L̂3 的共同本征矢量，可得其能写为 R(r)Ylm(θ, ϕ)，代入能量本征值方程可得(

1

r

d2

dr2 r +
2µ

h̄2
(E − V (r))− l(l + 1)

r2

)
R(r) = 0

* 若记 χ(r) = rR(r)，其满足

χ′′(r) +

(
2µ

h̄2
(E − V (r))− l(l + 1)

r2

)
χ(r) = 0

这里 R(r) 或 χ(r) 称为径向波函数，对应方程为径向薛定谔方程。由于此方程并未出现 m，中心力场能级

简并度一般为 2l + 1，R,χ 也可记为 Rl, χl。

由于 V (r) 常见形式为 1
2
µω2r2 或 α

r
，可以假定 r2V (r) 在 0 处趋于 0，由此径向薛定谔方程在 0 的邻域

近似为 [E − V (r) 项由于次数高于 r−2，在 0 处可以忽略]

R′′
l (r) +

2

r
R′
l(r)−

l(l + 1)

r2
Rl(r) = 0

设 0 附近 Rl(r) ∼ rs，可解出 s = l 或 −(l + 1)。

由概率诠释，波函数平方 0 处应收敛，由此可知 R2
l (r)r

2 在 0 处有限，若 l ≥ 1，s = −l − 1 的解不满足

条件；而 l = 0 时的 1
r
，由于 ∇2 1

r
在 0 处不收敛，其不可能为薛定谔方程解。综合可知 s = l。

氢原子能级

将长度除以玻尔半径 a = h̄2

µe2
，能量除以 E = µe4

h̄2 ，从而所有力学量无量纲化，得到原子单位制，这时径向

薛定谔方程可写为

χ′′
l (r) +

(
2E +

2

r
− l(l + 1)

r2

)
χl(r) = 0

两奇点在 0处与无穷处。0处根据之前分析，Rl(r) ∼ rl，于是 χl(r) ∼ rl+1；无穷远处。假设束缚态，χl(r)

趋于 0，得到近似 χ′′
l (r) + 2Eχl(r) = 0，结合束缚态边界条件可知当且仅当 E < 0 时有符合要求的解，

χl(r) ∼ e−βr, β =
√
−2E。

由此设 χl(r) = rl+1e−βru(r)，此处 u(r) 应在 0 处非零有限，代入方程，并记 ξ = 2βr，得到 [这里求导指
对 ξ 求导]

ξu′′ + (2l + 2− ξ)u′ −
(
l + 1− 1

β

)
u = 0

此方程为合流超几何方程，记 γ = 2l + 2, α = l + 1− 1
β
进行求解。
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由于 u(r) 在 0 处非零有限，可设其展开为

u(ξ) =
∞∑
j=0

cjξ
j , c0 ̸= 0

* 若不考虑 u(r) 非零有限，利用常微分方程知识可作广义幂级数展开
∑∞

j=0 cjξ
j+s, c0 ̸= 0，此时考虑首项

可得 s(γ + s− 1) = 0，也即还存在 s = 1− γ 的可能。

代入方程即得系数满足递推

cj+1 =
α+ j

(j + 1)(γ + j)
cj , j ∈ N

c0 = 1 的 u(ξ) 称为合流超几何函数 F (α, γ, ξ)，也可将级数写为

F (α, γ, ξ) =
∞∑
k=0

dk
ξk

k!
, d0 = 1, dk+1 =

α+ k

γ + k
dk, k ∈ N

* 当 γ ̸= 0 与负整数时此解才有意义，根据 γ = 2l + 2 可知其必为正整数，满足要求。

由于 k → ∞ 时 dk ≈ dk−1，若 dk 恒不为 0，F (α, γ, ξ) 在无穷处接近 eξ，不满足束缚态边界条件，因此，
其必须实际上是多项式，从而 α 需满足

α = l + 1− 1

β
= −nr, nr ∈ N

由此定义总量子数 n = nr + l + 1，其为正整数，而 β = 1
n
，也即能量为

E = −1

2
β2 = − 1

2n2
, n ∈ N

回到国际单位制，乘 µe4

h̄2 后即得到了玻尔能级公式。

* 对给定的 En，角量子数可取 0, 1, . . . , n− 1，再结合磁量子数 m 的 2l+ 1 可能值，其总和的两倍 [考虑
自旋量子数]2n2 即为能级 En 实际简并度。

* 类似结论对类氢离子也成立，只需将原子核电荷量 e 替换为 Ze，Z 为原子数，由此玻尔能级公式为

En = −Z
2α2

2n2
µc2, α =

e2

h̄c
, n ∈ N∗

氢原子本征态

由于上方的求解，束缚态能量本征函数为

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ), Rnl(r) = Nnlξ
le−ξ/2F (−n+ l + 1, 2l + 2, ξ)

其为 Ĥ 的本征值 − 1
2n2，L̂

2 本征值 l(l + 1)h̄2，L̂3 本征值 mh̄ 的共同本征矢量。

由
∫∞
0
χ2
nl(r)dr = 1 计算可知归一化常数为

Nnl =
2

a3/2n2(2l + 1)!

√
(n+ l)!

(n− l − 1)!

* 国际单位制下 ξ 与电子径向位置 r 的实际关系为 ξ = 2r
na
。

* 合流超几何函数为多项式时在数学上本质是缔合拉盖尔多项式，但相差比例系数，从而导致归一化常数
不同，具体来说有表达式 [这里 Lq 为拉盖尔多项式，Lpq 即为缔合拉盖尔多项式]

F (−n+ l + 1, 2l + 2, ξ) ∼ L2l+1
n−l−1(ξ), Lpq−p(ξ) = (−1)p

dq
dξqLq(ξ), Lq(ξ) = eξ dq

dξq (ξ
qe−ξ)

* 径向波函数的前几项为

R10(r) =
2

a3/2
e−r/a, R20(r) =

1√
2a3/2

(
1− r

2a

)
e−r/(2a), R21(r) =

r

2
√
6a5/2

e−r/(2a)
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回到国际单位制，不计自旋时，对 En = − µe4

2h̄2n2 存在着 n2 个相互正交的能量本征函数 ψnlm，被 l,m 唯

一确定，也即 Ĥ, L̂2, L̂3，形成了力学量完全集。

根据概率诠释，在 (r, r + dr) 球壳中找到电子概率为

r2dr
∫

dΩ|ψnlm|2 = χ2
nl(r)dr

当 l = n− 1 时，α = 0，从而 χn,n−1(r) ∼ rne−r/(na)，称为圆轨道，求导知极大值所在的径向位置为 n2a，

称为最概然半径，与旧量子论中电子轨道半径完全一致。

而在 (θ, ϕ) 方向立体角中找到粒子的概率类似可知正比于

|Pml (cos θ)|2dΩ

与方位角 ϕ 无关，绕 z 轴旋转对称，l = 0 时 P 0
0 (cos θ) = 1，于是球对称。

电流密度与磁矩

类似概率流密度，定义某定态 ψ 的电流密度矢量为

j = ieh̄
2µ

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

对 ψnlm，由于 Rnl(r) 与 Pml (cos θ) 均为实函数，必有 jr = jθ = 0，而对 ϕ，球坐标下计算可知

jϕ = − meh̄

µr sin θ |ψnlm|
2

而由经典电动力学，轨道磁矩

M =
1

2c

∫
r × j(r)d3x

利用 ψnlm 的归一化条件即可计算得 M1 =M2 = 0，且

M3 = −µBm, µB =
eh̄

2µc

因此 m 称为磁量子数。

* 可定义轨道磁矩算符 µ̂l = − e
2µc

L̂，计算可发现上方的 M 即为轨道磁矩算符在 ψnlm 下的系综平均值。

* 若考虑电子自旋，也可定义自旋磁矩算符 µ̂s = − e
µc

Ŝ [此式来源见本章后续内容]。
* 将磁矩与相应角动量的比值称为回转磁比率，并用 g 因子加以描述，即写成 µ̂j = − ge

2µc
Ĵ，对氢原子中的

电子有 gl = 1, gs = 2。

代数解法

* 本节介绍泡利求解氢原子能级的方式。
考虑氢原子体系 Ĥ = p̂2

2µ
− e2

r
。

经典力学中，有心力场中已有 L 守恒，若满足平方反比形式 V (r) = − e2

r
，求导利用牛顿第二定律可得到

A =
1

µe2
p × L − r

r

亦为守恒量，称为 Lagrange-Runge-Lenz 矢量。
其替换为算符即

Â =
1

µe2
p̂ × L̂ − r̂

r

* 可验证其厄米性 [利用 p̂ × L̂ = −L̂ × p̂] 与守恒性 [此后称算符守恒均指与 Ĥ 对易]。
此外，其满足对易关系

[L̂i, Âj ] = ih̄ϵijkÂk
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对体系角动量算符满足这样形式关系的算符称为矢量算符。

* 根据角动量算符定义，角动量算符自身必然为矢量算符。此体系中还可验证 p̂, r̂/r 为矢量算符。此外，
计算可证明矢量算符的线性组合与叉乘仍为矢量算符。

计算得其与轨道角动量算符的关系还有

Â · L̂ = L̂ · Â = 0

[Âi, Âj ] = ih̄
(
− 2Ĥ

µe4

)
ϵijkL̂k

对能量本征态，Ĥ 可替换为 E，对于束缚态 E < 0 时，由此定义约化的 Runge-Lenz 算符

M̂ =

√
−µe

4

2E
Â

即满足 [M̂i, M̂j ] = ih̄ϵijkL̂k。
利用上述关系通过复杂的计算可得到

Â2 =
2

µe4
Ĥ(L̂2 + h̄2) + Î

考虑 E < 0 的束缚态，将 Ĥ 替换为 E 后，定义

Ĵ± =
1

2
(M̂ ± L̂)

可将上述关系化为

4J2
+ + h̄2Î = −µe

4

2E
Î

由于可验证 J+ 符合角动量算符的对易关系，其本征值必然为 j(j + 1)h̄2, j = 0, 1
2
, . . .，于是 E 必须为

E(j) = −µe
4

h̄2
1

2(2j + 1)2

这就是玻尔能级公式。

§9.2 带电粒子

高斯单位制

设下标 g 代表高斯单位制中的值，考虑真空中的麦克斯韦方程组，高斯单位制的变换为 [下方分别为电场
强度、磁感应强度、电荷密度、电流密度]

E =
Eg√
4πϵ0

, B =

√
µ0

4π
Bg, ρ =

√
4πϵ0ρg, j =

√
4πϵjg

而对规范势，高斯单位制的变换为

A =

√
µ0

4π
Ag, ϕ =

ϕg√
4πϵ0

考虑介质时，磁化强度、极化强度满足

M =

√
4π

µ0

Mg, P = Pg
√
4πϵ0

力学相关物理量，如 r, p, t 等单位无变化，其他物理量则可从上方基本物理量确定。下面的讨论采用高斯
单位制，省略下标 g。

带电粒子经典哈密顿量
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为构造电磁场中的哈密顿算符，需要先考虑经典情况。对质量 µ，电荷量 q，速度 v 的粒子，设电磁场规
范势为 (ϕ,A)，则经典哈密顿量可写为

H =
1

2µ

(
P − q

c
A
)2

+ qϕ

这里 P 为正则动量，由哈密顿正则方程有

ṙ = ∇PH, Ṗ = −∇rH

由前一式可解出 P = µv + q
c
A，后一式即代表粒子经典动力学方程，化简可得

µr̈ = qE +
q

c
v × B

即为洛伦兹力公式。

* 由电动力学知识有 [以下 ∂t 为
∂
∂t
的简写]

E = −∇ϕ− 1

c
∂tA, B = ∇× A

代入验证即得结论。

库伦规范下的薛定谔方程

利用正则量子化，将 P 替换为动量算符 p̂ = −ih̄∇，即可得到位置表象下的哈密顿算符

Ĥ =
1

2µ

(
− ih̄∇− q

c
A
)2

+ qϕ

* 由此即可写出薛定谔方程 −ih̄∂tψ = Ĥψ。

由电动力学知识，(ϕ,A) 进行规范变换下电磁场不变，取库伦规范有

p̂ · A − A · p̂ = −ih̄∇ · A = 0

此时薛定谔方程可写为

ih̄∂tψ =

(
1

2µ
p̂2 − q

µc
A · p̂ +

q2

2µc2
A2 + qϕ

)
ψ

由于速度算符

v̂ =
1

µ

(
p̂ − q

c
A
)

概率密度仍为 ρ = ψ∗ψ，但概率流密度应表达为

j = 1

2
(ψ∗v̂ψ + ψv̂∗ψ∗)

由此仍可计算验证 ∂tρ+∇ · j = 0。

* 此前的概率流密度表达式事实上是代入 v̂ = p̂/µ，并相差倍数。
规范对称性：由电动力学知识，若作规范变换

A′ = A +∇χ(r, t), ϕ′ = ϕ− 1

c
∂tχ(r, t)

则电磁场均不改变，由此经典电动力学方程不变。量子力学中，为使薛定谔方程

−ih̄∂tψ′ =

(
1

2µ

(
− ih̄∇− q

c
A′
)2

+ qϕ′
)
ψ′

仍成立，须对 ψ 作规范变换 ψ′ = exp
( iq
h̄c
χ(r, t)

)
ψ，由于不影响概率诠释，事实上不变。
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* 证明过程与第五章中几乎完全相同，根据第五章，也可理解为规范不变性导致了电磁相互作用的存在，
称为规范原理。

电子内禀磁矩

回顾之前的位置表象下自由电子哈密顿算符形式 [可计算知右侧等号成立]

Ĥ =
p̂2

2µ
=

1

2µ
(σ̂ · p̂)2

这里 σ̂ 代表自旋，在旋量波函数表示下为 σ = (σ1, σ2, σ3)，各分量为泡利矩阵。

在附加外磁场 B = ∇× A，无电场 [即 ϕ = 0] 时，Ĥ 必须采用后一种表示形式，类似上一部分替换正则
动量后计算得到旋量波函数表示下 [注意电子电荷 q = −e]

Ĥ =
1

2µ

(
σ ·
(

p̂ +
e

c
A
))2

=
1

2µ

(
p̂ +

e

c
A
)2

− µs · B, µs = − eh̄

2µc
σ

* 代入 σ 表达式有 µs = − e
µc

Ŝ，即称为自旋磁矩算符。

Aharonov-Bohm 效应

回顾带电粒子下的薛定谔方程，其只与 A, ϕ 有关，且有规范变换下的不变性。
Aharonov 与 Bohm 预言：即使运动区域中 B 恒为 0，只要 A ̸= 0，量子力学行为仍然可能受影响。[这与
经典粒子性质完全不同。] 此预言被实验证实，因此称为 Aharonov-Bohm 效应。
以下讨论在柱坐标系 (r, φ, z) 中进行。考察 z 方向无限延伸的载流螺线管，横截面为 r ≤ a，其内部存在

均匀磁场

B = Be3θ(a− r)

这里阶梯函数 θ(x) 当 x ≥ 0 时为 1，否则为 0。利用对称性可知 A 在 φ 方向，由库伦规范直接解得 [结
合 r = a 处连续性]

A =
B

2r

(
r2θ(a− r) + a2θ(r − a)

)
eφ

由此，螺线管外部磁感应强度恒 0，但 A 非零。记磁通量 Φ = πa2B 可知外部为 Φ
2πr

eφ。

考虑质量 µ，带电 q 的带电粒子在 r = b > a，z 恒定的某圆环运动，利用之前讨论可写出定态薛定谔方

程 [不存在电场，因此可取 ϕ = 0](
− h̄2

2µ
∇2 +

ih̄q
µc

A · ∇+
q2

2µc2
A2

)
Ψ = EΨ

设 Ψ 仅依赖极角 φ，则考虑柱坐标系中的方程可得

Ψ′′(φ)− 2iβΨ′(φ) + ϵΨ = 0, β =
qΦ

2πh̄c
, ϵ =

2µb2E

h̄2
− β2

由其为线性常系数二阶微分方程，可直接得到通解 [Ci 为参数]

Ψ(ϕ) = C1 exp
(
i(β + b

√
2µE/h̄)φ

)
+ C2 exp

(
i(β − b

√
2µE/h̄)φ

)
再结合边界条件 Ψ(φ) = Ψ(φ+2π) 即可得到一般 C1, C2 只有一个非零，对应的 β± b

h̄

√
2µE = n ∈ N，从

而计算可知

En =
h̄2

2µb2

(
n− qΦ

2πh̄c

)2

, n ∈ N

n ̸= 0 时每个本征值二重简并，与 Φ 产生了关系。

下面考虑另一个实验验证，即双缝干涉实验，在双缝后增加一小片磁场 [例如插入载流螺线管]，考察屏上
与缝连接不经过磁场的位置条纹是否变化。
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由无磁场处 ∇× A = 0，可取规范函数 χ = −
∫
P

A · dr，这里 P 表示延某单连通区域中的路径积分，从

而即得 ∇χ = −A，这样规范变换后的 A′ = 0，而

Ψ′ = Ψ exp
(
− iq
h̄c

∫
P

A · dr
)

设两电子波函数为 Ψ1,Ψ2，普通双缝干涉实验中对应 A 处处为 0 的情况，电子出现在观测屏的概率幅即
为 Ψ′

1 +Ψ′
2，但加入螺线管后可知 Ψ1 +Ψ2 为 [这里 P 为 P2 反向连接 P1 得到的路径]

Ψ = Ψ′
1 exp

(
iq
h̄c

∫
P1

A · dr
)
+Ψ′

2 exp
(
iq
h̄c

∫
P2

A · dr
)

= exp
(
iq
h̄c

∫
P1

A · dr
)(

Ψ′
1+Ψ′

2 exp
(
iq
h̄c

∫
P

A · dr
))

由于两电子到螺线管的路径有差异，改变了相位差，从而引起了干涉条纹移动。

§9.3 光谱结构

正常塞曼效应

定义：原子置于强磁场中后某条光谱线分裂为三条。

* 量子力学角度，这即代表简并的能级发生了分裂，简并被外磁场之间相互作用的哈密顿量解除。
根据原子物理知识，跃迁不改变自旋状态，因此可以忽略自旋项 [其为恒定值]，位置表象下哈密顿算符可
写为

Ĥ =
1

2µ

(
p̂ +

e

c
A
)2

+ V (r)

这里 V (r) = −eϕ 为原子核与内层电子产生的势能。
由于原子尺度下外磁场可看作匀强场，不妨设只有 z 方向为 B，其余为 0，这时计算得满足库伦规范的

A = −1

2
r × B =

(
− 1

2
yB,

1

2
xB, 0

)
由此代入计算得到

Ĥ =
1

2µ
p̂2 +

eB

2µc
L̂3 +

e2B2

8µc2
(x2 + y2) + V (r)

其中轨道角动量算符 L̂3 = xp̂y − yp̂x，利用原子尺度估算可知 B2 项可忽略，从而哈密顿算符写为

Ĥ =
1

2µ
p̂2 + V (r)− µ̂ · B, µ̂ = − e

2µc
L̂

计入外磁场后，L̂ 不再守恒 [与 Ĥ 对易]，但由 L̂3、L̂
2 均与 L̂3 对易可得二者仍守恒，从而力学量完全集

仍可选为 Ĥ, L̂2, L̂3，由后两者守恒仍可设本征态在球坐标下写为

ψnrlm(r, θ, φ) = Rnrl(r)Ylm(θ, φ)

这里 l ∈ N,m = −l,−l + 1, . . . , l。设其对应的能量本征值为 Enrlm，计算可发现

Enrlm = Enrl +m
eBh̄

2µc

Enrl 为

Ĥ0 =
1

2µ
p̂2 + V (r)

的本征值，即为不添加外磁场时的谱线。

* 具体来说，由于 Ĥ0 与 Ĥ 只相差 L̂3，Ĥ0, L̂
2, L̂3 与 Ĥ, L̂2, L̂3 的共同本征函数完全相同，因此本征值存

在对应关系。而计算 Ĥ0ψnrlm 得只与 Rnrl(r) 有关，因此本征值可写成 Enrl，为 2l + 1 重简并。

* 添加磁场后，Ĥ0 的本征值完全解除简并，原本的能级 Enrl 分裂为 2l + 1 个能级，相邻能级间距 h̄ωL，

其中 ωL = eB
2µc
称为 Larmor 频率。



九 三维量子力学 51

* 对光谱线而言，由于量子跃迁选择定则，谱线 ω 将分裂为 ω, ω ± ωL 三条谱线，且距离随外磁场线性增

大 [此处利用能量与频率关系 E = h̄ω]。

朗道能级

对不计自旋的自由电子而言，V (r) = 0，且其无法忽略 B2 项，从而哈密顿量写为

Ĥ =
1

2µ
p̂2 +

eB

2µc
L̂3 +

e2B2

8µc2
(x2 + y2)

分解为 Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 = Ĥ1 + Ĥ0 + Ĥ ′，这里

Ĥ1 =
p̂2z
2µ
, Ĥ0 =

1

2µ
(p̂2x + p̂2y) +

e2B2

8µc2
(x2 + y2), Ĥ ′ = ωL(xp̂y − yp̂x) = ωLL̂z

由于 Ĥ1 与其他二者不同方向，其为完全独立的自由运动，结合 p̂z 解除简并，对本征值 pz 的本征态为

[不考虑归一化] eipzz/h̄。下面求解 Ĥ2 的本征态 ψ(x, y)。

在极坐标系 (ρ, φ) 下计算，可将两算符重新写为

Ĥ0 = − h̄2

2µ

(
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) +

1

ρ2
∂2
φ

)
+

1

2
µω2

Lρ
2, Ĥ ′ = −ih̄ωL∂φ

计算可发现 [Ĥ0, Ĥ
′] = 0，于是考虑 Ĥ2 的本征函数可考虑二者共同的本征函数。直接写出 Ĥ ′ 本征函数

为 eimφ,m ∈ Z，设共同本征函数 ψ(ρ, φ) = R(ρ)eimφ，Ĥ2 本征值 E，得到径向方程

− h̄2

2µ

(
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ)−

m2

ρ2

)
R(ρ) +

1

2
µω2

Lρ
2R(ρ) = (E −mh̄ωL)R(ρ)

记 ρ =
√

h̄
µωL

ξ，可得到 (
∂2
ξ +

1

ξ
∂ξ −

m2

ξ2
− ξ2

)
R(ξ) + 2

(
E

h̄ωL
−m

)
R(ξ) = 0

仍然与之前类似，先考察零处与无穷远处。

零处保留 ξ 最低次项近似为 (
∂2
ξ +

1

ξ
∂ξ −

m2

ξ2

)
R(ξ)

考虑 R(ξ) = ξk 形式的解，发现可以 k = |m| 或 −|m| − 1，后者不满足概率诠释收敛性，因此只能为 ξ|m|。

无穷远处近似为 (∂ξ + ξ)R(ξ) = 0，于是 R(ξ) ∼ e−ξ2/2。
于是记 R(ξ) = ξ|m|e−ξ2/2u(ξ)，则其在 0 处非零有限，可发现作代换 [由于范围为正数，此代换不影响解]
ζ = ξ2 后方程变为合流超几何方程的形式

ζu′′(ζ) + (|m|+ 1− ζ)u′(ζ) +

(
E

2h̄ωL
− m+ |m|+ 1

2

)
u(ξ)

与之前完全相同，可知解为

u(ξ) = F

(
m+ |m|+ 1

2
− E

2h̄ωL
, |m|+ 1, ξ2

)
同样考虑无穷处情况知 F 须中断为多项式，从而第一个参数为负整数或 0，记为 −nρ 即可得到径向本征
值 [即称为朗道能级]

Enρm = (2nρ +m+ |m|+ 1)h̄ωL, nρ ∈ N,m ∈ Z

对应的径向本征函数

Rnρ,|m|(ξ) ∼ ξ|m|e−ξ2/2F (−nρ, |m|+ 1, ξ2)



九 三维量子力学 52

* 对任何 nρ，当 m < 0 时，对应的本征值 (2nρ + 1)h̄ωL 无穷重简并，

* 若将此能量视为与外磁场相互作用能 −µzB，等效磁矩

µz = −(2nρ +m+ |m|+ 1)
eh̄
2Mc

< 0

也即自由电子受外磁场作用时有抗磁性。

自旋轨道耦合哈密顿算符

* 实验发现，正常塞曼效应未必总是成立，谱线的其他分裂情况即称为反常塞曼效应，为解释其原因，需
要考虑自旋角动量与轨道角动量的耦合。

定义自旋、轨道耦合能的哈密顿算符为

Ĥ ′ = ζ(r)Ŝ · L̂, ζ(r) =
1

2µ2c2r

dV (r)

dr

* 当外磁场很强时，这项可以忽略，但较弱时不可忽略。
考虑中心力场 V (r) 中的电子，位置表象下 [仍考虑旋量波函数形式] 实际哈密顿算符为

Ĥ = − h̄2

2µ
∇2 + V (r) + ζ(r)Ŝ · L̂

计算可发现这时 Ŝ, L̂ 都不再是守恒量，但利用 [L̂i, Ŝj ] = 0 可得 Ĵ 仍然守恒。此外，L̂2 也仍然守恒，因此

可取力学量完全集为 Ĥ, L̂2, Ĵ2, Ĵ3。

回顾第八章计算电子总角动量时，我们已经求出了 L̂2, Ĵ2, Ĵ3 的共同本征态 ψljmj
，且得到了 j = l ± 1/2。

利用 Ŝ · L̂ = 1
2

(
Ĵ2 − L̂2 − 3

4
h̄2
)
即得

(Ŝ · L̂)Ψljmj
=
h̄2

2

(
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

)
Ψljmj

* 利用力学量完全集的性质，Ŝ · L̂ 的本征值问题即已完全解决，其本征矢量必然能写为上述形式。
于是，取 Ĥ, L̂2, Ĵ2, Ĵ3 为力学量完全集，可假设共同本征态

ψ(r, θ, φ, Sz) = R(r)Ψljmj
(θ, φ, Sz)

由此径向薛定谔方程为(
− h̄2

µ

1

r2
d
dr r

2 d
dr + V (r) +

l(l + 1)

h̄2
2µr2 +

lh̄2

2
ζ(r)

)
R(r) = ER(r), j = l + 1/2

(
− h̄2

µ

1

r2
d
dr r

2 d
dr + V (r) +

l(l + 1)

h̄2
2µr2 − (l + 1)h̄2

2
ζ(r)

)
R(r) = ER(r), j = l − 1/2

* 此能量将与量子数 n, l, j 都有关，可记作 Enlj，考虑 mj 的取值可知其 2j + 1 重简并。

* 对碱金属原子，V (r) 是吸引力且 V (∞) = 0, V (r) < 0，因此几乎处处有 ζ(r) > 0，j = l + 1/2 的能级

略高于 j = l − 1/2 的能级，且两能级很靠近，这就解释了碱金属原子光谱的双线结构。计算表明，能级

分裂随原子序数增大而增大，Z 越大则越明显。

反常塞曼效应

现在对反常塞曼效应进行讨论，令 B = Be3，出于与之前相同的理由忽略自旋项与 B2 项，而添加自旋-轨
道耦合项后成为

Ĥ =
1

2µ
p̂2 +

eB

2µc
L̂3 + V (r) + ζ(r)Ŝ · L̂

* 若不忽略自旋项，将无法保证 Ĵ2 为守恒量算符。
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仍然取力学量完全集为 Ĥ, L̂2, Ĵ2, Ĵ3，共同本征态仍然可表为 [径向函数 R 与上一部分完全相同]

ψnljmj
(r, θ, φ, Sz) = Rnlj(r)Ψljmj

(θ, φ, Sz)

本征值对应即为

Enljmj
= Enlj +mj

eh̄B

2µc
, mj = −j,−j + 1, . . . , j

注意到，正常塞曼效应中磁场解除了 2l+1重简并，由于轨道角动量 l为偶数，2l+1为奇数。而 j = l±1/2，

解除 2j + 1 重简并会产生偶数条谱线，这就解释了反常塞曼效应。

§9.4 全同粒子体系

定义：静止质量、电荷、自旋、磁矩、寿命等内禀属性完全相同的粒子称为全同粒子。

全同粒子体系中，任何可观测量 [包括哈密顿量] 对两粒子交换不变，称为体系的交换对称性。
* 由此即带来不可分辨性。
考虑氦原子两电子组成的体系，哈密顿算符为

Ĥ =
p̂1

2

2m
+

p̂2
2

2m
− 2e2

r1
− 2e2

r2
+

e2

|r1 − r2|

* 这里三四两项为原子核带来的电势，最后一项为相互作用产生的电势。
对应的波函数可写为 ψ(r1, t1, S31, r2, t2, S32)，定义交换算符

P̂12ψ(r1, t1, S31, r2, t2, S32) = ψ(r2, t2, S32, r1, t1, S31)

* 更一般地，对 N 个粒子组成的全同粒子体系，P̂ij 表示交换第 i, j 个粒子全部坐标的算符。根据交换对

称性要求，必有 P̂ijΨ 与 Ψ 等价，即相差非零常数因子。再根据定义 P̂ 2
ij = Î，因此有

P̂ijΨ = ±Ψ

实验表明，自旋量子数 s 为整数的粒子组成的全同粒子体系满足上式 + 号成立，否则上式 − 号成立 [回
顾之前，这即为玻色子、费米子的定义]。
仍然考虑双粒子体系的情况，由于双粒子的状态可被两粒子分别的状态唯一确定，态矢量可记作 |ψ1, ψ2⟩，
ψ1, ψ2 分别表示两个粒子的波函数，由此可知

P̂12|ψ1, ψ2⟩ = |ψ2, ψ1⟩

考虑到 ψj 构成波函数空间标准正交基时 [不妨设为离散]，全部 |ψi, ψj⟩ 应形成标准正交基，由此计算知

⟨ψi, ψj |P̂12|ψk, ψl⟩ = ⟨ψi, ψj |P̂ †
12|ψk, ψl⟩ = δilδjk

* 更准确来说，对费米子体系有 P̂ |ψi, ψi⟩ = −|ψi, ψi⟩，因此只能为 0，这样的态不存在 [称为泡利不相容
原理]，应为其他所有 |ψi, ψj⟩, i ̸= j 构成基。

也即 P̂12 是厄米算符，结合平方为 1 知其为幺正算符。代入之前的 Ĥ [利用 Ĥ 交换下标 1、2 后不变] 可
发现

P̂−1
12 ĤP̂12 = Ĥ

于是 [P̂12, Ĥ] = 0，其为守恒量算符。

全同粒子体系

忽略粒子相互作用，则哈密顿算符可写为 [ĥ 为单粒子哈密顿算符，其应以 q 为参数]

Ĥ = ĥ(q1) + ĥ(q2)
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设 ĥ(q) 正交归一的本征函数系为 φk(q)，对应本征值 ϵk。

* 这里内积即看作 φ(q)∗iφj(q) 对 q 积分，q 可能为矢量。

考虑两粒子玻色子体系，若波函数 ψSk1k2(q1, q2)，内积应为 ψS∗k1k2(q1, q2)ψk′1k′2(q1, q2) 对 q1, q2 积分，由此

利用交换对称性与 |φi, φj⟩ 构成完备正交基可知

ψSk1k2(q1q2) =

φk(q1)φk(q2) k1 = k2 = k

1√
2

(
φk1(q1)φk2(q2) + φk2(q1)φk1(q2)

)
k1 ̸= k2

多粒子时，假设总数为 N，有 ni 个玻色子处在 φki 上 i = 1, 2, . . . , s，ki 互不相同，则类似上方可知符合

交换对称性的波函数写为

S∑
n1···ns

∼
∑
P

P
( n1∏
i1=1

φk1(qi1)

n1+n2∏
i2=n1+1

φk2q(i2) · · ·
)

这里 P 表示对所有 qi 的下标 i 进行任意置换，由于对同一 ki 后的坐标交换不改变这项，实际上总项数为
N !∏
i ni!
。

类似地，对费米子体系，考虑到交换反对称性与泡利不相容可得

ψAk1k2(q1, q2) =
1√
2

(
φk1(q1)φk2(q2)− φk2(q1)φk1(q2)

)
多粒子时，完全类似可知费米子体系的归一化波函数为 [这里 (φi(qj)) 表示指定第 i 行第 j 列值的矩阵]

ψAk1...kN (q1, . . . , qN ) =
1√
N !

det(φi(qj))

* 多粒子仍然满足 ki = kj 时无意义的泡利不相容原理。

* 若多粒子体系波函数不能表达为单粒子波函数乘积，则称为纠缠态，多费米子体系必然处在纠缠态，而
多玻色子体系当所有粒子 φk 一致时不处在纠缠态。

氦原子

考虑两电子的氦原子，其自旋角动量分别为 Ŝ1,2，根据独立性可知 [Ŝ1i, Ŝ2j ] = 0，总角动量为

Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2

其为独立角动量算符求和，仍为角动量算符。由于电子 s = 1
2
确定，实际自由度为 2 [由每个自由度对应

二维，态矢量空间为四维向量空间]，选择 Ŝ13, Ŝ23 作为力学量完全集。

矩阵张量积记号：Am×n 与 Bp×q 的张量积定义为 mp× nq 维矩阵

A⊗B =


b11A · · · b1qA
... . . . ...

bp1A · · · bpqA


* 可验证有 AC,BD 存在时 (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)。

利用张量积记号，由于 Ŝ13, Ŝ23 在单粒子泡利表象下均为
h̄
2
σ3，其在双粒子时事实上可以写为

Ŝ13 =
h̄

2
σ3 ⊗ I2, Ŝ23 =

h̄

2
I2 ⊗ σ3

考虑 σ3 属于本征值 1 的本征矢量 e1 与属于 −1 的本征矢量 e2，对 S13, S23 的共同本征态 [注意到 I 以任

何矢量为本征矢量]，应为所有 ei ⊗ ej , i, j ∈ {1, 2}。
由于任何四维矢量可写为 α⊗ β，α, β 为二阶矢量，交换算符可写为

P̂12(α⊗ β) = β ⊗ α
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考虑上述的基得到表示

P12 =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


为满足交换对称性或反对称性，满足全同性的的态矢量应为 P12 本征值 1 或 −1 的本征矢量，这样构成的

一组正交归一化的态为

e1 ⊗ e1,
1√
2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1), e2 ⊗ e2,

1√
2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1)

前三个满足交换对称，最后一个交换反对称，分别记为 χ11, χ10, χ1,−1, χ00。

* 计算可发现二、四两个纠缠态并非 Ŝ13, Ŝ23 的本征矢量。

计算得 Ŝ2 矩阵表示为

S2 =
3

2
h̄2I4 +

h̄2

2

3∑
i=1

σi ⊗ σi =
3

2
h̄2I4 +

h̄2

2
P12

于是 P12 的本征矢量与 S2 一致，本征值 s(s+ 1)h̄2，前三个 s = 1，最后一个 s = 0，再考虑 Ŝ3 的本征

值 ms 可知上述记法事实上是 χsms
。前三个构成自旋三重态，最后一个为自旋单态。

十 近似方法简介

§10.1 定态微扰论

考虑定态薛定谔方程 Ĥ|ψn⟩ = En|ψn⟩，其本征值直接求解是困难的，但可考虑将 Ĥ 写为两部分和

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ = Ĥ0 + λŴ

这里无量纲参数 λ ≪ 1，Ĥ ′ 可视为微扰，若 Ĥ0 本征值易于求解，只需将微扰级数展开即可得到各阶近

似。

非简并态

设 Ĥ0|n⟩ = E
(0)
n |n⟩ 已经解出，能级 E

(0)
n 均非简并。

考虑到二级近似 [忽略 λ3 及以上的小量]，假设

En ≈ E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n

|ψn⟩ ≈ |n⟩+ λ|ψ(1)
n ⟩+ λ2|ψ(2)

n ⟩

于是直接作乘法舍弃高阶小量可得到新的定态薛定谔方程

En|ψn⟩ ≈ E(0)
n |n⟩+ λ

(
E(0)
n |ψ(1)

n ⟩+ E(1)
n |n⟩

)
+ λ2

(
E(0)
n |ψ(2)

n ⟩+ E(1)
n |ψ(1)

n ⟩+ E(2)
n |n⟩

)
Ĥ|ψn⟩ ≈ Ĥn|n⟩+ λ

(
Ĥ0|ψ(1)

n ⟩+ Ŵ |n⟩
)
+ λ2

(
Ĥ0|ψ(2)

n ⟩+ Ŵ |ψ(1)
n ⟩
)

零阶项即为 Ĥ0 本征方程，已经满足，而一阶项对应

Ĥ0|ψ(1)
n ⟩+ Ŵ |n⟩ = E(0)

n |ψ(1)
n ⟩+ E(1)

n |n⟩

二阶项对应

Ĥ0|ψ(2)
n ⟩+ Ŵ |ψ(1)

n ⟩ = E(0)
n |ψ(2)

n ⟩+ E(1)
n |ψ(1)

n ⟩+ E(2)
n |n⟩



十 近似方法简介 56

一级近似求解：由非简并，所有 |n⟩ 满足正交归一性，可考虑 Ĥ0 表象下，记 Wmn = ⟨m|Ŵ |n⟩，一阶项
方程两端与 |m⟩ 内积，由 Ĥ0 厄米性得到

E(1)
n δmn = (E(0)

m − E(0)
n )⟨m|ψ(1)

n ⟩ =Wmn

由此即有 m = n 时 E
(1)
n =Wnn，且

⟨m|ψ(1)
n ⟩ = − Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

, m ̸= n

由此有一级近似下

En ≈ E(0)
n + λWnn

|ψn⟩ ≈ |n⟩ − λ
∑
m ̸=n

Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

|m⟩+ Cnλ|n⟩

下面确定常数 Cn。

利用 |ψn⟩ 满足归一化条件，对比一阶项得 ⟨n|ψ(1)
n ⟩+ ⟨ψ(1)

n |n⟩ = 0，于是 Cn 为纯虚数，设其为 iδn，则由
一阶项为 0 可知 [对 eiλδn 泰勒展开]

|ψn⟩ ≈ (1 + iλδn)|n⟩ − λ
∑
m ̸=n

Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

|m⟩ ≈ eiλδn
(
|n⟩ − λ

∑
m ̸=n

Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

|m⟩
)

由于整体相因子不影响波函数，可取 δn = 0，从而有近似

|ψn⟩ ≈ |n⟩ − λ
∑
m ̸=n

Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

|m⟩

二级近似：二级近似下常只关心能级修正，将二阶项方程两端与 |n⟩ 内积得到

E(2)
n = −iδn(E(1)

n −Wnn)−
∑
m ̸=n

|Wmn|2

E
(0)
m − E

(0)
n

* 这里 δn 定义即为 iδn = ⟨n|ψ(1)
n ⟩，注意到 Cn 纯虚成立性不依赖近似级别，但取 δn = 0 需要一级近似。

若欲求 |ψ(2)⟩，可与 |m⟩ 内积后计算，形式相对复杂，然而，为了证明 δn 仍可取为 0，分析是必要的。
将二阶项方程两端与 m ̸= n 的 |m⟩ 内积得到 [代入 ψ

(1)
n 的表达式]

⟨m|ψ(2)
n ⟩ = − WnnWmn

(E
(0)
m − E

(0)
n )2

+
∑
k ̸=n

WmkWkn

(E
(0)
m − E

(0)
n )(E

(0)
k − E

(0)
n )

− iδn
Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

, m ̸= n

利用 |ψn⟩ 满足归一化条件，对比二阶项得

⟨n|ψ(2)
n ⟩+ ⟨ψ(2)

n |n⟩+ ⟨ψ(1)
n |ψ(1)

n ⟩ = 0

利用 |n⟩ 正交归一性，可得 ⟨n|ψ(2)
n ⟩ 实部为

−1

2
δ2n −

1

2

∑
m ̸=n

|Wmn|2

(E
(0)
m − E

(0)
n )2

设 ⟨n|ψ(2)
n ⟩ 虚部为实数 θn，完全类似 (但更为复杂) 可得到二阶近似下 ψn 可写为

ψn ≈ ei(λδn+λ2θn)

(
|n⟩ − λ

∑
m ̸=n

Wmn

E
(0)
m − E

(0)
n

|m⟩ − λ2

2

∑
m ̸=n

|W 2
mn|

(E
(0)
m − E

(0)
n )

|n⟩

+ λ2
∑
m ̸=n

(
− WnnWmn

(E
(0)
m − E

(0)
n )2

+
∑
k ̸=n

WmkWkn

(E
(0)
m − E

(0)
n )(E

(0)
k − E

(0)
n )

)
|m⟩
)
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由此出于相同的理由，可取 δn = θn = 0，得到 |ψn⟩ 在二级近似下的表达式，此时即有能量满足

En ≈ E(0)
n + λWnn − λ2

∑
m ̸=n

|Wmn|2

E
(0)
m − E

(0)
n

* 注意到，上方表达式利用 Ĥ ′ = λŴ 合并后都可得到不显含 λ 的形式，因此只要 Ĥ ′ 视作微扰，都能如

此处理，无需显式写出 λŴ。例如记 H ′
mn = ⟨m|Ĥ ′|n⟩，即得能量二级近似

En ≈ E(0)
n +H ′

nn −
∑
m ̸=n

|H ′
mn|2

E
(0)
m − E

(0)
n

计算例

1. 电介质极化率

Ĥ0 = − h̄2

2µ

d2

d2x
+

1

2
µω2x2, Ĥ ′ = −qEx

这里 E 为 x方向施加的电场强度，离子电荷量 q，无外电场时各向同性电介质中可看作简谐振动，于

是哈密顿算符为 Ĥ0，根据第七章可知本征方程解为

Ĥ0|n⟩ = E(0)
n |n⟩, E(0)

n =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n ∈ N

回顾第七章中简谐振子的 Dirac 解法，相同定义 â, â† 与 N̂，由于

Ĥ ′ = −qE

√
h̄

2µω
(â+ â†)

利用 â†, â 的升降性计算可知 H;mn= −qE
√

h̄
2µω

(
√
nδm,n−1 +

√
n+ 1δm,n+1)

由此计算得精确到二级围绕下能量近似值为

En ≈
(
n+

1

2

)
h̄ω − q2E2

2µω2

因此所有能级下移常量，但能谱形状无影响。一级近似下态矢量变为

|ψn⟩ ≈ |n⟩ −
∑
m ̸=n

H ′
mn

E
(0)
m − E

(0)
n

|m⟩ = |n⟩+ qE
ω3/2

√
2πh̄

(√
n+ 1|n+ 1⟩ −

√
n|n− 1⟩

)
* 回顾 |n⟩ 的厄米多项式表达，|n± 1⟩ 的宇称与 |n⟩ 相反，于是和不再具有确定的宇称，空间反演对
称性被外电场破坏。

处于能级 En 的离子的平均位置即 [仍利用 â†, â 展开计算]

⟨x⟩ψn
= ⟨ψn|x|ψn⟩ = − 1

qE
⟨ψn|Ĥ ′|ψn⟩ =

qE
µω2

考虑正负离子移动方向相反，外电场诱导产生的电偶极矩为 P = 2 qE
µω2 q，与 E 之比即得到极化率

χ =
2q2

µω2
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2. 氦原子与类氦离子基态能量

Ĥ0 =

(
− 1

2
∇2

1 −
Z

r1

)
+

(
− 1

2
∇2

2 −
Z

r2

)
, Ĥ ′ =

1

r12

考虑原子单位制，Ĥ0 代表两个电子各自的哈密顿量，Ĥ
′ 刻画两电子之间的电势能，r12 = |r1 − r2|

为相对距离，可视为微扰。

利用之前对全同粒子的推导，Ĥ0 的本征函数可写为两个类氢原子波函数的积。

* 准确来说，旋量波函数为二维列向量，事实上是作张量积得到四维列向量，这时各自自旋与总自旋
对应的算符为上一章中四阶方阵的形式。

由此，利用原子物理知识可知，对于不考虑相互作用的基态，两个电子都处在 1s 轨道，各自的量子

数均为 n = 1, l = m = 0，且它们自旋相反，于是 ms = s = 0，得到波函数为

Ψ0(r1, r2, S13, S23) = ψ100(r1)ψ100(r2)
1√
2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1)

* 利用径向波函数显式表达可知 [注意类氢离子与氢离子的系数差别] ψ100(r) =
Z3/2
√
π
e−Zr，此时的对

应能量本征值为 E
(0)
1 = −Z2。

* 由于 Ĥ0 本征值仅有基态时不简并，仅有基态能用之前方式进行计算。

其对应的一级修正应为 [自旋部分利用正交归一性消去]

Ĥ ′
00 = ⟨r−1

12 ⟩Ψ0
=

∫∫
d3x1d3x2

1

|r1 − r2|
|ψ100(r1)|2|ψ100(r2)|2

利用球谐函数知识可算出此积分为 5
8
Z，于是 E1 ≈ −Z2 + 5

8
Z。

* 此处积分计算需要用到球谐函数的加法定理

1

r12
=

∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗
lm(θ, φ)Ylm(θ

′, φ′)

其中 r>, r< 为 r1, r2 中较大、较小的，θ, φ 为球坐标系下 r1, r2 的方向角。回顾第八章的球谐函数正
交归一关系与前几项的显式表达，结合即可计算得结果。

* 转化为国际单位制后能量须乘氢原子基态能量 −13.6eV，进而得到近似结果。

简并态微扰论

若能级零级近似给定后，对应态矢量不唯一，刚才的方法不再适用。这时设本征方程为

Ĥ0|n, ν⟩ = E(0)
n |n, ν⟩

Ĥ0 添加其他力学量后成为力学量完全集，对应的共同本征态中其他力学量的部分用 ν 表示 [假设 E
(0)
n 有

限简并，从而 ν 可记为 1, 2, . . . , fn]。
考虑 Ĥ 的本征方程 (Ĥ0 + λŴ )|ψ⟩ = E|ψ⟩，两侧同时内积 |m,µ⟩，记

Cmµ = ⟨m,µ|ψ⟩, Wmµ,nν = ⟨m,µ|Ŵ |n, ν⟩

则利用正交归一性展开 |ψ⟩ 有
(E − E(0)

m )Cmµ = λ
∑
n,ν

Wmµ,nνCnν
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考虑一级近似，设 E = E(0) + λE(1), Cmµ = C
(0)
mµ + λC

(1)
mµ，比较 λ 的零次、一次项，可得

(E(0) − E(0)
m )C(0)

mµ = 0

(E(0) − E(0)
m )C(1)

mµ + E(1)C(0)
mµ =

∑
n,ν

Wmµ,nνC
(0)
nν

假设要处理的简并能级为 E
(0)
k ，取定 E(0) = E

(0)
k ，由零级方程得到 [注意 k ̸= m 时 Cmµ 必为 0]

C(0)
mµ = aµδmk

* 由此，C(0)
mµ 对应的波函数 |ψ(0)⟩ 必然为 Ĥ0 对应本征值 E

(0)
k 的某本征函数。

进一步代入一级方程，一级方程取 m = k 可得到

E
(1)
k aµ =

fk∑
µ=1

Wkµ,kνaν

将 aν 看作矢量 a，Wkµ,kν 看作矩阵 Wk，此即

Wka = E
(1)
k a

利用厄米算符定义可知 Wk 为厄米矩阵，从而其本征值都为实数，此本征方程可得到 fk 个本征值 E
(1)
kα，

对应本征矢量为 a
(α)
ν ，则得到 fk 个不同的零级波函数与对应一级能量近似，为

|ϕkα⟩ =
fk∑
µ=1

a(α)µ |k, µ⟩, E
(α)
k = E

(0)
k + λE

(1)
kα

* 若 Wk 无重本征值，能级简并完全解除，否则未完全解除。

* 同样，可以不显式写出 λŴ 的形式，直接类似考虑 H ′
k，其本征值即为能量的修正。

Stark 效应
定义：原子置于外电场中，光谱线发生分裂。

考虑氢原子 n = 2 的能级，由第九章可知本征值 − e2

8a
[a 为玻尔半径，回到国际单位制] 其共有四个本征态

ψ200, ψ210, ψ211, ψ21,−1

而外电场引起的扰动在球坐标系下为

Ĥ ′ = eEz = eEr cos θ

* 由于只涉及电场，A = 0，考虑自旋后 Ĥ 形式无差别，可以忽略自旋。

这里 ν 由 l,m 共同确定，由之前列举本征态的顺序作为矩阵，直接利用球谐函数表达式计算可知

H ′
2 =


0 −2eEa 0 0

−2eEa 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


事实上，由于 L̂3 = −h̄ ∂

∂φ
，可知 [Ĥ, L̂3] = 0，由此 m 不同的态对应的 (H ′

k)ij 必然为 0，而利用

cos θYlm = almYl+1,m + blmYl−1,m

这里 a, b 为系数，计算可知任何 H ′
k，其矩阵元要非零必须对应的两侧 l,m 满足 ∆m = 0,∆l = ±1，这称

为外电场引起扰动的选择定则。

回到 k = 2 的情况，直接求解可知
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1. 对 H ′
2 本征值 3eEa，可得新零级态矢量为

|ϕ1⟩ =
1√
2
(ψ200 − ψ210)

对应能量 − e2

8a
+ 2eEa。

2. 对 H ′
2 本征值 −3eEa，可得新零级态矢量为

|ϕ2⟩ =
1√
2
(ψ200 + ψ210)

对应能量 − e2

8a
+ 2eEa。

3. 对 H ′
2 本征值 0，其本征子空间为 ψ211 与 ψ21,−1 的任意线性组合，对应能量 − e2

8a
。

由此，加入外电场后，第一激发态分裂为三个能级。

§10.2 变分方法

考虑哈密顿算符满足本征方程

Ĥ|n⟩ = En|n⟩

定理：哈密顿算符任何归一化的量子态下系综平均不会小于基态能量。

证明：直接将 |ψ⟩ 展开为哈密顿算符的本征态的叠加可知系综平均为
∑

nEn|⟨n|ψ⟩|2，由归一化，后一部
分总和为 1，因此至少为 E0。

* 若能量本征态存在简并，⟨n|ψ⟩ 中的 |n⟩ 事实上是使得 ⟨n|ψ⟩ 模长最大的 |n⟩，也即 |ψ⟩ 在本征子空间的
投影，利用数学知识可证明总和仍为 1，从而得证。

变分原理

定理：当 ⟨ψ|ψ⟩ = 1 的某 |ψ⟩ 满足 ⟨Ĥ⟩ψ 取极值时，|ψ⟩ 必然为某个本征态。
证明：利用拉格朗日乘子法可写为

δ
(
⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ − λ(⟨ψ|ψ⟩ − 1)

)
= 0

其即化为

⟨δψ|Ĥ − λ|ψ⟩+ ⟨ψ|Ĥ − λ|δψ⟩+ δλ(⟨ψ|ψ⟩ − 1) = 0

扰动 δλ 可任取蕴含了归一化条件，而对 δψ，由 λ 为实数，利用 Ĥ − λ 的厄米性可知 ⟨δψ|Ĥ − λ|ψ⟩ 实部
为 0 对任何 |δψ⟩ 成立。由此，若 (Ĥ − λ)ψ ̸= 0，取 δψ 为 (Ĥ − λ)ψ 某倍数即有矛盾，从而得到

Ĥ|ψ⟩ = λ|ψ⟩

Ritz 变分法：假设猜测基态波函数 ψ 可写为 ψc1,c2,...,cn(q) 的形式，ci 为待定参数，向量 q 为波函数的参

数，则通过上述定理可知，对基态应满足

∂

∂ci
⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ = 0, ∀i

* 此方法本质是有限元方法，利用由参数表示的函数空间逼近波函数，理论来说，空间越大，逼近效果越
好，但使用时须选取能正常归一化 [这保证了束缚态]、数学表达式简单 [这保证了积分容易计算] 的试探波
函数 ψc(q)。

计算例
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1. 再探氦原子与类氦离子基态能量

回顾原子单位制下其哈密顿算符

Ĥ =

(
− 1

2
∇2

1 −
Z

r1

)
+

(
− 1

2
∇2

2 −
Z

r2

)
+

1

r12

两类氢例子基态波函数乘积为 Z3

π
e−Z(r1+r2)，而由于 1

r12
提供了库伦斥力，部分抵消引力，可考虑将

波函数写成

ψσ(r1, r2) =
σ2

π
e−σ(r1+r2)

直接计算可知

⟨ψσ|Ĥ|ψσ⟩ = −σ2 − 2(Z − σ)σ +
5

8
σ

因此求导可知最佳值 σ = Z − 5
16
，对应基态能量近似值

E0 ≈ −Z2 +
5

8
Z − 25

256

* 比一级微扰时的计算更接近实验结果。

2. 一维无限深势阱中基态能量

考虑哈密顿算符

Ĥ = − h̄2

2µ

d2

dx2 + V (x), V (x) =
µ2ω2

2h̄
x4

由束缚态，无穷远处应趋于 0，根据经验可知基态波函数具有偶宇称，考虑两种取法 [回顾 θ(x) 为

x > 0 时为 1，否则为 0 的阶梯函数，这里假设 0 处为 1
2
]

ψα(x) =

(
2α2

π

)1/4

exp(−α2x2)

ϕβ(x) =
√
β
(
θ(x) exp(−βx) + θ(−x) exp(βx)

)
计算可知

⟨ψα|Ĥ|ψα⟩ =
h̄2α2

2µ
+

3µ2ω3

32h̄α4
=⇒ α =

6
√
3

√
µω

2h̄
=⇒ E0 ≈

3 3
√
3

8
h̄ω

⟨ϕβ|Ĥ|ϕβ⟩ =
h̄2β2

2µ
+

3µ2ω3

4h̄β4
=⇒ β =

6
√
3

√
µω

h̄
=⇒ E0 ≈

3 3
√
3

4
h̄ω

由于前者对应的 E0 估计更小，前者更加精确。

* 若将试探波函数取为 ψα + ϕβ，应有更精确的估计，但这时即会难以计算。

§10.3 半经典近似

半经典近似，又称为 WKB 近似 [Wentzel-Kramers-Brillouin 近似]，是另一种非微扰近似方法。
* 其特别适合计算缓慢变化的势场 [在量子尺度下几乎保持不变的势场] 等情况，因此经典体系必然满足，
从而称为半经典近似。

考虑位置表象哈密顿量为

Ĥ = − h̄2

2m
∇2 + V (r)

记 p(r) =
√

2m(E − V (r))，定态哈密顿方程可写为

∇2ψE(r) +
p2(r)
h̄2

ψE(r) = 0
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* 对量子力学情况，根号下未必为正，若根号内为负数时，我们取 p(x) 为虚部为正的纯虚数。

由于常数势场时解为 A exp(±ip · r)/h̄，猜测解为

ψE(r) = A(r) exp iS(r)
h̄

将其代入薛定谔方程，对比实部虚部可得

h̄2

A
∇2A− (∇S)2 + p2(r) = 0, 2(∇A) · (∇S) +A∇2S = 0

* 事实上实部为第一式的 A 倍，虚部为第二式的 h̄ 倍。

对半经典近似，假设 h̄ 为小量，从而忽略 h̄2 项，得到

(∇S)2 = p2(r), 2(∇A) · (∇S) +A∇2S = 0

一维情况

一维时由于梯度即为求导，可直接积分得到 S，再利用 dA
A

= d lnA 得到 A，从而可知 [C± 为归一化常数]

S±(x) = ±
∫
p(ξ)dξ, A±(x) =

C±√
|p(x)|

* 此波幅正比于 1√
|p(x)|
，符合牛顿力学中动量越大停留时间越短的规律。

* 对 V 为常势场的情况，WKB 近似可得到严格解。
根据上方推导，经典允许区间 E > V (x), p(x) > 0，可得

ψ(x) =
C+√
p(x)

exp
(
i
h̄

∫
p(ξ)dξ

)
+

C−√
p(x)

exp
(
− i
h̄

∫
p(ξ)dξ

)
而经典禁止区间 E < V (x)，根据约定 p(x) = i|p(x)|，可得

ψ(x) =
D+√
|p(x)|

exp
(
− 1

h̄

∫
|p(ξ)|dξ

)
+

D−√
|p(x)|

exp
(
1

h̄

∫
|p(ξ)|dξ

)
但是，对过渡区，p(x) = 0 时，此波函数并不成立，这样的点称为经典拐点。回到代入波函数形式得到的

原方程，作近似要求与 h̄ 无关的项远大于含 h̄ 的项，考虑实部第二项与虚部第二项可知

|A(∇S)2| ≫ h̄|A∇2S|

于是可知 |h̄∇2S| ≪ |∇S|2，一维情形下即可写成∣∣∣∣ ddx h̄

S′

∣∣∣∣≪ 1

而 WKB 近似后 S′(x) = ±p(x)，在 p(x) 接近 0 时计算导数会发现不满足可以近似的条件，因此只能严
格求解方程。

* 注意到经典允许范围内， h̄
p
事实上是德布罗意波长。

一维无刚性墙势阱下的束缚态求解

考虑 V (x) 满足任何点有限，±∞ 处趋于 +∞，在负无穷到 0 单调减，V (0) = 0，在 0 到正无穷单调增。
对某 E > 0，E − V (x) = 0 必在 x1, x2 两点成立，下面进行波函数求解。对 (−∞, x1)，结合束缚态边界

条件，波函数可写为

ψ1(x) =
c1√
|p(x)|

exp
(
− 1

h̄

∫ x1

x

|p(ξ)|dξ
)
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对 (x2,∞)，类似有

ψ3(x) =
c3√
|p(x)|

exp
(
− 1

h̄

∫ x

x2

|p(ξ)|dξ
)

对经典允许区 (x1, x2)，可合并为相因子的表达式，考虑积分区域可写出两种表达方式

ψ2(x) =
c2√
p(x)

sin
(
1

h̄

∫ x2

x

p(x)dx+ α

)
=

c′2√
p(x)

sin
(
1

h̄

∫ x

x1

p(x)dx+ α′
)

* 这里参数 α 未必为实数，正弦取复函数定义。

为研究边界条件，需要考虑波函数的连接。在 x接近 x2 时，设 F0 = V ′(x2)，势能可近似为 E+(x−x2)F0，

代入薛定谔方程后，记

y = 3

√
2mF0

h̄2
(x− x2)

得到方程
d2ψ(y)

dy2 − yψ(y) = 0

这称为 Airy 方程，考虑到束缚态边界条件，两边傅里叶变换可得到解为

ψ(y) =
a

π

∫ ∞

0

cos(yξ + ξ3/3)dξ

* 事实上原方程解为两 Airy 函数 Ai 与 Bi 的线性组合，傅里叶后只能得到 Ai 的倍数作为解，本质是因
为 Bi 不满足束缚态边界条件，因此无法变换。
利用数学估计可以证明渐进趋势

ψ(y) =

 a√
π|y|1/4 sin

(
2
3
(−y)3/2 + π

4

)
y ≪ 0

a
2
√
πy1/4

exp
(
− 2

3
y3/2

)
y ≫ 0

根据势能形式可知 F0 > 0，从而 y 随 x 单调增，y ≪ 0 时等价于 ψ2(x)，y ≫ 0 时等价于 ψ3(x)，再代入

邻域内

p2(x) = −2m(x− x2)F0 = −(2mh̄F0)
2/3y

计算得上方的渐进趋势即可用 p(x) 表示为

ψ(x) =


A√
p(x)

sin
(
1
h̄

∫ x2

x
p(ξ)dξ + π

4

)
x≪ x2

A

2
√

|p(x)|
exp

(
− 1

h̄

∫ x
x2
p(ξ)dξ

)
x≫ x2

这里 A = (2mh̄F0)
1/6π−1/2a，由此对比可知

c2 = A, c3 =
A

2
, α =

π

4

完全类似可知，记 G0 = −V ′(x1), G0 > 0，令 B = (2mh̄G0)
1/6π−1/2b，则有

c′2 = B, c1 =
B

2
, α′ =

π

4

为使 ψ2 定义合理，两种表达方式应相等，注意到两种表达方式 sin 中的部分和恒为

β =
1

h̄

∫ x2

x1

p(x)dx+
π

2

若记第一种表达中为 θ(x)，要求即为

A sin(θ(x)) = B sin(β − θ(x))
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此在 x 变化时成立只能 β = (n+ 1)π,B = (−1)nA，注意到 β > 0，只能取 n ∈ N，对应结果即为∫ x2

x1

p(x)dx =

(
n+

1

2

)
πh̄, n ∈ N

这就称为 WKB 量子化条件。由于左侧 V (x) 固定，积分只与 E 有关，对应右侧每个值，左侧即有一个

能级 En。

* 经典力学意义下，p 绕环路的积分可看作左侧积分两倍，再取 n ≫ 1，就成为了氢原子能级时的玻尔索

末菲量子化公式 ∮
p(x,En)dx = nh

应用举例

1. 中心力场中三维束缚态

回顾第九章，径向薛定谔方程满足

χ′′
l (r) +

(
2µ

h̄2
(E − V (r))− l(l + 1)

r2

)
χl(r) = 0

由此定义等效势能与等效哈密顿量

Ve(r) = V (r) +
h̄l(l + 1)

2mr2
, Ĥe = − h̄2

2m

d2

dr2 + Ve(r)

此方程即可看作 Ĥe 的薛定谔方程，具有一维形式。若经典允许区为 r1 ≤ r ≤ r2，即可得到束缚态

能级为 ∫ r2

r1

√
2m

(
En − V (r)− h̄2l(l + 1)

2mr2

)
dr =

(
n+

1

2

)
πh̄, n ∈ N

2. 一维简谐振子能量估算

由于 V (x) = 1
2
mω2x2，当 E > 0 时，对应经典拐点即为 ±

√
2E/mω2，记为 ±a，计算即得∫ a

−a
p(x)dx = 2mω

∫ a

−a

√
a2 − x2dx =

πE

ω

由此得到

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n ∈ N

与严格解完全一致。

3. 一维有刚性墙势阱

作为类似但不完全相同的例子，记之前无刚性墙势阱的势能为 U(x)，对某 x0 < 0，定义新的势能

V (x) =

+∞ x < x0

U(x) x > x0

考虑例子能量 E > U(x0)，则经典允许区为 x0 ≤ x ≤ x2，经典拐点为 x0 与 x2。

对 x2 附近考虑，完全类似可以得到 (x0, x2) 中的方程为

ψ2(x) =
A√
p(x)

sin
(
1

h̄

∫ x2

x

p(x)dx+
π

4

)
而这时由于 V (x) 为无穷，ψ 在 x ≤ x0 时须为 0，代入 ψ2(x0) = 0，仍利用 p 为正即可得到此时的

量子化条件 ∫ x2

x0

p(x)dx =

(
n+

3

4

)
πh̄, n ∈ N
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十一 含时问题

* 本章的含时指 Ĥ 显含时间的情况，此时能量不再守恒，于是不存在定态或能级修正。

§11.1 含时微扰论

相互作用绘景

之前的讨论均在薛定谔绘景中进行 [以下不加下标默认薛定谔绘景]，我们假设 Ĥ 表达为

Ĥ(t) = Ĥ0 + λV̂ (t)

即含时部分视为微扰。

由此可定义相互作用绘景 [下标 I 表示，又称 Dirac 绘景]，其满足

|ψ(t)⟩I = exp(itĤ0/h̄)|ψ(t)⟩, ÂI(t) = exp(itĤ0)Â(t) exp(−itĤ0)

* 此定义下可发现与 Ĥ0 可交换的算符 (包含其自身) 不随时间演化，因此守恒性仍能体现。此外，其本征
态只相差相因子，于是不随时间演化。

由此计算可知 ĤI(t) = Ĥ0 + λV̂I(t)，代入随时间演化的薛定谔方程 ih̄∂tψ = Ĥψ 可得到

ih̄ d|ψ(t)⟩Idt = λV̂I(r)|ψ(t)⟩I

* 这里运用了对 |ψ(t)⟩I 求导仍可采用乘积求导公式，而 exp 含矩阵时求导结果扔类似数时，这从算符线
性性与矩阵指数定义可以证明。

此外，类似得到算符的时间演化也满足

ih̄ dÂI(t)dt = [ÂI(t), Ĥ0]

相互作用绘景中态矢量自然演化满足

|ψ(t)⟩I = ÛI(t, t0)|ψ(t0)⟩I

ÛI(t, t0) 称为此绘景中的时间演化算符，与薛定谔绘景讨论完全类似可知

ÛI(t, t) = Î , Û †
I (t, t0)ÛI(t, t0) = Î , ÛI(t, t1)ÛI(t1, t0) = ÛI(t, t0), t0 ≤ t1 ≤ t

此外，对薛定谔方程代入 |ψ(t)⟩I = ÛI(t, t0)|ψ(t0)⟩I 计算可得到将 |ψ(t)⟩I 换为 ÛI(t, t0) 方程仍成立

[|ψ(t0)⟩I 为常量]，从而两端从 t0 到 t 积分得到

ÛI(t, t0) = Î − iλ
h̄

∫ t

t0

V̂I(τ)ÛI(τ, t0)dτ

由于 ÛI 为此积分方程的不动点，从 Û
(0)
I = Î 出发，构造

Û
(n)
I (t, t0) = Î − iλ

h̄

∫ t

t0

V̂I(τ)Û
(n−1)
I (τ, t0)dτ

利用此迭代可得到精确的级数解 [第 n 次迭代新增的部分恰好为 λn 项]

ÛI(t, t0) = Î − iλ
h̄

∫ t

t0

V̂I(t1)dt1 +
(
− iλ
h̄

)2 ∫ t

t0

V̂I(t1)dt1
∫ t1

t0

V̂I(t2)dt2

+

(
− iλ
h̄

)3 ∫ t

t0

V̂I(t1)dt1
∫ t1

t0

V̂I(t2)dt2
∫ t2

t0

V̂I(t3)dt3 + . . .
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这称为戴森级数。考虑 λ≪ 1，取一级近似得

ÛI(t, t0) ≈ Î − iλ
h̄

∫ t

t0

V̂I(t1)dt1

考虑 0 时刻体系处在 Ĥ0 本征态 |i⟩ 上，t > 0 后加入微扰，则 t 时刻的态函数近似为

|Ψ(t)⟩I = |i⟩ − iλ
h̄

∫ t

0

dτ V̂I(τ)|i⟩

其与 |f⟩, f ̸= i 内积可以得到跃迁到 |f⟩ 的概率幅 [最后一个等号代入了相互作用绘景下算符定义]

a
(1)
f (t) = ⟨f |Ψ(t)⟩I = − iλ

h̄

∫ t

0

⟨f |V̂I(τ)|i⟩ = − iλ
h̄

∫ t

0

dτ⟨f |V̂ (τ)|i⟩ exp(iωfiτ)dτ

这里 ωfi = (Ef − Ei)/h̄，而概率即为此概率幅模长平方。

* 类似地，将 λ 与 V̂ 合并可不显式写出微扰项。

简谐微扰

若 V̂ 简谐依赖时间，考虑厄米性知其可写为

V̂ (t) = F̂ e−iωt + F̂ †eiωt, t > 0

这里 F̂ 不显含时间。

考虑一个具体例子，电偶极相互作用。回顾第九章带电非相对论粒子在电磁场中的哈密顿算符，假设还有

势 V (r)，若粒子取为忽略自旋的电子，则有

H =
1

2µ

(
p̂2 +

e

c
A
)2

− eϕ+ V (r) = Ĥ0 + V̂ (t)

Ĥ0 =
1

2µ
p̂2 + V (r), V̂ (t) =

e

2µc
(p̂ · A + A · p̂) + e2

2µc2
A2 − eϕ

为简化 V̂ (t) 表达式，假设原子尺度上电场可看作匀强 E(t)，库伦规范下可取 A = 0，而

ϕ = −r · E(t)

* 这实质上是电偶极近似，能取 A = 0 的原因详见下节解释。

取电磁场为单频交变电磁场 [如平面电磁波]，有 E(t) = E cos(ωt)，于是

V̂ (t) = −eϕ = er · E cos(ωt)

* 对应简谐扰动中 F̂ = F̂ † = 1
2
e(r · E)。

回到一般简谐扰动的情况，直接代入计算积分可知

a
(1)
f =

1− exp(i(ωfi − ω)t)

h̄(ωfi − ω)
⟨f |F̂ |i⟩+ 1− exp(i(ωfi + ω)t)

h̄(ωfi + ω)
⟨f |F̂ †|i⟩

* 注意此为态之间跃迁的概率幅，当且仅当末态 |f⟩ 能级非简并时可以看作能级跃迁的概率幅。
根据上式可发现此概率幅有两个极点，ω = ±ωfi，这称为共振条件。
不妨设 ω > 0，考虑 Ef > Ei，ω = ωfi 的情况，称为共振吸收 [另一种称为共振发射]，取近似条件

h̄ω ≈ Ef − Ei

由于这时一项对应值远大于另一项，概率幅近似为

a
(1)
f (t) ≈ 1− exp(i(ωfi − ω)t)

h̄(ωfi − ω)
⟨f |F̂ |i⟩
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利用三角函数变换可写出跃迁概率

Pfi(t) = |a(1)f (t)|2 = |⟨f |F̂ |i⟩|2

h̄2

(
sin((ωfi − ω)t/2)

(ωfi − ω)/2

)2

记 ωfi − ω = α，上式右侧的括号内 sin2(at)/2
(α/2)2

为含时因子，可发现 α = 0 处，即发生共振吸收时上式括号

内最大，为 t2，而第一级主极大宽度 [即从最大值到最小值 0 处的距离] 为 ∆a = 2π/t。

* 实际上，此项很小时另一项不可忽略，因此此宽度仅为估计。
设扰动作用于体系的时间间隔 ∆t，则体系能量改变量估计为 ∆E = h̄∆a ∼ 2πh̄/∆t，由此可得到

∆E∆t ∼ h

这即为能量-时间不确定关系。
* 对能量改变量的估计来自于 ∆t 内 0 附近 ∆α 的范围内跃迁较可能发生，这也意味着终态能量在 Ef 附

近 h̄∆α。

考虑 t→ ∞ 时，这时利用数学知识可计算得 [可对 α 积分取极限证明]

lim
t→∞

Pfi(t) =
2π

h̄
|⟨f |F̂ |i⟩|2δ(Ef − Ei − h̄ω)t

由此对 Pfi 求导得到单位时间的跃迁概率，即跃迁速率为

wfi = lim
t→∞

d
dtPfi(t) =

2π

h̄
|⟨f |F̂ |i⟩|2δ(Ef − Ei − h̄ω)

也即时间趋于无穷时跃迁必须满足 Ef = Ei + h̄ω，可看作吸收光子。

* 若考虑 Ei 为脱出功 ϕ，Ef 为自由粒子对应能量，此即成为光电效应方程

1

2
mv2 = ϕ+ h̄ω

因此光电效应也可以看作电子波动性引起。

对终态能级连续分布的情形，虽然最终亦为跃迁到 Ef = Ei+ h̄ω，但此时的对应跃迁概率不再为无穷，而

是可以写为

Pfi(t) =

∫
|a(1)f0 (t)|

2df0

*此式的来源为，只要发生了跃迁，最终即会跃迁为 |f⟩，因此可对右侧所有跃迁积分，最终得到跃迁概率。
这里 df 表示 Ef 到 Ef + dEf 中的终态数目，ρ(Ef ) = df

dEf
称为能级的态密度。

由此，利用 |a(1)f (t)|2 在 t 趋于无穷时的表达式 [即为之前推导中的 Pif (t) 表达式]，直接代入并换元为 Ef0

即可知

Pfi(t) =
2πt

h̄
|⟨f |F̂ |i⟩|2ρ(Ei + h̄ω)

这里 |f⟩ 为 Ef = Ei + h̄ω 对应的量子态。

* 此式除以 t 即得到 wfi 的形式，称为费米黄金规则。

氢原子电离

假设 t = 0 时氢原子处于基态，波函数为

ψi = ψ100(r, θ, ϕ) =
1√
πa3

e−r/a

在 t > 0 时受到大小 E cosωt，沿 z 轴方向的交变电场作用，根据上一部分可知球坐标系下

F̂ = F̂ † =
1

2
eEr cos θ
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假设终态为氢原子电离后的自由电子态，设动量为 p，有

ψf = ψp(r) =
1√
Ω
eip·r/h̄

这里 Ω 为箱归一化系数，代表氢原子运动范围的空间体积。

通过复杂的积分计算可得到，设 p 在球坐标系下为 (p, θ′, ϕ′)，可得

⟨f |r cos θ|i⟩ = 1√
πa3Ω

∫
e−ip·r/h̄r cos θe−r/ad3x = −i 32π√

πa3Ω
cos θ′ a5p/h̄

((ap/h̄)2 + 1)3

由此可得到 a
(1)
f (t) 的表达式，进而计算其模长平方在无穷处的极限。然而，由于 Ef 只由 p 确定，θ′ 与

ϕ′ 可任取，从此形式仍然无法得到跃迁概率，还需计算 ρ(E)。

将相空间划分为体积为 h3 的相格，利用不确定性关系，每个量子态在相空间中近似占据一个相格，由此

位置空间体积 Ω、动量空间体积 d3p 的子空间对应的量子态数目 [近似为相格数目]

df =
Ωd3p

h3
=

Ω

(2πh̄)3
p3dpdΩ′

第二个等号将 p 化为球坐标，dΩ′ 为其立体角微元。由此，将 p 与 dp 利用 p =
√
2µE 后换元即得到

ρ(E) =
Ω

(2πh̄)3
µ
√

2µEdΩ′

于是，类似费米黄金规则的推导最终计算得

ωfi =
πe2E2

2h̄

∫
|⟨f0|r cos θ|i⟩|2δ(Ef0 − Ei − h̄ω)ρ(Ef0)dEf0

=
πe2E2

2h̄

∫
|⟨f |r cos θ|i⟩|2 Ω

(2πh̄)3
µ
√
2µEf dΩ′

=
28µe2E2a4

3h̄2
(2µEfa

2/h̄2)3/2

((2µEfa2/h̄
2) + 1)6

其中 Ei = − e2

2a
为基态能量，Ef = Ei + h̄ω，|f⟩ 表示 Ef 对应的某量子态 [第二步事实上为对 Ef 对应的

全部量子态累计，已代入了 p =
√
2µEf ]。

§11.2 跃迁矩阵元

为对原子发光进行讨论，需要先研究平面电磁波对原子中电子的相互作用。

与上节类似，采取电偶极近似 [实验表明可取，近似的物理背景见后] 后有

V̂ (r) = er · E cos(ωt)

此时，跃迁概率幅 [这里重复指标 k 指求和，后方的 i 同理]

a
(1)
f (t) ∼ ⟨f |r · E|i⟩ = ⟨f |xk|i⟩Ek

由此，⟨f |xk|i⟩ 称为原子发光问题的跃迁矩阵元。

为说明其重要性，考虑原子在平面电磁波作用中常见的三种物理过程：

1. 吸收

初始能态为低能态 Ea，受电磁波照射后跃迁到高能态 Eb，由 F̂ = 1
2
eriEi，从之前讨论代入可知此

时的跃迁速率

wba =
πe2

2h̄
|⟨b|xi|a⟩Ei|2δ(Eb − Ea − h̄ω)
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2. 受激发射

初始能态为低能态 Eb，受电磁波照射后跃迁到低能态 Ea，相当于对上方 ω + ωfi = 0 的情况进行类

似讨论，可发现跃迁速率有完全相似的形式

wab =
πe2

2h̄
|⟨a|xi|b⟩Ei|2δ(Ea − Eb + h̄ω)

将模长展开为其与其共轭的乘积，利用 xi 厄米性可发现事实上与吸收对应的跃迁概率 wba 相等。

* 其为纯粹量子力学过程，激光即以其为原理 [大量高能级原子受激发射]，但考虑统计力学会发现让
大量原子处在高能级是困难的。

* 爱因斯坦首先提出，自发发射也为爱因斯坦提出。

3. 自发发射

高能态 Eb 上的原子向低能态 Ea 自动跃迁并发射光子。其事实上是量子化电磁场的真空能催生，利

用爱因斯坦的原子发光旧量子论可以推出跃迁速率

Aab ∼
4ω2

ba

3h̄c3

∣∣∣∣∑
i

⟨a|xi|b⟩
∣∣∣∣2, ωba =

1

h̄
(Eb − Ea)

下面，考虑初态为 ψnlm，末态为 ψn′l′m′，为使跃迁可能发生，需对应的跃迁矩阵元 ⟨n′l′m′|xi|nlm⟩ 至少
对一个 i 非零，由此得到选择定则。

磁量子数选择定则

利用 [L̂i, x̂j ] = ih̄ϵijkx̂k，两边作用 |nlm⟩ 再与 |n′l′m′⟩ 内积可算出

(m′ −m)⟨n′l′m′|x3|nlm⟩ = 0, (m′ −m+ 1)(m′ −m− 1)⟨n′l′m′|xj |nlm⟩ = 0, j = 1, 2

由此知矩阵元非零必须 ∆m = m′ −m 为 0 或 ±1。

* 这事实上来源于总角动量第三分量守恒，原子中电子失去或获得的角动量由光子提供。
角量子数选择定则

计算可验证

[L̂2, [L̂2, x̂i]] = 2h̄{x̂i, L̂2}

两边作用 |nlm⟩ 再与 |n′l′m′⟩ 内积可算出

(l′ − l − 1)(l′ − l + 1)(l′ + l)(l′ + l + 2)⟨n′l′m′|xi|nlm⟩ = 0, i = 1, 2, 3

考虑到 l, l′ 为非负整数，可得 ∆l = l′ − l = ±1 或 l′ = l = 0，但后一种情况直接计算验证可知矩阵元

⟨n′00|r|n00⟩ = 0，因此只能 ∆l = ±1。

§11.3 原子发光

原子与辐射电磁场

回到之前得到的

H =
1

2µ

(
p̂2 +

e

c
A
)2

− eϕ+ V (r) = Ĥ0 + V̂ (t)

Ĥ0 =
1

2µ
p̂2 + V (r), V̂ (t) =

e

2µc
(p̂ · A + A · p̂) + e2

2µc2
A2 − eϕ

采取库伦规范 ∇ · A = 0 可化简括号中的和为 2A · p̂，并忽略与电磁相互作用无关的 A2 项 [其表示电磁场
本身的性质]，得到

V̂ (t) =
e

µc
A(r, t) · p̂
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这里 A 看作经典矢量场与力学量算符可得到不同处理方式。

经典电动力学处理

库伦规范下，假设辐射电磁场存在于远离电流电荷分布的区域，可得麦克斯韦方程组为

∇2A − 1

c2
∂2A
∂t2

= 0, ∇2ϕ = 0

将辐射电磁场看作极化矢量 ε，波矢 k = kn 的平面电磁波，可知

A(r, t) = A0ε
(
ei(k·r−ωt) + e−i(k·r−ωt))

这里 A0 为矢势波幅，代入库伦规范可知 n · ε = 0。

将其表达式代入库伦规范下电磁场表达式可知

E = −1

c

∂A
∂t

=
iω
c
A0ε

(
ei(k·r−ωt) − e−i(k·r−ωt))

B = ∇× A = i(k × ε)A0

(
ei(k·r−ωt) − e−i(k·r−ωt))

由此利用库伦规范条件计算可发现 B = n×E，且两者在 n 上的分量都为 0 [电动力学中称为横电磁波，或
TEM 波]，于是模长相等。
能量体密度瞬时值与周期平均为

u =
E2 + B2

8π
=

ω2

πc2
|A0|2 sin2(k · r − ωt), ⟨u⟩ = ω

2πc2
|A0|2

将其看作量子物理意义下的一个光子，能量为 h̄ω，占据空间体积为 Ω，于是 ⟨u⟩ = h̄ω/Ω，对比得到

|A0| =
√

2πh̄c2

ωΩ

由此可代入得到 A，进而得到 V̂ (t)。由于原子尺度上，对波长在可见光或紫外线范围的电磁仓，⟨·|r⟩ 是无
量纲小量，可假设其近似为 0，得到

A(r, t) ≈ A(t) =

√
2πh̄c2

ωΩ
ε(e−iωt + eiωt)

从而简谐扰动对应的

F̂ = F̂ † =
e

µc

√
2πh̄c2

ωΩ
ε · p̂

* 此近似后，取 χ(r, t) = −r ·A(t)，规范变换后可发现 A′ = A+∇χ = 0，而 ϕ′ 为 −r ·E(t)，其对应的能
量形式为 er · E(t)，er 可看作电偶极子，因此这称为电偶极近似。
为计算 ωba，需计算

⟨f |F̂ |i⟩ = e

µc

√
2πh̄c2

ωΩ
ε · ⟨i|p̂|f⟩

由于计算得 p̂ = −iµ[r̂, Ĥ0]/h̄，再代入 Ĥ0 本征方程可知

⟨f |p̂|i⟩ = iµωfi⟨f |r̂|f⟩

这里就回到了跃迁矩阵元的表达，由此可得吸收/受激发射过程的跃迁速率为

wba = wab =
4π2e2ω2

ba

ωΩ
|εi⟨a|xi|b⟩|2δ(Eb − Ea − h̄ω)

电磁场量子化
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先将电磁场表示为一系列电磁振子的集合。利用库伦规范下 A 的方程，由于其存在平面波解，又由库伦
规范下散度为 0，仅有两方向独立，得到可以一般性表达为

A(r, t) = 1√
Ω

∑
k

2∑
λ=1

ελ(k)
(
aλ(k)ei(k−r−ωkt) + a∗λ(k)e−i(k·r−ωkt)

)
代入方程可得到约束

ωk = ck, ελ(k) · εσ(k) = δλσ, ελ(k) · k = 0

与之前类似，可从 A 中得到 E,B 的表达式，从而区域内电磁场总能量为 [这里平均代表对每个独立分量
按 ωk 取周期平均]

Hem =

〈
1

8π

∫
d3x(E2 + B2)

〉
=

Ωh̄2

8πc4

∑
k

2∑
λ=1

ω2
ka

∗
λ(k)aλ(k)

为将其量子化，定义

Qλ(k) =
h̄

4c2

√
Ω

π
(aλ(k) + a∗λ(k)), Pλ(k) = − ih̄

4c2

√
Ω

π
ωk(aλ(k)− a∗λ(k))

代入计算可知

Hem =
∑

k

2∑
λ=1

(
1

2
P 2
λ(k) +

1

2
ω2
kQ

2
λ(k)

)
由此可视为一系列独立电磁振子能量和，我们用 Q̂ 与 P̂ 代替 Q 与 P，即得到算符表达

Ĥem =
∑

k

2∑
λ=1

(
1

2
P̂ 2
λ(k) +

1

2
ω2
kQ̂

2
λ(k)

)
粒子性要求其满足对易关系

[Q̂λ(k), P̂σ(q)] = ih̄δkqδλσ

再设

âλ(k) =
√
ωk
2h̄
Q̂λ(k) + i P̂λ(k)√

2h̄ωk

可发现 â 与 â† 替换之前的 a 与 a∗ 得到的关系式仍满足。记 N̂λ(k) = â†λ(k)âλ(k)，可得

Ĥem =
∑

k

2∑
λ=1

(
N̂λ(k) +

1

2

)
h̄ωk

* 计算可得到对易关系

[âλ(k), â†σ(q)] = δkqδλσ, [âλ(k), âσ(q)] = [â†λ(k), â†σ(q)] = 0

与简谐振子时的讨论完全类似可知 N̂λ(k) 本征值为非负整数，记对应 nλ(k) 的本征矢量 |nλ(k)⟩，有

âλ(k)|nλ(k)⟩ =
√
nλ(k)|nλ(k)− 1⟩, â†λ(k)|nλ(k)⟩ =

√
nλ(k) + 1|nλ(k) + 1⟩

因此，N̂λ(k) 对应波矢 k，极化 ϵλ(k) 的光子的粒子数算符，本征态 |nλ(k)⟩ 在本征值为 0 时为真空态，否
则称为 nλ(k) 光子态。
对某共同本征态，电磁场总能量为

Eem =
∑

k

2∑
λ=1

(
nλ(k) +

1

2

)
h̄ωk

代表不同波矢、不同极化的光子能量之和，而总真空能项在 k 无穷多时为无穷大。
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* 这时 Â 的表达式中将 aλ 替换为 âλ，并将共轭替换为厄米共轭，不影响扰动的简谐性。

取电偶极近似，exp(±ik · r) ≈ 1，则可得

V̂ (t) ≈
∑

k

2∑
λ=1

(
v̂λ(k)e−iωkt + v̂†λ(k)eiωkt

)
, v̂λ(k) =

e

µ

√
2πh̄

Ωωk
âλ(k)ελ(k) · p̂

自发发射

事实上，上方 v̂λ(k) 描述的是原子吸收一个光子的过程：此时体系初末态为 [ψi,f 代表对应算符 ελ(k) · p̂
本征态部分的状态]

|Ψi⟩ = |ψi⟩|nλ(k)⟩, |Ψf ⟩ = |ψf ⟩|nλ(k)− 1⟩

计算得 [第一个等号来源于其他不对应 âλ(k) 的独立部分可计算发现为 0]

⟨Ψf |V̂ (t)|Ψi⟩ =
e

µ

√
2πh̄

Ωωk
⟨nλ(k)− 1|âλ(k)|nλ(k)⟩⟨ψf |ελ(k) · p̂|ψi⟩ =

e

µ

√
2πh̄

Ωωk

√
nλ(k)⟨ψf |ελ(k) · p̂|ψi⟩

若初态无光子 [外电磁场]，nλ(k) = 0，原子吸收不会自发发生。然而，完全类似考虑发射光子的过程

|Ψi⟩ = |ψi⟩|nλ(k)⟩, |Ψf ⟩ = |ψf ⟩|nλ(k) + 1⟩

可得

⟨Ψf |V̂ (t)|Ψi⟩ =
e

µ

√
2πh̄

Ωωk
⟨nλ(k) + 1|â†λ(k)|nλ(k)⟩⟨ψf |ελ(k) · p̂|ψi⟩ =

e

µ

√
2πh̄

Ωωk

√
nλ(k) + 1⟨ψf |ελ(k) · p̂|ψi⟩

初态无光子时对应 nλ(k) = 0，此矩阵元非零，可以自发发生，这就是自发发射。

十二 弹性散射

* 本章的很多内容与电动力学中有相似形式与处理，可相互参考。

§12.1 基本描述

散射又称为量子碰撞，具有确定动量的粒子沿确定方向射向靶粒子，受到作用后发生偏转。

* 散射在小区域发生，入射粒子与出射粒子均处于自由粒子态，事实上散射作用可看作某种跃迁。
散射过程中未发生相对运动能量变化，称为弹性散射，本章只考虑弹性散射。

取入射粒子方向为 z 轴正方向，能量 E，由其为自由粒子，初态波函数即为 [注意这里下标 i 表示入射，

而非分量]

ψi = eikz, k =

√
2µE

h̄

回顾概率流密度矢量 J 的定义，设 z 轴单位矢量 ẑ，由定义计算可知

Ji = Jiẑ, Ji =
h̄k

µ

而散射后考虑单位时间内沿 θ, ϕ 方向单位立体角 dΩ 出射的概率 dP 即可定义微分散射截面

σ(θ, ϕ) =
dP
JidΩ

* 其具有面积量纲，因此如此称呼，且在实验中可观测。
在入射粒子进入靶粒子有效力程后，出射波满足的定态薛定谔方程为

− h̄2

2µ
∇2ψ + V (r)ψ = Eψ
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由于其为弹性散射，E 不变，仅波函数发生变化。假定势能 V (r) = V (r) 是球对称的，且无穷远处为 0 [利
用靶粒子为短程作用可如此假设]，则设解的形式为 ψlm = Rl(r)Ylm(θ, ϕ)，回顾第九章有心力场中的径向

薛定谔方程，由于观测是在 r → ∞ 时进行的，记 χl(r) = rRl(r)，在无穷远处其方程化为 [忽略相比 χl(r)

为小量的 χl(r)V (r), χl(r)/r
2 项]

χ′′
l (r) +

2µE

h̄2
χl(r) = 0

利用之前 k 的定义，此方程解为

χl(r) = Aeikr +Be−ikr

根据物理意义，若对应束缚态，其解应为向外扩散的球面波，于是 B = 0。可知

lim
r→∞

Rl(r) ∝
1

r
eikr

根据取 Ĥ, L̂2, L̂3 后成为力学量完全集，所有的 l,m 应可构成 E 给定时方程的解的一组基，从而有 [alm
为系数]

ψ(r, θ, ϕ) =
∑
l,m

almψlm(r, θ, ϕ)

* 此思路即为下节分波法的思路。
由于每个基都满足无穷远处条件，若解为束缚态，其也必然满足

lim
r→∞

ψs(r, θ, ϕ) ∝ f(θ, ϕ)
eikr

r

根据物理图像，实际的波分为入射波与散射波，散射波应满足束缚态边界条件 [于是写成上一行形式，下
标为 s]，而无穷远处 V (r) 近似为 0 时入射波也满足原方程的解，因此真正的解无穷远处可写为

lim
r→∞

ψ(r, θ, ϕ) ∝ eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r

这里 f(θ, ϕ) 即对应散射波的振幅，称为散射振幅。

* 真实的波函数为入射与散射叠加，符合物理要求。
* 事实上，直接将无穷远处条件 V (r) = 0 代入定态薛定谔方程，傅里叶求解也可得到对束缚态的结论，这

是一个更为严谨的推导方式。

* 对散射振幅的严谨求解即需要考虑 V (r) 的具体形式，称为正散射问题。

另一方面，利用散射波满足的关系，直接计算可知散射波无穷远处沿 r 方向的概率流密度为

Js,r =
ih̄
2µ

(
ψs∂rψ

∗
s − ψ∗

s∂rψs
)
=
h̄k

µ

|f(θ, ϕ)|2

r2

由定义有 [注意面积元为 r2dΩ]
dP = Js,rr

2dΩ

对比微分散射截面定义，代入 Ji 表达式即知

σ(θ, ϕ) = |f(θ, ϕ)|2

* 可进一步对 θ, ϕ 积分计算总散射截面 σT，真实实验涉及往往要求对 ϕ 对称，于是 f(θ, ϕ) 为 f(θ)，总

散射截面

σT = 2π

∫ π

0

|f(θ)|2 sin θdθ
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§12.2 分波法

回顾刚才得到的表达式 (将 r 替换为 kr，为方便后续推导，不影响其作为一组基)

ψ(r, θ, ϕ) =
∑
l,m

almRl(kr)Ylm(θ, ϕ)

为分析其性质，我们需要先考虑 eikz 的展开。回顾第八章对于球谐函数 Ylm、勒让德多项式 Pl 的介绍。由

于 z = r cos θ，数学推导可知

eikz =
∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ)

这里 jl 为球贝塞尔函数，满足定义

jl(x) = (−x)l
(
1

x

d
dx

)l sinx
x

其在 0 与无穷处近似为 [由此无穷处的确符合之前推导的渐进性质]

jl(x)
∣∣
x→0

≈ xl

(2l + 1)!!
, jl(x)

∣∣
x→∞ ≈ 1

x
sin
(
x− l

2
π

)
由于 eikz 与 ϕ 无关，利用球谐函数表达式可发现其必然只包含 m = 0 的球谐函数 Yl0，若我们进一步假

设对 ϕ 的对称性，f(θ, ϕ) = f(θ)，即知解可以作展开

ψ(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

R̃l(kr)Yl0(θ, ϕ) =
∞∑
l=0

√
2l + 1

4π
R̃l(kr)Pl(cos θ)

这里 R̃l 吸收了系数 al0。利用此展开求解即称为分波法，核心在于求解 R̃l(kr) 对应的径向薛定谔方程。

分波相移

利用之前的计算与 jl 的渐进性质，可知 eikz 无穷远处展开为

eikz∣∣
r→∞ ≈ 1

2ikr

∞∑
l=0

Al
(
ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2))Y10(θ, ϕ), Al =

√
4π(2l + 1)il

而对 f(θ)，由于已知 ψs 展开后 Rl(kr) 无穷远处近似为 A eikr

r
，可写出其展开为

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

clAle−ilπ/2Y10(θ, ϕ)

* 这里 cl 为某常系数，后面的 Ale−ilπ/2 部分是为了配凑。

利用

ψ(r, θ, ϕ)
∣∣
r→∞ = eikz∣∣

r→∞ + f(θ)
eikr

r

即得

ψ(r, θ, ϕ)
∣∣
r→∞ ≈ 1

2ikr

∞∑
l=0

Al
(
(1 + cl)ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2))Y10(θ, ϕ)

由于角动量守恒成立，粒子处在 L̂2, L̂3 的某一共同本征态 Yl0(θ, ϕ) 的概率应在散射前 [即为 eikz] 后不变。
将 r 方向看作向内、向外的球面波叠加，可知两个球面波的强度，即系数模长必须对应相同，也即 [向外
球面波强度不存在差别]

|1 + cl| = 1

由此可知 cl = e2iδl − 1，δl 为实参数，代入可知

ψ(r, θ, ϕ)
∣∣
r→∞ ≈ 1

kr

∞∑
l=0

Aleiδl sin(kr − lπ/2 + δl)Yl0(θ, ϕ)



十二 弹性散射 75

由此对比入射波

eikz∣∣
r→∞ ≈ 1

kr

∞∑
l=0

Al sin(kr − lπ/2)Yl0(θ, ϕ)

可发现实质上是每个径向波函数发生了相移 δl，因此其称为分波相移。

* 根据 f(θ) 的展开式，分波相移可完全确定 f(θ)，利用球谐函数的正交归一性，代入 σ(θ) = f∗(θ)f(θ)

[上标星号为共轭]，可直接计算得到

σT =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl

分波相移计算

为计算分波相移，须考虑径向薛定谔方程的形式，类似第九章得到

1

r2
d
dr

(
r2

dRl
dr

)
+

(
k2 − l(l + 1)

r2
− U(r)

)
Rl = 0, U(r) =

2µV (r)

h̄2

根据 ψ 边界条件的形式，我们需要找到其满足边界条件

Rl(kr)
∣∣
r→∞ ≈ 1

kr
sin(kr − lπ/2 + δl)

的解，以此确定 δl。

*这里由于方程线性性，可指定其边界条件为 sin(kr− lπ/2+ δl)/r 的任何倍数，而对上述要求的展开式为

ψ(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

AleiδlRl(kr)Yl0(θ, ϕ)

* 此边界条件与之前的束缚态要求不再相同，这是由于已经考虑了 ψi + ψs 的结果。

下面从解 Rl(kr) 的形式中直接得到 δl 的计算公式。

仍记 χl(r) = rRl(kr)，计算得其满足的方程为

χ′′
l (r) +

(
k2 − l(l + 1)

r2
− U(r)

)
χl(r) = 0

另一方面，记 fl(r) = rjl(kr)，根据球贝塞尔函数的性质可知

f ′′
l (r) +

(
k2 − l(l + 1)

r2

)
fl(r) = 0

两方程结合可算出 [省略参数 r]
(χlf

′
l − flχ

′
l)

′ = −Uχlfl

对 r 从 0 到无穷积分，左侧利用牛顿莱布尼茨公式转化，0 处由于 χl(0) = 0 [由波函数概率诠释得到，与
之前类似] 与 jl(0) = 0 可知为 0，无穷处利用 Rl, jl 的渐进性质计算可知为

1
k
sin δl，由此代入回 U, f, χ 的

原表达式得

sin δl = −2µk

h̄2

∫ ∞

0

V (r)Rl(kr)jl(kr)r
2dr

由于精确解 Rl 一般难以求得，我们也需要近似计算的方式。假设 U(r) 很小，近似为 0，利用上方球贝塞
尔函数性质可知解直接近似为 jl(kr)，即零级近似下分波相移

sin δl ≈ −2µk

h̄2

∫ ∞

0

V (r)j2l (kr)r
2dr

从此公式可看出 V (r) > 0 时一般有 δ < 0，对应斥力，反之 δl > 0，对应引力。

再假设 V (r) 的尺度很小，仅在 [0, a] 中非零 [例如对电中性粒子散射]，且入射粒子能量不太高，ka ≪ 1，

则利用 jl 在 0 附近的近似可知

sin δl ≈ − 2µk2l+1

((2l + 1)!!)2h̄2

∫ a

0

V (r)r2l+2dr ∼ µk2l+1a2l+3/h̄2

* 随 l 增加，δl 快速下降，因此一般只需考虑 l 较小的分波。
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§12.3 李普曼-许温格方程

考虑入射波函数为 eik·r 的情况，完全类似得到散射需要求解定态薛定谔方程

(∇2 + k2)ψ(r) = 2µ

h̄2
V (r)ψ(r)

满足边界条件

ψ(r)
∣∣
r→∞ ≈ eik·r + f(θ, ϕ)

eikr

r

的能量本征函数 ψ。

下面运用格林函数方法进行求解。定义弹性散射问题的格林函数在全空间满足 [这是由于问题定义在全空
间]

(∇2 + k2)G(r − r′) = δ(r − r′)

两边作 Fourier 变换展开，利用三维 δ 函数的展开式，对比系数即得

G(r − r′) = − 1

(2π)3

∫
d3q

eiq·(r−r′)

q2 − k2

记 s = r − r′，其模长为 s，将 q 在球坐标下展开计算可发现

G(s) = i
4π2s

∫ ∞

−∞

qeiqs

q2 − k2
dq

这里积分包含两个极点 q = ±k，需要延拓到复平面上，利用柯西积分定理转化为围道积分。考虑到符合
物理的情况，积分路径在经过 −k 时应向上，经过 k 时应向下，由此 [在上半平面计算] 只包含极点 k，利

用留数定理得到

G(r − r′) = −exp(ik|r − r′|)
4π|r − r′|

* 围道的选取方式与电动力学中推迟格林函数的构造来源完全相同。
根据格林函数理论，原方程任意解可写为

ψ(r) = ψ(0)(r)− µ

2πh̄2
d3x′

exp(ik|r − r′|)
4π|r − r′| V (r′)ψ(r′)

这里 ψ(0)(r) 为取 V (r) = 0 时对应的齐次方程的某个解，为符合边界条件应取为 eik·r，由此可得

ψ(r) = eik·r − µ

2πh̄2

∫
d3x′

exp(ik|r − r′|)
4π|r − r′| V (r′)ψ(r′)

此积分方程即称为李普曼-许温格方程。

玻恩近似解

与上一章相互作用绘景下时间演化算符 ÛI(t, t0) 的迭代求解完全一致，可从 eik·r 出发迭代计算解，但一

般收敛性未知。假设 V (r) 可看作微扰，类似可得到一级近似解

ψ(r) ≈ eik·r − µ

2πh̄2

∫
d3x′

exp(ik|r − r′|)
4π|r − r′| V (r′)eik·r′

这即称为玻恩近似解。

为通过其计算散射振幅 f(θ, ϕ)，需要先分析渐进行为。假设 V (r′) 尺度有限，可知 r → ∞ 时近似

1

|r − r′| ≈
1

r
, eik|r−r′| ≈ eikre−ikf ·r′

这里 kf = kr/r 为散射粒子的波矢。由此，无穷远处可进一步近似得

ψ(r)
∣∣
r→∞ ≈ eik·r − µ

2πh̄2
eikr

r

∫
d3x′V (r′)e−i(kf−k)·r′
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记 q = kf − k，由定义可发现 kf 与 k 模长相等，夹角恰为散射角 θ，因此计算有 q = 2k sin(θ/2)。
由此

f(θ, ϕ) = − µ

2πh̄2

∫
d3x′V (r′)e−iq·r

* 这里 f(θ, ϕ) 的表达式恰好对傅里叶变换的形式，因此有

V (r) = − h̄2

4π2µ

∫
d3q f(θ, ϕ)eiq·r

在中心力场下，V (r) = V (r)，考虑球坐标计算可得

f(θ, ϕ) = − 2µ

h̄2q

∫ ∞

0

V (ρ) sin(qρ)ρdρ

由此其只与 q 相关，从而只与 θ 相关，实质上是 f(θ)。

* 再取模平方即得微分散射截面。

库伦散射

考虑 V (r) = α
r
的情况，α 符号对应引力与斥力。

在玻恩一级近似下，直接计算 f(θ, ϕ) 积分不收敛，因此需要修正为

V (r) =
α

r
e−βqr

对修正的库伦势，利用含参积分技巧可得

f(θ) = − 2µα

h̄2q2
1

β2 + 1

再令 β → 0+ 即得 f(θ)，对应微分散射截面为

σ(θ) =
α2

4µ2v4 sin4(θ/2)
, v =

h̄k

µ

这里 v 代表入射速度，上述公式即为卢瑟福散射公式。

十三 相对论性量子力学简介

形式上，经典力学过渡到量子力学可通过正则量子化过程，也即：

1. 将经典力学体系用哈密顿正则形式表述，得到 H(p, r)，这里 p 为正则动量；

2. 由 E = H，两边作算符替代

−ih̄ ∂
∂t

= Ĥ(−h̄∇, r)

3. 两边作用到 ψ 上，得到位置表象下薛定谔方程。

薛定谔方程是波函数的线性方程，且波函数可诠释为概率幅，此外，非相对论情形下薛定谔方程在伽利略

变化下不变。

由于相对论性自由粒子哈密顿量满足

H =
√

p2c2 + µ2c4

直接正则量子化将无法得到线性方程，与态矢量构成线性空间矛盾。若将其作一定的展开近似，也无法保

证理应满足的洛伦兹变换不变性。

Klein-Gordon 方程
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将 E = H 转化为 E2 = H2 后执行正则量子化步骤，得到自由粒子波函数满足(
□− µ2c2

h̄

)
ψ = 0, □ = − 1

c2
∂2

∂t2
+∇2

这即为 KG 方程，满足线性方程条件，且由于 □ 是洛伦兹标量算符，只要波函数构成洛伦兹四矢量，其
即具有洛伦兹变换下不变性。

* 关于洛伦兹标量与洛伦兹四矢量的细节详见电动力学中。
然而，其并非合格的量子力学方程：

1. 负能困难

记

ω =
1

h̄

√
p2c2 + µ2c4

可验证 KG 方程存在平面波解

ψ(r, t) = eip·r/h̄−iE±t/h̄, E± = ±h̄ω

负能量解 E = E− 存在意味着 KG 粒子无稳定量子态。

2. 负概率困难

KG 方程两侧左乘 ψ∗，并整体取共轭，两式作差得到

∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) =
1

c2
∂

∂t

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)
此代表了某种守恒性，但若将其看作概率守恒，右侧对应的 ρ 未必为正 [上述负能量平面波解即对应
负概率]，因此其无法进行概率诠释。

Dirac 方程
Dirac 认为相对论下薛定谔方程仍应满足

ih̄∂ψ
∂t

= Ĥψ

这里 ψ 仍可作概率诠释，Ĥ 仍为力学量算符，根据时空平等的特点与量纲分析，其可以表为

Ĥ = cα · p̂ + βµc2

再令 Ĥ2 = c2p̂2 + µ2c4，会发现对一般的复数无解，但是看作矩阵 [右侧常数视为单位阵] 即有解，可取
4× 4 厄米矩阵 [σi 为泡利矩阵]

αi =

(
O σi

σi O

)
, β =

(
I2 O

O −I2

)

这时，Dirac 波函数称为双旋量，为四维列向量。记

xν = (ct, r), xν = (ct,−r), ∂ν =
∂

∂xν
, γν = (β, βα1, βα2, βα3)

Dirac 方程可在 2 位置表象中写为 (
iγν∂ν −

µc

h̄

)
ψ(r, t) = 0

Dirac 粒子性质
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记 ρ = ψ†ψ, j = c(ψ†α1ψ,ψ
†α2ψ,ψ

†α3ψ)，可发现 Dirac 粒子满足概率守恒

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0

因此不存在负概率困难。

在海森堡绘景下 [薛定谔绘景对应为研究系综平均值]，计算可发现

dL̂
dt = c(α1, α2, α3)× p̂

由此轨道角动量不守恒。

而若自旋角动量 Ŝ = h̄
2
Σ，计算可得

dŜ
dt =

c

2ieip̂j [Σ̂i, αj ]

为使总角动量 Ĵ 守恒，对比系数得必有

[Σ̂i, αj ] = 2iϵijkαk

可解得

Σi =

(
σi O

O σi

)
* 由于 Σ2 = 3I4，考虑到其为四维矩阵可得 Dirac 粒子自旋角动量量子数仍为 1

2
。

然而，考虑平面波解

ψ(r, t) = Nu(p) exp(i(p · r − Er)/hbar)

这里 u 为四维列向量，对应自旋态波函数，设其第一个分量为 φ，之后三维为 χ，代入 Dirac 方程求解可
知

(E2 − µ2c4 − c2p2)φ(p) = 0

从而能量本征值依然有之前的 E± 两种取值，仍然允许负能量解存在。

为解决负能困难，Dirac 假设几乎所有负能态被电子填满，称为费米子海，正能态上的电子由泡利不相容
无法向已被占据的负能态跃迁。若负能电子受激跃迁到了正能级，则费米子海中会出现一个空穴，即表现

为正电子，这正是 Dirac 对正电子存在的预言。

虽然 Dirac 理论取得了极大的成功，建立单粒子为研究对象的相对论性量子力学的努力并没有成功。人们
逐渐认识到实现狭义相对论与量子物理相结合的最好的平台是量子场论 [QFT]，研究对象为量子化的场。
量子场论中，场自身具有波粒二象性，粒子性表现为其可观测量可看作其量子的可观测量之和，而波动性

表现为单粒子态的叠加态。粒子之间的相互作用事实上表现为量子场的耦合。


