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《理论力学Ａ》（2023 年秋季）第一次期中考试参考答案
考试时间：2023 年 11 月 02 日，14:00–15:30 　 (90 分钟)

　

1. 变分法。（25 分）考虑一个修正的最速下降线问题，其中粒子具有非零初始速度 v0。
试证明在这种初始条件下，最速下降线仍然为圆滚线，但曲线的尖端点（最高点）比
初始的位置高 h = v20/2g。

解：

t01 =

∫ x1

0

√
1 + (dy/dx)2

v20 + 2gy
dx ≡

∫ x1

0

f(y, y′)dx (1)

被积函数 f(y, y′) 不显含 x，存在首积分：

H =
∂f

∂y′
y′ − f =

−1√
(v20 + 2gy)(1 + y′2)

=常数 (2)

令：v20 = 2gh，根据上式有：

(h+ y)(1 + y′2) = 2a (3)

分离变量有：
∫ y

0

√
h+ y

2a− h− y
dy = x (4)

积分变量代换：
h+ y = a(1− cosφ), dy = a sinφdφ (5)

于是有：

x = a

∫ φ

φ0

(1− cosφ)dφ = a[(φ− sinφ)− (φ0 − sinφ0)] (6)

上式显然是圆滚线方程，尖端点位置为：φ = 0，即：

x = −a(φ0 − sinφ0) (7)
y = −h ≡ −v20/2g (8)

图 1: 第一题
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2. 拉格朗日力学。（25 分）考察悬挂点按 y = h(t) 规律运动的简单平面摆问题，其中
h(t) 是给定的时间函数。

(a) 求单摆的拉格朗日量，取摆与垂线的夹角 θ 作为广义坐标。

(b) 根据欧拉－拉格朗日方程，推导出系统的动力学方程。该结果表明单摆等价于
在引力场 g + ḧ(t) 中的单摆一样摆动（等效原理，类似爱因斯坦电梯），其中
ḧ(t) ≡ d2h(t)/dt2。

解：

(a)
x = l sin θ, y = h(t)− l cos θ (9)

系统的动能为：

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m(l2θ̇2 + 2ḣlθ̇ sin θ + ḣ2) (10)

系统的势能为：
V = mgy = mg(h− l cos θ) (11)

最终的拉氏量为：

L = T − V =
1

2
m(l2θ̇2 + 2ḣlθ̇ sin θ + ḣ2)−mg(h− l cos θ) (12)

(b)
pθ =

∂L

∂θ̇
= m(l2θ̇) + ḣl sin θ), Qθ =

∂L

∂θ
= mḣlθ̇ cos θ −mgl sin θ (13)

代入 E-L 方程，得到：

ml2θ̈ = −m(g + ḧ) sin θ = −mgeff sin θ (14)

其中：geff ≡ g + ḧ。

3. 哈密顿定理。（25 分）考察一自由粒子的运动。

(a) 假设粒子从 (t0, $x0)到 (t1, $x1)的运动分为两段：以匀直线运动从 (t0, $x0)到 (t′, $x′)；
以匀直线运动从 (t′, $x′) 到 (t1, $x1)。一般来说，这两段的速度是不一样的。试写
出 S(t′, $x′) 的表达式。

(b) 假设给定 t0 < t′ < t1，通过调整 $x′ 的值，使得 S(t′, $x′) 取极小值, 证明在这种情
况下，粒子在这两段路径中速度相等。

解：

(a) 粒子的拉氏量为：L = 1
2m|$̇x2|, 则有：

S =

∫ t1

t0

Ldt =
m

2

|$x′ − $x0|2

t′ − t0
+

m

2

|$x1 − $x′|2

t1 − t′
(15)

(b)
0 =

∂S

∂$x′ = m
$x′ − $x0

t′ − t0
−m

$x1 − $x′

t1 − t′
(16)

因此，两段路径粒子的速度相等。

13 4

2

2

5
12

4
㡭器到⼆0 5

3

5



3

4. Noether 定理。（25 分）一维简谐振子（SHO）的拉格朗日量为：

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 . (17)

(a) 证明在如下的双参数 (ε1, ε2) 变换下（可以理解为两个独立的单参数变换），

x(t; ε1, ε2) = x+ ε1 sinωt+ ε2 cosωt , (18)

系统具有对称性。

(b) 根据 Noether 定理，得到系统的两个运动积分。

(c) 利用（b）的结果写出 SHO 运动方程的通解，即谐振子的通解。

解：

(a) 在参数 ε1 变换下：
δx = sinωt, δẋ = ω cosωt. (19)

则有：

δL = mẋδẋ−mω2xδx = mẋω cosωt−mω2x sinωt

=
d

dt
[mxω cosωt] ≡ dl1

dt
(20)

即系统在 x → x+ ε1 sinωt 的操作下，拉氏量“不变”，具有对称性。

同理，在参数 ε2 变换下：

δx = cosωt, δẋ = −ω sinωt. (21)

则有：

δL = mẋδẋ−mω2xδx = −mẋω sinωt−mω2x cosωt
=

d

dt
[−mxω sinωt] ≡ dl2

dt
(22)

即系统在 x → x+ ε2 cosωt 的操作下，拉氏量“不变”，具有对称性。

(b) 根据 Noether 定理，两个守恒量（Noether 荷）为：

Q1 = pδx− l1 = mẋ sinωt−mxω cosωt (23)
Q2 = pδx− l2 = mẋ cosωt+mxω sinωt (24)

(c) 由上两式得到：

mωx(t) = −Q1 cosωt+Q2 sinωt, mẋ(t) = Q1 sinωt+Q2 cosωt. (25)

上两式即为 SHO 的标准解。
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《理论力学Ａ》（2023 年秋季）第二次期中考试参考答案

图 1: 第 1 题：双连杆问题。

1. 有策动力的阻尼振动（25 分）。如图所示的轻质双连杆。双连杆的长度都为 l，质量可
以忽略, O 点和 A 点通过弹性铰链连接，弹性铰链扭转系数都为 k，例如，O 点的扭
转势能为 kθ21/2。A 和 B 两点各有一个质量为 m 的质点，它们都受到阻尼系数为 ζ

的阻尼力。B 点还受到了沿着杆方向的策动力 Γ，Γ 的大小不变。

(a) 以 θ1 和 θ2 为广义坐标，写出系统的运动方程；

(b) 在微振动近似下 θ1, θ2 ≪ 1，求系统的振动频率。

解：(a)
A，B 粒子的坐标为：

r⃗A = l(cos θ1, sin θ1) (1)

r⃗B = l(cos θ1 + cos θ2, sin θ1 + sin θ2) (2)

A，B 粒子的速度为：

˙⃗rA = l(− sin θ1, cos θ1)θ̇1 (3)
˙⃗rB = l(−θ̇1 sin θ1 − θ̇2 sin θ2, θ̇1 cos θ1 + θ̇2 cos θ2) (4)

系统的动能为：... ... 2 分

T =
1

2
mv2A +

1

2
mv2B

=
1

2
ml2θ̇21 +

1

2
ml2

[
θ̇21 + θ̇22 + 2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2

]
=

1

2
ml2

[
2θ̇21 + θ̇22 + 2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2

]
(5)

系统的势能为：... ... 2 分

V =
1

2
kθ21 +

1

2
k(θ2 − θ1)

2

=
1

2
k(2θ21 + θ22 − 2θ1θ2) (6)
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系统的耗散函数 F 为:... ... 2 分

F =
1

2
ζ(v2A + v2B)

=
1

2
ζl2

[
2θ̇21 + θ̇22 + 2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2

]
(7)

广义力 Q1, Q2 分别为：... ... 2 分

Q1 = F⃗B · ∂r⃗B

∂θ1
= Γl sin(θ1 − θ2) (8)

Q2 = F⃗B · ∂r⃗B

∂θ2
= 0 (9)

动力学方程：... ... 5 分
d

dt

∂L

∂θ̇α
− ∂L

∂θα
= − ∂F

∂θ̇α
+Qα, (α = 1, 2) (10)

因此有：... ... 4 分

ml2
[
2θ̈1 + cos(θ1 − θ2)θ̈2 − sin(θ1 − θ2)θ̇2(θ̇1 − θ̇2)

]
(11)

+k(2θ1 − θ2) + ζl2
[
2θ̇1 + cos(θ1 − θ2)θ̇2

]
+ Γl sin(θ2 − θ1) = 0 (12)

ml2
[
θ̈2 + cos(θ1 − θ2)θ̈1 − sin(θ1 − θ2)θ̇1(θ̇1 − θ̇2)

]
(13)

+k(θ2 − θ1) + ζl2
[
θ̇2 + cos(θ1 − θ2)θ̇1

]
= 0 (14)

(b)
在小角度振动近似下，... ... 4 分

ml2
[
2θ̈1 + θ̈2

]
+ k(2θ1 − θ2) + ζl2

[
2θ̇1 + θ̇2

]
+ Γl(θ2 − θ1) = 0 (15)

ml2
[
θ̈2 + θ̈1

]
+ k(θ2 − θ1) + ζl2

[
θ̇2 + θ̇1

]
= 0 (16)

无量纲化上式，其中时间单位取：

[t] =

√
ml2

k
(17)

引入无量纲化的粘滞系数 λ 和外力 Σ：

λ ≡ ζl√
mk

, Σ ≡ Γl

k
(18)

则无量纲化的动力学方程为：[
2θ̈1 + θ̈2

]
+ (2θ1 − θ2) + λ

[
2θ̇1 + θ̇2

]
+Σ(θ2 − θ1) = 0 (19)[

θ̈2 + θ̈1

]
+ (θ2 − θ1) + λ

[
θ̇2 + θ̇1

]
= 0 (20)

令：θ1(t) = θ10e
ωt, θ2(t) = θ20e

ωt 代入上两式，得到：... ... 4 分[
2ω2 + 2 + 2λω − Σ ω2 − 1 + λω +Σ

ω2 − 1 + λω ω2 + 1 + λω

][
θ10

θ20

]
= 0 (21)

系统存在非零解，要求上式中的行列式为零。解出满足条件的 ω 的实部为衰减因子，
虚部为振动频率。
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2. 泊松定理（25 分）。二维谐振子的哈密顿量为：

H =
1

2m

(
p2x + p2y

)
+
mω2

2

(
x2 + y2

)
. (22)

(a) 证明：A = p2x +m2ω2x2 和 L = xpy − ypx 为运动积分；

(b) 利用泊松定理，证明：B = pxpy +m2ω2xy 和 C = p2x − p2y +m2ω2 (x2 − y2) 也
是运动积分。

答：(a) ... ... 6+6 分

dA

dt
= [A,H] =

∂A

∂qα

∂H

∂pα
− ∂A

∂pα

∂H

∂qα
=
∂A

∂x

∂H

∂px
− ∂A

∂px

∂H

∂x

= 2mω2xpx − 2mω2xpx = 0 (23)
dL

dt
= [L,H] =

∂L

∂qα

∂H

∂pα
− ∂L

∂pα

∂H

∂qα

=
∂L

∂x

∂H

∂px
− ∂L

∂px

∂H

∂x
+
∂L

∂y

∂H

∂py
− ∂L

∂py

∂H

∂y

=
1

m
pxpy +mω2xy − 1

m
pxpy −mω2xy = 0 (24)

(b)... ... 6+7 分

[A,L] = =
∂A

∂qα

∂L

∂pα
− ∂A

∂pα

∂L

∂qα
=
∂A

∂x

∂L

∂px
− ∂A

∂px

∂L

∂x

= −2(pxpy +m2ω2xy) = −2B (25)

[B,L] =
∂B

∂qα

∂L

∂pα
− ∂B

∂pα

∂L

∂qα

=
∂B

∂x

∂L

∂px
− ∂B

∂px

∂L

∂x
+
∂B

∂y

∂L

∂py
− ∂B

∂py

∂L

∂y

= m2ω2(x2 − y2) + (p2x − p2y) = C (26)

根据 Possion 定理，B,C 也为运动积分。

3. 正则变换（25 分）。某系统的哈密顿量为：

H(q, p, t) =
1

2

[
(p− aq)2 + ω2(q + bt)2

]
, (27)

其中 a, b, ω 为常数。

(a) 证明如下的变换为正则变换，并求生成函数。

Q = q + bt, P = p− aq + b. (28)

(b) 求新的哈密顿量，H̃(Q,P, t)，并求解 q(t), p(t)；

(c) 证明下式为运动积分量：

R(q, p, t) =
1

2
(p− aq + b)2 +

ω2

2
(q + bt)2. (29)
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解：(a) ... ... 5+5 分

∂(Q,P )

∂(q, p)
=

∣∣∣∣∣ 1 0
−a 1

∣∣∣∣∣ = 1 (30)

选第二类生成函数：F2(q, P, t)，则：

δF2 = pδq +QδP = (aq + P − b)δq + (q + bt)δP = δ

(
1

2
aq2 + qP − bq + btP

)
(31)

即：
F2(q, P, t) =

1

2
aq2 + qP − bq + btP (32)

(b)... ... 10 分

H̃ = H +
∂F2

∂t
=

1

2

[
(P − b)2 + ω2Q2

]
+ bP

=
1

2
(P 2 + ω2Q2) +

1

2
b2 (33)

新的哈密顿量就是谐振子哈密顿量。因此，

Q(t) = Q0 cos(ωt+ ϕ0), P (t) = −ωQ0 sin(ωt+ ϕ0), (34)

进一步得到：

q(t) = Q− bt = Q0 cos(ωt+ ϕ0)− bt

p(t) = P + aQ− b(at+ 1)

= −ωQ0 sin(ωt+ ϕ0) + aQ0 cos(ωt+ ϕ0)− b(at+ 1) (35)

(c)... ... 5 分

R =
1

2
(P 2 + ω2Q2) = H̃ − 1

2
b2 (36)

R(Q,P ) 不显含时间 t，另有：[R, H̃] = 0，所以 R 为守恒量。

4. 哈密顿-雅可比方程（25 分）。考察质量为 m，电荷为 e 的电荷在均匀磁场 B⃗ 中的运
动。采用柱坐标（ρ, φ, z），其中磁场方向选为 z 方向，电磁势 A⃗ = 1

2
B⃗ × r⃗，即在直

角坐标系中，A⃗ = (− 1
2
By, 1

2
Bx, 0)。

(a) 写出系统与时间无关的哈密顿-雅可比方程，即哈密顿特征函数W (ρ, φ, z)满足的
方程；

(b) 通过分离变量法，求解哈密顿特征函数 W (ρ, φ, z)；

(c) 通过 W (ρ, φ, z)，得到系统的运动方程，即 ρ(t), φ(t), z(t) 的表达式，并说明运动
轨迹为螺旋线或者沿着磁力线的匀速直线运动。

解：(a) 根据最小耦合原理，系统的哈密顿量为 (高斯单位制)：... ... 8 分

H =
1

2m

(
p⃗− e

c
A⃗
)2

(37)
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哈密顿-雅可比方程为：
1

2m

(
∇⃗W − e

c
A⃗
)2

= E (38)

采用柱坐标，A⃗ = (0, Bρ/2, 0)，则：

1

2m

[(
∂W

∂ρ

)2

+

(
1

ρ

∂W

∂φ
− eB

2c
ρ

)2

+

(
∂W

∂z

)2
]
= E (39)

(b)... ... 8 分
分量变量：W (ρ, φ, z) =Wρ(ρ) +Wφ(φ) +Wz(z)，得到：

Wz(z) = αzz; (40)

Wφ(φ) = αφφ; (41)

以及：
1

2m

[(
dWρ

dρ

)2

+

(
αφ

ρ
− eB

2c
ρ

)2

+ α2
z

]
= E (42)

因此有：

W = ±
∫ √

2mE − α2
z −

(
αφ

ρ
− eB

2c
ρ

)2

dρ+ αφφ+ αzz (43)

(c) ... ... 9 分

βφ =
∂W

∂αφ

=

∫
− ((αφ/ρ

2)− (eB/2c)) dρ√
2mE − α2

z − ((αφ/ρ)− (eB/2c)ρ)
2
+ φ,

βz =
∂W

∂αz

= −αz

∫
dρ√

2mE − α2
z − ((αφ/ρ)− (eB/2c)ρ)

2
+ z,

βE + t =
∂W

∂E
= m

∫
dρ√

2mE − α2
z − ((αφ/ρ)− (eB/2c)ρ)

2
.

(44)

为了得到第一个积分，分母尽量凑为 du 的形式，因此可令：

u =
αφ

ρ
+
eB

2c
ρ, u2 =

(
αφ

ρ
− eB

2c
ρ

)2

+ 2
eB

c
αφ, du = −

(
αφ

ρ2
− eB

2c

)
dρ (45)

因此有：
φ− βφ =

∫
−du√

2mE − α2
z + 2(eB/c)αφ − u2

. (46)

易得：

u =
αφ

ρ
+
eB

2c
ρ =

√
2mE − α2

z + 2
eB

c
αφ cos (φ− βφ) . (47)

这是圆的方程。

如图所示：
R2 = ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cos (φ− φ0) (48)

其中 R 为圆的半径, ρ0 为坐标原点到圆心的距离，φ0 为圆心的方位角。将上式改写
为：

ρ20 −R2

ρ
+ ρ = 2ρ0 cos (φ− φ0) (49)
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图 2: 第四题。如果 αφ > 0，则 ρ0 > R；如果 αφ < 0，则 ρ0 < R, 其中圆的半径
R = c

eB

√
2mE − α2

z。

与式 (47) 对比，可得：

αφ =
cB

2c

(
ρ20 −R2

)
,

√
2mE − α2

z + 2
cB

c
αφ =

eB

c
ρ0, βφ = φ0 (50)

积分：

βE + t = m

∫
ρdρ√

(2mE − α2
z) ρ

2 − (αϕ − (eB/2c)ρ2)
2

=
mc

cB

∫
2ρdρ√

4R2ρ2 − (ρ20 −R2 − ρ2)
2

=
mc

cB

∫
2ρdρ√

4R2ρ20 − (ρ20 +R2 − ρ2)
2
.

(51)

令：ρ20 +R2 − ρ2 = 2ρ0R cosΩ, 积分上式得到：

Ω = ωc(t+ βE), ωc =
eB

mc
(52)

积分，得到：
z(t) = βz +

αz

m
(t+ βE) (53)

5. 作用变量和角变量理论（20 分）。同上题。仅考虑电荷绕磁场的圆周运动，即电荷平
行于磁场的运动速度 vz = 0。因为哈密顿特征函数 W (ρ, φ) 可以分量变量，易得系统
的两个作用（量）变量 (Iρ, Iφ) 的表达式。

(a) 试写出系统能量作为 (Iρ, Iφ) 的表达式，并求与 ρ, φ 相关的圆频率 ωρ, ωφ;

(b) 如果磁场随着时间缓慢增加：B = B(t)，试写出作用变量和角变量遵循的哈密顿
正则方程。

答：(a)... ... 14 分
根据上题:

W =

∫ √
2mE −

(
Lz

ρ
− eB

2c
ρ

)2

dρ+ Lzφ (54)

因此有：

pρ =
∂W

∂ρ
=

√
2mE −

(
Lz

ρ
− eB

2c
ρ

)2

(55)

pφ =
∂W

∂φ
= Lz (56)
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因此作用量 Iφ 为：

Iφ =
1

2π

∮
pφdφ = |Lz| (57)

作用量 Iρ 为：

Iρ =
1

π

∫ ρmax

ρmin

√
2mE −

(
Lz

ρ
− eB

2c
ρ

)2

dρ

=
1

π

∫ ρmax

ρmin

√
2m (E + ωLLz)− L2

z/ρ
2 −m2ω2

Lρ
2dρ

≡ 1

π

∫ ρmax

ρmin

√
Rdρ (58)

其中：ωL = eB/2mc = ωc/2 为回旋频率的一半。显然，ρmin 和 ρmax 是近心点和远心
点，即 turnning points。经验告诉我们，开根号的项

√
R 在分母上，更容易得到积分

值。因此将上式改写为：

Iρ =
1

π

∫ ρmax

ρmin

dρ√
R

{

[m(E + ωLLz)−m2ω2
Lρ

2]

+[m(E + ωLLz) +mωL|Lz|]

−
(
L2

z/ρ
2 +mωL|Lz|

)}
(59)

上式中的第一项可以凑成全微分：d(ρ
√
R/2)，在近心点和远心点 R = 0，因此该项积

分值为零。

第二项的积分为：

1

2π

∫ ρmax

ρmin

m(E + ωLLz) +mωL|Lz|√
2m (E + ωLLz) ρ2 − L2

z −m2ω2
Lρ

4
dρ2

=
m(E + ωLLz) +mωL|Lz|

2π

∫ ρmax

ρmin

dρ2√
2 (E + ωLLz) /mω2

Lρ
2 − L2

z/m
2ω2

L − ρ4

=
m(E + ωLLz) +mωL|Lz|

2π

∫ ρmax

ρmin

dρ2√
(ρ2 − ρ2min)(ρ

2
max − ρ2)

=
m(E + ωLLz) +mωL|Lz|

2
(60)

为了得到第三项积分值，令：

η = |Lz|/ρ+mωLρ, dη =
(
|Lz|/ρ2 +mωL

)
dρ,

η2 = L2
z/ρ

2 +m2ω2
Lρ

2 − 2m|Lz|ωL.
(61)

因此，第三项积分为：

−|Lz|
π

∫ ηmax

ηmin

dη√
2m(E + ωLLz − ωL|Lz|)− η2

= −|Lz| (62)

最终我们得到：

Iρ =
1

2

(
E

ωL

+ Lz − |Lz|
)

=
1

2

(
E

ωL

− 2|Lz|
)
, Lz < 0 (63)

E = (2Iρ + 2Iφ)ωL (64)
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ωρ =
∂E

∂Iρ
= 2ωL = ωc, ωϕ =

∂E

∂Iϕ
= 2ωL = ωc (65)

(b)... ... 6 分

F2(ρ, φ, Iρ, Iφ) =

∫ ρ √
2m (E + ωLLz)− L2

z/ρ
2 −m2ω2

Lρ
2dρ− Iφφ

=

∫ ρ √
2m (2Iρ + Iφ)ωL − I2φ/ρ

2 −m2ω2
Lρ

2dρ− Iφφ (66)

角变量：
ψρ =

∂F2

∂Iρ
, ψφ =

∂F2

∂Iφ
(67)

新的哈密顿量为：
H̃(ψρ, ψφ, Iρ, Iφ) = H +

∂F2

∂t
(68)

形式上写出新的正则方程：

ψ̇ρ =
∂H̃

∂Iρ
, İρ = − ∂H̃

∂ψρ

(69)

ψ̇φ =
∂H̃

∂Iφ
, İφ = − ∂H̃

∂ψφ

(70)
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一、(10 分)力学系统的哈密顿函数是 𝐻 = #$

%&
− 𝜔𝑝𝑞 +𝑚𝜔%𝑞%（𝑚，𝜔均为已知常数），若进

行线性变换: 

𝑄 = 𝑞 −
𝑝
𝑚𝜔 ,				𝑃 = 𝑚𝜔𝑞	 

1. 通过求第一类生成函数说明该变换是正则的； 

2. 求变换后的系统新的哈密顿函数； 

3. 应用新的哈密顿函数对应的正则方程结合初始条件 𝑃(𝑡 = 0) = 𝑃5，𝑄(𝑡 = 0) = 𝑄5 求解 

𝑃(𝑡)，𝑄(𝑡)，再利用变换关系给出 𝑞(𝑡)。 

 

答： 

1. 由 𝛿𝐹8 = 𝑝𝛿𝑞 − 𝑃𝛿𝑄 = 𝑚𝜔(𝑞 − 𝑄)𝛿𝑞 − 𝑚𝜔𝑞𝛿𝑄 = 𝛿𝑚𝜔98
%
𝑞% − 𝑞𝑄: 

可取 𝐹8 = 𝑚𝜔 98
%
𝑞% − 𝑞𝑄:，因𝑝𝑑𝑞 − 𝑃𝑑𝑄是全微分，故是正则变换。 

2.  𝐻< = 𝐻 = #$

%&
− 𝜔𝑝𝑞 + 𝑚𝜔%𝑞% = 8

%&
(𝑃 −𝑚𝜔𝑄)% − 𝜔(𝑃 − 𝑚𝜔𝑄) =

&>
+𝑚𝜔% 9 =

&>
:
%
 

=
𝑃%

2𝑚 +
1
2𝑚𝜔

%𝑄% 

3. 正则方程： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�̇� = −

𝜕𝐻<
𝜕𝑄 = −𝑚𝜔%𝑄

�̇� =
𝜕𝐻<
𝜕𝑃 =

𝑃
𝑚

 

解得： 

G 𝑄 = 𝑄5 cos(𝜔𝑡) +
𝑃5
𝑚𝜔 sin(𝜔𝑡)

𝑃 = 𝑃5 cos(𝜔𝑡) − 𝑄5𝑚𝜔sin(𝜔𝑡)
 

回代得 

� 

装 

订 

线 

内 

不 

要 

答 

题 

� 
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𝑞(𝑡) =
𝑃
𝑚𝜔 =

𝑃5
𝑚𝜔 cos

(𝜔𝑡) − 𝑄5 sin(𝜔𝑡) 

 

二、(20 分)一个一维耗散体系由拉格朗日量L = eOP(mq̇%/2 −mω%q%/2)描述。这里m是粒子

质量，ω为角频率，q为广义坐标，λ为一常数。 

1. 写出欧拉-拉格朗日方程; 

2. 利用第二类生成函数F%(q, P, t) = eOP/%qP，写出相应的正则变换; 

3. 写出上述正则变换后的体系哈密顿量; 

4. 利用哈密顿-雅可比方程求解体系的运动。仅讨论运动限于λ < 2ω的形式。 

 

答： 

1. 写出欧拉-拉格朗日方程，可以直接得到q̈ + λq̇ + ω%q% = 0。 

2. 体系的哈密顿量为H = e\OP ]
$

%^
+ 8

%
mω%q%eOP。利用题中的生成函数，得到正则变换为 

p =
∂F%
∂q = eOP/%P → P = pe\OP/% 

Q =
∂F%
∂P = eOP/%q → q = Qe\OP/% 

3. 正则变换后的哈密顿量为 

𝐻< = H+
∂F%
∂t =

P%

2m+
1
2mω

%Q% +
λ
2QP = 𝐸d = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

4. 相应的哈密顿-雅可比方程为 

1
2mj

∂W
∂Ql

%

+
1
2mω

%Q% +
λ
2Q

∂W
∂Q = 𝐸d 

定义x = √mωQ, 𝑎 =
O
%p
,b = r%sd

p
。其解为 

𝑑𝑊
𝑑𝑥 = −𝑎𝑥 ±w𝑏% − (1 − 𝑎%)𝑥% → 𝑊 = −

𝑎𝑥%

2 + y𝑑𝑥w𝑏% − (1 − 𝑎%)𝑥% 

运动限于λ < 2ω,即𝑎 < 1, 并因此定义γ = √1− 𝑎% 

S = −𝐸d𝑡 −
𝑎𝑥%

2 +y𝑑 𝑥r𝑏(𝐸d)% − γ%𝑥% 

因而求得 

β =
∂𝑆
∂𝐸d

= −𝑡 +
1
ωy

𝑑𝑥
w𝑏% − γ%𝑥%

 

= −𝑡 +
1
ωγarcsin

γ𝑥
𝑏  

从上式反解出 𝑞 = 𝐴𝑒\O�/% sin�Ω𝑡 + δ�，其运动为一阻尼振动。这里Ω = rω% − O$

�
，A,δ为任

意常数。 

 

三、(25 分)根据泊松定理，可以将任一不显含时间t的物理量f(q�, p�)随时间的演化按时间泰

勒展开为： 

f(t) = f(t5) + �̇�(t5)(t − t5) +
1
2 �̈�
(t5)(t − t5)% +⋯

= f(t5) + [f, H]��(t − t5) +
1
2 �
[𝑓,𝐻], 𝐻�

��
(t − t5)% + ⋯ 
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一质量为m电荷为e的粒子在xy平面内运动，受到z方向的均匀磁场𝐵�⃗ = 𝐵𝑒�,取磁场的矢量势为：

𝐴 = 8
%
𝐵�⃗ × 𝑟。利用以上泰勒展开的方法（Lie series）求解粒子的运动：x(t), y(t)。 

答： 

解: 粒子的位矢为 𝑟 = 𝑥𝑒�̂ + 𝑦𝑒�̂, 展开矢量势 𝐴 = 8
%
𝐵�⃗ × 𝑟 = �

%
(−𝑦𝑒�̂ + 𝑥𝑒�̂). 

电磁场中粒子的哈密顿量为 𝐻 = 8
%&
9𝑝 − �

�
𝐴:

%
= 8

%&
 9𝑝� +

��
%�
𝑦:

%
+ 9𝑝� −

��
%�
𝑥:

%
+ 𝑝�%¡. 

定义 𝜔 = ��
&�

, 上面的哈密顿量可以展开为 

𝐻 =
1
2𝑚 �𝑝�% + 𝑝�% + 𝑝�%� +

𝜔
2 �𝑦𝑝� − 𝑥𝑝�� +

1
8𝑚𝜔

%(𝑥% + 𝑦%) 

x 上的运动可以由泊松括号展开 

𝑥(𝑡) = 𝑥5 + [𝑥,𝐻]𝑡 +
1
2! [[𝑥, 𝐻], 𝐻]𝑡

% +
1
3! [[[𝑥, 𝐻], 𝐻], 𝐻]𝑡

¥ +
1
4! [[[[𝑥, 𝐻], 𝐻], 𝐻], 𝐻]𝑡

� + ⋯ 

为了方便计算, 可以先求出 

[𝑥, 𝐻] = §𝑥, 8
%&
𝑝�%¨ +

>
%
[𝑥, 𝑦𝑝�] =

#©
&
+ >

%
𝑦 = 𝑣� (或者：�̇� = [𝑥, 𝐻] = «¬

«#©
= #©

&
+ >

%
𝑦) 

[𝑦,𝐻] =  𝑦,
1
2𝑚 𝑝�% −

𝜔
2 𝑥𝑝�

¡ =
𝑝�
𝑚 −

𝜔
2 𝑥 = 𝑣� 

[𝑝�, 𝐻] =
8
%
𝑚𝜔𝑣�(或者：[𝑝�, 𝐻] = −«¬

«�
= 8

%
𝑚𝜔𝑣�) 

�𝑝�,𝐻� = −
1
2𝑚𝜔𝑣� 

利用这些关系, 可以计算 

[[𝑥, 𝐻], 𝐻] = §
𝑝�
𝑚 +

𝜔
2 𝑦,𝐻¨ =

1
𝑚
[𝑝�,𝐻] +

𝜔
2 [𝑦, 𝐻] = 𝜔𝑣� = 𝜔 9

𝑝�
𝑚 −

𝜔
2 𝑥: 

[[[𝑥, 𝐻], 𝐻], 𝐻] = §𝜔 9
𝑝�
𝑚 −

𝜔
2 𝑥: ,𝐻¨ = 𝜔 j

1
𝑚 �𝑝�,𝐻� −

𝜔
2 [𝑥,𝐻]l = −𝜔%𝑣� = −𝜔% 9

𝑝�
𝑚 +

𝜔
2 𝑦: 

[[[[𝑥, 𝐻], 𝐻], 𝐻], 𝐻] = §−𝜔% 9
𝑝�
𝑚 +

𝜔
2 𝑦: ,𝐻¨ = −𝜔¥𝑣� 

x 方向运动为 

𝑥(𝑡) = 𝑥5 + [𝑥,𝐻]5𝑡 +
1
2! �

[𝑥, 𝐻], 𝐻�
5
𝑡% +

1
3! §�

[𝑥, 𝐻], 𝐻�, 𝐻¨
5
	𝑡¥ +

1
4!
 §�[𝑥, 𝐻], 𝐻�, 𝐻¨ , 𝐻¡

5
𝑡� +⋯ 

= 𝑥5 + 𝑣�5𝑡 +
1
2!𝜔𝑣�5𝑡

% −
1
3!𝜔

%𝑣�5𝑡¥ −
1
4!𝜔

¥𝑣�5𝑡� +⋯ 

= 𝑥5 +
𝑣�5
𝜔
 (𝜔𝑡) −

1
3! (𝜔𝑡)

¥ +⋯ ¡ + 
𝑣�5
𝜔 −

𝑣�5
𝜔 ®1 −

(𝜔𝑡)%

2! +
(𝜔𝑡)�

4! +⋯¯° 

= 𝑥5 +
𝑣�5
𝜔 sin	𝜔𝑡 +

𝑣�5
𝜔 −

𝑣�5
𝜔 cos	 𝜔𝑡 

类似的计算可以得到 𝑦(𝑡) = 𝑦5 +
±²�
>
sin	𝜔𝑡 − ±©�

>
+ ±©�

>
cos	 𝜔𝑡 。 粒子的运动轨迹为 

9𝑥 − 𝑥5 −
𝑣�5
𝜔 :

%
+ 9𝑦 − 𝑦5 +

𝑣�5
𝜔 : =

𝑣�5% + 𝑣�5%

𝜔%  

 

 

四、(25 分)地球表面附近的抛物体的运动受到如下的哈密顿量的支配： 
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𝐻 =
1
2𝑚 �𝑝�% + 𝑝�%� +𝑚𝑔𝑦 

其中 𝑥 为横坐标, 𝑦 为纵坐标, 𝑝� 和 𝑝� 是它们的共轭动量。 

1. 建立与时间无关的哈密顿雅可比方程，就得到 𝑊(𝑥, 𝑦) 的积分表达式; 

2. 通过 𝑊(𝑥, 𝑦) 求解 𝑥 和 𝑦 作为 𝑡 的函数。 

 

答: 

1. 不含时的哈密顿-雅可比方程为: 

1
2𝑚 j

∂𝑊
∂𝑥 l

%

+ j
∂𝑊
∂𝑦 l

%

° +𝑚𝑔𝑦 = 𝐸 

尝试分离变量： 

𝑊(𝑥, 𝑦) = 𝑊�(𝑥) +𝑊�(𝑦) 
代人不含时的哈密顿-雅可比方程, 得到: 

1
2𝑚 j

𝑑𝑊�

𝑑𝑥 l
%

+
1
2𝑚®

𝑑𝑊�

𝑑𝑦 ¯
%

+ 𝑚𝑔𝑦 = 𝐸 

分量变量： 

𝑑𝑊�

𝑑𝑥 	= 𝛼

1
2𝑚®

𝑑𝑊�

𝑑𝑦 ¯
%

+𝑚𝑔𝑦	= 𝐸 −
𝛼%

2𝑚

 

积分上两式，得到： 

𝑊�(𝑥)	= 𝛼𝑥

𝑊�(𝑦)	= y 	w2𝑚(𝐸 − 𝛼%/2𝑚 −𝑚𝑔𝑦)𝑑𝑦

	= −
2
3
√2𝑚
𝑚𝑔

(𝐸 − 𝛼%/2𝑚 −𝑚𝑔𝑦)¥/%
 

最终得到： 

𝑊(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥 −
2
3
√2𝑚
𝑚𝑔

(𝐸 − 𝛼%/2𝑚 −𝑚𝑔𝑦)¥/% 

2. 根据生成函数 𝑆 = −𝐸𝑡 +𝑊 + 𝐴 得到: 

𝛽	= ¶·
¶¸

= 𝑥 + ¸
&$¹

w2𝑚(𝐸 − 𝛼%/2𝑚 −𝑚𝑔𝑦),

𝛽s + 𝑡	=
¶·
¶s
= − 8

&¹
w2𝑚(𝐸 − 𝛼%/2𝑚 −𝑚𝑔𝑦),

𝑝�	=
¶·
¶�
= 𝛼,

𝑝�	=
¶·
¶�
= w2𝑚(𝐸 − 𝛼%/2𝑚 −𝑚𝑔𝑦).

整理，得到： 

𝑥(𝑡)	= 𝛽 + (𝛼/𝑚)(𝑡 + 𝛽s),

𝑦(𝑡)	=
(𝐸 − 𝛼%/2𝑚)

𝑚𝑔 −
1
2𝑔

(𝑡 + 𝛽s)%,

𝑝�(𝑡)	= −𝛼,
𝑝�(𝑡)	= −𝑚𝑔(𝑡 + 𝛽s).

 

 

五、(20 分)讨论考察在重力场中的对称陀螺的定点转动, 即拉格朗日陀螺的运动。陀螺的重

心高于定点, 刚体的主转动惯量分别为: 𝐼8 = 𝐼% ≠ 𝐼¥ 。假设在 𝑡 = 0 时刻: 

𝜃 = 60∘, 	�̇� = 0, 	�̇� = 2j
𝑚𝑔𝑙
3𝐼8

l
8/%

, 	�̇� = (3𝐼8 − 𝐼¥) ®
𝑚𝑔𝑙
3𝐼8𝐼¥%

¯
8/%

 

其中 𝜑, 𝜃, 𝜓 为刚体的三个欧拉角。 
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1. 试计算刚体运动的三个运动积分值： 𝑝Ã, 𝑝Ä 以及能量 𝐸; 写出 𝜃 方向运动的等效势 

𝑉ÆÇÇ(𝜃), 并画出 𝑉ÆÇÇ(𝜃) 作为 𝜃(0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋) 函数的草图; 定性分析刚体 𝜃 方向的运

动; 

2. 推导 𝜃 方向的运动方程为: 

�̇�% =
𝑚𝑔𝑙
𝐼8

(1 − 𝑢)%(2𝑢 − 1)	

其中 𝑢 ≡ cos	 𝜃 。进一步证明该方程的解为: 

sec	 𝜃 = 1 + sech	 j
𝑚𝑔𝑙
𝐼8
l
8/%

𝑡° 

提示：你可能用到的积分: 

y 	
−𝑑𝑥

𝑥√1 − 𝑥%
= ln	 ®

1 + √1 − 𝑥%

𝑥 ¯ +  const. = sech\8	(𝑥) +  const. 

y	
𝑑𝜃
cos	 𝜃 = ln	 |sec	 𝜃 + tan	 𝜃| +  const. = sech\8	(cos	 𝜃) +  const. 

	

 

答: 

1. 两个正则动量是守恒的，将初始条件代人，得到： 

𝑝Ã = 𝐼8�̇�sin%	 𝜃 + 𝐼¥cos	 𝜃(�̇� + �̇�	cos𝜃) = √3w𝑚𝑔𝑙𝐼8
𝑝Ä = 𝐼¥(�̇� + �̇�cos	 𝜃) = √3w𝑚𝑔𝑙𝐼8

 

刚体的能量为： 

𝐸Ï = 𝐸 −
𝑝Ä%

2𝐼¥
=
1
2 𝐼8�̇�

% + 𝑉ÆÇÇ(𝜃) 

其中： 

𝑉ÆÇÇ(𝜃) =
�𝑝Ã − 𝑝Äcos	 𝜃�

%

2𝐼8sin%	 𝜃
+𝑚𝑔𝑙cos	 𝜃 

将初始条件代人式 (26)，得到： 

𝐸Ï	= 𝑚𝑔𝑙

𝐸	=
𝑝Ä%

2𝐼¥
+ 𝑉eff = 𝑚𝑔𝑙 j1 +

3𝐼8
2𝐼¥

l
 

无量纲化: 

[𝐸] = 𝑚𝑔𝑙, 	[𝑡] = Ð
𝐼8
𝑚𝑔𝑙 , 	[𝐿] = �𝑝Ã� = �𝑝Ä� = w𝑚𝑔𝑙𝐼8 

则无量化的等效势为: 

�̃�eff (𝜃)	=
��̃�Ã − �̃�Äcos	 𝜃�

%

2sin%	 𝜃 + cos	 𝜃

	=
3(1 − cos	 𝜃)%

2sin%	 𝜃 + cos	 𝜃

	=
3(1 − cos	 𝜃)
2(1 + cos	 𝜃) + cos	 𝜃
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图 1: 等效势图。当 𝐸Ï = 1 时, 存在两个转折点: 𝜃 = 0 以及 𝜃 = Ó
¥
 。 

如上图所示, 当 𝐸Ï = 1 时, 存在两个转折点: 𝜃 = 0 以及 𝜃 = Ó
¥
 。初始时刻 𝜃 位于转折点 

𝜃 = Ó
¥
, 之后 𝜃 = Ó

¥
 向另一个转折点 𝜃 = 0 演化。在 𝜃 = 0 附近, 曲线比较平缓, 系统达到 

𝜃 = 0 点需要的时间可能比较长。 

 

2. 将 𝐸Ï = 1 代人式 (26) 对应的无量化的方程, 得到: 

1
2 �̇�

% = 1 −
3(1 − cos	 𝜃)
2(1 + cos	 𝜃) − cos	 𝜃 

令: 𝑢 ≡ cos	 𝜃, 得到: 

�̇�% = (1 − 𝑢)%(2𝑢 − 1) 

考察 𝑢 = 8
%
→ 1 的演化, 分量变量得到: 

𝑡 = y  
Õ

8/%

𝑑𝑢
(1 − 𝑢)√2𝑢 − 1

 

令： 𝑥 = 1/𝑢 − 1, 得到: 

𝑡 = y  
�

8

−𝑑𝑥
𝑥√1− 𝑥%

= sech\8	(𝑥) 

即： 

sec	 𝜃 = 1 + sech	(𝑡) 
恢复量纲，得到： 

sec	 𝜃 = 1 + sech	 j
𝑚𝑔𝑙
𝐼8
l
8/%

𝑡° 

 

附录：可能用到的公式 

欧拉-拉格朗日⽅程：
𝒅
𝒅𝒕
	9 𝝏𝑳
𝝏𝒒�̇�
: − 𝝏𝑳

𝝏𝒒𝜶
= 𝟎；哈密顿正则⽅程：�̇�𝜶 =

𝝏𝑯
𝝏𝒑𝜶

, �̇�𝜶 = − 𝝏𝑯
𝝏𝒒𝜶

 

泊松括号的定义：[𝒇(𝒒𝜶, 𝒑𝜶; 𝒕), 𝒈(𝒒𝜶, 𝒑𝜶; 𝒕)] ≡ ∑ ( 𝝏𝒇
𝝏𝒒𝜶𝜶

𝝏𝒈
𝝏𝒑𝜶

− 𝝏𝒇
𝝏𝒑𝜶

𝝏𝒈
𝝏𝒒𝜶
) 

泊松定理：
𝒅
𝒅𝒕
	𝑨 = 𝝏

𝝏𝒕
𝑨 + [𝑨,𝑯] 

总角度速度𝝎���⃑ 在本体坐标系（随动惯性系）中的分量： 
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𝝎𝒙 = �̇� 𝐬𝐢𝐧 	𝜽 𝐬𝐢𝐧𝝍 + �̇� 𝐜𝐨𝐬𝝍	 ;		𝝎𝒚 = �̇� 𝐬𝐢𝐧 	𝜽 𝐜𝐨𝐬𝝍− �̇� 𝐬𝐢𝐧𝝍	 ;	 		𝝎𝒛 = �̇� 𝐜𝐨𝐬𝜽 + �̇� 

正则变换（第⼀类母函数）：𝒅𝑭𝟏(𝒒, 𝑸, 𝒕) = 𝒑𝒅𝒒 − 𝑷𝒅𝑸 + 𝝏𝑭𝟏
𝝏𝒕
𝒅𝒕 

哈密顿-雅克比⽅程：
𝝏
𝝏𝒕	
𝑺(𝒒𝜶, 𝒕) + 𝑯9𝒒𝜶,

𝝏𝑺
𝝏𝒒𝜶

, 𝒕: = 𝟎,												𝐒 = −𝐄𝐭 +𝐖(𝐪𝛂) + 𝐀, 𝑯9𝒒𝜶,
𝝏𝑾
𝝏𝒒𝜶
: = 𝑬 

在笛卡尔坐标系(𝒙, 𝒚, 𝒛)，柱坐标系(𝒓,𝝓, 𝒛)以及球坐标系(𝒓, 𝜽,𝝓)中两点之间的距离分别为： 

𝒅𝒔𝟐 = 𝒅𝒙𝟐 +𝒅𝒚𝟐 + 𝒅𝒙𝟐 = 𝒅𝒓𝟐 + 𝒓𝟐𝒅𝝓𝟐 + 𝒅𝒛𝟐 = 𝒅𝒓𝟐 + 𝒓𝟐𝒅𝜽𝟐 + 𝒓𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽𝒅𝝓𝟐 
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