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序言

自从 2013 年秋季开始，我开始讲授物理学类及相关专业本科生基础课《理
论力学》。中国科学技术大学理科专业《理论力学》课程主要包括分析力学的内

容，大体相当于朗道的《力学》中的内容。如果从拉格朗日于 1788年创立拉格朗
日力学算起的话，分析力学已有 230 年的历史，发展基本成熟。从教学的角度来
说，教学内容的编排也基本固化。因此在准备讲课内容之前，我给自己定了三条

指导原则：第一、在教学过程中，尽量引入现代物理学中的新的思想和概念，站

在一个更高的角度审视经典力学，梳理经典力学与现代物理的逻辑关系。例如，

从量子论的费曼路径积分形式来理解最小作用量原理；对称性决定物理规律：如

果利用对称性来构造作用量，发展新的物理理论；通过研究弯曲时空中检验粒子

的运动, 来阐述引力几何化的基本思想等等。第二、始终坚持物理思想、物理概
念和物理图像第一，即使在分析力学中，也不要太过份强调分析工具的重要性。

第三、教学内容不要添加很多研究生水平的内容，也就是不要超纲。在面对中国

科大很多优秀的本科生的时候，更要照顾大多数初学者。

在将本讲义整理成 LATEX 文件的过程中，我得到了如下同学和助教的帮助，
他们分别是：史欣王月、王艺涵、袁铭，非常感谢他们无私的帮助！本讲义还将

不断更新和修改，欢迎同学和老师们提出宝贵的修改意见。

袁业飞

2018 年 12 月于中国科大天文学系
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第一章 经典力学回顾

经典力学的发展的主要阶段：

• 牛顿力学：受力分析–几何方法。代表人物：阿基米德、伽利略、斯蒂芬、
开普勒、牛顿。

• 分析力学：能量变分–分析方法。代表人物：莱布尼茨、伯努利、达朗贝尔、
莫培督、欧拉、拉格朗日、哈密顿、雅可比、泊松

• 现代分析力学：微分几何

1.1 力学简史

1. Aristotle，亚里士多德 (公元前 387-公元前 322）：关于运动的分类

(a) 地面上物体的运动；力是维持物体运动的原因。

(b) 物体在空中下落的运动；属于天然运动。物体的重量越大，其趋向天
然位置的倾向也越大，所以其下落的速度也越大。

(c) 天体的运动。天体的运动沿着最完美的曲线－－圆周，以最完美的速
度－－匀速运动。

2. Euclid，欧几里德（公元前 330 年—前 275 年）：几何

3. Archimedes，阿基米德（公元前 287 年—公元前 212 年）：静力学，递归推
理

4. Ptolemy，托勒密（约 90 年—168 年）：地心说，本轮和均轮，新柏拉图主
义

5. Fibonacci，斐波那契（1175 年-1250 年）：从北非引进代数和算术

6. Nicolaus Copernicus，哥白尼 (1473-1531)：日心说

7. Tycho Brahe，第谷（1546-1601）：天文观测，火星轨道（大的偏心率）
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8. Simon Stevin，西蒙. 斯蒂文（1548/49？年-1620 年）：引入 10 进制数；力
是矢量：力的平行四边形法则

9. Descartes，笛卡尔（1596-1650）: 将方程引入物理

10. Galileo Galilei，伽利略（1564-1642）：惯性定律，望远镜：伽利略发现了新
宇宙

11. Johannes Kepler，开普勒（1571-1630）：开普勒三定律

12. Isaac Newton，牛顿（1642-1727）：《自然哲学的数学原理》(1686-87)。牛
顿定律用于解释开普勒三定律。

13. Halley，哈雷（1656 1742）: 根据引力定律，计算了 1682 年大彗星 (哈雷
彗星) 的轨道，他还预言 1759 年这颗大彗星将再次出现!

14. 海王星的发现：Admas 和 Verrier 在 1845 年预言了海王星的存在，Berlin
天文台,Galle 于 1846 年 9 月 23 日发现！

15. 1859 年，法国天文学家 Verrier 发现水星近日点进动的观测值，新天体？

16. Albert Einstein, 爱因斯坦 (1879-1955)：广义相对论。1916 年 11 月引力场
方程被建立。

小结: 牛顿力学的发展模式：实验与观测 ÝÑ 物理概念和经验定律 ÝÑ 第

一性原理：科学理论 ÝÑ 理论预言不断被证明是对的（可证伪）ÝÑ 理论预言与

更高精度的实验/观测不符 ÝÑ 新的理论 ÝÑ ¨ ¨ ¨

分析力学：牛顿力学的形式发展

1. 莱布尼茨 (Leibniz, 1646-1716, 德国): 提出活力 (相当于今动能的 2 倍) 概
念; 提出活力的时间改变量 = 力做的功; 独立于牛顿创立微积分

2. 伯努力 (Johann Bernoulli, 1667-1748, 瑞士): 虚功原理; 最速下降线问题:
重力场, 光滑面, 小球从 A 点出发, 沿哪条路径最先到达 B?



1.2 经典力学回顾 13

3. 莫培督 (Maupertuis, 1698-1759, 法国）：提出作用量；莫培督原理：真实路
径满足 S 极小。最小作用量原理之父。

4. 欧拉 (Euler , 1707-1783, 瑞士)：提出质点概念；独立于莫培督获得了莫培
督原理的数学表述；有心力场的势函数；刚体定点运动动力学；创立变分

法思想, 得到 E-L 方程。

5. 达朗贝尔 (d’Alembert,1717-1783, 法国): 惯性力的引入; 达朗贝尔原理 (动
静法)。

6. 拉格朗日 (Lagrange,1736-1813, 法国): 创立变分法, 严格导出欧拉-拉格朗
日方程; 创立分析力学。著有《分析力学》(1788 年出版，全书没有出现一
张图)。

7. 哈密顿 (Hamilton,1805-1865, 爱尔兰)：哈密顿原理；创立哈密顿力学。

8. 雅可比 (Jacobi, 1804-1851, 德国)：雅可比方程。

9. 泊松 (Poisson, 1781-1840, 法国)：泊松括号。

1.2 经典力学回顾

1.2.1 牛顿的绝对时空观

存在绝对空间和绝对时间（真空：以太？）。绝对时空的存在不依赖于物质的

存在，更不会受到宇宙中物质分布和运动的影响。惯性参考系：相对绝对空间静

止或者匀速直线运动的参考系。

惯性系的地位优越！在狭义相对论中惯性系的优越地位保留！但是，如何找

惯性系？– 惯性系根本就不存在！
在广义相对论论中，惯性系与非惯性系平等，统称为参考系。

1.2.2 牛顿三定律

1. 惯性定律：绝对空间的存在；定义了惯性系；惯性

2. 加速度定律：动力学方程；定义了惯性质量和力

3. 作用力和反作用力定律

物理理论两要素：

• 如何刻画物理系统的状态？在经典力学中，相空间中的一个点与力学系统
的一个状态一一对应。
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• 动力学方程：决定物理系统的状态如何随着时间演化（改变）。

1.2.3 力学相对性原理

力学规律在不同的惯性系之间形式不变。伽利略变换（Σ Ñ Σ
1）：

r = r
1

+ ut
1 (1.1)

t = t
1 (1.2)

其中 u 为两个惯性系之间的相对运动速度。牛顿第二定律在两个惯性系中一致：

m
dv

dt
= F (1.3)

m
1 dv

1

dt1 = F
1 (1.4)

其中 m = m
1 , F = F

1。

伽利略变换：牛顿绝对时空的对称性。

现代物理学中重要物理思想：对称性决定物理规律！ 这一深刻思想来自爱
因斯坦，狭义相对论的创立体现了这一点。

1.2.4 万有引力定律

引力是向心力，与引力质量成正比，与距离成平方反比; 月亮受地球引力绕
地球运动，与苹果下落受到的地球的引力相同。

地球-月亮系统基本参数。地球半径、月亮的轨道半径和月亮的轨道周期分
别为：

RE = 6371km, R = 384000 km 60RE, Tmoon = 27.32d = 2.36 ˆ 106s (1.5)

RE

R
=

1

60
,
gmoon

gE
=

1

3606
»

(
RE

R

)2

(1.6)

物理学中的第一个统一理论：统一了亚里士多德的三种运动（地面的运动和

天上的运动）。

1.2.5 惯性质量与引力质量

F = mia = mgg ñ a =
mg

mi

g (1.7)

牛顿单摆实验，以及厄缶（Eotvos，Roland，Baron von，1848-1919）实验：
惯性质量与引力质量相等。
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图 1.1: 地球-月亮系统：引力平方反比。

1.2.6 牛顿定律的适用范围

是一种超距相互作用；适用范围：宏观、低速

1. 高速运动：狭义相对论，洛伦兹变换，v „ c

2. 强引力场：广义相对论。GM2/R „ Mc2 ñ Rg „ GM/c2

3. 微观尺度：量子力学，微观粒子没有轨道的概念 ∆x∆p ě ℏ ñ ∆x ě ℏ/∆p

4. 宇观尺度：广义相对论，引力以光速传播: 宇宙年龄有限，宇宙存在视界！
在宇宙大尺度上，牛顿力学失效！

以 Usain Bolt为例。他的一些物理参数，体重：m = 100kg,身高：L = 1.96m » 2m,
百米速度：vmax = 10.37m/s » 10m/s。
分别计算得到：

• vmax ! c;

• Rg „ 1.5 ˆ 10´25m! L;

• ∆L „ ℏ/∆p „ 6.63 ˆ 10´37m ! L

引力非常弱，但在大尺度上占主导。以两个质子为例，比较它们之间的电磁

力和引力的大小之比为：

Fe
Fg

=
e2/4πϵ0r

2

Gm2
p/r

2
=

α

αG
» 1036. (1.8)

其中，α = e2/4πϵ0ℏc = 1/137 为精细常数，表征了电磁相互作用强度。αG =

Gm2
p/ℏc „ 10´38 是引力耦合常数，表征了引力相互作用强度。
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1.3 狭义相对论中的力学相对论原理 ˚

两个惯性系：Σ 与 Σ1，其中 Σ1 相对于 Σ 以速度 v 运动。

光速不变：

ds2 = ´c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 ” c2dτ 2

ds12 = ´c2dt12 + dx12 + dy12 + dz12 ” ´c2dτ 12

ds2 = ds12

不失一般性，不妨令 Σ1 沿着 x 轴方向运动，则满足光速不变的坐标变换为

Lozentz 变换：
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

t = γ(t1 + v
c2
x1)

x = γ(x1 + vt1)

y = y1

z = z1

(1.9)

其中 γ ” (1 ´ v2/c2)´1/2 为 Lorentz 因子。
改写为四维的形式：xµ = (x0 = ct, x1, x2, x3)，则 Lorentz 变换 (线性变换，

整体变换：仅与速度有关，与时空点无关) 为：

xµ = Λµ. νx
1ν (1.10)

其中 Lorentz 变换矩阵为：

Λµ. ν =


γ γ v

c
0 0

γ v
c

γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (1.11)

下面我们根据力学的相对论性原理，推导相对论性粒子的运动方程。假设 Σ1 为

相对粒子瞬时静止的惯性系，那么在该惯性系中，牛顿力学适用：

m
d

dt1
dr⃗1

dt1
= f⃗ 1 (1.12)

改写为四维的形式：

m
d

dτ 1

dx1µ

dτ 1
= f 1µ (µ = 0, 1, 2, 3) (1.13)

与三维情况相比，多出来一个方程（µ = 0）。为了该方程为恒等式，我们要求四

维力为：f 1µ = (0, f 1, 0, 0)。已选力的方向为 x 轴。那么经过 Lorentz 变换，得到
在实验室系 Σ 中四维力的形式：

fµ = Λµ. νf
1ν = (γf 1, γ

v

c
f 1, 0, 0) (1.14)
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于是，我们得到在 Σ 中相对论性版的牛顿第二定律为：

m
d

dτ

dxµ

dτ
= fµ (1.15)

当 µ = 0 时，

m
d

dτ

d(ct)

dτ
= γ

v

c
f 1 (1.16)

可以改写为：
d

dt
(γmc2) =

d

dt
E = vf 1 (1.17)

该方程为能量方程。当 µ = 1 时，

m
d

dτ

dx

dτ
= γf 1 (1.18)

由此可见，四维的牛顿第二定律其实为能量-动量方程，三维的牛顿第二定律仅
为动量方程。对称性决定物理规律！

1.4 开普勒第一定律的几何证明 ˚

1.4.1 椭圆的三种定义

1. 到给定两个点（焦点）之间的距离为常数的曲线。

2. 从一个给定点（焦点）发的光经曲线反射到另一个给定点（焦点）的曲线。

图 1.2: 椭圆的光学性质

3. 解析定义:
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (1.19)

1.4.2 由圆构造椭圆

给定一个圆（圆心为 O，B 为圆上的一个活动点）和圆内的一个点 A。AB

的中垂线与 OB 的交点就是新构造的椭圆上的一个点。沿着圆周移动 B 点就得

到了一个椭圆。
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图 1.3: 由圆构造椭圆

1.4.3 行星运动椭圆轨道的几何证明

将行星的轨道等角度剖分（中心为太阳：力心）。因为引力平方反比，容易

证明行星在两个相邻点之间的速度改变量的大小是相等的:

∆v = Fg∆t =
GMdmp∆t

r2
=
GMdmp∆θr

2

Lr2
=
GMdmp∆θ

L
= const. (1.20)

其中 Md 为太阳的质量，mp 为行星的质量，L 为单位质量的轨道角动量。如果

图 1.4: 将轨道等角度剖分

将各个点的速度矢量都平行移动到某一个点，则不难看出，所有的矢量都在一个

圆上。注意：力心不是圆心！而是位于圆内的垂直方向。下面我们基于该速度图

来构造行星运动的轨道。第一步是先将该速度图顺时针旋转 90 度。这时，力心
（图中的点 A）位于圆内的水平方向。根据上面通过圆构造椭圆的方法，我们得
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图 1.5: 速度图

到了一个新的椭圆（图中虚线表示）。容易证明，该椭圆就是行星的轨道！说明

如下：椭圆的切线方向 (PP 1) 也就是行星轨道的速度方向显然垂直于直线 AB，

而 AB 是经过 90度旋转的行星的速度方向，PP 1 与直线 AB 垂直等价于说 PP 1

与速度图 1.5中的速度方向平行，因此，该椭圆就是图 1.5 中速度场的积分曲线，
最终证明了行星的轨道为椭圆。

图 1.6: 由经过顺时针 90 度旋转的速度图 (大圆) 构造椭圆—行星的轨道。本质
上就是由行星运动的速度场积分得到行星运动的轨道—速度场的积分曲线。
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第二章 拉格朗日方程

2.1 哈密顿原理

以单质点为例子，最小作用量原理（哈密顿原理）表述为:

δS[q⃗(t)] = 0 ô F⃗ = ma⃗ (2.1)

其中 q⃗(t) 为待求的质点的坐标随时间的演化。S 为 q⃗(t) 的泛函。

牛顿力学中，求解质点运动方程，需要两个初始条件：t0 : q = q(t0), q̇ = q̇(t0)。

也可以换成：t0 : q0 = q(t0), t1 : q1 = q(t1)。

定义拉格朗日量 L(具有能量量纲)：

L ” T (q̇(t)) ´ V (q(t)) (2.2)

引入作用量 S[q(t)]—泛函：

S[q] ”

ˆ t1

t0

L(q̇, q, t) dt (2.3)

对于单质点，它的作用量具体为：

S[q] =

ˆ t1

t0

(T ´ V )dt =

ˆ t1

t0

(
1

2
mq̇2 ´ V (q))dt (2.4)

下面通过最小作用量原理得到质点的动力学方程。

假设 q(t) 为待求的质点的真实运动轨迹，则引入偏离该轨迹的假想的轨迹

为：

qϵ(t) = q(t) + ϵδq(t) (2.5)

其中 ϵ 为常数，δq(t) 为某任意时间 t 的函数，为了满足两个时间端点的初始和

终点条件，对所有 δq 要求,

δq(t0) = δq(t1) = 0. (2.6)

显然，ϵ 逼近于零的过程就是变分的过程。根据最小作用量原理，我们要求：

d

dϵ
S[qϵ(t)]|ϵ=0 = 0 (2.7)

21
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图 2.1: 质点挑选作用量最小的路径

d

dϵ
S[qϵ]

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
d

dϵ

ˆ t1

t0

1

2
mq̇ϵ(t) ¨̈̈ q̇ϵ(t) ´ V (qϵ(t)) dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=

ˆ t1

t0

d

dϵ

[
1

2
mq̇ϵ(t) ¨ q̇ϵ(t) ´ V (qϵ(t))

]
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=

ˆ t1

t0

[
mq̇ϵ ¨

d

dϵ
q̇ϵ(t) ´ ∇V (qϵ(t)) ¨

d

dϵ
qϵ(t)

]
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

注意到 dqϵ/dϵ = δq(t), 并且：

d

dϵ
q̇ϵ(t) =

d

dϵ

d

dt
qϵ(t) =

d

dt

d

dϵ
qϵ(t)

当我们令 ϵ = 0 这个量就变为:
d

dt
δq(t)

因此,

d

dϵ
S[qϵ]

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=

ˆ t1

t0

[
mq̇ ¨

d

dt
δq(t) ´ ∇V (q(t)) ¨ δq(t)

]
dt

分步积分，并注意到边界条件：δq(t0) = δq(t1) = 0:

d

dϵ
S[qϵ]|ϵ=0 =

ˆ t1

t0

[´mq̈(t) ´ ∇V (q(t))] ¨ δq(t)dt

δq 任意，因此：

´mq̈(t) ´ ∇V (q(t)) = 0

因此, 轨迹 q(t) 是作用量 S 的极值点，如果:

F = ma.

注意：需要假设外力为保守力场。
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2.2 最小作用量原理：历史借鉴

最小作用量原理：

S =

ˆ t1

t0

(T ´ V ) dt

思考：为什么作用量定义为
´ t1
t0
(T ´ V ) dt?

由于能量守恒，如果动能占主导，则 L = T ´ V 大，如果势能占主导，则 L

小。动能表征正在发生的程度，而势能表征的是潜在的发生程度。L 表征的是系

统的活跃性。大自然希望 L 越小越好。

最小作用量原理解读：大自然尽可能懒惰！在 L 小的地方呆得时间长（动

能小），在 L 大的地方呆得时间短（动能大）。

图 2.2: 质点取懒惰的运动：取作用量最小的路径

历史借鉴：静力学中的最小能量原理，以及光学中的最短时间原理。

2.2.1 静力学中最小能量原理

图 2.3: 虚功原理决定杠杆原理

阿基米德（Archimedes），静力学, 杠杆原理：

m1L1 = m2L2.

D’Alembert 用他提出的“虚功原理”来理解上述结果：

dWi = Fidqi
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图 2.4: 虚功原理决定杠杆原理

引力做功：

dW1 = m1gL1 dθ

同理：

dW2 = ´m2gL2 dθ

D’Alembert’s 原理说：系统平衡时，则总虚功为零：dW = dW1 + dW2 = 0 对所

有的 dθ，因此得到：

m1L1 ´ m2L2 = 0

2.2.2 最短时间原理：费马原理

大自然偏爱极值：光在真空中走直线。

镜面反射：反射定律：θ1 = θ2,

短程线：选定 A,C 两点分别为光的入射点和出射点。C 1 为 C 的镜像点。镜

面的反射点 B 满足 AB +BC 取极小值，等价地说，满足 AB +BC 1 取极小值，

因此，A,B,C 1 在一条直线上，即：θ1 = θ2。

折射定律：Snell 及其后来者发现折射定律：

n1 sin θ1 = n2 sin θ2

介质中的光速：c/n, 根据费马原理，光在介质中走的时间取极值，而不是路程取
极值。给定 A,B 两点，光在介质中传播的总时间 S 为：

S[x⃗(t)] =

ˆ B

A

ds

v
=

1

c

ˆ B

A

nds (2.8)

根据费马原理，要求：δS = 0。费马原理统一了光的反射定律和折射定律。
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2.2.3 作用量与位相因子

电子的杨氏双缝干涉实验无可辩驳地证明了电子（微观粒子）具有波动性。

为了解释观测到的类似光的杨氏双缝干涉条纹，我们不得不接受这样一个事实：

从电子枪发射出来的一个电子，经过两个缝同时穿过达到探测屏，一个电子经过

两个不同的路径，产生了不同的位相，在探测屏处发生了干涉，这是电子与自身

的干涉！

费曼建议：电子从电子枪处（A 点）跑到探测屏（B 点）的概率等其几率幅
的模平方。而电子是同时从 A 点到 B 之间的所有可能的路径过去的，每个路径
贡献一个几率幅，总的几率幅是所有路径几率幅的求和，即所谓的路径积分。费

曼假设每个路径的几率是相等的，只是它们的位相不一样：ϕ[path] = S[path]/ℏ,
其中 S[path]为不同路径所对应的经典力学里的作用量。因此，电子从 A点到 B
点的总的几率幅就是如下的路径积分：

ϕ[path] = ϕ[path1] + ϕ[path2] + ϕ[path3] + ¨ ¨ ¨ = A
ÿ

paths

e
i
ℏS[path] (2.9)

由于 ℏ 比较小，位相因子 e
i
ℏS[path] 非常敏感地依赖于作用量 S。S 非常小的变化

导致位相因子剧烈地振荡，从而使得 S 稍有不同的近邻路径之间的几率幅相互

抵消。而在 S 取极值
δS = 0 (2.10)

的路径附近，它们的 S 基本相同，位相因子相对变化缓慢（这些路径之间作用

量差小于 ℏ），从而导致几率幅基本同位相干涉相加。正如我们之前提到的，这
就是哈密顿原理：给出经典路径。从路径积分量子力学的角度，电子是从所有可

能的路径过去的，只不过在经典路径附近（δS ď ℏ）的路径贡献的几率最大。

2.3 约束和广义坐标

机械运动的分类：

1. 自由运动。坐标、速度完全取决于有明确形式的力和初始条件。
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2. 有约束运动（非自由运动）。坐标和速度存在一些形式上不涉及任何力的
限制关系—约束物体的坐标和速度（初始条件）之间存在的一些限制关系。
例如，

fm(r⃗1, ¨ ¨ ¨ , r⃗N , ˙⃗r1, ¨ ¨ ¨ , ˙⃗rN , t) = 0,m = 1, 2, . . . , k (2.11)

2.3.1 约束的分类

• 完整约束（几何约束），非完整约束（微分约束）

• 稳定约束，非稳定约束；

• 可解约束；不可解约束。

图 2.5: 可解约束与不可解约束

约束的类型：

1. 完整约束（几何约束）：f(r⃗1, r⃗2, ¨ ¨ ¨ , r⃗N ; t) = 0，即仅与各质点坐标有关，

而与各质点的速度无关。例如，质点被约束在约束在曲线或者曲面上运动，

约束方程就是该曲线或者曲面。

(a) 稳定的几何约束:f(r⃗1, r⃗2, ¨ ¨ ¨ , r⃗N) = 0

(b) 不稳定的几何约束:f(r⃗1, r⃗2, ¨ ¨ ¨ , r⃗N ; t) = 0

2. 非完整约束:f(r⃗, ˙⃗r, t) = 0，且不可积分成完整约束。可以用拉格朗日未定乘

子法处理。

微分形式的约束:
ř

cidr⃗i + dt = 0.

(a) 可积 ñ 完整约束

(b) 不可积

3. 可解约束：f(r⃗1, r⃗2, ¨ ¨ ¨ , r⃗N ; t) ď 0 或 f(r⃗1, r⃗2, ¨ ¨ ¨ , r⃗N ; t) ě 0 或双面可解
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2.3.2 自由度与广义坐标

1. 自由度：系统独立变量数。

(a) 自由运动。N 个质点共 3N 个独立参量描述，自由度为：3N。

(b) 约束运动。N 个质点间存在 k 个完整约束。自由度为：s = 3N ´ k。

2. 广义坐标。如果可以用 s(系统自由度) 个独立坐标来描述系统，这些独立
变量称为广义坐标。例如：

r⃗i = r⃗i(q1, q2, . . . , qs, t), i = 1, 2, . . . , N (2.12)

对于可解约束，是将其视为不可解约束来处理，如果发生离开约束的情况，

就放弃约束，增加一个独立坐标，重新处理。

位形空间：广义坐标张成的空间（s 维）。

广义坐标的选用：无数多种选取法！可以选为长度、角度（几何）、能量和

角动量量纲！选取遵循简洁的原则。

举例：双摆，斜靠墙的刚性杆

图 2.6: 广义坐标的选取

3. 广义速度：q̇α(α = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , s)。

2.4 D’Alembert 原理与拉格朗日方程

2.4.1 虚位移

虚位移：假想系统的各质点瞬时发生了微小的符合约束条件的位移，称为虚

位移。虚位移性质：1）不需要时间；2）不必实际发生，无限多种；满足约束条
件。

符号表示：
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1. 实位移：dr⃗, 全微分。

2. 虚位移：δr⃗，等时变分：δt = 0。

图 2.7: 虚位移与实位移的区别

虚位移（变分）与实位移（微分）的区别。

1. 虚位移是瞬时完成的（dt = 0）或者说是假想的偏离真实物理位置的移动，

不需要时间；而实位移需要一小段时间（dt ‰ 0）

2. 虚位移在满足约束的条件下可以任意选取，并未真实发生，而实位移一般
与质点的真实运动相关。

3. 虚位移的方向无论是稳定约束还是非稳定约束，都是沿着约束的切线方向，
而实位移在非稳定约束时，不一定沿着约束的切线方向。（例如，在膨胀着

的气球上爬行的小虫）。

2.4.2 理想约束

理想约束满足：
ÿ

R⃗i ¨ δr⃗i = 0 (2.13)

理想约束的例子：

1. 一物体在光滑曲面运动：R⃗ K δr⃗

2. 刚性约束：约束力成对出现，R⃗1 + R⃗2 = 0

3. 接触约束：摩擦力？–当作主动力！

2.4.3 虚功原理

虚功原理：在理想约束条件下，主动力所做的总虚功为零。

虚功：力在虚位移下所做的假想的功。

δW =
ÿ

(F⃗i + R⃗i) ¨ δr⃗i (2.14)
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在虚位移过程中，各个力保持不变！

虚功原理（静力学）: 所有质点都处在平衡态，则：

Fi +Ri = 0 (2.15)

δW =
ÿ

(Fi +Ri) ¨ δri = 0 (2.16)

对于理想约束：

δW =
ÿ

Fi ¨ δri = 0 (2.17)

此即虚功原理的数学表达式。

使用广义坐标，方程可以化为：

s
ÿ

α=1

N
ÿ

i=1

Fi ¨
Bri
Bqα

δqα = 0 (2.18)

由于广义坐标是独立变量，因此有必要定义广义力

Qα ”

N
ÿ

i=1

Fi ¨
Bri
Bqα

(2.19)

方程化为
s

ÿ

α=1

Qαδqα = 0 (2.20)

由于广义坐标的独立性，可得

Qα = 0 (2.21)

对于保守力体系，

Fi = ´∇iV (2.22)

则

Qα = ´

N
ÿ

i=1

∇iV ¨
Bri
Bqα

= ´
BV

Bqα
= 0 (2.23)

对于保守力体系，虚功原理可化为：

δW =
N
ÿ

i=1

Fi ¨ δri =
s

ÿ

α=1

Qαδqα = ´

s
ÿ

α=1

BV

Bqα
δqα = ´δV = 0 (2.24)

则系统的势能达到极值，极小值时平衡是稳定的，极大值时平衡是不稳定

的.
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2.4.4 达朗贝尔原理

达朗贝尔原理：主动力和惯性力所做的总虚功为零。

每一个质量的运动方程：

mi
¨⃗
ir = F⃗i + R⃗i, i = 1, 2, . . . , N (2.25)

F⃗i + R⃗i ´ mi
¨⃗
ir = 0, i = 1, 2, . . . , N (2.26)

ÿ

(F⃗i + R⃗i ´ mi
¨⃗
ir) ¨ δr⃗i = 0 (2.27)

代入理想约束条件：
ÿ

(F⃗i ´ mi
¨⃗
ir) ¨ δr⃗i = 0 (2.28)

此即达朗贝尔原理。

2.4.5 虚功原理和达朗贝尔原理的应用

虚功原理举例：

例 1：双连杆的平衡问题

图 2.8: 虚功原理例题：双连杆的平衡问题

解：

δW = m1g⃗ ¨ δr⃗1 +m2g⃗ ¨ δr⃗2 + F⃗ ¨ δr⃗F (2.29)

r⃗1 =
l1
2
êr(θ1),

r⃗2 = l1êr(θ1) +
l2
2
êr(θ2),

r⃗F = l1êr(θ1) + l2êr(θ2)

δW = ´m1gl1 sin θ1/2δθ1 ´ m2gl1 sin θ1δθ1 ´ m2gl2 sin θ2/2δθ2
+Fl1 cos θ1δθ1 + Fl2 cos θ2δθ2

= t´(m1/2 +m2)gl1 sin θ1 + Fl1 cos θ1uδθ1
+t´m2gl2 sin θ2/2 + Fl2 cos θ2uδθ2 = 0 (2.30)
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在上面的计算中，用到了 êr 和 êθ 之间的如下关系：

dêr
dθ

= êθ,
dêθ
dθ

= ´êr (2.31)

因为 δθ1 与 δθ2 独立，得到：

´(m1/2 +m2)gl1 sin θ1 + Fl1 cos θ1 = 0, (2.32)

´m2gl2 sin θ2/2 + Fl2 cos θ2 = 0 (2.33)

进一步得到：

tan θ1 =
2F

(m1 + 2m2)g
, tan θ2 =

2F

m2g
(2.34)

例 2：虚功原理–圆弧中两球的平衡问题。

图 2.9: 虚功原理例题：圆弧中两球的平衡问题

半径为 R 的固定圆弧上，有两个同样大小但质量不同的匀质小球，其半径
为 R/3，求平衡时两球的位置。

r⃗1 =
2

3
Rêr(θ1)

r⃗2 =
2

3
Rêr(θ2)

其中 θ1 + θ2 = π/3。则：

δW = δ[´2/3Rm1g cos θ1 ´ 2/3Rm2g cos(θ1 ´ π/3)] = 0 (2.35)

m1 sin θ1 +m2 sin(θ1 ´ π/3) = 0 (2.36)

cot θ1 =
?
3(2m1/m2 ´ 1) (2.37)

这里三个球心正好构成正三角形。平衡时，小球组的质心正好在铅垂线上，

是最低的。

例 3：虚功原理 — 求约束面的形状。
解：主动力为 F = ´mgêy, 虚位移：δr = δxcêx+ δycêy。利用虚功原理得到:

yc = const. = a/2 (2.38)

其中 a 为杆子的长度。

x = a sin θ, y = a/2(1 ´ cos θ) (2.39)
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图 2.10: 虚功原理例题：求约束面的形状

图 2.11: 达朗贝尔原理例题：连线穿孔两小球的运动

(x/a)2 + (2y/a ´ 1)2 = 1 (2.40)

例 4：达朗贝尔原理 — 连线穿孔两小球的运动。
连线穿孔两小球的运动自由度为 2，广义坐标选为：r, θ。

F1 = ´m1gêz, F2 = ´m2gêz (2.41)

r1 = rêr, r2 = zêz = ´(l ´ r)êz (2.42)

δr1 = δrêr + rδθêθ, δr2 = δzêz = δrêz (2.43)

r̈1 = (r̈ ´ rθ̇2)êr + (rθ̈ + 2ṙθ̇)êθ, r̈2 = r̈êz (2.44)

惯性力分别为：

´m1r̈1 = ´m1[(r̈ ´ rθ̇2)êr + (rθ̈ + 2ṙθ̇)êθ], ´ m2r̈2 = ´m2r̈êz (2.45)

代入到达朗贝尔方程：

0 = t´m1gêr ´ m1[(r̈ ´ rθ̇2)êr + (rθ̈ + 2ṙθ̇)êθ]u ¨ (δrêr + rδθêθ)

+(´m2gêz ´ m2r̈êz) ¨ δrêz (2.46)
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δr, δθ 独立、任意，因此，得到：

(m1 +m2)r̈ ´ m1rθ̇
2 +m2g = 0 (2.47)

rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0 (2.48)

例 5：竖直圆环上质量的运动。
解法 1：

F = ´mgêy, δr = Rδθêθ, ´ mr̈ = ´m(ẍêx + ÿêy) (2.49)

代入达朗贝尔方程：

[´mgêy ´ m(ẍêx + ÿêy)] ¨ (Rδθêθ) = 0 (2.50)

从而得到：

ẍy ´ ÿx ´ gx = 0 (2.51)

解法 2：选 θ 为广义坐标：

´mr̈ = ´m(´Rθ̇2êr +Rθ̈êθ) (2.52)

代入达朗贝尔方程，得：

Rθ̈ + g cos θ = 0. (2.53)

2.4.6 拉格朗日方程的推导

由达朗贝尔原理推导拉格朗日方程。

δri =
s

ÿ

α=1

Bri
Bqα

δqα (2.54)

N
ÿ

i=1

(Fi ´ mir̈i) ¨

s
ÿ

α=1

Bri
Bqα

δqα =
s

ÿ

α=1

[
N
ÿ

i=1

(Fi ´ mir̈i) ¨
Bri
Bqα

]δqα = 0 (2.55)

δqα 独立，因此：

N
ÿ

i=1

(Fi ´ mir̈i) ¨
Bri
Bqα

= 0, α = 1, 2, . . . , s (2.56)

N
ÿ

i=1

mir̈i ¨
Bri
Bqα

= Qα, α = 1, 2, . . . , s (2.57)

其中，广义力 Qα:

Qα =
N
ÿ

i=1

Fi ¨
Bri
Bqα

(2.58)
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左边改写为：

N
ÿ

i=1

mir̈i ¨
Bri
Bqα

=
d

dt

N
ÿ

i=1

(miṙi ¨
Bri
Bqα

) ´

N
ÿ

i=1

(miṙi ¨
Bṙi
Bqα

) (2.59)

ṙi =
d

dt
ri(q1, q2, . . . , qs; t) =

s
ÿ

α=1

Bri
Bqα

q̇α +
Bri
Bt

(2.60)

所以：
Bri
Bqα

=
Bṙi
Bq̇α

(2.61)

T = T (q1, q2, . . . , qs; q̇1, q̇2, . . . , q̇s; t) (2.62)

BT

Bq̇α
=

N
ÿ

i=1

miṙi ¨
Bri
Bqα

(2.63)

BT

Bqα
=

N
ÿ

i=1

miṙi ¨
Bṙi
Bqα

(2.64)

因此，有：
N
ÿ

i=1

mir̈i ¨
Bri
Bqα

=
d

dt

BT

Bq̇α
´

BT

Bqα
(2.65)

最终, 得到拉格朗日方程：

d

dt

BT

Bq̇α
´

BT

Bqα
= Qα (2.66)

对于保守系统：

Qα = ´

N
ÿ

i=1

mi
BV

Bri
¨

Bri
Bqα

= ´
BV

Bqα
(2.67)

因此，得到欧拉-拉格朗日方程：

d

dt

BL

Bq̇α
´

BL

Bqα
= 0 (2.68)

其中：

L = T ´ V = L(q, q̇; t) (2.69)

L 为系统的拉格朗日量，或欧拉-拉格朗日函数。
对于保守力与非保守力共存，

d

dt

BL

Bq̇α
´

BL

Bqα
= Qα (2.70)

其中 Qα 表征非保守力的部分。

拉格朗日力学的优势：
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1. s 自由度个二阶动力学方程；比牛顿力学简洁；抽象的位形空间讨论，坐
标变换可能简化问题。

2. 牛顿力学分析对象是矢量方程（几何）；拉格朗日力学分析的对象是具有能
量量纲的的拉格朗日量 (分析)

3. 物理学各个领域中的普适性：能量是各种相互作用的普遍度量。

4. 构造新理论的起点：根据对称性，容易构造新的拉格朗日量，新物理！！

拉格朗日方程解法步骤：

1. 确定系统自由度

2. 选择广义坐标

3. 将各个质点的位置矢量用广义坐标表达

4. 计算各个质点的速度

5. 给出系统的总动能

6. 如果是保守系，给出势能，如果不是保守系，给出广义力

7. 相应得到拉格朗日方程组

8. 结合初始条件求解

例子：连线穿孔两小球的运动自由度为 2，广义坐标为：r, θ。

T =
1

2
m1(ṙ

2 + r2θ̇2) +
1

2
m2ṙ

2, V = m2g(r ´ l) (2.71)

代入欧拉-拉格朗日方程：

d
dt
(m1 +m2)ṙ ´ m1rθ̇

2 +m2g = 0 (2.72)
d
dt
(r2θ̇) (2.73)

θ̇ =
h

r2
(2.74)

E = T + V =
1

2
(m1 +m2)ṙ

2 +
1

2
m1

h2

r2
+m2gr (2.75)
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2.5 哈密顿原理与拉格朗日方程

2.5.1 泛函及其变分

泛函（函数的函数）：将函数映射到一个数值。

S : y(x) Ñ S[y(x)] (2.76)

例子：1）作用量；2）竖直平面内两点之间物体下落所需要的时间；3）柔软
的细绳围成的面积。

2.5.2 泛函变分

J [y(x)] 的变分, 等时变分：

δy(x) = y(x) ´ y1(x) (2.77)

边界条件：δy|x1 = δy|x2 = 0。

泛函变分：

δJ = J [y(x) + δy(x)] ´ J [y(x)] (2.78)

δ(J1 + J2) = δJ1 + δJ2 (2.79)

δ(J1J2) = J1δJ2 + δJ1J2 (2.80)

δ

(
J1
J2

)
=

J2δJ1 ´ J1δJ2
J2
2

(2.81)

特别是：δ(dy) = d(δy), 即对等时变分，变分和微分可交换次序。

2.5.3 泛函取极值的条件

δJ |y=y0(x) = 0 (2.82)

2.5.4 欧拉方程

J [y(x)] =

ˆ x2

x1

f(y(x), ẏ(x), x)dx (2.83)

δJ =

ˆ x2

x1

(
Bf

By
´

d

dx

Bf

Bẏ

)
δydx = 0 (2.84)

因此，得到单一宗量的欧拉方程：

Bf

By
´

d

dx

Bf

Bẏ
= 0 (2.85)
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2.5.5 变分的例子

最速下降线问题：

图 2.12: 最速下降线

上下两端点固定，求哪种曲线的轨道能使质点从上端点由静止在最短时间

内运动到下端点？

t12 =

ˆ x2

x1

ds

v
=

ˆ x2

x1

d

1 + ẏ2

2gy
dx (2.86)

代入欧拉方程：

ÿ
a

2gy(1 + ẏ2)3
+

1
a

8gy3(1 + ẏ2)
= 0 (2.87)

进一步化简：
2ÿ

1 + ẏ2
+

1

y
=
dẏ2/dy

1 + ẏ2
+

1

y
= 0 (2.88)

(1 + ẏ2)y = c1, dy

c

y

c1 ´ y
= dx (2.89)

令：y = c1 sin2 θ，最终解得：

x = c1(θ ´ sin 2θ/2) (2.90)

y = c1 sin2 θ (2.91)

旋轮线的一部分：摆线。

悬链线方程

悬线的线质量密度（单位长度的质量）为：ρ。则体系的势能为：

V =

ˆ xB

xA

ρgyds = ρg

ˆ xB

xA

y
a

1 + ẏ2dx (2.92)

保守系，平衡时，δV = 0。宗量为：f ” y
a

1 + ẏ2。

代入 E-L Eqs, 得到：
yÿ ´ (1 + ẏ2) = 0 (2.93)
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图 2.13: 悬链线

改写为：
2dy

y
=

dẏ2

1 + ẏ2
(2.94)

积分上式，得到：

y2 = c1(1 + ẏ2) (2.95)

改写为：

˘
c1dy

a

y2 ´ c21
= dx (2.96)

再积分，得到：

cosh y

c1
=

1

c ´ 1
(x+ c2) (2.97)

即：

y = c1 cosh
x+ c2
c1

(2.98)

dy

dx
|x=0 = 0 ñ c2 = 0 (2.99)

y = c1 cosh
x

c1
(2.100)

将 (0, a) 代入，最终我们得到：

y = a cosh x
a

(2.101)

链长：

l =

ˆ b

´b

ds =

ˆ b

´b

a

1 + ẏ2dx = 2a sinh b
a

(2.102)

原则上，已知 (l, b)，我们可以得到积分常数 a。

光学中的费马原理

T =

ˆ L

0

ds

v
=

ˆ L

0

n(x)

c

a

1 + ẏ2dx (2.103)

f = n(x)
a

1 + ẏ2 (2.104)
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代入 E-L Eqs，得到：

n(x)ẏ
a

1 + ẏ2
= n(x) sin θ = const. (2.105)

ẏ = tan θ (2.106)

n1 sin θ1 = n2 sin θ2 (2.107)

球面上短程线问题

S =

ˆ B

A

b

1 + sin2 θφ12dθ, φ1 ”
dϕ

dθ
(2.108)

f = f(φ, φ1; θ) =

b

1 + sin2 θφ12 (2.109)

代入 E-L 方程：
sin2 θϕ1

a

1 + sin2 θϕ12
= c1 (2.110)

如果我们选取在起点 A 位置处：ϕ1 = 0, 则：c1 = 0。从而得到：ϕ = const., 因
此球面的短程线就是球面的大圆的一部分。

解析计算：

dφ =
c1dθ

sin θ
a

sin2 θ ´ c21
(2.111)

利用：
ˆ

dx

sinx
?
a2 sin2 x ´ 1

= ´ arctan cosx
?
a2 sin2 x ´ 1

(a2 ą 1) (2.112)

（《常用积分表》，科大出版社（895）公式）

ñ ϕ = ´ arctan cos θ
b

1
c2
sin2 θ ´ 1

+ c2 (2.113)

ñ tan(c2 ´ ϕ) =
c1 cos θ

a

sin2 θ ´ c21
(2.114)

ñ c3 ¨ sin(c2 ´ ϕ) = c tan θ, c3 ”

a

1 ´ c21
c1

(2.115)

两边同乘以 r sin θ

c3 sin c2(r sin θ ¨ cosϕ) ´ c3 cos c2 ¨ (r sin θ sinϕ) = r cos θ (2.116)

x(c3 sin c2) ´ y(c3 cos c2) = z (2.117)

过零点（球心）的平面。

带约束条件的变分问题
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长度固定（L），两端固定在 x 轴上，与 x 轴围成的面积最大的曲线？

拉格朗日未定乘子法：

L =

ˆ x2

x1

a

1 + ẏ2dx (2.118)
ˆ x2

x1

a

1 + ẏ2dx ´ L = 0 (2.119)

S(λ) =

ˆ x2

x1

ydx+ λ(

ˆ x2

x1

a

1 + ẏ2dx ´ L)

=

ˆ x2

x1

(y + λ
a

1 + ẏ2)dx ´ λL (2.120)

δS = 0 (2.121)

f = y + x
a

1 + ẏ2 (2.122)

λ
d

dx

ẏ
a

1 + ẏ2
´ 1 = 0 (2.123)

dy

dx
= tan θ, ñ x = λ sin θ + c1 (2.124)

ñ dy = λ sin θdθ ñ y = λ cos θ + c2 (2.125)

最终：

(x ´ c1)
2 + (y ´ c2)

2 = λ2 (2.126)

λ 的含义：

δS = 0 ñ λ = ´
δS

δL
(2.127)

球对称天体中的流体静力学平衡问题
球对称天体的总能量：

E[ρ, ϕ] =

ˆ R

0

d3r

[
ρϵ+ ρϕ+

(∇ϕ)2

8πG

]
(2.128)

其中 ρ 为质量密度，ϵ 为流体单位质量的内能，ϕ 为流体单位质量的引力势能。

上式中第一项为流体的总内能，第二项为流体总势能（流体与引力场相互作用

能），第三项为引力场的能量。给定天体的总质量：

M0 =

ˆ R

0

d3rρ(r) (2.129)

求星体内部的质量密度分布和引力势能的分布。这是一个带约束条件的变分问

题：

(δE)|M0 = 0. (2.130)
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采用拉格朗日未定乘子法：

δE ´ λδM0 = 0 (2.131)

分别对流体和引力场变分：δρ, δϕ，得到：

ϵ+
p

ρ
+ ϕ ´ λ = 0 (2.132)

ρ ´
∇2ϕ

4πG
= 0 (2.133)

不难看出，方程 (2.132) 为引力场的动力学方程：Possion 方程。可以证明，方
程 (2.133) 为流体静力学平衡方程：∇p + ρ∇ϕ = 0 的积分方程。在星体的表面，

ρ = p = ϵ = 0，因此，λ 为星体表面的引力势能：λ = ϕs，即：

λ =
δE

δM0

= ϕs (2.134)

上式的物理意义是：如果某个星体已处于流体静力学平衡，如果再增加 ∆M0 的

物质，当该星体重新达到新的流体静力学平衡之后释放的总能量居然非常简单：

等于 ∆M0 的物质下落到星体表面释放的引力能。也就是说 ∆M0 落到星体表面

之后到星体重新调整流体静力学平衡的过程中，星体的总能量是守恒的！星体由

于质量增加而收缩所释放的引力能恰好等于星体内部流体内能的增加。

2.6 哈密顿原理和拉格朗日方程

2.6.1 哈密顿原理

S =

ˆ t2

t1

Ldt (2.135)

2.6.2 拉格朗日方程

由 δS = 0 易得：
d

dt

BL

Bq̇α
´

BL

Bqα
= 0 (2.136)

2.6.3 拉格朗日量的特性

• L 的可加性：两个相互独立体系组成统一体系。

Ltot = LA + LB (2.137)

• L 的非唯一性：两者之间可以差一个对时间的全微商。

L
1

(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
df(q, t)

dt
(2.138)



42 第二章 拉格朗日方程

S
1

=

ˆ 2

1

L
1

(q, q̇, t)dt =

ˆ 2

1

L(q, q̇, t)dt+

ˆ 2

1

ḟ(q, t)dt = S+f(q, t)|t2´f(q, t)|t1

(2.139)

δS
1

= δS (2.140)

2.6.4 一般情形的哈密顿原理

ˆ t2

t1

(δL+
s

ÿ

α=1

Qαδqα)dt = 0. (2.141)

得到：
d

dt

BL

Bq̇α
´

BL

Bqα
= Qα (2.142)

2.7 莫培督原理

莫培督 (Maupertuis, 1698-759，法国)
作用量：

S =

ˆ B

A

mvds (2.143)

δS = 0 得到真实路径。

δ

ˆ t2

t1

Ldt = δ

ˆ t2

t1

[2T ´ (T + V )]dt

= δ

ˆ B

A

(
N
ÿ

i=1

miv⃗i ¨ dr⃗i ´ Edt)

= δ

ˆ B

A

N
ÿ

i=1

miv⃗i ¨ dr⃗i ´ Eδ

ˆ t2

t1

dt

= δ

ˆ xB

xA

N
ÿ

i=1

miv⃗i ¨ dr⃗i (2.144)

不是等时变分，而是等能量变分：虚位移过程中保持能量守恒。

∆

ˆ xB

xA

N
ÿ

i=1

miv⃗i ¨ dr⃗i = 0 (2.145)
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图 2.14: 莫培督原理

2.8 拉格朗日力学：例题

2.8.1 一维运动

L = T ´ V =
1

2
mẋ2 ´ V (x) (2.146)

正则动量：

p =
BL

Bẋ
(2.147)

E-L 方程：运动方程。

d

dt

(
BL

Bẋ

)
´

BL

Bx
= 0 ñ mẍ = ´

dV (x)

dx
= F, (2.148)

0 = ẋtmẍ+ V
1

(x)u =
d

dt

"

1

2
mẋ2 + V (x)

*

”
dE

dt
(2.149)

能量守恒。

2.8.2 二维向心力场中的运动

L =
1

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2) ´ V (ρ) (2.150)

其中：ρ =
a

x2 + y2。由 E-L Eqs. 得到：

d

dt

(
BL

Bρ̇

)
´

BL

Bρ
= 0 ñ mρ̈ = mρϕ̇2 ´ V

1

(ρ)

d

dt

(
BL

Bϕ̇

)
´

BL

Bϕ
= 0 ñ

d

dt
(mρϕ̇2) = 0 (2.151)

角动量守恒：

pϕ = mρϕ̇2 = const. (2.152)

代入第一个 E-L 方程：

mρ̈ =
p2ϕ
mρ3

´ V
1

(ρ) (2.153)
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总能量：

E =
1

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2) + V (ρ)

=
1

2
ρ̇2 +

p2ϕ
2mρ2

+ V (ρ) (2.154)

容易验证，能量守恒：

dE

dt
=

(
mρ̈ ´

p2ϕ
mρ3

+ V
1

(ρ)

)
ρ̇ = 0. (2.155)

2.8.3 阿特伍德机 (The Atwood Machine)

无摩擦的滑轮两端悬挂质量分别为, m1 和 m2, 的物体：得到：

T =
1

2
(m1 +m2)(

d

dt
(ℓ ´ x))2 =

1

2
(m1 +m2)ẋ

2

V = ´m1gx ´ m2g(ℓ ´ x)

因此

L = T ´ V =
1

2
(m1 +m2)ẋ

2 +m1gx+m2g(ℓ ´ x)

动量:
p =

BL

Bẋ
= (m1 +m2)ẋ

力:
F =

BL

Bx
= (m1 ´ m2)g

由 Euler-Lagrange 方程得到：

ṗ = F

(m1 +m2)ẍ = (m1 ´ m2)g

ẍ =
m1 ´ m2

m1 +m2

g ” a

其中：a =
(
m1´m2

m1+m2

)
g.
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2.8.4 盘被下落重物拖拉

桌面没摩擦。

T =
1

2
m1(ṙ

2 + r2θ̇2) +
1

2
m2(

d

dt
(ℓ ´ r))2

V = gm2(r ´ ℓ)

L =
1

2
m1(ṙ

2 + r2θ̇2) +
1

2
m2ṙ

2 + gm2(ℓ ´ r)

注意到 ℓ 是常数，所以，d/dt(ℓ ´ r) = ´ṙ.
广义动量：

pr =
BL

Bṙ
= (m1 +m2)ṙ

pθ =
BL

Bθ̇
= m1r

2θ̇.

广义力：

Fr =
BL

Br
= m1rθ̇

2 ´ gm2

Fθ =
BL

Bθ
= 0, (θ is ignorable)

由 Euler-Lagrange 方程得到：

ṗr = Fr, (m1 +m2)r̈ = m1rθ̇
2 ´ m2g

ṗθ = 0, pθ = m1r
2θ̇ = J = a constant.

从守恒方程中去掉 θ̇:

θ̇ =
J

m1r2

因此：

(m1 +m2)r̈ =
J2

m1r3
´ m2g

质量为 m = m1 +m2 物体受到的有效力：

Fr =
J2

m1r3
´ m2g
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图 2.15: 有效势

相应的有效势：V (r) （dV /dr = ´Fr）. So integrate ´Fr to find V (r):

V (r) =
J2

2m1r2
+m2gr

运动轨道讨论：

• 径向运动：θ̇(t = 0) = 0

• 圆运动：r = r0, 势能 V (r) 极值处

• 非圆运动：

图 2.16: 运动轨道

2.8.5 滑动的楔劈上粒子的滑动

系统的动能：

T =
1

2
MẊ2 +

1

2
m(Ẋ + ẋ)2 +

1

2
mẏ2

=
1

2
(M +m)Ẋ2 +mẊẋ+

1

2
m(1 + tan2 α)ẋ2 (2.156)
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系统的势能：

V = mgy = mgx tanα (2.157)

系统的拉格朗日量：

L =
1

2
(M +m)Ẋ2 +mẊẋ+

1

2
m(1 + tan2 α)ẋ2 ´ mgx tanα (2.158)

由 E-L 方程得到：

d

dt

(
BL

BẊ

)
´

BL

BX
= 0 = (M +m)Ẍ +mẍ = 0

d

dt

(
BL

Bẋ

)
´

BL

Bx
= 0 = mẌ +m(1 + tan2 α)ẍ = ´mg tanα (2.159)

由第一式得到：

Ẍ = ´
m

M +m
ẍ (2.160)

代入第二式：

ẍ = ´
(M +m)g sinα cosα

M +m sin2 α
, Ẍ =

mg sinα cosα
M +m sin2 α

(2.161)

2.8.6 弹簧振子 + 单摆

广义坐标：(x, θ)。振子的坐标：(a+ x, 0)。单摆的坐标：(x1, y1)，其中：

x1 = a+ x+ l sin θ, y1 = ´l cos θ (2.162)

系统的动能：

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m(ẋ1

2 + ẏ1
2)

=
1

2
Mẋ2 +

1

2
m
[
(ẋ+ l cos θθ̇)2 + (l sin θθ̇)2

]
=

1

2
(M +m)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +ml cos θẋθ̇, (2.163)

系统的势能：

V =
1

2
kx2 +mgy1 =

1

2
kx2 ´ mgl cos θ (2.164)

系统的拉格朗日量：

L =
1

2
(M +m)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +ml cos θẋθ̇ ´

1

2
kx2 +mgl cos θ (2.165)

正则动量：

px =
BL

Bẋ
= (M +m)ẋ+ml cos θθ̇

pθ =
BL

Bθ̇
= ml cos θẋ+ml2θ̇ (2.166)
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正则力：

Fx =
BL

Bx
= ´kx

Fθ =
BL

Bθ
= ´ml sin θẋθ̇ ´ mgl sin θ (2.167)

动力学方程：

(M +m)ẍ+ml cos θθ̈ ´ ml sin θθ̇2 = ´kx

ml cos θẍ+ml2θ̈ = ´mgl sin θ (2.168)

小振动：线性振动：sin θ » θ, cos θ » 1。线性化的方程为：

(M +m)ẍ+mlθ̈ + kx = 0

mlẍ+ml2θ̈ +mglθ = 0 (2.169)

无量纲化，定义：

u ”
x

l
, α ”

m

M
, ω2

0 ”
k

M
, ω2

1 ”
g

l
(2.170)

得到无量纲化的方程：

(1 + α)ü+ αθ̈ + ω2
0u = 0

ü+ θ̈ + ω2
1θ = 0 (2.171)

解的形式： (
u(t)

θ(t)

)
=

(
a

b

)
e´iωt

代入上面线性化的方程，得到：(
ω2
0 ´ (1 + α)ω2 ´αω2

´ω2 ω2
1 ´ ω2

)(
a

b

)
=

(
0

0

)

上面 2 ˆ 2 的行列式为零，得到振动频率：

ω2
˘ =

1

2
(ω2

0 + (1 + α)ω2
1) ˘

1

2

b

(ω2
0 ´ ω2

1)
2 + 2α(ω2

0 + ω2
1)ω

2
1 (2.172)

2.8.7 双摆

广义坐标：(θ1, θ2)。在笛卡尔坐标系中，系统的动能和势能分别为：

T =
1

2
m1(ẋ

2
1 + ẏ21) +

1

2
m2(ẋ

2
2 + ẏ22) (2.173)

V = m1gy1 +m2gy2 (2.174)
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坐标用广义坐标 tθ1, θ2u 表示：tx1, y1, x2, y2u

x1 = l1 sin θ1, x2 = l1 sin θ1 + l2 sin θ2 (2.175)

y1 = ´l1 cos θ1, y2 = ´l1 cos θ1 ´ l2 cos θ2 (2.176)

笛卡尔坐标系中的速度分别为：

ẋ1 = l1θ̇1 cos θ1, ẋ2 = l1θ̇1 cos θ1 + l2θ̇2 cos θ2 (2.177)

ẏ1 = l1θ̇1 sin θ1, ẏ2 = l1θ̇1 sin θ1 + l2θ̇2 sin θ2 (2.178)

因此，系统的动能和势能用广义坐标表示为：

T =
1

2
m1l

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2tl22θ̇

2
1 + 2l1l2 cos(θ1 ´ θ2)θ̇1θ̇2 + l22θ̇

2
2u (2.179)

V = ´m1gl1 cos θ1 ´ m2gl1 cos θ1 ´ m2gl2 cos θ2 (2.180)

系统的拉格朗日量：

L = T ´ V =
1

2
(m1 +m2)l

2
1θ̇

2
1 +m2l1l2 cos(θ1 ´ θ2)θ̇1θ̇2 +

1

2
m2l

2
2θ̇

2
2

+(m1 +m2)gl1 cos θ1 +m2gl2 cos θ2 (2.181)

正则动量：

p1 =
BL

Bθ̇1
= (m1 +m2)l

2
1θ̇1 +m2l1l2 cos(θ1 ´ θ2)θ̇2 (2.182)

p2 =
BL

Bθ̇2
= m2l1l2 cos(θ1 ´ θ2)θ̇1 +m2l

2
2θ̇2 (2.183)

动力学方程：

ṗ1 = (m1 +m2)l
2
1θ̈1 +m2l1l2 cos(θ1 ´ θ2)θ̈2 ´ m2l1l2 sin(θ1 ´ θ2)(θ̇1 ´ θ̇2)θ̇2

= ´(m1 +m2)gl1 sin θ1 ´ m2l1l2 sin(θ1 ´ θ2)θ̇1θ̇2 =
BL

Bθ1
(2.184)

和

ṗ2 = m2l1l2 cos(θ1 ´ θ2)θ̈1 ´ m2l1l2 sin(θ1 ´ θ2)(θ̇1 ´ θ̇2)θ̇1 +m2l
2
2θ̈2

= ´m2gl2 sin θ2 +m2l1l2sin(θ1 ´ θ2)θ̇1θ̇2 =
BL

Bθ2
(2.185)

最终的动力学方程：

l1θ̈1 +
m2l2

m1 +m2

cos(θ1 ´ θ2)θ̈2 +
m2l2

m1 +m2

sin(θ1 ´ θ2)θ̇2 + g sin θ1 = 0 (2.186)

l1 cos(θ1 ´ θ2)θ̈1 + l2θ̈2 ´ l1 sin(θ1 ´ θ2)θ̇1 + g sin θ2 = 0 (2.187)

小振动：线性振动：线性化的运动方程

θ̈1 + αβθ̈2 + ω2
0θ1 = 0 (2.188)

θ̈1 + βθ̈2 + ω2
0θ2 = 0 (2.189)
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无量刚化：

α ”
m2

m1 +m2

, β ”
l2
l1
, ω2

0 ”
g

l1
(2.190)

线性化的方程 Eq.2.188加上 Eq.2.189乘以待定系数 r：

(1 + r)θ̈1 + (α + r)βθ̈2 + ω2
0(θ1 + rθ2) = 0 (2.191)

我们要求 θ2 与 θ1 的比例系数等于 θ̈2 与 θ̈1 的比例系数：

(α + r)β

1 + r
= r ñ r˘ =

1

2
(β ´ 1) ˘

1

2

a

(1 ´ β)2 + 4αβ (2.192)

当时，方程可以写为：

d2

dt2
(θ1 + r˘θ2) = ´

ω2
0

1 + r˘

(θ1 + r˘θ2) (2.193)

定义简正模式：

ξ˘ ” (θ1 + r˘θ2) (2.194)

我们得到关于简正模式的方程：

ξ̈˘ + ω2
˘ξ˘ = 0 (2.195)

其中简正频率为：

ω˘ =
ω0

?
1 + r˘

(2.196)

简正坐标，简正频率，方程解耦。

例如，l1 = l2 = l，以及 m1 = m2 = m，我们得到：α = 1/2和 β = 1，于是：

r˘ = ˘
1

?
2
, ξ˘ = θ1 ˘

1
?
2
θ2, ω˘ =

b

2 ¯
?
2

c

g

l
(2.197)

2.8.8 啄

系统的动能：

T = M(Ẋ2 + Ẏ 2)

=
1

2
Ma2ϕ̇2 (2.198)

系统的势能：

V =
1

2
k(δX)2 +

1

2
k(δY )2

=
1

2
ka2t(

?
2 cosϕ ´ 1)2 + (

?
2 sinϕ ´ 1)2u

=
1

2
ka2t3 ´ 2

?
2(cosϕ+ sinϕ)u (2.199)
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系统的拉格朗日量：

L = T ´ V =
1

2
Ma2ϕ̇2 +

?
2ka2(cosϕ+ sinϕ) + const (2.200)

代入 E-L 方程：

d

dt

BL

Bϕ̇
=

BL

Bϕ
ñ Ma2ϕ̈ =

?
2ka2(cosϕ ´ sinϕ) (2.201)

小振动：ϕ = π/4 + δ

δ̈ + ω2
0 sin δ = 0 (2.202)
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第三章 拉格朗日量与 Noether 定理

3.1 运动积分

系统的自由度为：s，动力学方程的个数：s 个二阶常微分方程；或 2s 个一

阶常微分方程。需要 2s 个积分常数：C1, C2, . . . , C2s。

t
qα = qα(t;C1, C2, . . . , C2s),

q̇α = q̇α(t;C1, C2, . . . , C2s),
α = 1, 2, . . . , s

原则上，可以求得：

Ci = Ci(q1, q2, . . . , qs; q̇1, q̇2, . . . , q̇s; t), i = 1, 2, . . . , 2s (3.1)

这些由 qα 和 q̇α 组成的函数在运动过程中始终不变，称之为 “运动积分”（守恒
量）。

3.2 正则（广义）动量和循环坐标

正则动量的定义：

pα ”
BL

Bq̇α
(3.2)

循环坐标：L中不显含广义坐标 qα，则称 qα 为循环坐标。由 E-L方程易知，
与其共扼的正则动量守恒（运动积分）：

ṗα =
d

dt

BL

Bq̇α
=

BL

Bqα
= 0 (3.3)

因此：

pα = const. (3.4)

3.3 时空对称与守恒量

3.3.1 时间平移不变性与能量守恒

力学系统具有时间平移不变性，或具有时间的均匀性，则该力学系统的拉格

朗日量不显含时间，因此：

53
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dL

dt
=

ÿ

i

BL

Bqi

¨
qi +

ÿ

i

BL

B
¨
qi

¨¨
qi

利用 E-L 方程：

dL

dt
=

ÿ

i

¨
qi

d

dt

(
BL

B
¨
qi

)
+

ÿ

i

BL

B
¨
qi

¨¨
qi=

ÿ

i

d

dt

(
¨
qi

BL

B
¨
qi

)
,

或者

ÿ

i

d

dt

(
¨
qi

BL

B
¨
qi

´ L

)
= 0 .

引入守恒量 H（具有能量量纲）：

H ”
ÿ

i

¨
qi

BL

B
¨
qi

´ L (3.5)

H 为运动积分，称之为系统的广义能量。

一个简单的例子：L = 1
2
mq̇2 ´ V (q)，则：

H = mq̇2 ´

[
1

2
mq̇2 ´ V (q)

]
=

1

2
mq̇2 + V (q) = E (3.6)

即，哈密顿量就是系统的能量。

讨论：H=T+V ？(广义坐标中的动能表达式)

ri = ri(q1, q2, ¨ ¨ ¨ , qs; t); i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , N (3.7)

ṙi =
Bri
Bqα

q̇α +
Bri
Bt

(3.8)

因此，

T =
ÿ 1

2
miṙ

2
i = T2 + T1 + T0. (3.9)

其中：

T2 = Aαβ q̇αq̇β

T1 = Bαq̇α

T0 = C0 (3.10)

哈密顿量为：

H =
BL

Bq̇α
q̇α ´L = (2T2 +T1 +T0)´ (T2 +T1 +T0) = T2 ´T0 +V = const. (3.11)

H 称之为广义能量。

对定常约束：Bri/Bt = 0，所以：H = T +V = E = const.其中：T1 = T0 = 0，

即：T = T2。
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3.3.2 空间平移不变性与动量守恒

力学系统具有空间平移不变性，或具有空间的均匀性，因此，在等时变分条

件（δt = 0）下,
δL =

BL

Bq̇α
δq̇α +

BL

Bqα
δqα (3.12)

利用 E-L 方程，改写为：

δL =
BL

Bq̇α
δq̇α +

d

dt

(
BL

Bq̇α

)
δqα =

d

dt

(
BL

Bq̇α
δqα

)
(3.13)

因为：

ṙi = ṙi(q1, q2, ¨ ¨ ¨ , qs; t) =
Bri
Bqα

q̇α +
Bri
Bt

(3.14)

所以：
Bṙi
Bq̇α

=
Bri
Bqα

(3.15)

于是：
BL

Bq̇α
=

BT

Bq̇α
=

ÿ

i

BT

Bṙi
¨

Bṙi
Bq̇α

=
ÿ

i

miṙi ¨
Bri
Bqα

(3.16)

最后：

δL =
d

dt

ÿ

i

(
miṙi ¨

Bri
Bqα

δqα

)
=

d

dt

ÿ

i

(miṙi ¨ δri) (3.17)

假设系统平移了一个无穷小的距离 ϵ，而拉格朗日量不变。由于 ϵ 与时间无

关，所以：

δL =

(
d

dt

ÿ

i

miṙi

)
¨ ϵ = 0 (3.18)

由于 ϵ 的任意性，我们得到：

d

dt

ÿ

i

miṙi = 0 (3.19)

所以封闭体系的总动量 P

P =
ÿ

miṙi = const. (3.20)

为运动积分，即动量守恒。

3.3.3 空间转动不变性与角动量守恒

力学系统具有空间转动不变性，或空间具有各项同性，当体系转动无限小的

角度 δϕ 时，第 i 个质点的位置移动为：

δri =δϕ ˆ ri . (3.21)
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θ

δr

r

O

δφ

图 3.1: 空间转动不变性与角动量守恒

代入：

δL =
d

dt

ÿ

i

(miṙi ¨ δri) =
d

dt

ÿ

i

[miṙi ¨ (δϕ ˆ ri)] = δϕ ¨
d

dt

ÿ

i

(ri ˆ miṙi) = δϕ ¨
dJ

dt

(3.22)
由于 δϕ 的任意性，得到：

J =
ÿ

i

ri ˆ miṙi = const. (3.23)

3.4 对称性与 Noether 定理
下面定义拉格朗日系统 L 的对称性，即 L 存在单参数对称性变换群。

映射 F 的定义如下：

F : R ˆ Γ ÝÑ Γ

(ϵ, q) ÞÝÑ qϵ, with q0 = q

（通俗地说，映射 F 将一个单参数 ϵ 和位形空间中的函数 q 映射到一个新的位形

空间中的函数 qϵ。）

如果存在一个函数 ℓ(q, q̇) 满足：

δL =
dℓ

dt

也就是说，

δL ”
d

dϵ
L
(
qϵ(t), q̇ϵ(t)

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
d

dt
ℓ
(
q(t), q̇(t)

)



3.4 对称性与 NOETHER 定理 57

则称 F 为拉格朗日系统 L 的单参数对称性变换群，或者说，拉格朗日系统 L 具

有某种对称性 F。

评注:
最简单的情况：δL = 0, 也就是说：在变换 (q ÞÑ qϵ) 下，拉格朗日量不变，即: L
明显具有某种对称性。实际上 δL = d

dt
ℓ 是系统具有某种对称性更一般的表述。

Noether 定理

Noether 定理: 假设 F 是拉格朗日系统 L(L : TQ Ñ R) 的单参数对称群, 于
是,

pαδqα ´ ℓ = const.

即 pαδqα ´ ℓ 是守恒量（运动积分）。

d

dt

[
B

Bqα
L
(
qϵ, q̇ϵ

) d

dϵ
qαϵ (t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

´ ℓ
(
q(t), q̇(t)

)]
= 0

证明:
d

dt

(
pαδq

α ´ ℓ
)
= ṗαδq

α + pαδq̇
α ´

d

dt
ℓ

=
BL

Bqα
δqα +

BL

Bq̇α
δq̇α ´ δL

= δL ´ δL = 0.

评注：知道系统存在某个对称性 F，得到系统一个对应的守恒量：pαδqα´ℓ，

也称之为守恒荷。即：动力学系统存在连续对称性 Ø 系统存在守恒荷。

3.4.1 时间平移不变性与能量守恒

任何拉格朗日系统, L : TQ Ñ R, 我们有单参数的对称群：

qϵ(t) = q(t+ ϵ)

因为：

δL
df
=

d

dϵ
L
(
qϵ(t), q̇ϵ(t)

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

= L̇

δqα
df
=

d

dϵ
qαϵ (t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

= q̇α

我们得到总能量，或者 Hamiltonian,

H = pαq̇
α ´ L (3.24)

例如: L(q, q̇) = 1
2
mq̇2 ´ V (q). 系统有：

pαq̇
α =

BL

Bq̇α
q̇α = mq̇2 = 2T
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于是：

H = pαq̇
α ´ L = 2T ´ (T ´ V ) = T + V

.

3.4.2 空间平移不变性与动量守恒

对一个自由粒子：L = T = 1
2
mq̇2. 存在空间平移不变性。对任何速度：v P R3，

我们进行平移操作：

qϵ(t) = q(t) + ϵ v

则：

δq =
Bqϵ
Bϵ

|ϵ=0 = v (3.25)

另外，q̇ϵ(t) = q̇(t)，所以:δq̇ = 0. 因为对于自由粒子，拉格朗日量仅仅是 q̇ 的函

数，所以：

δL = 0

于是，我们得到 v 方向的动量为守恒量：

piδq
i = mq̇iv

i = mq̇ ¨̈̈ v

与正则动量的区别？BL/Bq̇i = pi 在这里两者一致!
因为 v 任意，所以：mq̇ 守恒。

3.4.3 空间转动不变性与角动量守恒

自由粒子具有转动对称性。考虑：X P SO(3) (这是一个反对称的 3 ˆ 3 矩

阵), 给出如下的对称群：
qϵ(t) = eϵXq(t)

因此

δL =
BL

Bqi
δqi +

BL

Bq̇i
δq̇i = mq̇iδq̇

i

这里 qi 可以忽略，以及 BL/Bqi = 0, 以及：BL/Bq̇i = pi, 于是：

δq̇i =
d

dϵ
q̇iϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
d

dϵ

d

dt

(
eϵXq

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
d

dt
X q

= X q̇
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于是,

δL = mq̇iX
i
j q̇
j

= mq̇ ¨̈̈ (X q̇)

= 0

最后一步利用了 X 的反对称性。于是我们得到一个守恒量：X 方向的角动量。

我们有,
piδq

i = mq̇i ¨̈̈ (X q)i

(δqi = Xq 以及 δq̇i = Xq̇ ), 或者，如果 X 除了在 ij 和 ji 为 ˘1, 其它分量为零。
于是，我们得到：

m(q̇iq
j ´ q̇jq

i)

“角动量的 ij 分量”. 如果 n = 3 我们得到：

mq̇ˆ̂̂q

以系统沿 z 轴转动为例：

Rz(ϵ) =


cos(ϵ) ´ sin(ϵ) 0

sin(ϵ) cos(ϵ) 0

0 0 1

 = exp(ϵX)

其中：

X =


0 ´1 0

1 0 0

0 0 0


例 1、（单参数变换群）

2-dim :

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) ´ V (

a

x2 + y2)

=
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) ´ V (r)

q⃗ Ñ q⃗ϵ ：

rϵ = r

ϕϵ = ϕ+ ϵδϕ

ϵ = 0 ，rϵ = r 为恒等变换，所以 δL = BLϵ

Bϵ

ˇ

ˇ

ϵ=0
= 0（L 不显含 ϕ 并且 rϵ = r ）

守恒荷：

Q =
BL

Bq̇

Bqϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
BL

Bṙ

Brϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

+
BL

Bϕ̇

Bϕϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

= mr2ϕ̇δϕ = const
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因为 δϕ 为任意“给定”操作，所以

mr2ϕ̇ ” J = const

在笛卡尔坐标系中讨论：

xϵ = xcos(ϵ) ´ ysin(ϵ)

yϵ = xsin(ϵ) + ycos(ϵ)

Bxϵ
Bϵ

= ´yϵ,
Byϵ
Bϵ

= xϵ

守恒荷：

Q =
BL

Bẋ

Bxϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

+
BL

Bẏ

Byϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

= ´mẋyϵ|ϵ=0 + mẏyϵ|ϵ=0

= m(xẏ ´ yẋ) = mêz ¨ (r⃗ ˆ ˙⃗r)

= mr2ϕ̇

例二：

V = V (ρ, ϕ, z) = V (ρ, aϕ+ z), a = const

L =
1

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2) ´ V (ρ, aϕ+ z)

对称性：

ρϵ = ρ

ϕϵ = ϕ+ ϵδϕ

zϵ = z + ϵδz

如果：

δz = ´aδϕ (3.26)

则有：

aϕϵ + zϵ = aϕ+ z (3.27)
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那么

δL =
BLϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
BLϵ
Bϕϵ

Bϕϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

+
BLϵ
Bρϵ

Bρϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

+
BLϵ
Bzϵ

Bzϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

=
BL

Bϕ
δϕ+ 0 +

BL

Bz
δz

= ´
BV

Bϕ
δϕ ´

BV

Bz
δz

= ´
BV

Baϕ+ z

Baϕ+ z

Bϕ
δϕ ´

BV

Baϕ+ z

Baϕ+ z

Bz
δz

= ´
BV

Baϕ+ z
aδϕ ´

BV

Baϕ+ z
δz

= 0

守恒荷：

Q =
BL

Bϕ̇

Bϕϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

+
BL

Bρ̇

Bρϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

+
BL

Bż

Bzϵ
Bϵ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϵ=0

= mρ2ϕ̇δϕ ´ mażδϕ

= m(ρ2δϕ ´ aż)δϕ = const

因为 δϕ 为任意“给定”操作, 所以

mρ2ϕ̇ ´ maż = const

也可以从动力学方程直接检验 Q 为守恒量。利用动力学方程，我们得到：
d

dt

(
BL

Bϕ̇

)
=

d

dt

(
mρ2ϕ̇

)
=

BL

Bϕ
= ´a

BV

Bz
(3.28)

d

dt

(
BL

Bż

)
=

d

dt
(mż) =

BL

Bz
= ´

BV

Bz
(3.29)

因此：
dQ

dt
=

d

dt
(mρ2ϕ̇) ´ a

d

dt
(mż) = 0 (3.30)

3.5 带电粒子在电磁场中的运动

带电粒子在电磁场中的拉格朗日量为：

L =
1

2
m ˙⃗r2 ´ eΦ(r⃗, t) +

e

c
˙⃗r ¨ A⃗(r⃗, t) (3.31)

其中电磁场用标量势 Φ(x⃗, t)和矢量势 A⃗(x⃗, t)联合刻画，它们与通常的电磁矢量

(E⃗, B⃗) 的关系为：

E⃗ = ´∇Φ ´
1

c

BA⃗

Bt
(3.32)

B⃗ = ∇ ˆ A⃗ (3.33)
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3.5.1 分量形式

我们先用分量形式推导带点粒子在磁场中的运动方程。位置矢量表示为：

r⃗ = txiu。在本文中，拉丁字母 i, j, k, ¨ ¨ ¨ 取 1, 2, 3，并注意到在平直空间中，空

间矢量的分量不分上下标，例如：Ai = Ai。

将 L 改写为：

L =
1

2
mẋiẋi ´ eΦ(xj, t) +

e

c
ẋi ¨ Ai(xj, t) (3.34)

先计算：

BL

Bẋi
xj = mẋi +

e

c
Ai (3.35)

d

dt

BL

Bẋi
xj = mẍi +

e

c
ẋjBjA

i +
e

c
BtA

i (3.36)
BL

Bxi
ẋj = ´eBiΦ +

e

c
ẋjBiA

j (3.37)

这里 Bi ” B
Bxi
，以及 Bt ” B

Bt
。代入欧拉-拉格朗日方程，整理后得到：

mẍi = ´e(Biϕ+
1

c
BtA

i) +
e

c
vj(BiA

j ´ BjA
i)

= eEi + evjϵijk(∇⃗ ˆ A⃗)k

= eEi + e(v⃗ ˆ (∇⃗ ˆ A⃗))i

= eEi + e(v⃗ ˆ B⃗)i (3.38)

在上式第二步中，我们利用了：

ϵijk(∇⃗ ˆ A⃗)k = BiA
j ´ BjA

i (3.39)

也就是说：

(∇⃗ ˆ A⃗)1 = B2A
3 ´ B3A

2 (3.40)

(∇⃗ ˆ A⃗)2 = B3A
1 ´ B1A

3 (3.41)

(∇⃗ ˆ A⃗)3 = B1A
2 ´ B2A

1 (3.42)

方程 (3.39)在三维欧几理德空间是显然的，我们还是很学究地证明如下。首先利
用叉乘的定义：

(∇⃗ ˆ A⃗)k = ϵklmBlA
m (3.43)

因此：

ϵijk(∇⃗ ˆ A⃗)k = ϵijkϵklmBlA
m

= ϵkijϵklmBlA
m

= (δilδjm ´ δimδjl)BlA
m

= (BiA
j ´ BjA

i) (3.44)
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3.5.2 矢量形式

我们也可以用矢量的形式推导带点粒子的动力学方程。先计算：

BL

B ˙⃗r
r⃗ = m ˙⃗r +

e

c
A⃗ (3.45)

d

dt

BL

B ˙⃗r
r⃗ = m¨⃗r +

e

c
( ˙⃗r ¨ ∇)A⃗+

e

c
BtA⃗ (3.46)

BL

Br⃗
˙⃗r = ´e∇Φ +

e

c
∇A( ˙⃗r ¨ A⃗) (3.47)

代入到欧拉-拉格朗日方程，整理后得到：

m¨⃗r = ´e

[
∇Φ +

1

c
BtA⃗

]
+
e

c

[
∇A( ˙⃗r ¨ A⃗) ´ ( ˙⃗r ¨ ∇)A⃗

]
= eE⃗ +

e

c
v⃗ ˆ (∇⃗ ˆ A⃗)

= eE⃗ +
e

c
v⃗ ˆ B⃗ (3.48)

第二步我们利用了：

A⃗ ˆ (B⃗ ˆ C⃗) = B⃗(A⃗ ¨ C⃗) ´ (A⃗ ¨ B⃗)C⃗ (3.49)

因此，

v⃗ ˆ (∇⃗ ˆ A⃗) = ∇⃗A(v⃗ ¨ A⃗) ´ (v⃗ ¨ ∇⃗)A⃗

= (∇⃗A⃗) ¨ v⃗ ´ (v⃗ ¨ ∇⃗)A⃗ (3.50)

注意，在方程 (3.50) 中，∇⃗A 表示只对 A⃗ 求偏导数，而对 v⃗ 不求偏导数，因为

方程的左边只出现对 A⃗ 求偏导数的项！

3.5.3 四维协变的拉格朗日力学

取四维坐标为 txµu = tx0 = ct, x1, x2, x3u，其中希腊字母 µ, ν, ¨ ¨ ¨ 取 (0, 1, 2, 3)。

时空微元为：

ds2 = ´c2dτ 2 = ´c2dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= ηµνdx
µdxν (3.51)

其中时空度规 ηµν = diag(´1,+1,+1,+1)。在四维 Minkowski时空中，电磁场用
一个四维的电磁场矢量 Aµ 表示：

Aµ = tΦ, A⃗u, Aµ = ηµνA
ν = t´Φ, A⃗u (3.52)
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而通常大家熟悉的电场 E⃗ 和磁场 B⃗ 被统一到一个 2-form(二阶反对称协变张量)
Fµν 中：

Fµν = BµAν ´ BνAµ

Ei = Fi0 = BiA0 ´
1

c
BtAi = ´BiΦ ´

1

c
BtAi

Bi = ϵijkBjAk (3.53)

即：

Fµν =


0 -E1 -E2 -E3

E1 0 B3 -B2

E2 -B3 0 B1

E3 B2 -B1 0

 (3.54)

下面讨论相对论性带电粒子在电磁场中的运动。协变的拉格朗日量为：

L =
m

2
ηµν ẋ

µẋν +
e

c
ẋµAµ (3.55)

这里 ẋµ ” dxµ

dτ
, 并令：Bµ ” B

Bxµ
。先计算：

BL

Bẋµ
xν = ηµνmẋ

ν +
e

c
Aµ

d

dτ

BL

Bẋµ
xν = ηµνmẍ

ν +
e

c
ẋνBνAµ

BL

Bxµ
ẋν =

e

c
ẋνBµAν (3.56)

代入欧拉-拉格朗日方程，得：

0 =
d

dτ

BL

Bẋµ
xν ´

BL

Bxµ
ẋν = ηµνmẍ

ν ´
e

c
ẋν(BµAν ´ BνAµ) (3.57)

整理得到最终的动力学方程：

ηµνmẍ
ν =

e

c
ẋν(BµAν ´ BνAµ) =

e

c
ẋνFµν (3.58)

上式也可以改写为：

mẍµ =
e

c
uνF

µν (3.59)

这里 uµ ” ẋµ 为粒子的四维速度。其中方程的右边就是四维形式的 Lorentz 力。
例如：

mẍ1 =
e

c
(u0F

10 + u2F
12 + u3F

13)

=
e

c
(u0F10 + u2F12 + u3F13)

= e

[
E1 +

1

c
(v⃗ ˆ B⃗)1

]
(3.60)
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4.1 两体问题

考虑两个质点：m1, r⃗1, ˙⃗r1; m2, r⃗2, ˙⃗r2。系统的拉格朗日量为：

L =
1

2
m1

˙⃗r21 +
1

2
m2

˙⃗r22 ´ V (r⃗2 ´ r⃗1) (4.1)

坐标变换（选新的广义坐标）：

(r⃗1, r⃗2) Ñ (R⃗, r⃗) (4.2)

R⃗ =
m1r⃗1 +m2r⃗2
m1 +m2

(4.3)

r⃗ = r⃗2 ´ r⃗1 (4.4)

r⃗1 = R⃗ ´
m2

m1 +m2

r⃗, r⃗2 = R⃗ +
m1

m1 +m2

r⃗ (4.5)

系统的拉格朗日量为：

L =
1

2
(m1 +m2)

˙⃗
R2 +

1

2
µ ˙⃗r2 ´ V (r) (4.6)

其中，引入了约化质量：

µ =
m1m2

m1 +m2

(4.7)

65
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或者：
1

µ
=

1

m1

+
1

m2

(4.8)

从拉格朗日量可以看出，R⃗ 为循环坐标，

˙⃗
R = const. (4.9)

两体问题退化为单体问题！

4.2 运动方程

质心系中的拉格朗日量为：

L =
1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2) ´ V (r) . (4.10)

θ 方向的正则动量为：

pθ =
BL

Bθ̇
= µr2θ̇ ,

θ 方向的动力学方程：

ṗθ =
d

dt
(µr2θ̇) = 0 . (4.11)

得到运动积分：

µr2θ̇ = L = const , (4.12)

r 向的运动方程：
d

dt
(µṙ) ´ µrθ̇2 +

BV

Br
= 0 . (4.13)

引入 f(r) = ´dV (r)/dr, 径向的动力学方程写为：

µr̈ ´ µrθ̇2 = f(r) . (4.14)

改写为：

µr̈ ´
L2

µr3
= f(r). (4.15)

考虑总能量守恒：

E = T + V =
1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2) + V (r) . (4.16)

E 是运动积分. 可以从动力学方程证明如下：

µr̈ = ´
d

dr

[
V (r) +

1

2

L2

µr2

]
, (4.17)

两边同乘以 ṙ, 我们得到：

µr̈ṙ =
d

dt

(
1

2
µṙ

)
= ´

d

dt

[
V (r) +

1

2

L2

µr2

]
,
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或者：
d

dt

[
1

2
µṙ2 + V (r) +

1

2

L2

µr2

]
= 0 .

于是：
1

2
µṙ2 + V (r) +

1

2

L2

µr2
= E = const (4.18)

得证.
下面分别求解 r 和 θ 方向的运动方程.

vr = ṙ = 2

d

2

µ

(
E ´ V ´

L2

2µr2

)
, (4.19)

或者：

dt =
dr

vr
=

dr

2

b

2
µ
(E ´ V ´ L2

2µr2
)
. (4.20)

其中：r0 = r(t = t0). 直接积分上式，得到 r 方向的运动方程：

t ´ t0 =

ˆ r

r0

dr

2

b

2
µ
(E ´ V ´ L2

2µr2
)
. (4.21)

θ 方向的运动：

dθ =
Ldt

µr2
. (4.22)

令：θ0 = θ(t = t0)，我们得到：

θ ´ θ0 = L

ˆ t

t0

dt

µr2(t)
. (4.23)

4.3 轨道微分方程

Ldt = µr2dθ. (4.24)

d

dt
=

L

µr2
d

dθ
. (4.25)

d2

dt2
=

L

µr2
d

dθ

(
L

µr2
d

dθ

)
r 向运动方程：

L

r2
d

dθ

(
L

µr2
dr

dθ

)
´

L

µr3
= f(r) . (4.26)

由于：
1

r2
dr

dθ
= ´

d(1/r)

dθ
.

袁业飞
Ink
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引入变量：u = 1/r, 我们得到：

L2u2

µ

(
d2u

dθ2
+ u

)
= ´f

(
1

u

)
. (4.27)

由于：
d

du
=
dr

dθ

d

dr
= ´

1

u2
d

dr
,

方程 (4.27) 改写为：
d2u

dθ2
+ u = ´

µ

L2

d

du
V

(
1

u

)
. (4.28)

4.4 积分形式的轨道方程

也可以直接积分，得到轨道方程：

dθ =
Ldr

µr2 ¨ 2

c

2
µ

[
E ´ V (r) ´ L2

2µr2

] , (4.29)

或者：

θ =

ˆ r

r0

dr

r2 ¨ 2

b

2µE
L2 ´

2µV
L2 ´ 1

r2

+ θ0 . (4.30)

引入：u = 1/r,

θ = θ0 ´

ˆ u

u0

du

2

b

2µE
L2 ´

2µV
L2 ´ u2

, (4.31)

这就是最终的轨道方程.

4.5 Kepler 问题：平方反比律
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万有引力：

f = ´
k

r2
or V = ´

k

r
. (4.32)

其中 k ” Gm1m2

定性讨论：径向运动的有效势

Veff = ´
k

r
+

1

2

L2

µr2
(4.33)

圆轨道运动:
dVeff(r)

dr
|r=rc = 0 (4.34)

稳定圆轨道：d2Veff(r)
dr2

|r=rc ą 0。易得：

rc =
L2

µk
, Emin = V (rc) = ´

µk2

2L2
(4.35)

微分形式的轨道方程（比耐方程）：

d2u

dθ2
+ u = ´

µf(1/u)

L2u2
=
µk

L2
. (4.36)

d2y

dθ2
+ y = 0 ,

y = B cos(θ ´ θ0) ,

其中 B 和 θ0 是相应的运动积分。方程的解：

1

r
=
µk

L2
[1 + e cos(θ ´ θ0)] , (4.37)

其中：

e = B
L2

µk
.

即：

r =
p ” L2/µk

1 + e cos(θ ´ θ0)
(4.38)

也可以直接积分得到轨道方程：

θ ´ θ0 = ´

ˆ u

u0

du

2

b

2µE
L2 ´

2µV
L2 ´ u2

= ´

ˆ u

u0

du

2

b

2µE
L2 + 2µk

L2 u ´ u2
(4.39)

进一步化简为：

θ ´ θ0 = ´

ˆ u

u0

du
c

µ2k2

L4

(
1 + 2L2E

µk2

)
´
(
u ´

µk
L2

)2 (4.40)
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令：

u ´
µk

L2
=
µk

L2

d

1 +
2L2E

µk2
cosα (4.41)

积分上式，得到:

α = θ ´ θ0 (4.42)

我们也可以直接利用如下积分公式：
ˆ

dx
2

a

α + βx+ γx2
=

1
2

?
´γ

arccos
[

´
β + 2γx

2
?
q

]
, (4.43)

其中：

q = β2 ´ 4αγ.

引入：

α =
2µE

L2
, β =

2µk

L2
, γ = ´1,

其中 q 为：

q =

(
2µk

L2

)2(
1 +

2EL2

µk2

)
.

取 u0 为近日点，则：u0 = (β +
?
q)/2，易得：

θ ´ θ0 = ´ arccos

 L2u
µk

´ 1

2

b

1 + 2EL2

µk2

 .

对：u ” 1/r, 最终的轨道方程为：

1

r
=
µk

L2

[
1 + 2

d

1 +
2EL2

µk2
cos(θ ´ θ0)

]
. (4.44)

比较得到 e 为:

e = 2

d

1 +
2EL2

µk2
. (4.45)

轨道类型依赖于运动积分 E:

e ą 1, E ą 0 : hyperbola,
e = 1, E = 0 : parabola,
e ă 1, E ă 0 : elipse,
e = 0 E = ´

µk2

2L2 : circumference.



4.5KEPLER 问题：平方反比律 71

图 4.1: 偏近点角

小结如下：天体在万有引力的作用下，做圆锥曲线运动，圆锥曲线需要两个

几何量：a, e 完全确定。从动力学的角度，系统存在两个运动积分：E,L。动力

学量 E,L 与几何量 a, e 的关系是：

L =
a

pµk =
a

µka
?
1 ´ e2 (4.46)

E = ´
µk2(1 ´ e2)

2L2
= ´

k

2a
(4.47)

下面进一步讨论轨道半径 r 随着时间 t 的函数关系。由方程 4.21，我们得
到：

t ´ t0 =

ˆ r

r0

dr

2

b

2
µ
(E + k

r
´ L2

2µr2
)
. (4.48)

将 E = ´k/2a 以及 L2 = µka(1 ´ e2)，并取 r0 为近日点：r0 = a(1 ´ e)，以及

用轨道半长轴 a 无量纲化半径 r：r̃ = r/a。上式化为：

t ´ t0 =

c

µa3

k

ˆ r̃

(1´e)

r̃dr̃
a

e2 ´ (r̃ ´ 1)2
(4.49)

令：

r̃ ´ 1 = ´e cosE (4.50)

即：

r = a(1 ´ e cosE) (4.51)

其中 E 为偏近点角（eccentric anomaly），其几何意义见图 4.1。积分上式得到：

t ´ t0 =
T

2π
(E ´ e sinE) (4.52)

其中：

T = 2π

c

µa3

k
=

d

4π2a3

G(m1 +m2)
(4.53)

为天体运动的周期。
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4.6 Laplace-Runge-Lenz 矢量

引入 Laplace-Runge-Lenz 矢量：

A⃗ = P⃗ ˆ L⃗ ´ µk ˆ⃗r (4.54)

其中:ˆ⃗r = r⃗/|r⃗| 下面证明：

dA⃗

dt
= 0.

dA⃗

dt
=

d

dt

!

P⃗ ˆ L⃗ ´ µk ˆ⃗r
)

=
˙⃗
P ˆ L⃗+ P⃗ ˆ

˙⃗
L ´ µk

r ˙⃗r ´ r⃗ṙ

r2

= ´
kr⃗

r3
ˆ (µr⃗ ˆ ˙⃗r) ´ µk

˙⃗r

r⃗
+ µk

ṙr⃗

r2

= ´µk
r⃗(r⃗ ¨ ˙⃗r)

r3
+ µk

˙⃗r(r⃗ ¨ r⃗)

r3
´ µk

˙⃗r

r⃗
+ µk

ṙr⃗

r2
= 0 (4.55)

其中 ˙⃗r ¨ ˆ⃗r 为径向加速度。显然，A⃗ 位于轨道平面内，下面说明 A⃗ 指向近心点。

假设 A⃗ 的方位角为 θ0，则：

A⃗ ¨ r⃗ = Ar cos(θ ´ θ0) = r⃗ ¨ (P⃗ ˆ L⃗ ´ µk ˆ⃗r) = L2 ´ µkr (4.56)

从而得到：

r(θ) =
L2

µk + A cos(θ ´ θ0)
=

p ” L2/µk

1 + A
µk

cos(θ ´ θ0)
(4.57)

其中：e ” A/µk。显然，A⃗ 指向近日点。

对 A⃗ 平方，可以得到 e 与积分常数 E,L 的关系:

A⃗ ¨ A⃗ = (P⃗ ˆ L⃗)2 ´ 2µk ˆ⃗r ¨ (P⃗ ˆ L⃗) + µ2k2

= P 2L2 ´ 2µL2k

r
+ µ2k2

= 2µL2

(
P 2

2µ
´
k

r
+
µk2

2L2

)
= 2µL2

(
E +

µk2

2L2

)
(4.58)

与 A = µke 比较，就可以得到：

e2 = 1 +
2EL2

µk2
(4.59)
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4.7 弯曲时空中检验粒子的运动

4.7.1 四维弯曲空间

在欧几里德空间中, 若取笛卡尔坐标系 (x1, x2, x3) = (x, y, z)，则空间线元

为：

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= gijdx
idxj (4.60)

其中度规 gij=diag{+1,+1,+1}
如果在欧几里德空间中取球坐标 (x1, x2, x3) = (r, θ, ϕ), 则空间线元为：

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin θ2dϕ2

= gijdx
idxj (4.61)

这时度规 gij=diag{+1, r2, r2 sin θ2}。显然，空间的性质（平直空间）并不依赖于
坐标系的选择（或坐标变换）。

在闵可夫斯基 (Minkowski) 空间中，若空间部分的坐标仍取笛卡尔在坐标,
txµu = tx0, x1, x2, x3u = tt, x, y, zu(µ = 0, 1, 2, 3)，则时空线元为（已取 c = 1）：

ds2 = ´dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= gµνdx
µdxν (4.62)

其中度规 gµν=diag{-1,+1,+1,+1}。
如果在闵可夫斯基空间中，空间部分的坐标取球坐标, txµu = tx0, x1, x2, x3u =

tt, r, θ, ϕu, 则时空线元为：

ds2 = ´dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin θ2dϕ2

= gµνdx
µdxν (4.63)

这时度规 gµν=diag{´1,+1, r2, r2 sin2 θ}。
在爱因斯坦的广义相对论中，时空度规函数 gµν 由爱因斯坦场方程决定。

1915 年在爱因斯坦场方程发表的当年，史瓦兹（Karl Schwarzschild）就得到了
场方程的第一个严格解，该度规描述的是球对称天体在它外部周围产生的弯曲

时空的性质。在史瓦兹坐标下，该时空线元如下：

ds2 = ´

(
1 ´

2GM

r

)
dt2 +

(
1 ´

2GM

r

)´1

dr2 + r2dΩ2
2

= gµνdx
µdxν ” ´dτ 2 (4.64)

即时空度规为：gµν =diag{´(1 ´ 2GM/r),+(1 ´ 2GM/r)´1, r2, r2 sin θ2}。
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4.7.2 弯曲空间中自由质点的运动

爱因斯坦建议，在弯曲时空中，检验粒子走短程线，也就是检验粒子的作用

量为：

S = m0c
2

ˆ B

A

dτ = m0c
2

ˆ B

A

(
´gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

)1/2

dτ (4.65)

检验粒子的运动方程（又称测地线方程）由最小作用量原理 δS = 0 得到,

0 = δS = ´m0c
2

ˆ B

A

"

d2xν

dτ 2
+ Γνµσ

xµ

dτ

dxσ

dτ

*

gλνδx
λdτ (4.66)

其中联络 Γ 定义为：

Γσµν =
1

2
gλσ tBλgµν + Bµgλν ´ Bνgλµu (4.67)

测地线方程：
d2xν

dτ 2
+ Γνµσ

xµ

dτ

dxσ

dτ
= 0 (4.68)

等价地说，检验粒子的拉格朗日量 L 为：

L = m0c
2

(
´gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

)1/2

(4.69)

动力学方程由欧拉-拉格朗日方程得到：

d

dτ

BL

Bẋµ
´

BL

Bxµ
= 0 (4.70)

容易证明，与上面的拉格朗日量完全等价，但更方便操作的等效拉格朗日量

(“动能”) 为：

Leff =
1

2
gµν(x

λ)
dxµ(τ)

dτ

dxν(τ)

dτ
(4.71)

即将 Leff 代入欧拉-拉格朗日方程，同样得到正确的测地线方程：

d

dτ

BLeff

Bẋµ
´

BLeff

Bxµ
= 0 (4.72)

等效拉格朗日量可以看作弯曲空间中的动能项。因此，在弯曲空间中，检验

粒子的拉格朗日量仅含动能项与检验粒子在弯曲空间中走短程线是等价的。

需要补充说明的是，对无质量的粒子，例如光子，dτ = 0, 上式中的 τ 用仿

参数 λ 代替，同时要求：

gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0 (4.73)
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4.7.3 弯曲时空中检验粒子的运动：弱场近似

在球对称弯曲时空中，检验粒子的等效拉格朗日量为：

2Leff = ´

(
1 ´

2GM

r

)(
dt

dλ

)2

+

(
1 ´

2GM

r

)´1(
dr

dλ

)2

+r2
(
dθ

dλ

)2

+ r2 sin θ2
(
dϕ

dλ

)2

(4.74)

在弱场近似下, 或者说时空弯曲不厉害的情况下，ϕ ! 1, 粒子作非相对论性
运动，粒子的动能与势能同为一阶小量，以及 dτ » dt, 因此，等效拉格朗日量近
似为：

2Leff = ´1 +
2GM

r
+

(
dr

dt

)2

+ r2
(
dθ

dt

)2

+ r2 sin θ2
(
dϕ

dt

)2

(4.75)

即：

Leff =
1

2

(
dv⃗

dt

)2

´

(
´
GM

r

)
= T ´ V (4.76)

在弱场近似下, 等效拉格朗日量由只含弯曲时空中的纯动能项退化为平直空间的
动能项减去引力势能项，即经典力学中的拉格朗日量。这很好地体现了引力几何

化的物理思想：在弯曲时空中, 检验粒子的运动完全由时空度规决定, 即由时空
的弯曲程度决定。在时空弯曲不明显的情况下，例如我们在我们的太阳系中，我

们并没有觉察到时空的弯曲，但是测量到了检验粒子的加速，于是正如在经典力

学中所采取的措施，我们引入万有引力来解释行星的运动，正如上面的讨论，这

是一个很好的近似，取得了巨大的成功。但本质上行星的运动是由太阳周围被太

阳弯曲了的四维时空的性质所决定的。

4.7.4 从分析力学的角度讨论检验粒子在强引力场中的运动

由于大家没有学过广义相对论，这里我们仅仅将强引力场中检验粒子的动

力学作为分析力学中的一个真实的例子来讨论。检验粒子的广义坐标为史瓦兹

坐标：tqαu = txµu, 广义速度为：q̇α = dxµ(λ)
dλ
。这里 λ 为粒子在四维空间中的运

动曲线的曲线参数。对有质量的粒子，λ 可以取为粒子的原时 τ。对无质量的粒

子，例如光子，λ 就是一般的曲线参数（仿射参数）。

在史瓦兹时空中，粒子的拉格朗日量为：

2Leff = ´

(
1 ´

2GM

r

)(
dt

dλ

)2

+

(
1 ´

2GM

r

)´1(
dr

dλ

)2

+r2
(
dθ

dλ

)2

+r2 sin θ2
(
dϕ

dλ

)2

(4.77)
我们可以令：

ẋµ ”
dxµ(λ)

dλ
(4.78)
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代入欧拉-拉格朗日方程，得到粒子的动力学方程：
µ = θ´ 方向的动力学方程：

r2θ̈ + 2rṙθ̇ ´ r2 sin θ cos θϕ̇2 = 0 (4.79)

不失一般性，假设开始时粒子的赤道面内运动，即：θ = π/2, θ̇ = 0, 由上式我们
可以得到，粒子将一直保持在赤道面内运动。

µ = t´ 方向的动力学方程：(
1 ´

2GM

r

)
ṫ = E = const. (4.80)

对有质量的粒子来说，如果取 λ = τ，积分常数 E 的物理含义是 r = 8 处粒子

的单位质量的能量。

µ = ϕ´ 方向的动力学方程：

r2ϕ̇ = L = const. (4.81)

L 的物理含义是粒子单位质量的有效角动量。

µ = r´ 方向的动力学方程：(
1 ´

2GM

r

)´1

r̈ ´

(
1 ´

2GM

r

)´2
M

r2
ṙ2 +

M

r2
ṫ2 ´ rϕ̇2 = 0 (4.82)

(
1 ´

2GM

r

)´1

r̈´

(
1 ´

2GM

r

)´2
M

r2
ṙ2+

M

r2

(
1 ´

2GM

r

)´2

E2´
L2

r3
= 0 (4.83)

积分上式，得到：

´

(
1 ´

2GM

r

)(
dt

dλ

)2

+

(
1 ´

2GM

r

)´1(
dr

dλ

)2

+ r2
(
dϕ

dλ

)2

= ´ϵ . (4.84)

其中：

ϵ ” ´gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
=

#

0, massless particles
1, λ = τ ,massive particles,

+

(4.85)

小结如下，检验粒子在引力场中运动的四个运动积分都已经找到：

θ =
π

2
. (4.86)(

1 ´
2GM

r

)
dt

dλ
= E , (4.87)

r2
dϕ

dλ
= L . (4.88)

´

(
1 ´

2GM

r

)(
dt

dλ

)2

+

(
1 ´

2GM

r

)´1(
dr

dλ

)2

+ r2
(
dϕ

dλ

)2

= ´ϵ . (4.89)

四个运动积分：E,L, ϵ, θ = π/2。
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图 4.2: 有质量检验粒子在球对称弯曲时空中在不同初始角动量 L 情况下的径向

等效势 Veff 作为半径的函数。

4.7.5 径向运动方程

类似牛顿力学，我们采用等效势的分析方法:

r2ϕ̇ = L (4.90)
1

2

(
dr

dλ

)2

=
1

2
E2 ´ V (r) , (4.91)

V (r) =
1

2
ϵ ´ ϵ

GM

r
+
L2

2r2
´
GML2

r3
. (4.92)

其中第四项与第三项之比为：2M/r。也就是说，只有当 r Ñ 2M 的时候，第四

项才开始占主导。与牛顿力学的比较

r2ϕ̇ = L (4.93)
1

2

(
dr
dt

)2

= EN ´ V (r) (4.94)

V (r) = ´
GM

r
+
L2

2r2
(4.95)

L 为单位质量的角动量。

定性分析: 径向运动有效势.
广义相对论情形: m ‰ 0

V (r) =
1

2
´
GM

r
+
L2

2r2
´
GML2

r3
. (4.96)

L ‰ 0, r Ñ 0 ñ V (r) Ñ ´8

广义相对论情形: m = 0

V (r) =
L2

2r2
´
GML2

r3
. (4.97)

L ‰ 0, r Ñ 0 ñ V (r) Ñ ´8
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图 4.3: 无质量粒子在球对称弯曲时空中在不同初始角动量 L 情况下的径向等效

势 Veff 作为半径的函数。

4.7.6 圆轨道远动

圆轨道条件

1

2

(
dr

dλ

)2

=
1

2
E2 ´ V (r) = 0

dV (r)

dr = 0

稳定圆轨道条件：d2V (r)/dr2 ą 0

ϵGMr2c ´ L2rc + 3GML2 = 0 (4.98)

对光子：

rc = 3GM (4.99)

对有质量粒子：

rc =
L2 ˘

?
L4 ´ 12G2M2L2

2GM
. (4.100)

当 Lms =
?
12GM 时，稳定圆轨道与不稳定圆轨道重合，或者说，势能曲线

的局域极大值与极小值重合，也就是拐点出现。该位置就是粒子的最小稳定圆轨

道的半径。最后稳定圆轨道的半径为：

rms = 6GM = 3rg , (4.101)

处于最小稳定圆轨道上粒子的能量

E2 = E2(rms) = 2V (rms) =
8

9
(4.102)

假设粒子从无穷远处 (E » 1) 被黑洞吸积，最终落入黑洞周的最后稳定圆轨道
处。则该吸积过程的产能率为：

ϵ =
1 ´ E

1
= 5.7% (4.103)
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与核反应产能率对比：

ϵ =
4mp ´ mα

4mp

= 0.69% (4.104)

4.7.7 广义相对论的四大检验

• 引力红移
检验的是等效原理

• 光线在引力场中的弯曲

• 水星近日点的进动

• 雷达回波延迟：Shapiro delay

水星近日点的进动

推导微分形式的轨道方程：

1

2

[
d

dϕ

(
1

r

)]2
=
E2 ´ 1

2L2
+
GM

rL2
´

1

2r2
+
GM

r3
(4.105)

无量纲化：u = GM/r，并对上式微分：

d2u

dϕ2
+ u =

(
GM

L

)2

+ 3u2 (4.106)

对太阳水星系统来说, 基本参数如下：

GMd = 1.5 ˆ 103m, r „ 5 ˆ 1010m (4.107)

即：u „ 10´7。因此，广义相对论中多出来的那项 3u3 „ 10´14，可以作为微扰项

处理。零级近似：

u0 =

(
GM

L

)2

(1 + e cosϕ) (4.108)

代入轨道方程 (e ! 1)：

d2u

dϕ2
+u =

(
GM

L

)2

+3

(
GM

L

)4

(1+e cosϕ)2 »

(
GM

L

)2

+3

(
GM

L

)4

+6

(
GM

L

)4

e cosϕ

(4.109)
右边第二项只是修正轨道轴的大小变化，非常小，可以略去。

d2u

dϕ2
+ u »

(
GM

L

)2

+ 6

(
GM

L

)4

e cosϕ (4.110)

方程的解：u = u0 + u1
d2u0
dϕ2

+ u0 =

(
GM

L

)2

(4.111)
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d2u1
dϕ2

+ u1 = 6

(
GM

L

)4

e cosϕ (4.112)

解得：

u1 = 3

(
GM

L

)4

eϕ sinϕ (4.113)

u = u0 + u1 =

(
GM

L

)2
(
1 + e cosϕ+ 3

(
GM

L

)2

eϕ sinϕ
)

»

(
GM

L

)2
#

1 + e cos
[
1 ´ 3

(
GM

L

)2
]
ϕ

+

(4.114)

对近日点，有： [
1 ´ 3

(
GM

L

)2
]
ϕ = 2nπ (4.115)

ϕ =
2nπ

1 ´ 3
(
GM
L

)2 » 2nπ

[
1 + 3

(
GM

L

)2
]

(4.116)

一个轨道之后的进动角为：

∆ϕ = 6π

(
GM

L

)2

» 6π
GM

P
(4.117)

其中 P = L2/GM 为轨道的极轴。对水星来说，P » 5.53 ˆ 107km，GMd »

1.475km。因此经过一个轨道周期，进动角为：∆ϕ = 0.1038
2/圈。水星每 100 年

公转 415 圈，因此，广义相对论预言每百年水星近日点的进动角为：

∆ϕ » 43
2 (4.118)

详细参见温伯格《引力论与宇宙论》。

光线在引力场中的弯曲

基本方程 (
1 ´

2GM

r

)
dt

dλ
= E (4.119)

r2
dϕ

dλ
= L (4.120)(

dr

dλ

)2

= E2 ´
L2

r2

(
1 ´

2GM

r

)
(4.121)

轨道方程
1

r2
dr
dϕ =

(
E

L

)2

´
1

r2

(
1 ´

2GM

r

)
(4.122)
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令：u = GM/r:
d2u

dϕ2
+ u = 3u2 (4.123)

零级近似：

u = u0 cos(ϕ) (4.124)

一级近似：
d2u

dϕ2
+ u = 3u20 cos2 ϕ (4.125)

u = u20(1 + sin2 ϕ) (4.126)

最终的解：

u = u0 cosϕ+ u20(1 + sin2 ϕ)

= u0 cos(ϕ+ α)

= u0 cosϕ+ u0 sinϕ ¨ α (4.127)

ϕ8 = π/2 + 2u0

ϕ8 = ´π/2 ´ 2u0

∆ϕ = 4u0 =
4GMd

Rd

= 1.752(SUN) (4.128)

其中太阳的半径 Rd » 7 ˆ 105km。

4.7.8 讨论：引力几何化

在平直空间中，不受任何外力作用的检验粒子走匀速直线运动，从最小作用

量的角度，该力学系统的作用量就是给定两点之间的距离。从分析力学的角度，

该力学系统的拉格朗日量就是该粒子的动能，不含势能项。在广义相对论中，引

力几何化，也就是说，自然界没有万有引力这种“力”，检验粒子的运动由时空

的弯曲程度决定，也就是由时空度规 gµν 决定。在四维弯曲时空中，检验粒子走

匀速的短程线运动，从最小作用量的角度，该物理系统的作用量就是给定两点

之间的距离（“原时”）。因此，根据我们的讨论，从动力学的角度，该系统的拉

格朗日量就是该粒子在弯曲时空中的纯动能项，不含所谓的引力势能项。在弱

场近似下，该弯曲时空中的纯动能项近似为平直空间的动能项减去引力势能项：

L = T ´V。这很好地体现了引力几何化的物理思想：在弯曲时空中，检验粒子的

运动完全由时空度规 gµν 决定，在弱场近似下，时空弯曲程度不厉害，非常近似

于平直时空，时空弯曲效果可以用引力势能 ϕ(与规度有关) 模拟。在太阳系中时
空弯曲最大的地方是太阳表面，在太阳表面，用引力势 ϕ = GMd/r 来模拟时空

弯曲效应与真正的、完全的时空弯曲效相比，误差近似为：GMd/Rdc
2 „ 10´6，

因此，在太阳系中，牛顿力学是广义相对论的一个很好的近似描述，在太阳系中

我们只能在高于 10´6 的精度下找到牛顿力学和广义相对论的差别。
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广义相对论预言了黑洞和引力波的存在。黑洞周围的时空程度非常厉害，这

时候用牛顿引力势来模拟时空的弯曲效应带来的误差接近 100%, 甚至根本就完
全无法描述，例如黑洞产生引力波。目前广义相对论在太阳系弱场条件下得到了

很好的检验，到目前为止所有的天文观测或实验结果在误差范围之内都与广义

相对论的理论预言吻合，为了在强引力场下对广义相对论进行检验，我们需要研

究天体物理黑洞视界附近气体或恒星的动力学及其辐射特性，通过与天文观测

对比，对广义在强场下进行检验，这是目前天体物理研究中重大的、基础性课题。

4.8 弹性碰撞

弹性碰撞：粒子内部状态碰撞前后保持不变，碰撞前后总动量和总机械能守

恒。

4.8.1 实验室参考系与质心参考系

考虑两体碰撞，用下标 0表示在实验室系（L系）中的物理量，用上标 1 表示

碰撞过后的物理量，例如，碰撞前后粒子 1，2的速度分别为：⃗v01, v⃗02 和 v⃗
1

01,v⃗
1

02。

质心（C）的速度 v⃗0C 为：

v⃗0C =
m1v⃗01 +m2v⃗02
m1 +m2

(4.129)

在质心系（S 系）中，粒子 1，2 的速度 v⃗1 和 v⃗2 分别为：

v⃗1 = v⃗01 ´ v⃗0C =
m2v⃗

m1 +m2

(4.130)

v⃗2 = v⃗02 ´ v⃗0C = ´
m1v⃗

m1 +m2

(4.131)

其中 v⃗ = v⃗01 ´ v⃗02 = v⃗1 ´ v⃗2 为两个粒子的相对运动速度：粒子 1 相对粒子 2 的
运动速度。

在 S 系中由总动量和总机械能守恒，得到：

m1v⃗1 +m2v⃗2 = m1v⃗
1

1 +m2v⃗
1

2 (4.132)
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

12
1 +

1

2
m2v

12
2 (4.133)

由上两式我们很容易得到，碰撞前后粒子的速率不变，即：

v
1

1 = v1, v2 = v
1

2 (4.134)

假设在质心系中，碰撞后粒子 1 相对粒子 1 入射前的速度方向为 e⃗，则在 S 系
中粒子 1，2 在碰撞后的速度可以形式地写为：

v⃗
1

1 =
m2

m1 +m2

ve⃗, v⃗
1

2 = ´
m1

m1 +m2

ve⃗ (4.135)
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回到 L 系中，

v⃗
1

01 =
m1v⃗01 +m2v⃗02
m1 +m2

+
m2

m1 +m2

ve⃗ (4.136)

v⃗
1

02 =
m1v⃗01 +m2v⃗02
m1 +m2

´
m1

m1 +m2

ve⃗ (4.137)

如果粒子 2 静止，则：v⃗02 = 0,v⃗01 = v⃗，上两式化简为：

v⃗
1

01 =
m1v⃗ +m2ve⃗

m1 +m2

(4.138)

v⃗
1

02 =
m1(v⃗ ´ ve⃗)

m1 +m2

(4.139)

其中 e⃗待定：它与具体的相互作用性质、粒子的初始能量以及碰撞的几何位形有

关。

4.8.2 L 系与 S 系中的散射角关系

S 系中粒子 1 的散射角 θ：v⃗11 与 v⃗1 的夹角，即 e⃗ 与 v⃗ 的夹角。

L 系中的粒子 1 散射角 θ0：v⃗011 与 v⃗01 的夹角。

在 S 系中的散射角 θ 容易从理论上计算得到，而实验上测量到的一般是 θ0，下

面讨论两者之间的关系。

参考朗道《力学》第四章质点碰撞的讨论，我们先从物理图像上讨论两者之间的

关系。在 S 系中粒子 1，2 的碰撞前后动量的大小都相等，粒子 1 和粒子 2 的动
量在碰撞前后方向都完全相反，如下图所示。

碰撞之前：

图 4.4: 在质心系中粒子 1，2 在碰撞前后动量的改变

p⃗1 = m1v⃗1 =
m1m2

m1 +m2

v⃗ ” µv⃗ (4.140)

p⃗2 = m2v⃗2 = ´
m1m2

m1 +m2

v⃗ ” ´µv⃗ (4.141)
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其中 v⃗ = v⃗01 ´ v⃗02。碰撞之后：

p⃗1
1 = m1v⃗1

1 =
m1m2

m1 +m2

ve⃗ ” µve⃗ (4.142)

p⃗1
2 = m2v⃗1

2 = ´
m1m2

m1 +m2

ve⃗ ” ´µve⃗ (4.143)

为了得到在 L 系中粒子 1，2 碰撞过后的动量 p⃗1
1, p⃗

1
2，构造如下的图：

图 4.5: 构造在 L 系中碰撞过后粒子的动量 p⃗1
1, p⃗

1
2

O⃗C = µve⃗

A⃗B = m1v⃗01 +m+ 2v⃗02 ” P⃗

A⃗O =
m1

m1 +m2

P⃗ ; O⃗B =
m2

m1 +m2

P⃗

从图中容易得到：

A⃗C = A⃗O + O⃗C =
m1

m1 +m2

P⃗ + µve⃗ = m1v⃗1
01 = p⃗1

1

C⃗B = O⃗B ´ O⃗C =
m2

m1 +m2

P⃗ ´ µve⃗ = m2v⃗1
02 = p⃗1

2

假设 m2 静止：v⃗02 = 0，则：

A⃗B = m1v⃗01 = m1v⃗, O⃗B =
m2

m1 +m2

m1v⃗ = µv⃗ (4.144)

因此，B 点在圆上。由于 |AO|/|OB| = m1/m2，因此，如果 m1 ă m2,m1 ą

m2,m1 = m2，点 A 分别位于圆内，圆外以及圆上。从图中易得：

tan θ0 =
|CD|

|AO| + |OD|
=

µv sin θ
m1/(m1 +m2)m1v + µv cos θ =

m2 sin θ
m1 +m2 cos θ

(4.145)

由 |AC|2 = |CD|2 + (|AO| + |OD|)2，得到：

v1
01 =

a

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 cos θ
m1 +m2

v (4.146)

由等腰三角形 ∆OBC 得到：

v1
02 =

2m1v

m1 +m2

sin θ
2

(4.147)
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图 4.6: v⃗02 = 0 时，L 系中碰撞过后粒子的动量 p⃗1
1, p⃗

1
2

从图中还可以看到，当m1 ă m2时，θ0+θ02 ą π/2；当m1 ą m2时，θ0+θ02 ă π/2。

当 m1 = m2 = m 时，显然：

θ0 = θ/2, θ0 + θ02 = π/2 (4.148)

v1
01 = v cos θ/2, v1

02 = v sin θ/2. (4.149)

图 4.7: m1 = m2, v⃗02 = 0 时，L 系中碰撞过后粒子的动量 p⃗1
1, p⃗

1
2

我们也可以纯解析地得到 θ0 与 θ 之间的关系。θ0 为粒子 1 的散射角，即
碰撞前后速度之间的夹角，因此：cos θ0 = v⃗1

01¨v⃗01
v1
01¨v01
。若粒子 2 在 L 系中静止，即：

v⃗02 = 0，则：

cos θ0 =
v⃗1
01 ¨ v⃗01
v1
01 ¨ v01

=
m1v⃗ +m2ve⃗

|m1v⃗ +m2ve⃗|
¨
v⃗

v
=

m1 +m2 cos θ
a

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 cos θ
(4.150)

进一步得到：

tan θ0 =
m2 sin θ

m1 +m2cosθ
(4.151)

反解上式，得到：

cos θ = ´
m1

m2

sin2 θ0 ˘ cos θ0

d

1 ´
m2

1

m2

sin2 θ0 (4.152)

在上式中，当 m1 ă m2 时，取“+”号，反之，取“-”号。
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4.8.3 单次散射

上面的讨论中还遗留一个问题，就是散射角 θ 还不知道，它依赖于具体的相

互作用。反过来，测量 θ，可以帮助我们了解粒子之间相互作用的具体形式。

以库伦排斥为例，单次散射过程如下图所示。图中 b 为碰撞参数，θ 为散

射角。当具体相互作用形式给出之后，理论上可以计算两者之间的关系，例如：

b = b(θ)。

图 4.8: 单次散射示意图

实验过程中一般是很多入射粒子（粒子 1）与靶粒子（粒子 2）发生一次散
射，实验上测量的是各个方位角被散射的入射粒子数。因此，我们需要考虑多个

粒子的单次散射。为了与实验比较，我们需要引入微分散射截面（或散射截面）

的概念。

首先引入入射粒子的入射流强 n 的定义，单位时间流过单位面积的粒子数：

图 4.9: 微分散射截面

n =
粒子数

时间 × 面积 (4.153)

入射平面中碰撞参数在 b Ñ b+ db 之间的圆环的面积 dσ 为：

dσ = 2πb(θ)db(θ) (4.154)
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b Ñ b+db间的粒子被散射到 θ Ñ θ+dθ之间。被散射粒子位于立体角 Ω Ñ Ω+dΩ

之间：

dΩ =

ˆ 2π

0

(sin θdθ)dφ = 2π sin θdθ (4.155)

被散射的粒子数 dN 为：

dN = n ¨ dσ (4.156)

假设探测器安置在立体角 Ω Ñ Ω+ dΩ 之间，探测器的立体角为 ∆ω，则探测器

探测到的被散射粒子数 ∆Nobs 为：

∆Nobs =
dN

dΩ
∆ω = n

dσ

dΩ
∆ω (4.157)

也就是说，探测器探测到的粒子数与如下三个因素有关：1）入射粒子的流强；2）
探测器的大小（立体角）；3）dσ/dΩ（与具体的相互作用有关）。
根据上式，我们引入了微分散射截面的 dσ/dΩ 定义：

dσ

dΩ
”

dN

ndΩ
=

b

sin θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

db

dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(4.158)

图 4.10: 刚球散射

例：钢球势散射

V (r) =

#

8, r ă R

0, r ą R

质心系中：b = R sinφ0 = R cos θ
2
，因此，

dσ

dΩ
=
R2

4
, σtot =

ˆ
dσ

dΩ
dΩ =

ˆ
R2

4
dΩ = πR2 (4.159)

另：bmax = R, 因此，也可以得到：σtot = πb2max = πR2。

从 S 系回到 L 系，即要得到在实验室参考系中的微分散射截面 dσ/dΩ0 时，

在一般情况下是非常复杂的。下面我们讨论两个特例：1)m1 = m2;2) m2 " m1。

当 m1 = m2 时，θ0 = θ/2，因此，

dσ

dΩ0

=
dσ

dΩ
¨
dΩ

dΩ0

=
R2

4

sin θdθ
cos θ0dθ0

= R2 cos θ0 (4.160)

当 m1 ! m2 时，θ0 » θ, 即：dσ/dΩ0 » dσ/dΩ = R2/4。
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4.8.4 卢瑟福散射

如图所示，θ = π ´ 2φ0。下面计算相互作用为有心力场中的 φ0。

L⃗ = r⃗ ˆ p⃗ 守恒，散射发生在某固定平面内，取极坐标：

L =
1

2
µ(ṙ2 + r2φ2) ´ V (r)

Pφ =
BL

Bφ̇
= µr2φ̇ = L

φ̇ =
L

µr2

E =
1

2
µ(ṙ2 + r2φ̇2) + V (r)

ñ ṙ = ˘

d

2[E ´ V (r)]

µ
´

L2

µ2r2

轨道方程：
dφ

dr
= ˘

L/r2
a

2µ(E ´ V ) ´ L2/r2

积分上式得到：

φ = ˘

ˆ
Ldr/r2

a

2µ(E ´ V ) ´ L2/r2
(4.161)

用 b, v8 替代 E,L：

E =
1

2
µv8

2, L = µbv8

φ0 =

ˆ 8

rmin

bdr/r2
a

1 ´ b2/r2 ´ 2V (r)/µv8
2

(4.162)

其中 rmin 与 v(rmin) 由下面的两个方程决定：
#

1
2
µv28 = 1

2
µv2min + V (vmin)

µbv8 = µrminvmin
(4.163)

原则上可得,
rmin = rmin(b, v8) (4.164)

下面具体讨论 α 粒子与原子核的碰撞。假设靶原子核的原子序数为 Z，则

它们之间的库伦势为：

V (r) =
2Ze2

4πϵ0r
(4.165)

引入 α:
α ”

2Ze2

4πϵ0
(4.166)

则势能简化为：V = α/r. 选取如下的无量纲化参数：

β ”
α

µbv20
, u ” b/r (4.167)
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易得：

rmin = b(β +
a

1 + β2), umin =
a

1 + β2 ´ β (4.168)

积分轨道方程：

φ0 =

ˆ umin

0

du
a

1 ´ u2 ´ 2βu

= ´ arccos
[

β + u
a

1 + β2

]
|
umin
0

= arccos
[

β
a

1 + β2

]
(4.169)

反解得到：

β = cotφ0 = tan θ
2

(4.170)

最后得到 b = b(θ)：

b =
α

µv28
cot θ

2
(4.171)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

db

dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=
α

2µv28
csc2 θ

2
(4.172)

则最终的散射截面为：
dσ

dΩ
=

α2

4µ2v48
csc4 θ

2
(4.173)

这就是著名的卢瑟福散射公式。由于参量 α 以平方形式出现，结果与吸引或排

斥无关。

以上得到的是在质心系中的微分散射截面，回到实验室系中时，一般比较复

杂。下面只讨论两种特殊情形：1）m1 = m2；2）m1 ! m2。

当 m1 = m2 = m 时，µ = m/2, θ0 = θ/2，因此：

dσ

dΩ0

=
4α2

m2
1v

2
8

csc4 θ0 ¨ cos θ0 (4.174)

当 m1 ! m2 时，µ = m1，θ0 » θ，则：

dσ

dΩ0

»
dσ

dΩ
=
α2 csc4 θ0

2

4m2
1v

4
8

(4.175)

讨论：σtot 发散！库伦相互作用是长程相互作用。
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第五章 微振动

5.1 简谐振动

5.1.1 一维振动

势能函数 V (q) 的最低点为 q0。假设力学系统在 q0 附近做小振动。将势能

V 在点 q0 附近做泰勒展开：

V (q) » V (q0) +
BV

Bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q0

(q ´ q0) +
1

2

B2V

Bq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q0

(q ´ q0)
2 + ¨ ¨ ¨

»
1

2

B2V

Bq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q0

(q ´ q0)
2 (5.1)

上式中，我们利用了：BV
Bq
(q0) = 0(q0 为势能局域最低点)，以及 V (q0) = 0(取 q0

点的势能为零)。
引入 k 为势能 V (q) 在 q = q0 点处的二阶导数，并同时引入新的广义坐标

x:
x = q ´ q0 (5.2)

则系统的拉格朗日量为：

L =
1

2
m

¨
x
2

´
1

2
kx2 . (5.3)

动力学方程为：

m
¨¨
x +kx = 0 ,

或者：

¨¨
x +w2x = 0 , (5.4)

其中 w2 =
a

k/m. 方程的解：

x = c1 coswt+ c2 sinwt , (5.5)

或者：

x = a cos(wt+ α) . (5.6)

91
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其中

a =
b

(c21 + c22), tanα = ´c1/c2 .

用复数表示：

x = Re [A exp(iwt)]

其中 A 为复振幅：

A = a exp(iα) .

系统在做微振动时的能量为:

E =
1

2
m

¨
x
2
+
1

2
kx2 =

1

2
mw2a2 ,

5.1.2 n 维振动

下面考虑 n 个自由度情形。在平衡位置处：

Qα = ´
BV

Bqα
= 0 . (5.7)

在平衡位置 qα = qα0 处泰勒展开，并引入：

xα = qα ´ qα0 ,

则：

V (q1, q2, ..., qn) = V (q10, q20, ..., qn0)+
ÿ

(
BV

Bqα

)
qα0

xα+
1

2!

ÿ

(
B2V

BqαBqβ

)
qα0

xαxβ+....

(5.8)
同样选取平衡点的势能为零，则:

V (q1, q2, ..., qn) = V =
1

2

ÿ

α,β

kαβxαxβ . (5.9)

显然：kαβ = kβα.
动能的一般形式：

T =
1

2

ÿ

α,β

mαβ
¨
xα

¨
xβ . (5.10)

mαβ 仅是坐标的函数。由于 qα 为小量，q̇α 也为小量。显然 T 与 V 同量级，因

此，mαβ(qα) = mαβ(qα0) = mαβ

系统拉格朗日量为：

L = T ´ V =
1

2

ÿ

α,β

(mαβ
¨
xα

¨
xβ ´kαβxαxβ) . (5.11)

代入 E-L 方程：
ÿ

(mαβ
¨¨
xβ +kijxβ) = 0 . (5.12)
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矩阵形式:
(M)(

¨¨

X) + (K)(X) = 0 , (5.13)

矩阵的定义:

(M) =


m11 m12 ... m1n

m21 m22 ... m2n

... ...
mn1 mn2 ... mnn

 (5.14)

(K) =


k11 k12 ... k1n

k21 k22 ... k2n
... ...
kn1 kn2 ... knn

 (5.15)

(
¨¨

X) =
d2

dt2


x1

x2
...
xn

 (5.16)

(X) =


x1

x2
...
xn

 . (5.17)

假设 xβ(t) 解的形式为：

xβ = Aβ exp(iwt) , (5.18)

其中 Aβ 为待定常数. 将 (5.18) 代入：(5.12) 并处以 exp(iwt), 得到：
ÿ

β

(´w2mαβ + kαβ)Aβ = 0 . (5.19)

若存在非零解：
ˇ

ˇkαβ ´ w2mαβ

ˇ

ˇ = 0 . (5.20)

这是关于 w2 的 n 次方程。一般来说，存在 n 个不同的正实数解 wα (α =

1, 2, ..., n). wα 称之为系统的本征频率。乘以 A˚
α 并对 α 求和，我们得到：

ÿ

β

(´w2mαβ + kαβ)A
˚
αAβ = 0 ,

进一步得到：
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w2 =
ÿ

kαβA
˚
αAβ/

ÿ

mαβA
˚
αAβ .

由于系数 kαβ 和 mαβ 都是实对称的，因此 w2 都为正实数。

5.1.3 例题

双摆，系统的自由度为 2。

V = m1gl1(1 ´ cos θ1) +m2gl1(1 ´ cos θ1) +m2gl2(1 ´ cos θ2) .

利用 (5.8), 我们得到：

V =
1

2
(m1 +m2)gl1θ

2
1 +

1

2
m2gl2θ

2
2 .

对比 (5.9), 得到：

k11 = (m1 +m2)l
2
1

k12 = k21 = 0

k22 = m2gl2 .

系统的动能为：

T =
1

2
(m1 +m2)l

2
1

.

θ
2

1 +
1

2
m2l

2
2

.

θ
2

2 +m2l1l2
.

θ1
.

θ2 .

对比 (5.10)，易得：

m11 = (m1 +m2)l
2
1

m12 = m21 = m2l1l2

m22 = m2l
2
2 .

代入 (5.11) 得到系统的拉格朗日量，最终得到动力学方程:(
m11 m12

m21 m22

)( ..

θ1
..

θ2

)
+

(
k11 0

0 k22

)(
θ1

θ2

)
= 0 .

5.2 受迫简谐振动

外力作用与谐振动系统。

外力的势：Ve(x, t) ，对 x 泰勒展开：
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Ve(x, t) – Ve(0, t) + x

[
BVe
Bx

]
x=0

.

外力为：F (t) = ´
[

BVe
Bx

]
x=0

. 因此，系统的拉格朗日量为：

L =
1

2
m

¨
x
2

´
1

2
kx2 + xF (t) . (5.21)

相应的动力学方程：

m
¨¨
x +kx = F (t) ,

或者：

¨¨
x +w2x = F (t)/m , (5.22)

通解与特解：

x = xh + xp .

周期性的外力，外力的频率为 γ：

F (t) = f cos(γt+ β) .

方程 (5.22)的特解可以猜测为：x1 = b cos(γt+β)。代入方程得到：b = f/m(w2´

γ2).
一般解为：

x = a cos(wt+ α) +
[
f/m(w2 ´ γ2)

]
cos(γt+ β) . (5.23)

其中 a, α 为由初始条件给出。由上式可以看出，受迫振动由两个振动组成: 一个
是以谐振子的本征频率振动，另一个以周期性外力的频率振动。

下面讨论共振情况（γ Ñ ω）。将方程（5.23）改写为：

x = a cos(ωt+ α) +
f

m(ω2 ´ γ2)
[cos(γt+ β) ´ cos(ωt+ β)] (5.24)

注意，这里的常数 a 与方程（5.23）的值不同。当 γ Ñ ω 时，第二项变为 0/0

型，利用洛必达法则，得到：

x = a cos(ωt+ α) +
ft

2mω
sin(γt+ β) (5.25)

从上式可以看出，在共振条件下，振幅开始随着时间线性增长，一直演化到非线

性阶段，以上讨论不再适用。

对任意一个外力，可以直接积分方程 (5.22)。将该方程改写为：

d

dt
(

¨
x +iwx) ´ iw(

¨
x +iwx) =

1

m
F (t) ,
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并引入：ξ =
¨
x +iwx, 我们得到：

d

dt
ξ ´ iwξ = F (t)/m .

方程的解为：ξ = A(t) exp(iwt); 对 A(t)，

¨

A= F (t) exp(´iwt)/m .

直接积分，得到：

ξ = exp(iwt)
ˆ t

0

1

m
F (t) exp(´iwt)dt+ ξo . (5.26)

函数 x(t) 由该通解的虚部除以 w 给出.

5.2.1 例题

在一个有限的时间 T 内，F0 = const. ，积分得到：

ξ =
F0

m
exp(iwt)

ˆ T

0

exp(´iwt)dt ,

ξ =
F0

iwm
[1 ´ exp(´iwt)] exp(iwt) .

利用：|ξ|
2 = a2w2 我们得到：

a =
2F0

mw2
sin(1

2
wT ) .

5.3 阻尼简谐振动

振动过程在介质（例如：空气）中发生，存在能量耗散，阻尼。

阻尼力：当阻尼力较小的时候，展开成速度的多项式。非零最低项正比于速度：

fr = ´α
¨
x ,

这里 x 是广义坐标，α 是一个正系数。存在阻尼时的运动方程为：

m
..
x= ´kx ´ α

¨
x ,

或者：

..
x= ´kx/m ´ α

¨
x /m . (5.27)

令 k/m = w2
o 以及 α/m = 2λ：
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..
x +2λ

¨
x +w2

ox = 0 .

假设解的形式为：x = exp(rt), 代入运动方程，计算 r. 得到：

r2 + 2rλ+ w2
o = 0 ,

r 的解为：

r1,2 = ´λ ˘
a

(λ2 ´ w2
o) .

因此，方程的解为：

x = c1 exp(r1t) + c2 exp(r2t) .

分类讨论：

(i) λ ă wo.

x = Re
!

Aexp
[
´λt+ i

a

(w2
o ´ λ2)t

])
,

其中 A 是任意复常数。表示为实数形式：

x = a exp(´λt) cos(wt+ α), w =
a

(w2
o ´ λ2) , (5.28)

其中 a 和 α 是实常数.
(ii) λ ą wo. r 的两个解都为非负实数。

x = c1 exp
!

´

[
λ ´

a

(λ2 ´ w2
o)
]
t
)

+ c2 exp
!

´

[
λ+

a

(λ2 ´ w2
o)
]
t
)

.

非周期性解。

(iii) λ = wo. 于是 r = ´λ, 通解为：

x = (c1 + c2t) exp(´λt) .

推广到 n 个自由度的系统。
阻尼力为广义速度的线性函数：

fr,i =
ÿ

j

αij
.
xi . (5.29)

利用 αik = αki,
fr,i = ´

BF

B
.
xi
,

其中 F = 1
2

ř

i,j αij
.
xi

.
xj 为耗散函数. 动力学方程为：
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ÿ

(mij
¨¨
xj +kijxj) = ´

ÿ

j

αij
.
xi . (5.30)

假设解的形式为：

xk = Ak exp(rt)

代入动力学方程，得到关于 Aj 的线性代数方程：

ÿ

j

(mijr
2 + αijr + kij)Aj = 0 .

方程存在非零解：

ˇ

ˇmijr
2 + αijr + kij

ˇ

ˇ = 0 . (5.31)

这是关于 r 的 2n 阶方程.
下面讨论耗散函数 F 的物理意义。存在耗散时的 E-L 方程为：

d

dt

BL

Bẋi
=

BL

Bxi
´

BF

Bẋi
(5.32)

系统的总能量随着时间的变化为：

dE

dt
=

d

dt

(
ÿ

i

ẋi
BL

Bẋi
´ L

)
=

ÿ

i

ẋi

(
d

dt

BL

Bẋi
´

BL

Bxi

)
= ´

ÿ

ẋi
BF

Bẋi
= ´2F (5.33)

即系统能量的减少率为 2 倍的耗散函数 (F ą 0)。

5.4 简正模式

将方程 (5.13) 改写为如下的形式：

M
ˇ

ˇ

ˇ

..

X
E

+K |Xy = 0 ,

M 是非奇异的对称算子（矩阵），因此，它的逆 M´1 以及算子 M1/2 和 M´1/2 是

有定义的。

d2

dt2
M1/2 |Xy = ´M´1/2KM´1/2M1/2 |Xy ,

或更紧凑的形式：

d2

dt2
ˇ

ˇ

_
X

D

= ´λ
ˇ

ˇ

_
X

D

, (5.34)

其中：
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ˇ

ˇ

_
X

D

=M1/2 |Xy

以及

λ =M´1/2KM´1/2 .

因为 M´1/2 和 K 都是对称算子，因此 λ 也是对称的。如果我们采用正交的本征

矢量作为矢量基，则算子或矩阵是对角化的：

λij = λiδij .

考虑如下的本征值问题：

λ |ρiy = λi |ρiy , (5.35)

其中 |ρiy 是正交的本征矢量基。或者：

M´1/2KM´1/2 |ρiy = λi |ρiy .

本征值：

λi =
xρi|M

´1/2KM´1/2 |ρiy

xρi |ρiy
.

由于势能和动能为正，因此，

xρi|M
´1/2KM´1/2 |ρiy ą 0

因此，

λi ą 0 .

令：

λi = w2
i .

矢量
ˇ

ˇ

_
X

D

表示为 λ 的本征矢量的线性叠加,

ˇ

ˇ

_
X

D

=
ÿ

i

yi |ρiy ,

其中：

yi = xρi
ˇ

ˇ

_
X

D

. (5.36)

将结果代入方程 (5.34), 得到：
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d2

dt2

ÿ

i

yi |ρiy = ´λ
ˇ

ˇ

_
X

D

= ´
ÿ

i

λiyi |ρiy .

用 xρj| 作用与上式，得到关于广义 yj 的方程：

d2

dt2
yj = ´w2

jyj .

方程的解为：

yj = Aj cos(wjt+ ϕj) . (5.37)

采用新的广义坐标 yj, 得到一组相互独立的动力学方程. yj 和
_
xi 之间的关系为：

yj = xρi
ˇ

ˇ

_
X

D

= ρj1
_
x1 +ρj2

_
x2 +...+ ρjn

_
xn .

分量 ρjl (l = 1, 2, .., n) 通过求解本征值问题得到。
新的坐标称之为简正坐标。wj 称之为简正频率。


y1

y2
...
yn

 =


A1 cos(w1t+ ϕ1)

A2 cos(w2t+ ϕ2)
...
An cos(wjt+ ϕn)

 =


ρ11 ρ12 ¨ ¨ ¨ ρ1n

ρ21 ρ22 ¨ ¨ ¨ ρ2n

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

ρn1 ρn2 ¨ ¨ ¨ ρnn




_
x1
_
x2
...
_
xn

 . (5.38)

在简正坐标下，系统的动能为：

T =
1

2

n
ÿ

j=1

Mj

.
y
2

j .

5.4.1 例题

动力学方程：

d2

dt2


_
x1
_
x2
_
x3

 = ´


5 0 1

0 2 0

1 0 5




_
x1
_
x2
_
x3

 .

求解本征值和本征矢量：
5 0 1

0 2 0

1 0 5




ρ1

ρ2

ρ3

 = λi


ρ1

ρ2

ρ3

 .
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特征值 λi 满足的方程为：

det(λ ´ λiI) = 0 ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

5 ´ λ 0 1

0 2 ´ λ 0

1 0 5 ´ λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= 0 .

方程的解为：λi = 2, 4, 6. 对 λ = 4
5 0 1

0 2 0

1 0 5




ρ1

ρ2

ρ3

 = 4


ρ1

ρ2

ρ3


我们得到如下的方程：

(5 ´ 4)ρ1 + ρ3 = 0

2ρ2 ´ 4ρ2 = 0

ρ1 + (5 ´ 4)ρ3 = 0 .

利用归一化条件：

ρ1 = ´ρ3 =
1

?
2

ρ2 = 0 .

因此：

|ρλ=4y =
1

?
2


1

0

´1

 .

同理可得：

|ρλ=6y =
1

?
2


1

0

1



|ρλ=2y =


0

1

0

 .
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因此新的矢量空间由下式得到：

|ρiy =


1?
2

1?
2

0

0 0 1

´ 1?
2

1?
2

0

 ,

xρi| =


1?
2

0 ´ 1?
2

1?
2

0 1?
2

0 1 0

 .

因此，简正坐标由方程 (5.36) 给定：
y1

y2

y3

 =


1?
2

0 ´ 1?
2

1?
2

0 1?
2

0 1 0




_
x1
_
x2
_
x3

 .

5.5 参数共振

参数共振：系统一开始在一个不稳定的平衡位置，例如，x = 0; 如果稍微偏离平
衡位置，位移 x 将随着时间 e 指数增长。
假设 m 和 k 是时间的函数：

d

dt
(m

¨
x) + kx = 0 . (5.39)

假设质量为常数：

d2x

dt2
+ w2(t)x = 0 . (5.40)

假设 w(t) 为周期性函数：

w(t+ T ) = w(t) ,

方程在 (5.40) 在变换 t Ñ t + T 下是不变的. 因此，假设 x(t) 是一个解，则：

x(t+ T ) 也是一个解。

令 x1(t)和 x2(t)是方程的两个独立的解，它们在 t Ñ t+T 变换下，将变为

它们的线性组合。可以选择适当的 x1, x2，实在的时间变换下，它们仅仅是：

x1(t+ T ) = µ1x1(t) (5.41)

x2(t+ T ) = µ2x2(t) ,

具有这种性质的一般解为：
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x1(t) = µ
t/T
1 F (t)

x2(t) = µ
t/T
2 G(t) ,

其中 F (t) 和 G(t) 是周期为 T 的周期性函数。常数由下式决定：

..
x1 +w

2(t)x1 = 0
..
x2 +w

2(t)x2 = 0 .

分别用 x2 和 x1, 乘以上式并相减，得到：

..
x1 x2´

..
x2 x1 =

d

dt
(
.
x1 x2´

.
x2 x1) = 0 ,

或者：

.
x1 x2´

.
x2 x1 = const. .

t+ T 代替 t, 方程的右边乘以 µ1µ2，因此，

µ1µ2 = 1 , (5.42)

运动方程 (5.40) 中的系数都为实数，因此，如果 x(t) 是方程的解，则 x˚(t) 也

是方程的解。因此，µ1, µ2 应该与 µ˚
1 , µ˚

2 相同. 这将导致 µ1=µ˚
2 或者 µ1 and

µ2 都为实数. 第一种情况中, 基于方程 (5.42)，我们得到 µ1 = 1/ µ˚
1 , 等价于：

|µ1|
2 = |µ2|

2 = 1.
在第二种情况中, 两个解有如下的形式：

x1(t) = µt/TF (t)

x2(t) = µ´t/TG(t) .

其中 µ 为模长不为 1 的数。随着时间 e 指数增长：参数共振！
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第六章 哈密顿力学

6.1 哈密顿正则方程

6.1.1 勒让德变换

对函数 f = f(x, y) 全微分，得到：

df =
Bf

Bx
dx+

Bf

By
dy ” udx+ vdy (6.1)

其中

u = u(x, y) ”
Bf

Bx

v = v(x, y)
Bf

By

(6.2)

下面作变换：

df = udx+ vdy = d(ux) ´ xdu+ vdy (6.3)

令 rf = f ´ ux，则

d rf = d(f ´ ux) = ´xdu+ vdy (6.4)

即，我们做了如下的坐标变换：

(x, y) ÝÑ (u, y)

响应的函数 f(x, y) 变为新的函数 rf(u, y)：

f ÝÑ rf = f ´ ux = rf(u, y)

= f(x(u, y), y) ´ u ¨ x(u, y)

= rf(u, y) (6.5)

此即勒让德变换！

比较

d rf = ´xdu+ vdy

d rf = udx+ vdy
(6.6)

105
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我们有：

x = ´
B rf

Bu
, v =

B rf

By
(6.7)

从上可以看处，在勒让德变换中，我们在做坐标变换 (x, y) Ñ (u, y) 同时，要求

相应的函数也随着改变。勒让德变换的优点在于，(x, u), (v, y) 互为偏导数！

同理, 继续做勒让德变换：

(x, y) ÝÑ (u, v)

f ÝÑ
˜̃f = f ´ ux ´ vy (6.8)

d ˜̃f = ´xdu ´ ydv ÝÑ
˜̃f(u, v) (6.9)

即函数 ˜̃f 是以 (u, v) 为自然变量的函数。

我们很容易推广到多维情形。对多维情形 f = f(x1, x2, . . . , xs; y1, y2, . . . , ys)，

有：

df =
ÿ

α

uαdx
α +

ÿ

α

vαdy
α

= d(
ÿ

α

uαx
α) ´

ÿ

α

xαduα +
ÿ

α

vαdy
α

(6.10)

其中，

uα =
Bf

Bxα
, vα =

Bf

Byα
(6.11)

勒让德变换:
f ÝÑ g = ´f +

ÿ

α

uαx
α (6.12)

dg =
ÿ

α

xαduα ´
ÿ

α

vαdy
α (6.13)

这里 g = g(uα, y
α)，且

xα =
Bg

Buα
, vα = ´

Bg

Byα
(6.14)

6.1.2 哈密顿正则方程

记 pα = BL
B ˙qα
，我们做如下勒让德变换：

L ÝÑ H

(qα, q̇α) ÝÑ (qα, pα)
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注意到（下面我们采用了爱因斯坦求和规则）：

dL =
BL

Bqα
dqα +

BL

Bq̇α
dq̇α +

BL

Bt
dt

=
BL

Bqα
dqα + pαdq̇α +

BL

Bt
dt

=
BL

Bqα
dqα + d(q̇αpα) ´ q̇αdpα +

BL

Bt
dt

(6.15)

d(q̇αpα ´ L) = ´
BL

Bqα
dqα + q̇αdpα ´

BL

Bt
dt (6.16)

记

H ” q̇αpα ´ L (6.17)

则：

dH = ´
BL

Bqα
dqα + q̇αdpα ´

BL

Bt
dt

=
BH

Bqα
dqα +

BH

Bpα
dpα +

BH

Bt
dt

(6.18)

由上两式比较，得到：
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

BH

Bqα
= ´

BL

Bqα
= ´

d

dt

BL

Bq̇α
= ´

d

dt
pα = ´ṗα

BH

Bpα
= q̇α

BH

Bt
= ´

BL

Bt

(6.19)

整理后得：
$

’

’

&

’

’

%

q̇α =
BH

Bpα

ṗα = ´
BH

Bqα

(6.20)

上式即为哈密顿方程。

注意，H = H(qα, pα, t) 是相空间中的函数 – 态函数。
哈密顿力学中求解问题的步骤：

(1) L
(2) pα = BL

B ˙qα

(3) H = pαq̇α ´ L

(4) 哈密顿正则方程（2s 个一阶微分方程，也即动力学方程）

6.1.3 修正的哈密顿原理与哈密顿正则方程

下面我们讨论“修正的哈密顿原理”，注意：这是一个全新的原理。在修正
的哈密顿原理中，δqα 和 δpα 是独立的，即是相空间的变分。



108 第六章 哈密顿力学

q

p

图 6.1: 修正的哈密顿原理：相空间的变分。

给定哈密顿量 H，对应的作用量定义为：

S[qα, pα] ”

ˆ t2

t1

[pαq̇α ´ H(qα, pα, t)] dt (6.21)

在相空间中的变分，分步积分，并利用 δqα(t1) = δqα(t2) = 0, 得到：

δS = δ

ˆ t2

t1

[(´ṗα ´
BH

Bqα
)δqα + (q̇α ´

BH

Bpα
)δpα]dt = 0 (6.22)

由于 δqα, δpα 独立，得到：

q̇α =
BH

Bpα
, ṗα = ´

BH

Bqα
(6.23)

此式即动力学方程。

讨论：qα,q̇α,pα,ṗα 能同时独立吗？pα 与 BL
B ˙qα
不是通过 pα = pα(qα, q̇α) =

BL
Bqα

(qα, q̇α) 相互定义的吗? 事实上，此式是旧的 Lagrange 力学中的内容！而在
Hamilton 力学中，此式作为动力学方程的一部分而不是定义。因此修正的哈密
顿原理中这些动力学变量的地位是完全独立的。

从另一个角度来看，记 f = pαq̇α ´H(qα, pα)，δS = δ
´ t2
t1
fdt．我们把 qα，pα

视为独立的，则带入欧拉-拉格郎日方程，得到：
d

dt

Bf

Bq̇α
´

Bf

Bqα
= 0 (α = 1, 2, . . . , s) ùñ ṗα +

BH

Bqα
= 0 (6.24)

d

dt

Bf

Bṗα
´

Bf

Bpα
= 0 (α = 1, 2, . . . , s) ùñ ´q̇α +

BH

Bpα
= 0 (6.25)

在我们学习哈密顿原理时，δS = δ
´ t2
t1
L(qα, q̇α, t)dt，该变分要求 δqα|t1 =

δqα|t2 = 0，那么在修正的哈密顿原理中，是否需要 δqα|t1 = δqα|t2 = δpα|t1 =

δpα|t2 = 0？由于 f 中不含 ṗα，因此并不需要要求 δpα|t1 = δpα|t2 = 0。

当然，我们也可以进一步要求 δpα|t1 = δpα|t2 = 0。要求 δpα|t1 = δpα|t2 = 0

的优点如下讨论。根据前面的讨论，这里的 f 函数类似哈密顿原理里的 L, 可以
差一个以（qα, pα, t）为变量的函数对时间的全导数：

f Ñ f +
dF (qα, pα, t)

dt
(6.26)

例如：F = ´qαpα，则

δ

ˆ t2

t1

[´ṗαqα ´ H(qα, pα, t)]dt = 0 (6.27)
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ùñ q̇α =
BH

Bpα
, ṗα = ´

BH

Bqα
(6.28)

记 f 1 = ´ṗαqα ´ H(qα, pα, t)，这里 f 1 与拉格朗日量毫无关系！

6.1.4 循环坐标与劳斯方程

注意，若 qα 为 L 的循环坐标，则它也为 H 的循环坐标1，即 H 中不显含

qα，故

pα = const = cα (6.29)

H = H(q1, . . . , qs; p1, . . . , ps)

= H(q1, . . . , qα´1, qα+1, . . . , qs; p1, . . . , pα´1, cα, pα+1, . . . , ps)
(6.30)

起到了降维的效果！

下面我们介绍劳斯函数，它一半长得像 H，一半长得像 L。若 q1,…,qm 为循
环坐标，引入 R：

R(q1, q2, . . . , qs; p1, p2, . . . , pm; q̇m+1, . . . , q̇s, t)

”

m
ÿ

α=1

pαq̇α ´ L
(6.31)

事实上，R 中是不含 q1, . . . , qm 的，这里只是形式上写为 q1, . . . , qm 的函数。

对 R 求全微分得：

dR =
m
ÿ

α=1

BR

Bpα
dpα +

s
ÿ

α=m+1

BR

Bq̇α
dq̇α +

s
ÿ

α=1

BR

Bqα
dqα +

BR

Bt
dt (6.32)

d(
m
ÿ

α=1

pαq̇α ´ L)

=
m
ÿ

α=1

(pαdq̇α + q̇αdpα) ´

s
ÿ

α=1

(
BL

Bq̇α
dq̇α +

BL

Bqα
dqα) ´

BL

Bt
dt

=
m
ÿ

α=1

[(pα ´
BL

Bq̇α
)dq̇α + q̇αdpα ´

BL

Bqα
dqα]

´

s
ÿ

α=m+1

(
BL

Bq̇α
dq̇α +

BL

Bqα
dqα) ´

BL

Bt
dt

=
m
ÿ

α=1

(q̇αdpα ´ ṗαdqα) ´

s
ÿ

α=m+1

(
BL

Bq̇α
dq̇α +

BL

Bqα
dqα) ´

BL

Bt
dt

(6.33)

对比方程（6.32）与方程（6.33），得到：
$

’

’

&

’

’

%

BR

Bpα
= q̇α,

BR

Bqα
= ´ṗα, α = 1, 2, . . . ,m (6.34)

BR

Bq̇α
= ´

BL

Bq̇α
,

BR

Bqα
= ´

BL

Bqα
, α = m+ 1, . . . , s (6.35)

1这是因为各个 pβ = BL
Bq̇β
不显含 qα，反解得到的各 q̇β = q̇β(q, p, t) 中也不显含 qα，则

H = pβ q̇β ´ L 中也不显含 qα．
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把(6.35)代入 Euler-Lagrange’s Equations，得

d

dt

BR

Bq̇α
´

BR

Bqα
= 0, α = m+ 1, . . . , s (6.36)

实际上：R = R(qm+1, . . . , qs; c1, . . . , cm; q̇m+1, . . . , q̇s; t)．

6.1.5 例题

例 1

k
m

图 6.2: 弹簧振子

T =
1

2
mẋ2, V =

1

2
kx2 (6.37)

L = T ´ V =
1

2
mẋ2 ´

1

2
kx2 (6.38)

ñp =
BL

Bẋ
= mẋ (6.39)

H = H(x, p) = pẋ ´ L =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

=
p2

2m
+

1

2
kx2 (6.40)

正则方程：

ẋ =
BH

Bp
=

p

m

ṗ = ´
BH

Bx
= ´kx

,

/

/

.

/

/

-

ùñ mẍ+ kx = 0 (6.41)

例 2 向心力场

T =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2), V = ´

k

r
(6.42)

L = T ´ V =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +

k

r
(6.43)

pr =
BL

Bṙ
, pθ =

BL

Bθ̇
= mr2θ (6.44)

ṙ =
pr
m
, θ̇ =

pθ
mr2

(6.45)

H = prṙ + pθθ̇ ´ L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) ´

k

r

=
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
´
k

r

= T + V

(6.46)
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动力学方程：
$

’

’

&

’

’

%

ṙ =
BH

Bpr
=
pr
m

ṗr = ´
BH

Br
=

p2θ
mr3

´
k

r2

(6.47)

$

’

’

&

’

’

%

θ̇ =
BH

Bpθ
=

pθ
mr2

ṗθ = ´
BH

Bθ
= 0 (即 pθ ” β)

(6.48)

H =
p2r
2m

+
β2

2mr2
´
k

r
(6.49)

H 所含的变量只剩下了 (r, pr)．

例 3 向心力场——劳斯方程

R = pθθ̇ ´ L = pθθ̇ ´
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) ´

k

r

= ´
1

2
mṙ2 +

β2

2mr2
´
k

r

(6.50)

d

dt

BR

Bṙ
= ´

d

dt
(mṙ) = ´mr̈ (6.51)

BR

Br
= ´

β2

mr3
+
k

r2
(6.52)

d
dt

BR
Bṙ

´ BR
Br

=0
ùùùùùùùùñ ´ mr̈ +

β2

mr3
´
k

r2
= 0 (6.53)

例 4

L =
m

2
ηµν ẋ

µẋν ´ eAµẋ
µ (6.54)

正则动量：

pµ ”
BL

Bẋµ
= mẋµ ´ eAµ (6.55)

H = ẋµpµ ´ L =ẋµ(mẋµ ´ eAµ)

´ (
m

2
ηµν ẋ

µẋν ´ eAµẋ
µ)

=
m

2
ηµν ẋ

µẋν

(6.56)

ẋµ =
pµ + eAµ

m
(6.57)

H =
1

2
ηµν

(pµ + eAµ)(pν + eAν)

m
(6.58)
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6.2 正则变换

6.2.1 正则变换

我们所得到的哈密顿量中是否含有循环坐标，这依赖于坐标系的选择（我们

可以回忆有心力场条件下的运动，以 (r, θ) 为广义坐标时会发现 θ 是循环坐标而

以 (x, y) 为广义坐标时却找不到循环坐标）．

H(qα, pα) ÝÑ H 1(Pα, Qα) Qα(α = 1, 2, . . . , s) 为循环坐标

ùñ Pα = βα = const, α = 1, 2, . . . , s (6.59)

H 1 = H 1(Pα) = H 1(βα) (6.60)

ùñ Q̇α =
BH

Bβα
” γα(β) (6.61)

ùñ Qα = γαt+ δα (6.62)

变换
$

&

%

Qα = Qα(qα, pα, t)

Pα = Pα(qα, pα, t)

是正则变换的条件：如果我们能找到一个 rH(Qα, Pα, t) 使得
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Q̇α =
B rH

BPα

Ṗα = ´
B rH

BQα

则这样的变换称为正则变换．

下面我们使用修正的 Hamilton 原理来构造正则变换：

δ

ˆ t2

t1

(pαq̇α ´ H)dt = 0

δ

ˆ t2

t1

(PαQ̇α ´ rH)dt = 0

δ

ˆ t2

t1

[(pαq̇α ´ H) ´ (PαQ̇α ´ rH)]dt = 0

ùñ (pαq̇α ´ H) ´ (PαQ̇α ´ rH) =
dF

dt
(6.63)

即

(pαdqα ´ PαdQα) + ( rH ´ H)dt = dF (6.64)

此即正则变换条件．式中

F = F (qα, Qα, t)

若考虑等时变分：δt = 0

ùñ pαδqα ´ PαδQα = δF (6.65)
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6.2.2 正则变换的生成函数

由前面推导可见，F 给定 ðñ 正则变换给定．我们称 F 为生成函数，又叫

母函数．它有 2s 个独立变量．

pαdqα ´ PαdQα + ( rH ´ H)dt = dF1(qα, Qα, t) (6.66)

pαdqα +QαdPα + ( rH ´ H)dt = d(F1 +QαPα) = dF2(qα, Pα, t) (6.67)

´qαdpα ´ PαdQα + ( rH ´ H)dt = d(F1 ´ pαqα) = dF3(pα, Qα, t) (6.68)

´qαdpα +QαdPα + ( rH ´ H)dt = d(F1 ´ pαqα +QαPα) = dF4(pα, Pα, t) (6.69)

先以 F1 = F1(qα, Qα, t) 为例：

pα =
BF1

Bqα
ùñ Qα = Qα(qα, pα, t) (6.70)

Pα = ´
BF1

BQα

ùñ Pα = Pα(qα, Qα, t) = Pα(qα, Qα(qα, pα, t), t) (6.71)

rH = H +
BF1

Bt
ùñ rH = H(qα, pα, t) +

BF1

Bt
(qα, Qα, t) (6.72)

同样地：

• F2 = F2(qα, Pα, t)

pα =
BF2

Bqα
, Qα =

BF2

BPα
, rH = H +

BF2

Bt
(6.73)

• F3 = F3(pα, Qα, t)

qα = ´
BF3

Bpα
, Pα = ´

BF3

BQα

, rH = H +
BF3

Bt
(6.74)

• F4 = F4(pα, Pα, t)

qα = ´
BF4

Bpα
, Qα =

BF4

BPα
, rH = H +

BF4

Bt
(6.75)

6.2.3 例题

常见的三种基本变换：

（1）恒等变换
F2 = qαPα (6.76)

pα =
BF2

Bqα
= Pα, Qα =

BF2

BPα
= qα, rH = H (6.77)

（2）相空间中的平移变换

F2 = (qα + cα)(Pα ´ dα) (6.78)
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pα =
BF2

Bqα
= Pα ´ dα, Qα =

BF2

BPα
= qα + cα, rH = H (6.79)

（3）广义坐标和广义动量互换变换（dual，即对偶变换）

F1 = qαQα (6.80)

pα =
BF1

Bqα
= Qα, Pα = ´

BF1

BQα

= ´qα (6.81)

即

(qα, pα) ÝÑ (Qα, Pα) = (pα,´qα)

（4）q 和 p 分别在位形空间和动量空间内的正交变换

F2 = aαβPαqβ (6.82)

其中 aaT = I，即 aαβa
T
βγ = aαβaγβ = δαγ．

pβ =
BF2

Bqβ
= aαβPα, Qβ =

BF2

BPβ
= aβαqα (6.83)

aγβpβ = aγβaαβPα = δγαPα = Pγ (6.84)

即：

Pα = aαβpβ, Qα = aαβqβ (6.85)

若 det aαβ = 1，则 (qα, pα) ÝÑ (Qα, Pα) 为各自空间内的纯转动．

例 1 证明：Q = ln( sin p
q
)，P = q cot p 为正则变换．

pδq ´ PδQ = pδq ´ q cot p ¨ δ ln(sin p
q

)

=pδq ´ q cot p ¨ (
cos p
sin p δp ´

1

q
δq)

=(p+ cot p)δq ´ q cot2 p ¨ δp

=δ[q(p+ cot p)]

(6.86)

例 2 证明：Q = 1
2
(q2+ p2)，P = ´ arctan( q

p
)为正则变换．当 H = 1

2
(q2+ p2)

时，求解此问题．

pδq ´ PδQ = pδq + arctan(q
p
) ¨ δ[

1

2
(q2 + p2)]

=[p+ q tan´1(
q

p
)]δq + p tan´1(

q

p
) ¨ δp

(6.87)

由于1

B

Bp
[p+ q tan´1(

q

p
)] =

B

Bq
[p tan´1(

q

p
)] =

p2

p2 + q2
(6.88)

1[tan´1 x]1 = 1/(1 + x2)
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故 pδq ´ PδQ 可积，即可以写成一个函数的全变分．

下面计算生成函数，选择 F4 = F4(p, P )．

q = ´p tanP = ´
BF4

Bp
(6.89)

Q =
p2

2
sec2 P =

BF4

BP
(6.90)

ùñ F4 =
p2

2
tanP (6.91)

故
rH = H = Q (6.92)

代入哈密顿正则方程：

Q̇ =
B rH

BP
= 0, Ṗ = ´

B rH

BQ
= ´1 (6.93)

ñ

$

&

%

Q =
A2

0

2
A0 = const

P = ´t+ t0 t0 = const
(6.94)

ñ

$

&

%

p =
a

2Q cos2 P = A0 cos(t ´ t0)

q = ´p tanP = A0 sin(t ´ t0)
(6.95)

此即谐振子所满足的运动方程！

例 3 已知 F1 = mg(1
6
gQ3 + qQ)，试分析重力场中的竖直上抛问题：H =

p2

2m
+mgq．

q

q

m

图 6.3: 重力场中的竖直上抛运动。

p =
BF1

Bq
= mgQ (6.96)

P = ´
BF1

BQ
= ´mg(

g

2
Q2 + q) (6.97)

$

’

&

’

%

(6.97) ñ q = ´
P

mg
´

1

2
gQ2

p = mgQ

(6.98)
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rH = H =
1

2m
(mgQ)2 +mg(´

P

mg
´

1

2
gQ2)

= ´P

(6.99)

注意到 Q 为循环坐标，故
$

’

&

’

%

P = c1 = const

Q̇ =
B rH

BP
= ´1 ùñ Q = ´t+ c2, c2 = const

(6.100)

记 c2 = t0，得
$

’

&

’

%

p = ´mg(t ´ t0)

q = ´
1

2
g(t ´ t0)

2 ´
c1
mg

(6.101)

例 4 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2

作变换：
$

&

%

q = Q cos θ + P

mω
sin θ

p = ´mωQ sin θ + P cos θ
(6.102)

B(q, p)

B(Q,P )
=

∣∣∣∣∣ cos θ sin θ
mω

´mω sin θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 1 正则变换！ (6.103)

dF2 = pdq +QdP

= (´mωq tan θ + P

cos θ )dq + (
q

cos θ ´
P

mω
tan θ)dP

= d[
qP

cos θ ´
1

2
mω(q2 +

P 2

m2ω2
) tan θ]

(6.104)

H(q, p) =
1

2m
(´mωQ sin θ + P cos θ)2 + 1

2
mω2(Q cos θ + P

mω
sin θ)2

=
1

2m
P 2 +

1

2
mω2Q2 = H(Q,P )

(6.105)

rH = H +
BF2(q, P, t)

Bt

=
1

2m
P 2 +

1

2
mω2Q2 +

BF2(q, P, t)

Bt

(6.106)

不妨取 θ = ωt，则

BF2(q, P, t)

Bt
=[qP sin θ ´

1

2
mω(q2 +

P 2

m2ω2
)]

θ̇

cos2 θ
=t(Q cos θ + P

mω
sin θ)P sin θ

´
1

2
mω[(Q cos θ + P

mω
sin θ)2 + P 2

m2ω2
]u

θ̇

cos2 θ

= ´ (
P 2

2mω
+

1

2
mωQ2)θ̇ = ´H(Q,P )

θ̇

ω

= ´ H(Q,P )

(6.107)
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ùñ rH = H +
BF2(q, P, t)

Bt
= 0 (6.108)

ùñ Q̇ =
B rH

BP
= 0 Ṗ = ´

B rH

BQ
= 0 (6.109)

ùñ Q = Q0, P = P0 (6.110)
$

&

%

q(t) = Q0 cosωt+
P0

mω
sinωt = A0 cos(ωt+ ϕ0)

p(t) = ´mωQ0 sinωt+ P0 cosωt = ´mωA0 sin(ωt+ ϕ0)

(6.111)

其中 A0 =

b

Q2
0 +

P 2
0

m2ω2 , tanϕ0 =
´P0/mω

Q0
．

6.2.4 正则变换的几何意义

p

q

P

Q

图 6.4: 正则变换：相空间保面积变换。

对于正则变换 (q, p) Ñ (Q,P )，有

B(Q,P )

B(q, p)
= 1 (6.112)

下面给出证明．

注意到

pδq ´ PδQ = δF (6.113)

有

pδq ´ P (
BQ

Bq
δq +

BQ

Bp
δp) = δF

(p ´ P
BQ

Bq
)δq ´ P

BQ

Bp
δp = δF

注意到上式等号左边可积，故
B

Bp
(p ´ P

BQ

Bq
) +

B

Bq
(P

BQ

Bp
) = 0 (6.114)

1 ´
BP

Bp

BQ

Bq
´ P

B2Q

BqBp
+

BP

Bq

BQ

Bp
+ P

B2Q

BqBp
= 0

BP

Bp

BQ

Bq
´

BP

Bq

BQ

Bp
= 1∣∣∣∣∣ BP

Bp
BP
Bq

BQ
Bp

BQ
Bq

∣∣∣∣∣ = 1 =
B(P,Q)

B(p, q)
=

B(Q,P )

B(q, p)
(6.115)
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6.3 泊松括号

哈密顿正则方程：q̇ = BH
Bp
，ṗ = ´BH

Bq
，形式上看起来不对称．

除此之外，历史上泊松括号在从经典向量子过渡中扮演了重要角色．

6.3.1 泊松括号的定义

对于相空间中的函数 f = f(q, p, t)，有

df

dt
=

Bf

Bt
+

Bf

Bqα
q̇α +

Bf

Bpα
ṗα

=
Bf

Bt
+

Bf

Bqα

BH

Bpα
´

Bf

Bpα

BH

Bqα

”
Bf

Bt
+ [f,H]

(6.116)

式中

[u, v] ”

s
ÿ

α=1

B(u, v)

B(qα, pα)
=

s
ÿ

α=1

(
Bu

Bqα

Bv

Bpα
´

Bu

Bpα

Bv

Bqα
) (6.117)

6.3.2 泊松括号的基本性质

(1) [u, v] = ´[v, u]

(2) B
Bx
[u, v] = [Bu

Bx
, v] + [u, Bv

Bx
] x = qα, pα, t

(3) [u, v + w] = [u, v] + [u,w]

(4) [u, vw] = [u, v]w + v[u,w]

(5) 显然：[qα, qβ] = 0（对易），[pα, pβ] = 0（对易），[qα, pβ] = δαβ（不对易）

[qα, f ] =
Bf

Bpα
= B(qα,f)

B(qα,pα)
, [pα, f ] = ´

Bf
Bqα

= B(pα,f)
B(qα,pα)

(6) Jacobi Identity

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 (6.118)

(7) 若 (q, p) Ñ (Q,P ) 为正则变换，则 [u, v]p,q = [u, v]P,Q

证明1

[u, v]p,q =
B(u, v)

B(q, p)
=

B(u, v)

B(q, p)

B(q, p)

B(Q,P )
=

B(u, v)

B(Q,P )
(6.119)

Jacobi Identity(6.118)的证明：
先计算 [u, [v, w]]，记 vq ” Bv

Bq
，则

[v, w] = vqwp ´ vpwq (6.120)

1正则变换：[Q,P ]q,p = 1
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[u, [v, w]] =uq[v, w]p ´ up[v, w]q

=uq(vqpwp + vqwpp ´ vppwq ´ vpwqp)

´ up(vqqwp + vqwpq ´ vpqwq ´ vpwqq)

(6.121)

其中 vqp 前面的系数为 (uqwp + upwq)，wqp 系数为 (´uqvp ´ upvq)．

在上式中做如下轮换 u Ñ w,w Ñ v,v Ñ u，得 [w, [u, v]] 中 vqp 的系数为

(´wqup ´ wpuq)，故 [u, [v, w]] + [w, [u, v]] 中 vqp 的系数为零．而 [v, [w, u]] 中只

会出现 v 的一阶偏导数，显然其中的 vqp 的系数为零．综上，(6.118)式中 vqp 的

系数为零．类似地，可证得(6.118)式中其它二阶导数项前面的系数也为零．
我们使用另外一种写法来重复上面的推导，记 [u, v] ” uiϵijvj，其中

ϵij =

[
0 +1

´1 0

]

则

[u, [v, w]] = uiϵij[v, w]j = uiϵij(vkϵklwl)j

= uiϵij(vkϵklwlj + vkjϵklwl)
(6.122)

其中 w 的二阶导数项为：

ϵijϵkluivkwlj �

而

[v, [w, u]] = vkϵkl(wjϵjiui)l (6.123)

故其中 w 的二阶导数项为：

ϵjiϵkluivkwjl �

注意到 wlj = wjl（求偏导数可交换次序），故含 w 二阶导数的项为两者之和：

(ϵij + ϵji)ϵkluivjwlj = 0 (6.124)

6.3.3 泊松括号的应用

(1) 用泊松括号表示运动方程
若 f = f(q, p)，不显含时间，则

df

dt
= ḟ = [f,H] (6.125)

则哈密顿正则方程可表示为

q̇α = [qα, H], ṗα = [pα, H], α = 1, 2, . . . , s (6.126)

形式上 (qα, pα) 是对称的．
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(2) 运动积分与泊松括号
若 f 守恒，即

ḟ =
Bf

Bt
+ [f,H] = 0 (6.127)

同时，若 f = f(q, p) 不显含时间，则

ḟ = [f,H] = 0 (6.128)

故若 H 不显含时间，则

Ḣ = [H,H] = 0 (6.129)

若 H 不显含 qγ（循环坐标），则

ṗγ = [pγ, H] =
s

ÿ

α=1

(
Bpγ
Bqα

BH

Bpα
´

Bpγ
Bpα

BH

Bqα
) =

B(pγ, H)

B(qα, pα)

=
s

ÿ

α=1

(0 ´ δαγ
BH

Bqα
)

= ´
BH

Bqγ
= 0

(6.130)

即 pγ 为守恒量．同理，若 H 不显含 pγ，则 q̇γ = 0．

(3) 泊松定理：找新的运动积分

u = u(q, p, t) = const

v = v(q, p, t) = const

,

.

-

ùñ [u, v] = const

证明：
d

dt
[u, v] =

B

Bt
[u, v] + [[u, v], H]

= [
Bu

Bt
, v] + [u,

Bv

Bt
] + [[u, v], H]

(6.131)

若 u 为运动积分，则
Bu

Bt
+ [u,H] = 0 ñ

Bu

Bt
= [H, u] (6.132)

同理
Bv

Bt
= [H, v] (6.133)

故
d

dt
[u, v] = [[H, u], v] + [u, [H, v]] + [[u, v], H]

= ´[v, [H, u]] ´ [u, [v,H]] ´ [H, [u, v]]

= 0

(6.134)

(4) 经典-量子对应
在量子力学中，有

[qα, qβ] = 0, [pα, pβ] = 0, [qα, pβ] = iℏδαβ (6.135)
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6.3.4 例题

例 1 Jx, Jy, Jz, J

(1) [Jx, Jy] =? [Jx, J ] =?

(2) 证明：Jx, Jy 不能同时成为这个系统的广义动量．
(3) Jx, Jy = const ùñ Jz = const．
解：
(1)

[Jx, Jy] = [ypz ´ zpy, zpx ´ xpz]

= [ypz, zpx] + [ypz,´xpz] + [´zpy, zpx] + [´zpy,´xpz]

= ´ypx + 0 + 0 + xpy = Jz

(6.136)

同样地，我们可以算出：[Jx, Jz] = ´Jy; [Jx, J
2] = 0 ñ [Jx, J ] = 0．

综上，[Ji, Jj] = ϵijkJk, [Ji, J
2] = 0, i, j = 1, 2, 3．

(2) 由于 [Jx, Jy] ‰ 0，故 Jx 与 Jy 不能同时成为广义动量

而 [Jx, J ] = 0，因此 Jx, J 可以．

(3) Jz = [Jx, Jy] = const 得证！

例 2 H = p1p2 + q1q2，试证明：p21 + q22 = const, p22 + q21 = const．
由于 H 不显含时间 t，故 H = c0．

[p21 + q22, H] = [p21, q1q2] + [q22, p1p2] = ´2p1q2 + 2p1q2 = 0 (6.137)

ùñ p21 + q22 = c1

[p22 + q21, H] = [p22, q1q2] + [q21, p1p2] = ´2p2q1 + 2p2q1 = 0 (6.138)

ùñ p22 + q21 = c2

[p21 + q22, p
2
2 + q21] = [p21, q

2
1] + [q22, p

2
2] = ´2p1q1 + 2p2q2 ” 2c3 (6.139)

即 c3 = ´p1q1 + p2q2．

而

[p21 + q22,´p1q1 + p2q2] = 2c1 (6.140)

[p22 + q21,´p1q1 + p2q2] = ´2c2 (6.141)

不能再给出新的守恒量．事实上，c0, c1, c2, c3 并不独立，它们之间存在关系

c20 + c23 = c1c2 (6.142)

习题 H = 1
2m

(p2x + p2y) ´ k
r
, r =

a

x2 + y2, L = xpy ´ ypx = Lz．

记 A = p ˆ L ´ mkr
r
，即 A = (Ax, Ay) = (pyL ´ mkx

r
,´pxL ´

mky
r
)．

(1) [L,H] = 0, [Ax, H] = 0, [Ay, H] = 0．

(2) [Ax, L] = ´Ay, [Ay, L] = Ax, [Ax, Ay] = ´(2mH)L．

(3) 若记 H = ´|E|，引入：R = ( Ax?
2m|E|

, Ay?
2m|E|

, L)．证明：R2 = mk2

2|E|
．
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6.4 哈密顿-雅可比方程

6.4.1 Hamilton-Jacobi equation

我们尝试寻找一个特殊的第二类生成函数 F2 = F2(q, P, t)，使得由它生成的

正则变换带来的新的哈密顿函数 rH(Q,P, t) = 0．若如此，则
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Q̇α =
B rH

BPα
= 0 Qα = const

Ṗα = ´
B rH

BQα

= 0 Pα = const
(6.143)

注意到

rH = H(q1, . . . , qs; p1, . . . , ps; t) +
BF2

Bt
(q1, . . . , qs;P1, . . . , Ps; t) = 0 (6.144)

而 pα = BF2

Bqα
, α = 1, . . . , s，故

H(q1, . . . , qs;
BF2

Bq1
, . . . ,

BF2

Bqs
; t) +

BF2

Bt
(q1, . . . , qs;P1, . . . , Ps; t) = 0 (6.145)

令1S(q, t) = F2(q, P, t) + A，则

H(q1, . . . , qs;
BS

Bq1
, . . . ,

BS

Bqs
; t) +

BS

Bt
= 0 (6.146)

此即为哈密顿-雅可比方程，其中 S 称为哈密顿主函数．

由数学知识，S 中含有的独立的积分常数与自变量的个数相同，为 s+1 个，

其中 A 已用了一个，剩下的即为 P1, . . . , Ps．

6.4.2 S 的意义

BS

Bt
=

BF2

Bt
= ´H (6.147)

dS

dt
=

BS

Bt
+

BS

Bqα
q̇α +

BS

Bpα
Ṗα

= ´H + pαq̇α = L

(6.148)

上面用到了 BS
Bqα

= pα 以及 Ṗα = 0 这两条件．

ñ S =

ˆ
Ldt (6.149)

1q 代表 q1, . . . , qs，而 P1, . . . , Ps 仅仅是求解 H-J 方程过程中得到的积分常数．
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6.4.3 哈密顿特征函数

若 H 不显含 t，即 H = E = const，则有

BS

Bt
= ´E (6.150)

S(q, t) = ´Et+W (q1, . . . , qs) + A (6.151)

而

S =

ˆ
(pαq̇α ´ H)dt =

ˆ
pαdqα ´ Et+ A (6.152)

ñ W (q1, . . . , qs) =

ˆ
pαdqα (6.153)

我们称 W (q1, . . . , qs) 为 Hamilton 特征函数．
将(6.151)代入 H-J 方程：

pα =
BS

Bqα
=

BW

Bqα
H +

BS

Bt
= H + (´E) = 0 (6.154)

H-J 方程可化为：

H(q1, . . . , qs;
BW

Bq1
, . . . ,

BW

Bqs
) = E (6.155)

既然已知 E 是一个积分常数了，那就不妨设 P1 = E 喽！这样问题就变为

了求解

W = W (q1, . . . , qs;E,P2, . . . , Ps) (6.156)

而 S, F2,W 这些函数之间的关系为：

S = F2(q1, . . . , qs;P1, . . . , Ps; t) + A

= ´Et+W (q1, . . . , qs;P1, P2, . . . , Ps) + A

= ´P1t+W (q1, . . . , qs;P1, P2, . . . , Ps) + A

(6.157)

Qα =
BF2

BPα
=

BS

BPα
=

$

&

%

´t+ BW
BE

α = 1

BW
BPα

α = 2, . . . , s
(6.158)

例 1 H(p, q) = p+ aq2

作变量替换：

p Ñ
BW

Bq
H Ñ E

BW

Bq
+ aq2 = E ùñ W = Eq ´

a

3
q3 E = P (积分常数) (6.159)

S = ´Et+W + A = ´Et+ Eq ´
a

3
q3 + A (6.160)
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$

’

’

&

’

’

%

Q =
BS

BP
=

BS

BE
= ´t+ q ñ q = t+Q

p =
BW

Bq
=

BS

Bq
= E ´ aq2 ñ p = E ´ a(t+Q)2

(6.161)

上式也是 (q, p) Ñ (Q,E) 的正则变换．注意到 Q 为常数，记 Q = q0，得
$

&

%

q(t) = t+ q0

p(t) = (E ´ aq20) ´ 2aq0t ´ at2
(6.162)

如用哈密顿正则方程求解，则有

q̇ =
BH

Bp
= 1, ṗ = ´

BH

Bq
= ´2aq (6.163)

ñ q(t) = t+ q0, p(t) = p0 ´ 2aq0t ´ at2 (6.164)

例 2 H = p2

2m
+ 1

2
kq2

1

2m
(
BW

Bq
)2 +

1

2
kq2 = E (6.165)

ùñ W = ˘

ˆ c

2m(E ´
1

2
kq2) dq (6.166)

ùñ S = ´Et ˘

ˆ q
c

2m(E ´
1

2
kq12) dq1 + A (6.167)

其中已选择 P = E．

Q =
BS

BE
=

BS

BP
= ´t ˘

ˆ c

m

2E ´ kq2
dq = ´t ˘

c

m

k
sin´1(

c

k

2E
q) (6.168)

记 ω =
a

m
k
，注意到 ω´1 的量纲与 t 的相同．再记

ωQ = ϕ0 ÝÑ Q =
ϕ0

ω

得

ùñ q = ˘

c

2E

k
sin[

c

k

m
(t+Q)] = ˘

c

2E

k
sin(ωt+ ϕ0) (6.169)

p =
BS

Bq
= ˘

c

2m(E ´
1

2
kq2) = ˘

?
2mE cos[

c

k

m
(t+Q)]

= ˘
?
2mE cos(ωt+ ϕ0)

(6.170)

例 3 用 H-J 方程求解 Kepler 问题．
解：

H =
1

2m
(p2r +

p2θ
r2
) + V (r) (6.171)

H =
1

2m
[(

BW

Br
)2 +

1

r2
(
BW

Bθ
)2] + V (r) = E (6.172)
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ùñ (
BW

Bθ
)2 = r2[2m(E ´ V (r)) ´ (

BW

Br
)2] (6.173)

分离变量，令

W (r, θ) = Wr(r) +Wθ(θ) (6.174)

ùñ (
BWθ

Bθ
)2 = r2[2m(E ´ V (r)) ´ (

BWr(r)

Br
)2] = J2 (6.175)

这样我们就找到了一个运动积分！

ùñ

$

’

&

’

%

Wθ = Jθ + A

Wr =

ˆ c

2m(E ´ V (r)) ´
J2

r2
dr

(6.176)

ùñ W = W (r, θ) =

ˆ c

2m(E ´ V (r)) ´
J2

r2
dr + Jθ + A (6.177)

由于 Qr, Qθ 均为运动常数，

Qr = ´t+
BW

BE
= ´t+

ˆ
mdr

a

2m(E ´ V (r)) ´ J2/r2
” ´t0 (6.178)

此式给出了 t = t(r)，即轨迹方程；而

Qθ =
BW

BJ
= ´

ˆ
Jdr/r2

a

2m(E ´ V (r)) ´ J2/r2
+ θ ” θ0 (6.179)

给出了 θ = θ(r)，即轨道方程．

例 4
H =

f1(q1, p1) + ¨ ¨ ¨ + fs(qs, ps)

g1(q1, p1) + ¨ ¨ ¨ + gs(qs, ps)
=

ř

α fα(qα, pα)
ř

α gα(qα, pα)
(6.180)

解：
ř

α fα(qα,
BW
Bqα

)
ř

α gα(qα,
BW
Bqα

)
= E (6.181)

ùñ
ÿ

α

[fα(qα,
BW

Bqα
) ´ Egα(qα,

BW

Bqα
)] = 0 (6.182)

下一步，分离变量．设：

W (q1, . . . , qs) =
ÿ

α

Wα(qα) (6.183)

ùñ
ÿ

α

[fα(qα,
BWα

Bqα
) ´ Egα(qα,

BWα

Bqα
)] = 0 (6.184)

令

fα(qα,
BWα

Bqα
) ´ Egα(qα,

BWα

Bqα
) = Cα, α = 1, 2, . . . , s (6.185)

其中
s

ÿ

α=1

Cα = 0 (6.186)
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从(6.185)所含的每个方程中可解出

Wα = Wα(qα, E, Cα, Dα) (6.187)

其中 Dα 为 BWα

Bqα
带来的积分常数．

6.4.4 H-J 方程求解：分离变量法

在有些情况下，

H =
1

2
[A1(q1)(

dW1

dq1
)2 + A2(q2)(

dW2

dq2
)2 + ¨ ¨ ¨ + As(qs)(

dWs

dqs
)2]

+ V1(q1) + V2(q2) + ¨ ¨ ¨ + Vs(qs) = E

(6.188)

ùñ
1

2
Aα(qα)(

dWα

dqα
)2 + Vα(qα) = Cα = const α = 1, 2, . . . , s (6.189)

其中 C1 + C2 + ¨ ¨ ¨ + Cs = E．

W = W1(q1) +W2(q2) + ¨ ¨ ¨ +Ws(qs) (6.190)

pα =
BW

Bqα
α = 1, 2, . . . , s (6.191)

若取 P1 = E，则

Q1 =
BS

BE
= ´t+

BW

BE
(6.192)

记 Q1 ” ´t0，则有 t ´ t0 =
BW
BE
．

Qα =
BS

BCα
α = 2, . . . , s (6.193)

通过(6.193)中的 s-1 个形如

fα(q1, . . . , qs) = 0 α = 2, . . . , s (6.194)

的方程，我们可以反解出 qα = qα(q1)，其中 α = 2, . . . , s，即这 s-1 个方程给出
了位形空间内的轨道方程．

(6.192)给出了
f(q1, q2, . . . , qs) = t ´ t0,

将刚才得到的结果代入，可解出 q1 = q1(t)，进而得到各个 qα(t)，得到轨迹方程．

(6.191)则给出了

pi = pi(q1, . . . , qs) i = 1, 2, ..., s

这 s 个方程给出了相空间中轨道的描述，把刚才得到的诸 qα(t) 代入可解出

pi = pi(t)．
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注：得到 S 就得到一切！
一般情况下，逐步分离：

若某 qi 与 BS
Bqi
以 φ(qi,

BS
Bqi

) 的形式存在，则 H-J 方程可写为：

Φ
[
q1, . . . ,qi´1, qi+1, . . . , qs; t;

BS

Bq1
, . . . ,

BS

Bqi´1

,
BS

Bqi+1

, . . . ,
BS

Bqs
;

BS

Bt
;φ(qi,

BS

Bqi
)
]
= 0

(6.195)

设：S = Si(qi) + S 1(q1, . . . , qi´1, qi+1, . . . , qs)，则

Φ
[
q1, . . . ,qi´1, qi+1, . . . , qs; t;

BS 1

Bq1
, . . . ,

BS 1

Bqi´1

,
BS 1

Bqi+1

, . . . ,
BS 1

Bqs
;

BS 1

Bt
;φ(qi,

BSi
Bqi

)
]
= 0

(6.196)

ùñ φ(qi,
BSi
Bqi

) = Ci (6.197)

则方程变为了：

Φ
(
q1, . . . ,qi´1, qi+1, . . . , qs; t;

BS 1

Bq1
, . . . ,

BS 1

Bqi´1

,
BS 1

Bqi+1

, . . . ,
BS 1

Bqs
;

BS 1

Bt
;Ci

)
= 0

(6.198)

方程降低了 1 阶！
H 中有循环坐标是分离变量法的特殊情况：

H 中不显含 qi 等价于说存在 φ(qi,
BSi

Bqi
)，且 φ 中只含 BSi

Bqi
．结合前面的讨论，有

BSi
Bqi

= Ci (6.199)

即 Si = Ciqi．因此，

S = Ciqi + S 1(q1, . . . , qi´1, qi+1, . . . , qs; t) (6.200)

与 qi 共轭的广义动量 pi 满足

pi =
BS

Bqi
= Ci (6.201)

注意，若 H 中不显含 t，则 S 中含有 ´Et 这一项，可看做 E Ø t 共轭．

例 向心力场中粒子的三维运动。

T =
1

2m

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 sin2 θ

)
, V = V (r) (6.202)

相应的 H-J Eq.

1

2m

(
BW

Br

)2

+
1

2mr2

(
BW

Bθ

)2

+
1

2mr2 sin2 θ

(
BW

Bϕ

)2

+ V (r) = E (6.203)
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图 6.5: 轨道平面与赤道面

Line of nodes

z

θ

θ̄
i r cos θ = r sin θ̄ ¨ sin i

r sin θ̄

图 6.6: 轨道在 xy 平面的投影

分离变量，令：

S = ´Et+ pϕϕ+Wr(r) +Wθ(θ) (6.204)

将其代入 H-J 方程，得到：
$

’

’

&

’

’

%

(
dWθ

dθ
)2 +

p2ϕ
sin2 θ

= J2 = p2θ +
p2ϕ

sin2 θ
1

2m
(
dWr

dr
)2 +

J2

2mr2
+ V (r) = E

(6.205)

从而我们最终得到母函数 S(r, θ, ϕ, t;E, J, Jz)：

S = ´ Et+ pϕϕ ˘

ˆ d

J2 ´
p2ϕ

sin2 θ
dθ

˘

ˆ c

2m[E ´ V (r)] ´
J2

r2
dr

(6.206)
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我们找到的运动积分为：E, Jz = pϕ, J．
略去前式 ˘ 中的负号，我们得到的运动方程为：

Q1 ” ´t0 =
BS

BE
= ´t+

ˆ
m

a

2m[E ´ V (r)] ´ J2/r2
dr (6.207)

Q2 ” ϕ0 =
BS

BJz
= ϕ+

ˆ
´Jz/ sin2 θ

a

J2 ´ J2
z / sin2 θ

dθ (6.208)

Q3 =
BS

BJ
=

ˆ
J

a

J2 ´ J2
z / sin2 θ

dθ +
´J/r2

a

2m[E ´ V (r)] ´ J2/r2
dr(6.209)

整理得：

t ´ t0 =

ˆ
m

a

2m[E ´ V (r)] ´ J2/r2
dr, r = r(t) (6.210)

ϕ ´ ϕ0 =

ˆ
Jz

a

J2 ´ J2
z / sin2 θ

dθ

sin2 θ
θ = θ(ϕ) (6.211)

ˆ
Jdθ

a

J2 ´ J2
z / sin2 θ

=

ˆ
Jdr/r2

a

2m[E ´ V (r)] ´ J2/r2
r = r(θ)(6.212)

下面考虑一个特殊情况：Jz = 0，则由方程（6.211）, 得到：ϕ´ ϕ0 = 0，即

ϕ = ϕ0 = const．
由方程（6.212），得到：

ˆ
Jdθ

a

J2 ´ J2
z / sin2 θ

= θ =

ˆ
Jdr/r2

a

2m[E ´ V (r)] ´ J2/r2
(6.213)

对一般情形，可以通过积分方程（6.211）得到：θ = θ(ϕ)。首先令 Jz = J cos i，
下面的讨论中不妨设 i P (0, π/2)。

ϕ ´ ϕ0 =

ˆ cos idθ
sin2 θ

a

1 ´ cos2 i/ sin2 θ
=

ˆ cot idθ
sin2 θ

?
1 ´ cot2 i cot2 θ

= ϕ̄ ´ ϕ̄0

(6.214)

其中用到了变量代换 cot i cot θ ” sin ϕ̄, ´ cot idθ
sin2 θ

= cos ϕ̄dϕ̄．同时分母要有意义，
故 θ P [π

2
´ i, π

2
+ i]．注意，在略去 ˘ 中的负号时，我们已经暗中要求了

dϕ =
cos i

sin2 θ
a

1 ´ cos2 i/ sin2 θ
dθ ùñ

dϕ

dθ
ą 0

即 ϕ 与 θ 同增或同减，而我们希望新变量 ϕ̄ 能与 ϕ 同增或同减，这就需要
a

cos2 ϕ̄ = ´ cos ϕ̄．由此，

cot i cot θ = sin[ϕ´ (ϕ0 ´ ϕ̄0)] ñ sin i sin θ sin[ϕ´ (ϕ0 ´ ϕ̄0)] = cos i cos θ (6.215)

考虑过原点的某一平面的法向：

n = (sin i sinΩ,´ sin i cosΩ, cos i)
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而物体的位置矢量为

r = r(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

若物体的运动始终位于该平面内，则

n ¨ r = 0 ñ sin i sin θ sin(ϕ ´ Ω) = cos i cos θ

类比刚才得到的结果，有

Ω = ϕ0 ´ ϕ̄0 (6.216)

即物体的运动轨道的确被限制在了某一平面内．

再处理方程（6.212），注意到
ˆ

dθ
a

1 ´ cos2 i/ sin2 θ
=

ˆ sin θdθ
?
sin2 θ ´ cos2 i

= θ̄ (6.217)

其中 cos θ ” sin i sin θ̄, sin θdθ = ´ sin i cos θ̄dθ̄．与前面的讨论类似，我们希望 θ

与 θ̄ 同增或同减，必须有
?
sin2 i cos2 θ̄ = ´ sin i cos θ̄．

当 V = ´k/r 时，令 u ” 1/r，得

θ̄ ´ θ̄0 = ´ arccos
(

J2u/mk ´ 1
a

1 + 2mL2/mk2

)
(6.218)

ùñ r =
p

1 + e cos(θ̄ ´ θ̄0)
(6.219)

其中

p =
J2

mk
, e =

a

1 + 2mL2/mk2

6.4.5 转动黑洞时空中检验粒子的运动 *

在四维时空中，若时空坐标选为：txµu = tx0, x1, x2, x3u，对应的度规函数为

gµν，则检验粒子在该时空中等效拉格朗日量为：

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν (6.220)

其中：uµ ” ẋµ ” dxµ

dτ
，τ 为原时。

粒子的四维正则动量定义为：

pµ ”
BL

Bẋµ
= gµν ẋ

ν = gµνp
ν (6.221)

通过勒让德变换，我们得到粒子的哈密顿量 H(xµ, pµ):

H =
1

2
gµνp

µpν

=
1

2
gµνpµpν (6.222)
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其中，gµν 定义为 gµν 的逆矩阵，即：

gµλgλν = δµν (6.223)

则粒子的哈密顿–雅可比方程为：

H +
BS

Bτ
= 0 (6.224)

2
BS

Bτ
= ´gµν

BS

Bxµ
BS

Bxν
= ´gµνpµpν (6.225)

下面我们具体讨论转动黑洞时空中检验粒子的运动情况。

在 Boyer-Lindquist 坐标 txµu = tx0, x1, x2, x3u = tt, r, θ, ϕu 下，质量为 M ,
单位质量的角动量为 a 的转动黑洞的时空度规（Kerr 度规）为 (取自然单位制：
G = c = 1)：

gµν =


´(1 ´ 2Mr/ρ2) 0 0 ´2aMr sin2 θ/ρ2

0 ρ2/∆ 0 0

0 0 ρ2 0

´2aMr sin2 θ/ρ2 0 0 [(r2 + a2) + 2a2Mr sin2 θ/ρ2] sin2 θ



gµν =


´Σ2/ρ2∆ 0 0 ´2aMr/ρ2∆

0 ∆/ρ2 0 0

0 0 1/ρ2 0

´2aMr/ρ2∆ 0 0 (∆ ´ a2 sin2 θ)/ρ2∆ sin2 θ

 (6.226)

其中，∆ ” r2 ´ 2Mr + a2, ρ2 ” r2 + a2 cos2 θ, Σ2 ” (r2 + a2)2 ´ a2∆ sin2 θ。

特别要说明的是，哈密顿量 H 不显含“时间”τ , 它是个守恒量：

H =
1

2
gµνp

µpν = ´
1

2
ε, (6.227)

对于有质量粒子来说，ε = 1，对于无质量粒子，例如光子来说，ε = 0。总之，ε

可以看作我们得到的第一个运动积分，类似于经典力学中的能量 H = E。

由于 Kerr 黑洞的时空度规函数不显含坐标 t 和 ϕ，即 t 和 ϕ 是循环坐标，

因为我们立即得到两个守恒量 pt =
BL
Bt
和 pϕ =

BL
Bϕ
：

pt = ´(1 ´
2Mr

ρ2
)ṫ ´

2aMr sin2 θ

ρ2
ϕ̇ = ´E (6.228)

pϕ = ´
2aMr sin2 θ

ρ2
ṫ+ (r2 + a2 +

2a2Mr

ρ2
sin2 θ) sin2 θϕ̇ = Lz (6.229)

因此，到目前为止，我们得到了四个运动积分中的三个（ε, E, Lz）！

下面我们试图通过求解哈密顿-雅可比方程，得到检验粒子在 Kerr时空中的
第四个运动积分，也就是最后一个动量积分。在 Kerr 时空中，哈密顿-雅可比方
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程为：

2
BS

Bτ
=

Σ2

ρ2∆

(
BS

Bt

)2

+
4aMr

ρ2∆

(
BS

Bt

)(
BS

Bϕ

)
´

∆ ´ a2 sin2 θ

ρ2∆ sin2 θ

(
BS

Bϕ

)2

´
∆

ρ2

(
BS

Br

)2

´
1

ρ2

(
BS

Bθ

)2

(6.230)

可以改写为如下的形式：

2
BS

Bτ
=

1

ρ2∆

[
(r2 + a2)

BS

Bt
+ a

BS

Bϕ

]2
´

1

ρ2 sin2 θ

[
(a sin2 θ)

BS

Bt
+

BS

Bϕ

]2
´
∆

ρ2

(
BS

Br

)2

´
1

ρ2

(
BS

Bθ

)2

(6.231)

采用分离变量法求解哈密顿-雅可比方程。假设：

S(t, r, θ, ϕ) =
1

2
ετ ´ Et+ Lzϕ+ Sr(r) + Sθ(θ) (6.232)

代入哈密顿-雅可比方程，得到：

ερ2 =
1

∆

[
(r2 + a2)E ´ aLz

]2
´

1

sin2 θ

(
aE sin2 θ ´ Lz

)2
´∆

(
dSr
dr

)2

´

(
dSθ
dθ

)2

(6.233)

利用如下恒等式：

(aE sin2 θ ´ Lz)
2 sin´2 θ = (L2

z sin´2 θ ´ a2E2) cos2 θ + (Lz ´ aE)2 (6.234)

整理方程 (6.233)，得：
#

∆

(
dSr
dr

)2

´
1

∆

[
(r2 + a2)E ´ aLz

]2
+ (Lz ´ aE)2 + εr2

+

+

#(
dSθ
dθ

)2

+
(
L2
z sin´2 θ ´ a2E2

)
cos2 θ + εa2 cos2 θ

+

= 0 (6.235)

因此，我们得到第四个积分常数 Q—Cartan 常数:

∆

(
dSr
dr

)2

´
1

∆

[
(r2 + a2)E ´ aLz

]2
+ (Lz ´ aE)2 + εr2 = ´Q (6.236)(

dSθ
dθ

)2

+
(
L2
z sin´2 θ ´ a2E2

)
cos2 θ + εa2 cos2 θ = Q (6.237)

即： (
dSr
dr

)2

=
1

∆2

[
(r2 + a2)E ´ aLz

]2
´

1

∆

[
Q+ (Lz ´ aE)2 + εr2

]
”

R(r)

∆2
(6.238)(

dSθ
dθ

)2

= Q ´
(
L2
z sin´2 θ ´ a2E2 + εa2

)
cos2 θ

” Θ(θ) (6.239)
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最终母 S 函数为：

S =
1

2
ετ ´ Et+ Lzϕ+

ˆ r
a

R(r;Q)

∆
dr +

ˆ θ
a

Θ(θ;Q)dθ (6.240)

下面由母函数 S 求检验粒子在 Kerr 时空中的测地线方程 xµ(τ)。

由 BS
BQ

= C1，得： ˆ r dr
a

R(r)
=

ˆ θ dθ
a

Θ(θ)
(6.241)

由 BS
BE

= C2，得:

t =
1

2

ˆ r BR

BE

dr

∆
?
R

+

ˆ θ BΘ

BE

dθ
?
Θ

= τE + 2M

ˆ r

r
[
r2E ´ a(Lz ´ aE)

] dr

∆
?
R

(6.242)

由 BS
BLz

= C3，得:

ϕ = ´
1

2

ˆ r BR

BLz

dr

∆
?
R

´
1

2

ˆ θ BΘ

BLz

dθ
?
Θ

= a

ˆ r [
(r2 + a2)E ´ aLz

] dr

∆
?
R

+

ˆ θ

(Lz sin´2 θ ´ aE)
dθ

?
Θ

(6.243)

由 BS
Bε

= C4，得:

τ =

ˆ r

r2
dr

?
R

+ a2
ˆ θ

cos2 θ dθ?
Θ

(6.244)

方程组（6.241）-（6.244）就是检验粒子在 Kerr 时空中积分形式形式的测地线
方程。

检验粒子的四动量为 pµ = BS
Bxµ
：

pt =
BS

Bt
= ´E (6.245)

pr =
BS

Bt
=

a

R(r)

∆
(6.246)

pθ =
BS

Bθ
=

a

Θ(θ) (6.247)

pϕ =
BS

Bϕ
= Lz (6.248)

进一步整理得到广义速度满足的方程为：

ρ4ṙ2 = R (6.249)

ρ4θ̇2 = Θ (6.250)

ρ2ϕ̇ =
1

∆

[
2aMrE + (ρ2 ´ 2Mr)Lz sin´2 θ

]
(6.251)

ρ2ṫ =
1

∆
(Σ2E ´ 2aMrLz) (6.252)

以上方程组就是广泛使用的 Kerr 时空中检验粒子微分形式的测地线方程。
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6.5 进阶论题

6.5.1 相空间与刘维尔定理

我们先来看几个具体模型的相空间轨迹．

(1) 谐振子

p

q

图 6.7: 谐振子

H =
p2

2m
+

1

2
kq2 = E ùñ

p2

(
?
2mE)2

+
q2

(
a

2E/k)2
= 1 (6.253)

(2) 自由落体

q

p

q

图 6.8: 自由落体

H =
p2

2m
´ mgq = 0 (6.254)

下面我们介绍系综的概念．定义相点密度函数

ρ =
dN

dω
(6.255)

式中 dN 是单位相空间体积元中所含有的质点数目（系统数目）．刘维尔定理：

dρ

dt
= 0 (6.256)

证明：
dρ

dt
=

Bρ

Bt
+

Bρ

Bq
q̇ +

Bρ

Bp
ṗ (6.257)
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p

q

dN：系统数目

dω：相空间体积

t = t0

图 6.9: 相空间中系统的分布函数

由于粒子数（系统数）守恒：

Bρ

Bt
+∇ ¨ (ρv) = 0 (6.258)

即
Bρ

Bt
+

B

Bqα
(ρq̇α) +

B

Bpα
(ρṗα) = 0 (6.259)

ùñ
Bρ

Bt
+

Bρ

Bqα
q̇α + ρ

Bq̇α
Bqα

+
Bρ

Bpα
ṗα + ρ

Bṗα
Bpα

= 0 (6.260)

考虑到

q̇α =
BH

Bpα
, ṗα = ´

BH

Bqα

故

ùñ
dρ

dt
= 0 (6.261)

对粒子数（系统数）守恒的解释：

pα

qα

dqα

dpα

ṗα

q̇α

图 6.10: 刘维尔定理的证明

从左边流进的系统数：

(ρ
dqα
dt

)qαdpα

从右边流进的系统数：

(ρ
dqα
dt

)qα+dqαdpα

净流入：

´
B

Bqα
(ρq̇α)dqαdpα

同理，从上下净流入：

´
B

Bpα
(ρṗα)dqαdpα
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n

dA

图 6.11: 辐射强度

而 local 增加量
Bρ

Bt
dqαdpα

应等于净流入量，故
Bρ

Bt
= ´

B

Bqα
(ρq̇α) ´

B

Bpα
(ρṗα) (6.262)

此式即前述(6.259)式．
几个有关的实例：

(1) 统计物理：系综的概念．
由于

dρ

dt
=

Bρ

Bt
+ [ρ,H] = 0 (6.263)

若系统处于平衡态，即 Bρ
Bt

= 0，则

[ρ,H] = 0 (6.264)

(2) Beaming效应 我们考虑辐射场中的小面积元 dA，定义 Iν 为单位时间，单

v

图 6.12: 相对论性的 Beaming（集束）效应

位频率间隔 dν 内该面积元接收到的来自某特定方向周围单位立体角 dΩ

内的辐射能量 dE，则

Iν =
dE

dt ¨ dA ¨ dν ¨ dΩ

=
dn ¨ hν

dtdAdνdΩ

(6.265)
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而 d3x = cdtdA，p = hν
c
，d3p = p2dpdΩ = (hν

c
)2dΩd(hν

c
)，故

ρ =
dn

d3xd3p

=
dn

cdtdA ¨ (hν
c
)2dΩd(hν

c
)

=
c2

h4
(
Iν
ν3

)

(6.266)

而由 Lorentz 变换公式可证

(d3xd3p)obs1 = (d3x̃d3p̃)obs2 (6.267)

故对不同观测者来说有

ρ = const ùñ
Iν
ν3

= const (6.268)

6.5.2 Virial1定理

Virial 定理反映了系统的某种统计性质．定义

S =
ÿ

i

pi ¨ ri (6.269)

即
dS

dt
= pi ¨ ṙi + ṗi ¨ ri (6.270)

若各个 pi, ri 均有界，则

dS

dt
=

1

T

ˆ T

0

dS

dt
dt =

S(T ) ´ S(0)

T

TÑ+8, 但 S(T ) 有界
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ 0 (6.271)

故

pi ¨ ṙi = ´ṗi ¨ ri (6.272)

由于 pi = mṙi，故
ÿ

i

2Ti = ´
ÿ

i

Fi ¨ ri (6.273)

ñ T = ´
1

2

ÿ

i

Fi ¨ ri (6.274)

此式即 Virial 定理．
若各 Fi 均为保守力，则

T =
1

2

ÿ

i

∇Vi ¨ ri (6.275)

若 V = krn+1 ñ T = n+1
2
V．
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n

图 6.13: 由 Virial 定理导出理想气体状态方程.

对于引力或电磁力，n = ´2 ñ T = ´1
2
V，而对谐振子，n = 1 ñ T = V．

注意，该结论不适用于抛物轨道和双曲轨道，因为此条件下粒子的位矢无界．

下面我们讨论由 Virial定理导出理想气体状态方程．我们的研究对象为气体
分子．下面用 EK 表示总动能，T 表示温度．

EK =
3

2
NkT (6.276)

dF = ´fndS (6.277)

其中 f ” P，即器壁单位面积上受到的力．

EK = ´
1

2

ÿ

i

Fi ¨ ri =
1

2

"
S

fndS ¨ r

=
P

2

"
S

r ¨ ndS

=
P

2

˚
V

∇ ¨ rdV =
3

2
PV

(6.278)

ùñ NkT = PV (6.279)

下面讨论太阳内部温度的估算1：

T = ´
1

2

ÿ

i

Fi ¨ ri = ´
1

2
V =

3

10

GM2
d

Rd

=
3

2
NkT

(6.280)

T „
1

5

GM2
d

NkRd

„
GMdmp

kRd

„ 5 ˆ 106K (6.281)

事实上，Tcore „ 107K．

6.5.3 波尔-索末菲量子化规则

例 1 各种势阱中检验粒子运动情况分析 (1-dim)．
(1) 无限深方势阱

1Virial 在 Latin 文中为 force 之意，“fortis”=strength．
1G = 6.67ˆ10´11N ¨m2/kg2, Md « 2ˆ1030kg, Rd « 7ˆ108m, mp = 1.67ˆ10´27kg, k =

1.38 ˆ 10´23J/K．
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V (x)

x

+8

0 a

图 6.14: 一维无限深方势阱

V (x) =

$

&

%

0 0 ă x ă a

+8 x ď 0, x ě a
(6.282)

(2) 反弹球

V (x)

x

V = mgx

0

图 6.15: 反弹球的势能曲线

V (x) =

$

&

%

mgx x ą 0

+8 x ď 0
(6.283)

(3) 谐振子

V (x)

x0

图 6.16: 谐振子势

V (x) =
1

2
kx2 (6.284)

(4) 双势阱

V (x) = ´
1

2
kx2 +

1

4

kx4

a2
(6.285)

解：
(1) 无限深方势阱 (2) 反弹球
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V (x)

xA
B

$

&

%

A : (
?
2a, 0)

B : (a,´
1

4
ka2)

图 6.17: 双势阱

p

x0 a

?
2mE

´
?
2mE

图 6.18: 粒子在无限深方势阱运动的相图

p

x0 E
mg

?
2mE

´
?
2mE

图 6.19: 反弹球运动的相图

p2

2m
+mgx = E ùñ x =

E

mg
´

p2

2m2g

(3) 谐振子

p

x0
b

2E
k

?
2mE

´
?
2mE

´

b

2E
k

图 6.20: 谐振子运动的相图

p2

2m
+

1

2
kx2 = E ùñ

p2

(
?
2mE)2

+
x2

(
a

2E/k)2
= 1
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(4) 双势阱

x

p

a´a

图 6.21: 粒子在双势阱中运动的相图

H =
p2

2m
´

1

2
kx2 +

kx4

4a2
= E

平衡点：BH
Bp

= p
m

= 0, BH
Bx

= ´kx+ k x
3

a2
= 0．

ñ (´a, 0), (0, 0), (+a, 0) 为平衡点．

在 (0, 0) 点附近1：
p2

2m
+

1

2
kx2 = E (6.286)

在 (¯a, 0) 点附近2：

p2

2m
+ k(x ˘ a)2 = E +

k

a2
(6.287)

以上都是周期运动，定义作用量3

I ”
1

2π

˛
pdx (6.288)

显然，I 为相空间的面积除以 2π．

I =
1

π

ˆ x2(E)

x1(E)

a

2m[E ´ V (x)]dx (6.289)

可证：周期 τ = 2π dI
dE
．

dI

dE
=
1

π

ˆ x2(E)

x1(E)

d

dE

a

2m[E ´ V (x)]dx+
1

π

a

2m[E ´ V (x2)]
dx2
dE

´
1

π

a

2m[E ´ V (x1)]
dx1
dE

=
1

π

ˆ x2(E)

x1(E)

c

m

2[E ´ V (x)]
dx =

1

π

ˆ x2(E)

x1(E)

dx

v(x)
=
τ/2

π
=

τ

2π

(6.290)

即 τ = 2π dI
dE
．

1记：f(x) = ´ 1
2kx

2+ 1
4
kx4

a2 ，f(x)在 x = x0 处的 Talor展开式为 f(x) = f(x0)+
1
2f

2(x0)(x´

x0)
2（保留到二阶），而 f(0) = 0，f2(0) = ´k．
2同上，f(¯a) = ´ 1

4ka
2，f2(¯a) = 2k．

3回忆莫培督原理 S =
´ B
A
mvds =

´ B
A
pds．
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p

x0x1 x2

图 6.22: 作用量与轨道周期

(6.290)中用到了 E´V (x1) = E´V (x2) = 0．我们称 x1, x2 为 turning point．
(1)

I =
1

π

ˆ a

0

?
2πEdx =

a

π

?
2mE (6.291)

τ = 2π
dI

dE
= a

c

2m

E
=

2a

v
=

2a
a

2E/m
(6.292)

(2)

I =
1

π

ˆ E/mg

0

a

2m(E ´ mgx)dx =
2

3π

?
2m

mg
E3/2 (6.293)

τ = 2π
dI

dE
= 2

?
2mE

mg
(6.294)

分析：
E

mg
= h =

1

2
g(
τ

2
)2 (6.295)

(3)

I =
1

π

ˆ ?
2E/k

´
?

2E/k

c

2m(E ´
1

2
kx2)dx (6.296)

令 x =
a

2E/k sinϕ，则 dx =
a

2E/k cosϕdϕ．

I =
2E

π

c

m

k

ˆ π/2

π/2

cos2 ϕdϕ =
E

ω
ω =

c

k

m
(6.297)

τ = 2π
dI

dE
=

2π

ω
(6.298)

下面介绍 Bohr-Sommerfeld 量子化：

I =
1

2π

˛
pdx = nℏ n = 0, 1, 2 . . . (6.299)

(1)

In =
a

π

a

2mEn = nℏ (6.300)

ùñ En = n2 ℏ2π2

2ma2
(6.301)
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V (x)

x

+8+8

0

n = 1

n = 2

n = 0

图 6.23: Bohr-Sommerfeld 量子化

n = 0, E0 = 0

n = 1, E1 =
ℏ2π2

2ma2

n = 2, E2 = 4 ¨
ℏ2π2

2ma2

. . .

量子力学：En = n2 ℏ2π2

2ma2
．

(2)

In =
2

3π

?
2m

mg
E3/2
n = nℏ (6.302)

ùñ En = (
3πn

2
)2/3(

mg2ℏ2

2
)1/3 (6.303)

n Ñ +8，量子 Ñ 经典． 对应原理．

(3)

In =
En
ω

= nℏ (6.304)

ùñ En = nℏω (6.305)

量子力学：En = (n+ 1
2
)ℏω．

6.5.4 定态薛定谔方程的建立

讨论如下哈密顿系统

H =
1

2m
p2 + V (r) =

1

2m
(p2x + p2y + p2z) + V (r) = E (6.306)

若以自由粒子波函数为平面波这一点出发，有

A = A0 ¨ ei(k¨r´ωt) = A0 ¨ ei(p¨r´Et)/ℏ (6.307)

注意到

´iℏ
B

Bx
A = pxA
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有

´iℏ
B

Bx
ÐÑ px ´ iℏ

B

By
ÐÑ py ´ iℏ

B

Bz
ÐÑ pz

同样地，

p2x ÐÑ ´ℏ2
B2

Bx2
p2y ÐÑ ´ℏ2

B2

By2
p2z ÐÑ ´ℏ2

B2

Bz2

即

p2 ÐÑ ´ℏ2(
B2

Bx2
+

B2

By2
+

B2

Bz2
)

则自由粒子条件下定态薛定谔方程 Hψ = Eψ 可写为：

´
ℏ2

2m
(

B2

Bx2
+

B2

By2
+

B2

Bz2
)ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) (6.308)

下面我们考虑经典力学中相应于(6.306)式所给出的哈密顿量的 H-J 方程：

H =
1

2m
[(

BW

Bx
)2 + (

BW

By
)2 + (

BW

Bz
)2] + V (r) = E (6.309)

假设1：

W = ℏ lnψ(r) (6.310)

将上式代入 H-J 方程，有

ℏ2

2m
[(

Bψ

Bx
)2 + (

Bψ

By
)2 + (

Bψ

Bz
)2] + [V (r) ´ E]ψ2 = 0 (6.311)

再假设，量子系统中要求：

δ

ˆ 2

1

t
ℏ2

2m
[(

Bψ

Bx
)2 + (

Bψ

By
)2 + (

Bψ

Bz
)2] + [V (r) ´ E]ψ2udr = 0 (6.312)

即所谓的“稳定性条件”．我们可以得到：
ˆ 2

1

t
ℏ2

2m
(
Bψ

Bx

Bδψ

Bx
+

Bψ

By

Bδψ

By
+

Bψ

Bz

Bδψ

Bz
) + [V (r) ´ E]ψδψudxdydz = 0 (6.313)

对上式作分部积分，得：
ˆ 2

1

t´
ℏ2

2m
(

B2

Bx2
+

B2

By2
+

B2

Bz2
)ψ + [V (r) ´ E]ψuδψdxdydz = 0 (6.314)

ùñ ´
ℏ2

2m
(

B2

Bx2
+

B2

By2
+

B2

Bz2
)ψ + V (r)ψ = Eψ (6.315)

此式即为量子力学中的定态薛定谔方程．

有趣的类比：S = k lnΩ．

1W 反映经典系统的特性，ψ 反映相应的量子系统的特性，同时要让 ℏ 这个在经典-量子对
应中扮演重要角色的物理量进入动力学方程．



第七章 刚体运动

7.1 刚体运动描述

7.1.1 刚体运动自由度和运动分类

1. 刚体的自由度和运动分类

(a) 自由度刚体上不共线的 3 个质点决定刚体的运动。
3 个质点（不共线）Ñ9 个自由度
3 个质点间距离不变 Ñ3 个约束

u ñ6 个自由度

(b) 刚体运动分类 (自由度)

i. 平动自:3

ii. 定轴转动:1

iii. 平面平行运动:3(2 个平动 +1 个转动)

iv. 定点转动:6-3(定点)=3

v. 一般运动:6

2. 刚体运动的欧拉定理

(a) 惯性坐标系和本体坐标系（随动坐标系）
两者都是惯性系！本体坐标系即随动惯性坐标系，或者说是刚体瞬时

静止惯性系。

(b) 刚体运动的欧拉定理
具有固定点的刚体运动 ô 绕过该定点的某一轴线运动

A 为转动矩阵：A ¨ AT = AT ¨ A = I ñ detA = ˘1。对于不转:
A = I ñ detA = 1，因此，可以通过求解本征值方程：

A ¨ R⃗ = λR⃗ (7.1)

得到本征值：λ = 1， 本征矢：R⃗， 即刚体绕 R⃗ 转动。

145
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(c) 蔡斯尔定理：刚体运动 = 平动 + 转动

3. 无限小转动和角速度

(a) 有限转动不是矢量
A1 ¨ A2 ‰ A2 ¨ A1

(b) 无限小转动是矢量

A1 = I+ ε1,A2 = I+ ε2

A1 ¨ A2 » A2 ¨ A1 » I+ ε1 + ε2

(c) 角速度：ω⃗ = lim ∆n⃗
∆t

= dn⃗
dt

4. 刚体任一点速度和加速度

(a) 纯转动：
v⃗ = ω⃗ ˆ r⃗

a⃗ =
dv⃗

dt
=
dω⃗

dt
ˆ r⃗ + ω⃗ ˆ (ω⃗ ˆ r⃗)

(b) 一般运动情形：我们考察刚体上 p 点的运动。若选 c 为参考点，则：

v⃗p = v⃗c + ω⃗ ˆ (r⃗p ´ r⃗c)

r⃗cp = r⃗

a⃗p = a⃗c +
dω⃗

dt
ˆ r⃗ + ω⃗ ˆ (ω⃗ ˆ r⃗pc)

需要强调的是， ω⃗ 对所有点一致！证明如下：

如果我们选另一点 c1 为参考点，则：

v⃗p = v⃗c1 + ω⃗1 ˆ r⃗1

r⃗1 = r⃗p ´ r⃗c1

选 c 点为参考点，得到 c1 点的速度：

v⃗c1 = v⃗c + ω⃗ ˆ (r⃗ ´ r⃗1)

r⃗ ´ r⃗1 = r⃗c1 ´ r⃗c

ñ v⃗p ´ v⃗c1 = ω⃗ ˆ r⃗1

(ω⃗ ´ ω⃗1) ˆ r⃗1 = 0

ñ ω⃗ = ω⃗1
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(c) 转动瞬轴：
v⃗c = v⃗c1 + ω⃗ ˆ (r⃗1 ´ r⃗) = 0

其中 c1 为固定点，总可以选择 c 点，使得 v⃗c = 0 选 c 为参

考基点：转动瞬心

v⃗ = ω⃗ ˆ r⃗

r⃗ + lω⃗
ω
构成转动瞬轴，其中 l 任意

7.2 欧拉刚体运动学方程

7.2.1 欧拉角

图 7.1: 欧拉角 φ, θ, ψ，分别为进动角、章动角和自转角，确定了刚体的三个惯

量主轴相对实验室系的方位（或转动）。

X⃗ = AX⃗ 1 (7.2)

X⃗——随动坐标系（本体坐标系）

X⃗ 1——实验室系

A——待求的转动矩阵：AAT = ATA = I，独立的变量数仅为 3。

1. 选绕 z1 轴转动（逆时针）φ 角，得

Aφ =


cosφ sinφ 0

´ sinφ cosφ 0

0 0 1


2. 再选 x2 轴，逆时针旋转 θ 角

Aθ =


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 ´ sin θ cos θ


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3. 再选 z3 轴，逆时针旋转 ψ 角

Aψ =


cosψ sinψ 0

´ sinψ cosψ 0

0 0 1


综上，我们得到：x1 Ñ x: x = Ax1

A = AψAθAφ =


cosφ cosψ ´ cos θ sinφ sinψ sinφ cosψ + cos θ cosφ sinψ sin θ sinψ

´ cosφ sinψ ´ cos θ sinφ cosψ ´ sinφ sinψ + cos θ cosφ cosψ sin θ cosψ

sin θ sinφ ´ sin θ cosφ cos θ


x1 = A´1x = ATx

进动角: φ, 0 ď φ ă 2π

章动角: θ, 0 ď θ ă π

自转角: ψ, 0 ď ψ ă 2π

7.2.2 刚体运动学方程

图 7.2: 刚体转动角速度。用三个欧拉角随时间的变化率（φ̇, θ̇, ψ̇）表示。

我们用三个欧拉角随时间的变化来刻画刚体的运动。如图 (7.2)，将刚体转
动角速度投影到随动坐标系中，得到：

ω⃗φ = (sin θ sinψ, sin θ cosψ, cos θ)φ̇ (7.3)

ω⃗θ = (cosψ,´ sinψ, 0)θ̇ (7.4)

ω⃗ψ = (0, 0, 1)ψ̇ (7.5)

因此，在随动坐标系中，

ω⃗ = ω⃗φ+ ω⃗θ+ ω⃗ψ = (φ̇ sin θ sinψ+ θ̇ cosψ, φ̇ sin θ cosψ´ θ̇ sinψ, φ̇ cos θ+ ψ̇) (7.6)
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在实验室系中,

ω⃗1 = (ψ̇ sin θ sinφ+ θ̇ cosφ,´ψ̇ sin θ cosφ+ θ̇ sinφ, ψ̇ cos θ + φ̇) (7.7)

欧拉刚体运动学方程就是关于三个欧拉角 φ(t), θ(t), ψ(t) 如果随时间变化的

方程。

实验室系 ñ 本体坐标系（逆时针：φ, θ, ψ）

本体坐标系 ñ 惯性坐标系（顺时针：ψ, θ, φ）

即我们可以从方程（7.6）通过如下变换得到方程（7.7）：

φ Ñ ´ψ

θ Ñ ´θ

ψ Ñ ´φ

ω⃗ Ñ ´ω⃗1

7.3 转动惯量张量和惯量主轴

7.3.1 转动惯量张量——刚体动能

下面我们通过刚体的动能来引入转动惯量张量的定义。对于某个作纯转动

的刚体，假设其在绕某点作定点转动，瞬时角速度为 ω⃗，那么其瞬时转动动能 T

是确定的，且 T 是个标量，不依赖于坐标系的选择。显然，由于动能是速度的

二次函数，因此不难理解刚体的动能 T 是 ω⃗ 的二次函数：

I : (ω⃗, ω⃗) Ñ T =
1

2
I(ω⃗, ω⃗) (7.8)

其中 I 就是刚体的转动惯量张量，它必须是一个二阶张量，因为它将两个角速

度映射到一个标量 — 能量。
下面具体推导转动惯量 I 的表达式。

假设刚体由 N 点组成： mα, rα, α = 1, 2, 3 . . . , N

我们选某点 C 为参考点，在实验室系中，该点的速度为 V⃗，刚体绕该点的

角速度为 ω⃗，则刚体上质点的总速度分别为：

V⃗α = V⃗ + ω⃗ ˆ r⃗α (7.9)

则系统的总动能为：

T =
1

2
Σαmα(V⃗ + ω⃗ ˆ r⃗α)

2

=
1

2
ΣαmαV

2 + ΣαmαV⃗ ¨ (ω⃗ ˆ r⃗α) +
1

2
Σαmα(ω⃗ ˆ r⃗α)

2
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如果 V⃗ = 0，则为定点转动。

如果我们选取刚体的质心为参考点，且取质心 R⃗ 为坐标系的原点，则：R⃗ =

0)，因此得到刚体动能表达式中的第二项为：

ΣαmαV⃗ ¨ (ω⃗ ˆ r⃗α) = V⃗ ¨ Σαmα(ω⃗ ˆ r⃗α)

= MV⃗ ¨ (ω⃗ ˆ R⃗)

= 0

其中 M 为刚体的总质量：M =
ř

αmα。

因此刚体的动能可以分解为两项：质心的平动动能以及刚体绕质心的转动

动能。

T = Tt + Tr (7.10)

Tt =
1

2
Σαmαv⃗

2 =
1

2
MV⃗ 2 (7.11)

Tr =
1

2
Σαmα(ω⃗ ˆ r⃗α)

2 (7.12)

下面我们由 Tr 的表达式引入刚体绕质心（也可以为任何其它点）的转动惯

量张量的表达式。

利用：

(A⃗ ˆ B⃗)2 = A2B2 ´ (A⃗ ¨ B⃗)2 (7.13)

得到：

Tr =
1

2
Σαmα[ω

2r2α ´ (ω⃗ ¨ r⃗α)
2]

=
1

2
Σαmα[Σiω

2
i ¨ Σkr

2
α,k ´ Σiωi ¨ rα,iΣjωjrα,j]

=
1

2
Σi,jωiωjΣαmα(δi,jΣkr

2
α,k ´ rα,irα,j)

引入转动惯量张量 I 的定义如下：

Iij ” Σαmα(δijΣkr
2
α,k ´ rα,irα,j) (7.14)

则：

Tr =
1

2
Σi,jIijωiωj (7.15)

容易将上面的推导推广到连续刚体情形：

Iij =

˚
ρ(r)(δijr

2 ´ rirj)dV (7.16)

从转动惯量的定义可以看出，转动惯量是刚体密度分布的四极矩。

讨论：

I11 = Ixx =

˚
ρ(r)(y2 + z2)dV (7.17)

此即刚体绕 x 轴的转动惯量。
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7.3.2 转动惯量张量的性质

1. 对称性 Iij = Iji
Σαmα(y

2
α + z2α) ´Σαmαxαyα ´Σαmαzαxα

´Σαmαxαyα Σαmα(z
2
α + x2α) ´Σαmαyαzα

´Σαmαzαxα ´Σαmαyαzα Σαmα(x
2
α + y2α)


交叉项：惯量积, 独立分量：6 个。

2. 广延性: I = IA + IB。

3. 一般形式的平行轴定理

ICij = IQij ´ M(δijΣka
2
k ´ aiaj)

证明：

R⃗α = r⃗α + a⃗

IQij = Σαmα(δijΣkR
2
α,k ´ Rα,iRα,j)

= Σαmα[δijΣk(rα,k + ak)
2 ´ (rα,i + ai)(rα,j + aj)]

= Σαmα[(δijΣkr
2
α,k ´ rα,irα,j) + (δijΣka

2
k ´ aiaj) + (δijΣk2rα,kak ´ airα,j ´ rα,iaj)]

由于 Σαmαrα,k = 0(质心系)，含有 rα 的一次项为零

即：

IQij = ICij +M(δijΣka
2
k ´ aiaj)

= ICij +M(δija
2 ´ aiaj) (7.18)

或者：

ICij = IQij ´ M(δija
2 ´ aiaj) (7.19)

特例：平行轴定理：

IC11 = IQ11 ´ M(a22 + a23) (7.20)

下面讨论转动惯量的分量在坐标变换下的行为：

Tr =
1

2
ω⃗T ¨ I ¨ ω⃗

坐标变换：

x Ñ x1 = ^x
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矢量 (列矢量) 变换：
ω⃗ Ñ ω⃗1 = ^ω⃗

对偶矢量（行矢量）变换：

ω⃗T Ñ ω⃗1T = ω⃗T^T

显然，刚体的动能为标量，在不同的坐标系中的值是一样的：

Tr =
1

2
ωT ¨ I ¨ ω =

1

2
ω1T I1 ¨ ω1

因此，我们得到：

I1 = ^I^T

写成分量形式：

xi
1

= ^i1

. jx
j

ωi
1

= ^i1

. jω
j

I i
1

. j1 = ^i1

. i ^
. j
j1 T

i
.j

^
. j
j1 = (^´1). jj1 = (^T ).i jj1

回到矩阵形式：

I i
1

.j1 = ^i1

.iI
i
.j ^

j
.j1

= ^i1

.iI
i
.j(^

T )j.j1

即

I1 = ^ ¨ I ¨ ^T

例 1： m,R 均质球，取参考点为球心 O，试求匀质球相对球心的转动惯量。

解:

I33 =

ˆ R

0

ˆ π

0

ˆ 2π

0

ρ(r2 ´ z2)dφ sin θdθr2dr

= 2π

ˆ R

0

ˆ π

0

ρr4 sin3 θdθdr

= 2πρ
1

5
R54

3
´ ´ ´ ´

ˆ π

0

sin3 θdθ =
4

3

=
2

5
mR2 ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´m =

4

3
πR3ρ

对称性：I11 = I22 = I33

I12 = ´

ˆ R

0

ˆ π

0

ˆ 2π

o

ρxydφ sin θdθr2dr

= ´

ˆ R

0

ˆ π

0

ˆ 2π

o

ρ sinφ cosφdφ sin2 θdθr4dr

= 0 (7.21)
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最终得到刚体的转动惯量张量为：

I =


2

5
mR2

2

5
mR2

2

5
mR2

 (7.22)

例 2： 均质正方体，质量和边长分别为 m, a，取参考点为其一个顶点 A，试求

匀质正方体相对其顶点 A 的转动惯量。

I11 =

ˆ a

0

ˆ a

0

ˆ a

0

ρ(y2 + z2)dxdydz

=
2

3
ρa5

=
2

3
ma2

I12 = ´

ˆ a

0

ˆ a

0

ˆ a

0

ρxydxdydz

= ´
1

4
ρa5

= ´
1

4
ma2

由对称性，得到：

I =


2

3
ma2 ´

1

4
ma2 ´

1

4
ma2

´
1

4
ma2

2

3
ma2 ´

1

4
ma2

´
1

4
ma2 ´

1

4
ma2

2

3
ma2


例 3： 上题中，参考点选为正方体的质心，试求匀质正方体相对其质心 C

的转动惯量。

利用平行轴定理：a⃗ = (a
2
, a
2
, a
2
)

ICij = IAij ´ m(δij
3a2

4
´
a2

4
)

=

$

’

’

&

’

’

%

Iij ´
ma2

2
, i = j

Iij +
ma2

4
, i ‰ j

最终得到正方体相对其质心的转动惯量为：

I =


1

6
ma2

1

6
ma2

1

6
ma2

 (7.23)
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图 7.3: 转动惯量张量在不同坐标系中的分量。

例 4：如图，参考点选为正方体的顶点 A, 但是，我们选取正方体的对角线
为新的坐标系的 z 轴，试求正方体的转动惯量在该坐标系中的各分量。

通过坐标变换由例 2 的结果得到我们想要的结果。

1）先绕 z 轴逆时针转 45o:


1

?
2

1
?
2

0

´
1

?
2

1
?
2

0

0 0 1



2）再绕 y2 轴逆时针转 θ 角，其中 cos θ = 1?
3
, sin θ = 2?

6
：


1

?
3

0 ´
2

?
6

0 1 0

2
?
6

0
1

?
3


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txu Ñ tx1u:

x⃗1 =


1

?
3

0 ´
2

?
6

0 1 0

2
?
6

0
1

?
3




1

?
3

0 ´
2

?
6

0 1 0

2
?
6

0
1

?
3

 x⃗

=



1
?
6

1
?
6

´
2

?
6

´
1

?
2

1
?
2

0

1
?
3

1
?
3

1
?
3

x
” ^ ¨ x⃗

ñ x⃗1 = ^ ¨ ω⃗

书上： ω = Tω1 T = ^T

I1 = ^I^T

分量形式：

I 1i
.j =

Bx1i

Bxk
¨

Bxl

Bx1j
Ik.l

= ^i
.k(^

T )l.jI
k
.l

= ^i
.kI

k
.l(^

T )l.j

最终得到：

I1 =



1
?
6

1
?
6

´
2

?
6

´
1

?
2

1
?
2

0

1
?
3

1
?
3

1
?
3




2

3
ma2 ´

1

4
ma2 ´

1

4
ma2

´
1

4
ma2

2

3
ma2 ´

1

4
ma2

´
1

4
ma2 ´

1

4
ma2

2

3
ma2





1
?
6

´
1

?
2

1
?
3

1
?
6

1
?
2

1
?
3

´
2

?
6

0
1

?
3



=


11

12
ma2 0 0

0
11

12
ma2 0

0 0
1

6
ma2


7.3.3 刚体角动量与转动惯量张量

我们也可以通过刚体的总角动量来引入转动惯量张量的定义。对于某个作

纯转动的刚体，假设其在绕某点作定点转动，瞬时角速度为 ω⃗，那么其瞬时转动
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角动量 L⃗ 是确定的，且 L⃗ 是个矢量，不依赖于坐标系的选择。显然，由于角动

量是速度的一次函数：

L⃗ : ω⃗ Ñ L⃗ = I(ω⃗) (7.24)

其中 I 就是刚体的转动惯量张量，它必须是一个二阶张量，因为它将一个矢量

（角速度）映射到另一个矢量（角动量）。下面可以得到与通过动能引入的转动惯

量张量一致的定义。

相对于随动坐标系的某点参考点 O，刚体的角动量为：

L⃗ = Σαr⃗α ˆ p⃗α, p⃗α = mαω⃗ ˆ r⃗α (7.25)

因此：

L⃗ = Σαmαr⃗α ˆ (ω⃗ ˆ r⃗α)

= Σαmα[r
2
αω⃗ ´ r⃗α(r⃗α ¨ ω⃗)]

= Σαmα(
áá

δ r2α ´ r⃗αr⃗α) ¨ ω⃗

= I ¨ ω⃗ (7.26)

其中转动惯量 I 的与之前的定义相一致：

I = Σαmα(
áá

δ r2α ´ r⃗αr⃗α) (7.27)
áá

δ 为单位张量（矩阵）。

小结一下：

Li = Iijωj , L⃗ = I ¨ ω⃗

Tr =
1

2
Iijωiωj , Tr =

1

2
ω⃗ ¨ I ¨ ω⃗

7.3.4 惯量主轴

1. 惯量主轴的定义

I =


I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33

 = [Iij]

I 的对角化：

TT IT = D =


I1 o 0

0 I2 0

0 0 I3


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T 为基的变换矩阵。可以通过求本征值和本征矢量的方法得到 T（可以参
考《线性代数》内容）。

I ¨ x⃗ = λx⃗, (I ´ λ) ¨ x⃗ = 0. (7.28)

本征值方程为：

det(I ´ λ) =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I11 ´ λ I12 I13

I21 I22 ´ λ I23

I31 I32 I33 ´ λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= 0

如果求得的本征值分别为：λ = I1, I2, I3，以及对应的本征矢量分别为列矢

量 x⃗i(i = 1, 2, 3)，则：

T = tx⃗1, x⃗2, x⃗3u (7.29)

这里三个列矢量方向就是转动惯量 I 的惯量主轴，对应的三个本征值就是
绕惯量主轴的转动惯量，称之为主转动惯量。说明如下：

令：êi = x⃗i/|x⃗i| 为单位向量，显然，绕 êi 的转动惯量为：

I(êi, êi) = êi ¨ I ¨ êi = Ii (7.30)

中心惯量主轴：质心为坐标原点的惯量主轴

2. 惯量主轴和主转动惯量的性质

(a) 三个惯量主轴彼此垂直。
这是由于 I 为是对称矩阵（张量）。证明：

i. λ 不存在重根，则三个本征矢 x⃗i (i = 1, 2, 3) 彼此正交。

ii. λ 有二重根时，例如 I1 = I2，则可以在与 x⃗3 垂直的平面内，人

为选定 x⃗1Kx⃗2。

iii. λ 有三重根时，人为选定 x⃗1Kx⃗2Kx⃗3。

在中心惯量主轴延长线上取平行坐标系，则新的坐标系仍是惯量

主轴

(b) 经过参考点的对称轴即惯量主轴。刚体的对称轴，旋转对称轴都一定
是惯量主轴。刚体对称面的法线一定是惯量主轴。

(c) 主转动惯量中任一个都不大于其余二者之和。
证明:

I1 + I2 ´ I3 =

˚
ρ(r⃗)(y2 + z2)dV +

˚
ρ(r⃗)(z2 + x2)dV ´

˚
ρ(r⃗)2z2dV

=

˚
ρ(r⃗)2z2dV ě 0

当 z = 0 时取等号。推论：对于 xOy 平面内的二维刚体：I3 = I1 + I2
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3. 惯量主轴的选取

例 1： 边长为 a 的正四面体，主轴惯量 I1, I2, I3 =?

CM = (0, 0,
1

?
6
)a, A = (´

?
3

6
,´

1

2
,´

1
?
6
)a

C = (´

?
3

6
,
1

2
,
1

?
6
)a, B = (

?
3

3
, 0,´

1
?
6
)a

I11 =
3

2
ma2 I12 = 0

I22 =
3

2
ma2 I23 = 0

I33 = ma2 I31 = 0

例 2： 对称性 x, y, z 为惯量主轴

I1 = 2

ˆ a?
2

0

dx

ˆ a?
2

´x

x´ a?
2

dy

ˆ a
2

´a
2

dz ¨ ρ(y2 + z2)

=
1

6
ma2

I3 = 2

ˆ a?
2

0

dx

ˆ a?
2

´x

x´ a?
2

dy

ˆ a
2

´a
2

dz ¨ ρ(x2 + y2)

=
1

6
ma2

对称性：I1 = I2

7.3.5 惯量椭球

1. 刚体绕任意轴的转动惯量

假设转轴 O⃗X 的方向余弦为：n⃗ ” (α, β, γ) 则绕转轴 O⃗X 的转动惯量

I ” I(n⃗, n⃗) 为：

I = n⃗ ¨ I ¨ n⃗ = α2I11 + β2I22 + γ2I33 + 2αβI12 + 2βγI23 + 2γαI31 (7.31)

若取惯量主轴，则显然有：

I = α2I11 + β2I22 + γ2I33 (7.32)

2. 惯量椭球
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假设刚体绕转轴 O⃗Q 的转动惯量为 I，则取线段 OQ 的长度为：

|OQ| =
1

?
I

(7.33)

则 Q 点坐标为：

x =
α

?
I
, y =

β
?
I
, z =

γ
?
I

(7.34)

α =
?
Ix, β =

?
Iy, γ =

?
Iz (7.35)

将上式代入方程（7.31），得到：

I11x
2 + I22y

2 + I33z
2 + 2I12xy + 2I23yz + 2I31zx = 1 (7.36)

这是一个椭球方程, 中心为参考点 O——惯量椭球

惯量椭球物理含义：

1）I = 1
(OQ)2

2）L⃗（角动量）方向为 Q 点法线方向

假设刚体绕转轴 O⃗Q 转动，则：

ωx
x

=
ωy
y

=
ωz
z

= C (7.37)

由 L⃗ = I ¨ ω⃗，得到：

Lx = I11ωx + I12ωy + I13ωz = C(I11x+ I12y + I13z) (7.38)

Ly = I21ωx + I22ωy + I23ωz = C(I21x+ I22y + I23z) (7.39)

Lz = I31ωx + I32ωy + I33ωz = C(I31x+ I32y + I33z) (7.40)

另一方面，惯量椭球的方程为：

F = I11x
2 + I22y

2 + I33z
2 + 2I12xy + 2I23yz + 2I31zx ´ 1 = 0 (7.41)

Q 点法向为：

n⃗ = (
BF

Bx
,

BF

By
,

BF

Bz
) (7.42)

BF

Bx
= 2I11x+ 2I12y + 2I13z (7.43)

BF

By
= 2I21x+ 2I22y + 2I23z (7.44)

BF

Bz
= 2I31x+ 2I32y + 2I33z (7.45)

不难看出，Q 点法向与刚体的角动量平行：

Lx
BxF

=
Ly

ByF
=

Lz
BzF

(7.46)
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图 7.4: 惯量椭球。

取主轴：

I11x
2 + I22y

2 + I33z
2 = 1 (7.47)

x2(
1
I11

) +
y2(
1
I22

) +
z2(
1
I33

) = 1 (7.48)

推论：沿 z 轴转动 θ 角（θ ‰ 1800），惯量椭球对称，则：惯量椭球为旋转

椭球，且 z 轴为惯量主轴。

7.4 欧拉动力学方程和应用

7.4.1 欧拉动力学方程的建立

J⃗ = I1ωxe⃗x + I2ωye⃗y + I3ωz e⃗z (7.49)

Tr =
1

2
(I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z) (7.50)

L(φ, θ, ψ, φ̇, θ̇, ψ̇) =
1

2
(I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z) ´ V (φ, θ, ψ) (7.51)

先讨论 ψ 方向的动力学方程。ψ 为自转角，指向为 z 轴方向，对应的广义力为

z 方向的力矩：

Nz ” ´
BV

Bψ
(7.52)

代入欧拉-拉格朗日方程，得到：

d

dt

BT

Bψ̇
´

BT

Bψ
= Nz

d

dt

BT

Bωi

Bωi

Bψ̇
´

BT

Bωi

Bωi
Bψ

= Nz (7.53)
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$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Bωx
Bψ

= φ̇ sin θ cosψ ´ θ̇ sinψ = ωy

Bωy
Bψ

= ´φ̇ sin θ sinψ ´ θ̇ cosψ = ´ωx

Bωz
Bψ

= 0

(7.54)

Bωx

Bψ̇
= 0,

Bωy

Bψ̇
= 0,

Bωz

Bψ̇
= 1 (7.55)

从而最终得到 ψ 方向，即 z 方向的动力学方程：

I3ω̇z ´ (I1 ´ I2)ωxωy = Nz (7.56)

由于方程的对称性，同理可得：

I1ω̇x ´ (I2 ´ I3)ωyωz = Nx (7.57)

I2ω̇y ´ (I3 ´ I1)ωzωx = Ny (7.58)

上三式构成了描述刚体运动的动力学方程组：刚体欧拉动力学方程组。

另一种推导：

de⃗x
dt

= ω⃗ ˆ e⃗x = ωz e⃗y ´ ωye⃗z (7.59)
de⃗y
dt

= ω⃗ ˆ e⃗y = ωxe⃗z ´ ωz e⃗x (7.60)
de⃗z
dt

= ω⃗ ˆ e⃗z = ωye⃗x ´ ωxe⃗y (7.61)

dL⃗

dt
= N⃗ (7.62)

N⃗ =
dL⃗

dt
= I1ω̇xe⃗x + I1ωx(ωz e⃗y ´ ωye⃗z)

+ I2ω̇ye⃗y + I2ωy(ωxe⃗z ´ ωz e⃗x)

+ I3ω̇z e⃗z + Izωz(ωye⃗x ´ ωxe⃗y) (7.63)

整理得：

dLx
dt

= I1ω̇x ´ (I2 ´ I3)]ωyωz = Nx (7.64)
dLy
dt

= I2ω̇x ´ (I3 ´ I1)]ωzωx = Ny (7.65)
dLz
dt

= I3ω̇x ´ (I1 ´ I2)]ωxωy = Nz (7.66)



162 第七章 刚体运动

7.4.2 自由刚体——欧拉陀螺的一般解

Nx = Ny = Nz = 0 (7.67)

运动积分？

L =
1

2
(I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3) (7.68)

进动角 φ 为循环坐标：

pφ =
BL

Bφ̇
=

BL

Bωi

Bωi
Bφ̇

= I1ωx sin θ sinψ + I2ωy sin θ cosψ + I3ωz cos θ

= L⃗ ¨ e⃗1
z

= Lz1

根据方程的对称性，同理可得：

Lx1 = const, Ly1 = const (7.69)

即总角动量守恒：L⃗ = const = L⃗0。

由于刚体转动的总能量和角动量守恒，我们得到：

L2 = I21ω
2
1 + I22ω

2
2 + I23ω

2
3 = L2

0 (7.70)

E0 =
1

2
(I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3) (7.71)

其实我们也可以直接从刚体的欧拉方程直接得到上两式:
ÿ

i

Iiω̇i ¨ 2Iiωi =
d

dt

(
I21ω

2
1 + I22ω

2
2 + I23ω

2
3

)
=
dL2

dt
= 0 (7.72)

ÿ

i

Iiω̇i ¨ ωi =
1

2

d

dt

(
I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

)
=
dE

dt
= 0 (7.73)

进一步求解自由刚体的运动：绕质心做定点转动，自由度为 3。
由能量和角动量守恒求解，得：

ωx = ˘

d

J2
0 ´ 2E0I2 ´ I3(I3 ´ I2)ω2

z

I1(I1 ´ I2)
” f1(ωz) (7.74)

ωy = ˘

d

J2
0 ´ 2E0I1 ´ I3(I3 ´ I1)ω2

z

I2(I2 ´ I1)
” f2(ωz) (7.75)

代入动力学方程：

I3ω̇z ´ (I1 ´ I2)ωxωy = 0

I3ω̇z ´ (I1 ´ I2)f1(ωz)f2(ωz) = 0 (7.76)
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图 7.5: 潘索几何法。

理论上可以求解上式，得到：

ωz = ωz(t) (7.77)

然后进一步由 ωx(t), ωy(t), ωz(t) 求解，得到三个欧拉角随时间的演化，即得到刚

体的运动规律：φ(t), θ(t), ψ(t)。当然，实际求解的时候并不容易，这是由于欧拉

方程是关于三个欧拉角的非线性方程！

潘索几何法：
O⃗Q =

ω⃗

C
, |OA| = R

R = O⃗Q ¨
L⃗

L
=
ω⃗

C
¨
L⃗

L
=

2T

CL
= const (7.78)

Q 点瞬时角速度为零，因此，刚体的运动为惯量椭球在切平面内的纯滚动。

转动的稳定性分析 选惯量主轴为随动坐标系的坐标轴。不失一般性，令：

I3 ą I2 ą I1 (7.79)

首先考虑绕 x 轴的转动。ω⃗ = ωxe⃗x，施加一个扰动：ω⃗ = ωxe⃗x + λe⃗y + µe⃗z。

其中 λ, µ 为小量。代入欧拉方程：
$

’

’

&

’

’

%

I1ω̇x ´ (I2 ´ I3)λµ = 0

I2λ̇ ´ (I3 ´ I1)µωx = 0

I3µ̇ ´ (I1 ´ I2)ωxλ = 0

(7.80)

得：
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ω̇x » 0

λ̇ =
I3 ´ I1
I2

ωxµ

µ̇ = ´
I2 ´ I1
I3

ωxλ

(7.81)

进一步得到：

λ̈+
(I3 ´ I1)(I2 ´ I1)

I2I3
ω2
xλ = λ̈+ Ω2

1λ = 0 (7.82)
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其中：

Ω2
1 ” ω2

x

(I3 ´ I1)(I2 ´ I1)

I2I3
(7.83)

显然，当 Ω2
1 ą 0 时，转动稳定；当 Ω2

1 ď 0 时，转动不稳定。

同理：刚体绕 y 轴和 z 轴转动时，分别引入：

Ω2
2 ” ω2

y

(I1 ´ I2)(I3 ´ I2)

I1I3
(7.84)

Ω2
3 ” ω2

z

(I3 ´ I1)(I3 ´ I2)

I1I2
(7.85)

当 Ω2
2,3 ą 0 时，转动稳定；当 Ω2

2,3 ď 0 时，转动不稳定。

7.4.3 对称欧拉陀螺

I1 = I2 ‰ I3 (7.86)
$

’

’

&

’

’

%

I1ω̇x ´ (I1 ´ I3)ωyωz = 0

I1ω̇x ´ (I3 ´ I1)ωzωx = 0

I3ω̇z = 0

ωz = const = ωz0 (7.87)
$

’

’

&

’

’

%

ω̇x = ´(
I3 ´ I1
I1

ωz0)ωy

ω̇y = (
I3 ´ I1
I1

ωz0)ωx

若令 I3 ą I1, 定义：Ω ” I3´I1
I1

ωz0
$

&

%

ω̇x + Ωωy = 0

ω̇y ´ Ωωx = 0

ñ

$

&

%

ωx = A cos(Ωt+ ϕ0)

ωy = A sin(Ωt+ ϕ0)

积分常数 A, ϕ0 由初始条件给出！

ω = |ω⃗| =
b

ω2
x + ω2

yω
2
z =

b

A2 + ω2
z0 = const

欧拉角的求解：
选 L⃗ 为 z1 轴，则：

$

’

’

&

’

’

%

Lx = L ¨ sin θ sinψ = I1ωx = I1A cos(Ωt+ ϕ0)

Ly = L ¨ sin θ cosψ = I1ωy = I1A sin(Ωt+ ϕ0)

Lz = L ¨ cos θ = I3ωz0

(7.88)
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图 7.6: 本体坐标系中瞬时转轴的转动。

由上式第三式得到：

cos θ = I3ωz0
L

= const = cos θ0 (7.89)

进一步得到：
$

&

%

J sin θ0 sinψ = I1A cos(Ωt+ ϕ0)

J sin θ0 cosψ = I1A sin(Ωt+ ϕ0)
(7.90)

由上两式得到：

J sin θ0 = I1A, ψ =
π

2
´ (Ωt+ ϕ0) (7.91)

带入 ωz：

ωz = φ̇ cos θ + ψ̇ = φ̇ cos θ0 ´ Ω = ωz0 (7.92)

φ̇ = (ωz0 + Ω) sec θ0 (7.93)

φ(t) = (ωz0 + Ω) sec θ0 ¨ t+ φ0 (7.94)

下面讨论解的物理图像：本体圆锥和空间圆锥

图 7.7: 本体圆锥和实验室圆锥。左图：I3 ą I1 ô Ω ą 0；右图：I3 ă I1 ô Ω ă 0。

I3 ą I1 ô Ω ą 0, I3 ă I1 ô Ω ă 0 (7.95)
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在实验室系中：
$

’

’

&

’

’

%

ω1
x = ψ̇ sin θ sinφ+ θ̇ cosφ = ´Ω sin θ0 sin[(ωz0 + Ω) sec θ0t+ ϕ0]

ω1
y = ´ψ̇ sin θ cosφ+ θ̇ sinφ = Ω sin θ0 cos[(ωz0 + Ω) sec θ0t+ ϕ0]

ω1
z = ´ψ̇ cos θ + φ̇ = ´Ω cos θ0 + (ωz0 + Ω) sec θ0

Ω ”
I3 ´ I1
I1

ωz0 ñ ωz0 + Ω =
I3
I

ą 0

因此，ω 总是右手绕 z1 轴进动。

$

’

&

’

%

ω1
x = Ω sin θ0 cos

[π
2
+ (ωz0 + Ω) sec θt+ φ0

]
ω1
y = Ω sin θ0 sin

[π
2
+ (ωz0 + Ω) sec θt+ φ0

] (7.96)

7.4.4 地球纬度变迁角

对于地球有：Ix = Iy ă Iz。

Ω ”
I3 ´ I1
I1

ωz0 »
ωz
300

(7.97)

显然，地球的自转周期为一天：T » 2π
ωz0

= 1 day。因此，进动周期为：

TΩ =
2π

Ω
=

2π

ωz
¨ 300 = 300day (7.98)

实际周期为 420。误差：1）地球非严格均质扁椭球体；2) 地球并非严格刚体。

7.4.5 转动的稳定性 (I1 = I2)

类似前面的讨论，先假设刚体绕 x 轴转动：

ωx » const. (7.99)

λ̇ =
I3 ´ I1
I2

ωxµ, λ(t) = C +Dt (7.100)

µ̇ = ´
I2 ´ I1
I3

ωxλ = 0, µ(t) = cosnt (7.101)

绕 x 轴不稳定。同理，绕 y 轴的转动也不稳定。

绕 z 轴稳定：

Ω2
3 = ω2

x

(I3 ´ I1)
2

I21
ą 0

非理想刚体——内能损耗

I21 (ω
2
1 + ω2

2) + I23ω
2
3 = L2

0 (7.102)

I1(ω
2
1 + ω2

2) + I3ω
2
3 = 2E0 (7.103)
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将方程（7.102）减去方程（7.103）乘以 I1，得到：

I3(I3 ´ I1)ω
2
z = L2

0 ´ 2I1E0 (7.104)

利用：L3 = I3ωz = L0 cos θ，得到：

2I3E0

L2
0

=

(
I3
I1

´ 1

)
sin2 θ + 1 (7.105)

对人造卫星来说，初始时 θ „ 0。从上式可以看出，如果 I3 ą I1，则能量损耗

（E0 下降，一般 L0 不变）将导致 θ 减小，陀螺稳定；反之，如果 I3 ă I1，陀螺

将不稳定。

7.4.6 拉格朗日陀螺

拉格朗日陀螺：重力场中定点转动的对称陀螺。

图 7.8: 拉格朗日陀螺: 重力场中定点转动的对称陀螺。

1. 一般运动方程。

定点为 O, 质心为 CM , 定点到质心的距离为 l。

V = mgl cos θ (7.106)

T =
I1
2
(ω2

1 + ω2
2) +

I3
2
ω2
3

=
I1
2
(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ) +

I3
2
(ψ̇ + φ̇ cos θ)2

L =
I1
2
(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ) +

I3
2
(ψ̇ + φ̇ cos θ)2 ´ mgl cos θ (7.107)
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φ, ψ 为循环坐标，因此：
$

&

%

Pφ = (I1 sin2 θ + I3 cos2 θ)φ̇+ I3 cos θψ̇ = const = Lz1

Pψ = I3(ψ̇ + cos θφ̇) = const = Lz = I3ωz
(7.108)

ω3 = const (7.109)

能量守恒：

E =
I1
2
(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ) +

I2z
2I3

+mgl cos θ = const (7.110)

三个运动积分都已经找到：Pφ, Pψ, E)。由 Pφ, Pϕ 得到：
$

’

’

&

’

’

%

φ̇ =
Jz1 ´ Jz cos θ
I1 sin2 θ

ψ̇ =
Jz
I3

´
Jz1´Jz cos θ

I1 sin2 θ

(7.111)

代入能量表达式

E =
I1
2

[
θ̇2 +

(Jz1 ´ Jz cos θ)2
I21 sin2 θ

]
+
J2
z

2I3
+mgl cos θ (7.112)

引入代入有效势能 Veff (θ)：

图 7.9: θ 方向的运动：等效势能。

Veff (θ) =
(Jz1´Jz cos θ)

2

2I1 sin2 θ
´ mgl(1 ´ cos θ) (7.113)

以及：

E 1 ” E ´
J2
z

2I3
´ mgl = const (7.114)

我们得到 θ 方向的运动方程为：

I1
2
θ̇2 + Veff (θ) = E 1 (7.115)

该方程积分形式的解为：

t =

ˆ θ dθ
b

2
I1[E1´Veff (θ)]

(7.116)
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原则上，我们得到：

θ = θ(t) (7.117)

代入方程（7.111-??），原则上得到：
$

&

%

φ = φ(t)

ψ = ψ(t)
(7.118)

由下式可以看出：

φ̇ =
Lz1 ´ Lz cos θ
I1 sin2 θ

(7.119)

φ̇ 可以大于 0 也可以小于 0。

图 7.10: 拉格朗日陀螺的一般运动：进动、章动和自转。

2. 快速陀螺——回转仪

假设 t = 0 时，陀螺仪只有自转，没有章动和进动：θ̇1 = 0, φ̇1 = 0, ψ1 =

ωz ‰ 0。因此，t = 0 时，E 1 = Veff (θ)，即 θ1 为 θ 方向运动的 turning
point。试求 θ 方向运动的另一个 turning pointθ2。

先计算三个运动积分（用 t = 0 时值表示）：

Pψ = Lz1 = (I1 sin2 θ + I3 cos2 θ)φ̇+ I3 cos θψ̇
ˇ

ˇ

ˇ

t=0
= I3 cos θ1ψ̇1(7.120)

Pφ = Lz = I3(ψ̇ + cos θφ̇)|t=0 = I3ψ̇1 = I3ωz (7.121)

E =
I1
2
[θ̇2 +

(Jz1 ´ Jz cos θ)2
I21 sin2 θ

] +
J2
z

2I3
+mgl cos θ

=
J2
z

2I3
+mgl cos θ1 (7.122)

在第二个 turning points，同样可以计算三个运动积分：

Pφ = (I1 sin2 θ2 + I3 cos2 θ2)φ̇2 + I3 cos θ2ψ̇2 = I3 cos θ1ψ̇1 (7.123)

Pψ = I3(ψ̇2 + cos θ2φ̇2) = I3ωz (7.124)

E =
I1
2
(θ̇22 + φ̇2

2 sin2 θ2) +
L2
z

2I3
+mgl cos θ = L2

z

2I3
+mgl cos θ1(7.125)
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消去 φ̇2 和 ψ̇2(θ̇2 = 0) 得：

I23 ψ̇
2
1

2I1mgl
(cos θ1 ´ cos θ2) = sin2 θ2 (7.126)

令

ϵ = cos θ1 ´ cos θ2 (7.127)

注意到：

P ”
I23 ψ̇

2
1

2I1mgl
" 1 (7.128)

我们得到：

ϵ2 + (p ´ 2 cos θ1)ϵ ´ sin2 θ1 = 0 (7.129)

快速陀螺 P " 1, |ϵ| 1。进一步假设 |ϵ| ! 1

ñ pϵ ´ sin2 θ1 = 0 (7.130)

ϵ =
sin2 θ1
p

=
2I1mgl sin2 θ1

I23 ψ̇
2
1

! 1 (7.131)

从上式可以看出，陀螺仪的自转角速度（ψ̇1 = ωz）越大，ϵ 就越小，则：

θ2 » θ1，即陀螺基本没有章动。

φ̇ =
I3ψ̇1ϵ

2I1 sin2 θ1
=
mgl

I3ψ̇1

(7.132)

从上式可以看出，陀螺仪的自转角速度（ψ̇1 = ωz）越大，φ̇ 就越小，即陀

螺基本没有进动。


