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基本概念： 
 

一、一些数学结论 

1.坐标系/积分、∇算符 

 

除了直角坐标系，还有两个常用正交曲线坐标系：柱坐标系、球坐标系； 

其他：环坐标系（可控核聚变 Tokamak）、椭球坐标系（Landau椭球面电荷面

密度） 

 

①微分：（坐标：(𝑞𝑖, 𝑞𝑗 , 𝑞𝑘)，对应方向矢量�⃗� 𝑖 , �⃗� 𝑗 , �⃗� 𝑘） 

(1)弧元、面元、体积元表达式 

 

𝑑𝑙𝑖 = ℎ𝑖𝑑𝑞𝑖  

 

（垂直�⃗� 𝑖的面元记为𝑑𝑆𝑖） 

 

𝑑�⃗⃗� 𝑖 = 𝑑𝑆𝑖�⃗� 𝑖 = 𝑑𝑙𝑗𝑑𝑙𝑘�⃗� 𝑖 = ℎ𝑗ℎ𝑘𝑑𝑞𝑗𝑑𝑞𝑘�⃗� 𝑖 

 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑙𝑖𝑑𝑙𝑗𝑑𝑙𝑘 = ℎ𝑖ℎ𝑗ℎ𝑘𝑑𝑞𝑖𝑑𝑞𝑗𝑑𝑞𝑘 

 

(2)Lamé系数，以直角坐标系为跳板 

 

ℎ𝑖 = |
𝜕𝒍 

𝜕𝑞𝑖
| = |

𝜕𝑥

𝜕𝑞𝑖
�̂� +

𝜕𝑦

𝜕𝑞𝑖
�̂� +

𝜕𝑧

𝜕𝑞𝑖
�̂�| = √(

𝜕𝑥

𝜕𝑞𝑖
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑞𝑖
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑞𝑖
)
2

 

 

(3)∇算符： 



梯度�⃗⃗� = −∇𝑈、散度{

∇ · �⃗⃗� =
𝜌𝑒

𝜀0

∇ · �⃗⃗� = 𝜌𝑒
′

∇ · �⃗⃗� = 𝜌𝑒0

、旋度∇ × �⃗⃗� = �⃗⃗�  

 

a)梯度 

 

∇𝑈 =∑
𝜕𝑈

𝜕𝑟𝑖
�⃗� 𝑖

 

𝑖

=∑
1

ℎ𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝑖
�⃗� 𝑖

 

𝑖

 

 

b)散度。定义（邻域的通量）： 

 

∇ · �⃗⃗� ≝
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
 

≝ lim
𝑉→0

1

𝑉
∯ �⃗⃗� · d�⃗⃗� 

 

𝜕𝑉

= lim
𝑉→0

1

𝑉
∯𝐸𝑖 · d𝑆𝑖

 

𝜕𝑉

 

=
1

ℎ1ℎ2ℎ3
[
𝜕(ℎ2ℎ3𝐸1)

𝜕𝑞1
+
𝜕(ℎ3ℎ1𝐸2)

𝜕𝑞2
+
𝜕(ℎ1ℎ2𝐸3)

𝜕𝑞3
] 

 

c)旋度 

 

∇ × �⃗⃗� ≝ ||

𝒙 �̂� �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝑥 𝐸𝑦 𝐸𝑧

|| 

≝ lim
𝑆→0

1

𝑆
∮ �⃗⃗� · d𝒍 

 

𝜕𝑆

= lim
𝑆→0

1

𝑆
∮𝐸𝑖 · d𝑙𝑖

 

𝜕𝑆

 

=
1

ℎ2ℎ3

𝜕(ℎ1𝐸1)

𝜕𝑞1
+

1

ℎ3ℎ1

𝜕(ℎ2𝐸2)

𝜕𝑞2
+

1

ℎ1ℎ2

𝜕(ℎ3𝐸3)

𝜕𝑞3
 

 

②特殊正交曲线坐标系： 

 

(1)柱坐标系： 

 



 

 

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃
𝑧 = 𝑧

 

 

Lamé系数 

 

{

ℎ𝑟 = 1
ℎ𝜃 = 𝑟
ℎ𝑧 = 1

 

 

柱面上的积分： 

 

∬𝜎𝑑𝑆𝑟

 

𝑆

= ∫ ∫ 𝜎𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧
𝑧

0

2𝜋

0

 

 

圆盘上的积分： 

 

∬𝜎𝑑𝑆𝑧

 

𝑆

= ∫ ∫ 𝜎𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑧

0

2𝜋

0

 

 

体积分： 



 

∭𝜌𝑑𝑉

 

𝑉

= ∫ ∫ ∫ 𝜎𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧
𝑧

0

2𝜋

0

𝑟

0

 

 

∇算符 

 

−∇𝑈 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑟
�̂� −

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
�̂� −

𝜕𝑈

𝜕𝑧
�̂� 

 

∇ · �⃗⃗� =
1

𝑟
[
𝜕(𝑟𝑃𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕(𝑟𝑃𝑧)

𝜕𝑧
] =

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑃𝑟)

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑃𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝑃𝑧
𝜕𝑧

 

 

(1)球坐标系：注意𝜃为纬度，与柱坐标有区别 

 

 

 

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 cos𝜙
𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 sin𝜙
𝑧 = 𝑟 sin 𝜃

 



 

Lamé系数 

 

{

ℎ𝑟 = 1
ℎ𝜃 = 𝑟

ℎ𝑧 = 𝑟 sin 𝜃
 

 

球面上的积分： 

 

∯𝜎𝑑𝑆𝑟

 

𝑆

= ∫ ∫ 𝜎𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑
2𝜋

0

𝜋

0

 

 

体积分： 

 

∭𝜌𝑑𝑉

 

𝑉

= ∫ ∫ ∫ 𝜎𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑
2𝜋

0

𝜋

0

𝑟

0

 

 

∇算符 

 

−∇𝑈 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑟
�̂� −

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
�̂� −

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑈

𝜕𝜑
�̂� 

 

∇ · �⃗⃗� =
1

𝑟2 sin 𝜃
[
𝜕(𝑟2 sin 𝜃 𝑃𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑟 sin 𝜃 𝑃𝜃)

𝜕𝜃
+
𝜕(𝑟2𝑃𝜑)

𝜕𝜑
] 

=
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑃𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕(sin 𝜃 𝑃𝜃)

𝜕𝜃
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑃𝜑

𝜕𝜑
 

 

1.13（柱面积分和换元） 



 

以𝑂为原点，建立适当的柱坐标系。由对称性，点𝑂处的电场强度方向竖直

向下，大小为 

 

𝐸 =
1

4𝜋𝜀0
∫ 𝑑𝑧
+∞

−∞

∫
𝜎

𝑅2 + 𝑧2
𝑅 sin 𝜃

√𝑅2 + 𝑧2
𝑅𝑑𝜃

𝜋

0

=
𝜎𝑅2

2𝜋𝜀0
∫

𝑑𝑧

(𝑅2 + 𝑧2)
3
2

+∞

−∞

 

 

换元积分：𝑧 ∈ (−∞,+∞)，记𝑧 = 𝑅 tan𝜑，𝜑 ∈ (−
𝜋

2
,
𝜋

2
)，则

1

𝑅2+𝑧2
=

cos2𝜑

𝑅2
，𝑑𝑧 =

𝑅𝑑𝜑

cos2𝜑
 

 

𝐸 =
𝜎𝑅2

2𝜋𝜀0
∫

cos𝜑 𝑑𝜑

𝑅2

𝜋
2

−
𝜋
2

=
𝜎

𝜋𝜀0
 

 

例题 1：（球面积分）某导体球壳面电荷分布满足𝜎𝑒 = 3𝜀0𝐸0 cos 𝜃

（球坐标系）。求�̂�方向上各点的电场强度、电势 

 

记导体球半径为𝑅。先求电势： 

 

𝑈 =
1

4𝜋𝜀0
∯

𝜎𝑒

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃)
1
2

𝑑𝑆

 

𝜕𝑉

 



=
1

4𝜋𝜀0
∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

∫
3𝜀0𝐸0 cos 𝜃

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃)
1
2

𝑅2 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

 

=
3𝐸0𝑅

2

2
∫

cos 𝜃

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃)
1
2

− 𝑑 cos 𝜃
𝜋

0

 

=
3𝐸0𝑅

2

2𝑏2
∫

(𝑎 − 𝑏𝑡) − 𝑎

(𝑎 − 𝑏𝑡)
1
2

𝑑(𝑏𝑡)
−1

1

 

=
3𝐸0𝑅

2

2𝑏2
[−
2

3
(𝑎 − 𝑏𝑡)

3
2|
1

−1

+ 2𝑎(𝑎 − 𝑏𝑡)
1
2|
1

−1

] 

=
𝐸0𝑅

2

4𝑅2𝑟2
{−[(𝑟 + 𝑅)3 − (𝑟 − 𝑅)3] + 3(𝑟2 + 𝑅2)[𝑟 + 𝑅 − (𝑟 − 𝑅)]} 

=
𝐸0
4𝑟2

{−[6𝑅𝑟2 + 2𝑅3] + 3(2𝑅𝑟2 + 2𝑅3)} 

=
𝐸0𝑅

3

𝑟2
 

 

𝐸 =
1

4𝜋𝜀0
∯

𝜎𝑒
𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃

𝑟 − 𝑅 cos 𝜃

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃)
1
2

𝑑𝑆

 

𝜕𝑉

 

= (1 +
2𝑟0

3

𝑟3
)𝐸0 

 

作为参考，空间任一点的电势： 

 

𝑈 =
1

4𝜋𝜀0
∯

3𝜀0𝐸0 cos 𝜃
′

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟[cos 𝜃 cos 𝜃′ cos(𝜑 − 𝜑′) + sin 𝜃 sin 𝜃′])
1
2 
𝑑𝑆′

 

𝜕𝑉′

 

=
𝐸0𝑅

3

𝑟2
cos 𝜃 

 

例题 2：（球面积分）库伦定律𝛿 ≠ 0时，均匀带电球壳的电场强度和

电势分布。 

 

点电荷的电场强度和电势分布易得： 

 



𝐸 =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
′2+𝛿

 

 

𝑈 =
𝑄

4𝜋𝜀0(1 + 𝛿)𝑟′
1+𝛿

 

 

球壳𝑟 > 𝑅时： 

 

𝑈 = ∯
𝜎𝑒

4𝜋𝜀0(1 + 𝛿)𝑟′
1+𝛿

 

𝜕𝑉

𝑑𝑆 

=
𝑄

8𝜋𝜀0(1 + 𝛿)
∫

1

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃)
1+𝛿
2

sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

 

=
𝑄

8𝜋𝜀0(1 + 𝛿)

1

𝑅𝑟
[
1

1 − 𝛿
(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos𝜃)

1−𝛿
2 |

0

𝜋

] 

=
𝑄

8𝜋𝜀0

(𝑟 + 𝑅)1−𝛿 − (𝑟 − 𝑅)1−𝛿

(1 − 𝛿2)𝑅𝑟
 

≈
𝑄

4𝜋𝜀0

1 −
(𝑟 + 𝑅) ln (1 +

𝑅
𝑟) −

(𝑟 − 𝑅) ln (1 −
𝑅
𝑟)

2𝑅 𝛿

𝑟1+𝛿
 

 

𝐸 = ∯
𝜎𝑒

4𝜋𝜀0𝑟′
2+𝛿

 

𝜕𝑉

·
𝑟 − 𝑅 cos 𝜃

𝑟′
𝑑𝑆 

=
𝑄

8𝜋𝑅2𝜀0
∫

𝑟 − 𝑅 cos 𝜃

(𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos 𝜃)
3+𝛿
2

𝑅2 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

 

 

2.简谐振动 

 

若物体受力 

 

�⃗⃗� = −𝑘𝑥�̂� 

 

𝑘为常数。则物体运动形式为一维简谐振动，振动周期 

 



𝑇 = 2𝜋√
𝑚

𝑘
 

 

位移满足 

 

𝑥 = 𝐴 cos(√
𝑘

𝑚
𝑡 + 𝛿) 

 

𝐴、𝛿由初始条件{
𝑥|𝑡=0 = 𝑥0
𝑑𝑥

𝑑𝑡
|
𝑡=0

= 𝑣0
求得 

 

1.7（柱面积分，简谐振动） 

 

 
细金属环的电荷线密度为： 

 

𝜆 =
𝑄

2𝜋𝑅
 

 

建立适当的柱坐标系。由对称性，�⃗⃗� ∥ �̂�，且应当与小球的位置矢量�⃗⃗� 方向

相反。 



 

�⃗⃗� =
1

4𝜋𝜀0
∮

−𝑞𝜆

𝑅2 + 𝑥2
𝑥

√𝑅2 + 𝑥2
�̂�𝑑𝑙

 

𝜕𝑆

= −
1

8𝜋2𝜀0𝑅
�̂�∫

𝑞𝑄𝑥

(𝑅2 + 𝑥2)
3
2

𝑅𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= −
1

4𝜋𝜀0

𝑞𝑄𝑥

(𝑅2 + 𝑥2)
3
2

�̂� ≈ −
𝑞𝑄𝑥

4𝜋𝜀0𝑚𝑅3
�̂� 

 

因此小球的运动形式为一维简谐振动： 

 

𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝛿) 

 

初始条件𝑥|𝑡=0 = 𝑥0，
𝑑𝑥

𝑑𝑡
|
𝑡=0

= 0得到 

 

𝑥 = 𝑥0 cos(√
𝑞𝑄

4𝜋𝜀0𝑚𝑅3
𝑡) 

 

3.泰勒展开 

 

(1 + 𝑥)𝛼 = 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼 − 1)

2
𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

  



二、一些物理结论（黑字部分适当说明可以直接使用） 

 

1.电场、电势（除电偶极子需说明使用高斯定理；揣摩出题人意图，特定情形

电偶极子结论可以直接使用） 

 

(1)点： 

点电荷：�⃗⃗� =
𝑞

4𝜋𝜀0𝑟2
�̂�，𝑈 =

𝑞

4𝜋𝜀0𝑟
 

电偶极子：�⃗⃗� = −
�⃗⃗� 

4𝜋𝜀0𝑟3
+
3(�⃗⃗� ·�̂�)�̂�

4𝜋𝜀0𝑟3
，𝑈 =

�⃗⃗� ·�̂�

4𝜋𝜀0𝑟2
 

 

(2)直线：�⃗⃗� =
𝜆𝑒

2𝜋𝜀0𝑟
�̂�，𝑈 =

𝜆𝑒

2𝜋𝜀0
ln 𝑟（以距直线单位长度位置为参考点） 

 

(3)面：  

无穷大平面、不考虑边缘效应的平板、面电荷元在邻域上产生的电场（𝑧+

平面）：�⃗⃗� =
𝜎𝑒

2𝜀0
�̂�，𝑈 =

𝜎𝑒

2𝜀0
(𝑥 − 𝑥0) 

无穷长柱面：�⃗⃗� =
𝜎𝑒𝑅

𝜀0𝑟
�̂�，𝑈 =

𝜎𝑒𝑅

𝜀0
ln

𝑟

𝑅
（以𝑟 = 𝑅位置为参考点） 

球面：�⃗⃗� = {
𝜎𝑒𝑅

2

𝜀0𝑟2
�̂�, 𝑟 > 𝑅

0, 𝑟 ≤ 𝑅
，𝑈 = {

𝜎𝑒𝑅
2

𝜀0𝑟
, 𝑟 > 𝑅

𝜎𝑒𝑅

𝜀0
, 𝑟 ≤ 𝑅

 

 

(4)体： 

无穷长柱体：�⃗⃗� =
𝜌𝑒𝑅

2

2𝜀0𝑟
�̂�，𝑈 =

𝜌𝑒𝑅
2

2𝜀0𝑟
ln

𝑟

𝑅
（以𝑟 = 𝑅位置为参考点） 

球体：�⃗⃗� = {

𝜌𝑒𝑅
3

3𝜀0𝑟2
�̂�, 𝑟 > 𝑅

𝜌𝑒𝑟

3𝜀0
�̂�, 𝑟 ≤ 𝑅

，𝑈 = {

𝜌𝑒𝑅
3

3𝜀0𝑟
, 𝑟 > 𝑅

𝜌𝑒(3𝑅
2−𝑟2)

6𝜀0
, 𝑟 ≤ 𝑅

 

 

1.15（电偶极子，泰勒展开，球坐标劈形算符，无明显对称性考虑电势）（拓

展：空间内任意一点） 



 
视为两个相反方向的电偶极子。球坐标系(𝑟, 𝜃, 𝜑)中 

 

𝑈1 =
1

4𝜋𝜀0

�⃗⃗� · �⃗� 

𝑟1
2 =

𝑝𝑟 sin 𝜃 cos𝜑

4𝜋𝜀0

1

𝑟1
3 

 

𝑈2 = −
𝑝𝑟 sin 𝜃 cos𝜑

4𝜋𝜀0

1

𝑟2
3 

 

𝑈 = 𝑈1 + 𝑈2 = −
𝑝𝑟 sin 𝜃 cos𝜑

4𝜋𝜀0
(
1

𝑟2
3 −

1

𝑟1
3) ≈ −

𝑝𝑟 sin 𝜃 cos𝜑

4𝜋𝜀0𝑟3
3𝑙

𝑟
sin 𝜑

= −
3𝑞𝑙2 sin 𝜃 sin 2𝜑

8𝜋𝜀0𝑟3
 

 

其中 

 

1

𝑟2
3 −

1

𝑟1
3 =

1

(𝑟2 +
𝑙2

4 − 𝑙𝑟 sin 𝜃
)

3
2

+
1

(𝑟2 +
𝑙2

4 + 𝑙𝑟 sin 𝜃
)

3
2

 

=
1

𝑟3

[
 
 
 
 

1

(1 +
𝑙2

4𝑟2
−
𝑙
𝑟 sin 𝜃

)

3
2

+
1

(1 +
𝑙2

4𝑟2
+
𝑙
𝑟 sin 𝜃

)

3
2

]
 
 
 
 

 



=
1

𝑟3
{[1 −

3

2
(
𝑙2

4𝑟2
−
𝑙

𝑟
sin 𝜃) + 𝑜 (

𝑙

𝑟
)] − [1 −

3

2
(
𝑙2

4𝑟2
+
𝑙

𝑟
sin 𝜃) + 𝑜 (

𝑙

𝑟
)]} 

=
1

𝑟3
{
3𝑙

𝑟
sin 𝜃 + 𝑜 (

𝑙

𝑟
)} ≈

1

𝑟3
{
3𝑙

𝑟
sin 𝜃} 

 

∴  �⃗⃗� = −∇𝑈 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑟
�̂� −

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
�̂� −

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑈

𝜕𝜑
�̂� 

= −
9𝑞𝑙2 sin 𝜃 sin 2𝜑

8𝜋𝜀0𝑟
4

�̂� +
3𝑞𝑙2 cos 𝜃 sin 2𝜑

8𝜋𝜀0𝑟
4

�̂� +
3𝑞𝑙2 cos 2𝜑

4𝜋𝜀0𝑟
4

�̂� 

 

本题讨论𝑥𝑂𝑦平面，令𝜃 =
𝜋

2
得到 

 

�⃗⃗� = −
9𝑞𝑙2 sin 2𝜑

8𝜋𝜀0𝑟4
�̂� +

3𝑞𝑙2 cos 2𝜑

4𝜋𝜀0𝑟4
�̂� 

 

2.电容器 

 

平行板电容器：𝐶 =
𝜀0𝑆

𝑑
 

柱形电容器：𝐶 =
2𝜋𝜀0𝐿

ln(
𝑅2
𝑅1
)
 

球形电容器：𝐶 =
4𝜋𝜀0𝑅1𝑅2

𝑅2−𝑅1
 

 

3.回路电压定律（第 3章） 

 

回路逆（顺）时针电压降之和为 0。2.11、2.12用到 

 

4.电容的串联、并联 

 

充当正极板的导体板与充当正极板的导体板连接，属于并联。 

 

2.8（串并联，无穷远点） 



 

 

 

 

 

 

2.8（串并联） 



 

（1）若中间球壳带正电，则内球壳外表面和外球壳内表面均带负电。只考

虑作为电容的部分，内球壳和外球壳均为负极板。可见导线连接在相同的极板

上，因此为并联。 

   

𝐶 = 𝐶𝑎𝑏 + 𝐶𝑏𝑐 = 4𝜋𝜀0𝑏 (
𝑎

𝑏 − 𝑎
+

𝑐

𝑐 − 𝑏
) 

 

5.边界（高斯定理、环路定理） 

 

边界处法向分量关系（高斯定理）：

{
 

 �̂� · (�⃗⃗� 2 − �⃗⃗� 1) =
𝜎𝑒

𝜀0

�̂� · (�⃗⃗� 2 − �⃗⃗� 1) = 𝜎𝑒
′

�̂� · (�⃗⃗� 2 − �⃗⃗� 1) = 𝜎𝑒0

 

 



边界处切向分量关系（环路定理）：

{
 
 

 
 �̂� × (�⃗⃗�

 
2 − �⃗⃗� 1) = �⃗⃗� 

�̂�·�⃗⃗� 2

�̂�·�⃗⃗� 1
=

𝜺𝟐

𝜺𝟏

�̂�·�⃗⃗� 2

�̂�·�⃗⃗� 1
=

𝜺𝟐

𝜺𝟏

 

 

  



作业题 

 

1.8（特别的积分） 

 

易知两点电荷异号，令𝑞1、𝑞2表示电荷量的绝对值。记点电荷𝑞1到𝑞2的距

离为�⃗� 。 

 

�⃗⃗� 21 = 𝑚1

𝑑2𝒓𝟏⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝑡2
=
𝑘𝑞1𝑞2
𝑟2

�̂� 

 

�⃗⃗� 12 = 𝑚2

𝑑2𝒓𝟐⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝑡2
= −

𝑘𝑞1𝑞2
𝑟2

�̂� 

 

∴  
𝑑2�⃗� 

𝑑𝑡2
=
𝑑2(𝒓𝟐⃗⃗⃗⃗ − 𝒓𝟏⃗⃗⃗⃗ )

𝑑𝑡2
= −

𝑘𝑞1𝑞2
𝑟2

(
1

𝑚1
+
1

𝑚2
) �̂� 

 

方法一：可降阶的二阶微分方程（𝑦′′ = 𝑓(𝑦, 𝑦′)） 

𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
= −

𝑘𝑞1𝑞2
𝑟2

(
1

𝑚1
+
1

𝑚2
) ≜ −

𝜆2

𝑟2
 

 

�̈� =
𝑑�̇�

𝑑𝑡
=
𝑑�̇�

𝑑𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= �̇�

𝑑�̇�

𝑑𝑟
 

 

�̇�
𝑑�̇�

𝑑𝑟
= −

𝜆2

𝑟2
 

 

边界条件�̇�|𝑡=0 = 0，𝑟|𝑡=0 = 𝑟0。积分得 

 

�̇�2 = 2𝜆2 (
1

𝑟
−
1

𝑟0
) 

 

�̇�应当为负值，因此 

 



𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −√2𝜆2 (

1

𝑟
−
1

𝑟0
) 

 

𝑑𝑡 = −
𝑑𝑟

√2𝜆
2 (1 −

𝑟
𝑟0
)

𝑟

= −√
𝑟0
3

2𝜆2
2𝑥2𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
 

 

积分得 

 

𝑡 = −√
𝑟0
3

2𝜆2
(−

𝑟

𝑟0
√1 − (

𝑟

𝑟0
)
2

+ arcsin
𝑟

𝑟0
)|

𝑟0

0

=
𝜋

2
√
𝑟0
3

2𝜆2
=
𝜋

2√
2𝜋𝜀0𝑟0

3

𝑞1𝑞2 (
1
𝑚1

+
1
𝑚2
)

 

 

方法二：退化椭圆 

该方程不易求解。可以考虑以点电荷𝑞1为圆心做非惯性参考系。则点电荷

𝑞2有惯性加速度 

 

𝒂𝒊⃗⃗  ⃗ = −
�⃗⃗� 21
𝑚1

= −
𝑘𝑞1𝑞2
𝑚1𝑟2

�̂� 

 

因此非惯性系中𝑞2的受力情况为 

 

�⃗⃗� 12
′ = 𝑚2𝒂𝒊⃗⃗  ⃗ + �⃗⃗� 12 = −

𝑘𝑞1𝑞2𝑚2

𝑟2
(
1

𝑚1
+
1

𝑚2
) �̂� 

 

类比引力情形，点电荷的运动相当于引力为−
𝐺𝑀𝑚2

𝑟2
= −

𝑘𝑞1𝑞2𝑚2

𝑟2
(
1

𝑚1
+

1

𝑚2
)，半长轴𝑎 =

𝑟0

2
，半短轴𝑏 = 0，半焦距𝑎 =

𝑟0

2
的行星运动（如图）。 

 



由开普勒第三定律： 

 

𝑇 = 2𝜋√
𝑎3

𝐺𝑀
= 2𝜋√

(
𝑟0
2
)
3

𝑘𝑞1𝑞2 (
1
𝑚1

+
1
𝑚2
)
= 𝜋𝑟0√

2𝜋𝜀0𝑟0
3

𝑞1𝑞2 (
1
𝑚1

+
1
𝑚2
)

 

 

因此从静止到相遇时间为𝑡 =
𝑇

2
=

𝜋𝑟0

2 √
2𝜋𝜀0𝑟0

𝑞1𝑞2(
1

𝑚1
+

1

𝑚2
)
 

 

2.9（并联，题目有瑕疵） 

 
方法一*：平行导体板的叠加 

将稍有倾斜的导体板电容器视为无数长𝑎宽d𝑥相距𝑑 +
𝑥

𝑏
ℎ的平行导体板电

容器的并联。注意无法视为导线的叠加，否则计算中引入无穷大，而这要求

ℎ ≪ 𝑏。由此： 

 

𝐶 = ∫𝑑𝐶 = ∫
𝜀0𝑎d𝑥

𝑑 +
𝑥
𝑏
ℎ

𝑏

0

=
𝜀0𝑎𝑏

ℎ
ln (1 +

ℎ

𝑑
) 

 

宽相对极板距离过窄的情况下，电容器一般无法忽略边缘效应。因此要求

ℎ ≪ 𝑑 ≪ 𝑑𝑥 ≪ 𝑏 

 

方法二*：计算电荷量 



 

导体板的面电荷未必是均匀分布的，但电势一定是定值。可以给定两极板

的电势差值，计算导体板的总电荷，从而得到电容。 

两极板延长线的交点𝑂为原点，建立柱坐标系。下极板上表面的位置为𝜃 =

0。简单计算可得下极板左边缘位置为𝑟𝑒 =
𝑏𝑑

ℎ
 

假定下极板电势为0，上极板电势为𝑈。利用高斯定理配合电势进行计算，

由对称性（忽略边缘效应），𝑈 = 𝑈(𝑟, 𝜃)。 

 

∇ · �⃗⃗� = −∇2𝑈 = 0 

 

边界条件为： 

 

𝑈|𝜃=0 = 0 

 

𝑈|
𝜃=arctan

ℎ
𝑏
= 𝑈 

 

得到 Laplace方程边值问题 

 

{
 
 

 
 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑈

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2𝑈

𝜕𝜃2
= 0

𝑈|𝜃=0 = 0

𝑈|
𝜃=arctan

ℎ
𝑏
= 𝑈

 

 

分离变量𝑈 = 𝑅(𝑟)𝛩(𝜃)，分离得常微分方程组： 

 

{
𝛩′′ + 𝜇𝛩 = 0

𝑟(𝑟𝑅′)′ − 𝜇𝑅 = 0
 

 

𝛩的常微分方程解得 

 

𝜇𝑛 = 𝑛2,   𝑛 = 0,1,2, … 

 

𝛩𝑚(𝜃) = {
𝐴𝑛 + 𝐵𝑛𝜃, 𝑛 = 0

𝐴𝑛 cos 𝑛𝜃 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝜃 , 𝑛 = 1,2,3,…
 

 

对于𝑅的常微分方程，设𝑟 = 𝑒𝑡。则 



 

𝑑2𝑅

𝑑𝑡2
− 𝑛2𝑅 = 0 

 

解得 

 

𝑅𝑛(𝜃) = {
𝐶𝑛 + 𝐷𝑛 ln 𝑟 , 𝑛 = 0

𝐶𝑛𝑟
𝑛 + 𝐷𝑛𝑟

−𝑛, 𝑛 = 1,2,3, …
 

 

∴  𝑈(𝑟, 𝜃) = 𝐴0
′ + 𝐵0𝜃 + (𝐶0

′ + 𝐷0
′𝜃) ln 𝑟

+∑[(𝐴𝑛
′ cos 𝑛𝜃 + 𝐵𝑚

′ sin 𝑛𝜃)𝑟𝑛 + (𝐶𝑛
′ cos 𝑛𝜃 + 𝐷𝑛

′ sin 𝑛𝜃)𝑟−𝑛]

∞

𝑛=1

 

 

代入边值条件𝑈|𝜃=0 = 0： 

 

𝐴0
′ + (𝐶0

′ + 𝐷0
′𝜃) ln 𝑟 +∑[𝐴𝑛

′ 𝑟𝑛 + 𝐶𝑛
′ 𝑟−𝑛]

∞

𝑛=1

= 0 

 

得到𝐴𝑛
′ = 0 ；𝐶𝑛

′ = 0；𝐷0
′ = 0。代入边值条件𝑈|

𝜃=arctan
ℎ

𝑏

= 𝑈： 

 

𝐵0 arctan
ℎ

𝑏
+∑ [𝐵𝑛

′ sin 𝑛 arctan
ℎ

𝑏
𝑟𝑛 + 𝐷𝑛

′ sin 𝑛 arctan
ℎ

𝑏
𝑟−𝑛]

∞

𝑛=1

= 𝑈 

 

得到𝐵0 =
𝑈

arctan
ℎ

𝑏

，𝐵𝑛
′ = 0 (𝑛 ≠ 1)；𝐷𝑛

′ = 0 (𝑛 ≠ 1)。因此： 

 

𝑈(𝑟, 𝜃) = 𝑈(𝜃) =
𝑈𝜃

arctan
ℎ
𝑏

 

 

�⃗⃗� = −∇𝑈 = −
1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
�̂� = −

𝑈

𝑟 arctan
ℎ
𝑏

�̂� 

 



下极板上表面(𝑟0, 0, 𝑧)处取一微小柱形高斯面，高平行�̂�方向，上下底面面

积为𝑑𝑆。可得 

 

−
𝑈

𝑟 arctan
ℎ
𝑏

𝑑𝑆 =
𝜎𝑒(𝑟)𝑑𝑆

𝜀0
 

 

∴  𝜎𝑒(𝑟) = −
𝜀0𝑈

𝑟 arctan
ℎ
𝑏

 

 

∴  𝑄 = ∬𝜎𝑒(𝑟)𝑑𝑆

 

𝑆

= ∫ 𝑑𝑧
𝑎

0

∫ −
𝜀0𝑈

𝑟 arctan
ℎ
𝑏

𝑑𝑟
𝑟𝑒+𝑏

𝑟𝑒

= −
𝜀0𝑈𝑎 ln (1 +

ℎ
𝑑
)

arctan
ℎ
𝑏

 

 

∴  𝐶 =
𝑄

0 − 𝑈
=
𝜀0𝑎 ln (1 +

ℎ
𝑑
)

arctan
ℎ
𝑏

≈
𝜀0𝑎𝑏

ℎ
ln (1 +

ℎ

𝑑
) 

 

2.15（球面电荷的等效电偶极矩。题目有瑕疵） 

 
（1）水的摩尔质量𝑀 = 18.0152 g，密度𝜌 ≈ 1.00 × 103 g/m3 

 

𝑃 = 𝑛𝑝 =
𝜌𝑁𝐴
𝑀

𝑝 = 2.04 × 10−2 C/m2 

 

（2）该处电场为所有电偶极子产生电场的叠加（同方向可直接叠加，相反

方向可能为多极子）。总电偶极矩𝑝𝑑为： 

 

𝑝𝑑 = 𝑉𝑃 =
𝜋𝑑3

6
𝑃 = 1.07 × 10−11 C · m 

 

题目未给出电偶极矩与位置矢量的方向，而电偶极子产生的电场与方向有



关。若10 cm位置垂直电偶极矩方向，则 

 

𝐸 =
𝑝𝑑

4𝜋𝜀0𝑟3
= 9.62 × 10 C/m2 

 

若10 cm位置平行电偶极矩方向，则 

 

𝐸 =
𝑝𝑑

2𝜋𝜀0𝑟
3
= 1.92 × 102 C/m2 

 

计算总电偶极矩𝑝𝑑时，也可用球面电荷计算等效电偶极矩，但这只会徒增

计算量： 

 

𝜎𝑒 = �̂� · (�⃗⃗� − �⃗⃗� ) = −𝑃 cos 𝜃 

 

�⃗⃗� 𝑑 = ∯𝜎𝑒2𝑅 cos 𝜃 𝑑𝑆

 

𝜕𝑉

(−�̂�) = −∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

∫ 𝜎𝑒2𝑅 cos 𝜃 𝑅
2 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

�̂� 

= 2𝜋𝑅3�⃗⃗� ∫ cos2 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

=
4𝜋𝑅3

3
�⃗⃗�  

= 1.07 × 10−11 C · m 

 

（ 

 

2.22（介质面平行电场线） 

 

 



 

 

杨国桢《电磁学与电动力学（上）》P57）介质界面与（无介质时的）电场

线重合，极化电荷只可能分布在介质与导体的边界面上。从结果上说，介质与

导体的边界面的总电荷分布与无介质时导体边界面上的电荷分布相同 

 

介质界面与（无介质时的）电场线垂直，从结果上来说，有 

 

�⃗⃗� 𝑖 =
𝜀0�⃗⃗� 0
𝜀𝑖

 

 

�⃗⃗� 0是无介质情形的电场。但没必要使用该结论，直接先计算�⃗⃗� 再计算�⃗⃗� 𝑖即

可（2.16） 

 

介质界面处，电场强度的切向分量相等。而电场平行于介质界面，因此界

面两侧电场强度相等。可见电场强度应当仍然满足一维对称分布，边界面总电

荷均匀分布。由电位移矢量的高斯定理：  

 

2𝜋𝑟2𝐷1 + 2𝜋𝑟
2𝐷2 = 2𝜋𝑟

2𝜀1𝐸 + 2𝜋𝑟
2𝜀2𝐸 = 𝑞 

 

∴  �⃗⃗� =
𝑞

2𝜋(𝜀1 + 𝜀2)𝑟2
�̂� 
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