
第一章质点运动学



1.1 引言

• 1.1.1 质点运动学的研究方法和内容

观测在不同时刻质点所在的空间位置，总结质点
位置随时间变化的函数关系，用函数描述质点运动。

给出描述质点运动的轨迹，即质点运动时所沿着
的空间曲线，以及轨道的曲率半径，密切平面等。

给出质点的速度（包括速率和运动方向），加速
度（包括速率的变化率和运动方向的转变）

从质点的加速度计算质点的速度，从质点的速度
计算质点的位置。



1.1.2  时间、空间和牛顿力学的绝对量

描述物体的运动，要用时间和空间这两个概念。

机械运动的定义：物体的空间位置随时间的变化。

什么是时间？
什么是空间？



定量测量方法的形成
量度时间，通常是用钟和表。然而，钟和

表并不是测量时间的唯一工具。原则上，任
何具有重复性的过程或现象，都可以作为测
量时间的一种钟。

时间的定义是建立在某种明显是周期性
事件的重复性之上的。

时间的度量



更一般地说：只要知道了某个事物随时间的
变化，尽管它不是重复性的过程，也可以
用来测量时间。



树轮

古生物化石

地层

时间的印迹，另
一种时间的记录



同位素定年

考古、地球的年龄



“芝诺佯谬”与度
量方法的选择

古希腊哲学家芝
诺有一个很著
名的论证“阿
基里斯追不上
乌龟”。



关键是在芝诺佯谬中用了两种不同的时间度
量方法。

在芝诺问题中，除了“普通”钟所测得的时间t，

还利用了一种很特别的钟，该钟使用的重复性过程
是：阿基里斯逐次地到达乌龟在前一次的出发点。
我们称这种钟叫芝诺钟，它测得的时间为    。t

。

习题1.1给出一个类似情况，同学们在做习

题的过程中，请体会题中的“飞鸟时”与
现实时间的关系。
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阿基里斯将在  时赶上乌龟，当

时，阿基里斯就超过乌龟了。

普
通
时

芝
诺
时

当 时，阿基里斯到达龟在0时的出发

点；当 时， 阿基里斯到达乌龟在1

时的出发点。一般地，当 时， 阿

基里斯到达乌龟在 时的位置。

显然，只有当 时，阿基里斯才能

逼近乌龟，对于任何有限的 ，阿基里斯

总是在乌龟的后面。这就是芝诺的结论。
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因此，芝诺断言：“阿基里斯永远也追不上
龟。”这里“永远”的含意是 ，即芝诺时
间的无限。

→t

现在我们来讨论普通时t与芝诺时t ’之间的变换关系。

芝诺时（t ’） 普通时（t）
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芝诺变换是有奇性的，即当

时，           。

。

所以，当芝诺时t ’从零变

化到无限时，它只覆盖了

普通时t上的一个有限范围，

即从零到



从上图看到，在芝诺时t’到达无限之后，还是

有时间的。但是，在该范围内，即
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用芝诺钟已经无法度量它们了。简言之，芝
诺的佯谬，来源于芝诺时的局限性，芝诺时不可
能度量阿基里斯追上乌龟之后的现象。

芝诺佯谬给我们的启示是，时间与时间的度量
不同，一种时间的度量达到无限之后，还是可以
有时间的；反之，一种时间的度量达到无限，从
其它的度量看，可能是有限的。



• 短的时间

（1）“天”与“小时”  沙漏

（2）“分”与“秒” 机械摆

（3）电子摆与高频振荡电路

（4）介子寿命与传播距离

时间测量的常用方法

2410−

4310−

最短寿的奇异共振态的寿命只有 秒，大致

相当于光通过氢原子核所花的时间。

目前物理学中涉及的最小的时间是 秒，称为

普朗克时间。普朗克时间被认为是最小的时间，比普
朗克时间还要小的范围内，时间的概念可能就不再适
用了。 先后顺序



• 长的时间

（1）“天”与“年”

（2）稍长的时间 树木年轮、沉积物

（3）更长的时间 放射性物质半衰期

在这种情况下，并不出现周期性，但存在一种新
的“规则性”。
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地球本身的年龄约为46亿年，太阳系的年龄为
46亿年，宇宙的年龄大约为100亿年到200亿年
（61017s），最新成果认为是约137亿年。宇宙是
有起点的，谈论更早的时间似乎是没有意义的。

物理学中涉及的最长时间是1038秒，它是质子寿
命的下限。



时间的单位和标准

为统一使用时间，有必要确定时间的单位和标准。
我们选择一天或一秒作为时间的某个标准单位，并把
所有其它的时间表示为这个单位的倍数或分数。

其次，选择一只标准的钟，使全世界所有的钟有一
个统一的计时，格林威治时间就是这种需要产生的。  

原子钟
1967年10月第十三届国际度量衡
大会（国际计量大会）通过决议，
将时间单位“秒”定义为：位于
海平面上的     原子基态的两个Cs133

超精确能级在零磁场中跃迁的辐
射周期T与1秒的关系为1秒＝
9192631770T。



空间（长度）的定量测量方法

空间（长度）的度量

长度是空间的一个基本性质。

测量空间长度的方法是选用一种长度单位再
加上计数。

测量小的长度，可以用此长度单位的几分之
一作为一个较小的长度单位去测量。

我们目前采用的长度单位是米。

目前所涉及的空间尺度约为10-351026米



不同尺度长度的测量方法

日常范围：米尺，千分尺，螺旋测微计。

大的尺度：利用光，三角法

目前，物理学中涉
及的最大长度是1026

米，它是宇宙曲率
半径的下限。 



小的尺度：等间隔分割成更小的刻度，毫米，微米
X射线衍射

原子的直径约为10-10米，原子核的大小约为10-15米。

目前物理学中已达到的最小长度为10-20米，它是弱
电统一的特征尺度。

普朗克长度约为10-35米，被认为是最小的长度，意
思是说，在比普朗克长度更小的范围内，长度的概
念可能就已经不存在了。 

相对位置



长度的单位和标准

人们希望用某些自然长度作

为长度单位。出于这种考虑，定

义北极到赤道为1万公里。即米

被定义为地球半径的 
2

π
10-7倍。



1960年以前，国际上的定义铂铱米尺作为1米的定义。

Kr86

510 52 dp 和



1960年第十一届国际计量大会上改用光的波长作
为长度标准：米等于 原子的

跃迁时所对应的辐射在真空中的波长 的
1,650,763.73倍，即

能级之间

1米＝1650763.73 



1983年10月召开的第十七届国际计量大会上已正

式通过了新的米的定义，即用光速值来定义“米”：

米是光在真空中在          秒的时间间隔内所传299792458
1

播的路程长度。光速c是一个固定的常数，即

c=299792458米/秒。 

1天文单位（1AU） 地球与太阳之间的平均距离
1光年光在一年内走过的距离



时间、空间测量中的局限性

⑴长度测量和时间测量的结果有赖于观察者。相对性

⑵长度测量和时间测量的精度受到限制。不确定性

海岸线的长度和测量时使
用的“尺子”将成比例关
系，用测量精度越高的尺
子，海岸线将越长



有效数字、不确定度、估算、单位制与量纲

（1）测量

物理学是实验科学，也就是要通过实验来度
量一些物理量并寻求物理量之间的联系。

要度量某个物理量，首先要选定该物理量的
单位。单位应体现于具体的事物。其次，需要
规定该物理量与单位的比较规则。

直接测量（长度）  间接测量（体积）

（2）任何一种度量都不是绝对精密的

我们不可能绝对精密地量出一个物理量的值，
度量结果总会带有一些偶然因素。



例如：15.4g并不同于15.40g。 

求某物体的密度
测量得体积12.5cm3(准到0.1cm3，大约占所量体积的1％)

             质量15.40g(准到大约0.1%)

则密度=15.40g/12.5cm3=1.23g/cm3

假如写成密度=1.232g/cm3，那就造成了假象，好像密度
居然可以准到大约0.1％。

物理学的各个原理、理论只有在一定准确度内才
是正确的。



（3）不确定度

测量所得的结果就存在一定的不确定性；反过
来，也表明该结果的可信赖程度。

它是测量结果质量的指标。不确定度愈小，所
述结果与被测量的真值愈接近，质量越高；不确
定度越大，测量结果的质量越低。

在给出物理量的测量结果时，必须给出相应的
不确定度，一方面便于使用它的人评定其可靠性，
另一方面也增强了测量结果之间的可比性。

也称“误差”
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不确定度传递理论（圆柱体体积的测量）

间接测量量体积V与直接测量量半径r和高h之间的
函数关系为V=r2h。

根据全微分理论，有

体积V的不确定度V与半径r、高h的不确定度r、
h之间的关系就是

相对不确定度之间的关系为



（4）基本力学量的估算与
量级分析

有些时候我们无法对某些
量进行较为精确的测量，有
些时候我们只对某些量的近
似值感兴趣，有些时候我们
只要知道某些量的大概数值
就够用了，而测得其精确值
会花费很多时间或较大的代
价；这时就需要“估算”。
西湖的水有多少？

GUESS-潮流系列 W65006L2 女士石英表

如果估算后只保留一位有效数字，并用10的幂表
示，就是“量级估算”或“量级分析”。



龟兔赛跑—乌龟能否领先？

[解]：乌龟完成800m所需时间至少为：8hr；

兔子完成800m所需时间为：0.16hr~10min

乌龟要赢得比赛，需要兔子沉睡8hr左右，一般打个
盹时间为0.5-3hr，所以乌龟无法赢得比赛。

如果比赛距离为100m，那么，乌龟需要1hr，兔子
需要1.2min，乌龟有可能赢得比赛。

[例题]乌龟爬行速度
<0.05~0.1km/hr，兔子奔跑速
度~50km/hr。试问800m龟兔

赛跑中，兔子打个盹之后，谁
能赢得比赛？



（5）单位制

在SI中，有七个基本单位。

①长度单位：米(m)。   

②质量单位：千克(kg)。
③时间单位：秒(s)。
④电流单位：安培(A)。 

⑤热力学温度单位：开尔文(K)。 

⑥物质的量单位：摩尔(mol)。
⑦发光强度单位：坎德拉(cd)。

若限于力学量，
只用到米、千克、
秒三个基本单位，
可称为米千克秒
制（MKS制）。

换算

SI有两个辅助单位（纯几何单位）：

①弧度(rad)。
②球面度(sr)。

SI还规定了表示

基本单位倍数
的词冠。



（6）量纲分析及其实用意义

为了表明导出单位如何由基本单位组成，导出单位
换算，通常运用一种特定的方法——量纲。

物理量A。它的单位由长度单位的p次幂，质量单位的
q次幂、时间单位的r次幂组成，那么当长度单位改为l倍
时，A的单位相应地改为l p倍；当质量单位改为m倍时，
A的单位相应地改为mq倍；当时间单位改为t倍时，A的单
位相应地改为tr倍。

以上换算关系可以简括地表为：“物理量A的量纲是
LpMqTr”，记作   rqpA TML=

物理定律应当与单位的选取无关。表达物理定
律的等式两边应该具有相同的量纲。
用量纲分析的方法，甚至不知道定律和物理机

制的细节，就可以进行一些定性的判断。



1.2 质点和参考系

1.2.1 质点和参考系

保留在问题中起决定作用、主要作用的某些性
质，撇开在问题中只起偶然作用或不起什么实质作
用的性质。这样，本来比较复杂的实际对象就简化
成一种理想化与抽象化了的东西——“模型”。

下落物体的研究：空气阻力
自由落体 G

有阻力落体 G-6πηrv
251080.1 −− = msN



八大行星绕日公转

地球为例：绕日公转 质点
地球自转 刚体

在研究不同物理现象的时候，同一个实际
对象很可能要用不同的模型来代替。



质点—牛顿力学的基本模型

质点，即大小为零的物体。 “质”+“点”

只有当物体运动的尺度大于物体本身的线度时，或者
在不考虑物体的转动和内部运动时，才可以采用质点模型。

除此之外，引入质点模型还为研究质量连续分布的物
体的运动提供了一个处理方法。

质点是一个物理对象。对于一个物理对象，用什么数学

语言来描述，并不是一件很自然的事。物理上，就是要寻
找那种能正确地描写物理对象的数学。

在牛顿力学中，质点的空间几何性质相当于欧几里德几

何上的点。在解析几何中，点的位置是由它的坐标值来确
定的。质点的位置也可以用这种坐标方法来给定。



参照系与参考坐标系
运动只能理解为物体的相对运动。在力学中，一般讲

到运动，总是意味着相对于坐标系的运动。
                                    ——爱因斯坦

利用坐标方法，首先要给出坐标系，坐标值总是相对于
一定的坐标系而言的。

如果选取物体K上的某点O为坐标原点，并选取X、Y、Z三个
轴，质点A的位置即由x, y, z所确定。这时，我们称所选取的
物体K为参考系，而称坐标系OXYZ为参考坐标系。



r


除了坐标方法外，也可以利用矢量方法来描
写质点A的位置。我们定义质点A的位置矢量

的大小为OA的长度，而方向从O指向A。用这个
矢量就完全确定了质点A的位置。在上面的坐标
系中，位置矢量的分量就是坐标x, y , z，或写为

kzjyixr ++=

两种描述质点A的位置的方法，是完全等价的。

位置是具有相对性的物理量。



• 轨迹：

– 质点在运动中所
经过的各点在空
间中连成的曲线

1.2.2 轨迹和运动学方程
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一般情况

只反映空间性质



• 运动学方程

– 质点的位置    关于时间的函数r
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给出物体运动的一切情况

运动方程 轨迹方程
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[例题]平抛运动

运动方程：
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[解] 



[例题]已知一质点做平面运动，其速率为常量c，
矢径的角速度的大小为常数ω。求该质点的运动
学方程和轨迹方程。
[解] ： 222222 ,  ==+  crr

222 rc
dt

dr
−=

t
c

r

dt
rc

dr tr






sin

00 222

=

=
−

 

运动学方程：

轨道方程：
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1.3 速度与加速度

1.3.1 位移、路程与速度：

（1）位矢与位移

为方便起见，取运动所
在平面为xy平面。在时刻t，

质点的位置，即它对原点
的位移，用矢量    表示，

就称为位置矢量。随着时
间不同，位置矢量的变化
即为位移。

r




（2）平均速度

1r
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当质点从A点（位置矢量为    ）运动到B点（位置矢量

为 ）时，表示质点位置变化的位移矢量为 ，

所经过的时间为                       ，在此时间间隔内，质点的平

均速度定义为



当质点从A点（路程为      ）运动到B点（路程函数为    ）

时，表示质点位置变化的路程长度为 ，所经过的

时间为                       ，在此时间间隔内，质点的平均速率定

义为

平均速率

12
sss −=

)( 12 ttt −=

时间（标量）

路程（标量）
=




=

t

s
V

( )
1

ts ( )
2

ts

位移与路程的异同点：

1. 位移与路程不同于位矢，它们与坐标原点的选取无关；

2. 位移是矢量，路程是标量，大小也不相等；

3. 位移仅反映初位置到终位置的相对改变，路程涉及过程



“飞矢不动”佯谬与速度概念的引入

“飞矢不动”（运动的箭静止）

芝诺问他的学生：“一支射出的箭是动的还是不动的？”

“那还用说，当然是动的。”

“确实是这样，在每个人的眼里它都是动的。可是，这支
箭在每个瞬间里都有它的位置吗？

“有的，老师。”

“在这一瞬间里，它占据的空间和它的体积一样吗？”

“有确定的位置，又占据着和自身体积一样大小的空间。”

“那么，在这一瞬间里，这支箭是动的，还是不动的？”

“不动的，老师。”

“这一瞬间是不动的，那么其他瞬间呢？”

“也是不动的，老师。”

“所以，射出去的箭是不动的！”



（3）瞬时速度与速度的瞬时性

把计算平均速度的时间间隔取得尽可能地小。这

时，我们可以发现，位移与经过时间的比值平稳地

趋近于一个确定的极限值。就是说，如果以 代表

这一极限值，

V


dt

rd

t

r
V

t


=




=

→ 0
lim

即在任何给定时刻（或位置）的速度，叫做瞬时速度。

分析一下自由落体



此式表明，从第1秒末开始取不同的时间间隔t，
所得的平均速度是不相同的。

既然t越小描述得越精确。我们取t为无限小，
或者相当于t→0的极限情况，这时平均速度变成
为：

秒米 /)9.48.9(
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这个9.8米/秒的物理意义是自由落体在第1秒末的

一个无限小时间间隔中的平均速度，称这个值为
自由落体在第1秒末的瞬时速度。

瞬时速度这个概念，使我们对运动的认识大为深化。



自由落体运动在任何时刻t的瞬时速度V (t)
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速度的大小叫做速率。速度是矢量，速率是标量。



1.3.2 加速度

（1）匀速运动

速度的大小和方向都保持不变的运动叫做匀速运动。
速度的大小或方向有一个发生变化的就叫变速运动。

（2）变速运动与加速度

当物体运动时，其速度的大小和方向只要有一
个发生变化，就是变速运动。

质点速度随时间的变化率为质点的加速度。



质点在从A到B的运动过程中的平均加速度 a


定义为速度的变化除以时间间隔，即 
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瞬时加速度定义为
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可以计算出自由落体在t到t+△t间隔中的平均加速度：

2/8.9
8.9)(8.9

秒米=


−+
=+→

t

ttt
a ttt

这个结果中不含t和t，也就是说，对任何一段时间间
隔，自由落体的平均加速度都是一样的。这种加速度
不随时间变化的运动，称为匀加速运动。

在动力学中，对力学的讨论几乎都是基于位置矢
量、速度和加速度这三个物理量。

思考：为什么不考虑加加速度？



1.4 直角坐标系中运动的描述

• 直角坐标系中的表达式
质点M的位矢
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• 1.4.1 直线运动

– 运动学方程

– 瞬时速度

– 瞬时加速度

一维运动

( )txx =
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( ) ( ) ( )
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常见问题

1. 已知质点在各时刻的函数        ，求速度和加速度；
2. 已知质点在各时刻的速度        ，求它的运动学方程；
3. 已知加速度 ，求它的速度

( )tx

( )t

( )ta ( )t



已知瞬时速度 和t=0时刻质点的位置
则运动学方程为：

若求路程，则为：

已知瞬时加速度        和t=0时刻质点的初始位置
和初始速度 ，则
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［例题］跳水运动员沿铅直方向入水，接触水面速率
为v0，入水后地球对他的吸引和水的浮托作用相抵消，
仅受水的阻碍而减速。自水面向下取Oy轴，其加速度
为 ，vy为速度，k为常量，求入水后运动员
速度随时间的变化。

2

yy kva −=

［解］设运动员为质点。根据已知条件有

2
y

y
kv

dt

dv
−= kdtdvv yy =− −2

设入水时为计起点，t = 0时vy = v0。运动过程中t时刻
速度为vy。将上式两侧分别以vy和t为积分变量，以

2−− yv 和k为被积函数，作定积分得

1/v－1/ v0＝kt v＝v0/(k v0t＋1)

可见运动员速度随时间减小且当t→∞时，速度变成零。



［例题］运动会上跳水运动员自10 m跳台自由下落，入水
后因受水的阻碍而减速。自水面向下取坐标轴Oy，其加
速度为          。k＝0.4m-1。求运动员速度减为入水速度
1/10时，运动员入水深度。

2

ykv−

［解］设运动员以初速度零起跳，至水面之速度为

smsmghv /14/108.9220 ===

在水中加速度为
2
y

y
kv

dt
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−=

因落至不同位置，对应不同速度，故可视vy为y的函
数，即vy＝vy(y)。于是可写

y

yyy
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代入上式得
y

y
kv

dy

dv
−=



即 kdy
v

dv

y

y
−=

作不定积分并化简得 ky
y Cev −=

C 为积分常数。引入初始条件y = 0时 vy＝v0，代入上
式写出C，得

ky
y evv −= 0

设vy＝v0/10，将 k=0.4m-1代入此式，即得

my 76.5=

即运动员深入水中5.76m时，其速度变为入水时速度的1/10。



[例题]一质点沿x轴正向运动，假设该质点通过坐
标为x时的速度大小为kx（k为正常量）。求（1）
此时该质点的加速度；（2）该质点从x=x1点出发
运动到x=x2点处所经历的时间间隔Δt。
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[解]：

[例题]一质点沿x轴运动，其加速度随位置的变
化关系为：   ，若x=0处，速度                   ，

3

1
3 2 += xa sm /50 =

问：x=3m处的速率是多少？

复合函数

链式法则



1.4.2 曲线运动

质点的速度 必定与质点的路径相切。V


矢量    ， 及   是相互有联系的，并可用它们的
分量表示成：

r
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taVVtVrr
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ajviv
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Vjyixr yxyx
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运动迭加原理（独立性原理）

一个运动可看成几个独立进行的
运动的迭加。

独立运动 合运动
合成

分解

简单运动 复杂运动



[例题]一质点在平面上运动，若该质点位置矢量的
表达式为                       （其中a，b为常量） 。问该
质点做什么运动？
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[解] ：
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所以该质点做匀加速直线运动。



运动学的两类问题：运动方程
微分

积分

a


或
（初始条件）

[例题]一质点的加速度ax=0， ay=-
2m/s2，t=0时，质点在（0，2）m处，
速度加速度的夹角ɵ=30°，速率为
2m/s，求：质点的运动方程。
[解]：
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三维空间运动的描述
定量描述质点在三维空间的运动，需要引入三维

直角坐标系，质点的位置可以用位置矢量 表示。

kzjyixr
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++=

随着时间t的变化，质点沿位置矢量端点在空间

的经过的曲线称为质点运动的轨迹。也可以用三个
坐标分量来描述运动：
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该方程组（运动方程）是一个三维曲线参数方程，
所描述的曲线就是轨迹。



设时刻t1和t2质点的位置矢量分别为        和)( 1tr


)()( 12 trtrr


－＝ 称为在t1到t2时间内质点的位移。
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与一维运动和二维运动类似，定义三维曲线运动
的瞬时速度：
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在直角坐标下写出分量形式：
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对于三维曲线运动，瞬时加速度定义为：
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在直角坐标系下，加速度表示为：
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三个分量为：
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根据运动的独立性原理，在讨论三维曲线运动时，可
以分别对三个一维直线运动进行处理，使问题简化。
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1.5 自然坐标系中运动的描述

• 受约束运动

• 物理概念上不容易理解
自然坐标系

1.5.1 切向加速度和法向加速度

直线
匀速圆周
一般曲线



矢量    。

沿轨道的切线方向的坐标轴称为切向单位矢量    ，
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
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与 垂直并且指向轨道弯曲方向的坐标轴称径向单位
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密切平面：在指定时刻，质
点的速度

1.5.2 自然坐标系

)(tv
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及加速度
所确定的平面称为点P的轨

道密切平面，简称密切平面，
其法线单位矢量 
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1.5.3 匀速圆周运动

对于质点以恒定速率绕圆周的运动，即所谓
匀速圆周运动来说，速度矢量的方向不断改变而
大小不变。

现在定义一个矢量，它的大小为单位时间内质
点角位置的变化
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方向由右手法则确定。这
样定义的量 称为角速度
矢量。
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利用这个矢量，可以把质点的

速度矢量 表示成
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质点在此坐标系下的位置由极径r和极角    决定。r

是质点所在位置与极点间的距离，  是质点的连线与极
轴的夹角，表示质点相对于极轴的方位。r,     统称质点
的极坐标。 

1.6 平面极坐标系中的运动描述

1.6.1 平面极坐标
在所研究的平面内，取固定于参照物的一点

为原点，称为极点，过此极点取一条射线，称
为极轴，方向始于极点。这就组成了平面极坐
标系。






1.6.2 位矢、速度、加速度的极坐标表示

以极点为坐标原点，质点的位矢只有径向，记为 rerr


=

re
 应该注意的是，此处的单位矢量     随极角    的改变而不断

改变其方向。
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令            分别为速度的径向分量和切向分量，则
  

推导速度的分量表示：
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当 时，

有速度表示式   
：切向

设                时刻质点沿空间轨道分
别在A，B点。在OB上取一点C，使

OC=OA。把位移       分解成 ，
则依速度定义：

：径向



再推导加速度的分量表示：

由图中可以看出
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、  不为常量就可以了。 
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如果利用矢量求导法，上述推导会变得十分简洁：
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［例题］水平直轨道上有一辆小
车，轨道的O点正上方有一滑轮，
通过滑轮以匀速   收绳，小车被
绳拉着在轨道上移动(图a)，问
当牵引绳与水平方向夹角为 的
瞬时，小车的速度多大?

0v
1v

［解法一］此题看来似乎很简单：
收绳速度 在水平方向的投影
(图b)就是小车前进的速度

（a）

（b）
cos01 vv =

cos01 vv =

2v

单就投影的计算而言， 是正确的，但是片面

直投影 意味着小车竖直向上腾空而起，显然这样求

的。将收绳速度分解为水平分速度和竖直分速度，竖

解是错误的。



cos02 uu =

sin02 vv =  sincos 00 vu =

 cos/sin00 vu =

0u  cos/sinsin 2

001 vuu ==

［解法二］在收绳过程中，不仅绳变短，而且其方
向(角 )也不停地改变。这样，小车还具有绕滑轮
转动的速度    。

竖直向下的投影

必定恰好与图b的竖直向上的投影

抵消，即，

从而,              

的水平投影

v 1v 1u

 cos/cos/sincos 0

2

0011 vvvuvv =+=+=

小车的移动速度 应是 与 两个水平投影之和

要牢记一条原则：把矢量向某个方向投影时必须
就另一投影也作出交代。



v

0v
v 0v

0v v

cos0 vv =

cos/0vv =

［解法三］小车的速度

必然是水平方向的，小车
在绳子方向的分速度必然
等于收绳速度 。这样， 

并不是 的水平投影，

倒是 在绳上的投影

由此得
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［解法四］应用微分学的方
法。取x轴如上图所示，原
点取在O点。小车的坐标

式中高度差H是常量，从滑
轮到小车的绳长 是变量，

。将x对时间t求导即得小车速度

负号表示小车运动方向与x轴正方向相反。

而且
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［解法五］用极坐标系求解。
取图中A点为极点，极轴竖直
向下。收绳速度 总是指向

是水平的，但大小未知。在
极坐标中，小车切向速度

为未知，而小车的径向速度 则已知为收绳速率，

由图可见

A点。
    小车的速度   的指向一定
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即                     

从而          
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消去
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［例题］有一轮绕定轴以匀角
速转动，一质点自轮心沿着
某一根轮辐以匀速    向轮边
运动。求解质点的运动情况。

［解］取固定于地面的参考系。
    在本例中，选用极坐标系较为适宜。取轮心O为
极点，把那条轮辐在t=0时的位置取为极轴。
    在任一时刻t，质点的速度为

即
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[例]一质点沿半径为R的圆周运动，质点经过的弧长与时间
的关系为 ，式中b、c是大于零的常数。求从t=0
开始到达切线加速度与法线加速度大小相等所经过的时间。

2

2

1
ctbtS +=

切向加速度

所以

取可能为正的解，解得

[解]方法一：径向加速度

，故有
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因为质点沿半径为R的圆周作运动，所以：

所以

代入

化简得到： （舍负值）

方法二：
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弧长与时间的关系为：
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本章内容

• 狭义相对论的实验基础

• 狭义相对论基本假设及其推论

• 洛伦兹变换及其应用
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狭义相对论的实验基础
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光速的特征

• 真空中的光速是物理学的基本常数之一， SI单位制中c=

299792458 m/s，已经作为一个常量固定下来。

• 它的特征是：
– 一切电磁辐射在真空中传播的速度，与辐射频率无关；

– 信号无法以大于光速的速度传播；

– 真空中的光速与参考系无关；

• 电磁学中的麦克斯韦方程中含有光速

• 原子基本结构中的精细结构常数也含有光速
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对光速的认识

• 光的速度是有限的，这是历史上科学家经过长期的实验积
累得到的结果。

• 根据场的理论，电磁相互作用的传播子就是光子。因此电
磁作用力的速度也是光速。

• 有多种测量光速的方法，这里我们讨论几种在历史上有重
要意义的方法。
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光速的测量I

• 光行差方法：由于地球绕太阳运动，地球上
观测到的恒星位置会以年为周期作运动。

• 这个运动是由光速和地球运动合成而成的。
可以用人在雨中跑动来类比。

6

James Bradley

1693-1762

詹姆斯.布拉德利
英国天文学家

1725年发现光行差现象



光速的测量II

• 齿轮实验：1849年菲佐实现了用齿轮在
地面光速测量的实验。L=8633m。

7

Hippolyte Fizeau

1819-1896

伊波利特.菲佐
法国物理学家



光速的测量III

• 旋转镜实验：1850年，傅科用将齿轮实验改进为旋转镜实
验。

• 1922年，迈克尔逊重复了这个实验，
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光速的测量IV

• 多反射腔实验：法布里-珀罗腔。c=lf。
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Charles Fabry

1867-1945

查尔斯.法布里
法国物理学家

严济慈的博士导师

Alfred Perot

1863-1925

艾尔弗莱德.珀罗
法国物理学家



Michelson-Morley实验背景I

• 在19世纪，光被认为

是在介质中传播的一
种振动。

• 光传播的介质被称为
以太（ether）

• 按照伽利略变换，光
相对于以太的速度是
光相对地球的速度与
地球相对以太速度的
矢量和。

• Michelson-Morley实验

就是为了测量地球穿
过以太的运动。
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Albert Michelson

1852-1931

艾尔伯特.迈克尔逊
美国物理学家

1907年诺贝尔物理学奖

Edward Morley

1838-1923

爱德华.莫雷
美国化学家



Michelson-Morley实验背景II

• Michelson在19世纪80年代早期开始了他的以太测量实验，
但实验条件和实验精度都不能令人满意。

• 在一次会议回程的路上，Michelson碰到了Morley，并向
他描述了自己的实验，他们两人讨论了合作的计划。

• 1885年，Michelson因精神出现问题在纽约休养了一年。

• 1886年，Michelson的实验室发生火灾，实验装置被摧毁。

• 之后，Morley将自己的实验室提供给Michelson来完成这
个实验。

• 1887年，实验完成。这是物理学史上最重要的实验之一。
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Michelson-Morley实验I
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Michelson-Morley实验II

13

• 镜片a是半透半反镜。

• 这个实验的核心是干涉仪。干涉仪比较的是aba和aca的光
程差，或者光在这两段路线上传播的时间差。

• 如果地球相对以太有一个速度v，则光程差或时间差会发
生变化。



Michelson-Morley实验III
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• 光在aca传播的时间是

• 光在aba传播的时间是

• 光在aba与aca传播的时间差是

• 系统转90度后，DT反号，所有干涉条纹
移动,相当于系统光程差变化了（对比
钠黄光l=590 nm）



Michelson-Morley实验IV
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• 实验的设计体现了两个思想：
1. L要足够大，所以在每个光路上放了四面反射镜；

2. 平台要足够稳定，整个系统放在一个大的平台上，然后浮在水
银上。



Michelson-Morley实验V
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• 最终实验测量的结果足够精确。

• 下图实线部分为测量结果，虚线为以太理论预言结果的
1/8。

• 下图上实线为中午测量的结果，下实线为夜晚测量的结果。



极限速率
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总结

18

• 人类对光速的认识是逐渐深入的：
• 首先是光速无穷大；

• 之后意识到光速有限；

• 然后发现光速在惯性系下测量不变，从而知道伽利略变化在高速
运动下是不成立的；

• 最后发现物体的运动速度不会超过光速。

• 当对自然的认识深入到一定程度的时候，新的理论就诞
生了。



狭义相对论的基本假设及其推论
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爱因斯坦奇迹年

20

• 1905年是爱因斯坦的奇迹年。在这一年中，还在专利局工
作的他获得了博士学位，并发表了四篇论文，分别讨论了:
• 光电效应（1921年诺贝尔奖）

• 布朗运动（1926年佩林因此方面的实验工作获诺贝尔奖）

• 狭义相对论

• 2005年，为了纪念爱因斯坦的工作，该年被命名为世界物
理年。



狭义相对论基本假设

21

• 狭义相对论有两个基本假设。

• 一是，空间是各向同性和均匀的，对于任何两个作匀速相
对运动的观察者来说，基本物理定理是完全相同的。也就
是，所有惯性系是等价的。

• 二是，光速与光源、接收器的运动无关。也就是，光速不
变。

• 在这两个假设的指引下，牛顿力学的时空观将会发生变化。

• 时间不再是绝对不变的概念，时间的同时性称为狭义相对
论里最重要的因素。



同时性的判断
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• 在同一个地点发生的事情，判断其是否同时不难，只要看
该地点的时钟的计时即可

• 在不同地点发生的事情，要判断其是否同时，就要看在不
同地点的时钟的计时。这时比较两个时钟的计时有个先决
条件，就是两个地点的时钟是同步的。

• 同步不同地点的钟有很多种方法，这里讨论的内容都以光
的传播作为同步的工具。这里用到的是光速不变的性质。

• 以两个地点的中点同时向两地发出光，当两地接收到光的
时刻作为时钟零点，则两地时钟就经过校准同步了。



同时的相对性

23

• 如图考虑S系与相对S系匀速运动的S’系。

• 根据之前的讨论，A、B两处的钟在S系中的校准是通过其
中点M发射光实现的。

• 在S’系看来，地面以-v速度运动，在S’系中观测S系中时
钟校准的过程，则：

1. M同时发出的光这个事实不会发生变化。

2. 在S’系看，B点顺着光传播方向运动，则光传播的等效距离减小。

3. 这样，在S’系看来，B点会比A点先接收到M发出的光。

• 可见，在S系同时发生的事情，在S’系看来不是同时发生
的。



时钟与位置
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• 每个地点都有自己的时钟，每个时钟都是记录发生在该点
事件的时刻。

• 相对论中，观测者的作用是将不同地点的时钟记录下来的
结果作比较和分析。

• 之后，我们认为在给定参考系中，除了安装坐标系外，还
分布了一系列的时钟，这些时钟都是经过之前的同步校正
过的。



事件与时钟I
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• 考虑之前讨论的例子。

• 定义A与A’重合的事件为AA’，B

与B’重合的事件为BB’。

• 在S系观测，AA’与BB’同时发生，
时钟置零。

• 在S’系中AA’发生时，将A’时钟置
零。

• 根据之前讨论，S系中看，M’同
时发生的光子会先到A’，则S系
中看A’的时钟计时比B’的时钟要
提前。

• 所以，在S系看来，AA’事件发生
时，B’的时钟还不到零点。



事件与时钟II
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• 相应的，在S’系中观测S系的时
钟。B的时钟要快于A的时钟。

• 所以BB’发生时，S’系看S系中A

的时钟还未达到零点，但B的时
钟已经达到零点。

• AA’发生时，S’系看S系中A的时
钟在零点，但B的时钟已经过了
零点。



垂直运动方向的时钟
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• 在垂直于运动方向的运动的参考系里的时钟，经过同步后，
在两个参考系内看都还是同步的。

• 但时间间隔会发生变化，或者说时间延缓了。

• 在S’系，是同一地点的时钟测量：

• 在S系，不同地点时钟测量：



本征时间间隔I
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• 在同一地点的两个事件的时间间隔是本征时间间隔，用
Dt表示。

• 位于参考系中两处时钟测得的时间间隔是非本征时间间
隔，用Dt表示。

• 时间延缓的本质是两事件的本征时间间隔小于这两事件
的非本征时间间隔。



本征时间间隔II
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在S’系中观测的结果 在S系中观测的结果：
运动的钟变慢



运动的尺I
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• 当杆的方向与运动方向垂直时，杆的长度与参考系无关。

• 当杆沿着运动方向：
• 在S系看，当B’通过A时，A的计时是t1；当A’通过A时，A

的计时是t2。则L=v(t2 -t1)。
• 在S’系看，当S系的A点与B’重合时，B’处的计时为t1’；当

A与A’重合时，A’ 处的计时为t2’。则：L’=v(t2
’ -t1

’)。



运动的尺II
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• 这里t’是不同地点测量的时间（非本征时间间隔），t是同
一地点测量的时间（本征时间间隔），则：

• 而L’是尺在静止参考系中的长度（本征长度），L是尺在
运动参考系中的长度（非本征长度）。

• 所以运动的尺收缩。



与时钟的关系I
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• 运动的时钟变慢、运动的尺变短都与时钟同步有关。
• 考虑下图的情况，以AA’时间作为S与S’系的时钟零点。

tA=tA’=0

• 在S系中，AA’与BB’同时发生。tB=0。
• 在S系看来，S’系中的时钟没有同步，t’B’<0。
• 问题是t’B’的具体数值是什么？



与时钟的关系II
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• t’B’<0意味着在BB’事件发生时，S’系中B’点的时钟还不到
零点。

• 这样，在S’系看来，BB’比AA’发生的更早。
• 在BB’发生时，S’系中A’时钟的读数与B’的时钟读数一样小

于零。此时，与A重合的点为S’系中的A’’。因此，与BB’同
时发生的事件是AA’’。A’’A’=DL’。

• AA’发生时，S’系中A’时钟的读数与B’的时钟读数一样等于
零。其落后BB’事件的时间间隔为Dt’。



与时钟的关系III
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与时钟的关系IV
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• 在S’系中相对静止，相距L’的两个经过同步校正的时钟A’

与B’。在S系中看来，它们没有同步校正。
• 在S系看来，沿着运动方向前面的钟走的慢，相对变慢的

时间与本征长度成正比，与运动速度成正比。
• 在S’系看来，结论是一样的。除了本征长度变为LAB。



例1-1
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一列车上置有一钟K，列车以v=0.8 c的速度沿平直轨道行驶。
轨道上A、B两点的距离为AB=40光分（1光分=光在1分钟传
播的距离）。分别以地面和车厢为参考系，计算K钟通过A、
B两点的时间和A、B间的距离。



例1-2
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以S系来看：

若K钟通过A点时，位于A的钟tA=12:00，
则通过B时，tB=12:50。



例1-3
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以S’系来看：

若K钟通过A点时，位于A的钟t’A=12:00，
则通过B时，t’B=12:30。
在S’系看到的长度为：



例1-4
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• 以S’系来看，S系中的A与B的时钟未校准同步。
• B时钟比A超前Dt=LABv/c2=32 min。
• 则S’系看到：

• K钟经过A点时，A钟读数12:00，B钟12:32；
• K钟经过B点时，A钟读数12:18，B钟12:50。



洛伦兹变换及其应用
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洛伦兹变换的背景
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• 1904年，亨德里克.洛伦兹得到洛伦兹变换的表达式。

• 但它的物理意义在爱因斯坦提出狭义相对论之后才完全搞
清楚。

• 洛伦兹变换有不同的推导方式。这里，我们从相对论的假
设出发，导出洛伦兹变换的表达式。



坐标系
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• 考虑下面的参考系系：静止的S系与相对运动的S’系，以
及各自的坐标系。

• 在t=t’=0时刻，两坐标系重合，之后S’系沿x方向运动。

• 之前已经讨论过，垂直于运动方向的长度与参考系无关，
即：y=y’，z=z’。

• 这样，我们只考虑x与x’的方向。



时钟
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• 在OO’事件发生时刻，在S系看来，S’系中的时钟读数为：

• 在S系看来，P事件发生的时刻为t，坐标为x；
• 在S’系看来，P事件发生的时刻为t’，坐标为x’。



时间变换
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• 在S系看来，P事件发生的时，O’的位置为x1

• 在S系看来，S’系中的x’处的时钟比O’处的时钟慢



位置变换
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• 在S系看来，P事件发生的位置是：

• 由于O’经过x1与P事件同时，则xx1就是S系中测得的O’x’

的长度。



洛伦兹变换
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• 可以看到洛伦兹变化将时间与空间耦合起来，3维空间变
成了4维空间。

• 根号的存在限制了v的上限是c



洛伦兹变换的推论I
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• 利用洛伦兹变换，我们可以很容易得到之前的一些结论。
• 设一钟在S’系中静止，坐标为(x’0,y’0,z’0)。
• S’系相对S系运动，任取发生在t’ 1和t’ 2两时刻的两个事件。
• 在S系中有：



洛伦兹变换的推论II
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• 一杆静止放置在S’系中，两端坐标为(x’1,0,0)和(x’ 2,0,0)。

• 在S系看来，杆是运动的，必须在同一时刻同步测量x1和
x2。这样利用洛伦兹变换，有：



洛伦兹变换的推论III
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• 由洛伦兹变换

• 可得

• 所以在S系看来，S’系中沿着运动方向，x’越大，t’越小。



事件之间的间隔与因果关系
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• s是两事件的间隔。它在所有惯性参考系下不变。
• 这是光速不变的数学表述。
• s2>0对应的是类空间隔。这时可以找到S’系使t’ 1=t’2。

• 类空间隔时，两地的距离大于光信号的传播距离，两地之
间的事件不存在联系或因果关系。

• s2<0对应的是类时间隔，这时可以找到S’系使两事件发生
在同一地点。

• 类时间隔的两事件，其空间间隔小于光信号的传播距离，
这样两事件间可能存在因果关系。



例2-1
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一根长为l0的棒静止放置在x’-y’平面内，与x’成q0角度。相对
于实验室参考系Oxy，棒以速度v沿x轴正向运动。求在此参
考系中棒的长度和取向。



例2-2
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S’系中:

S系中测量杆：

A

B



相对论速度变换I
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相对论速度变换II

54

• 当u、v远小于c时，
• 当ux=c时，ux’=c

• 当u<c，v<c时，u’<c

• 当ux=0，uy和uz不等于零时：



纵向多普勒效应I
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• 相对波源静止的参考系为S’系。
• 相对接收器静止的参考系为S系。
• S’相对S以速度v在SS’连线方向（ x方向）运动。
• 从S’系看，发生了两个事件：

• 事件1：t’时刻波源发出一光波，波以c向各方向传播；
• 事件2：t’+1/f’时，波源发出另一个光波；
• 这两个事件的时间间隔Dt’=1/f’为本征时间间隔。

• 从S系看，上面两个事件发生的时刻和位置为：



纵向多普勒效应II
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• 在S系看，在事件2发生时，事件1发射出的波已经运动了
cDt的距离。这样，S系接收到两事件发出的光波的时间差
为：



横向多普勒效应I
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• 相对波源静止的参考系为S’系。
• 相对接收器静止的参考系为S系。
• SS’连线方向为y方向。
• S’相对S以速度v在 x方向运动。
• 从S’系看，发生了两个事件：

• 事件1：t’时刻波源发出一光波，波以c向各方向传播；
• 事件2：t’+1/f’时，波源发出另一个光波；

• 在S系看，有：



横向多普勒效应II
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• 当L>>Dx时，有接收端收到两事件发出的光的时间差为：



第二章 质点动力学



2.1 牛顿第一定律（惯性定律）

研究物体运动的原因，通常称之为动力学。牛顿
动力学就是有关物体的机械运动的动力学。

牛顿动力学中的核心概念是“力”。

物体之间的相互作用，用“力”这个概念来表达。

伽利略开始明确地认识到，尽管许多运动的确都
要靠外力的维持，但并非凡运动皆如此。伽利略用
一个理想实验来证明。



伽利略的分析弄清了，存在一类运动，它们
并不是由外力所维持。它们的特征是速度保持不
变，即作匀速率的直线运动，或者静止。我们称
物体不受外力作用的运动状态为自由运动。总之，
处在自由运动状态的物体，必定作匀速直线运动，
或者静止。这就是惯性定律。

惯性定律是理想化的物理思想。



惯性定律提出力和惯性的物理概念。

力并不是运动的原因，而是运动变化的原因。运
动物体自身具有保持其匀速运动或静止的属性，这
种属性称为惯性。

惯性定律的意义是在于断言惯性系的存在：一定
存在着这样的参考系，相对于它，所有不受外力作
用的物体都保持自己的速度。这类特殊的参考系，
称为惯性参考系，或惯性系。



2.2 牛顿第二定律

( )
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dt

md
F



==



a


F


F


其中 是质点的加速度，m是它的质量，

对它的作用力。

在牛顿第二定律的范围中，可以对质量及力作
如下的定义：质量就是质点所受外力与所产生的
加速度之比。作用在一个质点上的力就是它的质
量乘以由于该力所产生的加速度。

2.2.1 牛顿第二定律的建立

定律：如果一质点受到外界物体的作用，则它
的运动遵循下列关系：

是外界

在此定律中，我们一下子涉及了两个新的物理
量：m及    。



Aa

Ba

ABa

在一足够光滑的固定桌面上，我们做三个实验：

① 物体A与一弹簧相连，把弹簧拉长到L，然后释放
物体A，在弹簧的牵动下，A作加速运动，测量出开
始时刻的加速度      ;

② 用同一弹簧与物体B相连，仍拉长到L，测出释放
时刻的加速度   ;

③ 仍用同一弹簧，拉长到L，和捆在一起的A、B相
连，测出释放时刻的加速度    。

(a) (b) (c)
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取物体A 的质量作为质量单位的标准，故可任意定
其数值为 ，作为力的定义，再由实验①测得的

即可算出弹簧对A的牵动力       

在实验②中，设弹簧对B的牵动力与牵动A时一样，
仍为F，作为质量的定义，可算出B的质量

     

在实验③中，如果假设A与B在一起的质量

是分别质量之和（即质量是可加的）：

假定牵动力依然是F，就可以作为定律，来预言此时
的加速度



式中只含有实验直接可测的量（与我们任意取定

这样一个理论与实验之间的全面关系告诉我们什么？

① 在整个分析过程中，我们的确有时将该式作为定
义使用，有时又作为定律，但在每个具体环节上它的
作用都是明确的，并没有同时既作为定义，又作为定
律的情况，因而是不“混乱”的。理论与实验之间由
一些测量操作联系着，由此就不难理解它既是定义又
是定律的实质。

无关），亦即牛顿第二定律给出了一组实验[①,②]

的数据计算另一实验[③]结果的规则。如果这样计算

出来的结果与观测值符合，就为牛顿第二定律的正
确性提供了一个实验验证。



② 最后结果中都是实验可以直接测量的量，也就是
说，由原式所给出的预言是明确的，具有可验证性或
可否证性。

③ 物理学的规律，例如牛顿第二定律，都有一定的
适用限度。在限度之外，牛顿第二定律不再成立。在
牛顿第二定律不适应范围，用它来预言实验就不再正
确，因而这时用它来作为定义也就没有意义了。上述
力及质量的定义也有其适用限度。



④ 只依靠牛顿第二定律来分析运动性质，还是
不够的，必须扩充其他假定，才有可能预测运动。
在前例中，用了两个假定：弹簧被拉长到同样的
长度时产生同样的牵引力F；质量具有可加性。

这个特点也与数学不相同。数学上的已知到求证
之间，只能使用定理、定义进行逻辑推理，不外
加其他东西。但物理上没有一个如此。必定要补
充一些外加的假设，才能从已知测量中作出预言。

牛顿第二定律适用的参考系是惯性系。

牛顿第二定律是一个矢量方程，它等价于三个分
量方程：

zzyyxx maFmaFmaF === ,,



2.2.2 质量与力的单位

质量的单位是千克，千克的标准
是保存在国际计量局中的一个铂铱圆
柱体。在原子尺度上，利用原子质量

单位，用 的原子质量精确地等
于12个原子质量。原子质量单位
与千克的关系是：

C12

千克原子质量单位＝ -27101.66056551 

力的单位是牛顿，一牛顿力使质量为一千克的物
体产生1米/秒2的加速度。



2.3 牛顿第三定律

BAF →


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ABBA FF →→ −=
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物体间作用力总是成对出现的，如果质点A对
质点B的作用力为          ，那么，质点B对质点A

有作用力          ，而且两个力的大小相等，方向
相反，并位于两质点的连线上，即



1. 弹性力
当形变为拉伸、压缩时，弹性力f与物体（如固

体、弹簧）伸长（或压缩）量x成正比：f = -kx

当形变为扭转时，恢复力表现为力矩，此力矩
与扭转角    成正比：

2.4 力与相互作用

2.4.1 几种常见的力及其机制

  c−=

2. 摩擦力

摩擦力是最常遇到的一种力，但是关于它的规
律却是异常复杂的。我们这里仅讨论一些简单的规
律。分干摩擦和湿摩擦两种形式。



干摩擦是两固体接触面有相对滑动或有相对滑
动趋势时，所产生的阻碍相对滑动或相对滑动趋势
的力，前者称为滑动摩擦力，后者称为静摩擦力。

Nf =

Nf kk = Nf SS =

Sk  和

根据经验，摩擦力与这个法向力成正比：
   
由于使物体起动所需克服的摩擦力（最大静摩擦

力）往往大于保持物体滑动所需克服的摩擦力（滑
动摩擦力），所以我们把上式写成两个式子：

分别为滑动摩擦系数和静摩擦系数。



③ 对此定律的粗略理解是：从原子层次看，由于相互接触表
面的不平整，存在许多接触点，在接触点上原子靠得很近，
好像粘结在一起，当拉动正在滑动得物体时，原子突然分开
，随即发生振动，产生波和加剧原子运动，随后产生热。
④ 通常所列出的摩擦系数表中，所谓铜与铜、钢与钢等的值
，实际上不是“铜与铜”等等所引起的，而是由粘附在铜上
的杂质（污物、氧化物或别的外来物质）引起的。如果两块
绝对纯的铜片，使表面很好接触，那么接触面上的原子分不
清自己应属于哪一块铜片，以致相互粘住，因而得不到正确
的摩擦系数。

① 摩擦定律是一个经验定律，至今还没有被人们完全理解。
因此，要想从理论上估计一下两个物体之间的摩擦系数也是
不可能的，只能靠实验测定。

应该指出：

② 凡经验定律都有它的适用范围，比如法向力过大或运动速
度过大，都会产生大量的热，而使定律失效。





两点注意：

①正确判断摩擦力的方向。
总是与相对运动（或相对运动趋势）方向相反！
汽车车轮所受到摩擦力的方向如何确定？

② 正确确定静摩擦力的大小。

给出的是“最大静摩擦力”Nf SS =



［例题］一条绳以Δθ<<1的偏转角擦
过一固定圆柱表面，绳垂直于柱的
母线，横断面如图所示。设绳与圆
柱间的静摩擦系数为μ，若绳一端A

的张力为T，另一端B的张力为T+ΔT。
绳子刚刚要向B端滑动，这时绳子张
力差ΔT等于多少？

［解］考察绳元Δs的受力以及运动情况，把它的运动分解
为切向和法向。
在切向上所受到的力为指向B的T+ΔT以及指向A的T，圆
柱给绳子的摩擦力μP指向A，其中P是Δs给圆柱的正压力。
所以，由牛顿第二定律，有：

T+ΔT-T- μP=0     或者   ΔT=μP



在法向上，所受的力有向心的是
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还有离心的是圆柱给绳元Δs的力P。所以牛顿方程为：
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因为绳元Δs尚未滑动，所以     。因此得0=
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得到：  = TT

0→ TddT =在                的极限下，得到：



如果速度非常低，
低到一般飞机不能起
飞，只是在跑道上拖
着前进时，定律就发
生变化，这时曳引阻
力与速度之间大致成
正比，即 

2cVF −=

VF −=

湿摩擦

空中飞行的飞机所受的阻力的构成十分复杂，
它由冲过机翼的空气、机尾的漩涡以及其它复杂因
素综合所致，但是阻力所遵循的定律却出乎意料的
简单，它近似地与速度平方成正比，或写为：

    
其中c近似地是一个正的常数

其中η近似地是一个正的常数
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3. 重力
在地球表面附近，一个质量为m的物体受

到的重力方向垂直于水平面，大小为
     

4. 万有引力
（在第七章专题讨论）

其中 是比例系数， 是两质点的电荷。

其中g是重力加速度

5. 库仑力   
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6. 分子力

一般在实验的基础上，采
用简化模型处理问题，可近
似地用下列的半经验公式来
表示：

         （s > t）

式中r为两个分子中心之间的距离；

式中的第一项是正的，代表斥力；第二项是负的，
代表引力。由于s和t都比较大，t一般约为6－7，所
以分子力随分子间距离r的增大而急剧地减小。这

种力可以认为具有一定的有效作用距离，超出有效
作用距离，作用力实际上完全可以忽略。由于s > t，
所以斥力的有效作用距离比引力的小。

都是正数
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7. 核力
核力是把原子核中的核子（质子和中子）束缚在一

起的力。这种力有效作用距离极短，对于大于约10-

15m的距离，核力就变得很小，可忽略不计了。但在小
尺度内，它却超过核子之间的一切其它形式的相互作
用而占支配地位。直到大约0.4×10-15米。它还是吸引
力。但距离若是再小，就成为强排斥力了。

在磁感应强度为

的磁场中运动，要受到磁场的作用力，此种力称为洛

8. 洛伦兹力
一个带电荷q的点电荷以速度

伦兹力：



力 相对强度 作用范围 重要性
强相互作用 1 10-15m 使原子核保持在一起

电磁力 10-2 无限远 摩擦力，张力等
弱相互作用 10-5 10-18m 原子核衰变
万有引力 10-39 无限远 组织宇宙

四类基本作用是：引力作用、电磁作用、强相互作
用、弱相互作用。

核子参与强相互作用，荷电粒子参与电磁相互作用
，核子及电子、中微子参与弱相互作用，任何粒子都
参与引力相互作用。

四种基本的力的特点

3.4.2 四类基本相互作用及其统一



静电学 静磁学 重力 行星运动

电磁感应
定律

光学 万有引力
定律

空间 时间

电磁场
理论

弱相互
作用

强相互
作用

狭义相
对论

弱电统
一理论

大统一
理论

广义相
对论

超引力
超弦
超对称



2.3 动力学问题的求解 

动力学方程的含义 

以弹簧振子为例： 

质点受到的弹性力为 −kx，k为弹

簧的弹性系数，x为位移。

振子振动时的动力学方程为 
dt

d
mkx


=−

为了讨论方便，改写为 x
dt

d
−=



这个方程能不能精确地算出这个周期运动的情况？ 

假定在时刻 t 物体有一定的速度 和位置 x，那么，在稍晚

一点的时刻 t+t 时，速度与位置各为多少呢？如果能够回答

这一点，我们说问题就解决了。 



如果 t 很小，作为一个近似，可以用 t 时刻的位置和速

度将时刻 t+t 的位置表示为： x(t+t)=x(t)+(t)t    。

t 越小，精度越高，即使 t 不是小到趋于零，此式仍能达

到可用的精确度。

因此，如果知道在一个给定时刻的 x 与 ，我们就知道加

速度，而这又能知道新的速度和新的位置。这就是动力学方

程内在的含义。 

为了写出 t+t 时刻的速度，需知到加速度。如何求得加速

度？动力学定律给出了回答。由前面关系知，加速度为 −x，所

以， (t+t)=(t)+a(t)t=(t)−x(t)t   。



动力学方程的数值解 

下面我们就用数值分析的方法解上述问题，由此得到的解

称为方程的数值解。 

假定取 t =0.100s。初值x(0)=1.00和(0)=0，可以分别写

出: x(0.1) = x(0) + (0)t =1.00

(0.1) = (0) − x(0)t = −0.10

在0.2秒时，x(0.2) = x(0.1) + (0.1)t =1.00 − 0.10 = 

(0.2) = (0.1) − x(0.1)t = −0.10 − 1.000.10 = −0.20

依此类推，一直做下去就可以算出其余的运动。 

将计算出的每个时刻的 x, , a 列为表格或绘成图，可以

发现x―t 图与x=cos t 的曲线符合得很好。以后会知道，x = 

cos t正是这个运动方程的精确解。 



我们可以用同样的方法去处理行星绕日运动，从而得到一

定近似下的椭圆轨道。 

先写出行星运动的动力学方程 3r

r
GMm
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d
m
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−=


在直角坐标系中分别

写出方程分量表达式 
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为了简化数值计算，我们

令GM ≡ 1。方程改写为 
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初值条件取为：x(0)=0.500，y(0)=0.000，x(0)=0，

y(0)=1.630。取t =0.100，分别对两个分量进行数值计算。计

算进行到 y 出现第一个负值时暂告结束，因为至此已能看清运

动情况。 



数值分析方法的地位 

一些简单的运动不仅可以用数值方法分析，也可以直接进

行数学分析。比如，前面对谐振子问题采用数值方法计算振

子的位置，但我们也能用分析方法轻易解出其一般解为cos t。 

然而，也有一些两种方法都失效的情况。对简单问题可

以用分析方法，对适当复杂的问题可以用数值解法，但是对

非常复杂的问题这两种方法都不能用。气体中分子的运动即

为一例，因为我们不可能用那么多的变量作数值计算。这类

问题只能借助于其它方法去处理了。 

三体问题    多体问题

少体问题



牛顿动力学方程的应用

amF


=

质点动力学所讨论的问题主要是质点受力与运动的相互
关系。它可以由牛顿第二定律 处理，由力求运动，
由运动求力、或者由运动和力的一部分求它的另一部分。



45=



例：在倾角为 的斜面上放一质量
M＝1千克，长l = 1.4米的板，板上端放一
质量m = 0.5千克的小方块。设板与斜面间
的摩擦系数     等于(a)0.7 ,  (b)0.5，方块和
板间的摩擦忽略不计，起始时刻方块与板
都静止不动。求方块从板上滑下的时间。

解：(a) 7.0= 时，分别对M, m作受力分析。由方块受力，

cos1 mgN =得：



 cos)(cos12 gmMMgNN +=+=

 cos)(2max gmMNf +==

maxsin fMg 

) (6.0sin/2 秒= glt

由板受力得：

代入数据有关系    

所以板不下滑，得方块从板上滑下的时间为
   

5.0=  cos)(sin gmMMg +(b) 时，因为  

所以板将下滑，分别写出m和M的绝对加速度：

singam =



2sin NMgMaM  −=

 cos)(sin gmMMg +−=

 cos)1(sin g
M

m
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M

m
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ttalt m 1547.13
3

2
/2 ===

m的相对加速度： 

所以方块从板上滑下的时间为  

即下滑时间与(a)中相比稍长一些。



例：一质量为m的小球最初位于如图所示的A点,然后沿半
径为r的光滑圆弧的内表面ADCB下滑.试求小球在C 时的
角速度和对圆弧表面的作用力.

解：取自然坐标系,小球受力如图

由牛顿第二定律得：

切向

法向



得到：

代入，得到：

小球对圆弧的作用力为：



Am

Bm

例：已知两质量同为1kg的物体用
轻质弹簧连接在一起，竖直地放
在水平桌面上，求：

①开始时两物体都静止，将桌面
突然移掉，在这一瞬间两物体的
加速度为多少？

解：①平衡时对于 ，重力                   ，向下；弹簧的弹
力     是向上的，故静力平衡方程为：

Am gmW AA


=

AN


0=+ AA NW


gmNW AAA == ||||


或

②在 上加多大压力，并保持其静止，才能使当压力突然
撤去时，由于弹簧的反跳导致       刚刚离开桌面？

Bm gmW BB


= BN



R


RNW BB =+

BA NN =

对于 ，重力                   ，向下；弹簧的伸张力为       也
向下；桌面的支持力    是向上的。故静力平衡方程为：    

由于弹簧向上下的弹力相同，有 



②如图，弹簧原长在O点，加       后压缩至     点，再加压力P

后压缩至     点。因为弹簧反跳的距离等于被压缩的距
离，所以撤去压力P后弹簧到达的最高点为     ，并且
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公斤2)( =+ gmmP BA Bm

突然撤去桌面，故 ，这时，物体A受到的总力为        

若要求 能离开桌面，应有 

所以，当 力时，可使       离开桌面。

即加速度为             

Am 1x

2x

2x

2121 xxxx =

物体B受的总力为                 

故加速度为 

其中k为弹簧的倔强系数。因而，压力至少应为



[例题]一条质量为M的均匀分布的绳子长度为L，

一端拴在转轴上并以恒定的角速度在水平面上
旋转，设转动过程中绳子始终伸直，且忽略重
力和空气阻力，求距转轴为r处绳子的张力。
[解]

绳上各点速度不同，张力也不同



• 在距转轴r处取一段绳子微元dr为研究对象。绳子
做圆周运动，根据牛顿第二定律：
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由于绳子末端是自由端，所以r=L时，T=0
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2.4 力学相对性原理与伽利略变换

2.4.1 力学相对性原理

伽利略在1632年出版的著作
《关于托勒密和哥白尼两大世界体系的对话》

把你和几个朋友关在一条大船甲板下的主舱里，再让你们带几
只苍蝇、蝴蝶和其它小飞虫。舱内放一只大水碗，里面放几条
鱼。然后挂上一个水瓶，让水一滴一滴地滴到下面的一个宽口
罐儿里。船停着不动时，你留神观察，小虫都以等速向舱内各
方向飞行，鱼向各个方向随便游动，水滴滴进下面的罐子中。
你把任何东西扔给你的朋友时，只要距离相等，向这一方向不
必比另一方向用更多的力，你双脚齐跳，无论向哪个方向跳过
的距离都相等。当你仔细地观察这些事情后，再使船以任何速
度前进。只要运动是匀速的，也不互左忽右地摆动，你将发现，
所有上述现象丝毫没有变化，你也无法从其中任何一个现象来
确定，船是在运动还是停着不动。



力学相对性原理

一切惯性系在力学上是等价的。

在任何惯性系中，力学定律具有相同的形式。



2.4.2 时间和空间的绝对性

在两个相互作匀速直线运动的参考系S和S'中，
事件的时空坐标之间有什么关系？

经典力学认为

时间的流逝
在所有参考系中都相同

空间的距离
在所有参考系中也是相同的

——绝对时空观

时间的流逝和空间的度量与物体的运动没有任何关系



2.4.3 伽利略变换
考虑两个相互作匀速直线运动的
参考系S和S′，它们相应的坐标
轴彼此平行，S′系相对S系的速
度为 v，沿x轴正方向。在
t=t′=0时刻，两个参考系的坐
标原点重合。

相对速度=绝对速度-牵连速度



如果在时刻t，质点对于K，K的速度分别为 )(),( tvtv 
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而对于K的加速度是
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同一质点对于两个相互匀速运动的参考系的加速度
是一样的。换言之，质点的加速度对于相对匀速运
动的所有参考系，具有不变性。



在两个惯性系K和K'中，牛顿第二定律成立

amFamF ==
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mmaa ==

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在两个惯性系K和K'中，牛顿第二定律成立

在两个惯性系K和K'中，牛顿第三定律也成立

ABBAABBA
FFFF

→→→→
−=−=


,

在任何惯性系中，力学定律具有相同的形式

推广，在任何惯性系中，物理学定律具有相同的形式



［例题］卡车和小汽车在同一车道上，均以匀速前进。前
面卡车的速度为     ，后面小汽车的速度为       。由于雾大，
当小汽车司机发现卡车时，两车相距仅为    ，小汽车立即
制动。已知小汽车制动后匀减速前进，需经距离    才能停
止。试确定两车不发生碰撞的条件。

0 03

0s

1s

［解］取卡车为参照系，小汽车的相对加速度为

1

2

0

2

9

s
a


=

1s 为小汽车完全停下来所经过的距离。

小汽车的相对初速度为       ，相对末速度为0时的相对位移为：02

( )
1

2

0

9

4

2

2
s

a
s ==



两车不相碰的条件为： ( )
1

2

0

0
9

4

2

2
s

a
ss ==





［例题］求解带电粒子在匀强磁场中的运动。假设磁场为
B = B0 ez，粒子的质量为m，电荷为q，初始时粒子处于原
点，速度为𝒗0 = 𝑣0𝒆𝑦 + 𝑣𝑧0𝒆𝑧。

［解］磁场中运动的带电粒子受力运动的方程为
𝑭 = 𝑞𝒗 × 𝑩

应用牛顿第二定律得
𝑭 = 𝑚𝒂

分解到直角坐标系，有：

在x方向的加速度为：
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
=

𝑞𝐵0

𝑚
𝑣𝑦

在y方向的加速度为：
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= −

𝑞𝐵0

𝑚
𝑣𝑥 = −

𝑞𝐵0

𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡

在z方向的加速度为：
𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
= 0，解为：𝑧 = 𝑣𝑧0𝑡

对y分量的方程积分，并由初条件得：𝑣𝑦 = −
𝑞𝐵0

𝑚
𝑥 + 𝑣0



［解(续)］令  𝜔 =
𝑞𝐵0

𝑚
，𝑅 =

𝑣0

𝜔
（分别是角速度和半径）

并将积分所得带入x分量方程，有：
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝜔 −𝜔𝑥 + 𝑣0 = −𝜔2(𝑥 − 𝑅)

由微分方程的数学知识，可知这类方程的解的形式为：
𝑥 − 𝑅 = 𝐴 cos 𝜔𝑡 + 𝛼

这里𝐴 和 𝛼 是待定的积分常数。根据题给初始条件有
𝑥 0 = 0， 𝑣𝑥 0 = 0，得𝐴 = −𝑅，𝛼 = 0。即：

𝑥 = 𝑅 − 𝑅 cos 𝜔𝑡 ，𝑣𝑥 = 𝑣0 sin(𝜔𝑡)
继而可得：

𝑣𝑦 = −𝜔𝑥 + 𝑣0 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)，𝑦 = 𝑅 sin 𝜔𝑡

结果表明带电粒子的运动轨道在xy平面的投影是以(R,0)为
中心，R为半径的圆。若 𝜔 > 0 则带电粒子在xy平面内的
投影是沿顺时针方向以角速度 𝜔 做匀速圆周运动。实际
上带电粒子在空间沿等距螺旋线轨道做速率恒定的运动。



［例题］求解带电粒子在匀强电磁场中的运动。假设磁场
为B = B0 ez，电场为E = E0 ex ，粒子的质量为m，电荷为q，
初始时粒子处于原点，速度为 𝒗0 = 𝑣0𝒆𝑦 + 𝑣𝑧0𝒆𝑧 。

［解］匀强电场磁场中运动的带电粒子受力运动的方程为
𝑭 = 𝑞 𝑬 + 𝒗 × 𝑩 = 𝑚𝒂

令  𝜔 =
𝑞𝐵0

𝑚
，𝑅 =

𝑣0

𝜔
，将运动方程分解到直角坐标系，有：

在x方向的加速度为：
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑣𝑦 +

𝐸0

𝐵0
)

在y方向的加速度为：
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= −𝜔𝑣𝑥

在z方向的加速度为：
𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
= 0

令 𝑉𝑦 = 𝑣𝑦 +
𝐸0

𝐵0
，则方程组变为：

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
= 𝜔𝑉𝑦，

𝑑𝑉𝑦

𝑑𝑡
= −𝜔𝑣𝑥

形式与上一例题中的方程一样，并用类似步骤求解



解为：
𝑥 = 𝑅 − 𝑅 cos 𝜔𝑡 ，𝑣𝑥 = 𝑣0 sin(𝜔𝑡)

继而可得：
𝑉𝑦 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)

因此

𝑣𝑦 = 𝑉𝑦 −
𝐸0
𝐵0

= 𝑣0 cos(𝜔𝑡) −
𝐸0
𝐵0

𝑦 = 𝑅 sin 𝜔𝑡 −
𝐸0
𝐵0

𝑡

这时带电粒子的运动是匀速圆周运动与匀
速直线运动的合成运动。其中，匀速直线
运动的速度为

−
𝐸0
𝐵0

𝒆𝑦 + 𝑣0𝑧𝒆𝑧

也是带电粒子圆周运动的圆心的运动速度。

E

B

x
y

z
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a


a


牛顿运动定律只适用于惯性系，然而，有些场合
下需要在非惯性系中讨论问题。

运动。质量为m的物体相对于A和B的加速度分别为

和 ，它们满足关系

3.1 非惯性系中的牛顿动力学

3.1.1 非惯性系

设一个参考系A相对于惯性系B以不变加速度

所谓非惯性系是指相对于惯性系作变速运动的参

考系。在非惯性系中，惯性定律及牛顿第二定律不再
成立。

3.1.2 平动加速参考系

0aaa


−=



其中                    ，称为惯性力或虚拟力。在

0amamamF


+==

惯FFamamam


+=−= 0

0amF


−＝惯

在惯性系B中，牛顿第二定律成立
    

在加速系 A中，有动力学方程：  

加速平动参考系中所感受到的虚拟力是均匀的，
且与重力一样与质量成正比，它起源于参考系
的加速运动，而不是物体间的相互作用。



例：向右加速运动的小车是一非惯性系，是一直线加速
参考系。

讨论：小球的运动状态：（桌面光滑）
（1） 以地面为参考系：小球水平方向不受力，静止。
（2） 以小车为参考系：小球相对于车向左以加速度−Ԧ𝑎
运动，由于水平方向不受力，不符合牛顿第二定律，这
时，可设想力 作用于小球上，方向与小车相对于
地面的加速度方向相反，大小等于小球质量与加速度的
乘积，该设想的力称为惯性力：

a


amf


−=惯

惯f




• 如图，一个质量为1.0kg的物块放置在无摩擦的木   
楔上，木楔倾角60o，加速度为  ，方向向右，物

块相对于木楔静止 。作物块受力分析图，并计算
加速度大小 。

解：惯性系中：

物块：Ncos60o-mg=0

Nsin60o=ma

木楔：F-Ncos60o=Ma

Mg+Nsin60o-T=0

60o

a
a



60o

mg

N

60oN

Mg

T

F

60o

ga 3=



相对于木楔静止的非惯性系中：
物块： Ncos60o-mg=0

Nsin60o+F惯=0

其中  F惯=-ma

60o

mg

N
F m惯

ga 3=

木楔：F-Ncos60o-Ma=0

Mg+Nsin60o-T=0

60oN

Mg

T

F

60o

F M惯



例 一质量为m的木块静置于质量为M，倾角为 θ，高为h的直角

劈的顶部，劈置于水平面上，所有的接触面都是光滑的，试用
非惯性系观点，求木块m相对斜面的加速度.

M

m


a

解：劈的运动以地面为参考系来考察，
在水平方向上 MaN =sin

坐标系O’X’Y’取在劈上 ,木块除受真实
力N和mg外，还受惯性力fi.

木块的运动方程为





cossin

sincos

mgmaN

xmmgma

=+

=+ 

消去N，即得
Mm

mg
a

+
=




2sin

cossin

从而，可以得到 ( )
g

Mm

mM
gax

+

+
=+=






2sin

sin
sincos



★等效原理

在加速平动参考系中，我们
只要对每一个质点引入一个
惯性力 ，那么这

个加速系中的物理定律就和
在惯性系中的等同。这个惯
性力的一个重要特征是，它
永远与质量成正比。重力也
是这样。因此，有人提出，
有可能重力本身就是一种惯
性力，万有引力或许就是由
于我们没有选取正确参考系
而引起的。

0amF


−=惯



以一个完全封闭的电梯为例。

g


ga


−=0

等效原理告诉我们，究竟是均匀重力加速度 ,

还是参照系的加速度 ，这在局部范围内

引力的本性就在于引力能在某种参考系中被
消除。等效原理是有关于引力最基本的原理。★

是无法加以区分的。



3.1.3 转动参考系

a


转a


amF


＝

转转＝ amF


Aaa


+= 转

惯转转 ＝＝ FFAamamF


+=− )(

相对于惯性系S转动的参考系S′，不管是均匀转动
还是非均匀转动，都是非惯性系。

相对于转动系以加速度 运动。在惯性系中牛顿
第二定律成立：

我们希望在转动系中动力学方程可以写为：  

如果质点m在两个参考系中的加速度满足关系： 

则     

设质量为m的质点相对于惯性系以加速度   运动，



这里                    。至此，与平动系中的讨论完全AmF


−＝惯

A


相同。我们的任务是寻找转动系中的牵连加速度 。

惯转转 ＝＝ FFAamamF


+=− )(

rermF


2−＝


re


0＝转a


① 惯性离心力
一个相对于转动系S′静止的物体，在惯性系S看

来，它必定绕转轴作圆周运动，其上受向心力作用
，向心力可表为：

             

其中 为转动参考系的角速度，r为物体离转轴距离，
为离轴径向单位矢量。

但是在转动系中此物静止不动：    



reraA


2−==

rermAmF


2＝＝惯 −

所以知：      

惯性力：

此惯性力被称为惯性离心力，简称离心力。

r


)( rmF


− ＝惯




r


惯F


当物体所在处的位矢 并不

其中 为转动系的角速度矢量。

的原点取在转轴上。

的方向仍离轴向外。

垂直于转轴时，离心力可表示为







VmFc


− 2＝




V



② 科里奥利力

如果物体在转动系中运动，则产生新的惯性力，
即科里奥利力。    

其中 为转动系的角速度矢量，
考系中的相对速度，它可以不垂直于转轴。

为质点在转动参



• 例：圆盘半径为R，以匀角速度 绕垂直
于盘心O的轴线转动。一质点沿径向槽自
盘心以匀速度 向外运动，试求质点加
速度各分量的量值。



v



[ cos ( )sin ]rv v t r v t t v     =  − +   −
2[ ( ) ]v r v t t v r t    = − +   − = − 

[ ( )cos sin ]v r v t t v t r


     = +   +  −
[ ( ) ] 2r v t v t r v t     = +  +  − = 

2

0

0

lim

lim 2

r
r

t

t

v
a r

t

v
a v

t








 →

 →

 
= = − 


 = =

 

解：

牵连运动(圆盘转动)改变了相对速度 v的方向,因而

产生了横向加速度 v ;同时,相对运动(质点向外运动)

又改变了牵连速度 r 的量值,因为这时 r 已变为

r v t+  ，故又一次产生了横向加速度 v ，因而沿横向

的科里奥利加速度为2 v . 

如质点在盘上不动,即 0v = ,则在瞬间 t t+  ,质点

只随着盘转到1的位置,它离盘心O的距离仍然等于 r ,

所以只有径向加速度 2r− . 



xyzoS

oS

−−−

−−−

运动参照系（转动）

固定参照系 

轴上在系的转动角速度是 z,S −−


r xi yj= +位矢

求在S参照系中的位
移、速度、加速度

o




s

pr

j i

x
y






地球

平面转动参照系



di di d
j k i i

dt d dt


  


= = =  = 

dj dj d
i k j j

dt d dt


  


= = − =  = 

dr di dj
v xi yj x y

dt dt dt
= = + + +

v v r= + 速度

牵连速度相对速度

这个结果对于三维情况也适用



( )a a v r v r     = +  +  +  + 

( ) 2a a r r v    = +  +   + 

( ) ( ) 2 2r r r r      ⊥  =  − = −其中

dv
a v

dt



 = + 

( )d r d dr
r

dt dt dt

 



=  + 

其中

( )d rdv
a

dt dt


= +加速度

平面情况：          三维情况：=r r⊥ =r r r r r
 

 
⊥

 
− = −  

 



总结：三维空间中的转动坐标系的加速度

设参考系以𝝎匀角速度转动。

  质点位置：𝒓 = 𝑥 𝒊 + 𝑦 𝒋 + 𝑧 𝒌

  质点速度：𝒗 =
𝑑𝒓

𝑑𝑡
= 𝒗′ +𝝎 × 𝒓

其中 𝒗′ = ሶ𝑥 𝒊 + ሶ𝑦 𝒋 + ሶ𝑧 𝒌 是在转动坐标系中测

得的速度，而
𝑑𝒊

𝑑𝑡
= 𝝎× 𝒊,

𝑑𝒋

𝑑𝑡
= 𝝎× 𝒋,

𝑑𝒌

𝑑𝑡
= 𝝎× 𝒌。

加速度：

𝒂 =
𝑑𝒗

𝑑𝑡
= 𝒂′ +𝝎 × 𝒗′ +𝝎 × 𝒗 + ሶ𝝎 × 𝒓

其中 𝒂′ = ሷ𝑥 𝒊 + ሷ𝑦 𝒋 + ሷ𝑧 𝒌 是在转动坐标系中测
得的加速度。再带入质点速度𝒗的表达式，得

𝒂 = 𝒂′ + 2𝝎 × 𝒗′ +𝝎 × (𝝎 × 𝒓) + ሶ𝝎 × 𝒓



矢量的向量积（叉积）

• 定义：设矢量c是由两个矢量a和b按
以下规定确定：

|c|=|a||b|sinα，α是a与b之间的夹角

c的方向垂直于a与b决定的平面，c的指向
按右手规则确定，即右手四指以不超过p
的角度，从a转向b时，拇指的指向就是c
的指向。

则称矢量c是a与b的向量积（叉乘，叉积，
外积），记为c=a×b

a

b

c

|a×b|

例子：力矩f×r=L。三角形两个边的矢量叉乘得到面积一半。





向量积
• 向量积a×b的模| a×b |等于矢量a，b为邻边的平行四边形面积

• 推导：1） a×a = 0

2）两个非零矢量a×b=0➔a||b

3）对于单位矢量    ，  ，   ，有：

4)根据右手定则：

• 向量积的运算性质

(1) a×b= -b×a

(2) 分配率 (a+b)×c= a×c+ b×c

(3) 结合律 (a×b)=(a)×b=a×(b)

î k̂ĵ

0ˆˆˆˆˆˆ === kkjjii

kji ˆˆˆ = ikj ˆˆˆ = jik ˆˆˆ =

不交换！



矢量的向量积



连叉乘
连叉乘  a×(b×c) = (a·c) b – (a·b) c

• 推导：

• 以b和c两向量所在平面为直角坐标系的xy平面，向量a在xy
平面上的投影为x轴，建立直角坐标系，有

a = ax i + az k，b = bx i + by j ，c = cx i + cy j

• 则连叉乘  

a×(b×c) = a×(bx cy – by cx) k = ax i ×(bx cy – by cx) k

= (ax by cx – ax bx cy) j = ax cx ( bx i + by j ) –ax bx ( cx i + cy j ) 

= ax cx b – ax bx c = (a·c) b – (a·b) c





非惯性系中加速度的证明
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2 2a a r r v   = +  − + 

a xi yj = +

2

ta r r =  −

2ca v = 

相对加速度

牵连加速度

科里奥利加速度

t ca a a a= + +

科里奥利加速度是由牵连运动与相对运动
相互影响产生的。



惯性力

若K‘系的原点相对于K系静止，则K系看，物体受到
真实力作用

从K系看，为了能形式上使用牛顿定律，则物体受
到的表现力为0，所以物体除了受到惯性离心力

之外，还受到科氏力

即表现力为

( )rmmamF +==


2

( )rmf
C

−=




 −=


mf
cor

2

corceff
ffFF


++=



1851年在巴黎先贤祠的大厅里，让·傅科进行实验的67米长的摆。

科里奥利力在地球上的表现



科里奥利力在地球上的表现



科里奥利力引起的气旋(a)与反气旋(b)

空间转动情况下，当转动系为均匀转动时，其惯性力为：

VmrmF

−−  2)(＝惯

科里奥利力
在地球上的
表现



[例题]一圆盘以匀角速度ω绕过圆心并与圆盘垂直
的轴转动。一质点M沿圆盘上的弦，以恒定的相对
速度u运动，如图所示。已知该弦离盘心的距离为b。
求在以地面为参考系时，质点M的速度和加速度
（表示成质点M离弦中点的距离x的函数。
[解]：在圆盘上建立如图所示的随圆盘转动的直角
坐标系O-xyz，地面为惯性系。则：
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或



[例题]半径为  竖直放置的光滑圆环，绕通过其圆心的铅直
轴以恒定的角速度 转动。在此圆环上套有一质量为
的小环，自 处相对于圆环无初速地沿环下滑。问
小环的位置   为何值时，它的滑动将开始反向？这里 是
圆心与小环的连线跟转轴之间的夹角。

r
 m

/ 4 =

 

[解]以圆环为参考系。受力分析如图所示。小环受到重力，
大圆环的支持力，科里奥利力

O
r

mg

N



CF

iF



2 ' 2 cosCF mv m r   =  =

和惯性离心力 2( ') siniF m r m r   =   =

mg

iF

在整个运动过程中只有重力 和惯性

有沿圆环切向分力，积分得：离心力

2

/ 4

2 1
( cos )

2 2
imgr F ds mv




− +  =



即
2 2 2

/ 4

2 1
( cos ) sin cos

2 2
mgr m r d mv
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= − −

开始反向时，

即

解得：

显然取

即 时，小环开始反向运动。



例：半径为 r的齿轮由曲柄OA带动，沿半径为R的固定

齿轮滚动。如曲柄OA以等角速度绕o轴转动，求动齿

轮上点M （在OA的延长线上）的速度和加速度。 

解：建立动系 xAy，Ax轴始终沿曲柄OA的延长线方向，

此动系既有平动又有平面转动，故M 点的绝对速度    

, 0M A r N A rv v AM v v AN = +  = +  =  

其中    ( ) ,Av R r j AM r j  = +  =  

得  ( )rr R r = +   故 r

R r

r
 

+
=  

r r

R
v AM AM R j

r
   =  =  =  

N



( ) ( )2M rv R r j r j R r j   = + + = +  

M 点的绝对加速度
M t Ca a a a= + +  
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2
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r r r
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'ω2 −= mFC

)2/sin('2  −= mFC

 cos'2m

'x
'y 'z

[例]考察地球自转对自由落体的影响。
[解]设物体从离地h高处落下，初速为零。
①以地球为参考系研究落体的运动，应当计入惯性力。
落体所受重力为mg，竖直向下。科里奥利力

指向东方，其大小

即

②取固定于地球的坐标系
。原点在落体初始位置的
正下方， 轴指向南方，

轴指向东方， 轴竖直朝上。



0'x 0'y 0'z

'x 'y 'z

'x 'z 'y

 cos'2 zm −

0'0 =x 0'0 =y hz =0' 0'0 =x 0'0 =y 0'0 =z

重力的 分量和 分量为0，

科里奥利力的 分量和 分量为0， 分量为

取落体开始下落时刻为t=0。初始条件为：t0=0，有

分量为-mg。

③列出运动方程：

,      ,      ； ,      ,      。


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)3(.'
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

0'0 =x 0'0 =x

0'=x

④考虑到初始条件 ， ，(1)式积分结果为

。                         (4)



0'0 =z hz =0'

2
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 cos2' gty =

0'0 =y 0'0 =y
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',cos' 32 gtygty ==

'z

2

2
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0 gth −=

为积分(2)式，必须先将(3)式积分。考虑到初始条件

， ，(3)式积分结果为

以(5)代入(2)，则

考虑到初始条件 ， ，积分结果为

⑤现在来计算落地处偏东多少。(5)式的偏离是以
时间t表示的，因而还需要先算出落地的时间。为
此，以 =0代入(5)，

(5)

(6)



ght /2=

 cos
2

3

2
cos

2

3

1
'

2/3

g

hh

g

h
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从而求得落地时间

以此代入(6)得到落地处偏东距离

让物体从h=60m的高度(大约相当于二十多层楼
的高度)自由落下。在北京(纬度    ≈40°)，物体的
落地处偏东0.78cm；在合肥(纬度约32°)，则偏东
0.86cm。由于存在其他因素(例如风)的干扰，这个
偏东现象通常是难以察觉的。

⑥本例一开始曾确认落体基本上不受地球自转影响，
其“相对”速度基本上是竖直向下，从而推论FC向
东，得出落体偏东的结论。



[例题] 考察地球自转对单摆运动的影响。

[解] 假如没有惯性力，单摆将沿直线

AB来回摆动。事实上，单摆从A向B摆

动时，由于科里奥利力的作用而逐渐

向右偏，并没有达到B点而是达到C点。

从C向回摆动时仍然逐渐向右偏，结果达到D点。依此推论，

摆动平面将顺着时针方向不断偏转，如虚线箭头所示。 

现在进一步问：摆动平面偏转的速率怎样?

摆原在A点，沿AC方向摆动。过了t

时间，由于地球自转，到了B点。由于惯

性，单摆保持平行于AC方向即沿BG方向

来回摆动。在地球上的人看来，摆动平面

已由南北方向顺时针“偏转”到BG方向。 



现在让我们来求偏转角∠CBG。 

显然∠CBG=∠ACB，我们改求∠ACB。由于

t很短，这些角都是小角，因此∠ACB≈DE/CE。

而 





sin/sin/ OEECOOECE

tOEDOEOEDE

=
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为摆所在处的纬度。这样， 

t
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
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





所以摆动平面“偏转”的速率为  sin=




t

CBG

这个偏转速率是很小的。它在两极最大，但也不过每天偏

转一圈。纬度越低，偏转得越慢。 



例题 质量为m的小环套在半径为R光滑大圆环上，
后者在水平面内以匀角速度    绕其上一点O转
动。试分析小环在大环上运动时的切向加速度和水
平面内所受的约束力。



解：如图，以直径OCB为极轴，位矢
       与极轴的夹角为    。位矢      与极
轴的夹角为   。在随大环转动的参考
系中，小环受到三个水平力：

OA  CA



大环的约束力  N（法向）

惯性离心力 2mrfc = （沿        ）
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科氏力 mvfcor 2= （法向）

其中
dt

d
Rv


=

为小环相对于大环速度，沿
圆环的切线方向。
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此式表明，小环的运动是以B点为平衡位置来回摆动.
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⑴在自然坐标系中，切向加速度



⑵在自然坐标系中，水平面内约束力有

R
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小环在大环上运动时所受的约束力沿大环的法线方向。
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第四章 动量定理



4.1 动量守恒定律与动量定理 

4.1.1. 孤立体系与与动量守恒 

前面我们大都讨论单个质点的运动。现在我们要讨论由
许多质点构成的体系的运动规律。这种问题，常称为质
点系问题，或多体问题。在质点系中，每个质点的运动
一般是相当复杂的。

在质点系中有一类是特别的，即所有质点都没有受
到体系之外的物体的作用力。也可以简单地说，整个体
系不与外物相互作用，这种质点体系称为孤立体系。 



首先讨论一个最简单的质点系，它只包

括两个质点1和2。如果它是孤立体系，那么，

作用在质点1上的力，只有2对它的作用力       ；

而作用在质点2上的力，只有1对它的作用

力       。根据第二定律，有 21
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改写为                                  。 0)( 2211 =+ 
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mm
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定义          ，2211 
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mmP += 有              ，0=
dt

Pd


最终得到                     。不变量=P


对于两个质点构成的孤立体系，我们找到了一个新的不变
量    ，称为动量。 P





对于多个质点所构成的孤立体系，可以用完全类似的方法
证明体系的总动量不随时间变化，即 

不变量=++= nnmmmP 





2211

或者  0=
dt

Pd


这就是动量守恒定律。 

对于单个质点，我们可以定义它的动量为                ，那么，动
量守恒可以表述为：                              ，其中    是第 i 个质点的动量。


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ipP 不变量
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

孤立体系，每个质点的动量时刻在变化着，但它们的总和不变。 

当体系与外界有相互作用，即非孤立状态时，动量守恒一
般不成立，但当外力总和为零时，动量守恒仍然成立。 



4.1.2  冲量与质点的动量定理 

根据牛顿第二定律，对于单个质点，有                  。F
dt

d
m
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=


因单个质点的动量为              ，故方程可写为              。 
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即质点动量的变化率等于外力。 

若质点在 t1时，具有动量     ；在 t2时，变到    ，可积分得： 1p
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即质点动量的变化，等于力对时间的积分。 

定义           为冲量。所以，冲量就是度量动量变化的物理量。 
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状态量           过程量



4.1.3  质点系动量定理 
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1. 两质点体系

牛顿第三定律
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2. 多质点体系

牛顿第三定律

体系总动量： 
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守恒定律是认识世界的有力武器。在新现象研究中，当发现某
个守恒定律不成立时，往往作以下考虑：

   (1)寻找被忽略的因素，从而恢复守恒定律的应用。

   (2)引入新概念，使守恒定律更普遍化。

   (3)无法“  补救”时，宣布该守恒定律失效。

中微子的发现

•问题的提出:
·衰变: 核A ⎯→核B + e
·如果核 A静止,则由动量守恒应有        
PB +Pe = 0 ·但衰变云室照片表明,
B、e的径迹并不在一条直线上。

•问题何在? 是动量守恒有问题?
还是有其它未知粒子参与?

•物理学家坚信动量守恒。

• 1930年泡利 (W.Pauli)提出
中微子假说，以解释衰变
各种现象。

• 1956年(26年后)终于在实
验上直接找到中微子。

• 1962实验上正式确定有两
种中微子：

               电子中微子e

子中微子



[例题]

[解]





[例题]如图所示，AB为一光滑水平横杆，杆上套一质量为M
的小圆环，环上系一长为L质量不计的细绳，绳的另一端
拴一质量为m的小球。现将绳拉直，且与AB平行，由静止
释放小球，则当线绳与AB成θ角时，圆环移动的距离是多
少？

[解]：虽然小球、细绳及圆环在运动过程中合

外力不为零（杆的支持力与两圆环及小球的重
力之和不相等）系统动量不守恒，但是系统在
水平方向不受外力，因而水平动量守恒。

设细绳与AB成θ角时小球的水平速度为v，圆环的水平
速度为V，则由水平动量守恒有： MV=mv 且在任意时
刻或位置V与v均满足这一关系，加之时间相同，公式
中的V和v可分别用其水平位移替代，则上式可写为：

解得圆环移动的距离：

( ) dLLmMd −−= cos

( )
mM

mL
d

+

−
=

cos1



[例题] 质量m=10kg的质点受力F=30+40t的作用，且力方向不

变。t=0s时从 开始作直线运动（     方向与力

方向相同），求：（1）0~2s内，力的冲量I；（2）t=2s时

质点的速率     。

[解]（1）

（2）应用质点动量定理：

代入数据解得：

1

0
10 −= sm 0



2


( ) ( ) =+==
2

0
1404030 sNdttdttFI

1

2
24 −= sm

Imm =−
02





[例题]质量为2.5g的乒乓球以10 m/s 的速

率飞来，被板推挡后，又以 20 m/s 的速

率飞出。设两速度在垂直于板面的同一

平面内，且它们与板面法线的夹角分别

为 45o 和30o，求：（1）乒乓球得到的冲

量；（2）若撞击时间为0.01s，求板  施

于球的平均冲力的大小和方向。

45o

30o

n

v2

v1

O
x

y

[解]：取挡板和球为研究对象，由于作用

时间很短，忽略重力影响。设挡板对球的

冲力为  则有：F


12 vmvmdtFI


−== 

v1



取坐标系，将上式投影，有：

tFmvmvdtFI
xxx
=−−==  )45cos(30cos 0
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2

tFmvmvdtFI
yyy
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45sin30sin

gmsmvsmvst 52,/20,/10,010
21

====
45o

30o

n

v2

v1

O
x

y

v1

mv2

mv1

mv1

tFI =


NsINsI
yx

00730,0610 ==

NsIII
yx
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为 I 与 x 方向的夹角                                                                                                                             '0526,12000tan === 
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NFFFNFNF
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[例题]已知导轨上的炮车仰角为α，质量为M，炮弹质量为
m，炮弹相对炮筒的射出速度为      。忽略导轨的摩擦。求
（1）炮弹刚射出时，炮车的反冲速度；（2）若炮筒长为l，
发射过程中炮车移动的距离。

u




[解] （1）炮车的反冲速度
水平方向不受力，动量守恒

0
x

m MV + =

cos
x

u V = +

cosu
mM

m
V

+
−=

（2）发射过程中炮车移动的距离
炮车移动过程非匀速，也非变速
设发射过程经历的时间为T
在发射过程中，炮车的位移为：





cos

cos
00

l
mM

m

dtu
mM

m
Vdtx

TT

+
−=

+
−== 



4.2. 质心运动定理

质心定理是动量守恒的另一种描述方式。 

首先讨论由质量为m1, m2，位矢为     的两个质点所构成

的孤立体系。这个体系的动量守恒，即        。

21 , rr
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0=dtPd
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式中，用了一个新的物理量   ，定义为 cr


21

2211

mm

rmrm
rc

+

+
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它表示一位置，即图中的C点，称为体
系的质心位置。 

或 



对前面的守恒式求导，得                                  ，即 。0)(
2

2

21 =+
dt

rd
mm c


0

2

2

=
dt

rd c



表明，对孤立体系，其质心的加速度为零，即C点的加速度
为零。因此，动量守恒定律又可表述为：孤立体系的质心作匀
速直线运动或静止，这就是质心定理。 

很容易把质心定理推广到多质点构成的孤立体系。由动量守
恒定律，用上述类似的推导可知，一个由质点m1, m2, , mn所
构成的体系，其质心位置为 


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其中                分别为各质点的位置。这时，动量守恒定律可
写为：

nrrr





,,, 21

0
2

2

=
dt

rd c





现在我们进一步讨论不仅有内力作用，而且也有外力作用的
非孤立体系的情况。仍采取上述质心的定义，则质心速度为 
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其中    是第 i 个质点所受到的总力，包括内力与外力。 iF
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根据牛顿第三定律，体系的内力成对出现，且大小相等，
方向相反，所以在式中内力全部相互抵消。因此可写为 
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21 外外外 n
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其中，                    为体系的总质量；                                             是体

系所受到的总外力；      是第i个质点所受外力。 
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• 几点说明

– 质心运动定理是矢量方程。

– 质心的位矢是各质点位置矢量的带权平均值。

– 质心的坐标与原点的选取有关，质心与体系各质点的
相对位置与坐标原点的选取无关。

– 质量连续分布的物体，有

– 质心是一个抽象的物理概念，不对应实物

– 质心运动定理与牛顿第二定律适用范围相同

– 质点组的动量等于质心的动量
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质心坐标系——以质心为原点，坐标轴总与基本参考系平行.

质点系相对质心坐标系的动量

）（
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rm

t
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ici
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
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
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d

（质心系中质心位置矢量）0=
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

0= cP
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即质点系相对质心坐标系的动量总为零.

而  

质心系中质点系的动量   



[例题] 大量运动微粒撞击物体壁产生的平均效果是均匀而持
续的压力。假设微粒的数密度（单位体积内的粒子数）为n，
每个粒子质量为m，且具有均一的速度向着物体壁运动。求
下列两种情况下的压强：
(1)粒子陷入壁面。
(2)粒子完全反弹。 

[解]设物体壁面积为 S，Δt 时间内粒子能运动的距离为 Δt。
物体壁前的体积                      中的粒子都会在 Δt 时间内与壁发
生碰撞，碰撞的粒子数为                 。按照情况1，碰撞前后粒
子的动量分别为        和 0，由压强公式和力的公式，可得压
强为：

2F p N m n V m n S t m
P nm

S S t S t S t S t

   


       
= = = = = =

   

V S t=  

N n V= 
m

按照情况2，粒子碰撞后的动量为          ，这样粒子动量的变
化是情况1的2倍，因此可得压强：

m−

22P nm=



[例题]如图，求质量均匀的直角三角形的质心位置。
[解]
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体系质心
t2时刻
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体系质心

例题：已知1/4 圆 M，m由静止下滑，

求t1→t2过程 M 移动的距离 S .

解： 选（M+m）为体系

水平方向合外力=0，水平方向质心静止。

21
XX =质心静止

R
mM

mS
+

=

M 移动的距离 

t1时刻



[例题]：图示机构，地面光滑，初始时刻系统静止。
问m1下降h时，m4水平移动多少？

[解]：1.建立坐标架

记四个物块的质心初始时刻
坐标分别为x1、 x2、 x3、 x4。

2.质心运动定理

0   === 
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Cx F
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mma由

constvCx =得 而初始时刻系统
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constxC =

记四个物块的质心初始时刻
坐标分别为x1、 x2、 x3、 x4。

初始时刻质心坐标：
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0

mmmm

xmxmxmxm
xC

+++

+++
=

m1下降h时，假设m4向左水平移动S:
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例题 质量为 m 长为 2l 的均质杆OA绕水平固定轴O在
铅垂面内转动，如图。已知在图示位置杆的角速度为
，角加速度为。试求此时杆在O轴的约束反力。

O

A





x

y

mg

t

Ca

n

Ca

解1：用质心运动定理。
以杆为研究对象，受力如图，建立如图坐标。

2sin cos sin cost n

Cx C Ca a a l l     = − − = − −

2cos sin cos sint n

Cy C Ca a a l l     = − + = − +

2( sin cos ) Oxml F   − + =

2( cos sin ) Oyml F mg   − − = −

解得
2( sin cos )OxF ml    = − +

2( cos sin )OyF mg ml    = − −

O

A

C

OxFOyF



解2：用动量定理。

以杆为研究对象，受力如图，建立如图坐标。
sin

cos

x

y

p ml

p ml

 

 

= −

= −
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(e) (e)
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d d
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   

   
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− − = −

解得
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例题 质量为M 的大三角块放在光滑水平面上，其斜面上放一
和它相似的小三角块，其质量为m。已知大、小三角块的水平
边长各为a与b。试求小三角块由图示位置滑到底时大三角块的
位移。

x

y a

b

mg

Mg



x

y a

b

mg

Mg

NF

解：取系统分析，受力如图，建立如图坐标。

x

y

s

设大三角块向右的位移为s ，则

2 1 0
C C

x x− =

由于Fx
(e)＝0 ，且初始系统静止，

所以

2 1

( )
0

C C

M s m s b a
x x

M m

+ + −
− = =

+

解得 ( )m b a
s

M m

−
= −

+



[例题]  如图所示，均质杆AB长为  ，铅垂地立
在光滑的水平面上，求它从铅垂位置无初速度地
倒下时，端点A得轨迹。

解：AB杆初始静止，且有

0= xF

即沿x轴方向质心位置应守恒，质
心C始终在y轴上，A点的坐标可
表示为：

cos
2

l
xA = sinlyA =

消去  ，得： 2224 lyx AA =+

即A点的轨迹为椭圆。

l

•
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B
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x

y



将质心概念和质心运动定理用于地月系统。 

地心和月心绕它们两者的质心而转。 

太阳引力作用在地球和月球组成的质点系上，

地球和月球的质心沿椭圆轨道绕太阳公转。 

地月质心离地心约为地球半径的2/3。 

日地月三者质心可认为就在日心，并认为地月体系绕太阳
公转。 



4.3. 变质量物体的运动 
这里讨论的变质量物体并非指相对论中描述的质量随运动物

体速度而变化的相对论情况，而是指在运动过程中不断与外界
交换质量的物体的运动。 

可以把质量不断变化的物体（称为主体）
和由它放出来的物体（或附着其上的物体）看
成一个质点系，就可以和不变质量的质点系一
样处理。 

以增质量为例。由体系的动量定理，
得： ( )( ) ( )  +  +  − +  = m m m m u F t

    +  +  +   − − = m m m m m mu F t

tFumm +−=


)( 

整理后两边除以t，并取极限t→0，得： F
dt

dm
u

dt

d
m




+−= )( 




F
dt

dm
u

dt

d
m




+−= )( 
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减质量时，同样可得到相同的方程。因此，该方程称为变

质量物体的运动微分方程。其中m为主体质量。在增质量时，                           

为质量dm附着主体前相对于主体的动量。                 

为附着过程中主体的动量增加率，即主体受到的冲击力；减质

量时，dm为负，                       为主体给予dm的冲量，                    

为主体给予的推力，                   为对主体的反冲力。最后一项    

为系统受到的合外力。由于dm是被忽略的小量，    就是主体

受到的合外力。 
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[例题] 雨滴开始自由下落时质量为m0，在下落过程中，单位时间凝聚
的水汽质量为。试求雨滴经时间 t 下落的距离。忽略空气阻力。 

[解] 设水汽附着于水滴前的速度          ，利用                      ，有： 0=u


F
dt

md 

=
)( 

gtmtm
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d
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积分，并利用初始条件：t = 0时， = 0；得 g
tm
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再积分，并利用初始条件：t = 0时，x =0；
得： 
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[例题] 火箭利用把燃烧后的废气逐渐向外喷出的办法来增加自
身的运动速度。设喷出废气的相对速度            沿运动物体轨道
切向，且为一常量r；火箭在运行中不受任何外力作用；火箭
起始质量为m0，其中燃料质量为m，空火箭质量为mS（即
m0−m）；火箭单位时间内喷出废气的质量为常数k。求火箭能
够达到的速度。 

)( 
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[解] 利用方程      ，有F
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d
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积分，并利用初始条件：t = 0时， = 0，m = m0，得： 
m

m
r

0ln =

当燃料烧完时，火箭所具有的速度为： )1ln(ln 0

s

r

s

r
m

m

m

m 
+== 

为获得大的速度，应增大喷射速度，增大燃料与空火箭
质量之比。但增大喷射速度对增加最后火箭速度更为有效。 

即



[例题] 长为 l 质量为 m 的软绳，自静止下落．开始(t =0)时，绳
的下端与桌面恰相接触，求下落过程中桌面对绳的反作用力。 

[解] 坐标原点取在桌面上，z轴竖直向上。

整根绳子看作一个质点系，线密度  = 
m/l，在下落过程中，尚在空中的绳子长度
记作 z，落在桌面上的绳长为 l − z。 

重力mg指向负 z 方向，桌面的反作用N
指向正 z 方向。                        ，a0是整根绳
子的质心加速度。 

0mamgN =−

按照质心坐标公式，整根绳子的质心坐标为 

lzmzmzzzlz 2/2//]2/0)[( 22

0 ==+−= 

对时间求导两次，有                 ，                            。lzz /0
= lzzza /)( 2

0
 += gz −=



上端点坐标为 z 时，它已落下距离 l−z，按自由落体公式， 

)(2 zlgz −−=

代入 a0 式求得 lgzla /)32(0 −=

将其代入第一式，有 lgzlmmgN /)32( −=−

解出 )/1(3 lzmgN −=

z = 0时，即绳子刚好全部落到桌面的一瞬间，               。mgN 3=

一个问题：已落在桌面绳子的加速度是零，尚在空中的加速度是 
−g。似乎可以写出 

lzgmgzmgzzla ///)](0)[(0 −=−=−+−= 

与()不符，是错误的。它错在哪儿呢? 显然这样计算未考虑
不同速度部分的质量是变化的，这样计算质心加速度是错误的。

()



[例题]列车在平直铁轨上装煤,列车空载时质量为m0,
煤炭以速率v1竖直流入车厢,每秒流入质量为。假
设列车与轨道间的摩擦系数为,列车相对于地面的
运动速度v2保持不变,求机车的牵引力。
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1v
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[解]：车和煤为系统,向下为Y正向，向左为X正向，
建立坐标系。

t→t+dt时刻，dm = dt
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第五章 动能定理



5.1 功与能

5.1.1 元功与动能定理

定义                     为外力作用在物体上并有位移时所做的元功。 rFW


=

如果    由若干个外力组成        ，这时的       可以写成  F


=
i

iFF


W

 ==
i

i

i

i rFWW

，                    是各个力对物体所做的元功。 rFW ii


=

说明：
① 功是标量，没有方向，但有正负.
② 对于真实力或惯性力在惯性系或非惯性系中做功的计算
是一样。

③ 几个力同时作用在物体上时，所作的功：







++++= iFFFF 21


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++=++==  2121 )( WWrdFrdFrdFW

合力对质点所作的功，等于每个分力所作的功的代数和。



④ 功与参考系相关，具有相对性

作加速运动的车厢中有一筐静
止的苹果，苹果筐受到向前的
摩擦力。以车厢作参考系，摩
擦力不做功；以地面作参考系，
摩擦力做功。

同时考虑牛顿第二定律              ，有amF
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定义：物体的质量与其速率平方的乘积的一半叫做该物体的

动能。用T表示，                为一标量 ，则有                                 。 
2

2

1
mT = TmW == )

2

1
( 2

即：作用在一质点上的合力所做之功等于该质点动能的变化。 

这就是动能定理，表明外界向物体所做的功等于物体动能
的增量，将外界的作用与系统状态参量的变化联系起来。 

说明：

① 动能是标量，是状态量v的单值函数，也是状态量。

② 功与动能的区别和联系：它们的单位和量纲相同；动能是状

态量，功是过程量。外力的功是动能变化的量度。

③ 动能定理由牛顿第二定律导出，因此仅适用于惯性系。动能

与参考系有关。动能定理提供一种计算功的方法。



[例题] 某汽车以50kmh-1的速度行驶，制动距离为15m。当该车
在相同条件下以100kmh-1的速度行驶时，制动距离为多少？假
定路面与轮胎之间的摩擦力不随速率变化。 

[解] 设汽车行驶速度为，制动距离为s，路面与轮胎之间的摩
擦力为f，汽车的质量为m，根据动能定理，有                             

21
0

2
f s m−  = − 21

2

m
s

f
=

因为 f 不随速度大小变化，汽车的质量 m 恒定，所以。汽车速度
增加一倍，制动距离则变为四倍。所以这时的制动距离为60m。 



定义功率为单位时间内所做之功。机器的平均功率等于它所

做的总功除以完成这功所需的时间，即 
dt

dW
P =

结合元功的定义 有 rFW
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由定义式可以得出  PdtdW =

对时间积分即得出在一段时间内所做的功  tPW =

国际单位： 功、能     焦耳
功率 瓦

mNJ =11
111 −= sJW



质点系动能定理

n个质点组成的质点系

动力学方程
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其中
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质点系的总动能 外力做功 内力做功

质点系
动能定理

质点系动能定理与动量定理：
•质点系动能定理是标量式，质点系动量定理是矢量式；
•质点系动能定理和质点系动量定理是相互独立的；
•内力作用不改变体系的总动量，但改变体系的总动能。



比较                    与                         ，前者是力对时间的

积分，后者是力对空间的积分；前者反映力与时间的联系，后

者反映力与空间的联系。由此也可看到动量守恒与能量守恒二

者的相同与不同。 
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5.1.2. 变力所做之功 

①在有限长轨道上外力所做的功 

在质点沿空间轨道从起点移动到终点的过程中，受到一大小

和方向都可能改变的外力的作用，在整个过程中，外力所做的功

为各段元功的总和，用积分表示，为                     ，积分的上、下

限分别为有限长轨道的终点和起点。 

 =
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r
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如果作用在物体上的外力可以分解成若干个组成部分              ，

可以定义各个组成部分    单独做的功                      ，而总的功为各

个组成成分单独做功     之和       ，即功具有可加性。 
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在整个运动过程中物体动能的增量等于合外力所做的功： 

WTTe =− 0



[例题] 单摆如图所示，在球上施加一方
向水平    向右的力将小球沿半径为 l 的圆
弧路径从 =0移到 =0，对应垂直位移
为 h，在此过程中力做功为多少？ 

F


[解]                                                      或 ==
=

=

00

00
cos




 dsFrdFW


0( ) tan ,

0, 0
( )

x l h y h

x y
x y

W F dx F dy
= − =

= =
= +

sinTFx = cos|| Tgm =


，                      ，消去T，得                       ， tanxF mg = 0=yF

0 0( ) tan , ( ) tan ,

0, 0 0, 0
( ) tan

x l h y h x l h y h

x y
x y x y

W F dx F dy mg dx
 


= − = = − =

= = = =
 = + = 

而 tan tan
dy

dy dx
dx

 = =或  
=

=
===

hy

y

h

mghdymgmgdyW
0 0

另： mghllmgmglldmgWg −=−−=−=−=  )cos()1(cossin 0
0

0

0



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例题：假定地球的密度是均匀的，并沿地球的直径钻一个洞，
质点从很高的位置h 落入洞中，求质点通过地心的速度。

解：矢径方向如图所示，设通过地心的速度为v0
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由动能定理：
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质点在地球内受力为
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②周期运动中外力所做之功  

以谐振子为例，O为平衡位置，
质量为m的物体在O点附近作简谐振
动。

每过一个周期，物体都回到原位，位移为零，由                  
可知弹簧弹力所做的功为零。但在整个过程中            有时同向，
有时反向，所做的功有时为正，有时为负，代数和为零。 

rFW
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=

rF
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与

③功与路径的关系   

还有一类做功是与物体的路径有关系的，比如摩擦力。求
这类力做功时必需对整条路径积分，而不能仅仅由起始位置决
定。这类力叫耗散力，或非保守力。而做功与路径无关只与起
始和结束位置有关的力叫保守力。物体所受的保守力只与物体
在力场中的位置有关。 



5.2 机械能守恒 

5.2.1. 保守力场与势能

如果一个力对沿着任何闭合路径运动一周的质点所做之功
为零，则此力为保守力。如果一个力对沿着任何闭合路径运动
一周的质点所做之功不为零，则此力为非保守力。 

或：如果在两点之间移动一个质点，力对质点所做之功仅决定
于这两点的位置而与所取路径无关，则此力为保守力；如果在

两点之间移动一个质点，力对质点所做之功决定于这两点之间
所取的路径，则此力为非保守力。 

在保守力做功的情况下，就可以引进与相对位置有关的能
量——势能 U 的概念。 



在一确定的保守力场中，任取一标准点“P”，
则从P点到空间一特定点此保守力所做的功必定
是空间位置的函数。当然，这个功也取决于P，
但在分析时，点P固定不动。设这个位置函数为 
−U(x,y,z)，并设U(x1, y1, z1)=U(1)，U(x2, y2, 
z2)=U(2)。
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则从位置1到位置2此保守力做的功可以写为 
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我们把U(1)-U(2)称为势能的减少，并把U(1)和U(2)分别称为
位置1和位置2处的势能。如果物体处于位置P，它的势能为零。 



假如我们用保守力场中的Q点代替P点作

为标准点，在此新的标准点下，空间各点势
能记为U，则U与U的关系为： 

)()()( QUxUxU −= ，其中x为空间任意一点。 

这是因为： 
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在标准点P下，U(Q)为一定值，用Q代替P作为标准点，势

能将改变一个常量。因此，势能的标准点（即势能零点）是

可以任意选取的。 



5.2.2 引力势能与万有引力做的功 

在一个均匀重力场中，当我们不涉及可以与地球半径相比的
高度时（z << R），重力是一个沿竖直方向向下的恒力，所做的
功就是力乘以竖直距离。于是 U(z) = mgz ，此式表示在z＝0的平
面上任意一点为势能零点。若选取z=b的平面上任意一点为势能
零点，则势能可写为mg(z−b)。由于重要的是势能之差，因此，
不会给问题产生影响。 

下面更一般地讨论万有引力势能。 

将m沿着径向连线方向从1移至2，
当移动距离很小时，引力做的功近似为 
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引力做功相同，这是万有引力做功的第一个性质。 

引力在4→5的路径上所做的功与在1→2上所做的功相同，
因为引力的大小只与m及M之间的距离有关，而与方向无关。
这是引力做功的第二个性质。 

万有引力是一个保守力。 

而在从3到2的路径上，引力总是与

位移垂直，所以不做功。因此我们证明
了沿路径1→3→2引力做功与相应的径向
路径1→2上

再考虑m从1移动到3，在这条路径上
力与位移夹角为( − )，而位移大小为
r/cos，所以引力做功近似为



由a到b，引力做功可写为 

ab

r

r

r

r r

mM
G

r

mM
Gdr

r

mM
GrFW

b

a

b

a

−=−==  2

1



根据动能定理，
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我们找到了质点在引力作用下的一个不变量。因为a, b是

任意的，所以可以一般地写成 E
r

mM
GT ==−+ 不变量)(

定义         为引力势能，E 就是总机械能。 
r
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当 r →时，引力势能趋于零。 



对引力势能                   求梯度，有引力 
r
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2
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r
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更加一般地，对于这类保守力    ，我们总可以找到一个，
其梯度的负值也就是该力的公式表述，即                 。 

F

−=F

一般称标量函数 为“位函数”，有时简称“位”，也就是
对应的势能或位能。 

引力势能实际上是属于m及M二者组成的体系的。因势能决
定于二者之间的相对距离。

其它的势能也有同样特点，也应是属于一个体系的 (弹簧振
子)。 

位移和速度可不可以有“位函数”？

对地表附近的重力势能 U(z)=mgz 求梯度，有U(z)=mg，
也就是重力的大小。考虑到方向的关系，可以得到重力 

( )F mg U z= = −



5.2.3 弹性势能与弹性力的功  

把弹簧从平衡点压缩（或拉伸）距离 x，弹性力做功为 
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定义             为弹性势能，E 就是总的机械能，在整个过
程中机械能守恒。 
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若取 x=b 处的势能为零，则弹簧的弹性力做功为 
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5.2.4. 非保守力做功与功能原理   

按照牛顿的观点，力可以是非保守的。但按照现在更加深入
的看法，不存在非保守力。这是因为事实上自然界所有已知的基
本力都是保守力。 

在经典物理中利用非保守力的概念对处理问题起到简化作
用，不必动辄揭示其基本力给出分析处理。 

“热”→晶格振动(机械能)

[例题] 汽车启动过程中是什么在做功？地面与汽车驱动轮之间
的摩擦力做功吗？ 

[解] 汽车启动过程中归根结底是发动机在做功，也有人为了

分析的方便而采用“汽车驱动轮向后推动地面做功”或“地
面与汽车驱动轮之间的摩擦力推动汽车前进”的说法。这些
说法是否正确？这一过程的物理图像应该是什么样子的？ 



分析汽车启动过程中谁在做功的问题。地面与汽车驱动
轮之间的摩擦力是不可能做功的，我们在刚体运动中会作详细
分析。至少，车轮着地点相对地面是静止的(假设没有打滑)，
相对运动的速度为零，所以摩擦力 f 做功的功率P = f = 0，
当然相应的做功也为零。 

把汽车看成是一个质点的模型不适用了，现在不能把汽车，
甚至驱动轮，再看成是一个质点了。汽车发动机最终把力作
用在驱动轮上，而车轮与地面之间的磨擦使两者的接触点处
保持相对静止，但车轮发生了变形，因而产生了张力，是相
对静止的接触点与车轮其它部分之间的这一张力拉动车轮进
而整个汽车向前运动。 



5.2.5. 能量的各种形式    

“能量”是物理学一个极为普遍、极为重要的物理量，有机

械能、热能、电磁能、辐射能、化学能、生物能、核能等多种
形式，各种形式的能量可以相互转换。能量这一概念的重大价
值，在于它转换时的守恒性。

转化方式
能
量

能
量

做功



例题：质点在力的作用下由位置     运动到     ,经过的路程

为s, 如果力函数分别为                   ,                其中k为常数,                

分别是沿矢径和速度方向的单位矢量

(1)分别求两种力在该过程所做的功.

(2)说明                哪个是保守力.
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5.2. 3势能曲线

• 势能与力的比较：

– 势能是标量，力是矢量，确定标量函数容易。

– 微观上，力和速度等概念不再适用，能量概念继续存在

势能图：势能与两质点相对关系的图形。
势能为一维情况，势能图为势能曲线

常
见
势
能
曲
线



质心坐标系——以质心为原点，坐标轴总与基本参考系平行.

质点系相对质心坐标系的动量
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即质点系相对质心坐标系的动量总为零.

质心系中质点系的动量   

质心系中质点系的能量-柯尼希定理   

质点系相对基本参考系总动能     

质心系中第i个质点mi ，相对基本参考系vi ，相对质心系v´i
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5.4 质心系

5.4.1 柯尼希定理
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柯尼希定理——质点系相对于某基本参考系的动能等于质心动

能和相对动能之和. 质点系的动量等于质心的动量，质点系的

动能，在一般情况下并不等于质心的动能。



5.4.2 质心系中的功能定理和机械能守恒定律

选择质心系，即使质心系不是惯性系，也不需要考虑
惯性力所做的功！

若             ，则质心系是惯性系；若            ，则质心系是非
惯性系，具有加速度      的平动参考系。选取质心系，则
所有质点都受到惯性力作用。

作用在质点i的惯性力为：
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5.5 两体问题

考虑两个质点的孤立体系，质点
间的作用力满足牛顿第三定律。

为质量组质量
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定义折合质量或约化质量：
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在两体问题中，如果用约化质量，就可以把两体问题化为
单个约化质量质点的运动问题。

考虑m1相对于m2的运动。记相对位移和相对速度为：
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在质心系中的坐标
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即                ，质心在两质点的连线上，并且质点与
质心的距离反比于质点的质量。

在实验室系（即静止的坐标系）中的坐标和速度：
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• 质心系中的机械能

• 实验室系中的机械能
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利用约化质量代替m1，不仅可以把S系当惯性系处理，
而且在S系中求得的机械能为在质心系中的机械能。
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解法一：

𝜇







5.6. 碰撞
所谓碰撞，包括相当广泛的一类物体间的相互作用过程。处

理碰撞问题，是动量守恒定律最重要的应用之一。 

按照碰撞前与碰撞后物体的性质，可将碰撞分成两大类：
弹性碰撞及非弹性碰撞。所谓弹性碰撞是指碰撞后的物体仍然

是原来的物体，而且这些物体的内部状态没有变化。碰撞后的
物体不同于碰撞前的，或者物体虽同但内部状态不同的碰撞都
属于非弹性碰撞。 

由上述弹性与非弹性的分类原则，可以断言：机械能守恒
的碰撞，是弹性碰撞；机械能不守恒的碰撞，是非弹性碰撞。 



(1) 弹性碰撞

现在研究质量为m1和m2的两个质点的弹性碰撞的一般性
质。 假设在碰撞前二质点的速度分别为            ，
碰撞后分别是              。根据动量守恒，有 
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因为是弹性碰撞，故机械能守恒。由
于碰撞前后两质点都处在没有相互作用的
自由运动状态，所以碰撞前后只有动能，
根据机械能守恒，总动能不变，即 
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如果我们想知道碰撞的细节，则必须
弄清楚作用力的具体情况。 



(2) 实验室系和质心系 

在研究两球碰撞时，通常
选定其中一个球是静止的坐标
系，这种坐标系称为实验室系
(L系)，例如研究  粒子和金原

子相碰撞时，通常选取金原子
是静止的实验室系。其中静止
的物体称为靶，运动的物体称
为弹。 

另外一种常用的惯性系，称为质心系(C系)，坐标系固定在

体系的质心上，即在坐标系中体系的质心处于静止状态。碰撞

问题在质心系中求解，往往较为简单。 



(3) 对心碰撞与斜碰撞 
碰撞前两球的速度处在两球中心的连线上的碰撞为正碰撞，

也称为对心碰撞。

在实验室系(L系)中，碰撞前后两质点的速度分别为u1, u2和1, 

2。则质心速度为                                  。 
21

2211

mm

umum
c

+

+
=

在质心系(C系)中，碰撞前后两质点的速度分别为          
和         ，有 
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结合能量守恒定律，有 2112 uu −=− 

联立两式可解得               ，              。11 u−= 22 u−=

结果表示，在C系中每个质点碰后的速度为其碰前速度的
负值。 



一般情况下，碰后两物体沿不同角度分开，这种碰撞为斜碰
撞，这是因为碰前两球的速度不在两球中心连线上的缘故。通
常，碰前速度           和碰后速度            处于两个不同的平面，所
以它是一个三维问题。这里讨论            的情况，它是一个二维问
题，所有运动均在               平面内。 
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在             平面内取x−y坐标，x轴沿    
方向，y轴与之垂直。动量守恒矢量方程
在此坐标下可以用两个分量式写出： 
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在质心系(C系)中讨论。

由于           ，质心速度为 02 =u
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在C系中碰前两小球的速度分别为 
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可见，         仍在一条直线上。再考虑到动能守恒关
系： 
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必有结论：            ，            。11 u= 22 u=

C系中的偏

离用C表示。 

在C系中，两小球弹性碰撞

后，每个小球只改变方向，不改
变大小，且碰后小球速度仍在一
直线上，只是改变直线的方位。 



例题





[例题] 已知两粒子质量分别为m1和m2 (m1>m2)，靶粒子m2静止。
求m1运动与m2碰撞后的偏转角 的最大值。 

设m1入射速度为 v0，
而m2的速度为0，图中
箭头代表速度矢量：

碰撞后，m1和m2在

质心系中的速率不变，
但方向可任意转变。 

v0 m1 m2 

在质心系中，m1的速度为
vc1 =μv0/m1，而m2的速度为
vc2 =μv0/m2，而质心速度为
vc=-vc2。碰撞后的速度用带

撇的表示，质心系的速度用
下标带C表示。

[解]

m1 m2 

vc

vc2vc1

v’c1

v'c2



[例题] 已知两粒子质量分别为m1和m2 (m1>m2)，靶粒子m2静止。
求m1运动与m2碰撞后的偏转角 的最大值。 

碰撞后，m1和m2在质心系中的

速率不变，但方向可任意转变，
因此，矢量v’c1可能是以v’c1长
度为半径的圆上的任一半径。 

[解]

m1 m2 

vc

vc2vc1

v’c1

v'c2

矢量v’c1叠加矢量vc得到v’1，当
v’1与圆相切时，偏转角为最大

ϴmax = arcsin(v’c1/vc)

vc

v’c1v’1

ϴmax 



[例题] 已知两粒子质量分别为m1和m2，靶粒子m2静止。试导出
L系和C系中入射粒子的散射角1和C的关系。 

[解] 根据入射粒子m1碰后速度关系式                       画出矢量图。 
C


+= 11

写出两分量方程： cC  += coscos 111

C sinsin 111
=

联立得到 
1

1

2

sin
tan

cos

C

C

m

m






=

+

当m1＝m2时有 1 1

sin
tan tan ,

cos 1 2 2

C C C

C

  
 


= = =

+
即





(4) 非弹性碰撞
对于一般的非弹性碰撞，动量守恒仍然成立；但动能守恒不

再满足，或者说碰后相对分离速度不再等于碰前相对接近速度。 

实验指出，一般非弹性碰撞的相对分离速度与相对接近速
度有关系：                         ，带撇的速度是碰撞后的，e 为弹
性恢复系数。，完全弹性体，e =1，如象牙接近于此；完全非
弹性体，e = 0，如粘泥；一般非弹性体，0< e <1。 

1 2 1 2| | | |e    − = −

由动量守恒和速度关系式可得碰撞后两质点的速度：

其中                        ，            是弹性恢复系数，   的方向为质心
系中m1的偏转方向。

1

1

C e
m


   = +

1 2| |  = −

碰撞过程中损失的动能为 1 2| |  = −

完全弹性碰撞，e = 1，动能守恒；完全非弹性碰撞，e = 0，
动能损失最大。 

2

2

C e
m


   = −

e| |e e=



现在考察 m2 >> m1 且 u2 = 0 的特例。这时有 













=++
+

+
+

=

−=−−
+

−
+

=

000
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2

11

2

11

21
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21
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12
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21
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1

m
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e

m

um

mm

um
e

mm

um

eueu
m

um
e

m

um

mm

um
e

mm

um





球2保持不动；球1向相反方向弹回去。弹回的速度小于接
近的速度，前者为后者的 e 倍。 

一个测定物体与地面相碰的恢复系数的简便方法：令物体从
高度H自由落下：其落到地面的速度为                      ，即以此速度
与地面相碰撞。碰撞后的反跳速度1难以直接量度，但可以观
察其上升的最大高度h，而                     。于是恢复系数 

gHu 21 =

gh 2/2

1=

H

h

gH

gh

u
e ===

2

2

1

1



如果m2m1，同样球2碰撞前的速度u2=0，若发生的是弹性
碰撞，e = 1，则有 


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



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
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e

mm

um





即m1的速度全部转移到m2，m1几乎

静止下来。在核反应堆里，氢是最有效
的中子减速剂。 



[解]











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=++=

−
=+=

EMV
m

MVm
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0
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mEMmVVMMmVmm 22 222
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0
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2 +++−= 

022)( 0

2 =+−+ mEVMmVmMM 

要使方程对于V有实根， 0)(84 2

0

22 +− EmMMmmM 

)(22

0 mMEMm +

Mm

mM
E

+
 20

[例题] 一质量为m的电子和一质量为M，最初静止的原子进行正
碰撞。碰撞的结果是，一定量的能量 E 被贮存到原子的内部。
问，电子必须具有多大的最小初速度0？ 



第六章 角动量定理



➢角动量（动量矩）
➢角动量定理
➢角动量守恒
➢实例

变速自行车

F

F

与旋转有关







6.1.1 角动量（动量矩）

质点对参考点O的角动量定义为： 


mrprL ==

大小：  sinsin rmrpL ==
方向：沿 方向
单位：

pr




转动中心

smkg 2

O



匀速直线运动

x

y

O




r


匀速圆周运动

x

y




O



6.1.2 力矩、角动量定理 

质点的角动量为               ，其变化率为 prmrl


== 

dt

pd
rp

dt

rd
pr

dt

d

dt

ld








+== )(

因为            ，而   与   平行，故右边第一项为零。



=

dt

rd



p


定义         ，称为力    对坐标原点O的力矩，则有FrM


= F


M
dt

ld 


=

表明，角动量的变化率等于力矩。这个公式与动量形式的牛

顿第二定律              很相似。角动量与动量相对应，力矩与力相

对应。 

F
dt

pd 
=

F
dt

pd 
= Fr

dt

ld 


=在右边第二项中代入             ，得到

单质点孤立体系



M
dt

ld 


= 角动量定理的微分形式

12

2

1

2

1

lldt
dt

ld
dtM

t

t

t

t
−== 




角动量定理的积分形式

冲量矩

1212

2

1

2

1

 mmppdt
dt

pd
dtF

am
dt

pd
F

t

t

t

t
−=−==

==








力矩对时间的积累—冲量矩

类比：



例：一质量为m的质点沿一条二维曲线运动，

，其中a、b、ω为常数。

求：该质点对原点的角动量矢量。

解：



例 一半径为 R 的光滑圆环置于竖直平面内.一质量为 
m 的小球穿在圆环上,  并可在圆环上滑动. 小球开始时静
止于圆环上的点 A (该点在通过环心 O 的水平面上),然后
从 A 点开始下滑.设小球与圆环间的摩擦略去不计.求小球
滑到点 B 时对环心 O 的角动量和角速度.

θ
A

B

G

R

nF


v


用功能原理也可求解



小球受重力和支持力作用,圆环
的支持力为有心力，力矩为零；
重力矩垂直纸面向里

由质点的角动量定理

cosmgRM =

t

L
mgR

d

d
cos =

θ
A

B

G

R

nF





解 

tmgRL dcosd =

dcosd 32gRmLL =得

td

d
 =  2, mRmRL ==

L

mR
t

d
d

2

=



由题设条件积分上式

 =



0

32

0
dcosd gRmLL

L

2123 )sin2( gmRL =

21)sin
2

( 
R

g
=

2mRL =

 dcosd 32gRmLL =

θ
A

B

G

R

nF


v




6.1.3 角动量守恒

由两个质点构成的孤立体系开始讨论。
图示的两质点体系，其动力学方程是： 

12
1

1 →= F
dt

d
m




21
2

2 →= F
dt

d
m




没有外力的作用。根据牛顿第三定律 1221 →→ −= FF


用矢量   对第一式两边进行矢乘，得到 1r


121
1

11 →= Fr
dt

d
mr




 

根据矢量的微分法则，上式左边有 

)()()( 1111111111
1

1111
1

11 
 







=−=−= r
dt

d
mmr

dt

d
m

dt

rd
mr

dt

d
m

dt

d
rm

所以， 121111 )( →= Frr
dt

d
m






同样方法，可得 212222 )( →= Frr
dt

d
m




两式相加，得 

212121222111 )( →→ +=+ FrFrmrmr
dt

d 


1221122121 )( →→→ −=−= FrrFrFr


所以 0)( 222111 =+ 


mrmr
dt

d

定义                                       ，称为体系的角动量。有              或222111 


mrmrL += 0=
dt

Ld


不变量。=L


对于孤立体系，每个质点的角动量时刻在变化，但它们之
和却不随时间变化，这就是角动量守恒定律。 



多质点体系对固定点的角动量


=

==
n

i

ii

i

i prLL
1



O

ir


jr


1m

2m

im

jm

定义各个质点对固定点O的角动量
的矢量和，即

1r


2r


nm

nr















+== 

 ij

ijiii
i fFrM

t

L 


d

d

O

ir


jr


1m

2m

im

jm

iF


jif


ijf


对第 i 质点，用角动量定理为














+= 

ij

ijiii fFrM


第 i 质点受的外力和内力对O点产生的力矩。

2F


1F


jF


外力 内力
















+= 

 ij

ijii
i fFr

t

L 


d

d

将上式对质点系内所有质点求和，得

 
= ===














+==

1111 d

d

d

d

i ij

ijii

i

i
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i
i

i

frFrL
tt

L 


内力矩外力矩 MM
t

L 


+=
d

d

将上式表示为

合外力矩 合内力矩

t

L
M

d

d



=外力矩

质点系的角动量定理 ：质点系所受的合外力矩等于该质
点系的角动量对时间的变化率！

两质点体系合内力矩为0



例：一长为 l 的轻质细杆两端分别固接小球 A 和 B, 杆
可绕其中点处的细轴在光滑水平面上转动。初始时杆
静止，后另一小球C以速度v0垂直于杆碰A,  碰后与 A

合二而一。设三个小球的质量都是 m,  求:碰后杆转动
的角速度 。

A

BC

v0

解： 选系统 : A+B+C

v

v

2/lv =












+








=

22
)2(

2
0

l
mv

l
vm

l
mv

l

v

3

2 0=得杆转动的角速度

碰撞过程中，系统的动量和角动量守恒吗？

22

0
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2
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







+








=

l
m

l
m

l
mv 即

设碰后  B 球的速度为v

2/lv =

A

BC

v0

v

2/lv =




例：系统的动量、角动量、动能是否守恒

角动量守恒也是一个独立的规律，即它并不包含在能量守
恒和动量守恒规律中。 



例：

365

-783

=−=

=+=

mjiv

iFjir



已知：

)()( jijivmrL


65833 −+==

)( smkgk /174 2−=


)( sNk =


56

)()( ijiFrM


783 −+==

解：

求角动量和力矩

角动量守恒也是一个矢量关系，它包括三个不变的量，即 

不变量不变量不变量 === zyx LLL ,,



合力为零时，其合力矩是否一定为零？

合力矩为零时，合力是否一定为零？

 = 0,0 oMF


o

F


F


 = 0,0 oMF


F


F
 o

例：



（1）力  等于零；

（2）合外力矩  0=M


p


m

o r


 ⊥po r 


按惯性定律知此时物体保
持静止或者匀速直线状态

FrM


=力矩为零的情况:

F


m

m



（3）力  的作用线与矢径 共线(即       ）即过O点

的有心力

F


r


0sin =

h2

m

h1

力心

固定点

有心力：
物体所受的力始终指向（或背离）某一固定点



有心力场中的质点运动
有心力场与角动量守恒  

星云学说



例：光滑的水平面上用一弹性
绳（k）系一小球(m)。开始时，
弹性绳自然伸长(L0)。今给小球
与弹性绳垂直的初速度V0, 试求
当弹性绳转过90度且伸长了L 时，
小球的速度大小与方向。

v0

v 

m

L0

L0+L

解 由机械能守恒有：
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k
vvkLmvmv −=+=

求角度

由于质点在有心力作用
下运动，故角动量守恒。
有： )(/cos

)(cos

000

000

LLvLv

LLmvLmv

+=

+=







例：行星运动的开普勒第二定律认为, 对于任一

行星, 由太阳到行星的径矢在相等的时间内扫过相等

的面积。试用角动量守恒定律证明之。 

解:将行星看为质点,在dt 时间内以速度  完成的位移

为    ,矢径  在dt时间内扫过的面积为dS（图中阴影）。 

v


tvd


r


tvrS d
2

1
d


=

根据质点角动量的定义 

)( vrmvmrL
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f
 r



r


o

m·

dtv
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则 t
m

L
S d

2
d =

万有引力是有心力



矢径在单位时间内扫过的面积（称为掠面速度） 

m

L

t

S

2d

d
=

万有引力属于有心力, 行星相对于太阳所在处的

点O的角动量是守恒的, 即  = 恒矢量,故有 L


==
m

L

t

S

2d

d
恒量

行星对太阳所在点O 的角动量守恒,不仅角动量的

大小不随时间变化, 即掠面速度恒定, 而且角动量

的方向也是不随时间变化的, 即行星的轨道平面在

空间的取向是恒定的。 rL


⊥ 二维平面问题



我们再讨论一下潮汐现象。 

地球与海面凸出部分之间有
相对运动。两部分之间存在摩擦，
其力矩是使地球自转变慢。 

把地球和月球看作一个孤
立体系，它的总动量矩应当是
守恒的。地球动量矩减少，必
定意味着月球动量矩增加。根

据开普勒定律，月球速度与地
月距离有确定的关系，要想增
加动量矩，只能增大地、月之
间的距离。也就是说，随着地
球自转变慢，月亮将离我们越
来越远。 



[例题] 月球引力在地球上引起的潮汐，会使地球的自转变慢。

试分析在这一过程中动量矩由地球自转向月球公转的转移及其
效果。 
[解] 设月球公转动量矩为J，增加量为J，月球公转角速度为，

线速度为，地球质量为M，月球质量为m，有                             ，
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即，随着月球公转动量矩的增加，月地之间的距离增大，绕地
公转的角速度和线速度都减小。现代的观测表明，月地距离增
大每年大约2～4厘米。 
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6.2 质心系的角动量定理
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质点系对O点的角动量 等于质心对O点的角动量加上质心参考

系中质点系对质心的角动量。
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质点系对质心的角动量定理
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质心系中的（对质心）角动量定理：质点系受外力对质心产生
的合外力矩等于质心参考系中该质点系对质心的角动量变化率。

这再次显示了质心的特殊之处！

这里质心系可以不是惯性系！
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下面将惯性系与质心系中的角动量定理做对比：



所以，有时选择质心系来讨论问题有它的优点。

注： 质心系中的功能原理，

质心系中机械能守恒定律，

也都与惯性系中形式相同
（不管质心系是否为惯性系）。

质点系对质心的角动量守恒定律：

当质点系受外力对质心的合外力矩               时，L


=  常矢量0=
外M


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设作用在质点上的力                                      的各分量满足关系  zzyyxx eFeFeFF


++=

x

U
Fx




−=

y

U
Fy




−=

z

U
Fz




−=，                 ，                   ，

这时的     称为有势力，而 U = U(x, y, z, t) 称为相应于     的势函数。 F


F


U 只是地点及时间的函数。物体在有势力场中受到的力只与

地点及时间有关，而与运动状态（如速度等）无关；如果势函
数进一步还与时间无关，U = U(x, y, z)，这时的力场称为定常有
势力场。 
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6.3 势函数的对称性与物理量守恒

6.3.1 势函数



(1) 设势函数U = U(x, y, z, t) 具有时间平移对称性，则势函数必然
与时间无关，U = U(x, y, z) ，即为定常有势力场。质点的运动方
程为 
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得到结论：如势函数具有时间平移对称性，则质点的机械能守恒。 
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这就建立了势函数时间平移对称性和物体能量守恒之间的
重要关系。 

6.3.2 势函数的时间-空间平移对称性和能量-动量守恒定律



(2) 设势函数具有沿某个方向（如x方向）的平移对称性，即势
函数U与x坐标无关，则质点动量的x方向分量守恒。
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如：重力场的势函数U＝mgz，与t, x, y无关。因此，在重力场
中运动的质点的机械能以及x方向和y方向的动量分量守恒。 

上面得到的势函数的空间－时间对称性与质点运动的动量－
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物理规律的时间无关性       运动过程中能量守恒。 

物理规律的地点无关性       运动过程中动量守恒。 

能量守恒是物理规律不随时间改变的结果，动量守恒是物理
规律不随空间改变的结果。 



在柱坐标系中，U=U(, , z, t)；x =  cos,  y =  sin 。
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6.3.3 势函数的空间旋转对称性与角动量守恒
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中质点角动量的Z分量l3是守恒的。又由于任何过力心的轴都可

以充当Z轴，因此动量矩在任意轴上的分量都是守恒的。所以角

动量也是守恒的。 
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补充例题（角动量）： 

 

一半径为 R 、内侧光滑的半球面固定在地面上，

开口水平且朝上. 一小滑块在半球面内侧最高点

处获得沿球面的水平速度，其大小为
0v   0 0v   . 

求滑块在整个运动过程中可能达到的最大速率 . 

重力加速度大小为 g .  

解： 

以 O 为原点，因重力、支持力产生的力矩都是水

平方向，故竖直方向角动量分量守恒。带入初始

条件，有（这里球坐标𝜃，是原题图中 𝜃 的余角）： 

sin2 𝜃 𝜑̇ =
𝑣0

𝑅
 

以及机械能守恒 
1

2
𝑣2 + 𝑔𝑅(− cos 𝜃) =

1

2
𝑣0

2 

其中 

𝑣2 = (𝜃̇2 + sin2 𝜃 𝜑̇2)𝑅2 

O


P



从守恒式可以看出，𝜃越小则𝑣越大，为求速度最

大值，考虑𝜃̇ = 0时，𝜃处于极值的情况。由以上

各式得，此时： 

2𝑔𝑅 cos 𝜃 = 𝑣0
2 cot2 𝜃 

舍弃cos 𝜃 = 0的初始情况，得： 

2𝑔𝑅(1 − cos2 𝜃) = 𝑣0
2 cos 𝜃 

化为 

cos2 𝜃 +
𝑣0

2

2𝑔𝑅
cos 𝜃 − 1 = 0 

求解得（舍弃绝对值大于 1 的负根） 

cos 𝜃 = −
𝑣0

2

4𝑔𝑅
+ √1 + (

𝑣0
2

4𝑔𝑅
)

2

 

由机械能守恒式，得最大速度 

𝑣𝑚 = √𝑣0
2 + 2𝑔𝑅 cos 𝜃 

= √
1

2
(𝑣0

2 + √16𝑔2𝑅2 + 𝑣0
4) 

 

 

 

 

 

 

 

 



如图所示，半径为 R、质量为m0的光滑均匀圆环，

套在光滑竖直细轴 OO上，可沿 OO轴滑动或绕

OO轴旋转．圆环上串着两个质量均为 m的小球. 

开始时让圆环以某一角速度绕 OO轴转动，两小

球自圆环顶端同时从静止开始释放． 

（1）设开始时圆环绕 OO轴转动的角速度为 0，

在两小球从环顶下滑过程中，应满足什么条件，

圆环才有可能沿 OO轴上滑？ 

（2）若小球下滑至 30 = （ 是过小球的圆环半

径与 OO轴的夹角）时，圆环就开始沿 OO轴上

滑，求开始时圆环绕 OO轴转动的角速度 0、在

30 = 时圆环绕 OO轴转动的角速度  和小球

相对于圆环滑动的速率 v .  

解： 

(1)因圆环光滑，故机械能守恒 

2 ×
1

2
𝑚𝑅2(𝜃̇2 + sin2 𝜃 𝜑̇2) 

O 

O 

C 

  
R 



+2𝑚𝑔𝑅(cos 𝜃 − 1) +
1

2
𝐼(𝜑̇2 − ω0

2) = 0 

其中，圆环的转动惯量 𝐼 =
1

2
𝑀𝑅2。 

重力和支持力的力矩都在水平方向，故竖直方向

的角动量分量守恒，即 

2 × 𝑚𝑅2 sin 𝜃 𝜑̇ ⋅ sin 𝜃 + 𝐼(𝜑̇ − ω0) = 0 

每个小球所受作用力（−𝑒𝑟分量）： 

𝑁 + 𝑚𝑔 cos 𝜃 = 𝑚𝑅𝜃̇2 + 𝑚(𝑅 sin 𝜃)𝜑̇2 ⋅ sin 𝜃 

环向上运动的条件为 2 × 𝑁 cos 𝜃  > 𝑀𝑔  

化为 

6𝑚 cos2 𝜃 − 4 𝑚cos 𝜃 + 𝑀 

+
𝑀𝑅ω0

2 cos 𝜃

2𝑔
((

𝑀

𝑀 + 4𝑚 sin2 𝜃
)2 − 1) < 0 

 

(2)当𝜃 = 30°时，可得𝑁 =
𝑀𝑔

2 cos 𝜃
=

𝑀𝑔

√3
，从而从作

用力方程求得 

𝜃̇2 + sin2 𝜃 𝜑̇2 =
1
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(𝑁 + 𝑚𝑔 cos 𝜃)

= (
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3𝑚
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由角动量守恒式得(
𝑚

𝑀
+ 1) 𝜑̇ = ω0，带入机械能

守恒式，得 



𝜑̇ = √
2𝑀𝑔(2√3𝑀 + 9√3𝑚 − 12𝑚)

3𝑚𝑅(𝑚 + 2𝑀)
 

以及 

ω0 = (
𝑚

𝑀
+ 1) 𝜑̇ 

= (𝑚 + 𝑀)√
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例题： 

质量皆为 𝑚 的两个珠子可在光滑轻杆上自由滑

动，杆可在水平面内绕过 O 点的光滑竖直轴自

由转动。原先两珠子对称地位于 O 点两侧，与

O 相距为 𝐿，在初始时，对杆施加冲量矩，使杆

在极短时间内即以角速度 𝜔0 绕竖直轴旋转，

求𝑡时刻杆的角速度𝜔，角加速度𝛽及两珠与 O 点

的距离𝑟。 

解：使用极坐标，由角动量守恒得 

2𝑚𝑟2𝜃̇ = 2𝑚𝐿2𝜔0 

由机械能守恒得 

2 ×
1

2
𝑚(𝑟̇2 + 𝑟2𝜃̇2) = 2 ×

1

2
𝑚𝐿2𝜔0

2 

由以上两式得到 



𝑟̇2 = 𝐿2𝜔0
2 (1 −

𝐿2

𝑟2
) 

考虑珠子一直是远离 O 点的，即有 
𝑑𝑟

√1 −
𝐿2

𝑟2

= 𝐿𝜔0𝑑𝑡 

积分得 

√𝑟2 − 𝐿2 = 𝐿𝜔0𝑡 
化为 

𝑟 = 𝐿√1 + 𝜔0
2𝑡2 

从而 

𝜔 = 𝜃̇ =
𝐿2𝜔0

𝑟2
=

𝜔0

1 + 𝜔0
2𝑡2

 

𝛽 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −

2𝜔0
3𝑡

(1 + 𝜔0
2𝑡2)2

 



第七章 万有引力

➢开普勒三定律

➢万有引力定律

➢引力的计算

➢质点在有心力场的运动





7.1 开普勒行星运动三定律与
万有引力定律的建立

7.1.1 行星运动的描述
本轮的
圆心

行星
本轮

均轮

均轮的
圆心

地球

地球

行星的
轨迹

火星的退行以及在地心说中的解释



宇宙的地心体系 哥白尼的日心体系



伽利略将他刚刚制作的望远镜指向木星，发现：



从地心系和日心系看内行星

从地心系和日心系看外行星



7.1.2 开普勒行星运动三定律

•所有行星都沿着椭圆轨道运行，太阳则位于这些椭
圆的一个焦点上。这称轨道定律。

•任何行星到太阳的连线在相同的时间内扫过的面积
相同。这称为面积定律。



2

3

rT 

•任何行星绕太阳运动的周期的平方与该行星的椭圆
轨道的半长轴的立方成正比，即

式中，T是行星运动的周期；r是椭圆轨道的半长轴。
这称为周期定律。  

局限性：

周期定律是宇
宙的对称与和
谐的表现

根据行星运动的这三条定律，牛顿得出了万有引力定律。



7.1.3 万有引力定律及其建立

具有质量m1和m2且相隔距离 r 的任意两个质点之间的力是

沿着连接两质点的直线而作用的吸引力，其大小为： 

2

21

r

mm
GF =

式中G是对所有的质点对都具有相同数值的普适常数。 

这就是牛顿的万有引力定律。



假设行星轨道是圆形。则行星的加速度为
r

a
2

=

根据开普勒第三定律               ，又                 ，故2
3

rT 
T

r


2
=

2
1

2
3

1

rr

r
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代入              ，得               ，或  
r

a
2

=
2

1

r
a 

2r

m
maF =

其中m是行星的质量。取比例系数为，则得 
2r

mF


=

显然  应取决于太阳的性质。由此牛顿得到第一个重要结

果：如果太阳引力是行星运动的原因，则这种力应和 r 的平方

成反比。 

进一步，牛顿认为这种引力是万有的、普适的、统一的，

即所有物体之间都存在这种引力作用，称之为万有引力。这

一步是关键性的。 



“这使牛顿想到：两种力可能有着相同的起源。这一事实，距

今已有几百年了，这在今天已经成为老生常谈了，以致我们很难

想象出当时牛顿的魄力与胆识。为了把行星绕太阳或月亮绕地球

的运动，想象为一个“降落”过程，就像石头从手中扔出去后的

降落一样，遵从着相同的规律和在相同的力的作用下，这需要多

么惊心的想象力啊！”                   ——玻恩(M. Born, 1882～1970)



现在讨论一秒钟内月球落向地球的距离。

r

x
y

r

x

x

y

22

2

==

r  3.84105km，x  1.02103m，

所以，y  1.3610-3m，即 1/20  吋。

3600

1

.9m4

m10.361
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km6400 -3

5
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地球对月球的引力可以写为 
2l

mF


→ 月月地 ＝

反过来，月球对地球的引力为 
2l

mF
 

→ 地地月 ＝

根据牛顿第三定律，         与           大小相等，即 月地→
F 地月→

F
月

地＝
m

m









因此，其解为  

  
月地 ＝，＝ GmGm  

这样，前面两式可以统一为 
2l

mm
GF

月地＝

这就是牛顿的万有引力定律。 



由开普勒三定律推导万有引力
定律（极坐标系）

• 平面极坐标

在所研究的平面内，取固定于参照物的一点为原点，称为极点，
过此极点取一条射线，称为极轴，方向始于极点。这就组成
了平面极坐标系。

质点在此坐标系下的位置由极径r和极角 决定。r是质点所在位
置与极点间的距离， 是质点的连线与极轴的夹角，表示质点
相对于极轴的方位。r,    统称质点的极坐标。







O



r

re


e




• 由开普勒三定律推导万有引力定律

开普勒第一定律：行星绕太阳公转的轨道为椭圆，太阳位
于椭圆的一个焦点上。

以太阳为极点建立极坐标系，则行星轨道表示为：

开普勒第二定律：行星面积速度守恒，即：

开普勒第三定律：轨道半长轴的立方与行星绕太阳运动
周期的平方  成正比，即：

极坐标系中加速度表示为：
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极坐标系中加速度的表达

有：

由此可得：
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• 极坐标系中加速度表示为：

其中：

因为开普勒第二定律                            ，有            ，

所以：

假设           ，有：

      

有：

带入开普勒第一定律
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则有：

由面积速度

得：

则有：

   

    其中K为太阳系常量，与行星的性质无关。

   由牛顿第三定律得，太阳也受到行星给它的引力，而且大小与

行星受到的太阳的引力相等。而由上可知，引力的大小又与
太阳的质量成正比。因此，行星受到的太阳的引力大小，与
行星和太阳质量的乘积成正比。

       综上所述，将引力作用推广到任意两个物体，则两物体之间
的万有引力表示为
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7.1.4 万有引力定律的天文学验证

一条定律的重大价值并不在于总结了前人根据大量观察得
到的种种事实，而是由此定律预言并证实了前所未知或未
被人们认识的事实。

牛顿利用引力定律对月球运动的分析是一个预测，并与事
实相符，统一了天上、地上两类不同运动的概念。

利用引力定律可以精确计算得到行星按椭圆轨道运行和解
释了许多以前不能理解的现象，如潮汐、地球的椭圆形、
行星撕裂、天王星对椭圆轨道的“偏离”。等现象。



1994年7月16日至22日，苏梅克-列维9号彗星断裂成21个碎块

（其中最大的一块宽约4公里），以每秒60公里的速度撞向木星



7.2 引力的讨论

7.2.1 惯性质量与引力质量

2
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m 日地地

地
日月月

月 ==


左边反映物体惯性的大小，所以称为惯性质量。 

右边反映物体之间引力的大小，所以称为引力质量。 
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要求       ，等价于 地月＝
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这就是我们处理地月相互关系时可以忽略太阳作用的根据。 



推广，得到对任何物体 A 都有 
引地

惯地

引

惯

)(

)(

)(

)(

m

m

m

m

A

A
=

因此，任一物体的惯性质量与引力质量之比都应等于一普

适常数，即 ＝普适常数
引

惯

m

m

显然，只要单位选择适当，总可以使这个普适常数为1。 

存在普适常数是引力所具有的一个基本性质，即引力的几何性。 



7.2.2 万有引力常数G值及其测量

为了确定万有引力常数G的数值，要测量两个已知质量的

物体之间的引力。1798年卡文迪许作了第一个精确的测量，

用的是扭秤法。后人又用多种方法(包括天平法、扭秤周期法、

扭秤共振法等)进行过测量。二百多年来，测量的结果在                                                           

到                                        之间，最新的

结果是                                 

221110658.6 −−  kgmN 221110754.6 −−  kgmN

221110674.6 −−  kgmN



从卡文迪许第一个实验以

来，已有二百多年了，但关于

G值的实验精度进步不大。这

是目前测得最不精确的一个物

理常数。原因是实验很难做，

一方面引力是四种基本相互作

用中最弱的一种；另一方面，

引力是万有的，不能屏蔽，这

就意味着干扰很多，不容易排

除。



存在普适常数是引力所具有的一个基本性质，即引力的几何性。 

7.2.3 引力的几何性

＝普适常数
引

惯

m

m

2
3

rT 

•开普勒第三定律：任何行星绕太阳运动的周期的平方与该行
星的椭圆轨道的半长轴的立方成正比，即

•万有引力定律：
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广义相对论



7.3 引力的计算

7.3.1 多质点体系的万有引力

牛顿的万有引力定律公式是对两个质点而言的。牛顿在发

展引力理论过程中，重要的一步是把月球运动和落体运动统一

起来。在这个分析中，一个关键的问题是牛顿认为地球表面落

体运动的加速度可以写为：               ，其中R是地球半径。
2R

M
Gg 地=

这里有一个很大的疑问，为什么能把地

球和落体间的距离看为R？如果说在讨论月球

运动时，把地球和月球看作质点是一个足够

好的近似，那么讨论落体运动时，把地球看

作质点显然是不合理的。为了研究这个问题，

我们必须来讨论一下多质点体系的引力问题。 



现在我们先来讨论一种简单情况。在原

点有一质量为m的质点，空间分布着质量分

别为m1，m2，m3，，mi 的若干个质点，

它们的位置矢量分别为                           。为

了求质点 m 所受到的引力，必须把引力公式

作些推广。根据引力公式可知： 
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第一个质点对m的引力为 
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第二个质点对m的引力为 
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第i 个质点对m的引力为 
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引力的线性叠加性



7.3.2. 连续体的万有引力

以均质细杆对质点的引力为例。 

细杆质量为M，长为l，距细杆的

一端 a 处有一质量为m的质点，计算细

杆对质点m的引力。 

把细杆分成许多小段(微元)，每一小段可看作质点。细杆上 x 至

x+dx 的一小段可看作质量为           的质点，对质点m的引力为 lMdx /

2)( axll

GMmdx
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求合力只需计算代数和 
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均匀球壳与质点的万有引力势能

考虑一密度均匀的薄球壳，

它的厚度比它的半径 r 小得多。

求它与在距球心R处的P点的质点

m的引力势能。

2 20

2 2

0
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考虑质量为M的球壳上一环带，它长为2 (rsin)，宽为rd，距

P点为x。则环带的面积为 dS = 2 r2sin d，质量 dm =MdS/ (4 r2)。

因此，整个球壳对P点处的质点 M 的引力势能为



对于质量球对称分布的星球，可视为

多个球壳嵌套而成处理。特别是P点位移

星球外，M即为星球总质量。

        由球对称引力势能，可得引力：
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这个结果表明：一个密

度均匀的球壳对球壳外一质

点的引力，等效于它的所有

质量都集中于它的中心时的

引力。 

球壳对内部任一

质点的引力为零。 

这个结果非常有意义。 



均匀球体的万有引力

对于半径为R，密度为 的均匀球体，可以推出万有引力公式： 
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在分析了几个守恒定律之后，我们再回过头来以其为基础，
讨论一下万有引力的一些重要应用。 

这时，地球和物体之间的距离可用地球半径R代替，根据牛
顿第二定律和万有引力定律，得 

mg
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m
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G ==

2

2

地

所以 Rg
R

M
G ==  或地

用 R  6400 km，g = 9.8 ms-2 代入，得到   7.9 kms-1，

即第一宇宙速度的数值。 

7.6 万有引力的几个重要应用

7.6.1 第一宇宙速度



要使物体能逃离地球，不再返回，它的速度应更高，即至
少要具有第二宇宙速度的值才行。 

因为无限远处的势能为0，根据引力场中的机械能守恒，其

离开地球时的机械能至少应该为                                。所以有
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M
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★对于一个质量为M，半径为 r 的体系，同样可以规定它的

“第一宇宙速度”为
r

M
G=1

“第二宇宙速度”为 
r

GM2
2 =

7.6.2 第二宇宙速度



如果有一个引力体系的第二宇宙速度等于光速，                   。c
r

GM
=

2

若体系的半径                  ，它的第二宇宙速度就要大于光速。这

就是说，在这种物体上发射的光都不能克服引力的作用，最终

一定要落回到该体系上来。简言之，这种物体根本不可能有光

发射出去，因此，我们不能看到它，故称为“黑洞”。因此，                                      

也是一个关键性的物理量，称为“引力半径”。 
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地球质量约为61024kg ，可求得引力半径 rg 0.9厘米。 

下面我们来看一个较实际的例子。 



考虑一个球形体系，半径为 r，其中物质均匀分布，密度为

，则体系的质量为   
 3

3

4
rM =

如果这个体系的半径恰好达到自己的引力半径，则 
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亦即引力半径为 2
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说明对于生活在密度为 的环境中的人，他不可能把光发射到
超出rg的范围。 

我们的宇宙的密度平均约为 10-29g/cm3，因此，可求得引
力半径为rg1028cm1010光年，也就是说，我们不可能把光发射
到1026米之外，我们称这个尺度为宇宙大小，或宇宙半径。 



从地面发射的火箭如具有“第三宇宙速度”，那就不仅能
够脱离地球，而且可以逃逸出太阳系。 

火箭如果能够逃出太阳系，机械能至少应等于0。由于机械
能守恒，在地球这样的距离上，E也至少等于零， 

0
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1

2 =−
R

GMm
m

这里Rl为地球与太阳的距离。由上式解得 km/s2.42/2 1 = RGM

但这里的42.2km/s应当是已脱离了地球引力范围时的速率。
那么火箭从地面出发时相对于地球的速率应当多大呢?

7.6.3 第三宇宙速度



选用“静止”参考系。火箭已脱离了地球引力范围时的动

能应为  ，其时火箭─地球势能为0。应当沿地球公

转方向发射火箭，以最大限度地利用地球的公转。火箭以相对

速率从地面出发时的动能为                      ，其时火箭─地球势能

为                           ，R为地球半径。由机械能守恒定律， 
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由此求得 
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但这结果是完全错误的。 

必须计及地球动能的改变，才可以得出正确的结果。 



选取“地球─火箭”系的质心坐标系。在质心坐标系中，地

球的动能始终为零。火箭已脱离了地球引力范围时的动能应为

2km/s)8.29km/s2.42(
2

1
−m

其时地球─火箭势能为零。火箭以相对速率从地面出发时的动

能为            ，地球─火箭势能为                           。根据机械能守恒

定律， 
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由此解得第三宇宙速度 
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转移轨道 

如何设计飞船的轨道才能使其顺利航行到别的行星上去？最
简单的解决方案是用蛮力，更巧妙和更经济实用的方法：利用
太阳的万有引力和行星运动的基本规律。 

“转移轨道”，又叫“霍曼轨
道”，是一个以太阳为一个焦点并满

足开普勒行星运动定律的半椭圆轨道，
远日点（或近日点）和近日点（或远
日点）分别位于地球轨道和目标行星
轨道上。这种模式的航行需要最少的
燃料，所以在实际的飞船轨道设计中
非常重要。 

7.6.4. 万有引力在飞船轨道设计中的应用



转移轨道为宇宙航行提供了经济的方案，但也施加了限制。
我们不能在任意时候把飞船送到任何行星上去；必须当地球和
目标星球处在合适的相对位置上才能发射，这种状态叫做发射
机会。 

当出现发射机会时，飞船开始发往一个绕地球的临时轨道，
这个轨道叫做停放轨道。 

即使在发射机会期间，飞船也必
须在它停放轨道上的正确地点发射。
这个地点叫做发射窗。如果宇宙飞船
要到内层的一个行星(水星或金星)那

里去，那么当飞船处于地球朝向太阳
的一面时出现发射窗。要向外层的行
星发射，那么必须当飞船接近地球背
向太阳的一面时才能离开停放轨道。



现在从数学上来说明计算转移轨道的步骤。为了简化计算，

同时也为了突出物理思想，假设两个行星的轨道都是圆的。我
们还忽略了地球引力的作用，以及飞船在停放轨道上的速率。 

前面讨论过，转移轨道是半个椭
圆，两个行星分别处于近日点和远日
点。要画出这样一条轨道，第一步就
是要找出椭圆长轴的长度。如果r1和r2

是两个行星轨道的半径，则转移轨道
长轴的长度为 

212 rra +=

下一步计算飞船进入转移轨道必须具有的速率。任何绕太

阳运行的物体都具有能量 
a

mM
GE

2

0−=

一旦知道了2a，总的能量就确定了。 



因为飞船在离开地球公转轨道时的能量为 
1

02

1
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1
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GmE −= 

不难解出其进入转移轨道所需的速率1。从地球的轨道速率可
以精确地得出把飞船送进转移轨道所必须的速率的增加或减小。 

如果飞船飞向内层行星，会因为更加靠近太阳而速率增加；
如果飞向外层行星，则会速率降低。不管是哪种情况，飞船的
速率都必须改变以适应目标行星的公转速率。所以需要知道飞
船到达目标行星轨道时的速率2。因为在转移轨道上动量矩守
恒，有                         ，从这个方程可以解出2。 

2211 rmrm  =

从开普勒第三定律可以求出宇宙飞船沿着转移轨道行进的

时间；它是周期T的一半。利用开普勒第三定律，有                ，

其中TE是地球轨道的周期，aE是其半长轴的长度，即地球到太

阳的平均距离；T和a则是转移轨道的对应值。这样就可以找出

适当的发射机会。  

3

3

2

2

EE a

a

T

T
=



[例题] 假设地球和金星的公转轨道都是圆的，金星轨道的半径
为0.72AU，公转周期和速率分别为225天和35.0kms-1。试确定：
①地球和金星之间转移轨道长轴的长度；②飞船进入转移轨
道所必须的速率；③当宇宙飞船到达金星时所需的速率变化；
④旅行的时间和⑤发射时金星与地球的相对位置。 

[解] ①如图，转移轨道长轴的长度是 

Era 1.721.72AUAU00.1AU72.02 ==+=

②假设开始时飞船的速率与地球的公转
速率相同。飞船随地球运动的速率为 
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1是宇宙飞船从
地球轨道进入转
移轨道所必须的
速率。 



可以解出 -1

0

2/1

01 s27.2km91.0)/84.0( ===  ErGM

所以需要用火箭反向的冲力使飞船的速率减小2.6kms-1。 

③利用动量矩守恒计算当宇宙飞船到达金星轨道时的速率

2。因为动量矩守恒，                      ，其中rV是金星轨道的半径。

我们可求出2=37.8kms-1。金星的公转速率是35.0kms-1，所以

飞船需将速度减小2.8kms-1。 

VE rmrm 21  =

④根据开普勒第三定律                ，可以求出转移轨道的周期

T。因此，旅行时间(周期T 的一半) t 0.4年146天。 
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⑤因为金星的公转周期为225天，当

飞船花146天向金星行进时，金星移动了

(146/225) 360=234。因此，如图所示，

当飞船离开地球轨道进入转移轨道时，

金星应该在点V1上，该点与到达点V2之间

相隔234，相比地球落后234−180=54。

在这个过程中，地球转了

(146/365)360=144，到了图上的E2点。 



[例题] 假设火星的公转轨道是个圆，半径为1.52rE，公转速率是
24.1kms-1，试设计一条自地球到火星的转移轨道。 

[解] 分析与处理方法与前例类似，只是飞船要去的是一条更高

的轨道，意味着在发射和到达时速率要更大一些。 

如图，转移轨道长轴的长度为2.52rE。
利用它确定转移轨道的能量并让能量等于 
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即可求出飞船进入转移轨道所必需的速率 
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地球的公转速率为29.8kms-1，所以飞船需要把速率提高
3.0kms-1。 



由转移轨道的动量矩守恒m1rE=m2rM，得到飞船到达火星
轨道时的速率2=0.720=21.6kms-1 。因火星的公转速率是
24.1kms-1，所以当飞船到达这一点时需要把速率提高2.5kms-1。 

由开普勒第三定律可以计算出转移轨道的周期T，而旅行时
间就是T 的一半，所以 

天年年 2590.71)26.1(
2

1 2/3 =t

火星公转周期是687天，在飞船花259天

奔向火星的同时，火星转过了
(259/687)360=136。因此，当火星处在其
轨道上点M1处，也就是地球前方
180−136=44时就有了发射机会。可以证明，
当宇宙飞船到达时，地球处在点E2处，与它
发射时的位置成255角。 



弹弓效应与引力援助

人们发现，当飞船迎向某星体运
动，在星体万有引力的作用下从星体
一侧绕行半周后从另一侧以更高的速
率返回，这种现象被称为“弹弓效
应”。所以在设计飞船轨道时要考虑

利用一些行星的引力场为飞船提供额
外的推动力，这种技术叫做“引力援
助”。在现代航天技术中，“引力援

助”是用来增大探测器速率的一种经
济而有效的方法。 



1977年，美国发射旅行者2

号一次性旅行到外层的四个行
星⎯木星、土星、天王星和海
王星。在设计轨道时就采用了
“引力援助”技术，利用这些
行星自己的引力为旅行者2号提

供额外的推动力。通过来自木
星的引力援助，旅行者2号可以
在12年内访问土星、天王星和

海王星。如果直接向着土星发
射飞船，那么旅行就要花6年多。

在没有引力援助的情况下去天
王星需要16年，可能永远到不
了海王星。 



[例题] 如图，土星M以相对于太阳的轨道速
率u0=9.69.6kms-1运行；一飞船m以相对太阳
0=10.49.6kms-1的速率迎着土星飞行。由于

土星的吸引力，探测器绕过土星，沿与原来
相反的方向离去，求它离开土星后的速率 。 

[解] 飞船接近又离开土星的这一过程可以当作碰撞来处理。速

度的变化可通过公式 2
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求得，其中e=1。由于土星的质量m2远大于飞船的质量m1，所
以m1可忽略，得到飞船离开土星后的速度为 

)skm(6.296.924.102 -1

211 −=−−=+−= uu

这说明，飞船从土星旁绕过后由于弹弓效应而速率增大了。 

弹弓效应其实也属于广义的碰撞，可以采用处理碰撞问题
的方法来进行分析。大速率的行星能够给飞船更强的引力援助。 



我们也可以在质心系中分析这一过程。

因为土星的质量比飞船大很多，可

以把质心看作就在土星上。由于是和一

质量非常大的物体发生弹性碰撞，飞船

离开质心(即土星)的速度就等接近时的速

度10.4+9.6=20.0(kms-1)。而质心(土星)相

对于太阳运行的速度为9.6kms-1，所以

最终飞船相对于太阳的速度为20.0+9.6=29.6(kms-1)，与前面解

出的结果相同。



7.7 质点在有心力场中的运动

7.7.1 研究有心力问题的基本方程

( )rrfrm
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设质点的质量为m，在有心力        作用下，
其运动方程为：

( )rrfF
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由于有心力是保守力，故在有心力场中质点运动的一般特
征为：
1.角动量守恒。运动必定在一个平面上且掠面速度守恒。
2.质点的机械能守恒。（因为保守力场可以定义势能）



显然，讨论质点在有心力场中的运动，选平面极坐标系比
较方便。沿径向和横向的分量式为：
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令： mhL = 其中h 为掠面速度的两倍
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( ) ErUmrrm =++ 222
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角动量守恒 2rh =

有心力问题的基本方程

7.7.2 有心力问题的定性处理，有效势能与轨道特征
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设在有心力作用下，质点的动量矩L=mh，总能量为E，则

有效势能
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下面就引力场情况对轨道特征作些定性讨论。



对于在力源M的万有引力作

用下的质点，其势能为
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斥力

引力

拱点

利用有效势能曲线可以讨论质点运动矢径大小的变化范围，
此范围取决于质点的总能量E。代表总能量为E的水平线
与有效势能曲线相交的点叫做拱点。
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在      时，等效斥力势能
趋于0的速度比U( r) 的绝对
值快，故有效势能曲线当

→r

时是从负的一侧趋于0
的。所以E > 0 和         时水平

线与有效势能曲线只有一个
交点，在这里r 取极小值；另
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由方程得到一个正根：

可以证明能量为E=E1的质点运行
轨道为一双曲线C1

分析质点的运动轨道
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各能量下，质点在有心力场中的轨道



7.7.2 有心力问题的定量处理及轨道问题

1、运动的详尽情况
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2、轨道问题
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只要知道f的表达式，可以求得轨道方程式；反之，
如果已知轨道方程，可以求得f(r)的表达式
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离心率  与总能量关系
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轨道问题
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例

解
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例 一个质量为 的质点在有心力             （k为正值常量）作
用下运动，选择总能量E和动量矩L的什么值时，它的轨道有          

（a、b为常量）形式。
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例 在一个顶角为2的圆锥形光滑杯中放置一个质量为
m的质点。圆锥的轴沿竖直方向，杯口朝上。求证：
当E>0时，质点在两个水平圆环之间的杯壁上运动，
并写出决定这两个圆环半径的方程。

解： 设质点运动到图示位置P。
它的运动分解成
水平面上的径向分量

和切向分量
z方向上的分量

它的总能量为

O

P



质点受到的重力是保守力，杯壁的支持力对质点不
做功。所以，质点总能量E是恒量，不变。

同时，分别考察重力和支持力带来外力矩，都在水
平面内，所以z方向上的角动量Lz守恒。
三个方向的速度中，       中包含z分量，其他两个方
向的速度产生的角动量都在水平面内。

得到 其中

代入总能量表达式

有效势能=切向动能+重力势能



有效势能

重力势能

切向动能

E>0

r

rmin rmax

当E>0时，可能与有效势能曲线
有两个交点rmin和rmax。在交点处，
E的能量全部为有效势能，在径
向分量上的速度    =0，即半径达

到极小和极大值，质点在两个水
平圆环之间的杯壁上运动。

由上式中   =0，进一步化简，得
到半径的约束方程

是r的一元三次方程，有两个正
根如图。有一个负根，舍去。



万有引力 

 

 

开普勒三定律 

 

开普勒通过整理对行星的观测数据，提出三个定律： 

 

1. 行星运动轨道为椭圆，太阳在椭圆的一个焦点上。 

事实上，在引力场中运动的轨迹不止是椭圆，如果天体的机械能等于 0，轨迹则是抛物线，如果机械能大于 0，则运

动轨迹是双曲线。太阳都是在这些二次曲线的焦点上。 

在极坐标情况下，将太阳放在原点，轨道的二次曲线 (开口向左) 的方程可写为 

𝑟 =
𝑝

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

这里 𝑒 是偏心率，如图 7.1，行星与太阳的距离 OP，是它到准线距离 PQ 的 𝑒 倍，准线在 𝑥 =
𝑝

𝑒
 处，由这些条件

可以推导出上面的轨道方程。当0 < 𝑒 < 1时轨道是椭圆，当𝑒 = 1时是抛物线，当𝑒 > 1时是双曲线。 

 

2. 行星与太阳的连线在单位时间内扫过相同的面积 

凡是有心力场的角动量都是守恒的，因为𝑟与𝐹⃗同向或反向，故力矩𝑟 × 𝐹⃗ =
𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 0，从而角动量 𝐽 = 𝑟 × 𝑚𝑣⃗ 守恒。

如图 7.2，行星从 P 点经过Δ𝑡的时间，产生位移𝑣⃗Δ𝑡，到达 Q 点，扫过的面积正好是|𝑟 × 𝑣⃗Δ𝑡|表示的平行四边形面积的

一半，令 

𝜎 =
1

2
𝑒𝑧 ⋅ (𝑟 × 𝑣⃗) =

1

2
𝑟2𝜃̇ 

P 
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单位时间内行星与太阳的连线扫过相同的面积即为|𝜎|。 

 

3. 行星运动周期 T的平方与椭圆轨道半长轴 a的立方之比为常数 

取𝜃 = 0和𝜋分别得到椭圆的近地点和远地点的值： 

𝑟𝑚𝑖𝑛 =
𝑝

1 + 𝑒
，𝑟𝑚𝑎𝑥 =

𝑝

1 − 𝑒
 

椭圆的长轴 

2𝑎 = 𝑟𝑚𝑎𝑥 + 𝑟𝑚𝑖𝑛 

故  

𝑎 =
𝑝

1 − 𝑒2
，或   𝑝 =

𝑏2

𝑎
 

 这里 𝑏 = √𝑎2 − 𝑐2 是椭圆的短半轴，c是焦点到椭圆中 心的距离，且满足 

𝑐 =
1

2
(𝑟𝑚𝑎𝑥 − 𝑟𝑚𝑖𝑛) =

𝑝𝑒

1 − 𝑒2
= 𝑎𝑒 

设在近地点和远地点，速度分别为𝑣⃗𝑚𝑖𝑛，𝑣⃗𝑚𝑎𝑥，速度方向均与其位置矢量垂直，因此 

2𝜎 = 𝑟𝑚𝑖𝑛𝑣𝑚𝑖𝑛 = 𝑟𝑚𝑎𝑥𝑣𝑚𝑎𝑥 

由机械能守恒，有 

𝐸 =
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以上两式可以解出 

𝐸 = −
𝐺𝑀𝑚

2𝑎
，    2𝜎 = √𝐺𝑀𝑝 =

𝐽

𝑚
 

行星运动的周期为 
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𝑇 =
𝜋𝑎𝑏

|𝜎|
=

2𝜋𝑎𝑏

√𝐺𝑀𝑝
= 2𝜋√

𝑎3

𝐺𝑀
 

因此 

𝑇2

𝑎3
=

4𝜋2

𝐺𝑀
 

是与具体的行星无关的参数。 

 

 

轨道方程 

 

由角动量守恒和机械能守恒，有： 

𝑟2𝜃̇ = ℎ 
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这里 
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即得 
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可得(利用题给积分公式) 

𝜃 = ∫
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令 
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𝑟
−
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ℎ2
= 𝐴 cos 𝜙 ,   𝐴 = √
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则 

𝜃 = ∫
±1

√𝐴2 − 𝐴2 cos2 𝜙
𝑑(𝐴 cos 𝜙)

𝜙

0

= ±𝜙 

即有 

𝑟 =
𝑝

1 + 𝑒 cos 𝜃
,          𝑝 =

ℎ2

𝐺𝑀
, 𝑒 =

ℎ2𝐴

𝐺𝑀
= √

2𝐸ℎ2

𝐺2𝑀2𝑚
+ 1 

对于椭圆轨道，𝑒 < 1，可得对应的机械能𝐸 < 0；特别当𝑒 = 0，对应轨道 𝑟 = 𝑝，是半径为 p的圆轨道。 

对于抛物线轨道，𝑒 = 1，对应机械能 𝐸 = 0； 

对于双曲线轨道，𝑒 > 1，对应机械能 𝐸 > 0。 

如果要运动到无穷远，脱离引力中心的束缚，必须机械能𝐸 ≥ 0。彗星通常能到达非常远的地方，可认为𝐸 ≈ 0，常把彗星轨道当成抛物线来处理。 

 

例题 

星体 P（行星或彗星）绕太阳运动的轨迹为圆锥曲线 

          
1 cos

k
r

 
=

+
 

式中， r 是 P 到太阳 S 的距离， 是矢径 SP 相对于极轴 SA 的夹角（以逆时针方向为正），
2

2

L
k

GMm
= , L 是 P 相对

于太阳的角动量， 11 3 1 26.67 10 m kg sG − − −=    为引力常量， 301.99 10 kgM   为太阳的质量， 
2

2 2 3

2
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EL

G M m
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心率，m 和 E 分别为 P 的质量和机械能。假设有一颗彗星绕太阳运动的轨道为抛物线，地球绕太阳运动的轨道可近

似为圆，两轨道相交于 C、D 两点，如图所示。已知地球轨道半径 11

E 1.49 10 mR   ，彗星轨道近日点 A 到太阳的距

离为地球轨道半径的三分之一，不考虑地球和彗星之间的相互影响。求彗星 
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（1）先后两次穿过地球轨道所用的时间； 

（2）经过 C、D 两点时速度的大小。 

已知积分公式 ( ) ( )
3/2 1/22

2
3

xdx
x a a x a C

x a
= + − + +

+
 ，式中C 是任意常数。 

 

解： 

对于彗星，轨道近似抛物线，因此有 
𝜀 = 1 

由题给的 𝜀 表达式，可得 
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这里𝑣𝑟是径向速度分量，𝑣𝜃是角向速度分量。在顶点处𝑣𝑟 = 0，𝑣𝜃 = 𝑣𝜃0，𝑟 =
𝑅
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因此 
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𝑅

𝑅
3
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3
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𝑅
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𝑅

=
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利用题给数据，计算出 

𝑡 = 6.4 × 106𝑠 ≈ 74𝑑 ≈ 0.20𝑦 
对于地球，设𝑅是地球轨道半径，周期 𝑇 =1 年，有 

𝐺𝑀𝑚

𝑅2
= 𝑚𝑅 (

2𝜋

𝑇
)

2

 

这样，可得 



𝑡 =
10𝑇

9√3𝜋
≈ 0.2 (𝑦𝑒𝑎𝑟) 

(2) 在 C，D点处，有 

𝐸 =
1

2
𝑚𝑣2 −

𝐺𝑀𝑚

𝑅
= 0 

可得 

𝑣 = √
2𝐺𝑀

𝑅
= 42.2 (𝑘𝑚/𝑠) 

 



第八章刚体

➢自由度和刚体

➢基本的刚体运动

➢刚体的动能

➢刚体的动力学方程

➢静力学中的结构受力分析

➢刚体的进动和章动



前言 对于机械运动的研究，只局限于质点的情况是很不
够的。物体是有形状大小的，它可以作平动、转动，
甚至更复杂的运动。一般固体在外力的作用下，形
变并不显著，故设想另一个抽象模型-- 刚体。以刚
体为研究对象，除了研究它的平动外，还研究它的
转动以及平动与转动的复合运动等。

质点 质点系 刚体
特例集合

不讨论物
体的大小
和形状

讨论物体
的大小和
形状



刚体模型：

刚体是指整体及其各部分的形状和大小均
保持不变的物体。

特点：

1. 是实际物体（指固体）的理想化模型。

2. 是一个质点组（刚体可以看成由许多
质点组成，每个质点叫做刚体的一个
质元）

3. 质元之间的距离保持不变→刚体的内
力做功为0

4. 刚体是弹性系数很大的一类物体的抽
象

Δmi

Δmｊ

质元

ｒiｊ

8.1 自由度与刚体



刚体的内力做功为0

考察刚体的第 j 个质点与第 k 个质点相互作用的      与     这一
对内力。如刚体稍微改变其位置，第 j 个质点与第 k 个质点的
位移各为     与     ，则这一对内力所作功的和为： 

)()( kiikkiik

kikiikkkiiik

ddd

dddd

rrFrrF

rFrFrFrF

−•=−•=

•−•=•+•

由于刚体内任意两质点间的距离保持不变，故有： 

常量=−•− )()( kiki rrrr

微分一次，得： 0)()(2 =−•− kiki d rrrr

即： )(  )( kiki d rrrr −⊥− 而 )( // kiik rrF −

于是刚体的内力作功为零。刚体中的动能定理中也无须计及
内力，这是不同于一般质点组的。 

jkF kjF

i
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k
rd



抽象的具体含义：实际物体在外力作用下，其
形状和大小或多或少会有一些变化，但只要这
种变化与物体的几何线度相比很小，对所讨论
的问题的影响可以忽略，这种情况下我们可以
把这个物体看成刚体。

举例：

 两个钢球的碰撞问题—形变很小，但是是碰撞瞬间
能量转换的载体，此时钢球看成弹性体

 摆动的橡胶棒—可以忽略其形变看成刚体



 8.1.1 自由度

自由度：确定一个力学体系在空间的几何位形所需的
独立变数的个数

例：单个质点的自由度—3个

为了确定一个质点在空间的位置，需要3个独立的
坐标变数，如直角坐标x，y，z

s

O

i = 1

x

y

z

O

( x , y , z )

i = 3i = 2 x

y

z

O

i = 3+2+1= 6



7.1.2 多质点体系的自由度与刚体模型

例：两个自由质点的自由度—6个

例：距离保持不变的二质点体系—5个

6个坐标中只有5个是独立的

例：距离保持不变且不在同一直线上的三质点体系的
自由度—6个
5个独立变数确定两个质点位置之后，与这两个质点
距离一定的第三个质点可位于以这两个质点连线为轴
的圆周上的任一点，此时只要用一个方位角就能确定
其位置

22

21

2

21

2

21 )()()( rzzyyxx =−+−+− (7.1.1）
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 实例：两个氢原子和一个氧原子组成的体系。

若三个原子是完全自由的，则有9个自由度。如果化
合成水分子，两两之间的距离固定，形成三角形，
则描写三个原子位置的9个坐标应满足3个类似于式
(7.1.1）的代数关系。所以此时该体系的独立坐标
个数为9-3＝6，即有6个自由度。



例：距离保持不变的四质点体系的自由度—6个

再增加一个质点，且它与原来三个质点的距离也都固
定，则增加一个质点，就要增加3个坐标，但同时
却增加了3个代数关系式。因此，整个体系的自由
度不变，仍然是6。

实例：由四个原子组成的分子，如

在化合之前，有 个自由度，化合成氨分
子之后，形成四面体，两两原子之间的距离固
定，共有6个代数关系，所以这体系的自由度
为12-6=6。

3NH

1243 =



例：距离保持不变的五质点体系的自由度—6

再增加一个质点，且它与原来四个质点的距离也都
固定，则增加一个质点，就要增加3个坐标，但同
时却增加了4个代数关系式。要注意，新增加的4
个代数关系式并不是完全独立的。因为在这4个关
系式中，任何3个确定之后，第4个也就确定了。
故仅有3个新的独立代数关系式。因此，整个体系
的自由度不变，仍然是6。

推广到更多质点组成的体系，得一个结论：含有三
个质点以上的多质点体系，若体系中所有质点之
间的距离都是固定的，且不在一条直线上，则都
有6个自由度。

刚体是指整体及其各部分的形状和大小均保持不
变的物体。刚体的自由度—6



 刚体—6个自由度

刚体具有6个自由度，即描写刚体的几何位形需要6

个独立坐标。与3质点系统的自由度相同。

这6个变数可以理解为确定刚体上某一点（如质心）
位置的3个变数、确定刚体上过该点的一轴线的方
位的2个变数以及刚体绕该轴转动角度的1个变数。

在某些条件下，确定刚体的位形可能不需要6个独立
坐标。因此，刚体自由度数≤6。刚体自由度的具体
个数随条件而定。

①定轴转动 自由度为1；

②平动 自由度为3；

③平面平行运动 自由度为3。



 8.2.1 刚体的平动 (n=3)

连接刚体中任意两点的线段在运动中始终保
持平行。刚体上所有点的运动轨迹都相同,

可当作质点来处理。
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结论：刚体平动时,其
上各点具有相同的速
度、加速度及相同的
轨迹.可用一个质点的
运动代替刚体的运动.

8.2 基本的刚体运动



 8.2.2 刚体的定轴转动 (n=1)

刚体上某两个点固定，刚体只能绕着过这两个点
的固定轴转动，这种运动称为刚体的定轴转动。

自由度：刚体绕轴线转过的角度

 8.2.3 刚体的平面平行运动 (n=3)

刚体运动时，刚体中的每一个点始终在平行于某
一固定平面的平面内运动，这种运动称为刚体
的平面平行运动 。

自由度：

1. 在某一平面内任一点的平动(2)

2. 绕过此点且垂直于固定平面的固定轴的转动
(1)



将刚体的运动可用与固定平面相平行的任一
截面的运动来代表。任一截面的运动可以用
其上任意一点A(基点)在平面上的移动和与
相对于通过基点A并垂直运动平面的轴的转
动的叠加。在与基点相对静止的参考系上，
转动为定轴转动。

 8.2.4 刚体的定点转动(n=3)

刚体运动时，始终绕一固定点转动。



•8.2.5 刚体的一般运动 (n=6)

刚体的一般运动可以看成随刚体上某一点（如质心）的
平动和绕该点的转动的组合。

以车辆在地面上沿直线的纯滚动为例：

纯滚动，就是车轮前进的距离Δx，就等于车轮滚过的弧
长 ，即S


 = 0rx

在滚动中只有车轮中心O的运动轨迹是直线，其它各点的轨
迹都是曲线，O点的速度为
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车轮的运动分解为以O点为基点的平动，其速度为v0，
以及绕O点的转动，其角速度为ω。车轮上任何一点的
速度都是这两种运动速度的合成。

高于O点的各点合速度为

rvv += 0

低于O点的各点合速度为

rvv −= 0



rvv −= 0

纯滚动的运动中，车轮与地面相接触处，总是相对静止的。
将此接触点称为瞬心。在接触处静摩擦力，其功率为        。
因为在接触处速度为零，摩擦力不做功。

0' =oV

vF •

车轮在该瞬时的运动看成是绕O′点(车轮与地面接触点)

的转动，即过O′点作垂直于车轮平面的转动轴，绕这个
轴的角速度是ω 。？？？

O′点



 8.2.6 角速度的绝对性

1. 角速度矢量

 有限转动与无限小转动

有大小和方向的物理量不一定是矢量。矢量的重要特
征是应满足平行四边形相加法则。

角速度是不是矢量？

有限转动是不是矢量？ 否



无限小转动是不是矢量？是

设刚体绕通过定点O的某轴线转动
了一个微小角度∆θ， ∆θ是一个有
方向的量，用转动轴上截取的有向
线段∆n来表示∆θ的值和大小。 ∆n

称为角位移。

∆r为无限小量→∆r    平面OPM，
且有│∆r│=PM•∆θ

因为   PM=rsinφ

所以 

│∆r│= r ∆θ sinφ= │r│•│∆n│• 

sinφ，即 ∆r= ∆n×r

我们现在知道∆n是有方向的量

┴



∆n能否满足矢量加法的交换律
两个微小转动∆n和∆n′的合成

假设刚体先后绕通过O点的轴线作了两个微小转动∆n和∆n′，则P
点的位矢为

① 转动前：r

② 转动∆n后：r+∆n×r

③ 再转动∆n′后：r+∆n×r+∆n′×(r+∆n×r)

略去二价小量，则合成位移为

∆n×r+∆n′×r= ∆r+ ∆r′

如果交换转动次序，则合成位移为

∆n′×r+∆n×r= ∆r′+ ∆r

因为∆r和∆r′是矢量，可以交换，即∆r+ ∆r′ = ∆r′+ ∆r

所以 ∆n×r+∆n′×r= ∆n′×r+∆n×r

即 (∆n+∆n′)×r = (∆n′+∆n)×r

对任意r都成立，所以 ∆n+∆n′= ∆n′+∆n，也是可以交换的

∆n满足矢量加法的交换律，是矢量



角速度    与无限小角位移∆n是相关的，它是无
限小角位移与无限小时间间隔之比。 ∆n是矢
量，所以    也是矢量。

总结：

① 有限大角位移不是矢量
② 无限小角位移是矢量
③ (瞬时)角速度只与无限小的角位移相联系，

因此是矢量。



2. 角量与线量的关系

刚体定轴转动的角位移、角速度和角加速度确定后，
刚体内任一点的位移、速度和加速度也完全确定。
若某点至转轴的距离为ρ，则该点的线速度为

切向加速度和法向加速度分别为

由此可见，尽管刚体是一个复杂的质点系，但是引入
角量后，刚体定轴转动的描写就十分简单。



引入角速度矢量后，定轴转动刚体上各点的速度、
加速度与角速度的关系更加简洁明了。在转轴
上任取一点作为坐标原点，则刚体上任一点P

的位置用位矢r表示，则P点的速度为

切向加速度和法向加速度分别为



刚体角速度（矢量）的绝对性

一般来说，刚体的任何运动都可分解为基点的平动和
绕该点的定点转动的合成.。选择不同的基点，平
动速度就不同；而转动角速度就与基点的选择无关。
即刚体上的角速度矢量的大小和方向都相同。这即
是刚体角速度的绝对性。

如图表示一个刚体相对于坐标系K 的位形，O1， O2，
P 是刚体上的任意三点。它们的位置矢量

分别是                    。显然，这三点的速度

分别为： 
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若选 O1为基点 
111

1   rωv
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v 1 +=+=
dt

d
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若选 O2为基点 
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由以上三式

22111     rωaωrω +=

其中 arr += 21

2221    rωrω =

0) - ( 221 = rωω

由于点的任意性，故有： 
21 ωω =



作用在刚体上的力系及其简化

1. 作用在刚体上的力是滑移矢量。力有大小、
方向、作用点三个要素。就它对物体产生的
效果而言，三个要素都起作用。因而，在一
般情况下，力不能平移。但是由于刚体是一
个刚性整体，当力沿着作用线在刚体上滑移
时，对刚体的作用不变，因而，作用在刚体
上的力是滑移矢量。

A

B
F

F -F

作用力可以沿作用线滑移，
但作用线的位置不能随意
移动。



2. 合力存在的条件：
① 共点力系：所有力的作用线（或其延长线）交于

一点的力系。可以等效为大小和方向等于各个力
的矢量和、作用点为该交点的一个力，即合力。

② 平行力系：所有力的作用线都互相平行的力系。

如果两平行力大小相等方向相反，但不在同一直线上，
如图，

则这对力称为力偶；两力作用线间的垂直距离为力偶
臂，力和力偶臂的乘积为力偶矩。

③ 共面力系：所有力的作用线位于同一平面的力系。



3. 一般力系可等效为一个力和一个力偶

A

B
F2

F2

F1-F2

F

x

y

z
考虑不互相平行且不共面的
两个力：作用在A上的力F1

在平面yz内和作用在B上的
力F2在平面xy内

分析：
可假想在A上有一对力F2和
-F2，不会改变A的运动
作用在A上的力F1和F2构成
一个合力F，作用在B上的
力F2和作用在A上力-F2构
成一个力偶。



F

M

-F1

F1

C D
r0

方向与力F垂直的力偶矩M+力F

=作用线不同的新力F

方向与力F成任意角度的力偶矩M

=方向与力F垂直的力偶矩M1 +方向与力F平行的力偶矩M2

作用在刚体上的任何力系，可以等效为一个作用于刚体上
某一点的力和一个方向与力平行的力偶。



8.2.7 刚体质心的运动

①质心的运动（质心运动定理）

➢由质点(m1，m2，…，mn)所构成的体系，其质心位置为
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➢质心运动定理

系统质心的运动行为好像一个质点的运动行为，此质
点的质量等于系统的总质量，作用在此质点的力等于
系统所受到的总外力。



②刚体质心的确定

对质量连续分布的物体，其质心位矢可用积分表示：

其中ρ为物体密度。这个质心位矢表达式是一个矢量式，
实际上是三个式子，在x, y, z三个方向每个方向一个：

， ，

假设一个物体由A, B两部分组成，质心x方向表达式（y, z

方向也同样）可写为
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此式表示物体质心可以这样求：先分别求出A, B两部分
的质心 以及每部分的总质量 ，然
后把这两部分作为位置在各自质心处，质量分别为

的两质点，再求其质心，此质心即为整个物体
的质心。假设物体由三部分或更多部分组成可以仿此
求出整个物体的质心。对于物体中挖去一部分的形状，
可以用密度取负值的方法求解。
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③ 巴普斯定理

假设在一个平面上取任一闭合区域，令其上各点垂直于平
面的方向运动使其形成一个立体，则此立体总体积等于
闭合区域面积乘以区域质心在运动中所经过的路程。

一条平面曲线上各点沿垂直于曲面平面方向运动而形成一
个曲面，则此曲面面积等于曲线质心运动的距离乘以曲
线的长度

例：如前

质心在对称轴上离原点0距离y

以连接半圆形两端点的直径为轴，

旋转一周，得到一球面。球面面积为

4πR2，质心经过距离为2πy，半圆形长度为πR，则有
4πR2= 2πy• πR

即 y= 2R/ π

y

对称轴

0



例题：求均匀半圆盘的质心位置，圆盘半径为R。
解：由对称性可知质心必在对称轴上，设质心距离半圆
盘直边距离为x。半圆盘以直边为轴旋转成一球体，则有：

23

2

1
2

3

4
RxR  = Rx

3

4
=



8.3.1 转动惯量

⚫运动的物体有惯性，惯性与其质量大小有关

⚫转动的物体也有转动惯性，其惯性与其转动惯量有关

F

dt

d
mamF


==m

✓门的质量？
✓门的质量分布？ ✓角位移

✓角速度
✓角加速度
✓转动动能
✓角动量/动量矩

8.3 刚体的动能



质点绕某一个中心O作半径为r的圆周运动

质点的动量矩 遵循方程
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M与F的地位相当； mr2 与m的地位相当。
质量m是惯性的度量，在同样力F的作用下，质量m越大，
越不易加速。
在同样的力矩M作用下， mr2越大，角加速度越小。 mr2

是关于转动运动的惯性的度量，我们称它为质点的转动惯量。



 8.3.2 刚体转动惯量的计算

下面把转动惯量的概念作些推广。首先讨论由质量为

               的两个质点构成的体系，它们在同一平面内绕
同一中心O作半径分别为 的圆周运动

对 有

对 有

式中 分别是质点

所受到的总力矩，既包括外界物体作用在体系中质点上
的力矩，也包括体系内质点间相互作用的力矩。前者
称为外力矩，后者称为内力矩。
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将两式相加，得

在牛顿第三定律成立的条件下，体系的内力矩相互抵
消，总和应为零，所以上式可写为 

是体系受到的总外力矩。用类似的方法，可以
把上述结果推广到多质点所构成的体系，即有n个
质点都绕O作圆周运动，则有

 

其下标 ，指第i个质点的相应量。
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对于刚体转动，所有质点的角速度都相同

简化为

定义

称为刚体转动体系的对某一选定转轴的转动惯量。
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刚体的转动惯量

说明：
①刚体的转动惯量是由总质量、质量分布、转轴的位置

三个因素决定;
②同一刚体对不同转轴的转动惯量不同, 凡是提到转动

惯量, 必须指明它是对哪个轴的才有意义。
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a) 转轴过中心与杆垂直
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转动惯量I和转轴有关同一个物体对不同转轴的转动惯量
是不同的



✓平行轴定理 2mdII CA +=

其中IC为刚体绕质心轴的转动惯量；d 为两平行轴间距离。

证明：设刚体绕过质心C的转轴的转

动惯量为IC ；绕过A点的转轴的转
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✓垂直轴定理
yxz III +=

其中x, y为平面内正交的轴；z 为垂

直平面的轴

若一个复杂形状的物体是由许多简单形体组成，则这

个复杂物体的对某轴的转动惯量等于各简单形体对同

一转轴的转动惯量之叠加.

✓可叠加原理



例题：如图,圆环质量m1,半径R，短棒质量m2，长度d，求对x
轴的转动惯量

d

x

解：圆环转轴通过直径的转动惯量，
根据垂直轴定理有
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根据平行轴定理，圆环对转轴x的转动惯量为

因此，整个元件对x轴的转动惯量为



2)均匀细圆环

转轴过圆心与环面垂直

R o

z
dm m

R

m
lm




2
dd ==

2
2

0

22 dd RmlRmRI
R

  ===



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3) 均匀圆盘绕中心轴的转动惯量

质量为m, 半径为R的均匀圆盘, 转轴过圆心与圆盘垂直

圆盘上取半径为r宽度dr的圆环作为研究对象，质量为dm
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4) 绕中心轴的转动惯量 

实心圆柱的转动惯量
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5) 均匀球体绕直径的转动惯量 

设球体的半径为R，总质量为m，则密度
为ρ=3m/4πR3。将球体分成一系列半径不
同的质量为dm的 “微元”薄圆盘组成
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6) 质量m、半径为R的匀质薄球壳，求其以直径为转轴的
转动惯量。
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几个典型形状刚体的转动惯量



 8.3.3 刚体的动能

刚体是由许多质点组成的。所以，刚体的动能就
等于各质点的动能之和，即

刚体的运动总可以分解为随着某基点O的平动和
绕该点的转动，而且基点是可以任意选取的。
那么前面的动能表达式是否也可以分解成平动
动能和转动动能呢？这是可以做到的。但对基
点的选取有特殊的要求，即只有当选取刚体的
质心C作为基点时，才可以进行这种分解。
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刚体中每个质点的速度  可分解成平动部分及转动部分。
如果取质心C作为基点，那么，平动部分的速度就是质
心速度  ，转动部分的速度就是质点相对于质心系的
运动速度 ，根据速度合成，有：

所以，上式可以写为：
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因为 ， 是第i个质点相对于质心的位矢，
所以

按质心的定义，应有

所以，式中最后一项总为零，故有

其中 是刚体的总质量。此式表示刚体的动能
的确可以看成两部分的和，即以基点的平动动能

及相对于质心的转动能
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如果转动角速度为   ，则

其中  是第i个质点与转动轴的距离。代入得到

其中

就是该刚体相对于通过质心的转轴的转动为 的转动惯量。

刚体动能可以写为

这就是刚体动能的最终表达式。

！只有选择质心作为分解平动及转动的基点时，上式才是
适用的。
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如图所示，考虑以角速度 绕固定轴z轴
转动的一个刚体，其总角动量为
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力矩与力相对应，角位移与位移相对应，转动惯量
与质量相对应，角速率与速率相对应。



质点运动与刚体定轴转动对照表

质点运动 刚体定轴转动

位移   位移

速度  角速度

加速度 角加速度

质量（惯性） 转动惯量

力   力矩

牛顿第二定律 转动定律

动量  动量矩

冲量 冲量矩

动量定理 动量矩定理

动能 动能

功 功

动能定理 动能定理

动量守恒 动量矩守恒
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8.4 刚体的动力学方程
 8.4.1刚体的动力学方程

任一质点系，其质心运动方程 F
dt

rd
m c


=

2

2

其中m是刚体质量， 是刚体的质心位置， 是刚体所
受到的总外力。

cr F
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刚体的动量矩定理
dt
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其中 是刚体的角动量， 是刚体所受到的
总外力矩。
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因为刚体只有6个自由度，两个矢量方程已经能够描写刚体
的全部的动力学。因此，它们称为刚体的动力学方程。



 8.4.2 刚体运动中的外力做功

讨论转动轴线不固定，但其方向不变(例如平行于z轴)
的情况。

刚体动能表达式(以质心为基点)
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外力做功：外力引起平动动能增加而做的功；第二项是外
力矩引起转动动能的增加而做的功。

当刚体受到多个外力的情况，第i个外力 及其力矩所做
的功也类似可以写成为
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例题：半径为R、质量为m的匀质圆柱，沿倾角为a的静止
斜面滚下。斜面与柱之间的摩擦系数为。试求圆柱滚下
时质心的加速度。

圆柱受力分析：圆柱受重力mg，竖直
向下；圆柱受到斜面的正压力N；又受
到斜面的静摩擦力f。

圆柱可能无滑动滚下，也可能既滚且滑。

取固定于斜面的坐标系。x轴垂直
于斜面向上，y轴沿斜面向下。质
心的加速度平行于斜面向下，x方
向的分量永远为零。
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)2(0cos
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mgN

ymfmg 
质心运动定理

圆柱无滑动滚下



动量矩定理，相对于质心坐标系 )3(
2

1 2  mRIfR c ==

不打滑的运动学判据 )4(0  Ry =

由方程(1)—(4)组成的方程组解得
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“无滑动滚下”成立的条件是 Nf 

Nf   tan
3

1


角动量定理，相对于瞬心O，瞬轴

)5(
2

3
)(sin 22   mRmRIImgR co =+==

对O点而言，只有重力才有力矩，支持力N和摩擦力过O

点，其力矩为零。

由方程(1)，(2)，(4)，(5)组成的方程组可得相同的解



圆柱既滚且滑

✓圆柱受到斜面的动摩擦力f=  N，
✓质心的加速度与圆柱的角加速度
是各自独立的。
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质心运动定理
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角动量定理，相对于质心坐标系
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由方程(1)—(3)组成的方程组解得

Ic越大，加速度    越小，反映出其惯量的概念。





=

=








−=

=









cos

cos

)cos(sin

cos
2

0

mgN

mgf

gy

g
R





“既滚且滑”成立的条件是  Ry 0

 Ry 0  tan
3

1






例题：前例中的圆柱开始静止于高度h处，沿着斜面无滑
动地滚下，试求其滚到斜面底端时的速度。

施于圆柱的力有：重力、正
压力N，静摩擦力f。重力是保
守力；N与f总是不做功。机械
能守恒定律适用。

规定圆柱在斜面底端处的势能
为零。开始时圆柱动能为零，势
能为mgh，所以开始时机械能等
于mgh。

圆柱到达斜面底端，动能应为
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不打滑的运动学判据 )2(0  R=

机械能守恒定律 )1(
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由方程(1)—(2)组成的方程组解得
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圆柱既滚且滑时，机械能守恒？

相对于瞬心O，刚体的动能
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机械能守恒定律
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不打滑的运动学判据  R=0

由以上方程组成的方程组解得
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例题：已知质量为m，半径为a的匀质球体，自半径为b的
固定半圆柱顶端由静止经小扰动后做纯滚动地滚下。求球
体脱离圆柱时球心的位置。

设球心速度为v,转动角速度为ω，

球心与半圆柱中心连线与垂线夹
角为θ。

由机械能守恒：

2 21 1
( )(1 cos )

2 2
m I mg a b + = + −v


b

a

由运动的约束关系，即接触点速度为0的条件得：

v = ωa

其中小球转动惯量为：
22

5
I ma=



在离开半圆柱面对小球支撑力恰好为0时，小球离开。
此时

综合以上各式得：

由此可知小球离开半圆柱时的位置。

2

cosmg m
a b

 =
+

v


b

a

10 10
cos arccos

17 17
 =  =

此题如果给定最大摩擦因数，则在小球未脱离半
圆柱之前，支撑力减小使摩擦力也减小，后来不
足以使小球加速滚动，会产生滑动。



例题：两个质量同为m、半径同为R匀质实心滑轮，用不可
伸长轻绳连接，定滑轮可无摩擦的转动。将系统从静止释
放，求下面滑轮的平动加速度。

T

a

上面的滑轮
2

1
2

1
  , mRIITR == 

下面的滑轮

质心运动 maTmg =−

相对质心的转动
2ITR =

运动约束关系 Ra )( 21  +=

ga
5

4
=



例题：质量为m的平板受水平力F的作用沿水平面运动，板
与水平面之间的摩擦系数为。板上放置一质量为M，半径
为R的圆柱体。(1)如果圆柱体在平板上的运动为纯滚动，
求板的加速度。(2)为使圆柱体在平板上作纯滚动，求F的
最大值，设圆柱体与板之间的摩擦系数为。

平板和圆柱体的受力分析，由于圆柱体在平板上运动，
而平板有向右的加速度，圆柱体的质心坐标系为非惯性，
要考虑到惯性力



对平板
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当F达到最大值Fmax时，圆柱体开始滑动，圆柱体和平
板之间的摩擦力为滑动摩擦力 f2 = Mg。和前面的方程
(1)，(3)-(5)可得

gmMF )2(2max +=

思考：在圆柱体的质心坐标系中，惯性力过质心，因此其
相对于质心的力矩为零，写出的角动量定理中不需要惯性
力矩的贡献。假如我们以瞬心为参考点，如何讨论？惯性
力矩的贡献？



例题：镜框贴着墙立在有摩擦的钉子上，稍受扰动其即向
下倾倒，当到达一定角度 时，此镜框将跳离钉子，求 。
(提示：跳离钉子时，镜框对钉子的作用力为零。)

解：由能量守恒，势能转换为刚体转动
动能
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两边约分
22)cos1(3  llg ==−

求关于时间的导数

 sin
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sin32
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g
gl == 

镜框跳离钉子，我们需要寻找此现象的临界条件，即镜框
对钉子的作用力为零。





镜框在转动时，质心的

)cos1(
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2  −== g
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an
向心加速度

切向加速度  sin
4
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a == 

解法一：将“镜框对钉子的作用力为零”理解成在镜框的
方向上没有力的作用，因此重力加速度在径向的分量与向
心加速度相等。

nmag
m

m
l

mg =−== )cos1(
2

3

2
cos 2  

)5/3arccos()cos33cos2 =−= 

在镜框的垂直方向上 mgmgma
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重力在此方向上分量 mgmg
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不相等



✓钉子对镜框的支持力和摩擦力可能合成出这两者的差别。
因此重力加速度在径向的分量与向心加速度相等并不能
得到“镜框对钉子的作用力为零”

解法二：将“镜框对钉子的作用力为零”理解成在镜框
在水平方向上没有力的作用，因此水平加速度为零。

)3/2arccos(cossin
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3
sin)cos1(
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3
==−  gg

  cossin aan =

在垂直方向上的加速度 gaan
4

3
sincos =+  

✓钉子对镜框仍有支持力，只是镜框相对于钉子没
有横向运动的趋势。横向加速度为零，并不能得出
镜框跳离钉子。



解法三：将“镜框对钉子的作用力为零”理解成在
镜框在垂直方向的加速度为重力加速度。

gaan =+   sincos

)3/1arccos(sin
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在水平方向上的加速度 gaan
2

2
cossin =−  

✓镜框在水平方向上加速度不为零。由谁提供？镜框跳离
钉子？
✓在镜框跳离钉子跳离之前，支撑力，摩擦力和重力提供
向心力。过了“跳离”这个临界点。摩擦力会“突然”消
失，质心开始垂直向下运动。
✓此时沿镜框方向的向心加速度为

ggan =−= )cos1(
2

3




✓水平方向摩擦力和重力沿镜框方向的合力
产生的加速度为

ggg =+  cossin
2

2

与an相同。说明确实是向左摩擦力和重力一
起提供了向心力。

✓在镜框垂直方向的加速度 gga
2

2
sin

4

3
== 

水平方向摩擦力和重力在镜框垂直方向上合力产生的加速
度为

ggg
2

2
cossin

2

2
=+− 

与at相同。

✓在镜框水平和垂直方向上结果均吻合，说明解法三正
确。出现水平加速度不为零。摩擦力的作用过程的简化



✓根据质心运动定理
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Arccos(1/3)

Arccos(2/3)

Arccos(2/3)

✓在随着角度 的增加，支持力N持续减小，摩擦系数逐渐
增大，才能保持镜框在镜框跳离钉子跳离之前作定轴转动。
✓镜框底端相对于钉子的运动趋势由摩擦力f的方向确定，
因此与摩擦系数相关。





 8.4.3 刚体的平衡

 刚体处于平衡状态，是指其质心加速度为零，同时角动量
不变的状态

00 == MF


作用在刚体上的外力矩在OZ轴上的分量为零。

ZZ IL )( == 不变量

即转动运动保持不变，刚体依靠“惯性”而永远转动，如
果刚体中物质的相对位置变化了，导致转动惯量从I1变到
I2 ，则角速率将从 1变到 2 。并且I1 1 = I2 2

ω 花样滑冰运动员通过改变身体

姿态即改变转动惯量来改变转

速。





例题：太阳绕自转轴的旋转周期为26天，若坍缩成中子星
，估计它的转速将如何？

解：中子星中的物质可以简单地看成密排的中子，估计其密度
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太阳质量M日=1.989×1030kg，半径R日=6.9599×108m。太阳坍
缩成中子星，则半径将变为R’，它满足关系
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毫秒天天
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若太阳坍缩成中子星，其转速是1.17毫秒一周。



例题：质量很小, 长度为l 的均匀细杆, 可绕通过其中心点O并
与纸平面垂直的轴在竖直平面内转动, 当细杆静止在水平位置时,
有一只小虫以速率v0垂直落在距点O为l/4处, 并背离点O向细杆
的端点A爬行。设小虫的质量与细杆的质量均为m. 问: 欲使细杆
以恒定的角速度转动, 小虫应以多大速率向细杆端点爬行.

O l/4

m

v0

r
P

A

A

解: 小虫落在细杆上, 可视为
完全非弹性碰撞, 且碰撞时
间极短. 重力的冲量矩可略
去不计, 细杆带着小虫一起
以角速度 转动. 碰撞前后,
小虫与细杆的动量矩守恒
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故由上式可得细杆角速度为
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作用在细杆和小虫系统的外力矩仅为小虫所受的重力矩, 即

由于要求细杠角速度恒定, 故从转动定律可得
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(3)

(1)－(3)式联立求解得:

考虑到=t , 并且将值代入上式得:



讨论：机器人吸尘器中的部分力学问题



例题：一半径为R，质量为m的均匀圆盘平放在粗糙的水平
面上。若它的初角速度为0，绕中心o旋转，问经过多长
时间圆盘才停止？(设摩擦系数为)

Ro

圆盘中心O旋转，取垂直于圆盘且过中心O的轴为z轴(向
上为正)，圆盘绕z轴作定轴转动，角速度沿z轴负方向。
圆盘会受到重力和地面对圆盘的支持力，它们相等和过
均匀圆盘中心O且平行于z轴。摩擦力，其大小和方向如
何？”微元”

取(x,y)处的微元dxdy，其离O点的距离为r。微元作圆周
运动，摩擦力与微元的速度方向相反。摩擦力对O点的力矩
为Z轴正方向。(摩擦力的合力是多少？)

rv =  vf // mgNf  ==



圆盘上每一点微元的摩擦力方向都不同，但是其对O点的力
矩均为Z轴正方向。

 == dxdygrgrdmM f 

采用变化





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
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
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−

对圆盘，过O点的力矩只有摩擦力的贡献。



圆盘：角动量定律在z轴方向的分量
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圆盘转过的角度



例题：半径为R的圆木以角速度ω0在水平地面上作纯滚动
，在前进的路上撞在一高度为h的台阶上。设碰撞是完全非
弹性的，即碰撞后圆木不弹回。要圆木能够翻上台阶而又
始终不跳离台阶，对台阶的高度有什么要求？

解：







例题：一半径为r的粗糙圆盘与水平地面紧密接触。圆盘一
面绕自转轴以角速度旋转，一面以速度v平移(v<<r)。
设摩擦系数μ与速度无关，求圆盘所受的阻力。

解：如图，瞬心O在质心C之下
距离为：




=a

在O之下距离为a处取对称点C’，以
同样半径做圆弧。该圆弧之下刚体
上各质点的速度分布是相对于瞬心0
对称的，与速度方向相反的摩擦力
全部抵消。圆盘所受的阻力为月牙
形面积上所受阻力，由对称性可以
看出，其合力与平动速度反向平行。



以O为原点取坐标的极轴沿平动
速度的方向，沿θ方向月牙厚
度为  sin2a=

θ到θ+dθ之间面元的面积为

rddS =

摩擦力大小为 gdSdf =

摩擦力沿极轴方向分量为 



 d

r

mga
df 2sin

2
sin −=−

















−−=−=−=  r
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0

2

0
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2
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圆盘所受的阻力为：




A

B

C
C



例题：质量M长为L的匀质细杆AB，某时刻在水平
桌面上绕着它的中心C以角速度逆时针方向旋转，
同时C又具有与杆垂直的水平向右速度C，如图。设
细杆各部位与桌面间的摩擦系数为，试求该时刻C

的加速度和细杆的角加速度。



瞬心在A端上方，细杆各部分合速度均朝右，所受
摩擦力都向左，合摩擦力为mg，方向向左。

C的加速度为：

解：细杆下半部CB各部分合速度均向右，上半部分
CA各部分合速度在较小时也均向右，但在较大时，
靠近C的部分合速度向右，靠近A的部分合速度向左。
据此，分两种情况讨论。
（1）                  ，即                  时

摩擦力相对于C的力矩和Mf=0，角加速度为

。



P’是P的对称点。将CP段所受摩擦
力记为f1，PA段所受摩擦力记为f2.方向
如图，大小分别为


A

B

C C



P

P

l

f2

f1

f1

f2

（2）                  ，即                   时

瞬心P与质心C的距离为 

细杆所受合摩擦力为：

方向向左



C的加速度为

细杆受摩擦力相对C点力矩合的方向垂直纸面朝内
，大小为：

由转动定理，角加速度方向垂直纸面向内，大小为

，方向向左



8.5 静力学中的结构受力分析

静力学主要涉及平衡结构及作用力的计算。我们先对结构
受力进行分析，然后讨论各种结构在不出现显著形变或断
裂的情况下所能承受的力。
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 8.5.1 平衡及其条件

➢刚体处于平衡状态，是指合力为零，同合力矩也为零
的状态。

00 == MF




 8.5.2 受力分析及在工程中的应用

例题：一质量m=25.0kg，长度为2.20m的均匀横梁用铰链安
装在墙上，如图所示。横梁由一根与其夹角为30.0°的吊
索拉到水平位置。横梁末端悬吊着质量M=280kg的物体。试
求铰链作用在横梁上力FH的分量，以及吊索上张力FT的分量。

解：绳索只能沿它的长度方向施加力。
图中给出了所有作用在横梁上的力；
同时也给出了力FH和FT的分量。

在水平(x)方向，合力为

)1(0=−= TxHxx FFF

在垂直(y)方向，合力为

)2(0=−−+= MgmgFFF TyHyy



)3(0)m10.1)(()m20.2)(( =+− mgFHy

选FT和Mg的作用点作为原点。只有mg和
Fhy对合力矩有贡献

N123)sm8.9)(kg0.25(
2

1

2

1 2 === −mgFHy

张力FT沿着吊索方向(θ=30) TxTxTy FFF 577.0tan == 

从方程(1)，(2)，(3)，解得方程

N4970

N4970
577.0

2870)(

==

==

=−+=

TxHx

Ty

Tx

HyTy

FF

F
F

NFgMmF FH的分量为FHy=123N和
FHx =4970N。吊索上的
张力为5740N



例题：当手里举着5.0kg的物体时，二头肌的作用力是多少? 
(a)小臂平举，如图a，(b)小臂与水平成30°角时，如图b。
设小臂和手的质量为2 .0kg，质心位置如图中所示。

(a)如图a所示，作用在小
臂上的力包括肌肉施加的
向上的力FM和关节处大臂
骨的作用力FJ(设两者都
垂直)。根据力矩平衡，
可很容易地求出FM。选作
用轴通过关节，因此FJ不
参于计算。

0=g (5.0kg) 0.35m) (－g (2.0kg)  0.15m) ()－(F (0.050m) M

N400FM =

(b)三个力相对于关节的力臂都要乘上因子cos30°。除此
之外，与前面建立的方程没有差别。方程两边相同因子可
以消去，所以结果一样，FM=400N。
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8.6 刚体的进动与章动

陀螺

绕对称轴高速旋转的刚体称为陀螺，或称回转仪。 陀螺在
运动过程中通常有一点保持固定，故属刚体的定点运动。
进动：高速自转物体的轴OZ在空间转动的现象。

当陀螺的自转角速度不够大时，则除了自转和进动外，陀
螺对称轴OZ还会在铅垂面内上下摆动，即角会有大小波动，
称为章动。



➢为什么刚体在重力矩的作用下，当
急速旋转时就不会倾倒呢?其实，这
不过是机械运动矢量性的一种表现。

质点所受外力方向
重力与原有的运动
方向不一致。实际
的运动方向又由此
两方向确定。类似
于平抛运动



刚体对自身对称轴的角动量与角
速度方向相同。可以把刚体的角动
量看出过O点的一个矢量。

对固定点O，陀螺只受重力矩的作用。

zIL =

( )





==









==

i

c
ii

i

ii

i

ii

gmrgm
m

rm

grmgmrM






刚体的形状不是非常大

重力矩的方向垂直
于刚体的角动量方向//cr

dt

Ld
M = MLd // LLd ⊥

刚体角动量的大小不变但是方向发生变化。从刚体的
顶部向下看，刚体的对称轴的回转方向是逆时针。



在dt 时间内，角动量的增量

dtMLd


=

其大小为

MdtdL =
MLd //

= dIMdt  sin
进动角速度

 sinI

M

dt

d
=


=

进动角速度Ω与外力矩成正比，与刚体自转的角动量成反
比。因此 当刚体自转角速度很大时，进动角速度较小；
在刚体自转角速度很小时，进动角速度却较大。

== dIdLdL  sinsin



相对跟着陀螺一起进动的参考系而言，陀螺的角动量
的大小和方向保持不变。进动参考系是匀速转动参考系，
并且是一非惯性系。

陀螺的质元受到重力，
惯性离心力，科里奥利
力的贡献。

惯性离心力的合力通过
O点，可由支点上的约束
力抵消。

rm 2−

科里奥利力的贡献
分析得出A，B，C，D四点的科氏力方向。对于A和C两点
的科氏力的力矩(对O点)沿-y方向。陀螺上所有质元的科
氏力的合力矩(对O点)沿-y方向，称此力矩为回转力矩。
与重力矩方向相反。

'' rv = = '2 vmFcor



在开始时，进动引起的回旋力矩不够大，还小于重力
矩，陀螺的转轴会因重力矩的作用进一步下顾，进而产
生比较快的进动，由进动引起的回旋力矩也随之增长。
在某个时刻，由进动产生的回旋力矩和重力矩相等。由
于惯性，陀螺会将进动保持下去。

进动现象是自旋物体在外力矩作用下，沿外力矩方向不
断改变其自旋角动量方向的结果。

✓炮筒内壁上刻出螺旋线：它在飞行中受到的空气阻力
的力矩将不能使它翻转，而只是使它绕着质心前进的方
向进动。这样，它的轴线将会始终只与前进的方向有不
大的偏离，而弹头就总是大致指向前方了。 



坦克炮管内的膛线



✓高速自转的陀螺具有极大的反抗外力矩的作用，力图
保持其转轴在空间的方向不变.广泛应用于航海、航空、
航天、导弹和火箭等系统的定向、导航和自动驾驶等。 

O  

x

y

z

支架

外环

内环
转动体

iPhone：微电机系统陀
螺仪芯片，用于测量手
机的运动方向数据。



当陀螺的自转角速度不够大时，则除了自转和进动外，
陀螺对称轴还会在铅垂面内上下摆动，即角会有大小波
动，称为章动。

在回旋力矩和重力矩相等时。由于惯性，陀螺的自转
轴还是继续下顾，回旋力矩超过重力矩，下顾逐渐减慢，
最后停止下顾。但由于回旋力矩超过重力矩，自转轴于
是开始上抬。随之自转轴的上抬，回旋力矩减小，在某
个时刻，回旋力矩减小到和重力矩相等，但是由于惯性，
自转轴要继续上抬，这样回旋力矩小于重力矩，所有上
升减慢，最后停止上升。由于回旋力矩小于重力矩，自
转轴又开始下顾。因此陀螺的自转轴交替性的上升和下
顾，形成了章动。



太阳

冬 夏

太阳视运动轨道  

黄道面法线  

S

23.5°
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地球在太阳引力矩的作用下的进动 

章动—— 的夹角发生周期性的变化


和

地球进动周期= 25770年≈26000年

地球章动周期= 18.6年≈19年







例题：在长为l的轴的一端，装上回转仪的轮子，轴的
另一端吊在长为L的绳子上。当轮子绕轴快速旋转时，
轮子将在水平面上绕过支点O的铅垂轴作均匀运动。轮
子的质量为M，对过质心的自转轴的转动惯量为I0，自
转角速度为ωS，求绳子和铅直线所成的小角β。

解：轮子在自身重力的作用下作均匀
进动，进动角速度为：

SI

Mgl




0

=

因轮子近似作半径为l的圆周运动，所
以绳子上的张力沿轴方向提供轮子向
心力：

lMMg 2 =

22

0

32

SI

glM


 =



力学 第九章
振动与波I

盛东
dsheng@ustc.edu.cn

中国科学技术大学
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引言

• 振动与波是紧密相连的，它可以理解为运动形态
的不同表现形式。

• 这种运动在质点或刚体上表现为振动。

• 在连续介质中表现为波。

• 本章也是分两部分讲授，分别讨论振动与波。

2



本部分内容

• 简谐振动

• 振动的合成与分解

• 阻尼振动

• 受迫振动与共振

• 课后作业

3



简谐振动

4



弹簧振子

• 对处于稳定平衡或亚稳平衡而扰动较小的情况，此时物体
将会发生振动。我们把振动的物体称为振子。

• 下图的弹簧振子有一个平衡位置 O。把物体从平衡位置移
到点P，然后放手，拉长的弹簧有收缩的趋势，它施加于
物体的作用力驱使物体向平衡位置移动。这种驱使物体向
平衡位置移动的力叫作恢复力。

5

kxF 



准弹性力

• 除了弹簧外，其他的力也可能具有恢复
力的形式。

• 如右图所示的单摆，如将小球从平衡位
置拉到点再松手，小球将在平衡位置点
附近往复摆动。它的结构虽与上述弹簧
振子完全不同，但它们的运动性质是十
分相似的。

• 可见，单摆所受的虽不是弹性力，但形
式上与弹簧振子完全相似。我们把这种
与弹性力具有相似表达式的力，叫做准
弹性力。 6

 sin  mgmgF 



例1-1

7

如图所示，半径为 r 的小球在半径为R的半球形大碗内作纯
滚动，这种运动是简谐振动吗？如果是，求出它的周期。





例1-2

8



• 设小球质心速度vC，角速度ω，机械能为：

0

22
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2
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• 小角度时的周期
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复摆I

9

• 在重力作用下，绕不通过质心的水平轴运动
的刚体称为复摆（物理摆）。

• 与单摆不同，复摆无法进行简单的简化。
• 在小摆幅的情况下，复摆的势能和动能为：

• 复摆的运动周期为：

• 定义 ，由 得



复摆II
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• 找另一点O’，使复摆绕过其的水平轴运动时
运动周期与之前的结果一样，有：

• 这样，rc与rc’满足两种关系：
1. rc=rc’

2. 或者



圆环摆

11

• 被截取一段圆弧的圆环，固定在O点。
• 此时圆心不再是质心，新的质心距圆心R-rc

• 考虑绕圆心的转动惯量，有：

• 根据复摆的分析，知决定复摆周期的长度尺度为：

• 可知圆环摆周期与截断的圆弧长度无关。



简谐振动

• 与弹簧振子运动类似的运动就是简谐振动

• 如下图所示，设弹簧振子的质量为 m，弹簧的倔强系数为
k，选取 x 轴，以平衡位置 O 为原点，则运动方程为：

12

kxxm 

m

k
2

) cos( 0  tAx

振幅 角频率 相位



相位
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称振动2超前振动1，或振动1滞后振动2

• 若相位差

• 两频率相同的谐振动：

1 1 1cos( )x A t   2 2 2cos( )x A t  

2 1( ) ( )t t        012  

t

x

O



初始条件
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  

2
2 0

0 2

0

v
A x


 

0
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


 



简谐运动的动力学量
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0 0cos( )x A t  

d

d

x
v

t


0 0 0

π
cos( )

2
A t    

0 0 0sin( )A t    

2

2

d

d

x
a

t
 2

0 0 0cos( )A t    

2

0 0 0cos( π)A t    



例2-1
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一物体放在水平平板上，此板沿水平方向作谐振动，＝2Hz,

物体与板面间的摩擦系数＝0.50，问：
（1）要使物体在板上不滑动，振幅的最大值是多少？
（2）若使该板作竖直方向的谐振动，A＝5cm,使物体与板保
持接触的最大频率是多少？

f
a

X



例2-2
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(1)

f
a

X

Ammamgf
2

maxmax  

m
g

A 031.0
2








例2-3
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(2) 据分析可知物体应该在平
衡位置上方才能分离（当
在下方时，N－mg= ma>0,

不可能分离）

m

xa

N

mgmg

gAa  2

max 

Hz
A

g
2.2

2

1
max 






简谐振动的表示方法
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• 简谐运动的一个表示方法是用旋转
振幅矢量（也称相矢量）来表示。

• 自原点画一条长等于振幅的矢量A，
开始时 ( t=0 )，让矢量A与 x 轴的
夹角等于振动的初位相，令A 以角
速度（就是振动角频率）逆时针方
向旋转，则矢量在轴上的投影就是
振动的位移（如右图）。



简谐振动的表示方法II
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• 另一个等价的方法是利用三角函数
与复数的关系，简谐振动也可用复
数表示：

• 这里的复振幅已包含了初位相。但
要注意，有意义的是其实部。

) ( 0 


ti
Aex

tieAx  

0iAeA 



复振幅
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• 对于一维简谐振子，考虑其动力学方程：

• 很明显 也是方程的解。而式中的A、ω、φ
分别对应振动的振幅、固有角频率和初相位。

• 对复数解进行展开

• 其实部就是真实解。

m

k
x

t

x
       0

d

d
2

2

，2

)(ie)(~   tAtx

)sin(i)cos(e)(~ )(i    tAtAAtx t



谐振子能量
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• 振子的坐标和速度为：

) cos( 0  tAx ) sin( 0  tA
dt

dx
v mk /2 

动能： )] (2cos1[
2

1

2

1
) (sin

22

1
0

2

0

22
2

2   tkAtm
A

mvEk

势能： )] (2cos1[
2

1

2

1
) (cos

2

1

2

1
0

2

0

222   tkAtkAkxV

机械能： 2

0

2

0

2
2

22

2

1
)] (cos) ([sin

22

1

2

1
kAtt

kA
kxmvE  

• 机械能守恒。
• 简谐运动的动能与势能的时间平均值为机械能的一半。



例3-1

23

(1) 质量为m的盘子系于竖直悬挂的轻弹
簧下端。平衡时，弹簧拉长了l，求盘子
上下振动的角频率。
(2) 一质量为m’=m的砝码从h=l处自由落
体，以砝码落在盘上瞬间为零点，求盘子
位移与时间的关系。



例3-2
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(1) 质量为m的盘子系于竖直悬挂的轻弹
簧下端。平衡时，弹簧拉长了l，求盘子
上下振动的角频率。



例3-3
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(2) 一质量为m=m’的砝码从h=l处自由落体，以砝码落在盘
上瞬间为零点，求盘子位移与时间的关系。

动量守恒

能量守恒



例3-4
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(2) 一质量为m’=m的砝码从h=l处自由落体，以砝码落在盘
上瞬间为零点，求盘子位移与时间的关系。

（x<0,v>0）



振动的合成与分解
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分类
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• 简谐振动是最简单、最基本的振动，任何一个复杂的振动
都可以看成若干个简谐振动的合成。

• 这里讨论以下几种情况：
1. 方向、频率相同，初位相不同的两个简谐振动的合成。
2. 方向相同，频率不同的两个简谐振动的合成。

3. 方向垂直、频率相同的两个简谐振动的合成（二维振
动）。

4. 方向垂直、频率不同的两个简谐振动的合成，利萨如
图形。

5. 振动的分解、谐波分析（Fourier分析）。



方向、频率相同

29

• 物体同时参与两个同方向、同频率的简谐振动，每个振动
的位移与时间关系可表为









) cos(

) cos(

222

111





tAx

tAx
















2211

2211

1221

2

2

2

1

coscos

sinsin
tan

)cos(2








AA

AA

AAAAA



同向、不同频
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







) cos(

) cos(

2222

1111





tAx

tAx

为简单起见，设 AAA  21








 










 







22
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cos2

)]cos()[cos(

21212121

221121





ttA

ttAxxx

1 2 1 2| |  ,       
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

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
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

ttAx



拍频I
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• 振幅随时间的变化为 






 




22
cos2 2121 

tA

• 由于振幅所涉及的是绝对值，故其变化频率为：

||  ||    
2

 
1

21
21 




 




T

• 这一现象称为拍，⊿v称为拍频。
• 当两振动的振幅不等，即 A1 ≠ A2 时，也有拍现象，此时合

振幅仍有时大时小的变化，但不会达到零。



拍频II

32



方向垂直、同频
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• 振动系统可以同时参与方向互相垂直的两个振动，
例如单摆，就可以同时参与这样的两个振动。设一
个振动沿 x 方向，一个沿 y 方向，即：









) cos(

) cos(

yy

xx

tAy

tAx







椭圆轨道
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方向垂直、不同频
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







) cos(

) cos(

yyy

xxx

tAy

tAx





• 当ωx与ωy成整数比时，合振动的轨迹仍是一些闭合曲线，
称为利萨如图形。

• 当ωx与ωy的比例一定时，初位相差不同，对应的曲线形状
和走向也不同。



李萨如图形
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Nathaniel Bowditch, 

1773-1838

纳撒尼尔.鲍迪奇
美国数学家

1815年研究了这一类
曲线

Jules Lissajous

1822-1880

纳撒尼尔.李萨如
法国物理学家

1857年通过光在两个
音叉间反射成像研究

了这个问题



傅里叶分析
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• 对于非简谐振动，直接分析它们往往较困难。如果把它们
分解为许多简谐振动的叠加，事情就好办得多，数学上称
这种分解为傅里叶（Fourier）分析。

• 任何一个周期性的振动都可分解为一系列频率为原振动频
率（称为基频）整数倍的简谐振动，在数学上这称为谐波
分析。

• 以频率为横坐标、各谐频振幅为纵坐标所做的图解，叫做
频谱，此时的频谱为分立谱。不同的乐器有不同的频谱，
反映在它们不同的音色上。

• 非周期振动也可以用频谱来表示。这时频谱不再为分立谱，
而是连续谱。



傅科摆
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• 1851年，傅科设计了一个长67 m、末端悬挂了一个重28 kg铁

球的摆。他将其悬挂在巴黎先贤祠的屋顶上，第一次在室内展
示了地球自转的效应。

Leon Foucault

(1819-1868)

莱昂·傅科
法国物理学家



虚拟力
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科里奥利力 惯性离心力K’系中的

虚拟力
K’系的平

动加速度

Gustave-Gaspard Coriolis

(1792 -1843)

古斯塔夫·科里奥利，
法国数学家、工程师



傅科摆分析-1
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• 设傅科摆放置在纬度为的位置。
• 单摆的运动可以近似在平面上。
• xy平面就是当地的地平面。
• 单摆的运动角速度为，地球的自转角速度是W。

科里奥利力

平动虚拟力
单摆回复力

作变换：



傅科摆分析-2
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设解的形式为：

一般解为：

• 傅科摆的运动平面在xy平面旋转，其角速率为Wsin。
• 巴黎的纬度接近49o，所以傅科摆原始实验的转动周期为32小时。



阻尼振动
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运动分析
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• 前面所讨论的振动，振幅保持不变，振动能量也保持不变。
这只是实际情况的一种抽象，实际振动系统的振动，当无
外界能量补充时，振幅都要随时间逐渐衰减。

• 衰减的原因，一是有摩擦力存在，将振动能量逐渐变为热
能耗散了；二是振动能量以波的形式向四周传播，使振动
能量逐渐变为波的能量。

• 我们主要考虑摩擦力与速度成正比的情形。当速度不大时，
粘滞阻力就属这种情形。在考虑了粘滞阻力后，弹簧振子
的运动方程变为

xhkxxm  



运动方程
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xhkxxm  

m

k
2

0
m

h
2

• ω0 是阻力不存在时振子的固有角频率。
• β 称为阻尼因数或衰减常数。

0 2 2

0  xxx  



方程求解
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0 2 2

0  xxx  

rtex 

• 其中 r 为待定常数（复数），可解得：

2

0

2

2

2

0

2

1     ,   rr

trtr
eAeAx 21

21 

• A1, A2 由初始条件决定。

• 试探解：



欠阻尼振动
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2

0

2

2

2

0

2

1     ,   rr

trtr
eAeAx 21

21 

22

0  f

ttiti
eeAeAx ff   

2

 

1 )(  


• 取上式的实部得：

) cos( 0

 

0    teAx f

t

• 此时振子作衰减振荡，其振幅和周
期为 teAA   0



2
T

• <0时：



欠阻尼振动能量I
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) cos( 0

 

0    teAx f

t

• 动能： 2

00

 22

0

2 )] sin() cos([
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1

2

1
   ttemAmvE fff

t

k

• 势能：
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


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
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t

• 机械能：

)] sin( ) ( cos[ 00

 

0    tteA
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欠阻尼振动能量II
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• 可见机械能并不守恒。
• 当

0  时，有 0 f

2 22

0

2

0

 22

0

2

2

1

2

1

2

1
kAeAmeAmE tt

f    

0)] sin( ) ( cos[2 2

00

 22

0     tteAm
dt

dE
fff

t

vhvhv
dt

dE
)(2 

• 这是摩擦力的功率，即损失的能量用于克服摩擦力作功。

)] (cos2) (2sin[
2

1
0

22

00

2 22
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品质因数
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• 衰减常数的大小反映了阻尼的大小。
• 我们也可用一周中振子损失的能量在总能量中所占的比例

来描写阻尼的大小。
• 通常将 t 时刻时振子的能量 E 与经一周后损失的能量 ⊿E 

之比的 2π倍称为振子的品质因数，并用 Q 表示：

E

E
Q


 2

• 小阻尼 情况下：

T
Tt
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2 2

2 0
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Q

• Q 仅由振动系统本身的性质决定。



过阻尼振荡
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• 过阻尼情况为 0 

• 此时 r1, r2 皆为实数

0    ,0 2

0

2

2

2

0

2

1   rr

])exp[(])exp[( 2

0

2

2

2

0

2

1 tAtAx  

• 其中 A1, A2 可由初条件决定，此时已没有振动现象。



临界状态
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• 临界阻尼情况为 0 

• 此时  21 rr

• 阻尼方程的解为：

• 临界阻尼状态之所以重要，是因为它所对应的回复时间，
即由静止开始从偏离平衡位置的某处回复到平衡位置（在
一定观察精度内）所需的时间，比欠阻尼和过阻尼状态都
要短。

tetAAx  

21 )( 



阻尼振动对比
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受迫振动与共振

53



受迫振动
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• 只受弹性力或准弹性力和粘滞阻力作用的振动系统，其振
幅总是随时间衰减，振动不能持久。

• 如果要使振动持久不衰，就必须由外界不断供给能量。振
动系统在外界强迫力作用下的振动，叫做受迫振动。

• 设外界的强迫力 F0 为常数，则阻尼振动系统满足的方程
为

0Fxhkxxm  

kFXx /0

XhkXXm  

• 这就回到了之前讨论的阻尼运动的方程，只是平衡位置改
变了。即当外界的强迫力 F0 为常数时，不产生任何新的
内容，故我们以后不考虑恒定的外力作用。



受周期外力的受迫振动
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• 任何非正弦型外力都可以看成正弦型外力的线性迭加。
• 研究了振动系统对正弦型外力的响应，也就原则上解决了

振动系统对任何外力的响应问题。
• 下面我们仅考虑简谐强迫力
• 弹簧振子的运动方程为：

tF  cos0 

tFxhkxxm   cos0  

m
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方程复数化
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• 将方程写成复数形式：
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受迫振动方程稳态解
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受迫振动方程通解
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• 上面讨论的是受迫振动方程的稳态解，因为它的幅度不随
时间变化。

• 实际上该方程的通解还要加上F=0时的解，即之前讨论的
阻尼振动的解，这个解为瞬态解。
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• 其中A0和0由初始条件决定。



受迫振动方程解的讨论
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• 开始时，振子的运动比较复杂，为暂态解和稳态解的叠加，
经过一段时间以后，暂态解衰减掉了，只留下稳态解。

• 稳态解的特点是它的频率与强迫力频率相同，它的振幅及
初位相与初始条件无关，完全由强迫力和系统的固有参量
决定，而暂态解的频率由系统本身性质决定，振幅及初位
相则由初始条件决定。
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稳态解的矢量关系
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低频驱动的稳态解
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• 考虑欠阻尼情况，且驱动频率很低
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• 物体加速度和速度均很小，故物体的惯性与阻力都可以忽
略，弹力几乎时时与外力相平衡。

• 振幅矢量稍落后于矢量外力，振动与外力同位相。



高频驱动的稳态解
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• 考虑相反的情况

• 因频率甚高，物体的惯性很重要。速度并不大，位移更小，
阻力和弹力均可忽略，物体几乎只在外力作用下振动，而
且振幅很小。

• 振幅矢量落后于矢量外力 f0，相位约为π。
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例4-1
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质量为m的重物悬挂在弹性系数为k的弹簧下端，
平衡于O点。从t=0开始，弹簧端O’以x’=asint

作上下振动。问：稳定后，物体将作何运动？
设系统的阻尼系数为d。



例4-2
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• O’以x’=asint作上下振动。

• 当 时，

• 这就是重的平台被动隔振的原理。



近共振的稳态解
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• 当 dB/dω= 0 时，B 最大，此时称为达到振幅共振。
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• 即位移落后于驱动力π/2 相
位，而速度恰好与驱动力同
相位。

• 功率 = F0 v，故此时外力永
远做正功。



振幅响应曲线
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• B-ω图常称频率响应曲线
或称共振曲线。

• 当 Q > 1 时，所有的曲线
都有一个峰，这就是共振
峰。

• 品质因素 Q 越大，曲线的
峰越明显。

• 共振峰位置：
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共振峰锐度
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• 通常用锐度来描写共振曲线的
尖锐程度，共振峰锐度定义为：
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• 共振峰宽度由峰平方的半高宽
决定：

• 在 时，有：



受迫振动中的功能关系I
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• 外力和阻力的功率为：

• 一个周期内，外力和阻力作功为：



受迫振动中的功能关系II

69

• 振子运动稳定时，在一个周期内外力供给振子的能量等于
阻力消耗的能量。

• 振子单位周期得到的平均功率：
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• 当 dP/dω= 0 时，P 最大，此时称为能量共振。此时，
=0。

• 共振时强迫力与速度同位相，因而时刻对体系作正功。随
着振幅的增大，阻力的功率也不断增大，最后与强迫力的
功率相抵，遂使振子的振幅保持恒定。

• 此后，共振时强迫力的功率时刻与阻力的功率相抵。这时
振子以固有频率振动，犹如一个不受阻力的自由振子。



受迫振动中的功能关系III
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• 一个周期内，阻力作功为：

• 而振子能量为：



课后作业

• 9.7/9.8/9.14/9.16/9.17/9.19/9.23/9.25/9.26

• 9.26：dyn 达因，1 dyn=10-5 N
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本部分内容

• 机械波

• 波的空间传播

• 波的叠加

• 多普勒效应

• 课后作业

2



机械波

3



波

• 如果在空间某处发生的扰动，以一定的速度由近及远向四
处传播，则称这种传播着的扰动为波。

• 机械扰动在弹性介质内的传播形成机械波（又称弹性波）。

• 波是能量传播的形式之一。

4



机械波的特点

• 机械波是一种机械运动形式，必须具备两个条件：波源
（引起媒质振动的振动物体）和传播介质。

• 由连续不断的、无穷个质点构成的系统，若其各部分有相
互作用力而且可以有相互运动，称为连续介质。

• 若连续媒质之间的相互作用力是弹性力，则称为弹性介质。

• 在弹性介质中，设想各质点（质元）有一个平衡位置，一
离开平衡位置，即受到各附近质点的指向平衡位置的合力。

• 波的传播是质点振动状态的传播过程，即振动位相的传播
过程，而所有的质点都仍在各自的平衡位置附近振动。

• 质元间的相互作用使波得以传播，质元的惯性使波以有限
的速度传播。

5



弹性介质分类

• 切变：物体受力后层间发生位移的现象称为切变。切变物
体企图恢复原状而产生的弹性力称为切变弹性。在此介质
中传播的波为横波。

• 张变：介质伸长或压缩这种变形称为张变。张变物体企图
恢复原状而产生的弹性力称为张变弹性。在此介质中传播
的波为纵波。

• 在机械波中，横波只能在固体中出现；纵波可在气体、液
体和固体中出现。空气中的声波是纵波。液体表面的波动
情况较复杂，不是单纯的纵波或横波。

6



横波
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纵波
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机械波的波前

9

• 介质中振动相位相同的点的轨迹称为波面。
• 波传播方向最前面的波面为波前。



平面简谐波I

10

• 如果波源作简谐振动，介质中各质点也将相继作同频率的
简谐振动，这样形成的波叫简谐波。

• 如果波面为平面,则这样的波称为平面简谐波。
• 由于平面简谐波的波面上每一点的振动和传播规律完全一

样，故平面简谐波可以用一维的方式来处理。

• 如右图所示，设一简谐波
沿正 x 方向传播，已知在 t 

时刻坐标原点 O 处振动位
移的表式为

) cos( 0  tAy



平面简谐波波速I
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• 图中 P 点的位移为

]) (cos[ 0 
v

x
tAy

• v 为波的相速度，也
称为波速，它表示单
位时间某一振动相位
所传播的距离。

• 上式就是简谐波的运动学方程。由于波是向右传播的，又
称为右行波。

vT

• λ称为波长，它表示振动在一个周期中传播的距离。



平面简谐波波矢
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• k 称为波数，它表示在 2π米内所包含的波长数。
• 若 v 与ω无关，则称波是无色散的。
• 简谐波方程又可以写成：
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平面简谐波说明
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• 将以上各方程中的 v 换成 -v，则右行波变为左行波：

] cos[]) (cos[ 00   kxtA
v

x
tAy

• y 一定，则波的位相一定 常数 0  kxt

则随着时间的增加，波必须在空间传播一定的距离。
将上式对时间求导，得

pv
kdt

dx
v 



• vp 称为波的位相速度，简称相速度。它表示确定的
位相在单位时间内传播的距离。



波的空间传播I
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• 在空间中传播的平面简谐波的运动学方程为

)  cos(),( 0  rktAtrB


• 其中 k 称为波矢，它是一个矢量，而它的绝对值就是波
数。



波的空间传播II
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• 柱面波的波阵面为柱面，对应波函数：
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• 球面波的波阵面为球面，对应波函数：

  222

0      cos),( zyxrkrt
r

b
tru  ，



波动方程
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纵波波动方程I
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• 设波在其中传播的介质是质量连续分布的弹性棒。棒的截
面积 S ，密度为ρ。

• 当棒中有纵向扰动传播时，各截面的位移并不相同，棒中
发生纵向形变，从而出现应力。

• 考虑x处受到左方介质所施的弹力 F (x) 和右方介质所施弹
力 F (x +⊿x)的作用，F (x) 由 x 处的相对形变决定。

• 设 x 处的横截面的位移为 y，x + dx 处的横截面的位移为 y 

+ dy，则 x 处的相对形变为 dy/dx。



纵波波动方程II
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• 式中 Y 称为杨氏模量。于是，x 处与x +⊿x 处的弹力：
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• 单位截面受力为



横波波动方程
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• 当介质中有横向拢动传播时，介质发生切向形变，在与波
传播方向相垂直的横截面上出现切应力，因而横波的传播
速度与介质的切向弹性模量有关，类似于上面的推导，可
以求得横波的波速为：



N
v 

• 式中 N 称为切变模量，它是切应力 T 与横向相对形变
dy/dx 之比，即：

dx

dy
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介质波速I
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• 任一形式的波动都可以看做是很多简谐波的叠加。
• 介质中的波速只与介质参量有关，原则上与传播的简谐波

的频率无关。
• 但实际中，波速与频率都有关系，这样就会有色散。
• 考虑有色散的介质，当不同频率的波在其中传播时，合成

的峰（波包）的传播速度与相速度就不同：

• 在不长的时间、不大的空间内，可认为振幅Am几乎不变。



群速度与相速度I
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• 合成波的相速度为：

• 合成波的振幅为：

• 一定振幅对应的方程为

• 合成波的任一给定振幅传播的速度是群速度：



群速度与相速度II

22

• 下图虚线为角频率为1的波1，点虚线为角频率为2的波2

• 初始时刻两波在点p同相位
• 过了一段时间，波2与波1在点p’相位

p p’



波的能量I
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• 动能

• 势能



波的能量II
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• 与谐振子不同，介质中任一质元的势能是由相对形变决定
的



波的能量III
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• 这样，介质中任一质元与周围的质元不停地交换能量。
• 波的传播过程也是能量的传播过程。



波的强度
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• 单位时间内，波通过与其传播方向相垂直的单位截面的能
量称为能流密度I

• 平均功率P

• 对球面波

• 结合能流密度的表达式得：



声波的强度

27

• 声波的频率在16~20000 Hz范围内。
• 定义声强级L=10log10(I/I0)，单位是dB。I0=1 pW/m2。
• 人耳对尖锐（f大）的声音更敏感。
• 相同声强级，不同频率，人耳听到的响度是不同的。



波的空间传播
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惠更斯原理
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• 在波的传播过程中，波前上的每一点均可看成一个子波源。
• 在 t 时刻的波前上的这些子波源发出的子波，经⊿t 时间后

形成半径为 v⊿t（ v为波速）的球面，在波的前进方向上。
• 这些子波的包迹就成为时刻 t +⊿t 的新波前，如图所示。
• 这种借助于子波概念解释波前怎样推进的原理叫作惠更斯

原理。



波的衍射
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• 波前达到孔面，孔上个点作为子波
源。

• 波不再是平面波，在边缘为球面，
使波线可以偏离原方向向外延展。

• 当孔的线度与波长可比时，衍射现
象明显。



波的反射
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波的折射
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波的叠加

33



波的叠加原理

34

• 当空间同时存在两列或两列以
上的波时，每列波在传播中将
不受其他波的干扰而保持其原
有特性（频率、波长、振幅、
振动方向和传播方向）不变，
而空间任一点的振动位移则等
于各列波单独在该点引起的振
动位移的矢量和。

• 两波在空间某点相遇，相遇处
质点的振动是各列波到达该点
所引起振动的叠加；相遇后各
波仍保持其各自的特性继续沿
原方向传播。



波的叠加方程

35



波的干涉I

36

• 介质中同时传播着的两列波相遇时，在它们重叠区域的某
些点振动始终加强，某些点振动始终减弱，形成稳定的叠
加图样，这种现象称为波的干涉。

• 能产生干涉现象的必要条件称为波的相干条件。
• 满足波的相干条件而能产生干涉现象的两列波称为相干波。
• 产生相干波的波源称为相干波源。



波的干涉II

37

• 如右图所示，设两波源 S1和 S2 的
振动方程各为：

) cos( 1110   tAy

) cos( 2220   tAy

• 假定振动的方向都垂直于纸面，由
S1、S2 发出的两列波在空间 P 点引
起的振动各为：

) cos( 1111 krtAy   ) cos( 2222 krtAy  

• 根据波的叠加原理，P 点的合振动为：

) cos() cos( 22211121 krtAkrtAyyy  



波的干涉III

38

) cos() cos( 22211121 krtAkrtAyyy  

• 要在空间维持稳定的干涉现象，各点的振幅应保持恒定。
• 波的相干条件为：

1. 两列波具有相同的频率；
2. 两列波的相位相同，或相位差恒定；
3. 两列波的振动方向相同。



驻波

39

• 介质中有反向行进的两个同频率的波存在时，这两个波叠
加后也将产生干涉现象。为简单起见，设弹性弦上传播着
具有相同的振幅、相反传播方向的两波，运动方程为

) cos( 11   kxtAy

) cos( 22   kxtAy

右行波

左行波

)
2

 cos()
2

cos(2 1212
21




 



 tkxAyyy

• 在合成波的表式中，合成波实际上是一种振动，不再是振
动的传播，故称为驻波。

• 位相逐点传播的波，即通常意义下的波称为行波。



波腹

40
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• 振幅最大，这种位置称为波腹，这时质点的振幅为分波振
幅的两倍。

• 相邻波腹的距离为λ/2。
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波节
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• 振幅为零，这种位置称为波节。
• 相邻波节的距离也为λ/2。
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驻波示意图
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多普勒效应

43



多普勒效应

44

• 当波源与接收端有相对运动时，接收端接收到波的频率相
对于没有相对运动的情况会有变化。这就是多普勒效应。

• 多普勒效应的应用包括：测定星球相对于地球的运动速度；
利用基于反射波多普勒效应原理的雷达系统，测定流体的
流动、振动体的振动、车辆导弹等运动目标速度；利用超
声波的多普勒效应检查人体内脏、血管的运动和血液（红
细胞）的流速和流量；激光冷却等。

Christian Doppler

1803-1853

克里斯蒂安.多普勒
奥地利数学家和物理学家
1842年发现多普勒效应。



波源静止、观察者运动

45

• 如右图所示，静止点波源发出的
球面波波面是同心的，若观察者
以速度 uD向波源运动，则波动相
对于观察者的传播速度变为

Duuu 

• 于是观察者感受到的频率为：


 Duuu 






• 故它与波源频率之比为：
u

uu D







• 上式中 uD可正可负，当 uD < 0 时表示观察者向离开波源
的方向运动。



波源运动、观察者静止

46

• 波源运动时，当第一个等相面
自波源发出后，该面即以速度
u向前行进，在第二个同位相
的等相面发出时，波源已向前
移动了的距离 uST，而这时第
一个等相面已向前行进 uT =λ

的距离，结果两同位相等相面
之间的距离变为

• 式中 uS 可正可负，当 uS < 0 时
表示波源向离开观察者的方向
运动。
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SS
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uu
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波源与观察者都运动

47

• 这时 0,0  DS uu   

• 只要把上述两种情况结合起来，即可得波源和观察者都运
动时观察者接收到的频率与波源频率之比为：

S

D

uu

uu











• 如果二者运动不在一条线上，只要把速度在连线上的分量
作uS和uD即可。



红移测量I
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• 1929年，美国天文学家哈勃发现星体间距不断增大，提出
了宇宙膨胀理论。

• 之后，伽莫夫和他的两位学生提出了宇宙热大爆炸模型。
• 然后科学界都认为宇宙在以一个恒定的速度膨胀。
• 1998年，三位科学家宣布宇宙的膨胀速度在加快，它的起

源可能是暗物质、暗能量。

Edwin Hubble 1889-1953

爱德文.哈勃，美国天文学家

George Gamow 1904-1968

乔治.伽莫夫，美籍俄裔物理学家



红移测量II
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• 按照现有的宇宙测量的结果，宇宙一直在膨胀，离我们越
远的地方，远离我们的速度也越快。



红移测量III

50

• 可以利用自然界原子的光谱，对比其谱线的移动。因为星
体远离我们，所以测得的谱线频率总是偏小，所以叫红移。

• 利用红移就可以测得星体的速度。
• 有了速度就可以按照已知的速度与距离的关系求出星体的

距离。



课后作业

• 9.32/9.33/9.35/9.37/9.38/9.39/9.40/9.42/9.44



力学部分内容

• 质点运动学

• 质点动力学

• 非惯性参考系

• 动量定理、动能定理、角动量定理

• 万有引力

• 刚体力学

• 振动与波

• 相对论

2



力学部分内容I

• 质点运动学

– 法向速度、切向速度、曲率半径

• 非惯性参考系

– 惯性离心力

3



三维->二维

• 速度矢量： )(ˆ)()( ttvtv v


• 其中 是沿着轨道切向，指向运
动方向的单位矢量。v(t)没有法向分量。
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切向加速度

该项沿轨迹的切向，也即是
速度的方向，我们称这一项
为切向加速度。
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法向加速度

该项沿轨迹的法向，我们称
这一项为法向加速度。
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曲率半径
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其中切向加速度，表示速度大小的变化

法向加速度，表示速度方向的变化

曲率半径
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虚拟力

8

科里奥利力 惯性离心力K’系中的

虚拟力
K’系的平

动加速度



力学部分内容II

• 动量定理、动能定理、角动量定理

– 变质量问题

• 万有引力

– 开普勒第三定律、轨道与能量关系

9



变质量体系

10

• 变质量体系研究的是运动过程中不断与外界交换质量的物体的
运动。这种变化是由于外界不断有新的质量进入体系，或是体
系内部不断有质量输送到外界。

• 我们可以过程分成一系列元过程，在每个元过程的起始时刻，
原来的体系（主体）和即将进入主体的物体（附体）是分离的，
经过时间，附体并入主体构成一个新体系。

• 在每一元过程中，对相应的体系，均可应用体系动量定理。由
此即可导出主体的运动方程。



变质量体系运动方程

11

t 时刻： 主体质量 m， 速度 v，外力Fm

附体质量△m，速度 u，外力F△m

t + △t 时刻：主体质量 m+ △m ，速度 v+△v，外力 F = Fm+ F△m

体系的动量定理： tFumvmvvmm  )() )(( 
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令△t→0，则△v→0 ，上
式取极限得：
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这就是变质量质点（即主体）
的运动方程。



运动方程说明
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• 当 u = 0 时，方程变为：

F
dt

Pd
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dt
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v

dt

vd
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这与牛顿第二定律一样。

• 上式虽然是在 dm/dt > 0 情况下导出的，但当 dm/dt < 0 时，
结论依然正确，火箭就是这种情况的例子。



有效势能
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• 这等效的一维运动质点的势能，称为有效势能。
• 有效势能由两部分组成，mh2/2r2 是一等效的斥力势能，

它对应一斥力 mh2/r3 作用在质点上
• U( r) 则视有心力的具体形式决定。
• 利用上面的势能和机械能表达式可以进行一维定性分析，

通过对有效势能的分析可以给出各种情况下的轨道在空
间中的分布。
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有效势能曲线
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• 下图画出了对应的势能曲线
• 其中虚线分别为等效的斥力势能曲线和引力势能曲线

• 实线为有效势能曲线，它由斥力势能和引力势能两曲线叠
加而成。



E>0
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• 若 E = E1 > 0，由有效势能曲线
图可知 r 有最小值 r1，但最大值
无限制，即 r1≤ r <∞。可求得 r 

只有一个正根，为：
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• 可以证明，此轨道为一双曲线。
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E=0
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• 若 E = E2 = 0，由有效势能曲线
图可知 r 有最小值 r2，但最大值
无限制，即 r2≤ r  < ∞。 r2 比 r1

略大，可求得 r 只有一个正根，
为：

• 可以证明，此轨道为一抛物线。
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E<0
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• 若E = E3 < 0 ，由有效势能曲线
图可知 r 是有界的，即 r3min≤ r ≤ 

r3max，可求得：
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• 可以证明，对应的轨道为一椭
圆，力心为椭圆的一个焦点。 E
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长轴与角动量无关



E最小值
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• 若 E = E4 为有效势能曲线的最小值

点，则 r = r4，该值为上面方程(7
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• 于是可求得方程的重根为：

GM

h
r

 

2

4 
即质点 m 到力心 M 的距离恒定不变，
对应的轨道为圆。



开普勒第三定律

19

• 对椭圆轨道，运动周期由椭圆面积和掠面速度所决定。
• 椭圆面积S=pab

• 掠面速度由角动量一章定义可知：s=L/2m=h/2。



力学部分内容III

• 刚体力学

– 转动惯量、动能与角动量定理

– 纯滚动

• 振动与波

– 受迫振动

– 波的叠加

20



转动惯量

21
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• 利用角动量的表达式，可将z方向的角动量定理可写成：
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• Iz称为刚体绕 z 轴的转动惯量，它是一个常量。


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dt
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• 此式是刚体作定轴转动时沿转轴（即 z 轴）方向的动力学
方程，常称为转动定律。它就是角动量定理沿固定轴方向
的分量式。

• 转动定律与牛顿定律的形式 F = ma 很相似，力矩与力相当，
角加速度度与加速度相当，转动惯量与质量相当。



转动惯量的计算
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2

ii

i

z mI 

• 只有对于几何形状规则、质量连续且均匀分布的刚体，才

能用积分计算出刚体的转动惯量。

dmrI
m

2



动能
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• 按照柯尼希定理，质点组的总动能 Ek 等于相对于质心系
的动能 EkC，加上刚体整体随质心平动的动能 mC vC

2/2。
• 对于刚体的平行平面运动，有

2222

2

1
 

2

1

2

1
 Cii

i

Cii

i

kC ImvmE  

• 故刚体的动能为： 22

2

1

2

1
CCCk IvmE 

• 右端第一项称为刚体的平动能，第二项称为刚体的转动能。
• 对于定轴转动， 上式可写为：



纯滚动
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Rvv c


 

• 接触面之间有相对滑动的滚动称为有滑动滚动，接触面之
间无相对滑动的滚动称为无滑动滚动，或称纯滚动。

• 纯滚动的运动学判据，其中 vC , aC是圆心（通常即质心）
的速度和切向加速度的大小，ω和β为滚动物体的角速度和
角加速度（即物体在质心参照系中的角速度和角加速度），
R 是滚动物体的圆半径。

 RaRv CC      ,



纯滚动的静摩擦力
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• 对于质点的运动，静摩擦力作功为零。
下面我们证明，对于刚体的纯滚动，
静摩擦力作功也为零。如右图，静摩
擦力作功可以用写为

   MxfMdrdfA


• 利用纯滚动的运动学条件可得  0rx

0frM 

000   frfrA
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