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摘要

作为非线性偏微分方程的一大类，双曲守恒律在生产生活中有着诸多应用，因此对其的

正确模拟成至关重要。其中，二维磁流体方程组在工程中使用广泛，但对守恒性的刻画与解

符合物理的需求让离散变得困难。相比起基本的有限差分，有限体积方法能够更好刻画守恒

性，而从有限体积法出发构造出符合熵条件的数值通量后，与有限元方法结合得到的非连续

有限元方法可以精准捕获间断初值形成的激波与稀疏波，是理想的离散方案。将数值通量与

离散有限元方法推广到二维后，结合数值积分可以得到一个对二维理想磁流体方程适用的离

散算法，不过，它仍然具有数值振荡、物理性质未必保持等问题。引入 TVD限制器与极值
限制器可以有效减少结果的振荡与偏差，进一步对磁场进行散度限制可以保证麦克斯韦方程

组不被破坏，此外，引入优化可以进一步增加迭代的效率。

关键词：二维理想磁流体方程组；非连续有限元；三角网格
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Abstract

As a large class of nonlinear partial differential equations, hyperbolic conservation laws have
many applications in real life, so proper simulation becomes crucial. Among them, the two dimen-
sional magnetohydrodynamic equation system is widely used in engineering, but the need to char-
acterize the conservation and to solve it in accordance with the physics makes the discretization
difficult. Compared with the basic finite difference, the finite volume method is able to better char-
acterize the conservation, and after constructing a numerical flux that meets the entropy condition
from the finite volume method, the discontinuous Galerkin method obtained by combining it with
the finite element method can accurately capture the shocks and rarefaction waves formed by the dis-
continuous initial values, which is an ideal discretization scheme. After generalizing the numerical
flux with the discrete Galerkin method to two dimensions, the combination of numerical integration
can yield a discretization algorithm that is applicable to the two-dimensional ideal magnetohydrody-
namic equations, but it still has the problems of numerical oscillations and physical properties may
not be maintained. The introduction of TVD limiter and extreme value limiter can effectively reduce
the oscillations and deviations of the results, and further scattering limitation of the magnetic field
can ensure that the system match Maxwell’s equations, in addition, the introduction of optimization
can further increase the efficiency of the iteration.

Key Words: two dimensional MHD equations; Discontinuous Galerkin method; triangular mesh
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第 1章 前言

第 1节 研究背景

偏微分方程中，流体力学产生的方程组是一个重要的研究方向，对流体的模拟也在工

程建设、计算机动画与医学等方面都有诸多应用。从 1942年 Alfvén等人提出磁流体描述开
始[2]，结合了电磁场而产生的磁流体动力学方程就常被用于模拟和研究天体物理学中观测到

的现象，其相对论形式更是在局部流速接近真空光速或局部内能密度极大等情况下显示出其

必要性。

然而，其数值解法在模拟的稳定性或是对涡流的处理等方面很容易遇到困难，而考虑现

实中更复杂的情况后，方程甚至更加难以求解。数值解法构造一般包含三方面的关键问题：

收敛性，也即如何让算法在相对宽松的时间步长等情况下更容易收敛；精度，也即如何让算

法在固定的采样下得到更接近真实的结果；复杂度，也即如何让算法在更少的计算资源下得

到有效的结果。

对理想流体而言，由于不存在粘度项，方程形式会相对简单，并符合能量守恒性质，不

过求解仍然是极为困难的。Torrihon从有限体积出发，给出了局部非发散的守恒迎风格式离
散[13]，而 Shan等人则从有限元出发得到了磁流体方程的模拟[11]。然而，这些方法往往有着

数值耗散、数值振荡的问题，或是对间断情况难以正确模拟。由此，我们一方面需要结合物

理理论给出更符合实际的离散方案（如边界处取更密的网格）与迭代模式，另一方面也须从

算法层面改进离散的方式。

我们以双曲守恒律组作为研究对象，主要讨论对其离散的各种算法，并最终在磁流体中

测试其结果。

第 2节 本文工作

第二章中，我们以一维标量守恒律与一维守恒律组为例子，从基本的有限差分格式出发，

进一步引入了从有限体积分析得到的数值通量的概念，并分析了标量守恒律情况下迎风数值

通量、LF数值通量、LW数值通量的特点，最终结合熵条件得到了可以正确模拟激波与稀疏
波的 Godunov通量。将几种数值通量推广到双曲守恒律组并结合有限元方法后，最终可以得
到精准刻画间断性的非连续有限元法。

第三章中，我们将守恒差分与数值通量推广到了二维的情形。在通过有限体积方法分析

出了各个数值通量在二维情况的表现后，最终发现修正的 LF通量是相对最好的选择。以此
可以构建出对应的三角网格下非连续有限元算法，通过数值积分估算内部与边界处的积分

后，结合对多项式积分的精确计算，即能得到对二维双曲守恒律组的通用离散与迭代流程，

并可应用在二维理想磁流体的模拟中。

第四章中，我们进行了对核心算法的改进，先在一维情况分析了 TVB限制器与极值限
制器的原理与降低数值振荡、保极值作用，再将它们推广到二维，成为离散方法的一部分。

3
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此外，引入无散度限制器可以实现局部的无散度化，让解更加符合物理。进一步加入自适应

方法以后，迭代速度可以得到加快。

综合上述内容，我们最终完成了一个二维双曲守恒律组的离散算法，并加入可选的降低

振荡、保证符合物理的限制器。由于算法在三角网格中进行，可以按需进行网格设置，达到

更加精确的效果。

4
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第 2章 离散方法选择

本章中，我们将介绍双曲守恒律的基本问题与弱解、熵解的概念，并考虑其一维情形，

构造有限差分方法、有限体积方法与有限元方法进行实验，选择合适的离散算法与对应的数

值通量。

第 1节 双曲守恒律

理想磁流体方程是非线性双曲守恒律组的一种，为了研究如何对齐进行离散，我们需要

对一般双曲守恒律的离散进行考察。

§2.1.1 基本方程

三维空间中一般的双曲守恒律组可以写为如下的形式[10]：

ut + f(u)x + g(u)y + h(u)z = 0

这里下标表示求导，u = u(x, y, z, t)是一个 n维向量，f, g, h都是 Rn → Rn的函数。

称其为双曲守恒律是因为两侧对 x, y, z, t在四维矩体中积分可得：∫ x2,y2,z2

x1,y1,z1

u(x, y, z, t2)dxdydz =
∫ x2,y2,z2

x1,y1,z1

u(x, y, z, t1)dxdydz

+

∫ t2,y2,z2

t1,y1,z1

f(x1, y, z, t)dydzdt−
∫ t2,y2,z2

t1,y1,z1

f(x2, y, z, t)dydzdt

+

∫ t1,x2,z2

t1,x1,z1

g(x, y1, z, t)dxdzdt−
∫ t2,x2,z2

t1,x1,z1

g(x, y2, z, t)dxdzdt

+

∫ t1,x2,y2

t1,x1,y1

h(x, y, z1, t)dxdydt−
∫ t2,x2,y2

t1,x1,y1

h(x, y, z2, t)dxdydt

这称为守恒律组的积分形式，可以刻画流动中的质量守恒性。

此外，记 f ′、g′、h′为 f、g、h对应的 Jacobi阵，双曲型方程要求对任何 u，与方向向

量 n⃗，存在 n阶可逆方阵 P 使得

P−1(n1f
′(u) + n2g

′(u) + n3h
′(u))P

是对角阵，这也即代表各个分量存在某种可分离性。

§2.1.2 弱解与熵解

关于守恒律方程的研究，一个困难之处在于，哪怕对于光滑的初值，其解也可能会产生

间断，由此，我们必须通过积分形式定义其解。除了直接考虑满足积分形式的解外，也可以

5
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将原方程两侧同乘某定义在 R3 ×R+的紧支光滑函数 ϕ，并对 R3 ×R+分部积分消去关于 u

导数的项。若积分方程对任何紧支光滑函数均成立，则该解称为弱解。

一个方程可能存在多个弱解，而其中符合物理实际的解称为熵解。熵解的条件可用熵不

等式进行刻画，即对任何凸函数 η与满足（这里的导数记号仍表示对应的 Jacobi阵）

ψ′(u) = η′(u)f ′(u), ϕ′(u) = η′(u)g′(u), φ′(u) = η′(u)h′(u)

的函数 ψ、ϕ、φ，不等式

η(u)t + ψ(u)x + ϕ(u)y + φ(u)z ≤ 0

的积分形式成立[10]。

对于非连续情况，我们希望守恒律的离散方式能收敛到熵解，或至少是弱解，以保持守

恒性质，这就给数值离散带来了更大的挑战。下面，我们将先对一维的双曲守恒律与双曲守

恒律组进行分析，并对比各离散方法的结果。我们考虑的非线性方程主要有三个：

1. Burgers方程，即
ut + uux = 0,

其中 u为标量。

2. 另一形式的 Burgers方程，即
ut + u3ux = 0,

其中 u为标量。

3. 一维浅水波方程，即 (
v

φ

)
t

+

(
v2/2 + φ

vφ

)
x

= 0.

这里的浅水波方程即为一维理想流体演化过程的一种近似，而第二章中没有并没有对于

一维理想磁流体的测试，是因为其情况过于复杂，不适合进行离散方法的比对，当确定离散

方法后方才进行理想磁流体的测试，详见第三章。对非连续情况，我们主要考虑 Riemman问
题，即初值某点左侧为 ul，右侧为 ur，且 ul ̸= ur 的情况。由于实际离散区域有限，我们假

设模拟时间较短，间断尚未传播到边界，于是左边界处固定为 ul，右边界处固定为 ur。

第 2节 有限差分方法

最常见的偏微分方程数值求解方法是有限差分法，也即将导数离散为差分。以一维为例，

我们令 u在网格点 (j∆x, n∆t)处的数值近似结果为 unj，并约定以下记号：

1. I代表恒等算子；

6
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2. E代表正向移位算子，Efj = fj+1，其复合代表多次进行。

3. E−1为反向移位算子，即 E−1fj = fj−1。

4. 一阶向前差分算子 ∆ = E− I；

5. 一阶向后差分算子 ∆− = I− E−1；

6. 一步中心差分算子 ∆0 = E− E−1；

7. 半步中心差分算子 δ = E1/2 − E−1/2；

8. 二阶中心差分算子 δ2 = E− 2I+ E−1。

当涉及的变量不同时，以下标标注，如一维可存在 δ2x与 δ2t 表示 x、t方向的差分。

为了刻画差分格式的效果，我们需要引入相容性与稳定性的定义。如无特殊说明，下方

的相容性指局部相容性，即真解代入差分方程后所产生的误差阶，而 (m1,m2)阶相容即指其

对 x有m1阶误差，对 t有m2阶误差；而稳定性指初值稳定性，即对应齐次微分方程在给定

初值 u0与离散范数 ∥ · ∥后，当 ∆x,∆t充分小时存在与 ∆x,∆t无关的 K 使得

∥un∥ ≤ K∥u0∥, n = 0, 1, . . . ,
T

∆t
.

对于一维方程组的情况，u变为向量，上方的所有操作与定义仍然可以类似进行，差分

算子视为对每个分量进行，并记

f(unj ) = fn
j , An

j = f ′(unj ), ν =
∆t

∆x
.

§2.2.1 差分近似

考虑最简单的一阶非线性双曲守恒律，这时 An
j 为标量 anj，考虑三种常用的显式差分方

法[1]：

1. 在离散焦点进行简单系数冻结的迎风格式：

un+1
j =

unj − νanj (u
n
j − unj−1) anj ≥ 0

unj − νanj (u
n
j+1 − unj ) anj < 0

.

2. 利用算术平均虚化离散焦点的 LF格式：

un+1
j =

1

2
(unj−1 + unj+1)−

1

2
νanj (u

n
j+1 − unj−1).

3. 对时间 Taylor展开后转换为空间导数可得 LW格式，当 f 充分光滑时，记 bnj = anj a
′(unj )，

则有

un+1
j = unj −

1

2
νanj∆0xu

n
j +

1

2
(νanj )

2δ2xu
n
j +

1

4
ν2bnj (∆0xu

n
j )

2.

7
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计算可以得到，迎风格式具有无条件 (1, 1)阶局部截断误差，LW格式有无条件 (2, 2)阶

局部截断误差，而若网比固定，LF格式也具有整体一阶的截断误差。此外，通过 CFL条件[6]

判断可知三者模糊的稳定性条件均为

max
j,n

|anj |ν ≤ 1.

根据离散最大模原理可以证明，上述条件成立时迎风格式与 LF格式均最大模稳定，而
LW格式只能保证 L2 模稳定性。下面由以下两个算例对它们进行一些数值实验以观察在守

恒型方程上的效果：

算例 1. 考虑最简单的线性方程组 ut + ux = 0，并考虑周期边界条件

x ∈ [0, π], u(0, t) = u(2π, t).

给定周期初值后，其真解应为 u(x, t) = u0(x− t)，考虑初值光滑情况

u0(x) = sinx.

算例 2. 方程与边界条件同算例 1，但考虑间断初值

u0(x) = ⌈sinx
2

⌉.

对算例 1，给定 ∆x与 ∆t后，在不同时刻数值实验的结果如图 1。

图 1: 算例 1不同有限差分结果

其不同迭代步数的无穷范数误差对数如图 2。
从图中可以看出，就算例 1而言，二阶的 LW格式收敛情况远好于其他方法。此外，LF

格式的数值耗散现象非常严重，这可以通过色散分析解释：上述方程迎风格式可以改写为

un+1
j − unj
∆t

+
unj+1 − unj−1

2∆x
=

∆x

2

unj+1 − 2unj + unj−1

(∆x)2
,

而 LF格式则为

un+1
j − unj
∆t

+
unj+1 − unj−1

2∆x
=

(∆x)2

2∆t

unj+1 − 2unj + unj−1

(∆x)2
.
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图 2: 算例 1误差对数趋势

图 3: 算例 2不同有限差分结果

9
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两者有差别的项称为数值黏性系数，可以刻画数值耗散的程度。在上方例子 ∆x = π
100
、

∆t = 0.001时，LF格式的数值黏性系数是迎风格式的三十余倍，于是产生了严重的耗散。
而对算例 2，不同时刻数值实验的结果如图 3。
其不同迭代步数的无穷范数误差对数如图 4。

图 4: 算例 2误差对数趋势

可以发现，间断情况下，LF格式的耗散虽然导致间断处逐渐被抹平，但也同样使得函数
更加稳定。反之，LW格式数值耗散最小，但数值色散严重，尤其是对间断函数，其 Fourier
变换后的高频成分多，导致数值解出现了严重的振荡。两者折中的迎风格式也具有相对折中

的效果，保留了一定的间断特性，且并没有出现严重色散。

但是，在对非线性情况进行运算时，三种方法都表现出了一些问题：

算例 3. 考虑对 Burgers方程的 Riemman问题，给定初值 x < 0时 1、x ≥ 0时 0，真解应为
向右以速度 1

2
传播的激波。

差分结果如图 5。可以发现，初值特性导致迎风格式的传播速度为 0，即恒不变，无法
正确模拟激波的传播。类似地，LW格式在数值振荡之外，也无法得到正确的推进速度，通
过直接观察格式可以发现，在 unj = 0的点必然满足 anj = bnj = 0，于是 un+1

j = 0，不可能获

得正确的传播速度。相比之下，LF格式的确可以找到正确的推进速度，但因为严重的数值
耗散，间断界面被直接抹平，也难以刻画真实的激波。三种方法的误差如图 6，由于迎风格
式与 LW格式无法刻画推进，事实上只有 LF格式的误差存在意义。

10



中国科学技术大学本科毕业论文

图 5: 算例 3不同有限差分结果

图 6: 算例 3误差对数趋势
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§2.2.2 守恒型差分

为了正确模拟非线性守恒律的情况，我们试着从守恒型方程的形式出发直接构造差分。

具体来说为：

1. 将 f 作为整体冻结可写出迎风格式

un+1
j =

unj − ν(fn
j − fn

j−1) anj ≥ 0

unj − ν(fn
j+1 − fn

j ) anj < 0
.

2. 同样将 f 看作整体得到 LF格式

un+1
j =

1

2
(unj−1 + unj+1)−

1

2
ν(fn

j+1 − fn
j−1)

3. 利用积分插值的思路可构造 LW格式，记 anj+1/2 = f ′(unj+1/2) = f ′(un
j +un

j+1

2

)
，则

un+1
j = unj −

ν

2
(fn

j+1 − fn
j−1) +

ν2

2

(
anj+1/2(f

n
j+1 − fn

j )− anj−1/2(f
n
j − fn

j−1)
)

直接计算可以得到，上方三个格式对线性情况的迭代与非守恒形式完全一致，但理论来

说，从守恒方程出发得到的格式应能更好刻画非线性双曲守恒律的演化过程。值得一提的

是，对于激波，由于非连续情况间断界面只要存在捕获位置的差别，就会导致无穷范数误差

为 |l − r|，二范数可以更好刻画真实误差。
仍对算例 3进行离散，效果如图 7。可以看出，从守恒型方程出发的离散的确都正确刻

画了激波的传播速度。

图 7: 算例 3守恒型有限差分结果

其不同迭代步数的二范数误差对数如图 8。
图中可以看出，总体效果最好的是迎风格式，其不但正确描述了间断界面的位置，也保

留了大部分的间断特性。与之相对，LF格式的耗散过于严重，而 LW格式则振荡过于剧烈。
除了激波以外，Burgers方程中还可能出现稀疏波，考虑如下算例：

12
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图 8: 算例 3守恒型差分误差对数趋势

算例 4. 令 Burgers方程初值为 x < 0时 −0.5、x ≥ 0时 0.5，真解为

u(x, t) =


−0.5 x < −0.5t

x
t

x ∈ [−0.5t, 0.5t]

0.5 x > 0.5t

.

此时离散效果如图 9，可以看出，数值耗散最高的 LF格式此时表现出了相对稳定的性
态，即使在稀疏波的情况也捕获了正确的变化范围，但迎风格式与 LW格式都仍然出现了激
波，没有正确刻画。相对来说，LW格式的振荡仍然更加严重。不过，无论是哪种方法，都
没有真正刻画出稀疏波的一阶间断结构（即函数连续但导函数间断）。

图 9: 算例 4守恒型有限差分结果

其不同迭代步数的二范数误差对数如图 10。
这时，LF格式因为稳定性，逐渐显示出了更好的结果，但其事实上仍然具有很大的误

差。

13
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图 10: 算例 4守恒型差分误差对数趋势

第 3节 有限体积方法

为了探究更好的离散方法，我们需要先从理论上解释为何基于守恒形式方程得到的差分

格式可以更好刻画间断初值时的解。注意到，间断初值时的弱解需要用积分定义，因此再考

虑 unj 作为点值的离散并不能精确刻画出性质，因此需要引入新的定义。

考虑新的剖分方式：先将空间区域进行单元剖分，Ij = (xj−1/2, xj+1/2)，记 ∆xj 为 Ij 长

度，其最大值 ∆x为剖分的参数。

将时间离散为有限个点，∆tn = tn+1 − tn为局部时间步长，其最大值 ∆t为时间步长。

有限体积法数值求解的目标定义为

[ū]nj = [ū]j(t
n) =

1

∆xj

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn)dx,

即真解在不同单元的均值[9]。

§2.3.1 数值通量

利用 Green公式对矩形时空区域积分可得，记 F n
j+1/2 =

1
∆tn

∫ tn+1

tn
f(u(xj+1/2, t))dt，则有

精确等式

[ū]n+1
j = [ū]nj −

∆tn

∆xj
(F n

j+1/2 − F n
j−1/2),

这里 F 为真实平均通量，若有数值通量函数 f̂([ū]nj−l−1, . . . , [ū]
n
j+r)近似为 F n

j+1/2，将其记为

f̂n
j+1/2即有递推

ūn+1
j = ūnj −

∆tn

∆xj

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
.

14
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对一维，不妨考虑 ∆x,∆t恒定的情况，这时递推即为

ūn+1
j = ūnj − ν

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
.

事实上，数值通量函数 f̂(unj−l+1, u
n
j−l+2, . . . , u

n
j+r)要求对于每个分量 Lipschitz连续，且

有相容性条件 f̂(p, p, . . . , p) = f(p)，前者用于控制舍入误差，后者保证相容性。能写成上述

形式的格式称为守恒格式，以下讨论中，将 ū仍记为 u，并取有限体积理解。

利用数值通量的定义可以得到守恒格式满足的局部守恒性质：

q∑
j=p

un+1
j =

q∑
j=p

unj − ν
(
f̂n
q+1/2 − f̂n

p−1/2

)
,

这即对应双曲守恒律的积分形式。

记 LF数值通量为

f̂n
j+1/2 =

1

2
(fn

j + fn
j+1)−

1

2ν
(unj+1 − unj ),

LW数值通量为
f̂n
j+1/2 =

1

2
(fn

j + fn
j+1)−

ν

2
anj+1/2(f

n
j+1 − fn

j ).

验证数值通量函数的条件即知二者均为合理的构造，以它们构造出的守恒格式恰好符合

之前基于守恒形式方程得到的 LF格式与 LW格式，因此，之前的两种格式都可以作有限体
积理解。

不过，两格式的数值通量也具有不同的性质，当 CFL条件成立时，LF数值通量对第一
个变元不减，对第二个变元不增，称为熵数值通量，LW格式则无此性质。可以证明，当数
值通量是熵数值通量时，对应的数值解若收敛则收敛到熵解，这也解释了为何 LF格式对激
波与稀疏波都能有一定的刻画。与它们相对，直接通过守恒形式构造出的迎风格式并不能写

成守恒格式，需要进行进一步的调整，这也是 Godunov方法的来源。

§2.3.2 Godunov方法

Godunov方法中，若 unj 已知，计算 un+1
j 可以分为两步（这称为 EA过程）：

1. 局部推进：在 xj+1/2处构造局部 Riemman问题，初值为

u(x, tn) =

unj x < xj+1/2

unj+1 x > xj+1/2

,

其真解可能是古典解、激波、接触间断或稀疏波等，当 unj+1 ̸= unj 时记 snj+1/2 =
fn
j+1−fn

j

un
j+1−fn

j

表示（可能存在的）激波速度，若时间步长满足 maxj{|snj+1/2|, |f ′(unj )|}ν ≤ 1
2
，相邻的

局部 Riemann解在 tn+1前不会冲突，于是可拼接成整体函数，记为 ũ(x, tn+1)。
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2. 单元平均：定义
un+1
j =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

ũ(x, tn+1)dx,

由于其的逼近效果，计算可得这样得到的局部截断误差为整体一阶。

以线性情况 f(u) = au为例，解得局部

ũ(x, tn+1) =

unj x < xj+1/2 + a∆t

unj+1 x > xj+1/2 + a∆t
.

不妨设 a > 0，积分即有（按上方推导，这里时间步长应满足 νa ≤ 1
2
）

un+1
j = unj−1aν + (1− aν)unj ,

这事实上就是线性双曲方程的迎风格式。此外，数值通量 aunj 恰为局部 Riemman 解 ũ 在

xj+1/2 的通量取值 f(ũ(xj+1/2, t
n+1))。因此，直接使用的 Godunov方法可以看作迎风格式的

推广。

关于数值通量的结论事实上普遍成立，因其实现过程等同于双曲守恒律在 Ij × (tn, tn+1)

的积分，即其满足

un+1
j = unj − ν

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
, f̂n

j+1/2 =
1

∆t

∫ tn+1

tn
f(ũ(xj+1/2, t))dt.

另一方面，根据 PDE知识，̃u可表示为R
(x−xj+1/2

t−tn
; unj , u

n
j+1

)
，这里R称为局部 Riemman

解算子，于是 f(ũ(xj+1/2, t))在积分区域恒定，即有

f̂n
j+1/2 = f

(
R(0; unj , u

n
j+1)

)
.

于是，数值通量构造方式的核心工作为局部 Riemman解的计算。对一般的非线性双曲
守恒律，其往往难以准确计算，可以将其局部近似为线性双曲型方程 ut + anj+1/2ux = 0。类

似线性情况的计算知这样得到的数值通量为

f̂n
j+1/2 =

fn
j anj+1/2 ≥ 0

fn
j+1 anj+1/2 < 0

,

对应的守恒格式即为真正的守恒型迎风格式：

un+1
j = unj −

ν

2

(
(1− sgn anj+1/2)∆xf

n
j + (1 + sgn anj−1/2)∆−xf

n
j

)
,

其中 sgn代表符号函数。
更有效的局部线性化方式为定义系数 anj+1/2为单元界面的 Roe平均值

anj+1/2 =


fn
j+1−fn

j

un
j+1−un

j
unj+1 ̸= unj

f ′(unj ) unj+1 = unj

,
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其满足离散版本 RH跳跃条件

anj+1/2(u
n
j+1 − unj ) = fn

j+1 − fn
j ,

因此可以更准确刻画激波条件，这样得到的迎风格式称为 Roe型迎风格式。

图 11: Roe迎风格式模拟算例 3

Roe迎风格式对算例 3中Burgers方程的激波效果如图 11。事实上，计算可以发现Burgers
方程的守恒迎风与 Roe迎风格式完全一致，对更一般的情况，其在真解光滑时与守恒型迎风
格式差异为二阶，但间断真解时效果更好。

对于稀疏波，Roe迎风格式的效果如图 12。虽然在 x > 0的部分对激波有了更准确的

捕获，但 x = 0处仍然呈现的激波的性态，这样的 Roe迎风格式最终得到的解是弱解而非熵
解。准确来说，这是由于我们进行局部近似求解时直接进行了线性化，但线性问题只会出现

激波，不会出现稀疏波，因此需要额外的修正。

图 12: Roe迎风格式模拟算例 4

考虑另一个算例：

算例 5. 偏微分方程为 ut + u3ux = 0，对 Riemman问题，当其左侧 ul，右侧 ur，ul < ur 时

真解为

u(x, t) =


ul x < u3l t

3
√

x
t

x ∈ [u3l t, u
3
rt]

ur x > u3rt

.

取定 ul = −0.7，ur = 0.5。
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Roe迎风格式对其的离散效果如图 13。

图 13: Roe迎风格式模拟算例 5

可以发现，间断处 Roe迎风格式仍然会因为突变导致无法正确刻画结果。

§2.3.3 熵修正

为了正确刻画稀疏波，我们需要回到局部 Riemman解算子 R(ul, ur)的估计，由于其事

实上是原方程在 tn时刻 xj+1/2左侧 ul、xj+1/2右侧为 ur 的 Riemman问题在 xj+1/2, t > tn处

的解，假设 f 是凸函数（或至少在 ul, ur间是凸的），标量情况可根据熵条件直接利用特征线

计算出熵解，当 ul < ur 时为

u(x, t) =

ul x− xj+1/2 < s(t− tn)

ur x− xj+1/2 ≥ s(t− tn)
, s =

f(ul)− f(ur)

ul − ur
,

当 ul > ur 时为

u(x, t) =


ul x− xj+1/2 < f ′(ul)(t− tn)

ur x− xj+1/2 > f ′(ur)(t− tn)

v(x/t) otherwise.

, f ′(v(ξ)) = ξ.

由此计算发现两种情况可以合并为

R(ul, ur) =



ul f ′(ul), f
′(ur) ≥ 0

ur f ′(ul), f
′(ur) ≤ 0

ul f ′(ul) > 0 > f ′(ur), s > 0

ur f ′(ul) > 0 > f ′(ur), s < 0

us f ′(ul) < 0 < f ′(ur)

.

这里 us满足 f ′(us) = 0，称为声波点，由于假设了 f 为凸函数，ul与 ur 间这样的点唯一。
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利用 f 的凸性，计算发现这五种情况可以最终统一为两种情况，即：

f(R(ul, ur)) =

min[ul,ur] f(u) ul ≤ ur

max[ur,ul] f(u) ul > ur
,

由此得到的数值通量

f̂n
j+1/2 = f

(
R(unj , u

n
j+1)

)
称为 Godunov数值通量，或称为熵修正的迎风数值通量。其比起简单的迎风数值通量增添了
f(us)的可能，此项即稀疏波的来源。根据之前的定义，可发现 Godunov数值通量是一种熵
数值通量。

对 Burgers方程，其真实通量 u2

2
为凸函数，符合格式要求，且 us = 0，由此可得到对应

的 Godunov格式，其对激波、稀疏波的离散效果如图 14、图 15。可以看出，两种情况下
Godunov格式都进行了正确的刻画，效果远好于之前未经熵修正的格式，足以说明其有效性。

图 14: Godunov格式模拟算例 3

图 15: Godunov格式模拟算例 4

两种情况下的二范数误差对数如图 16，由于界面捕获存在一定的前后偏移，激波情况
的误差会有较大的波动，而稀疏波则相对稳定地减小。不过，可以发现，其在稀疏波时的过

渡区域仍然相对光滑，这意味着它通过数值耗散保证了对稀疏波的正确刻画。

至此，我们似乎得到了双曲守恒律的一个理想的有限体积方法，但它仍然存在一些问题。

除了过渡区域光滑以外，其阶数不易提升、且对向量情况难以计算，因此我们必须寻求更好

的解决策略。
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图 16: Godunov格式对算例 3、算例 4的误差对数趋势

第 4节 有限元方法

有限元方法的基本思路为，将 u在 tn 时的每个区域 [xj, xj+1]上的值近似为某有限维函

数空间 V 中的元素（如 k 次以下的多项式），并通过增添空间的维数来达成更高阶的近似。

不过，在引入有限元方法前，我们需要先考察向量情况的 Godunov格式。

§2.4.1 向量的 Godunov通量

与 LF 格式、LW 格式在将标量 a 替换为矩阵 A 后直接能得到向量时对应的格式不同，

想将 Godunov通量推广到向量的情况，需要对更复杂的 Riemman问题进行计算。一个常见
的方法是利用 Roe矩阵[10]，下面以浅水波方程为例进行计算。

先构造对应的 Roe矩阵 Â(ul, ur)，由定义其需满足

Â(ul, ur)

(
vl − vr

φl − φr

)
=

(
v2l /2 + φl − v2r/2− φr

vlφl − vrφr

)
,

记 ū = ul+ur

2
，直接计算可知

Â(ul, ur) =

(
(vl + vr)/2 1

(φl + φr)/2 (vl + vr)/2

)
= f ′(ū).

由浅水波方程物理意义，φ为正，注意到 f ′(u)的特征值 λ1,2 = ±√
φ+ v，特征向量为

r1,2 =

(
±φ−1/2

1

)
,

则可记 r̂1,2与 λ̂1,2为把其中的 v, φ替换为 v̄, φ̄的结果。

根据估计 Riemman算子的算法，先将 ur − ul在 r̂1,2上作分解(
vr − vl

φr − φl

)
= α1

(
φ̄−1/2

1

)
+ α2

(
−φ̄−1/2

1

)
,
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可解得

α1 =
1

2

(
φr − φl + φ̄1/2(vr − vl)

)
, α2 =

1

2

(
φr − φl − φ̄1/2(vr − vl)

)
.

记 f ′(ul)特征值为 λ1l,2l，f
′(ur)为 λ1r,2r，上标减表示和 0取 min，上标加表示和 0取

max，记

λ̂pl = λ−pl
λ+pr − λ̂p

λ+pr − λ−pl
,

最终将数值通量取为

f̂God(ul, ur) = f(ul) + λ̂1lα1r̂1 + λ̂2lα2r̂2.

考虑如下算例：

算例 6. 对浅水波方程研究 Riemman问题，初始 v = 0，而 x < 0处 φ = 0.1，x > 0处 φ = 0.3。

图 17: Godunov格式模拟算例 6

图 18: LF格式模拟算例 6

以此通量构造 Godunov格式的离散效果如图 17。与之相对的是直接使用 LF格式的结
果，如图 18，两者对比可以发现，比起几乎全部被数值耗散的 LF格式，Godunov格式清楚
描述了解中的激波与稀疏波结构。不过，Godunov格式在这个例子中也表现出了明显的缺点，
例如数值通量形式复杂引起的计算开销过大，以及稀疏波、激波的边界仍然过于光滑，这都

是需要解决的问题。

尽管如此，LF通量与 Godunov通量仍然表现出了各自的良好的性质，如果我们有更好
利用数值通量的方法，理论来说可以进行更好的模拟，非连续有限元法即可做到这点，下面

仍然以浅水波方程为例进行推导。
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§2.4.2 非连续有限元

记 h = ∆x, s = ∆t，在任何一个区间 [(i− 1)h, ih]上，利用分部积分，可知在任何时刻

t，浅水波方程的任何弱解必然满足∫ ih

(i−1)h

vtw1dx−
∫ ih

(i−1)h

(v2/2 + φ)w1xdx+ f̂1,i+1/2w1(x
−
i+1/2)− f̂1,i−1/2w1(x

+
i−1/2) = 0

∫ ih

(i−1)h

φtw2dx−
∫ ih

(i−1)h

(vφ)w2xdx+ f̂2,i+1/2w2(x
−
i+1/2)− f̂2,i−1/2w2(x

+
i−1/2) = 0

对任何在区间上连续的 w1, w2 成立，这里 f̂d,i+1/2 = f(R(u−i+1/2, u
+
i+1/2))d，上标 −表示左极

限，+表示右极限。实际上，可取 f̂ 为某特定的数值通量进行估算。

不妨考虑 v, wd, φ在每个区间中均处在线性函数空间中，于是每个区间上的值可被左右

端点确定。记

V n
2k−1 = v(x+k−1/2, t

n), V n
2k = v(x−k+1/2, t

n),

wd, φ同理记为Wd,Φ，由于W n
d,k取任何值时等式都成立，其前的系数必然为 0，由此可直接

计算出方程组

h

3

V n+1
2k−1 − V n

2k−1

s
+
h

6

V n+1
2k − V n

2k

s
+

1

6

(
(V n

2k−1)
2 + (V n

2k)
2 + V n

2k−1V
n
2k

)
+

1

2
(Φn

2k−1 + Φn
2k)− f̂1,k−1/2 = 0

h

6

V n+1
2k−1 − V n

2k−1

s
+
h

3

V n+1
2k − V n

2k

s
− 1

6

(
(V n

2k−1)
2 + (V n

2k)
2 + V n

2k−1V
n
2k

)
− 1

2
(Φn

2k−1 + Φn
2k) + f̂1,k+1/2 = 0

h

3

Φn+1
2k−1 − Φn

2k−1

s
+
h

6

Φn+1
2k − Φn

2k

s
+

1

3
Φn

2k−1V
n
2k−1 +

1

3
Φn

2kV
n
2k +

1

6
Φn

2k−1V
n
2k

+
1

6
Φn

2kV
n
2k−1 − f̂2,k−1/2 = 0

h

6

Φn+1
2k−1 − Φn

2k−1

s
+
h

3

Φn+1
2k − Φn

2k

s
− 1

3
Φn

2k−1V
n
2k−1 −

1

3
Φn

2kV
n
2k −

1

6
Φn

2k−1V
n
2k

− 1

6
Φn

2kV
n
2k−1 + f̂2,k+1/2 = 0

.

这里已经将 vt 与 φt 作了向前一步差分，且假设 vt 与 φt 在区间上也为线性函数。进一

步地，由于 v, ϕ, wd 在区间中都假设为了线性函数，积分中均为多项式函数，可精确计算得

到结果。

求解上述方程组可得到

V n+1
2k−1 = V n

2k−1 − ν
(
(V n

2k−1)
2 + (V n

2k)
2 + V n

2k−1V
n
2k

)
− 3ν(Φn

2k−1 + Φn
2k) + 4νf̂1,k−1/2 + 2νf̂1,k+1/2

V n+1
2k = V n

2k + ν
(
(V n

2k−1)
2 + (V n

2k)
2 + V n

2k−1V
n
2k

)
+ 3ν(Φn

2k−1 + Φn
2k)− 2νf̂1,k−1/2 − 4νf̂1,k+1/2
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Φn+1
2k−1 = Φn

2k−1 − 2νΦn
2k−1V

n
2k−1 − 2νΦn

2kV
n
2k − νΦn

2k−1V
n
2k − νΦn

2kV
n
2k−1 + 4νf̂2,k−1/2 + 2νf̂2,k+1/2

Φn+1
2k = Φn

2k + 2νΦn
2k−1V

n
2k−1 + 2νΦn

2kV
n
2k + νΦn

2k−1V
n
2k + νΦn

2kV
n
2k−1 − 2νf̂2,k−1/2 − 4νf̂2,k+1/2,

这就是非连续有限元方法的迭代形式，之所以称它为非连续，是因为与一般的有限元方法不

同，我们并没有假设 v与 ϕ的结果连续，从而取消了连续有限元方法中的限制

V2k = V2k+1, Φ2k = Φ2k+1.

除了直接使用上一部分已经计算出的 Godunov通量外，我们还可以考虑利用修正的 LF
通量。具体来说，我们先计算 f 的 Jacobi阵

f ′(u) =

(
v 1

φ v

)
,

此时修正的 LF通量定义为[4]

f̂LF (u−, u+) =
1

2
(f(u−) + f(u+)− α(u+ − u−))

这里 α表示 v在 v−与 v+之间，φ在 φ−与 φ+之间时 f ′(u)特征值（计算得为±√
φ+ v）绝

对值的最大值，分析可知具体表达式为

α = max{|v± ±√
φ±|
}
,

其中 max代表每个 ±任取时的最大值。
采用两种不同的数值通量后，非连续有限元法 [Discontinuous Galerkin Method, DG]的离

散效果如图 19与图 20，这里初值与上一部分完全相同。可以看出，无论采用何种通量，DG
方法都正确捕获了间断界面，且具有明显的激波、稀疏波特征，效果远好于直接进行有限差

分或有限体积离散。

图 19: Godunov通量 DG模拟算例 6

值得一提的是，虽然 LF 通量与 Godunov 通量均为熵数值通量，二维时由于离散有限
元一般不具有类似有限体积差分的保单调性质，仍然会出现振荡。不过，LF通量的效果与
Godunov几乎无差别，计算却更加简单，因此对 DG方法是更好的选择。对数值振荡的解除
等更多的优化方案将在第四章中进行更详细的讨论，而分析完一维的情况后，我们希望能对

二维的磁流体方程找到可行的离散方案。

23



中国科学技术大学本科毕业论文

图 20: LF通量 DG模拟算例 6

第 5节 本章小结

本章在介绍双曲守恒律、弱解、熵解的概念后，首先以有限差分方法对一维情况进行了

分析，并发现守恒形式出发推导的有限差分可以比非守恒形式更加稳定。由此，通过构造有

限体积法可以进一步得到数值通量的概念，且不同的数值通量有不同的捕获特性：LF通量
数值可以收敛到熵解但耗散相对严重；LW通量无法保证无穷范数稳定，有严重的数值振荡；
迎风通量结合了两者的优点，但无法捕获稀疏波；利用 Godunov格式，将迎风通量作熵修正
后，可以得到最好的效果。最后，利用非连续有限元的思路，结合 Godunov通量或修正的 LF
通量可以对激波与稀疏波都实现精确的捕获。

24



中国科学技术大学本科毕业论文

第 3章 二维磁流体方程组

本章中，我们将研究二维的双曲守恒律离散。将数值通量推广到二维后，可以采用类似

的有限体积方法与有限元方法。分析了几种数值通量的性态后，我们仍然选择 Godunov通量
与修正的 LF通量进行二维格式的构造。结合数值积分估算方法，即可以得到一个二维双曲
守恒律组的离散方法。

第 1节 二维守恒格式

由于我们仍然需要分析各个数值通量与二维方程的特性，我们先以有限体积守恒型离散

进行分析，再选择合适的方式进行非连续有限元的构造。

为了与之后 x方向的速度 u区分，在讨论二维情况时，我们记需要求解的向量为 ϕ。回

到基本的定义，二维的双曲守恒律可以写为

ϕ+ f(ϕ)x + g(ϕ)y = 0,

且 f ′(ϕ) cos θ + g′(ϕ) sin θ对任何 ϕ, θ可相似对角化。

不妨考虑矩形网格下的有限体积离散，记 νx = ∆t
∆x
, νy = ∆t

∆y
，与一维完全类似地，一个

简单的思路是将二维守恒型格式写为

ϕn+1
jk = ϕn

jk − νx
(
f̂n
j+1/2,k − f̂n

j−1/2,k

)
− νy

(
ĝnj,k+1/2 − ĝnj,k−1/2

)
,

这里 ϕij 代表 I
(x)
j × I

(y)
k 中的积分平均，f̂ 与 ĝ为基于 f、g构造的数值通量。

也可以考虑使用逐维迭代的思想，构成 LOD格式

ϕ
n+1/2
jk = ϕn

jk − νx
(
f̂n
j+1/2,k − f̂n

j−1/2,k

)
ϕn+1
jk = ϕ

n+1/2
jk − νy

(
ĝ
n+1/2
j,k+1/2 − ĝ

n+1/2
j,k−1/2

)
,

或更进一步地采用双重循环策略优化：

ϕ
n+1/2
jk = ϕn

jk − νx
(
f̂n
j+1/2,k − f̂n

j−1/2,k

)
ϕn+1
jk = ϕ

n+1/2
jk − νy

(
ĝ
n+1/2
j,k+1/2 − ĝ

n+1/2
j,k−1/2

)
ϕ
n+3/2
jk = ϕn

jk − νy
(
ĝn+1
j,k+1/2 − ĝn+1

j,k−1/2

)
ϕn+2
jk = ϕ

n+3/2
jk − νx

(
f̂
n+3/2
j+1/2,k − f̂

n+3/2
j−1/2,k

)
.
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§3.1.1 二维线性双曲型方程

先考虑线性标量守恒律 ϕt + aϕx + bϕy = 0的情况，不妨设 a, b均为正，两方向的网比

为 νx, νy。可直接构造其迎风格式：

ϕn+1
jk = ϕn

jk − νxa
(
ϕn
jk − ϕn

j−1,k

)
− νyb

(
ϕn
jk − ϕn

j,k−1

)
.

为方便稳定性分析，假设 a = b = 1，∆x = ∆y = h，并记网比为 ν，此时，空间点 (xj, yk)

在∆t时间的真实依赖区域边界点 (xj −∆t, yk −∆t)，而数值依赖区域是以此点为直角顶点，

两直角边长为 h的向左下延伸的直角三角形，直接计算可知 CFL条件（即边界点包含在直
角三角形中）为 ν ≤ 1

2
。对更一般的情况，CFL条件大致相当于时间步长限制为原本的 1

2
，不

会存在量级上的差别。另一方面，直接利用 Fourier方法代入二维模态解可得到 L2稳定性的

充要条件即为 ν ≤ 1
2
，也即此 CFL条件足以保证稳定。

此外，另一种常用的离散方式是利用中心差商离散空间导数可得 LW格式

ϕn+1
jk = ϕn

jk −
1

2
(νxa∆0xϕ

n
jk + νyb∆0yϕ

n
jk) +

1

2
(ν2xa

2δ2xϕ
n
jk + ν2yb

2δ2yϕ
n
jk) +

1

4
νxνyab∆0x∆0yϕ

n
jk,

其离散模板包含 9个空间点，同样利用 Fourier方法可知 L2模稳定性条件为

|νxa| ≤
1

2
√
2
, |νyb| ≤

1

2
√
2
.

值得注意的是，二维 LW格式并不是一维 LW格式的直接推广，因为直接采用 LW通量
构造对应的守恒格式不包含最后一项，这会导致时间不再二阶相容，且线性无条件 L2 模不

稳定。考察两个线性算例：

算例 7. 考虑区域 [0, 2π]× [0, 2π]上的方程 ϕt + 0.5ϕx + 1.5ϕy = 0，周期边界条件为

ϕ(0, y, t) = ϕ(2π, y, t), ϕ(x, 0, t) = ϕ(x, 2π, t).

取连续初值 ϕ0(x, y) = sin(x+ y)。

算例 8. 方程与边界条件同算例 7，但取间断初值 ϕ0(x, y) = ⌈ sin(x+y)
2

⌉。两算例的真解为

ϕ(x, y, t) = ϕ0(x− 0.5t, y − 1.5t).

利用二范数刻画误差，迎风格式、LW格式、双重循环 LOD格式的离散效果如图 21与
图 22。观察可以发现，LW格式如一维一样表现出了较强的振荡特性，LOD格式的效果与
LW几乎相同，而迎风格式在一定数值衰减的情况下表现出了更好的光滑性，连续与间断情
况的二范数误差曲线如图 23。

虽然 LOD与 LW对应的误差曲线无法通过肉眼分辨差别，比较后可以得到 LW格式两
种情况的误差略小于双重循环下的 LOD格式。不过，计算 L2 稳定性条件可得 LOD格式可
以比 LW格式选取更长的时间步长，稳定性更好，二者各有优劣。
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图 21: 二维线性双曲守恒律模拟算例 7

图 22: 二维线性双曲守恒律模拟算例 8

图 23: 二维线性双曲守恒律对算例 7、算例 8离散误差
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§3.1.2 一般二维守恒律

在非线性的情况下，LW格式由于涉及交叉项，事实上是难以推导的，因此由采用 LW
通量的 LOD格式代替。完全类似地，可以考虑不同通量利用 LOD格式后在非线性守恒律离
散中的效果。

算例 9. 考虑非线性方程

ϕt + ϕϕx + ϕ3ϕy = 0, (x, y) ∈ [−5, 5]× [−5, 5],

给定初值为

u0(x, y) =



0.7 x ≥ 0, y ≥ 0

0.2 x ≥ 0, y < 0

0.3 x < 0, y ≥ 0

0.5 x < 0, y < 0

,

并保持边界值不变。

我们测试五种不同的通量，分别是迎风数值通量、LW通量、LF通量、修正的 LF通量
与 Godunov通量，固定 ∆x = ∆y = 0.05，∆t = 0.001，利用双重循环的 LOD格式，模拟到
T = 3的时刻，得到的结果如图 24。

从图中可以直观看出，LF通量由于数值耗散过于严重而导致光滑、LW通量则因为数值
振荡导致解不稳定、甚至溢出，剩下的三种通量都基本准确地捕获了解中的激波。不过，迎

风数值通量并不能正确捕获稀疏波，而是仍当作激波处理，这与一维时的基本结果一致。修

正的 LF通量与 Godunov通量均正确刻画了稀疏波，相比之下，修正的 LF通量边界更加光
滑，符合 LF通量的性质，而 Godunov通量的边界相对粗糙。

与一维情况类似，LF通量、LW通量都是易于推广到向量的，修正的 LF通量虽然准确
求解相对困难，我们稍后可以看到，保证 α 为特征值最大值的某个估计也能得到较好的效

果。比起计算更加复杂的迎风通量与 Godunov通量，修正的 LF通量是效果最好的。

第 2节 三角网格非连续有限元

确定选择修正的 LF通量后，我们将采用非连续有限元方式进行二维理想磁流体方程的
离散。由于其形式相对复杂，我们拆分为三步：先对一维理想流体满足的欧拉方程进行离散，

然后提升到二维三角形网格的理想流体中，最终完成二维理想磁流体方程的离散。
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图 24: 五种数值通量捕获算例 9激波与稀疏波结果对比
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§3.2.1 一维欧拉方程

一维欧拉方程的形式为
ρ

ρv

E


t

+


ρv

ρv2 + p

v(E + p)


x

= 0, E =
p

γ − 1
+

1

2
ρv2.

视第一项 (ρ, ρv, E)T 为向量 ϕ，将第二项看为 ϕ的函数，即可反解出 ρ, v, p等在端点的

值，从而将其写为了守恒形式。

计算可得其对应的

f ′(ϕ) =


0 1 0

(γ − 3)v2/2 (3− γ)v γ − 1

(γ − 1)v3/2− v(E + p)/ρ (E + p)/ρ− (γ − 1)v2 γv

 ,

进一步计算发现其特征值为

λ1 = v − c, λ2 = v, λ3 = v + c, c =

√
γp

ρ
,

且 f ′(ϕ)可以进行相似对角化，从而其的确是双曲守恒律组。

采用修正的 LF数值通量，也即

f̂LF (ϕ−, ϕ+) =
1

2
(f(ϕ−) + f(ϕ+)− α(ϕ+ − ϕ−))

这里 α为对应的范围 ρ、ρv、E 各自在区间中取值时 f ′(ϕ)特征值绝对值的最大值，简单分

析可发现最大值不可能在 λ2处取到，且必然取在端点处，又由单调性可知能取为

α = max
{
|v± ± c±|

}
,

其中下标表示最大值、最小值，max代表每个 ±任取时的最大值。
记m = ρv，将方程写为

ρ

m

E


t

+


m

(γ − 1)E + (3− γ)m2/(2ρ)

γEm/ρ+ (1− γ)m3/(2ρ2)


x

= 0,

离散时取左侧为 R,M,H，与浅水波方程完全类似得到方程，从而进一步计算出迭代结果。

理论来说，只涉及有理函数时可计算积分得到精确解，如仍考虑线性函数空间，将Rn
2k−1, R

n
2k

记为 R1, R2，M 与 H 同理，记 ∆x = ∆y = h可得迭代

Mn+1
2k−1 =M1 − 3ν(γ − 1)(H1 +H2)

− 3(3− γ)

2(R1 −R2)3
(
(M1 −M2)(R1 −R2)(M1R1 + 3M2R1 − 3M1R2 −M2R2)

+ 2(M2R1 −M1R2)
2 ln(hR1)− 2(M2R1 −M1R2)

2 ln(hR2)
)

+ 4νf̂2,2k−1 + 2νf̂2,2k

.
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然而，这样迭代的计算量过大，因此采用精确计算结合估算的方式，最终迭代过程为

Rn+1
2k−1 = Rn

2k−1 − 3νMn
2k−1 − 3νMn

2k + 4νf̂1,k−1 + 2νf̂1,k

Rn+1
2k = Rn

2k + 3νMn
2k−1 + 3νMn

2k − 2νf̂1,2k−1 − 4νf̂1,k

Mn+1
2k−1 =Mn

2k−1 −
6ν

h

∫ kh

(k−1)h

f2(ϕ
n)dx+ 4νf̂2,k−1 + 2νf̂2,k

Mn+1
2k =Mn

2k +
6ν

h

∫ kh

(k−1)h

f2(ϕ
n)dx− 2νf̂2,k−1 − 4νf̂2,k

Hn+1
2k−1 = Hn

2k−1 −
6ν

h

∫ kh

(k−1)h

f3(ϕ
n)dx+ 4νf̂3,k−1 + 2νf̂2,k

Hn+1
2k = Hn

2k +
6ν

h

∫ kh

(k−1)h

f3(ϕ
n)dx− 2νf̂3,k−1 − 4νf̂3,k.

这里的积分中 ϕn指 ρ,m,E 满足分段线性所构造出的 ϕ，其精确计算即得到精确解，而

实际上采用高斯积分的方式进行估算，于是算法流程为：

1. 利用给定的初始 ρ、m、h对 R、M、H 进行初始化。

2. 利用特征值计算出每个区间端点处的 α。

3. 通过 α计算得到一切数值通量 f̂d,k。

4. 利用给定的 N，采用 N 点高斯积分估算 f2与 f3的积分。

5. 计算迭代并按所给边界条件修正边界值，回到第二步。

考察如下算例：

算例 10. 对欧拉方程在 x ∈ [−5, 5]考虑 Riemman问题，取左侧 (ρl,ml, hl) = (1, 0, 1)，右侧

(ρr,mr, pr) = (0.125, 0, 0.1)。

利用三点高斯积分估算 f2, f3的积分，得到的迭代结果作 ρ, v, p图像如图 25。可以发现，
除了激波与稀疏波以外，还出现了接触间断，也即 ρ连续、v与 p间断的情况，符合欧拉方

程的性质。

在这个过程中，我们已经应用到了高斯积分进行积分的估算，推广到二维后，整体的计

算流程仍然类似，但计算会变得更加复杂。
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图 25: 欧拉方程算例 10的激波、稀疏波、接触间断

§3.2.2 二维欧拉方程

二维的欧拉方程形如
ρ

ρu

ρv

E


t

+


ρu

ρu2 + p

ρuv

u(E + p)


x

+


ρv

ρuv

ρv2 + p

v(E + p)


y

= 0, E =
p

γ − 1
+

1

2
ρu2 +

1

2
ρv2,

记 l = ρu,m = ρv，向量记作 ϕ，则方程可写为 ϕt + f(ϕ)x + g(ϕ)y = 0的形式，即
ρ

l

m

E


t

+


l

l2

ρ
+ (γ − 1)

(
E − l2

2ρ
− m2

2ρ

)
lm
ρ

γ lE
ρ
− (γ − 1) l

2ρ2
(l2 +m2)


x

+


m
lm
ρ

m2

ρ
+ (γ − 1)

(
E − l2

2ρ
− m2

2ρ

)
γmE

ρ
− (γ − 1) m

2ρ2
(l2 +m2)


y

= 0.

于是有

f ′(ϕ) =


0 1 0 0

1
2ρ2

((γ − 3)l2 + (γ − 1)m2) (3− γ) l
ρ

(1− γ)m
ρ

γ − 1

− lm
ρ2

m
ρ

l
ρ

0

−γ lE
ρ2

+ (γ − 1) l
ρ3
(l2 +m2) γE

ρ
− γ−1

2ρ2
(3l2 +m2) (1− γ) lm

ρ2
γ l
ρ

 ,

g′(ϕ) =


0 0 1 0

− lm
ρ2

m
ρ

l
ρ

0
1

2ρ2
((γ − 1)l2 + (γ − 3)m2) (1− γ) l

ρ
(3− γ)m

ρ
γ − 1

−γmE
ρ2

+ (γ − 1)m
ρ3
(l2 +m2) (1− γ) lm

ρ2
γE

ρ
− γ−1

2ρ2
(3m2 + l2) γm

ρ

 ,

进一步计算 f ′(ϕ) cos θ + g′(ϕ) sin θ可发现其能相似对角化，于是的确是二维双曲守恒律组。
二维三角网格中的有限元方法，在某个三角形中的基本方程为[5]∫∫

△j

ϕtvdxdy −
∫∫

△j

(f(ϕ)vx + g(ϕ)vy)dxdy +
∮
∂△j

(f(ϕ)n1 + g(ϕ)n2)vds = 0,
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这里 n⃗ = (n1, n2)为边界的外法向量，v为任何可微函数。

为进行数值计算，我们考虑 ϕ的每个分量与 v均为分段线性函数的情况，并将其改写成∫∫
△j

ϕtvdxdy −
∫∫

△j

(f(ϕ)vx + g(ϕ)vy)dxdy +
∮
∂△j

F̂n(ϕ−, ϕ+)vds = 0

此处 ϕ−, ϕ+在每条边界上代表紧邻边界内与紧邻边界外处 ϕ的值（对三条边可以不同），F̂n

表示某数值通量，如仍取为 LF通量

F̂n(ϕ−, ϕ+) =
1

2

(
f(ϕ−)n1 + f(ϕ+)n1 + g(ϕ−)n2 + g(ϕ+)n2 − α(ϕ+ − ϕ−)

)
,

这里 α为该边附近 n1f
′(ϕ) + n2g

′(ϕ)特征值绝对值的某上界，可通过矩阵一范数等估算。

下面考虑某三角形中，设 v在三个顶点 (xi, yi), i = 1, 2, 3的值为 Vi，ϕ在时刻 ns的第 k

个分量顶点值为 Φn
ki。为方便起见，假设顶点已逆时针排列（这样即可直接从边向量直接旋

转得到法向量）。由于平移不影响积分结果，可不妨设 x1+x2+x3

3
= y1+y2+y3

3
= 0，不会影响得

到的方程。

记

M =


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

 ,


av

bv

cv

 =M−1


V1

V2

V3

 ,


ak

bk

ck

 =
1

s
M−1


Φn+1

k1 − Φn
k1

Φn+1
k2 − Φn

k2

Φn+1
k3 − Φn

k3

 ,

则第一项的积分的第 k个分量即为在三角形内对 (av + bvx+ cvy)(ak + bkx+ cky)积分。由假

设可知 x, y积分均为 0，进一步计算可发现∫∫
△j

ϕk,tvdxdy =∆avak +
∆

12
(x21 + x22 + x23)bvbk +

∆

12
(y21 + y22 + y23)cvck

+
∆

12
(x1y1 + x2y2 + x3y3)(bvck + cvbk),

这里 ∆ = 1
2
| detM |为三角形面积（由逆时针排列，事实上可去掉绝对值）。

同理代入 v计算得第二项的第 k个分量为∫∫
△j

(fk(ϕ)vx + gk(ϕ)vy)dxdy = bv

∫∫
△j

fk(ϕ)dxdy + cv

∫∫
△j

gk(ϕ)dxdy.

第三项对边界的积分可拆分为（此处两点间积分代表沿直线）∮
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)vds =
∫ (x2,y2)

(x1,y1)

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)(av + bvx+ cvy)ds

+

∫ (x3,y3)

(x2,y2)

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)(av + bvx+ cvy)ds

+

∫ (x1,y1)

(x3,y3)

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)(av + bvx+ cvy)ds.
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由于三项和为 0对任何线性函数 v成立，比较 av, bv, cv 前的系数可得到方程组

∆ak +

∫
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)ds = 0,

∆

12
(x21 + x22 + x23)bk +

∆

12
(x1y1 + x2y2 + x3y3)ck −

∫∫
△j

fk(ϕ)dxdy +
∫
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)xds = 0,

∆

12
(x1y1 + x2y2 + x3y3)bk +

∆

12
(y21 + y22 + y23)ck −

∫∫
△j

gk(ϕ)dxdy +
∫
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)yds = 0.

记每个三角形相关的系数

Txx =
∆

12
(x21 + x22 + x23),

Txy =
∆

12
(x1y1 + x2y2 + x3y3),

Tyy =
∆

12
(y21 + y22 + y23),

这些系数可以预先计算（注意此处 x, y均需要取平移后的结果），由于欧拉方程的复杂程度，

直接计算积分解析解已经不现实（虽然它的确存在），下面对积分进行数值估算以确定最终

的迭代过程。

先对边界上的积分进行估算。考虑高斯积分，假设在 [−1, 1]上对应 N 个点的位置为 gp，

权重 wp，则三角形上可以取 3N 个点，位置与权重分别为

xp =
1

2
(x1 + x2 + gp(x2 − x1)), yp =

1

2
(y1 + y2 + gp(y2 − y1)),

ωp =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

2
wp,

xp+N =
1

2
(x2 + x3 + gp(x3 − x2)), yp+N =

1

2
(y2 + y3 + gp(y3 − y2)),

ωp+N =

√
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2

2
wp,

xp+2N =
1

2
(x3 + x1 + gp(x1 − x3)), yp+2N =

1

2
(y3 + y1 + gp(y1 − y3)),

ωp+2N =

√
(x1 − x3)2 + (y1 − y3)2

2
wp.

记 F̂n在 n∆t时刻 (xi, yi)处的值为 F̂ n
i ，则可计算出

F n
k =

∫
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)ds ≈
∑
i

ωiF̂
n
i,k,

F n
xk =

∫
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)xds ≈
∑
i

ωixiF̂
n
i,k,
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F n
yk =

∫
∂△j

F̂n,k(ϕ−, ϕ+)yds ≈
∑
i

ωiyiF̂
n
i,k.

此外，我们还需要估算

fn
k =

∫∫
△j

fk(ϕ)dxdy, gnk =

∫∫
△j

gk(ϕ)dxdy.

不失一般性，考虑对任何函数 ψ的积分[8]∫∫
△j

ψ(x, y)dxdy,

作变换 x = x1(1− ξ − η) + x2ξ + x3η

y = y1(1− ξ − η) + y2ξ + y3η

可以将积分化为

2∆

∫ 1

0

∫ 1−η

0

ψ(x(ξ, η), y(ξ, η))dξdη.

将其进一步变换为正方形上的积分，由二重高斯积分可得到∫∫
△j

ψ(x, y)dxdy ≈ ∆
∑
i,l

wiwl
1− gl
4

ψ(x(ξil, ηil), y(ξil, ηil)),

ξil =
(1− gi)(1 + gl)

4
, ηil =

1 + gl
2

.

综合上方数值积分结果后，最终可以得到
ak = − 1

∆
F n
k

bk =
1

TxxTyy−T 2
xy
(−TyyF n

xk + Tyyf
n
k + TxyF

n
yk − Txyg

n
k )

ck =
1

TxxTyy−T 2
xy
(−TxxF n

yk + Txxg
n
k + TxyF

n
xk − Txyf

n
k )

,

由此 
Φn+1

k1

Φn+1
k2

Φn+1
k3

 =


Φn

k1

Φn
k2

Φn
k3

+ sM


− 1

∆
F n
k

1
TxxTyy−T 2

xy
(−TyyF n

xk + Tyyf
n
k + TxyF

n
yk − Txyg

n
k )

1
TxxTyy−T 2

xy
(−TxxF n

yk + Txxg
n
k + TxyF

n
xk − Txyf

n
k )

 .

事实上，上述的讨论对任何方程 ϕt + f(ϕ)x + g(ϕ)y = 0都可使用，而为解决欧拉方程的

情况，距离写出代码，还必须给出 α的具体形式。直接计算可知 f ′(ϕ)、g′(ϕ)特征值为

λ1 = λ2 = u, λ3 = u+c, λ4 = u−c, µ1 = µ2 = v, µ3 = v+c, µ4 = v−c, c =

√
γp

ρ
,
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而记 vn = un1 + vn2，n1f
′(ϕ) + n2g

′(ϕ)的实际特征值为 vn, vn, vn + c, vn − c，为方便起见，

估算 n1f
′(ϕ) + n2g

′(ϕ)区间内模最大特征值的模长上界为

α = max(|um|, |vm|) + cm,

这里下标m代表区间中使绝对值最大的点，而由物理意义必然有 cm > 0。

综合以上过程，我们最终得到二维非线性守恒律三角形网格 DG算法的一般流程：

1. 给定三角网格 T 与对应的邻接关系、高斯积分点个数 N、ϕ各分量初始值与边界条件。

2. 初始化与预计算：

(a) 按给出的初值对 ϕ进行初始化；

(b) 计算三角形网格的网格参数 Txx、Tyy、Txy、△与每条边的 n1, n2等；

(c) 根据 N，计算所有内部与边界上的高斯点位置及对应权重；

(d) 通过高斯点位置计算插值权重，即高斯点值由三角形三个顶点或边界两个顶点生
成的权重。

3. 计算数值通量相关积分：

(a) 根据边界插值权重计算出边界高斯点附近的 ϕ−与 ϕ+；

(b) 通过 ϕ−, ϕ+估算每个边界高斯点的 α；

(c) 计算数值通量在每个边界高斯点的值 F̂ n
k；

(d) 乘权重求和计算出 F n
k、F

n
xk 与 F n

yk。

4. 计算通量函数积分：

(a) 通过内部插值权重计算出内部高斯点的 ϕ；

(b) 将 ϕ代入通量函数，乘权重求和计算出 fn
k 与 gnk。

5. 迭代最终求解：

(a) 由上述数值积分结果计算出 ak、bk、ck。

(b) 对每个 k，以 ak、bk、ck 代入迭代公式求解出 ϕk。

(c) 更新边界使得符合边界条件。

6. 检验结果，回到第三步。

下面进行一些数值实验以检验算法的性质。
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算例 11. 对二维欧拉方程考虑 [0, 1]× [0, 1]区域循环边界条件，初值 v⃗ = 0，ρ = 0.5恒定，压

强满足

p =



0.3 x ≤ 0.5, y ≤ 0.5

0.7 x > 0.5, y ≤ 0.5

0.5 x > 0.5, y > 0.5

0.1 x ≤ 0.5, y > 0.5

.

考虑简单的直角三角形网格，先划分为 0.02× 0.02的正方形，再将每个正方形划分为两

个直角三角形，以时间步长 0.001计算，不同时刻的结果如图 26。

图 26: 二维欧拉方程算例 11

可以看出，算法正确模拟了流体向低压强区域汇聚而形成的波动，且的确捕获了初值的

间断性质。

算例 12. 考虑 [0, 1]区间二维欧拉方程沿 x方向传播的间断，即 ρ在 x > 0.5时为 0.3，否则
为 0.7，初始速度、压强满足 u = 1, v = 0, p = 0。

算例 12演化过程如图 27。从图中可以看出，演化时两侧都出现了波动的结构，且正确
进行了 x方向的移动。
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图 27: 二维欧拉方程算例 12

不过，算例 12中也可以看到，原本的间断处出现了一些数值不稳定，类似的结果在上
一节中也可观察到，而二维情况由于网格相对一维稀疏，这样的数值不稳定影响将会更大，

甚至导致 ρ、p不再保证为正，我们将在第四章进行解决。

§3.2.3 二维理想磁流体方程

最后，我们来进行理想磁流体方程的离散。物理上的理想磁流体力学方程组 [Ideal MHD
equations]为 

ρt +∇ · (ρv⃗) = 0

ρ
(

∂
∂t
+ v⃗ · ∇

)
v⃗ = J⃗ × B⃗ −∇p

∇× E⃗ = −B⃗t

∇× B⃗ = µJ⃗

∇ · B⃗ = 0

E⃗ + v⃗ × B⃗ = 0

(pρ−γ)t = 0

,

这里 ρ表示密度，v⃗为速度，J⃗ 为电流密度，B⃗, E⃗为磁感应强度与电场强度，p为压强，γ表

示绝热常数。
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无量纲化后的守恒形式为[3]

ρ

ρu1

ρu2

ρu3

E

B1

B2

B3


t

+



ρu1

ρu21 + S − B2
1

ρu1u2 − B1B2

ρu1u3 − B1B3

(E + S)u1 −KB1

0

u1B2 − u2B1

u1B3 − u3B1


x

+



ρu2

ρu1u2 − B1B2

ρu22 + S − B2
2

ρu2u3 − B2B3

(E + S)u2 −KB2

u2B1 − u1B2

0

u2B3 − u3B2


y

+



ρu3

ρu1u3 − B1B3

ρu2u3 − B2B3

ρu23 + S − B2
3

(E + S)u3 −KB3

u3B1 − u1B3

u3B2 − u2B3

0


z

= 0,

其中

E =
p

γ − 1
+

1

2
ρ(u21 + u22 + u23) +

1

2
(B2

1 +B2
2 +B2

3),

S = p+
1

2
(B2

1 +B2
2 +B2

3), K = u1B1 + u2B2 + u3B3.

根据物理意义，其 p与 ρ应恒非负，且通过方程形式可推出无散度 [divergence-free]条
件，即

∇ · B⃗ = 0.

将其看作 ϕt+ f(ϕ)x+ g(ϕ)y +h(ϕ)z，直接求解可知此问题中 n1f
′(ϕ)+n2g

′(ϕ)+n3h
′(ϕ)

的特征值为

un, un, un + cf , un − cf , un + ca, un − ca, un + cs, un − cs,

记 B = ∥B⃗∥、a =
√
γp/ρ，则其中

un = u1n1 + u2n2 + u3n3, ca =

√
K2

ρ
,

cf =

√√√√1

2

(
a2 +

B2

ρ
+

√(
a2 +

B2

ρ

)2

− 4a2
K2

ρ

)
,

cs =

√√√√1

2

(
a2 +

B2

ρ
−

√(
a2 +

B2

ρ

)2

− 4a2
K2

ρ

)
.

计算可得特征值最大、最小值一定为 un ± cf，从而 α可取为

α =
√
u21,m + u22,m + u23,m + cf,m,

这里m仍然代表最大值，而 cf,m中的 K2可放缩为 0，从而避免对 K 的估算。
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其二维情况即假设所有变量对 z导数为 0，得到的方程组守恒形式为

ρ

ρu1

ρu2

ρu3

E

B1

B2

B3


t

+



ρu1

ρu21 + S − B2
1

ρu1u2 − B1B2

ρu1u3 − B1B3

(E + S)u1 −KB1

0

u1B2 − u2B1

u1B3 − u3B1


x

+



ρu2

ρu1u2 − B1B2

ρu22 + S − B2
2

ρu2u3 − B2B3

(E + S)u2 −KB2

u2B1 − u1B2

0

u2B3 − u3B2


y

= 0,

于是，仍可利用上一部分的流程进行迭代计算。这时无散度条件成为

∂B1

∂x
+
∂B2

∂y
= 0.

由于欧拉方程时已经测试了较简单的算例，这里考虑一个相对复杂的算例：

算例 13. 对二维理想磁流体方程组，记

D = {(x, y) | (x− 0.5)2 + (y − 0.5)2 < 0.1},

并取 γ 为理想气体对应的 5/3，初值

ρ0(x, y) =

1 (x, y) ∈ D

0.6 (x, y) /∈ D
, v⃗0(x, y) = 0,

B⃗0(x, y) =
1

5
(x,−y,−x), p0(x, y) = 4x(1− x)y(1− y) + 0.2.

并保持边界处所有量值恒定，边界外 B⃗ 恒为 0。

其随时间演化的效果如图 28，虽然整体模拟出了磁流体的演化，但仍可看到 D的边界

扩大时出现的数值振荡。

由于初值 B⃗ 在间断处无法直接保证 ∇ · B⃗ = 0，我们转而考察忽略物理条件，可直接由

方程推出的条件 (∇ · B⃗)t = 0。考虑每个小三角形上的 ∇ · B⃗，由于 B⃗ 在其上视为线性函数，

tn时可直接写成 bnB1
+ cnB2

，即

1

2△
((y2−y3)Bn

1,1+(y3−y1)Bn
1,2+(y1−y2)Bn

1,3+(x3−x2)Bn
2,1+(x1−x3)Bn

2,2+(x2−x1)Bn
2,3).

对第 k 个三角形，记上述结果与初始时的差为 enk，并记 ∥en∥∞ 为散度误差，作图可得
图 29。

从图中可发现，出于迭代过程的误差，散度为 0难以保证，这导致了不符合物理的结果。
除此以外，上述的数值不稳定对 ρ、p恒正的破坏与可能出现的数值振荡也需要解决，这将

在第四章讨论。
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图 28: 二维MHD方程算例 13演化

图 29: 二维MHD方程算例 13散度误差演化
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第 3节 本章小结

本章中，我们完成了一个二维双曲守恒律组的基本离散算法。从二维守恒格式与数值通

量的分析出发，选择了修正的 LF通量后，即可以构造出二维非连续有限元格式的基本方程。
进一步取定多项式空间后，方程中的部分项可以精确求解。将剩下的项进行一维或二维高斯

积分估算，即能得到显式的迭代算法。
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第 4章 算法改进

本章我们将对上一章完成的离散算法进行改进。对二维理想磁流体方程组，上述方法有

三个方面的问题：间断处容易产生数值振荡、无法保证密度和压强恒正的物理性质、无法控

制磁场散度恒为 0。此外，直接计算迭代的速度相对较慢。通过引入 TVB限制器、极值限制
器与局部无散度限制器，可以达到减少数值振荡并使解符合物理的效果，而加入自适应步长

后，即能加快迭代速度。

第 1节 限制器

首先，我们来尝试解决数值振荡的问题，为此，需要先回到一维的情况。在一维尝试的

各种格式中，只有 LW格式会出现数值振荡，迎风格式、Godunov格式与 LF格式都并不会出
现。进一步观察可以发现，它们事实上保证了对单调初值的结果仍然是单调的，这样既可以

避免数值振荡，也可以在一定程度保证极值。下面尝试以此出发构造减轻数值振荡的格式。

§4.1.1 TVD限制器

由偏微分方程理论可知，双曲守恒律若初值单调，则任何时刻熵解有相同单调性[1]，若

数值格式也满足此性质，则称为单调保持格式。然而，此性质一般难以验证，因此我们关注

一更强的性质：

双曲守恒律的熵解满足若初值 v0(x) ≥ u0(x)处处成立，则此后一定都有 v(x, t) ≥ u(x, t)。

若数值格式满足此性质，即

vnj ≥ unj , ∀j =⇒ vn+1
j ≥ un+1

j , ∀j,

则称为单调格式，其等价定义为，对给定的臂长 l, r，将格式写为

un+1
j = H(unj−l, u

n
j−l+1, . . . , u

n
j+r),

后对 H 的每个分量非减，可微时即偏导非负。

可直接由等价定义验证单调格式一定是单调保持格式，而之前讨论的格式中，LF格式
与 Godunov格式都是单调格式，而 LW格式、迎风格式并非单调格式。对单调格式，若其
数值解一致有界且能够收敛，则可以证明收敛结果必然为熵解。然而，对线性双曲守恒律的

Godunov定理依然成立，即单调格式至多具有一阶截断误差。
然而，由于单调性是一个全局的性质，我们很难对格式作简单调整使其满足单调性。此

外，迎风格式虽然不是单调格式，仍能保证几乎不存在数值振荡，这意味着可以寻找更弱的

条件。实分析中，用全变差描述某区间 Lebesgue可测函数的振荡强度：

TV (v) = lim sup
ε→0

1

ε

∫
|v(x)− v(x− ε)|dx,
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可以证明熵解满足时间增加时全变差不增，若将数值全变差定义为

TV (w) =
∑
j

|wj+1 − wj|,

则满足其随时间增加不增的格式，则称为 TVD [Total Variation Diminishing]格式。
一个易于使用的判别方式是 Harten引理[10]，即设数值格式具有增量形式（这里 C,D可

能与 u相关）

un+1
j = unj − Cj−1/2(u

n
j − unj−1) +Dj+1/2(u

n
j+1 − unj )

且满足 Cj+1/2 ≥ 0, Dj+1/2 ≥ 0, Cj+1/2 +Dj+1/2 ≤ 1,则直接利用三角不等式可得到其是 TVD
格式。

在 CFL条件下，对 Roe型迎风格式可取

Cj+1/2 =
ν

2
(1 + sgnAn

j+1/2)
∆xf

n
j

∆xunj
, Dj+1/2 = −ν

2
(1− sgnAn

j+1/2)
∆xf

n
j

∆xunj
,

从而利用 Harten引理可验证其 TVD性。
根据定义计算可知单调格式是 TVD格式，TVD格式是单调保持格式，因此 TVD格式

也可保证数值振荡可控。不过，它只能保证收敛到弱解，而非熵解，正如 Roe型迎风格式无
法刻画稀疏波。

我们希望改进之前的 DG算法，使之满足 TVD性质，这样即可在较好收敛性的前提下
减少数值振荡，而常用的做法是加入 TVD限制器[12]。考虑更一般的DG算法，在一维的迭代
后，每个区间上都由多项式函数构成，记为 pni (x)，以面省略上标 n以方便书写。根据多项式，

可以计算出第 i个区间的平均值 ūi与左右端点值 u+i−1/2、u
−
i+1/2。对比 ūi−1与 ūi+1，ūi − ūi−1

与 ūi+1 − ūi应能控制 ūi − u+i−1/2与 u−i+1/2 − ū。

定义 minmod函数，当其所有输入同号时，取其中绝对值最小的值，否则取 0，我们希
望调整 pi(x)使得

(ūi − u+i−1/2)new = minmod(ūi − u+i−1/2, ūi − ūi−1, ūi+1 − ūi),

(u−i+1/2 − ū)new = minmod(u−i+1/2 − ū, ūi − ūi−1, ūi+1 − ūi),

此外，我们并不希望解的单元平均值发生变化，于是新的 ūi保持不变，满足以上三个条件的

修正就称为添加了 TVD限制器。
当 pi(x)为一次函数时，有

ūi =
U2i + U2i−1

2
,

ūi − u+i−1/2 = u−i+1/2 − ū =
U2i − U2i−1

2
,

于是计算得更新方式可以写为

U new
2i =

U2i + U2i−1

2

+minmod
(
U2i − U2i−1

2
,
U2i + U2i−1 − U2i−2 − U2i−3

2
,
U2i+1 + U2i+2 − U2i − U2i−1

2

)
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U new
2i−1 =

U2i + U2i−1

2

−minmod
(
U2i − U2i−1

2
,
U2i + U2i−1 − U2i−2 − U2i−3

2
,
U2i+1 + U2i+2 − U2i − U2i−1

2

).
我们试着给之前的浅水波方程使用 Godunov通量的 DG求解程序加入 TVD修正，效果

如图 30。

图 30: 浅水波方程 TVD修正

对比之前的效果，可以发现数值振荡的确减少了，达到了较好的效果。不过，现实中，这

样的方法会将光滑极值处也视为振荡而抹去，为此，我们必须放松要求，认为只有 ūi−u+i−1/2

绝对值过大时才认为是数值振荡，否则视为自然出现。具体来说，取定某上界 a，将minmod
函数改为

m̃(x, y, z) =

minmod(x, y, z) |x| > a(∆x)2

|x| x < a(∆x)2
,

即可实现抹去数值振荡与保留原斜率的平衡，这称为 TVB限制器。取 a = 6，离散效果如图

31。

图 31: 浅水波方程 TVB修正

很遗憾的是，这样的格式会在稀疏波处得到比 TVD格式略大的偏差。不过，调整合适
的 a，可以在保证极值不被破坏的同时尽可能减轻误差。此外，值得一提的是，事实上无需

每步都进行 TVB修正。节省算力考虑，每几步进行一次 TVB修正仍能有较好的效果，在实
际测试中，即使 10步进行一次 TVB修正，也能几乎抹去数值振荡。
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§4.1.2 正定性保持

为了保证 p与 ρ为正，我们也可以考虑通过添加限制器的方式进行修正。考虑更一般的

情况，可以证明，对 R上的一维标量守恒律 ut + f(u)x = 0，u(x, t)对给定 t的最大值、最

小值必然包含在初值最大值、最小值中，因此我们尝试增加极值限制器以控制极值[15]，以下

假设 u需要限制在的最小值m、最大值M 已给定，考虑如何对 pni (x)添加限制。

与 TVD限制器类似，我们仍然不希望 ūnj 改变，由此可以得到一个方程。不过，这意味

着我们需要将 ūnj ∈ [m,M ]作为前提条件，而添加限制器是为了保证迭代后的 ūnj+1 ∈ [m,M ]。

估算可以证明，只要保证 pni (x)在每个区间 I 上的高斯点处都在 [m,M ]中，即可保证

ūnj+1 ∈ [m,M ]，于是可写出算法：

1. 对区间 Ii，考虑所有高斯点 x̂iq，计算

θq = min
{∣∣∣∣ M − ūnj
pni (x̂

i
q)− ūnj

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ m− ūnj
pni (x̂

i
q)− ūnj

∣∣∣∣, 1}.
2. 取 θ = minq θq。

3. 构造 (pni )new(x) = (1− θ)ūnj + θpni (x)。

回到线性方程组的情况，由于只要保证两端的点在区间内即可，且两端到 ūnj 距离一致，

省略上标 n，方法可以改写为

θ = min
{∣∣∣∣2M − U2j−1 − U2j

U2j − U2j−1

∣∣∣∣, ∣∣∣∣2m− U2j−1 − U2j

U2j − U2j−1

∣∣∣∣, 1},
U new
2j−1 = (1− θ)

U2j−1 + U2j

2
+ θU2j−1,

U new
2j = (1− θ)

U2j−1 + U2j

2
+ θU2j.

对算例 6通过观察未加限制器的情况得到的 v 与 φ 的范围，添加限制器 vm = −0.23、

vM = 0、φm = 0.1、φM = 0.3后，得到的效果如图 32。

图 32: 添加极值限制器的算例 6模拟
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可以发现，在只有极值处出现数值振荡时，极值限制器的效果与 TVB限制器类似，它
保证了极值在合理的范围内。取定 m = 0,M = +∞，即可得到保持正定的限制器。进一步
地，对之前一维欧拉方程算例 10添加限制器

ρm = 0.125, ρM = 1, (ρv)m = 0, (ρv)M = 0.41, Em = 0.1, EM = 1

后的效果如图 33。

图 33: 添加极值限制器的算例 10模拟

由此可见，极值限制器并不能很好解决非极值处的振荡，因此将极值限制器与 TVB限
制器结合后，可得到最终迭代。TVB限制器中取 a = 1，效果如图 34。

图 34: 添加两种限制器的算例 10模拟

由此可见，两种限制器配合使用可以起到良好的效果。

第 2节 符合物理的离散

回到之前二维 DG算法的问题，我们需要解决数值振荡、p与 ρ为正的保持，与磁场无

散度的保证。为实现前两者，我们需要将 TVB限制器与极值限制器推广到二维三角形网格
中，并将 p的极值限制更新为对能量 E的调整。为实现磁场的无散度，我们可以考虑引入新

的限制器处理 B1与 B2。
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§4.2.1 三角网格限制器

极值限制器由于只涉及单个网格，推广是相对简单的。对线性情况，考虑第 k个三角形

中，假设 Φ在三角形顶点处值为 Φ1,2,3，对应线性方程为，则记 Φ̄ = 1
3
(Φ1 +Φ2 +Φ3)，极值

限制器可以写为

θk = min
{∣∣∣∣M − Φ̄

Φk − Φ̄

∣∣∣∣, ∣∣∣∣m− Φ̄

Φk − Φ̄

∣∣∣∣, 1}, k = 1, 2, 3,

θ = min{θ1, θ2, θ3},

Φnew
k = (1− θ)Φ̄ + θΦk, k = 1, 2, 3.

若只需限制m = 0，可将M 设为 +∞，即忽略 θk 计算中的第一项。不过，对二维欧拉

或磁流体方程来说，需要限制 p非负，但 p是通过其他量算出的，无法简单构造极值限制器。

这里采用一个简单的想法，即先算出 p，对 p添加极值限制器，并由此重新解出 E。

TVB限制器的实现要更加复杂，究其原因，在三角形网格中，我们无法直接得到一个三
角形与相邻三角形的 x、y方向斜率差别。退而求其次，我们选择用相邻的不同三角形的 x、

y方向斜率进行对比。假设 Φ以顶点值在三角形插值出的线性函数为

Φk(x, y) = ak + bkx+ cky,

并假设相邻三角形为 k1,2,3，对应函数为 Φk1,2,3(x, y) = ak1,2,3 + bk1,2,3x+ ck1,2,3y，则构造（b, c

为事先选好的参数）

bnewk =

minmod(bk, bk1 , bk2 , bk3) |bk| > b△

bk |bk| < b△
,

cnewk =

minmod(ck, ck1 , ck2 , ck3) |ck| > c△

ck |ck| < c△
.

由于我们已经通过平移将三角形的中心放在了 (0, 0)，ak 恰好就是保持不变的 Φ̄，于是

只需要对应调整 bk 与 ck，即能保证斜率得到限制。

在欧拉方程的离散中增添参数 b = c = 1000的 TVB限制器与 ρ、p保正的限制器后，对

算例 12 x方向传播的算例效果如图 35，可以发现原本的数值振荡得到了明显的抑制。对另
一个算例，取 b = c = 5000，效果如图 36，也可发现对数值振荡的消除效果明显。

§4.2.2 无散度限制器

添加了 TVB限制器与极值限制器后，数值振荡已经得到了较好的解决。接下来，为了
保证解符合物理，需要对 ∇ · B⃗ 进行限制，我们仍然可以采用增添限制器的手段[7]。

考虑迭代后形成的任何 B1, B2，假设其在第 k个三角形的线性函数为

B1,k(x, y) = ak,1 + bk,1x+ ck,1y,
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图 35: 添加二维限制器的算例 12模拟

图 36: 添加二维限制器的算例 11模拟
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B2,k(x, y) = ak,2 + bk,2x+ ck,2y,

则散度为 0的条件即为 bk,1 + ck,2 = 0。

由于实际偏差不应太大，可直接采用平移的方案，成为

bnewk,1 =
bk,1 − ck,2

2
, cnewk,2 =

ck,2 − bk,1
2

.

在 TVB限制器后进一步利用此限制器，即可实现散度恒为 0。事实上，可以对初值也添
加此限制器保证初始散度的合理性。更一般地，对每个三角形上取多项式的情况，可通过调

整非零项系数使得满足 TVB限制后的斜率要求，并调整最高次项系数使得极值或无散度限
制得到满足。考虑类似之前的算例：

算例 14. 在算例 13中取循环边界条件，且初值 ρ0外侧从 0.6变为 0.7，其他初值保持不变。

其演化效果如图 37，可以看出确实避免了数值振荡的出现。

图 37: 添加三种限制器的算例 14模拟

考虑更极端的例子：

算例 15. 在算例 14中将压强初值修改为 1.2− 16x(1− x)y(1− y)，且 B⃗初值变为算例 14的
5
3
倍，其余初值与边界条件保持不变。

这是一个向中间汇聚的波，在之前的代码中由于 p与 ρ很快不再为正而无法正确模拟，

而加入了限制器后的迭代效果如图 38。
可以发现，此系统反映了由压强分布引起的汇聚，亦包含磁场导致的偏移，整体呈现明

显的波动特性。

§4.2.3 自适应步长

在添加了无散度、极值与 TVB限制器后，虽然迭代中的数值误差得到了减小，但迭代的
时间显著延长了。为此，我们希望通过一些方法改进迭代的速度。除了如之前所说每隔几步

再进行 TVB修正以外，结合一些自适应的优化策略也是可选的方案。例如，可以采用类似
信赖域的思路，以 ρ、p在进入极值限制器前是否有违反正定性作为条件，若不存在违反，则
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图 38: 高马赫数二维MHD方程算例 15模拟
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认为步长可以扩大，按某比例放大，直至到达最大步长；否则，缩小步长以保证迭代的精确

性。取初始步长为 0.0001，假设不违反则放大为min(1.2s, 0.003)，而违反正定性则缩小为 5
6
s，

对上节算例的迭代效果如图 39，可以看到，到达同样时间的迭代步数大幅减小（图 38中迭
代步长恒为 0.0001，每两张图片均相隔 200步迭代），且并没有损失波动信息。

图 39: 自适应步长高马赫数二维MHD方程算例 15模拟

除此以外，事实上限制器本身也可以通过优化的方式进行构造，以达到更好的效果[14]。

不过，在当前的例子中，由于需要与三角形网格适配，用优化构造限制器反而可能减慢迭代。

第 3节 本章小结

本章先从一维的情况出发介绍了 TVD、TVB与极值限制器的来源和构造，并展示了一
维欧拉方程加入限制器的效果。接着，将限制器推广到二维三角网格中，即可以对上章构造

的二维理想磁流体方程组应用。通过极值限制器是否被触发可以得到数值近似的可信程度，

从而由此出发进行步长自适应调整，即能得到符合物理且加速的迭代。
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第 5章 总结与讨论

第 1节 讨论

§5.1.1 存在问题

虽然此方法已经达到了相对较好的效果，仍有一些问题需要解决：

1. 理论收敛阶问题。虽然原本的 DG方法可以直接利用有限元的分析得到收敛性，在添
加了几种限制器后，数值性态会变得更加复杂，需要进一步的理论分析。

2. 高阶多项式空间的性态。本文主要实现了二维情况的线性函数 DG方法，对更高阶的
情况只给出了理论算法，并未进行实验分析，对收敛情况与收敛阶需要进一步的研究。

3. 计算代价问题。总体来说，二维情况进行一步迭代的时间仍然偏高，导致实际的拟合
效率依然偏低，尤其是网格加密时，计算代价会以平方量级提升。

§5.1.2 优化方向

基于这些问题与方法的特性，可以给出一些可能的优化方向：

1. 进一步的理论分析。经过单个限制器的效果可以理论分析，结合 DG方法的迭代过程
可以对每个三角形上的误差进行控制，从而可以理论分析出收敛性。不过，需要更精

细的工具确定收敛的阶数。

2. 对离散网格的实验。除了简单的直角三角形网格之外，还可以尝试间断处加密的网格，
或是以一些标准评价进行自适应网格的构造，观察离散方法在不同网格的效果。

3. 更多有限元空间的尝试。对高阶多项式空间，其拟合效果更加精确，但数值振荡更加
严重，结合限制器后，可进行更深入的理论、实验分析。

4. 限制器的优化。这里限制器的构造都采用了最基本的方式，事实上可以结合周围条件
进行更准确的构造，减小刻画过程中信息的损失。

5. 邻接部分向量化。虽然算法实现中绝大部分步骤已经完成了向量化，邻接部分仍然需
要通过一个个填入进行计算，可以考虑利用更好的数据结构将邻接部分亦向量化，优

化迭代速度。

第 2节 总结

通过对离散方法与数值通量的分析、实验，我们最终选择了三角网格非连续有限元法进

行二维守恒型方程的离散，并在结合限制器等思路后得到了二维理想磁流体方程组的最终迭

代算法：
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1. 给定三角网格 T 与对应的邻接关系、高斯积分点个数 N、ϕ各分量初始值与边界条件。

2. 初始化与预计算：

(a) 按给出的初值对 ϕ进行初始化；

(b) 计算三角形网格的网格参数 Txx、Tyy、Txy、△与每条边的 n1, n2等；

(c) 根据 N，计算所有内部与边界上的高斯点位置及对应权重；

(d) 通过高斯点位置计算插值权重，即高斯点值由三角形三个顶点或边界两个顶点生
成的权重。

3. 计算数值通量相关积分：

(a) 根据边界插值权重计算出边界高斯点附近的 ϕ−与 ϕ+；

(b) 通过 ϕ−, ϕ+估算每个边界高斯点的 α；

(c) 计算数值通量在每个边界高斯点的值 F̂ n
k；

(d) 乘权重求和计算出 F n
k、F

n
xk 与 F n

yk。

4. 计算通量函数积分：

(a) 通过内部插值权重计算出内部高斯点的 ϕ；

(b) 将 ϕ代入通量函数，乘权重求和计算出 fn
k 与 gnk。

5. 迭代最终求解：

(a) 由上述数值积分结果计算出 ak、bk、ck。

(b) 对每个 k，以 ak、bk、ck 代入迭代公式求解出 ϕk。

(c) 更新边界使得符合边界条件。

6. 修正为物理解：

(a) 对所有分量添加 TVB限制器，避免数值振荡。

(b) 对 B1、B2分量添加无散度限制器，确保散度为 0。

(c) 对 ρ添加极值限制器，确保其非负。

(d) 由各分量计算出 p，并对 p添加极值限制器确保其非负，反解出 E 作为 E 的最终

值。

7. 检验结果，并根据迭代效果确定新的步长，回到第三步。

经实际检验，此算法可以准确捕获磁流体演化，且对间断初值仍能起到较好的效果。给

定间断处更精细的三角网格后，算法可以实现更好的收敛。事实上，算法中物理解的修正与

通过解析情况的显式解进行的迭代过程，也可以给更复杂的守恒律离散方法提供思路。
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