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1. 课程介绍



数学建模
Mathematical Modeling



历史上的数学家

欧拉 高斯欧几里得



Siméon Denis Poisson （泊松）

• 泊松的老师
• Laplace, Lagrange, …

• 以Poisson命名的词汇
• Poisson's equation 

• Poisson's integral

• Poisson distribution

• Poisson brackets

• Poisson's ratio 

• Poisson's constant
1781-1840, France



Siméon Denis Poisson （泊松）

1781-1840, France

“Life is good for only two 

things: 

to study mathematics 

and to teach it.”



华罗庚老前辈

• 中科大数学系首任主任

• “中国最伟大的数学家，当代世界上最重要的
数学家之一”



华老的贡献

•纯粹数学
• 解析数论、函数论
• 代数几何、矩阵几何学

•应用数学与计算数学
• 数学技术、计算技术

•数学的应用：数学的普及与推广
• 数学工程
• “统筹法”
• “优选法”



华老推动数学的广泛应用



数学的“哲学三问”

•数学是什么？

•数学好玩吗？

•数学有用吗？



数学是什么？



我们学了很多数学：



数学好玩吗？



数学有用吗？



“知识就是力量”

弗兰西斯·培根



数学知识：



“知识就是力量”

弗兰西斯·培根

“用知识武装的技能才是力量”
- 培小根



我的切身体会

数学不是没有用，而是不够用！



数学建模
Mathematical Modeling



目标：数学思维和建模能力

数学是一种语言和思维

数学建模是解决实际问题的
技能和方法



数学建模的核心能力：
“抽象”能力

1. 透过表象看本质：第一性原理
2. 逻辑推理形递归：演绎法



人类发展的驱动力

• 好奇心与想象力：
• 探索宇宙规律
• 改造现实世界
• 让生活更美好



数学：自然科学的语言及文字

数学来源于生活、并应用于生活！

一种对客观世界规律进行描述的符号系统（文字）



“事物”的抽象：文字



“计数”的抽象：数字



“对象”的抽象：变量与函数

• 幼儿园：2个苹果 + 3个苹果 = 5个苹果

• 小学：2+3=5

• 中学：𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0; 𝑦 = 𝑓(𝑥)

• 大学：∆𝑓 = 0



“数量”的抽象：运算与数



“几何”的抽象

• 丈量土地

《几何原本》

欧几里得几何学的五条公设（公理）： 
1. 任意两个点可以通过一条直线连接； 
2. 任意线段能无限延伸成一条直线； 
3. 给定任意线段，可以以其一个端点作为圆心，该线段作为半径作一个圆； 
4. 所有直角都全等； 
5. 若两条直线都与第三条直线相交，并且在同一边的内角之和小于两个直角，则这两条直线在
这一边必定相交。



“空间关系”的抽象：图及图论



第一性原理（公理）
+

演绎法
=

逻辑（理性）系统



数学的产生与发展

• 起源于非常实际的目的：符号系统
• 计数、土地测量、灌溉系统…

• 再到推理演绎和逻辑体系：逻辑系统
• 抽象总结共性规律：公理体系
• 例子：欧几里得《几何原本》…

• 表达世界规律的符号系统：科学的语言与文字
• 物理、化学、生物、经济…
• 工程技术

• 辅助发现新科学规律
• 相对论、黑洞、引力波…
• （科学能解释的现象仍然有限）



工作（学习、研究）范式

问题

理论
问题

完善现有理论

建立数学模型 解决实际应用

提供理论基础

不断完善理论体系

应用
问题

发现新理论

提取理论问题



工作（学习、研究）范式

问题

理论
问题

完善现有理论

建立数学模型 解决实际问题

提供理论基础

不断完善理论体系

应用
问题

发现新理论

提取理论问题



数学的应用与计算

• 数学有没有用？
• 数学不是没有用，而是不够用
• 现有的数学工具不能解决所有实际问题
• 我在专业研究中遇到很多数学问题而受阻

• 怎么用？如何解决实际问题？
• 将问题进行抽象：数学建模
• 求解模型并验证：数值计算



数学技能：数学建模技能

• 数学是一种思维模式
• “数学方式的理性思维”

• 数学不仅是一些知识，也是一种素质

• 解决实际问题的能力与素质
• 很重要！

数学是一种“语言”！



数学建模的“定义”

• 定义2：用数学的语言和方法，通过抽象、简化建
立能近似刻划并“解决”实际问题的一种数学工具

• 定义1：关于部分现实世界为一定目的而作的抽象、
简化的数学结构，即，用数学术语对部分现实世
界的描述



数学建模的过程



解决问题的关键在于数学建模能力

模型

算法

代码

即：科学研究的过程

问题

数学建模

计算数学

编程实现



简单的数学模型



数学建模早就知

• 我们从小就接触过数学模型与数学应用：
• 应用题

• “甲乙两地相距750公里，船从甲到乙顺水航行需30小时，从
乙到甲逆水航行需50小时，问航速，水速若干？”

• 物体
• “从平静湖面的小船上仍一块石头至水中，湖面是上涨还是下
降？”

• 数学竞赛
• …



例1. 手机电话卡的选择

• 已知：入网电话卡每分钟0.4元，每月25元租金；
神州行卡每分钟0.6元，不用月租金

• 问：选择哪种卡比较省钱？



例2. 电梯运行策略

• 楼房有30层，有2个电梯

• 你在10楼

• 一个电梯在1层，另一个电梯在19层

• 问哪个电梯来接你合理？



例3. 摘桃时机

• 有一片桃林，其中的桃子有大有小

• 你从桃林的一头走到另一头，只能走一次（只能往前走，
不能往回走）

• 你只有一次机会摘桃子

• 问：你什么时候摘桃子最合适（能摘到可能最大的桃子）？



例4. 从科大到合肥站最快的线路



课程信息与要求



课程主页
http://staff.ustc.edu.cn/~lgliu/Courses/MathModeling_2023_spring-summer/default.htm



课程助教

• 陈泽豪 (czh15967722357@mail.ustc.edu.cn)

• 施羽翔 (shiyuxiang@mail.ustc.edu.cn)

• 莫易凡 (moyf@mail.ustc.edu.cn)



在该课上，你们将能学到…

• 抽象思维与数学建模的方法
• 阅读文献
• 科研的初步方法：从数学建模到算法实现
• 论文的写作

• 常用算法
• 算法设计与实现
• 改进与推广

• 编程工具
• C++面向对象编程/Matlab/Mathematica/Grasshopper…
• 图像图形编程、使用程序库

• 学以致用！！



预备知识：数学

• 微积分

• 线性代数

• 微分方程

• 数值方法与计算

• 最优化（运筹学）

• 统计学

• …
还没有学没有关系：数学在
使用的过程中学得更快，能
更深刻地深刻理解和掌握



预备知识：编程

• 编程能将你脑中的想法得到实现并看到、应用
• 从C到C++（面向对象编程）
• Python
• …

• 算法：严谨的逻辑思维

• 数学工具
• Matlab
• Mathematica/Maple
• Lingo/Lindo…

• 其他工具
• Grasshopper, Photoshop…

工欲善其事必先利其器



数学与编程的关系

• 数学是一种思考方式！
• 数学不是没有用，而是不够用！
• 在应用的过程中体会数学的美妙

• 编程能帮助你实现自己的想法
• 编程比学习数学容易得多！
• 较强的动手能力

想法 算法 验证

数学的思维 编程的实现



•乔布斯：“每个人都应学习编
程，因为它教你如何思考”



交叉学科

• 图像处理

• 物理

• 化学

• 经济

• 生物

• 计算机

• 信息

• …



教材：非教材，参考为主

• 《数学模型》第2版，谭永基、蔡志杰编著，复旦大学出
版社，2011



数学建模不是做应用题

• 书中的大部分案例靠自学

• 课程过程中的实际实例剖析
• 课堂内容及作业更重要
• 动手做，“做中学”



课程QQ群： 736711705
（入群验证：ustc）

• 昵称命名规则：“姓名”
• 姓名用实名



课程作业和考试

• 平时作业：75%
• 每2周一个
• 课程强度中等

• 期末大作业：25%
• 模拟全国/美国建模竞赛
• 3人合作完成

• 无期末考试



程序作业递交
• 作业递交是通过CES云作业管理系统来完成

• 主页上有链接及详细的使用说明

• 递交内容：
• 源代码+作业报告

• 所有文件压缩打包成一个文件(zip或rar)
• 系统限制文件大小为30M

• 如文件大小超过30M而无法上传，可以挂到其他云空间
（建议校内的睿客网），然后将链接写到*.txt文件上传



建议：学习使用Github

• 构建自己的Github
• 设为private，不要public：避免其他同学能访问到你
的作业代码

• 管理和维护自己的文档、代码

• 作业提交：将Github的工程目录（去除不必要的
文件）压缩提交



作业要求（1）

• 模型报告书写
• 符合论文规范
• 文字，图表清晰
• 数据说明

• 代码提交
• 文档说明：运行参数，操作等
• 程序能运行：编译通过
• 压缩打包 

• 去除不必要的文件，如\debug目录



作业要求（2）

• 通过CES系统来递交作业，不接受email递交作业

• 必须在规定的最后期限(ddl)之前递交

• 超过最后期限系统将自动不再接受作业



作业要求（3）

• 独立完成

• 相互帮助

• 团队合作

• 绝不允许抄袭！



作业评判维度

95+ 方法新颖巧妙，非常好

85+ 模型建立求解合理有创新，书写很好

80 模型建立求解合理，书写规范

60 模型建立求解基本合理，但书写一般

40 模型建立求解有问题，书写一般

20 模型建立不正确，书写糟糕，态度有问题

0 态度有问题，很遗憾 

对于出色的作业，我们将给予其展示的机会！



作业布置：2周一次

• 周五课上布置作业

• 次周日晚递交

• 次次周五课上讲解作业



课程目标

• 让同学们真正能
• 提高发现问题和解决问题的能力
• 运用知识和寻找知识的能力
• 学有所用，增强兴趣和信心

• 方法
• 多思考分析
• 实践、实践、实践



数学的应用与计算

• 数学来源于生活，而应用于生活中

• 宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，地
球之变，日用之繁，无处不用数学



从数学研究到数学应用

• 信息时代（“大数据时代”） 
• 数学应用的黄金时代

• 数学应用的几大优势
• 信息获取即时(internet)，能跟上前沿
• 计算能力大大提高
• 数据量大大增加
• 高科技投入增多
• 沟通相对容易：手机，电话，网络…



Siméon Denis Poisson （泊松）

1781-1840, France

“Life is good for only two 

things: 

to study mathematics 

and to teach it.”



Life is good for only two things: 

to study mathematics 

and to apply it.

泊小松



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



2. 抽象



方法论

• 抽象
• 简化非本质的因素
• 透过现象看本质

• 迭代
• 将问题转化为已有问题
• 组合、递归

• 执行方法
• Divide-and-conquer

• Coarse-to-fine



第一性原理

• 第一性原理：就是看透事物本质的根本方法

• 最早由古希腊哲学家亚里士多提出：“在每个系统
探索中都存在第一性原理。第一性原理是基本的
命题和假设，不能被省略和删除，也不能被违反”

• 大道至简：本质、道、底层逻辑

• 举例
• 几何学的第一性原理
• 物理学的第一性原理
• 人际交往的第一性原理
• …



(1) 物体对象



什么是“空调”？



从设计者/生产者角度看空调

• 运行原理



从用户的角度看空调

• 用户只关心“对象”的功能及使用功能的接口

• 用户界面：人机（物）接口



用户思维：从用户角度来看对象

• 什么是椅子？

• 什么是手机？

• 什么是激光笔？

• 什么是汽车？

• …



(2) 计算机系统



什么是计算机？

• 功能需求：解决一切可以用“计算”来解决的问题



冯.诺依曼计算机的体系结构



计算机结构的抽象

运算（CPU）

存储（内存）

输入 输出



存储器：内存
• bit（位）：表示两个状态0/1（开/关）



• byte（字节）: 8 bits，表示256个状态

存储器：内存



CPU（运算器）
• 负责程序（指令序列）的执行

• 指令序列也是存放在存储里面
• 计算机加电启动后，CPU从一个固定的存储地址开始执行

• CPU指令集
• 计算类：各类基本数学运算，如加减乘除、sin/cos 等等
• I/O 类：从输入输出设备（存储）读数据、写数据
• 指令跳转类：在满足特定条件下跳转到新的当前程序执行
位置



机器语言：用二进制和编码方
式提供的指令系统编程程序

打孔卡



编程语言+编译器



编程语言+编译器



递归原则
• 1：中央处理器 + 存储：可以支持任意复杂的“计算” 

-- y=f(x)

• 2：输入输出设备：是电脑无限可能的扩展能力

…



操作系统

• 解决软件治理的问题
• 进程与处理机管理、作业管理、存储管理、设备管理、
文件管理

• 提供基础编程接口 (Windows API)
• GDI: 文本、图像、画图
• …



物理内存与虚拟内存



计算机运行全过程



CPU

寄存器
内存
RAM

BIOS

ROM

CMOS

RAM

GPU

显存

主板

电源

网卡

鼠标

键盘

显示器

引导区：引导程序

硬盘

OS引导程序

OS shell

软件1

软件2

文件1

文件2

软盘(A/B)

闪存(USB)

光驱

硬件自检：各种驱动程序

更改的硬件配置存入CMOS

跳转到外部存储的引导区程序



“响应体”对象的抽象

运算（CPU）

存储（内存）

输入 输出

例子：人、电视、空调、汽车…



(3) 面向对象编程



乔布斯：“每个人都应学习编程，因为
它教你如何思考”



程序员的层次

• 架构师
• 核心能力：抽象思维与抽象能力
• 宏观的全局掌控能力

• 工程师
• 软件工程

• 搬砖师（“码农”）
• 编写代码



代码质量的评判维度

• 可阅读性：方便代码流转

• 可扩展性 / 可维护性：方便修改功能，添加新功
能

• 可测试性：质量管理

• 可复用性：简化后续功能开发的难度



热身练习回顾

• 什么是数组？数组的抽象？
• 需求、规格

• 面向对象的编程思想
• 封装 (响应体)

• 数据：存储
• 代码：运算
• 接口：I/O

• 扩充
• vector, list
• template



热身练习批改总结



关于编程
• 好习惯

• 代码规范：程序员的“脸面”

• 程序注释：边写代码边注释，日志…

• Github

• 面向对象编程思维
• 以“接口”（用户面板）为中心的版式

• 熟练C++指针、内存分配与释放、避免内存泄漏

• 调试程序：思路和逻辑清晰、多实践！
• VS debug工具

• F9, F5, F10, F11, ^F5, ^F10, Shift+F10, Shift+F11, …

• 各种查看窗口: stack, variable, watch…

• 使用std::cout不断输出要检查的内容

• 程序员的终身修养
• 泛型编程、模式设计、软件工程、架构师…



(4) 数字图像



什么是图像？



视网膜成像：上亿个感光细胞



视网膜成像：上亿个感光细胞



阴极射线显像管显示器 (CRT)

• 逐个将“点”打在屏幕上的相应位置
• 逐行逐列扫描



彩色CRT显示器（光栅显示器）



图像的抽象表达？



数字图像



颜色三原色：红、绿、蓝



RGB颜色空间

• Color  = a R + b G + c B



Color Spaces: Different Basis

• RGB

• CMY

• CIE XYZ

• s l



数字图像：连续空间的离散采样

continuous color input

d
is

c
re

te
 c

o
lo

r 
o

u
tp

u
t

continuous colors 

mapped to a finite, 

discrete set of colors.

45



数字图像

0.6 R + 0.3 G + 0.1 B



Color Image and Gray Image



图像的抽象

• 我们需要哪些信息可以决定一幅图像？
• 宽、高
• 每个元素的颜色

• 所有像素的值！



图像的抽象

• 矩阵表达，分辨率

图像分辨率: 1024 x 768



图像对象的接口？

• class CImage

• {

• public:
• int GetWidth();

• int Get Height();

• CColor GetPixelAt(int x, int y); 

• void    SetPixelAt(int x, int y, CColor c);

• };



图像编程

• C/C++

• QT

• OpenCV (Open Computer Vision)

• Matlab

• Matlab与C++混合编程



图像的种类

• Binary images (0 or 1)

• Gray images (0~255)

• Color images
• indexed color images

• full color images (24 bits per pixel, 8-red, 8-green, 8-
blue) )



A Binary Image （二值图像）



Gray Images （灰度图像）

• 8 bits per pixel



Full Color Images （全彩图像）

• 24 bits per pixel, and the three channels R G B are 
three gray images respectively
• Each of the channels is encoded by 8 bits

• 32 bits
• (R, G, B, a)



Color Components



图像处理（图像变换）



图像处理的例子



例子：彩色图像灰度化
(Color2Gray)

• 应用？

https://www.rapidtables.com/convert/image/rgb-to-grayscale.html
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/5445596
https://users.cs.northwestern.edu/~ago820/color2gray/



问题：
彩色图像灰度化
哪个结果好？

输入图像

方法1结果

方法2结果





建模：图像--3D空间的点集



Color Spaces: Different Basis

• RGB

• CMY

• CIE XYZ

• s l



RGB CIEl



Example: RGB→ l



例子2：图像颜色风格迁移（“学习”）

?
Reinhard et al. Color transfer between images. IEEE CG&A, 2001.
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/946629



数学模型及算法
• 使点云位置、形状相似（均值和方差变换）

[Reinhard et al. Color Transfer between Images. IEEE CG&A, 2001]



例子3：灰度图像上色

https://zhuanlan.zhihu.com/p/202553515



作业1：图像颜色变换

• 要求：
• 任务：“彩色图像灰度化”、“图像颜色风格迁移”两个
图像处理问题之一

• 提交：作业报告+程序代码
• 作业报告包括：数学模型、测试结果、实验分析等。

• 说明：
• 关于两个问题网上有丰富的资源，可自行查找
• 完成其中的1个问题，如有多种算法可进行比较
• 鼓励有新想法或创新模型及解法

• 编程工具：C++，MATLAB，Python等均可

• 提交时间：2023年3月19日周日晚



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



高维数据分析模型



建模的第一步：抽象

• 抽象
• 简化非本质的因素
• 透过现象看本质

• 迭代
• 将问题转化为已有问题
• 组合、递归

• 方法论：20-80原则
• Divide-and-conquer

• Coarse-to-fine



数字图像的抽象



图像的数学表达

图像分辨率: 1024 x 768



彩色图像的3个通道



图像的颜色变换



问题：彩色图像灰度化
(Color2Gray)
• 抽象：本质是个什么数学问题？

https://www.rapidtables.com/convert/image/rgb-to-grayscale.html
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/5445596
https://users.cs.northwestern.edu/~ago820/color2gray/



问题的描述

0

255

R

G B



彩色图像灰度化：量化问题

𝑓

𝑓: 𝑅3 → 𝑅1

𝑟
𝑔
𝑏

→ 𝑦

𝑦 = 𝑓(𝑟, 𝑔, 𝑏)

实际生活中有哪些量化模型？



多解问题？

.

.

.



问题：彩色图像灰度化

输入图像

方法1结果

方法2结果

是否有唯一解？



1. 线性量化模型
𝑓: 𝑅𝑛 → 𝑅1

方法1：

方法2：

方法3：

𝑓 𝒙 = ෍𝑎𝑖𝑥𝑖 = 𝜶 ∙ 𝒙 𝒙 =

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

𝑦 = max{𝑅, 𝐺, 𝐵}

方法4：

pooling



2. 线性降维模型（主成分分析PCA）



3D → 1D



Principal Component Analysis (PCA)



Principal Component Analysis 

• PCA is the most commonly used dimension 
reduction technique.

• (Also called the Karhunen-Loeve transform).

• PCA – data samples 

• Compute the mean 

• Computer the covariance:



Principal Component Analysis

• Compute the eigenvalues 

and eigenvectors         of the matrix 

• Solve 

• Order them by magnitude:

• PCA reduces the dimension by keeping direction      
such that 



Principal Component Analysis

• For many datasets, most of the eigenvalues       are 
negligible and can be discarded.

The eigenvalue            measures the variation

In the direction e

Example:



Principal Component Analysis

• Project the data onto the selected eigenvectors:

• Where 

• is the proportion of data covered by 
the first M eigenvalues.



3. 空间变换模型：颜色空间

• RGB

• CMY

• CIE XYZ

• 𝑙𝛼𝛽

RGB CIEl

https://blog.csdn.net/daocaokafei/article/details/125194403



Example: RGB→ l



Example: RGB→HSV



RIh
GI

h
BIh

图像的颜色直方图



直方图变换

0

127 255

0
1
2
7

2
5
5

g

0

127 255

0
1
2
7

2
5
5

2
5
5
-g

zero point



CIE CAM 97 Photoshop LAB

CIE XYZ YCrCb

Color



4. 非线性模型

简单线性
投影变换

PCA线性
投影变换

非线性
投影变换



5. 非线性模型：保持视觉对比度

Gooch et al. Color2Gray: Salience-Preserving Color Removal. Siggraph 2005.
https://users.cs.northwestern.edu/~ago820/color2gray/

Color

Grayscale

New Algorithm



色彩产生的因素

• 客观物理因素

• 视觉感知因素



视觉感知的差异

Color Illusion by 

Lotto and Purves

http://www.lottolab.org



优化模型

min   ( (gi - gj) - i,j )




参数控制  : 邻域大小

 = 16 = entire image



参数控制 : 色调差异

 = 5  = 10  = 25



− crunch(x) =  * tanh(x/)



Photoshop Grayscale
 = 225

 = 45



Grayscale

 = 45 = 135

 = 0



6. 高维数据分析模型：
非线性降维/流形学习



Ambient points always has 
low-dimensional structure!



How about these points?



2D manifold in 3D



数据的观察维数

• 任何数据都是某个高维空间的一个数（向量）

1 2( , , , ) N

NX x x x R= 

地震波、蛋白质结构
基因序列…

“特征”



数据的维数真有那么高吗？
61.562198 21.702432

69.589896 23.116031

69.689998 30.561331

63.219798 29.909931

78.298497 24.213831

77.958698 31.596431

77.822498 39.146431

70.139797 38.301631

64.147498 37.712831

96.651898 26.682431

95.903298 34.240231

86.893197 32.779931

87.502498 25.348631

95.225397 41.707531

86.403297 40.250431

94.292697 56.312032

85.767398 55.206031

86.029197 47.734331

77.722297 46.807731

观察的维数

真实的维数



数据的真实维数可能很低

观察的维数 真实的维数



目标：高维数据中的低维结构

• 数据  >>  信息

• 数据 = 信息 + 不相关数据

• 目标：从不完全数据中“抽取”信息（结构）



“数据科学”

• 两个目标：
• 数据表达（representation）
• 内在结构（intrinsic structures）

• 两个任务：
• 聚类（clustering）：unsupervised

• 分类（classification）：supervised
• Regression/fitting, deep learning…



数据的表达：特征/编码

• 量化

• 压缩

• 数据变换：从不同的空间来看数据



数据变换的例子：Wavelets

• Feature map



Principal Component Analysis (PCA)

• Find linear subspace projection which 
preserves the data locations (under 
quadratic error)



内在结构

• 哪些数据是一组的（相似的）？

• 相似性的“度量”？
• 距离
• 线性空间（同一组基表达）
• 非线性空间（流形空间）



Principal Component Analysis (PCA)

• Find linear subspace projection which 
preserves the data locations (under 
quadratic error)



Manifolds



Manifolds



Find a low-D basis for 
describing high-D data.

X ~= X'  
s.t.
dim(X') << dim(X)

uncovers the intrinsic
dimensionality 

Manifold learning

Dimension Reduction



1.  data compression

2. “curse of dimensionality”

3.  de-noising

4.  visualization

5.  reasonable distance metrics 

why do manifold learning?



Manifold Learning & Dimension 
Reduction
• Given a set of data points

•

• Dimension Reduction: Find

• Manifold Learning: Find f

1,
m

Nx x 

( ) , 1,i i ix f i N = + =

i



Key Difficulty

• data points unorganized (no adjacency relationship 
known )



If we knew all pairwise distances…

Chicago Raleigh Boston Seattle S.F. Austin Orlando

Chicago 0

Raleigh 641 0

Boston 851 608 0

Seattle 1733 2363 2488 0

S.F. 1855 2406 2696 684 0

Austin 972 1167 1691 1764 1495 0

Orlando 994 520 1105 2565 2458 1015 0

Distances calculated with geobytes.com/CityDistanceTool



Multidimensional Scaling (MDS)

For n data points,  and a distance matrix D,

D
ij 
=                      

...we can construct a m-dimensional space to 
preserve inter-point distances by using the top 
eigenvectors of D scaled by their eigenvalues

j

i



MDS result in 2D



Actual plot of cities



Don’t know distances



Don’t know distnaces



Taxonomy of Dimension Reduction Techniques

Figure From: L.J.P. van der Maaten et. al., Dimensionality Reduction: A 
Comparative Review



Methods of Manifold Learning



Find a mapping to preserve 
local linear relationships 
between neighbors

1. Locally Linear Embedding (LLE)

[Science, 2000]



Locally Linear Embedding



1. Find weight matrix W of linear 
coefficients:

Enforce sum-to-one constraint.

LLE: Two key steps



2. Find projected vectors Y to 
minimize reconstruction error

must solve for whole dataset 
simultaneously

LLE: Two key steps



LLE: Result

preserves local 
topology

PCA

LLE



- no local minima, one free parameter

- incremental & fast

- simple linear algebra operations

- can distort global structure

LLE: pro and con



2. Isomap

• Build a data graph G.
• (u,v) is an edge iff SSD(u,v) is small

• For any two points, we approximate the distance 
between them with the “shortest path” on G

[Science, 2000]



Isomap

1. Build a sparse graph with K-nearest neighbors

D
g 
=

(distance matrix is
sparse)



Isomap

2. Infer other interpoint distances by finding 
shortest paths on the graph (Dijkstra's 
algorithm).

D
g 
=



Isomap

shortest-distance on a graph is easy 
to compute



- preserves global structure 

- few free parameters

- sensitive to noise, noise edges

- computationally expensive (dense 
matrix eigen-reduction)

Isomap: pro and con



Leakage problem 



LLE和Isomap有效的原因

• 它们都是非参数的方法，不需要对流形的很多的
参数假设.

• 它们是非线性的方法，都基于流形的内在几何结
构，更能体现现实中数据的本质.

• 它们的求解简单，都转化为求解特征值问题，而
不需要用迭代算法.



流形学习问题探讨

• 求解方法
• 对嵌入映射或者低维流形作出某种特定的假设, 或者
以保持高维数据的某种性质不变为目标.

• 将问题转化为求解优化问题.
• 提供有效的算法.

• 如何确定低维目标空间的维数？

• 当采样数据很稀疏时, 怎样进行有效的学习？

• 将统计学习理论引入流形学习对其泛化性能进
行研究



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



高维数据变换模型



彩色图像颜色变换



彩色图像颜色变换

𝑓: 𝑅3 → 𝑅3

𝑟
𝑔
𝑏

→
𝑟′
𝑔′

𝑏′

𝑓



original + gamma- gamma + brightness- brightness

original + contrast- contrast histogram EQhistogram mod

例子1：色彩模式调节



例子2：Color Transfer

?
Erik Reinhard et al. Color Transfer between Images. IEEE CG&A, 2001.



算法

•使点云中心、形状相似（均值和方差变换）



例子3：Color Harmonization

Daniel Cohen-Or et al. Color Harmonization. Siggraph 2006.



Harmonic templates on the hue wheel





例子4：基于调色板的重着色

Jianchao Tan et al. Palette-based image decomposition, harmonization, and color transfer. arXiv preprint 
arXiv:1804.01225 (2018).
Jianchao Tan et al. Efficient palette-based decomposition and recoloring of images via RGBXY-space 
geometry. Siggraph Asia 2018.
Yili Wang et al. An Improved Geometric Approach for Palettebased Image Decomposition and Recoloring. 
Computer Graphics Forum, 2019.

输入图像 简化的 RGB 凸包
(调色板)



基于几何凸包的调色板提取
[Tan et al. 2017; Tan et al. 2018; Wang et al. 2019]

•调色板提取方法
• 求所有点的RGB 3D凸包
• 凸包简化：减少顶点数

输入图像 RGB颜色空间

的凸包

简化的 RGB 凸包

(调色板)

RGB颜色空间



基于几何凸包的图像分解和重着色

𝑝(𝑟, 𝑔, 𝑏)

𝑝 =෍

𝑖=1

|𝑉|

𝑤𝑖𝑉𝑖 1 =෍

𝑖=1

|𝑉|

𝑤𝑖• Mixing weights: 𝑝′ =෍

𝑖=1

|𝑉|

𝑤𝑖𝑉𝑖
′Recoloring:

𝑝′(𝑟′, 𝑔′, 𝑏′)

输入图像 调色板(凸包) 𝑉 调色板(凸包)  𝑉 ′ 重着色效果

•图像分解和重着色
• 类似于几何/动画中的插值系数和几何变形



基于几何凸包的图像分解和重着色

• Mixing weights 应满足

• 使用MVC (Mean Value Coordinates)

• 二维情况：𝑤𝑖 =
𝑢𝑖

σ𝑖=1
𝑚 𝑢𝑖

, 𝑢𝑖 =
tan

𝛼𝑖−1
2

+tan(
𝛼𝑖
2
)

𝑝𝑖−𝑥

• 非常光滑：内部处处可导，外部处处连续

𝑝 =෍

𝑖=1

|𝑉|

𝑤𝑖𝑉𝑖 1 =෍

𝑖=1

|𝑉|

𝑤𝑖

𝑝

𝑉1 𝑉2

𝑉3
𝑉4

𝑉5



实验结果



实验结果



更多实验结果



Input video Recolored videoPalette

基于调色板的视频编辑重着色

• 挑战
• 视频颜色是随时间变化的，用户编辑也可以是随时间变化的

• 视频调色板的预期性质
• 具有较少数量的控制顶点、较低的重建误差、较好的紧凑性

• 具有较好的帧间连续性，能处理复杂的颜色时间变化

Du et al. Video Recoloring via Spatial-Temporal Geometric Palettes. Siggraph 2021.



例子5：保持流形结构的变换

PhotoshopUser input This method

Chen et al. Manifold Preserving Image Editing Propagation. Siggraph Asia 2012.



Manifold Preserving Propagation

Chen et al. Manifold Preserving Image Editing Propagation. Siggraph Asia 2012.



More Results



灰度图像上色
Colorization



灰度图像上色

𝑓: 𝑅1 → 𝑅3



例1：交互式上色

Levin et al. Colorization Using Optimization. Siggraph 2004. 



VUY ,
Intensity  channel Color  channels

“Neighboring pixels with similar intensities should have 

similar colors”

Propagation using Optimization



VUY ,
Intensity  channel Color  channels

2

)(

)()()(   












−=

r rNs

rs sUwrUUJ

• Minimize difference between color at a pixel and an affinity-
weighted average of the neighbors

Propagation using Optimization



Affinity Functions

22 /))()(( rsYrY

rs ew
−−


 r proportional to local variance



Affinity Functions in Space-Time

22 2/))()(( rsYrY

rs ew
−−



i

1+i

1−i



2

)(

)()()(   












−=

r rNs

rs sUwrUUJ

Since cost is quadratic, minimum can be found by 

solving sparse system of linear equations.

Minimizing cost function

Minimize:

Subject to labeling constraints



Color Interpolation



实验结果



例子2：保持流形结构的方法

Colorization
Chen et al. Manifold Preserving Image Editing Propagation. Siggraph Asia 2012.



Hertzmann et al. 2001, Welsh et al. 2002

A : A’

B : B’

?

例子3：基于类比的图像上色



Hertzmann et al. 2001, Welsh et al. 2002

Colorization by Analogy

A : A’

B : B’



Feature Space?

(𝑟, 𝑔, 𝑏)

(𝑟, 𝑔, 𝑏, 𝑢, 𝑣)



谢   谢  ！
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矩阵分解模型



协方差矩阵

• 方差：单个随机变量的离散程度

• 协方差：两个随机变量的相似程度

• 协方差矩阵



光栅图像：矩阵



图的邻接矩阵








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6



问题：用户-物品评分

https://zhuanlan.zhihu.com/p/34497989



Netflix Challenge



理解矩阵

• 变换

• 线性变换

• 基函数的转换



9

• LU decomposition

• QR decomposition

• Cholesky decomposition

• Jordan Decomposition

• Spectral decomposition (Eigendecomposition)

• Singular value decomposition (SVD)

• Low rank decomposition

• …

Matrix Decomposition (Factorization)



矩阵分解

Matrix A

LU decomposition

Not always unique
QR Decomposition

Full column rank

Square
Rectangular

SVD
Symmetric

Asymmetric

PD

Cholesky

Decomposition
Spectral

Decomposition

Jordan

Decomposition

Similar 

Diagonalization

P-1AP=Λ



SVD
图像压缩



SVD





14

Image Compression Example

This image is 600×465 pixels 



15

Singular values of flowers image

Plot of the singular values



16

Low rank Approximation to flowers image

Rank-1 approximation Rank- 5 

approximation



17

Rank-20 approximation

Low rank Approximation to flowers image

Rank-30 approximation



18

Rank-50 approximation

Low rank Approximation to flowers image

Rank-80 approximation



19

Rank-100 approximation

Low rank Approximation to flowers image

Rank-120 approximation



20

Rank-150 approximation True Image

Low rank Approximation to flowers image



推荐系统



用户-物品评分

https://zhuanlan.zhihu.com/p/34497989







非负矩阵分解
(Non-negative Matrix Factorization，NMF)

https://www.biaodianfu.com/matrix-factorization.html



在图像处理中的应用



Low Rank Matrix



高维数据往往具有低维结构

Visual data exhibit low-dimensional structures 

due to rich local regularities, global symmetries, 

repetitive patterns, or redundant sampling.



Low Rank + Sparse



ROBUST PCA – Problem Formulation

Problem: Given                             recover and .

Low-rank component Sparse component (gross errors)

- observation – low-rank – sparse

Numerous approaches in the literature: 

• Multivariate trimming       [Gnanadesikan and Kettering ‘72] 

• Power Factorization        [Wieber’70s]        

• Random sampling           [Fischler and Bolles ‘81] 

• Alternating minimization  [Shum & Ikeuchi’96, Ke and Kanade ‘03] 

• Influence functions          [de la Torre and Black ‘03]

•

Key question: can guarantee correctness with an efficient algorithm?



Implications: Highly Compressive Sensing of Structured Information! 

compressive samples Low-rank Structures Sparse Structures

Recover low-dimensional structures from a fraction of missing

measurements with structured support.



Example 1: Image Completion
Low-rank Texture Corruptions



Low-rank Method Photoshop

Input

Output





Repairing (Distorted) Low-rank Textures

Low-rank Method Photoshop

Input

Output



Repairing Video Frames: background modeling from video

Surveillance video

200 frames, 

144 x 172 pixels,

Significant foreground

motion

…

…

RPCA

Candès, Li, Ma, and W., JACM, May 2011.

Video         = Low-rank appx.      + Sparse error



Sensing or Imaging of Low-rank and Sparse Structures

corrupted data Low-rank Structures Sparse Structures

Fundamental Problem: How to recover low-rank and sparse structures from

subject to either nonlinear deformation     or linear compressive sampling    ?



Reconstructing 3D Geometry and Structures

Problem: Given                                  recover   ,  and simultaneously.

Low-rank component

(regular patterns…)
Sparse component
(occlusion, corruption, foreground…)

– deformed observation – low-rank structures – sparse errors

Parametric deformations

(affine, projective, radial distortion, 3D shape…)

o



Solution: Iteratively solving the linearized convex program::

Objective: Transformed Principal Component Pursuit::

Or reduced version:

– deformed observation – low-rank structures – sparse errors

o

Transform Invariant Low-rank Textures (TILT)

Zhang, Liang, Ganesh, Ma, ACCV’10, IJCV’12



TILT: Shape from texture

Input (red window     )

Output (rectified green window     )

Zhang, Liang, Ganesh, Ma, ACCV’10, IJCV’12



TILT: Virtual reality

Zhang, Liang, and Ma, in ICCV 2011



Object Recognition: Rectifying Pose of Objects

Input (red window     )

Output (rectified green window     )

Zhang, Liang, Ganesh, Ma, ACCV’10 and IJCV’12



Object Recognition: Regularity of Texts at All Scales!

Input (red window       )

Output (rectified green window       )

Zhang, Liang, Ganesh, Ma, ACCV’10 and IJCV’12



Recognition: Street Sign Rectification

Xin Zhang, Zhouchen Lin, and Ma, PR 2012



参考文献: SVD

• https://zhuanlan.zhihu.com/p/36546367

• https://zhuanlan.zhihu.com/p/29846048

• https://www.zhihu.com/question/22237507

• https://zhuanlan.zhihu.com/p/360980054

• https://math.mit.edu/classes/18.095/2016IAP/lec2
/SVD_Notes.pdf



参考文献: Low rank

• Robust PCA
• Emmanuel J. Candès, Xiaodong Li, Yi Ma, John Wright. Robust principal 

component analysis? Journal of the ACM, 58 (3), 2011.
• https://arxiv.org/pdf/0912.3599.pdf
• https://dl.acm.org/doi/10.1145/1970392.1970395
• https://proceedings.neurips.cc/paper/2009/file/c45147dee729311ef5b5c30039

46c48f-Paper.pdf

• Repairing Sparse Low-rank Texture
• Xiao Liang, Xiang Ren, Zhengdong Zhang, and Yi Ma, European Conference on 

Computer Vision (ECCV), October 2012.
• https://people.csail.mit.edu/zhangzd/papers/recover_low-

rank_texture_final.pdf

• TILT: Transform-Invariant Low-rank Textures,
• Zhengdong Zhang, Arvind Ganesh, Xiao Liang, and Yi Ma, Volume 99, Number 1, 

page 1-24, the International Journal of Computer Vision (IJCV), August 2012.
• https://arxiv.org/pdf/1012.3216.pdf



作业2：基于矩阵分解的图像处理

• 要求：如下任务2选1
• 任务1：基于矩阵SVD分解的图像压缩
• 任务2：基于矩阵低秩分解的图像修复

• 提交
• 作业报告，包括：数学模型、测试结果、实验分析等

• 提交时间：2023年4月9日周日晚



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



最优化模型及求解



最优化模型

• 许多数学模型都是最优化模型

• 也称为数学规划模型
• 线性规划、非线性规划、整数规划（0~1规划）

• 比如：课本第五章、第七章等

目标函数 or 能量函数

等式约束

不等式约束

x~决策变量 f(x)~目标函数



例1：（课本§5.1）投资效益问题。

一个公司有22亿元资金可用来投资，现有6个项目可供选择，各
项目所需投资金额和预计年收益如表所示。应选择哪几个项目投资收
益最大？

【解答】

• 设𝑥𝑖 = 1表示投资项目𝑖，否则𝑥𝑖 = 0。

• 约束：σ𝑖=1
6 𝑝𝑖𝑥𝑖 ≤ 22。

• 目标：最大化𝑆 = σ𝑖=1
6 𝑞𝑖𝑥𝑖。0-1规划。

• 解得𝒙 = (0,1,1,0,1,1)。

4

项目 𝑖 1 2 3 4 5 6

投资 𝑝𝑖 5 2 6 4 6 8

收益 𝑞𝑖 0.5 0.4 0.6 0.5 0.9 1



例2：（课本§5.2）加工次序问题。

有10个工件在一台机床上加工。这10个工件中，有些工件必须在
另一些工件加工完毕之后才能加工。按规定，在工件运抵后266小时
内应加工完毕，否则要支付一定的赔款，赔款数正比于延误的时间。

设10个工件运抵后 𝑇小时才开始加工。要求安排一个加工次序，
使得支付的赔款最少。

5

工件号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

加工时间 20 28 25 45 16 12 60 10 20 30

前期工件号 3 8 7 / 1, 2, 6 8 4 3 5 9

每小时赔款 12 14 15 10 10 11 12 8 6 7



【模型建立】

• 设𝑛 = 10，工件𝑖的加工时间𝑡𝑖，每小时赔款𝑞𝑖。

• 设𝑥𝑖𝑗 = 1表示工件𝑖是第𝑗个加工，否则𝑥𝑖𝑗 = 0。

• 约束：σ𝑗=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀𝑖，σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀𝑗。

• “工件𝑖必须在工件𝑘加工完毕之后才能加工”等价于

෍

𝑗=1

𝑚

𝑥𝑖𝑗 ≤෍

𝑗=1

𝑚

𝑥𝑘𝑗 , ∀𝑚。

• 目标：最小化赔款总额𝑆，其中

𝑆 =෍

𝑗=1

𝑛

෍

𝑖=1

𝑛

𝑞𝑖𝑥𝑖𝑗 max 0, 𝑇 − 266 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑡𝑖(𝑥𝑖1 +⋯+ 𝑥𝑖𝑗)

是 𝑥𝑖𝑗 的非线性函数。这种问题称为非线性规划。

• 可遍历所有满足约束条件的加工次序，找出𝑆的最小值。

6



例3：（课本§5.4）拼板问题。

有一种智力玩具，由一块面积为8 × 8的正方形底板和8块形状不同、
颜色各异的小拼板构成。每块小拼板的两面着相同的颜色，皆由8个
单位面积的小正方形构成。有多少种不同的方法能将这8块小拼板正
好拼成8 × 8的正方形后放置在底板上？

7



【模型建立】

• 每个拼板可以旋转90,180,270度，也可以翻转之后再旋转。8块拼
板共有38种形态。

• 把底板上的64个小块（小单位正方形）按照第1行从左到右,…,第8
行从左到右的顺序编号。每种形态上的小块也如此编号。

• 设可把拼板按照𝑥1, ⋯ , 𝑥8的顺序依次放在底板上，使得拼板𝑥1的第
1块为底板的第1块，拼板𝑥2的第1块为未被拼板𝑥1覆盖的最小编号
块，…，拼板𝑥8的第1块为未被拼板𝑥7覆盖的最小编号块。

• 所求问题转化为求向量𝑥 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥8 ，其中1 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 38，对应8
块不同拼板，并且能够覆盖所有64个小块。

• 可用深度优先搜索算法求出所有满足条件的𝑥。

8



高维实值函数：

优化问题的一般形式

• Two roles
• Client: Which optimization tool is relevant?

• 不同的优化问题须用不同的优化方法

• Designer: Can I design an algorithm for this problem?
• 特定的优化问题需要设计特定的优化方法达到最佳性能

• Optimization is a huge field.

目标函数 or 能量函数

等式约束

不等式约束



梯度 (Gradient)：一阶导数

Courtesy of Justin Solomon and David Bommes



Jacobian: 一阶“导数”矩阵



Hessian ：二阶“导数”矩阵



(unconstrained)

Saddle point

Local min

Local max

驻点（Critical point）

Critical points may not be minima.



一般非线性函数的最小值

• 仍无法求解！

• 数值求解
• 从某初值开始，逐步找其附近的极小值



凸函数的驻点就是最小值

Numerical Algorithms, Solomon



优化问题的类型

• Constrained / Unconstrained

• Linear / Nonlinear

• Global / Local

• Convex / Nonconvex

• Continuous / Discrete

• Stochastic / Deterministic

• Single objective / Multiple objectives

minimize 𝐸1 𝑥 , 𝐸2 𝑥 , . . , 𝐸𝑘 𝑥

𝐸 = 𝜆1𝐸1 + 𝜆2𝐸2 +⋯+ 𝜆𝑘𝐸𝑘



无约束的优化问题



Unconstrained Optimization

• Gradient descent

• Newton

• Quasi-Newton

• Coordinate descent

 

 
 



梯度下降法
(Gradient descent)



梯度下降法
(Gradient descent)

Gradient descent

Line search



牛顿法 (Newton’s method)

1

2

3

Line search 
for stability



拟牛顿法 (Quasi-Newton)

Hessian 
approximation

• Estimate the Hessian based on previous gradients

• Recursively inverse Hessian

• BFGS (Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno algorithm)
• L-BFGS



• Alternating variables

23

Obj: minimize𝑥,𝑦 𝐸 𝑥, 𝑦

Repeat

1. 𝑦𝑘+1 = min
𝑦

𝐸 𝑥𝑘 , 𝑦

2. 𝑥𝑘+1 = min
𝑥

𝐸 𝑥, 𝑦𝑘+1

坐标下降法 (Coordinate descent)



Software

• Matlab:  fminunc or minfunc

• C++:  libLBFGS, dlib, others

Typically provide functions for function and gradient
(and optionally, Hessian).



等式约束的优化问题



Lagrange Multipliers: Idea



Lagrange Multipliers: Idea

- Decrease f: −𝛁𝒇
- Violate constraint: ±𝛁𝒈



Lagrange Multipliers: Idea

Want:



Use of Lagrange Multipliers

Turns constrained optimization into

unconstrained root-finding.



Many Options

•Reparameterization
Eliminate constraints to reduce to unconstrained case

•Newton’s method
Approximation: quadratic function with linear constraint

•Penalty method
Augment objective with barrier term, e.g. 𝒇 𝒙 + 𝝆|𝒈 𝒙 |



Alternating Projection

d can be a
Bregman divergence



Augmented Lagrangians

Add constraint to objective

Does nothing when 
constraint is 
satisfied



Alternating Direction
Method of Multipliers (ADMM)

https://web.stanford.edu/~boyd/papers/pdf/admm_slides.pdf



The Art of ADMM “Splitting”

Want two easy subproblems

Augmented 
part



不等式约束的优化问题



一般形式

objective function

constraint functions



几何解释



几何解释



几何解释



几何解释



几何解释



几何解释

feasible
region



几何解释

feasible
region



几何解释

feasible
region

isoline



几何解释

feasible
region



几何解释

feasible
region

isolines with



几何解释

feasible
region

isolines with

optimal point



First-Order Optimality Conditions

• Necessary condition for minimum of

• Langrangian:

• Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

conditions for minimum
1. Stationarity:

2. Primal feasibility:

3. Dual feasibility:

4. Complementary slackness:

without constraints just



First-Order Optimality Conditions

• Necessary condition for minimum of

• Langrangian:

• Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

conditions for minimum
1. Stationarity:

2. Primal feasibility:

3. Dual feasibility:

4. Complementary slackness:

Recall Lagrange Multiplier

active

inactive



优化方法
• Active set method

• Barrier method (Interior Point Method)

Repeated update active set

1. active set define equality constraints

2. compute the Lagrange multipliers of the active set

3. remove constraints with negative Lagrange multipliers

4. search for infeasible constraints

equivalent

constrained unconstrained

u
u=0



Convex Optimization



凸函数能保证找到全局最小值

• Searching globally optimal solutions usually requires convexity!

• f convex if:

non-convex convex

vs.



凸优化问题

convex
feasible region

consequences

• feasible region is convex set

is convex optimization problem if
and all          are convex functions

non-convex
feasible region



凸优化问题

is convex optimization problem if
and all  are convex functions

convex concave

consequences

• feasible region is convex set

• equality constraints can only be affine, 
i.e.                                         since



凸优化的主要方法

• Linear Programming

• Quadratic Programming

• Conic Programming

• Semidefinite Programming (SDP)

minimize
𝑥∈ℝ𝑛

1

2
𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑞𝑇𝑥 subject to

𝐴𝑥 = 𝑎
𝐵𝑥 < 𝑏

minimize
𝑥∈ℝ𝑛

𝑞𝑇𝑥 subject to
𝐴𝑥 = 𝑎
𝐵𝑥 < 𝑏

minimize
𝐴∈ℝ𝑛×𝑛

𝐸 𝐴 subject to 𝐴 ≥ 0

෍
𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
2 ≤ 𝑥0

𝐴 is SPD
𝜆𝑖 𝐴 ≥ 0, ∀𝑖



其他优化问题



线性规划问题

• 线性函数𝑓 𝒙 = 𝒄𝑇𝒙在线性约束𝐴𝒙 ≥ 𝒃下的最小值，其中𝐴是矩阵，

𝒃, 𝒄, 𝒙是列向量。

• 若要求𝒙的分量是整数，则称为整数规划问题。

• 若要求𝒙的分量是0或1，则称为0-1规划问题。

• 线性规划问题有些特殊高效的解法：比如图解法、单纯形法等



Nonlinear Least Squares

• Gauss-Newton

• Levenberg-Marquardt

58

Obj: minimize σ𝑖 𝑒𝑖
2 𝑥

𝛻2𝑒𝑖
2 ≈ 2 𝛻𝑒𝑖

𝑇𝛻𝑒𝑖

𝛻2 ≈ 𝐽𝑇𝐽



Mixed-Integer Optimization

Feasible region

local optimum

Feasible 
region

R x Z

continuous

vs.

mixed-integer



优化相关的软件

• Eigen — linear algebra

• IPOPT — fast opensource C++ interior point method

• Mosek — commercial (convex) optimization in C, Java, Python…

• Gurobi — commercial mixed-integer optimization

• CPLEX — commercial mixed-integer optimization

• Matlab — many algorithms, good for prototyping

• CVX — prototyping for convex optimization

• CoMISo — unified interface to above algorithms



参考书目

S. Boyd and L. Vandenberghe
Convex Optimization

Cambridge University Press, 2004.

J. Nocedal and S. J. Wright
Numerical Optimization

Springer, 2006.

G. L. Nemhauser and L. A. Wolsey
Integer and Combinatorial Optimization

John Wiley & Sons, 1999.

Get PDF online:
http://stanford.edu/~boyd/cvxbook/

Optimization is a huge field!



谢   谢  ！
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数据建模方法

聚类分析模型
Clustering Analysis





蠓虫分类问题



蠓虫分类问题：有监督分类



图形分类：无监督分类
下列图形能分成哪几类？



分类-1：按形状



分类-2：按颜色



分类-3：按大小



例子：分几类？



例子：分几类？



例子：分几类？



例子：分几类？



例子：分几类？



应用：图像分割与形状分割



聚类分析 (cluster analysis)

•聚类分析指将物理或抽象对象的集合分组为由类
似的对象组成的多个类的分析过程。

•定义：

•给定一个数据点集，聚类算法将每个数据点分类
到一个特定的组中。

•同一组数据点具有相似的性质或（和）特征，不
同组数据点具有高度不同的性质或（和）特征。



What is Cluster Analysis?

• Finding groups of objects such that the objects in a group will 
be similar (or related) to one another and different from (or 
unrelated to) the objects in other groups

Inter-cluster 
distances are 
maximized

Intra-cluster 
distances are 

minimized



What is Cluster Analysis?

• Cluster: a collection of data objects
• Similar to one another within the same cluster
• Dissimilar to the objects in other clusters

• Cluster analysis
• Grouping a set of data objects into clusters

• Clustering is unsupervised classification: no 
predefined classes

• Typical applications
• As a stand-alone tool to get insight into data distribution 
• As a preprocessing step for other algorithms



General Applications of Clustering 

• Pattern Recognition

• Spatial Data Analysis 
• create thematic maps in GIS by clustering feature spaces
• detect spatial clusters and explain them in spatial data 

mining

• Image Processing

• Economic Science (especially market research)

• WWW
• Document classification
• Cluster Weblog data to discover groups of similar access 

patterns



Examples of Clustering Applications

• Marketing: Help marketers discover distinct groups in their customer 

bases, and then use this knowledge to develop targeted marketing 

programs

• Land use: Identification of areas of similar land use in an earth 

observation database

• Insurance: Identifying groups of motor insurance policy holders with a 

high average claim cost

• City-planning: Identifying groups of houses according to their house 

type, value, and geographical location

• Earth-quake studies: Observed earth quake epicenters should be 

clustered along continent faults



聚类分析的应用

•数据预处理过程中，对于复杂结构的多维数据可
以通过聚类分析的方法对数据进行聚集，使复杂
结构数据标准化。

•用来发现数据项之间的依赖关系，从而去除或合
并有密切依赖关系的数据项。

•为某些数据挖掘方法（如关联规则、粗糙集方
法），提供预处理功能。

•在商业类问题上，聚类分析是细分市场的有效工
具，被用来发现不同的客户群，并且它通过对不
同的客户群的特征的刻画，被用于研究消费者行
为，寻找新的潜在市场等等。



Notion of a Cluster can be Ambiguous

How many clusters?

Four ClustersTwo Clusters

Six Clusters



What Is Good Clustering?

• A good clustering method will produce high quality clusters 

with

• high intra-class similarity

• low inter-class similarity 

• The quality of a clustering result depends on both the 

similarity measure used by the method and its 

implementation.

• The quality of a clustering method is also measured by its 

ability to discover some or all of the hidden patterns.



不同的特征导致不同的分类结果



特征

颜色

形状

大小

𝑟
𝑔
𝑏

𝑛

𝐴
𝐷

特征 量化 特征向量

𝑟
𝑔
𝑏
𝑛
𝐴
𝐷



聚类分析的过程

•特征选择和提取

•度量：距离和相似系数

•聚类算法设计

•聚类验证



距离



相似系数



相似性的不同定义



两种主要的聚类方法

•层次聚类方法：Hierarchical Clustering – final 
clusters are built following a distinct set of 
sequential steps

•非层次聚类方法： Non-Hierarchical Clustering –
Clusters are built in such a way that if M clusters 
are built there is no guarantee that putting 
together two of the clusters would give rise to the 
same (M-1) clusters built separately by the method.       



两种主要的聚类方法

•层次聚类方法：Hierarchical Clustering – final 
clusters are built following a distinct set of 
sequential steps

•非层次聚类方法： Non-Hierarchical Clustering –
Clusters are built in such a way that if M clusters 
are built there is no guarantee that putting 
together two of the clusters would give rise to the 
same (M-1) clusters built separately by the method.       



Hierarchical Clustering 

• Produces a set of nested clusters organized as a 
hierarchical tree

• Can be visualized as a dendrogram
• A tree-like diagram that records the sequences of 

merges or splits

1 3 2 5 4 6
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3 4
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Strengths of Hierarchical Clustering

• No assumptions on the number of clusters
• Any desired number of clusters can be obtained by 

‘cutting’ the dendogram at the proper level

• Hierarchical clusterings may correspond to 
meaningful taxonomies
• Example in biological sciences (e.g., phylogeny 

reconstruction, etc), web (e.g., product catalogs) etc



Hierarchical Clustering

• Two main types of hierarchical clustering
• Agglomerative:  

• Start with the points as individual clusters
• At each step, merge the closest pair of clusters until only one cluster (or 
k clusters) left

• Divisive:  
• Start with one, all-inclusive cluster 
• At each step, split a cluster until each cluster contains a point (or there 
are k clusters)

• Traditional hierarchical algorithms use a similarity or 
distance matrix
• Merge or split one cluster at a time



Agglomerative versus Divisive Approaches



The Dendrogram of
Hierarchical Clustering 
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Complexity of hierarchical clustering

• Distance matrix is used for deciding which clusters 
to merge/split

• At least quadratic in the number of data points

• Not usable for large datasets



Agglomerative clustering algorithm

• Most popular hierarchical clustering technique

• Basic algorithm
1. Compute the distance matrix between the input data points
2. Let each data point be a cluster
3. Repeat
4. Merge the two closest clusters
5. Update the distance matrix
6. Until only a single cluster remains

• Key operation is the computation of the distance between 
two clusters
• Different definitions of the distance between clusters lead to  

different algorithms



Input/ Initial setting

• Start with clusters of individual points and a 
distance/proximity matrix

p1

p3

p5

p4

p2

p1 p2 p3 p4 p5 . . .

.

.

.Distance/Proximity Matrix

...
p1 p2 p3 p4 p9 p10 p11 p12



Intermediate State

• After some merging steps, we have some clusters 

C1

C4

C2 C5

C3

C2C1

C1

C3

C5

C4

C2

C3 C4 C5

Distance/Proximity Matrix

...
p1 p2 p3 p4 p9 p10 p11 p12



Intermediate State

• Merge the two closest clusters (C2 and C5)  and update the 
distance matrix. 

C1

C4

C2 C5

C3

C2C1

C1

C3

C5

C4

C2

C3 C4 C5

Distance/Proximity Matrix

...
p1 p2 p3 p4 p9 p10 p11 p12



After Merging

• “How do we update the distance matrix?” 

C1

C4

C2 U C5

C3

?        ?        ?        ?    

?

?

?

C2 

U 

C5C1

C1

C3

C4

C2 U C5

C3 C4

...
p1 p2 p3 p4 p9 p10 p11 p12



Distance between two clusters

• Each cluster is a set of points

• How do we define distance between two sets of 
points
• Lots of alternatives

• Not an easy task



Similarity?

 

Max

Min Avg

Group



Distance between two clusters

• Single-link distance between clusters Ci and Cj is 
the minimum distance between any object in Ci

and any object in Cj 

• The distance is defined by the two most similar 
objects

( )  jiyxjisl CyCxyxdCCD = ,),(min, ,



Single-link clustering: example 

• Determined by one pair of points, i.e., by one link 
in the proximity graph.

I1 I2 I3 I4 I5

I1 1.00 0.90 0.10 0.65 0.20

I2 0.90 1.00 0.70 0.60 0.50

I3 0.10 0.70 1.00 0.40 0.30

I4 0.65 0.60 0.40 1.00 0.80

I5 0.20 0.50 0.30 0.80 1.00 1 2 3 4 5



Single-link clustering: example

Nested Clusters Dendrogram
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Strengths of single-link clustering

Original Points Two Clusters

• Can handle non-elliptical shapes



Limitations of single-link clustering

Original Points Two Clusters

• Sensitive to noise and outliers

• It produces long, elongated clusters



Distance between two clusters

• Complete-link distance between clusters Ci and Cj

is the maximum distance between any object in Ci

and any object in Cj 

• The distance is defined by the two most dissimilar 
objects

( )  jiyxjicl CyCxyxdCCD = ,),(max, ,



Complete-link clustering: example

• Distance between clusters is determined by the 
two most distant points in the different clusters

I1 I2 I3 I4 I5

I1 1.00 0.90 0.10 0.65 0.20

I2 0.90 1.00 0.70 0.60 0.50

I3 0.10 0.70 1.00 0.40 0.30

I4 0.65 0.60 0.40 1.00 0.80

I5 0.20 0.50 0.30 0.80 1.00 1 2 3 4 5



Complete-link clustering: example

Nested Clusters Dendrogram
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Strengths of complete-link clustering

Original Points Two Clusters

• More balanced clusters (with equal diameter)

• Less susceptible to noise



Limitations of complete-link clustering

Original Points Two Clusters

• Tends to break large clusters

• All clusters tend to have the same diameter – small  

clusters are merged with larger ones



Distance between two clusters

• Group average distance between clusters Ci and Cj

is the average distance between any object in Ci

and any object in Cj 

( ) 


=
ji CyCxji

jiavg yxd
CC

CCD
,

),(
1
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Average-link clustering: example

• Proximity of two clusters is the average of pairwise 
proximity between points in the two clusters.

I1 I2 I3 I4 I5

I1 1.00 0.90 0.10 0.65 0.20

I2 0.90 1.00 0.70 0.60 0.50

I3 0.10 0.70 1.00 0.40 0.30

I4 0.65 0.60 0.40 1.00 0.80

I5 0.20 0.50 0.30 0.80 1.00 1 2 3 4 5



Average-link clustering: example

Nested Clusters Dendrogram
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Average-link clustering: discussion

• Compromise between Single and Complete 
Link

• Strengths
• Less susceptible to noise and outliers

• Limitations
• Biased towards globular clusters



Distance between two clusters

• Centroid distance between clusters Ci and Cj is the 
distance between the centroid ri of Ci and the 
centroid rj of Cj 

( ) ),(, jijicentroids rrdCCD =



Distance between two clusters

• Ward’s distance between clusters Ci and Cj is the 
difference between the total within cluster sum of 
squares for the two clusters separately, and the within 
cluster sum of squares resulting from merging the two 
clusters in cluster Cij

• ri: centroid of Ci

• rj: centroid of Cj

• rij: centroid of Cij

( ) ( ) ( ) ( )


−−−+−=
ijji Cx

ij

Cx
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Cx
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222
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Ward’s distance for clusters

• Similar to group average and centroid distance

• Less susceptible to noise and outliers

• Biased towards globular clusters

• Hierarchical analogue of k-means
• Can be used to initialize k-means



Hierarchical Clustering: Comparison

Group Average

Ward’s Method
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Hierarchical Clustering:  Time and Space 
requirements

• For a dataset X consisting of n points

• O(n2) space; it requires storing the distance matrix 

• O(n3) time in most of the cases
• There are n steps and at each step the size n2 distance 

matrix must be updated and searched

• Complexity can be reduced to O(n2 log(n) ) time for 
some approaches by using appropriate data structures



Divisive hierarchical clustering

• Start with a single cluster composed of all data points

• Split this into components

• Continue recursively

• Monothetic divisive methods split clusters using one variable/dimension at a 
time

• Polythetic divisive methods make splits on the basis of all variables together

• Any intercluster distance measure can be used

• Computationally intensive, less widely used than agglomerative methods



两种主要的聚类方法

•层次聚类方法：Hierarchical Clustering – final 
clusters are built following a distinct set of 
sequential steps

•非层次聚类方法： Non-Hierarchical Clustering –
Clusters are built in such a way that if M clusters 
are built there is no guarantee that putting 
together two of the clusters would give rise to the 
same (M-1) clusters built separately by the method.       



K-Means Clustering

• K-Means Clustering is a non-hierarchical method in 
the sense that if one has 2 clusters, say, generated 
by pre-specifying 2 means (centroids) in the K-
means algorithm and 3 clusters generated by pre-
specifying 3 means in the K-means algorithm, then 
it may be the case that no combination of any two 
clusters of the 3 cluster group can give rise to the 2 
cluster grouping. 



The K-Means Clustering Method
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Steps in the K-Means Clustering Approach

• Given a set of observations (𝐱1, 𝐱𝟐, ⋯ . 𝐱𝐧) where each observation 
is a d-dimensional real vector, then K-means clustering aims to 
partition the n observations into K sets (K < n), 𝑺 = 𝑆1, 𝑆2, ⋯ . 𝑆𝐾
so as to minimize the within-cluster sum of squares (WCSS):

𝑎𝑟𝑔min
𝑺

σ𝑖=1
𝐾 σ𝒙𝒋∈𝑆𝑖

𝒙𝒋 − 𝝁𝒊
2

(1)

where 𝝁𝒊 is the mean of the points in 𝑆𝑖 .  Now minimizing (1) can,

in theory, be done by the integer programming method but this

can be extremely time-consuming.  Instead the Lloyd algorithm is

more often used.



Lloyd Algorithm

• The steps of the Lloyd algorithm are as follows.  Given the initial set of K-means 
𝒎𝟏

(𝟏)
, ⋯ ,𝒎𝑲

(𝟏)
which can be specified randomly or by some heuristic, the algorithm proceeds by 

alternating between two steps:

• Assignment Step: Assign each observation to the cluster with the closest mean

𝑆𝑖
(𝑡)

= 𝒙𝒋: 𝒙𝒋 − 𝒎𝒊
(𝒕)

≤ 𝒙𝒋 − 𝒎𝒊∗
(𝒕)

for all 𝑖∗ = 1,2,⋯ , 𝐾. (2)

• Update Step: Calculate the new means to be the centroids of the observations in            the 
clusters, i.e.

𝒎𝒊
(𝒕+𝟏)

=
1

𝑆𝑖
(𝑡) σ𝒙𝒋∈𝑆𝑖

(𝑡) 𝒙𝒋 for 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝐾.    (3)

• Repeat the Assignment and Update steps until WCSS (equation (1)) no longer changes.  Then the 
centroids and members of the K clusters are determined. 

• Note: When using random assignment of the K-means to start the algorithm, one might try 
several starting point K-means and then choose the “best” starting point to be the random K-
means that produces the smallest WCSS among all of the random starting points tried in the K-
means procedure.  

• Regardless of the clustering technique used, one should strive to choose clusters that are 
interpretable and make sense given the domain-specific knowledge that we have about the 
problem at hand.  



Variations of the K-Means Method

• A few variants of the k-means which differ in

• Selection of the initial k means

• Dissimilarity calculations

• Strategies to calculate cluster means

• Handling categorical data: k-modes (Huang’98)

• Replacing means of clusters with modes

• Using new dissimilarity measures to deal with categorical objects

• Using a frequency-based method to update modes of clusters

• A mixture of categorical and numerical data: k-prototype method



What is the problem of k-Means Method?

• The k-means algorithm is sensitive to outliers !

• Since an object with an extremely large value may substantially distort the distribution of the 

data.

• K-Medoids:  Instead of taking the mean value of the object in a cluster as a reference 

point, medoids can be used, which is the most centrally located object in a cluster. 
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Importance of Choosing Initial Centroids
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Solutions to Initial Centroids Problem

• Multiple runs
• Helps, but probability is not on your side

• Sample and use hierarchical clustering to 
determine initial centroids

• Select more than k initial centroids and then select 
among these initial centroids
• Select most widely separated

• Postprocessing

• Bisecting K-means
• Not as susceptible to initialization issues



Limitations of K-means: Differing Density

Original Points K-means (3 Clusters)



Limitations of K-means: Non-globular Shapes

Original Points K-means (2 Clusters)



Model-based clustering

• Assume data generated from k probability 
distributions

• Goal: find the distribution parameters

• Algorithm: Expectation Maximization (EM)

• Output: Distribution parameters and a soft
assignment of points to clusters



Model-based clustering

• Assume k probability distributions with parameters: 
(θ1,…, θk)

• Given data X, compute (θ1,…, θk) such that 
Pr(X|θ1,…, θk) [likelihood] or ln(Pr(X|θ1,…, θk))
[loglikelihood] is maximized.

• Every point xєX need not be generated by a single 
distribution but it can be generated by multiple 
distributions with some probability [soft clustering]



EM Algorithm

• Initialize k distribution parameters (θ1,…, θk); Each  distribution 
parameter corresponds to a cluster center

• Iterate between two steps

• Expectation step:  (probabilistically) assign points to clusters

• Maximation step: estimate model parameters that maximize 
the likelihood for the given assignment of points



EM Algorithm

• Initialize k cluster centers

• Iterate between two steps

• Expectation step: assign points to clusters

• Maximation step: estimate model parameters
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Cluster Evaluation



Cluster Validity 

• For supervised classification we have a variety of measures 
to evaluate how good our model is
• Accuracy, precision, recall

• For cluster analysis, the analogous question is how to 
evaluate the “goodness” of the resulting clusters?

• But “clusters are in the eye of the beholder”! 

• Then why do we want to evaluate them?
• To avoid finding patterns in noise

• To compare clustering algorithms

• To compare two sets of clusters

• To compare two clusters



Clusters found in Random Data
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Different Aspects of Cluster Validation

1. Determining the clustering tendency of a set of data, i.e., 
distinguishing whether non-random structure actually exists in the 
data. 

2. Comparing the results of a cluster analysis to externally known 
results, e.g., to externally given class labels.

3. Evaluating how well the results of a cluster analysis fit the data 
without reference to external information. 

- Use only the data

4. Comparing the results of two different sets of cluster analyses to 
determine which is better.

5. Determining the ‘correct’ number of clusters.

For 2, 3, and 4, we can further distinguish whether we want to 
evaluate the entire clustering or just individual clusters. 



Measures of Cluster Validity

• Numerical measures that are applied to judge various aspects of 
cluster validity, are classified into the following three types.
• External Index: Used to measure the extent to which cluster labels 

match externally supplied class labels.
• Entropy 

• Internal Index: Used to measure the goodness of a clustering 
structure without respect to external information. 

• Sum of Squared Error (SSE)

• Relative Index: Used to compare two different clusterings or 
clusters. 

• Often an external or internal index is used for this function, e.g., SSE or entropy

• Sometimes these are referred to as criteria instead of indices
• However, sometimes criterion is the general strategy and index is the 

numerical measure that implements the criterion.



Measuring Cluster Validity Via Correlation

• Two matrices 
• Proximity Matrix
• “Incidence” Matrix

• One row and one column for each data point

• An entry is 1 if the associated pair of points belong to the same cluster

• An entry is 0 if the associated pair of points belongs to different clusters

• Compute the correlation between the two matrices
• Since the matrices are symmetric, only the correlation between 

n(n-1) / 2 entries needs to be calculated.

• High correlation indicates that points that belong to the 
same cluster are close to each other. 

• Not a good measure for some density or contiguity based 
clusters.



Measuring Cluster Validity Via Correlation

• Correlation of incidence and proximity matrices for 
the K-means clusterings of the following two data sets. 
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Using Similarity Matrix for Cluster Validation

• Order the similarity matrix with respect to cluster labels 
and inspect visually. 
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Using Similarity Matrix for Cluster 
Validation

• Clusters in random data are not so crisp
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Using Similarity Matrix for Cluster Validation

• Clusters in random data are not so crisp

K-means
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Using Similarity Matrix for Cluster Validation
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Internal Measures: SSE

• Clusters in more complicated figures aren’t well separated

• Internal Index:  Used to measure the goodness of a clustering structure 
without respect to external information
• SSE

• SSE is good for comparing two clusterings or two clusters (average SSE).

• Can also be used to estimate the number of clusters
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Internal Measures: SSE

• SSE curve for a more complicated data set
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Framework for Cluster Validity

• Need a framework to interpret any measure. 
• For example, if our measure of evaluation has the value, 10, is that good, 

fair, or poor?

• Statistics provide a framework for cluster validity
• The more “atypical” a clustering result is, the more likely it represents 

valid structure in the data
• Can compare the values of an index that result from random data or 

clusterings to those of a clustering result.
• If the value of the index is unlikely, then the cluster results are valid

• These approaches are more complicated and harder to understand.

• For comparing the results of two different sets of cluster 
analyses, a framework is less necessary.
• However, there is the question of whether the difference between two 

index values is significant



Statistical Framework for SSE

• Example
• Compare SSE of 0.005 against three clusters in random data

• Histogram shows SSE of three clusters in 500 sets of random data 
points of size 100 distributed over the range 0.2 – 0.8 for x and y values
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Statistical Framework for Correlation

• Correlation of incidence and proximity matrices for the K-
means clusterings of the following two data sets. 
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Internal Measures: Cohesion and Separation

• Cluster Cohesion: Measures how closely related are 
objects in a cluster
• Example: SSE

• Cluster Separation: Measure how distinct or well-
separated a cluster is from other clusters

• Example: Squared Error
• Cohesion is measured by the within cluster sum of squares (SSE)

• Separation is measured by the between cluster sum of squares

• Where |Ci| is the size of cluster i 
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Internal Measures: Cohesion and Separation

• Example: SSE
• BSS + WSS = constant
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Internal Measures: Cohesion and 
Separation

• A proximity graph based approach can also be used for cohesion and 
separation.
• Cluster cohesion is the sum of the weight of all links within a cluster.

• Cluster separation is the sum of the weights between nodes in the cluster and 
nodes outside the cluster.

cohesion separation



Internal Measures: Silhouette Coefficient

• Silhouette Coefficient combine ideas of both cohesion and separation, 
but for individual points, as well as clusters and clusterings

• For an individual point, i
• Calculate a = average distance of i to the points in its cluster
• Calculate b = min (average distance of i to points in another cluster)
• The silhouette coefficient for a point is then given by 

s = 1 – a/b   if a < b,   (or s = b/a - 1    if a  b, not the usual case)

• Typically between 0 and 1. 
• The closer to 1 the better.

• Can calculate the Average Silhouette width for a cluster or a 
clustering

a

b



External Measures of Cluster Validity: Entropy 
and Purity



Final Comment on Cluster Validity

“The validation of clustering structures is the most 
difficult and frustrating part of cluster analysis. 

Without a strong effort in this direction, cluster 
analysis will remain a black art accessible only to 
those true believers who have experience and great 
courage.”

Algorithms for Clustering Data, Jain and Dubes



应用：搜索加速结构



大量搜索计算

•点与三角网格的求交

•点与三角形的求交



加速策略：Bounding Volumes

• Axis-Aligned Bounding Box (AABB) (轴对⻬包围盒)

•包围球



加速策略：空间组织



加速结构：
Bounding Volume Hierarchy (BVH)



Spatial vs Object Partitions



Clustering-II

复杂高维数据

Yi Ma: Deep (Convolution) Networks from First Principles



子空间聚类（Subspace clustering）

• Input: 
• high dimensional datasets having low intrinsic dimensions

• {𝑥𝑗}𝑗=1,…,𝑁, 𝑥𝑡 ∈ ℝ𝐷

• Output: 

– multiple low-dimensional linear subspaces

– 𝐿, 𝑃1, 𝑃2



Sub-manifolds



High-Dim Data with 
Mixed (multiple) Low-Dim Structures



Sparse subspace clustering(SSC)

• Based on the observation:
• each point can always be represented as a linear 

combination of the points belonging to the same subspace

𝑥𝑗 =෍

𝑖=1

𝑁

𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖 , 𝑗 = 1,… ,𝑁

[Elhamifar and Vidal 2009]

𝑋 = 𝑋𝑊, where

𝑋 𝑁

𝐷

0 56

0 39

0 88

⋮ … ⋮

56 0

45 0

87 0

135 0

𝑋 = 𝑥1, … , 𝑥𝑁 ∈ ℝ𝐷×𝑁

https://www.cis.jhu.edu/~ehsan/Downloads/SSC-CVPR09-Ehsan.pdf



Sparse subspace clustering(SSC)

• Based on the observation:
• each point can always be represented as a linear 

combination of the points belonging to the same subspace

𝑥𝑗 =෍

𝑖=1

𝑁

𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖 , 𝑗 = 1,… ,𝑁

[Elhamifar and Vidal 2009]

𝑊 𝑁

𝑁 𝑊𝑖𝑗

𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑁×𝑁

𝑋 = 𝑋𝑊, where

𝑋 = 𝑥1, … , 𝑥𝑁 ∈ ℝ𝐷×𝑁



min
𝑊

𝑊 1,1

s. t. 𝑋 = 𝑋𝑊, diag 𝑊 = 0

Sparse subspace clustering(SSC)

• Based on the observation:
• each point can always be represented as a linear 

combination of the points belonging to the same subspace

min
𝑊

𝑋𝑊 − 𝑋 𝐹
2
+ 𝜆 𝑊 1,1

s. t. diag 𝑊 = 0

[Elhamifar and Vidal 2009]

where 𝑊 1,1 = σ 𝑤𝑗 1
= σ 𝑤𝑖𝑗



SSQP

min
𝑊

𝑋𝑊 − 𝑋 𝐹
2
+ 𝜆 𝑊 1,1

s. t. diag 𝑊 = 0

• 𝑊 ≥ 0:  provides better interpretations 

• ‖𝑊𝑇𝑊‖1,1:  more efficient than SSC

• Block diagonal property:

ഥ𝑊∗ = Γ−1 ഥ𝑊Γ =

ഥ𝑊∗
1

ഥ𝑊∗
2

0

⋱
0 ഥ𝑊∗

𝐾
𝑁×𝑁

where Γ is a permutation matrix, submatrix ഥ𝑊∗
𝑘 ∈ ℝ𝑁𝑘×𝑁𝑘

min
𝑊

𝑋𝑊 − 𝑋 𝐹
2
+ 𝜆‖𝑊𝑇𝑊‖1,1

s. t. 𝑊 ≥ 0, diag 𝑊 = 0

[Wang et al. 2011]

Wang et al. Efficient Subspace Segmentation via Quadratic Programming.  AAAI 2011.



Supervised learning (DL)



A Principled Computational Approach







Cluster to Compress



Represent Mixed Data



Seeking a Linear Discriminative 
Representation (LDR)



Measure of Compactness for a 
Linear Representation



Learning Representation to 
Cluster and Classify



Sphere Packing and Counting







See more…

• 马毅（加利福尼亚大学伯克利分校）：
• 基于第一原理的深度（卷积）神经网络

• https://mp.weixin.qq.com/s/JopCQqoFq5CDl6nikrQ7yw



Summary



Problems and Challenges

• Considerable progress has been made in scalable clustering methods

• Partitioning: k-means, k-medoids, CLARANS

• Hierarchical: BIRCH, CURE

• Density-based: DBSCAN, CLIQUE, OPTICS

• Grid-based: STING, WaveCluster

• Model-based: Autoclass, Denclue, Cobweb

• Current clustering techniques do not address all the requirements 

adequately

• Constraint-based clustering analysis: Constraints exist in data space 

(bridges and highways) or in user queries



Constraint-Based Clustering 
Analysis

• Clustering analysis: less parameters but more user-desired 

constraints, e.g., an ATM allocation problem



Clustering With Obstacle Objects

Taking obstacles into accountNot Taking obstacles into account



Summary

• Cluster analysis groups objects based on their similarity and 
has wide applications

• Measure of similarity can be computed for various types of 
data

• Clustering algorithms can be categorized into partitioning 
methods, hierarchical methods, density-based methods, 
grid-based methods, and model-based methods

• Outlier detection and analysis are very useful for fraud 
detection, etc. and can be performed by statistical, distance-
based or deviation-based approaches

• There are still lots of research issues on cluster analysis, 
such as constraint-based clustering



有监督的分类？
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数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



数据拟合模型



问题1：农业生产实验模型

• 在研究农业生产的试验中，为分析某地区土豆产
量与化肥的关系，得到了每公顷地的氮肥的施肥
量与土豆产量的对应关系如下



问题2：血药浓度模型

• 通过实验测得一次性快速静脉注射300mg药物后
随时间变化的血药浓度数据



问题3：牙膏的销售量

问
题

建立牙膏销售量与价格、广告投入之间的模型 

预测在不同价格和广告费用下的牙膏销售量 

收集了30个销售周期本公司牙膏销售量、价格、

广告费用，及同期其它厂家同类牙膏的平均售价 

9.260.556.804.253.7030

7.930.055.803.853.8029



8.510.256.754.003.752

7.38-0.055.503.803.851

销售量
(百万支)

价格差
（元）

广告费用
(百万元)

其它厂家
价格(元)

本公司价
格(元)

销售
周期



问题4：地形高度测量



数学模型：散乱点插值



问题5：图像变形

• 用户交互

Demo



图像变形：用户交互



数学模型？



问题6：
图像识别：判断图片中是否有“猫”？



判断图片中是否有“猫”？
• 获得观察数据：标注的图片

1

1

0 0 0

0

00

00

0

0



判断图片中是否有“猫”？

• 求一个函数，使得

( )=                f “1”

( )=                f “0”

( )=                f “1”

( )=                f “0”



如果该函数在观察数据上都成立，则可
相信它近似反映（逼近）了规律

( )=                f “1”

( )=                f “0”

( )=                f “1”

( )=                f “0”



将输入表达为同一维度的数据

1000x1000的矩阵

𝑝1,1
𝑝1,2

𝑝𝑖,𝑗

𝑝𝑛,𝑛

0/1
f

维数太高！



Find a function:

特征向量：
降维、抽象

𝑟
𝑔
𝑏
𝑛
𝐴
𝐷

1000x1000的矩阵

𝑝1,1
𝑝1,2

𝑝𝑖,𝑗

𝑝𝑛,𝑛

0/1
f



问题7：求船型曲线

• 已知：某条船的侧面投影曲线图

• 求：该投影轮廓线的表达函数？

• 方法：
• 从投影曲线上描（采样）一系列点
• 找一个函数拟合这些采样点



工业产品



没有电脑之前，
设计师是如何画图设计的？







放样方法







样条与压铁

• 样条：具有一定弹性的软木条

• 压铁：较重的铁块，用来固定样条所经过的点



自由曲线

• 在产品初始设计阶段，描述其外形的曲线或曲面
常常只有大致形状或只知道它通过一些空间点列，
称为型值点。



样条所形成的曲线的数学表达？



映射与函数



映射 (mapping)

单射 满射 双射

f

映射： a b

a b
非映射：

A B



函数 (Function)



一元函数
• 有哪些函数？

• 幂函数
• 三角函数
• 对数函数
• 指数函数
• 三角函数
• 反三角函数

• …

幂函数 指数函数

(反)三角函数对数函数



函数的集合（函数空间）

多项式函数空间

幂基

三角函数空间

三角函数基

空间的完备性：这个函数空间是否可以表示（逼近）任意函数？



赋范空间



万能逼近定理：
Weierstrass逼近定理
• 定理1：闭区间上的连续函数可用多项式级数一
致逼近

• 定理2：闭区间上周期为2π的连续函数可用三角
函数级数一致逼近



傅里叶级数



更复杂的函数：函数复合



问题：如何求满足要求的函数？
• 大部分的实际应用问题

• 可建模为：找一个映射/变换/函数
• 输入不一样、变量不一样、维数不一样

• 如何找函数的三步曲：
• 到哪找？

• 确定某个函数集合/空间

• 找哪个？
• 度量哪个函数是好的/“最好”的

• 怎么找？
• 求解或优化：不同的优化方法与技巧，既要快、又要好…

• 【注】这里先暂时限定为单变量的函数形式



数据拟合



拟合(Fitting)问题

• 输入：一些观察的数据点

• 输出：反映这些数据规律的函数



1. 到哪找？

待定系数



2. 找哪个？



3. 怎么找？



Lagrange插值函数

• 插值n+1个点、次数不超过n的多项式是存在而
且是唯一的

• （ n+1个变量，n+1个方程）

插值函数的自由度 = 未知量个数 - 已知量个数



2-2. 找哪个？



3-2. 怎么找？

最小二乘法



Recap：拟合--插值或逼近

插值

逼近

零误差

最小平方误差
(最小二乘拟合)



Overfitting（过拟合）

• 误差为0，但是拟合的函数并无使用价值！



欠拟合或过拟合
• 如何选择合适的基函数？

High bias

(underfitting)

“Just right” High variance

(overfitting)

• 需要根据不同的应用与需求，不断尝试
（不断“调参”）



避免过拟合的常用方法

• 数据去噪
• 剔除训练样本中噪声

• 数据增广
• 增加样本数，或者增加样本的代表性和多样性

• 模型简化
• 预测模型过于复杂，拟合了训练样本中的噪声
• 选用更简单的模型，或者对模型进行裁剪

• 正则约束
• 适当的正则项，比如方差正则项、稀疏正则项



岭回归正则项

• 选择一个函数空间
• 基函数的线性表达

• 最小二乘拟合

• Ridge regression （岭回归）



稀疏学习：稀疏正则化

• 冗余基函数（过完备）

• 通过优化来选择合适的基函数
• 系数向量的L0模（ 非0元素个数）尽量小
• 挑选（“学习”）出合适的基函数



数据拟合模型求解



函数拟合问题

这种拟合函数有多少个？



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”



拟合函数的“好坏”

• 分段线性函数𝑓 = 𝑓1(𝑥)

• 光滑插值函数𝑓 = 𝑓2(𝑥)

• 逼近拟合函数𝑓 = 𝑓3(𝑥)



求拟合函数：应用驱动
• 大部分的实际应用问题

• 可建模为：找一个映射/变换/函数
• 输入不一样、变量不一样、维数不一样

• 三步曲方法论：
• 到哪找？

• 确定某个函数集合/空间

• 找哪个？
• 度量哪个函数是好的/“最好”的

• 怎么找？
• 求解或优化：不同的优化方法与技巧，既要快、又要好…



1. 到哪找？

待定系数



2. 找哪个？



3. 怎么找？



Lagrange插值函数

• 插值n+1个点、次数不超过n的多项式是存在而
且是唯一的

• （ n+1个变量，n+1个方程）

插值函数的自由度 = 未知量个数 - 已知量个数



2-2. 找哪个？



3-2. 怎么找？

最小二乘法



Recap：拟合--插值或逼近

插值

逼近

零误差

最小平方误差
(最小二乘拟合)



Overfitting（过拟合）

• 误差为0，但是拟合的函数并无使用价值！



欠拟合或过拟合
• 如何选择合适的基函数？

High bias

(underfitting)

“Just right” High variance

(overfitting)

• 需要根据不同的应用与需求，不断尝试
（不断“调参”）



Recap: 数据拟合的方法论



1. 多项式插值



多项式插值定理

如果基函数选取
不一样，方程组
的系数矩阵不同



技巧1：构造插值问题的通用解



一般形式



技巧1：构造插值问题的通用解



技巧2：更方便的求解表达

• Newton插值：具有相同“导数”（差商）的多项式
构造（n阶Taylor展开）



多项式插值存在的问题

• 系统矩阵稠密

• 依赖于基函数选取，矩阵可能病态，导致难于求
解（求逆）

Courtesy of Renjie Chen



病态矩阵示例



病态问题

• 输入数据的细微变化导致输出(解)的剧烈变化

• 将线性方程看成直线（超平面）
• 当系统病态时，直线变为近似平行
• 求解（即直线求交）变得困难、不精确



矩阵条件数



矩阵条件数



为什么？

幂(单项式) 函数



函数互相抵消



解决方法

• 使用正交多项式基

• 如何获得？
• Gram-Schmidt正交化



多项式插值结果好吗？



结论

• 多项式插值不稳定
• 控制点的微小变化可导致完全不同的结果

• 振荡(Runge)现象
• 多项式随着插值点数(可以是细微)增加而摆动

• 需要更好的基函数来做插值
• Bernstein基函数？
• 分片多项式？



2. 多项式逼近



为什么逼近？

• 数据点含噪声、outliers等

• 更紧凑的表达

• 计算简单、更稳定



最小二乘逼近



最佳逼近的定义



求解



3. 函数空间及基函数



为什么用多项式？



用Bernstein多项式做逼近



Bernstein多项式



用Bernstein多项式做逼近

• Bernstein基函数的良好性质：非常好的几何意义！
• 正性、权性（和为1）→凸包性
• 变差缩减性
• 递归线性求解方法
• 细分性
• …

• Bernstein多项式逼近示例
• 逼近结果优秀
• 需要高阶

丰富的理论：CAGD课程



关于Bernstein函数…

丰富的理论：CAGD课程



4. RBF函数插值/逼近



Gauss函数



RBF函数拟合

• RBF函数

• 方法

• 原因



讨论：现象



讨论：现象



思考：



5. 从另一个角度来看拟合函数



Gauss拟合函数

• 一般Gauss函数表达为标准Gauss函数的形式

基函数是由一个基本函数通
过平移和伸缩变换而来的



换个方式看函数：神经网络

• 将Gauss函数看成网络

𝑥

𝑔0,1

𝑦

1

𝑔0,1

𝑔0,1

1

输入层 隐层 输出层

激活函数…
…

𝑎𝑖

𝑏𝑖



抽象：神经元

𝑥 𝑔0,1 𝑦

1

𝑎𝑖

𝑏𝑖

Input
𝑓1(𝑥) = 𝑎𝑖𝑥 + 𝑏

Activation
𝑓2(𝑥) = 𝑔0,1(𝑓1(𝑥))

Output
𝑓3(𝑥) = 𝑤𝑖𝑓2(𝑥)

𝑤𝑖



RBF 神经网络

• 高维情形：RBF (Radial Basis Function)，径向基函数

• 一种特殊的BP网络
• 优化：BP算法

• 核函数思想

• Gauss函数的特性：拟局部性



思考：激活函数的选择？

• 启发：由一个简单的函数通过（仿射）变换构造出一组
基函数，张成一个函数空间

• 表达能力是否足够强：是否完备/稠密的？



高维情形：多元函数
（后面的课程再展开解释）

• 变量的多个分量的线性组合

• 单隐层神经网络函数：



多层神经网络：多重复合的函数

• 线性函数和非线性函数的多重复合

113

Neuron

Neural network

f(net)



用神经网络函数来拟合数据

Regression problem:
Input: Given training set (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3 ), …. 
Output: Adjust parameters  (for every node) to make: 



Why it works?

• 万能逼近定理：自由度足够多！

与传统拟合一样存在
同样的问题：
函数个数如何选？!

调参！



Deep Learning Frameworks



使用深度学习的方法
• 问题建模

• 理解问题、问题分解（多个映射级联）…

• 找哪个？
• 损失函数、各种Penalty、正则项…

• 到哪找？
• 神经网络函数、网络简化…

• 怎么找？
• 优化方法（BP方法）

• 初始值、参数…

调参：有耐心、有直觉…



作业3：数据拟合模型

• 任务：以下2选1
• 1. 平面点列的插值曲线
• 2. 图像变形

• 目标
• 学习和实现数据拟合的数学模型并进行可视化

• 任务
• 可尝试使用不同函数实现拟合模型，并进行比较
• 常用函数类型：多项式函数、RBF函数、神经网络函
数…

• 使用棋盘格数据可视化2D拟合函数的性能



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



4. 神经网络模型



思考：图像内容识别



Panorama（全景图：图像拼图）



图像像素对应



图像像素对应



判断图片中是否有“猫”？
• 如何建立数学模型来设计算法？



判断图片中是否有“猫”？
• 获得观察数据：标注的图片

1

1

0 0 0

0

00

00

0

0



判断图片中是否有“猫”？

• 求一个函数，使得

( )=                f “1”

( )=                f “0”

( )=                f “1”

( )=                f “0”



人脸检测（多人）



人脸识别



如果该函数在观察数据上都成立，则可
相信它近似反映（逼近）了规律

( )=                f “1”

( )=                f “0”

( )=                f “1”

( )=                f “0”



将输入表达为同一维度的数据

1000x1000的矩阵

𝑝1,1
𝑝1,2

𝑝𝑖,𝑗

𝑝𝑛,𝑛

0/1
f

维数太高！



众多的图像人工特征(Descriptors)
(Hand-crafted features)



Find a function:

特征向量：
降维、抽象

𝑟
𝑔
𝑏
𝑛
𝐴
𝐷

1000x1000的矩阵

𝑝1,1
𝑝1,2

𝑝𝑖,𝑗

𝑝𝑛,𝑛

0/1
f



数据空间的变换



科学研究的范式

表达 分析

信息 数据 规律

• 特征抽取
• 特征变换
• 特征选择

• 回归拟合
• 演绎推理
• 验证修正

步骤1：将数据变换到其他表达形式（空间）

步骤2：再在该空间中进行分析与处理



思考问题的范式：
变换到不同空间来考虑问题

• 将信息（数据）变换到不同的空间

• 再在该空间解决问题：建模、算法、实现

一个熟知的例子：

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥

Fourier分析：
从时域变换到频域



傅里叶级数



什么是“变换”：抽取特征

• 变换就是函数：参数化

• 变换后的空间称为隐空间（Latent space）

• 变换后的数据称为“特征”(Feature)

• 变换的目的：将问题简化、结构简单化
• 例子：Fourier分析、极坐标

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥



例1：Fourier变换：从时域变换到频域

f t( ) = A
0
+ A

n
cos

2pn

l
t

æ

è
ç

ö

ø
÷+ B

n
sin

2pn

l
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

n=1

¥

å



例2：图像的色彩调节

(𝑙, 𝛼, 𝛽)(𝑟, 𝑔, 𝑏) (𝑙′, 𝛼′, 𝛽′) (𝑟′, 𝑔′, 𝑏′)

𝑓1

𝑋 𝑌

𝑓2 𝑓3

𝑌 = 𝑓 𝑋 = 𝑓3(𝑓2(𝑓1(𝑋)))

𝑓

𝑓 = 𝑓3°𝑓2°𝑓1



例3：图像的各种变换

将像素的RGB表达变换到各种其他形式的表达



初始空间称为观察空间(ambient space)，
变换后的空间称为隐空间(latent space)

变换后的数据称为“特征”



寻求合适的变换是解决问题的关键

初始空间称为观察空间(ambient space)，
变换后的空间称为隐空间(latent space)

变换后的数据称为特征(feature)

如何将数据变换到合适的空间，
是研究不同问题的关键因素！
注意：可以进行多次变换(Deep)



如何将数据变换到合适的空间，
是研究该问题的关键因素！
（注意：可以进行多次变换→”Deep”）

然后在这个合适的空间来建立
数学模型、进行求解…



如何寻求合适的变换（因果关系）?

•有些关系可以精确定量（方程）描述
• 显式方程（解析解）：

• 比如：𝐹 = 𝑚𝑎, 𝑣 =
1

2
𝑔𝑡2, 𝐸 = 𝑚𝑐2

• 隐式方程（无解析解）：数值解
• 比如：函数方程、微分方程、积分方程

•有些关系是经验性的常识，无法精确描述
• 概率描述（经验、直觉）

•有些关系无法定量描述，只有观察数据(𝒙𝒊, 𝒚𝒊)

数据驱动的方法
• 根据观察数据来“学习”规律
• 本质是拟合（回归）问题



学习：由样本数据来“拟合”变换

𝑓1

𝑋 𝑌

𝑓2 𝑓𝑛

𝑌 = 𝑓 𝑋 = 𝑓𝑛(⋯ (𝑓2(𝑓1(𝑋)))

𝑓

𝑓 = 𝑓𝑛°⋯ °𝑓2°𝑓1

…

𝑥𝑖 𝑦𝑖

• 一次变换往往难以达到目的，多次变换得到合理
规律的可能性更大



“学习”模型



Machine Learning 
≈ Looking for a Function
• Speech Recognition

• Image Recognition

• Playing Go

• Dialogue System

( )=                                     f

( )=                                     f

( )=                                     f

( )=                                  f

“Cat”

“How are you”

“5-5”

“Hello”“Hi”
(what the user said) (system response)

(next move)

Courtesy of Hung-yi Lee （李宏毅）



Different types of Functions 

Regression: The function outputs a scalar. 

Predict 
PM2.5 f PM2.5 of 

tomorrow 

PM2.5 today

temperature

Concentration
of O3

Spam 
filtering Yes/Nof

Classification: Given options (classes), the function outputs
the correct one.



Different types of Functions 

Function

(19 x 19 classes)

Next move

Each position 
is a class

a position on 
the board

Classification: Given options (classes), the function
outputs the correct one.

Playing GO



例子：分类问题





“通用”函数变换？



一个想法：用元函数及其变换

)𝑦 = 𝜑(𝑥

𝑦𝑏 = 𝜑 𝑥 + 𝑏

𝑦𝑎 = 𝜑 𝑎𝑥

平移变换

伸缩变换



如果有足够多的变换所构成的函数，
其张成的函数空间的表达能力如何？



万有逼近定理



bxwxwwz mmkk +++++= 11x

高维Input: 将线性函数复合一个非线性函数
作为一个“神经元”

z

1w

kw

Kw

…

1x

kx

mx

+

b

( )z

bias

y

weights

…

…
…

A simple function

Activation 
function

( )z

z

( )
ze

z
−+

=
1

1


Sigmoid Function



Neural Network 

( )z+

( )z+

( )z+

( )z+

Different connections lead to 
different network structures

Weights and biases are network parameters 𝜃

The neurons have different values of 
weights and biases.



高维Input: 将线性函数复合一个非线性函数
作为一个“神经元”



神经元

单变量

多变量



单隐层神经网络： 𝑦(𝑥) =෍
𝑘=1

𝑛

൯𝑤𝑘
1𝐻𝑘(𝑥

一个复杂的函数：由很多小函数组合而成



多隐层神经网络：多重复合函数

一个复杂的函数：由很多小函数复合而成



Activation Functions（激活函数）

使用简单元函数及其平移构成“基函数”（归一化）

【类比：径向基函数(RBF)】



用神经网络函数来拟合数据

Regression problem:
Input: Given training set (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3 ), …. 
Output: Adjust parameters  (for every node) to make: 

ℎ 𝑥𝑖 ≈ 𝑦𝑖



优化算法（BP算法）



数据的真实维度？

•图形学：三维曲面已知是二维流形

•一般问题：并不知道数据的真实维数
• 流形学习



神经网络函数的表达能力

• 神经网络的表达能力取决于其参数个数
• 网络足够大，参数就足够多，表达能力就足够强

• 任何一个特定的网络不可能表达任意复杂的函数



深度学习三步骤

优化求解方法：找到想要的函数

定义损失函数：评价函数的好坏

定义函数空间：合适的神经网络在哪找？

哪个好？

怎么找？

上述步骤不断尝试



深度神经网络不是新发明，
为什么近年来爆发？

大数据

高效算法

高性能机器



机器学习



深度学习：
基于深度神经网络的数据拟合

优势：自动抽象特征、无须预测模型！
整合了两个过程（端对端）！



Key: Extracting Feature Hierarchies



！统一的深度网络框架！

Traditional
function

DNN RBF 
network

ELM …



Recap: 深度神经网络函数

• 中间的任何一个隐层都可以作为特征

• 中间的任何连续多层之间都可作为一个函数
(function blocks)，可以任意组合与拼接



轻松看懂所有网络结构！



Unsupervised Feature Learning
(Auto-Encoder)

ℎ 𝑥 = 𝑥

Encoder Decoder

Code



Variational Auto-Encoder (VAE)



变种的神经元

• 卷积神经元（Convolutional cells）

• 池化神经元和插值神经元（Pooling and 
interpolating cells）

• 概率神经元：均值神经元和标准方差神经元
（Mean and standard deviation cells）

• 循环神经元（Recurrent cells ）

• 长短期记忆神经元（Long short term memory 
cells）

• 门控循环神经元（Gated recurrent cells）

• …



不断涌现出的各种神经网络及学习方法

• Convolutional Neural Network (CNN)

• Recurrent Neural Network (RNN)

• Generative Adversarial Network (GAN)

• Reinforcement Learning

• Transfer learning

• Metric learning

• …
层出不穷的新名字
• -machine “机”
• -net  “网”



使用深度学习的方法

• 理解问题

• 数学建模

• 设计合适的神经网络

• 调试和修改网络



For example, you can do …….

• Image Recognition

Network

“monkey”

“cat”

“dog”

“monkey”

“cat”

“dog”



For example, you can do …….

Spam 
filtering

(http://spam-filter-review.toptenreviews.com/)

Network

(Yes/No)

1/0

1 (Yes)

0 (No)

“free” in e-mail

“Talk” in e-mail



For example, you can do …….

http://top-breaking-news.com/

Network

政治

體育

經濟

“president” in document

“stock” in document

體育 政治 財經



机器学习：不仅仅是深度神经网络

• 逻辑回归

• SVM

• KNN

• 决策树

• 随机森林

• Clustering（聚类分析）

• Boosting

• 贝叶斯网络

• 非监督学习

• …



学习资料

•李宏毅（台湾大学），《机器学习》
• https://speech.ee.ntu.edu.tw/~hylee/ml/2021-

spring.html

• Andrew Ng （Coursera，神经网络与深度学习）
• https://www.coursera.org/learn/neural-networks-deep-

learning



谢   谢  ！
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4. 各种网络模型



Machine Learning

YXf →:
Regression: output a scalar

Classification: output a “class” (one-hot vector)
1 0 0

Machine learning is to find a function f

0 1 0 0 0 1

Class 1 Class 2 Class 3



Recap: 深度神经网络函数

• 中间的任何一个隐层都可以作为特征

• 中间的任何连续多层之间都可作为一个函数
(function blocks)，可以任意组合与拼接



用神经网络函数来拟合数据

Regression problem:
Input: Given training set (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3 ), …. 
Output: Adjust parameters  (for every node) to make: 

ℎ 𝑥𝑖 ≈ 𝑦𝑖



神经网络模型

• 从数学上看，本质是函数拟合模型
• 数据驱动的方法
• “学习”→“拟合”

• 优势：任何维数的大型函数空间、超大规模数据
拟合、可优化求解
• “可微优化”(differential rendering/simulation…)

• 并不是真正意义上的“智能”
• 能替代人们做不少事情

• 更确切：神经网络计算



轻松看懂所有网络结构！



卷积 (Convolution)



卷积：数学定义







Gaussian Convolution (Filtering)



Gaussian Convolution (Filtering)





15

2D Convolution

If a MW transformation is linear then it is a convolution: 

J(r,c) = I*héë ùû(r,c) = I(r- r,c- c )h(r,c )drdc
-¥

¥

ò
-¥

¥

ò ,

J(r,c) = I*héë ùû(r,c) = I(r - r,c- c )h(r,c )
c=-d

d

å
r=-s

s

å

for a real image (I:                 ), or for a digital image (I:                 ): R´R®R Z ´Z®Z
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Convolution by Moving Window















ihg

fed

cba

c

g
f

i

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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average

Another example 
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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average
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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average
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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average
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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average
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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average
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Moving Window Transform: Example

original 3x3 average
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Convolution Examples:  Original Images
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Convolution Examples:  33 Blur















111

111

111

9

1
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Convolution Examples:  55 Blur





















11111

11111

11111

11111

11111

25

1
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Convolution Examples:  99 Blur





























111111111

111111111

111111111

111111111

111111111

111111111

111111111

111111111

111111111

81

1
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Convolution Examples:  1717 Blur




















































11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

11111111111111111

289

1
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),( 0 crI

c

)1,(),( 00 −− crIcrI

)1,(),( 00 +− crIcrI

2I(r0,c)- I(r0,c-1)- I(r0,c+1)

Image

Forward 

Difference

Sum of

Differences

Backward 

Difference

0r

0r

0r

c

c

c

Vertical Edge Detection

255

0

-255

0r
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)1,(

)1,(),(2

+−

−−

crI

crIcrI

),1(

),1(),(2

crI

crIcrI

+−

−−

)1,()1,(

),1(),1(

),(4

+−−

−+−−

−

crIcrI

crIcrI

crI

),( crI

0

255

-255

510

2 -1-1 2

-1

-1

4 -1-1

-1

-1

Symmetric Edge Detection
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Convolution Examples:  Original Images
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Convolution Examples:  Vertical Difference















−

−

1

2

1
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Convolution Examples: Horizontal Difference

 121 −−
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













−

−−

−

010

141

010

Convolution Examples:  H + V  Diff.
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Convolution Examples:  Diagonal Difference















−

−

100

020

001
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Convolution Examples:  Diagonal Difference















−

−

001

020

100
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Convolution Examples:  D + D  Difference















−−

−−

101

040

101
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Convolution Examples:  H + V + D  Diff.















−−−

−−

−−−

111

181

111



卷积神经网络
Convolutional Neural Network (CNN)

Couresty of Hung-yi Lee



深度神经网络：是否都要全连接？

局部关联（局部视野）？



The whole CNN

Fully Connected 
Feedforward network

cat dog ……
Convolution

Max Pooling

Convolution

Max Pooling

Flatten

Can repeat 
many times



The whole CNN

Convolution

Max Pooling

Convolution

Max Pooling

Flatten

Can repeat 
many times

➢ Some patterns are much 
smaller than the whole image

➢The same patterns appear in 
different regions.

➢ Subsampling the pixels will 
not change the object

Property 1

Property 2

Property 3



The whole CNN

Fully Connected 
Feedforward network

cat dog ……
Convolution

Max Pooling

Convolution

Max Pooling

Flatten

Can repeat 
many times



CNN – Convolution

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

Filter 2

…
…

Those are the network 
parameters to be learned.

Matrix

Matrix

Each filter detects a small 
pattern (3 x 3). 

Property 1



CNN – Convolution

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1

3 -1

stride=1



CNN – Convolution

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1

3 -3

If stride=2

We set stride=1 below



CNN – Convolution

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1

3 -1 -3 -1

-3 1 0 -3

-3 -3 0 1

3 -2 -2 -1

stride=1

Property 2



CNN – Convolution

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

3 -1 -3 -1

-3 1 0 -3

-3 -3 0 1

3 -2 -2 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

Filter 2

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -2 1

-1 -1 -2 1

-1 0 -4 3

Do the same process for 
every filter

stride=1

4 x 4 image

Feature
Map



CNN – Zero Padding

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1

You will get another 6 x 6 
images in this way

0

Zero padding

00
0

0

0
0
000



CNN – Colorful image

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1
Filter 1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1
Filter 2

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1
Colorful image



1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

image

convolution

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

1x

2x

…
…

36x

…
…

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

Convolution v.s. Fully Connected

Fully-
connected



1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1
1:

2:

3:

…

7:

8:

9:
…

13:

14:

15:

…

Only connect to 9 
input, not fully 
connected

4:

10:

16:

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

1

3

Less parameters!



1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1

1:

2:

3:

…

7:

8:

9:
…

13:

14:

15:

…

4:

10:

16:

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

1

3

-1

Shared weights

6 x 6 image

Less parameters!

Even less parameters!



The whole CNN

Fully Connected 
Feedforward network

cat dog ……
Convolution

Max Pooling

Convolution

Max Pooling

Flatten

Can repeat 
many times



CNN – Max Pooling

3 -1 -3 -1

-3 1 0 -3

-3 -3 0 1

3 -2 -2 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

-1 1 -1

Filter 2

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -2 1

-1 -1 -2 1

-1 0 -4 3

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Filter 1



CNN – Max Pooling

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

6 x 6 image

3 0

13

-1 1

30

2 x 2 image

Each filter 
is a channel

New image 
but smaller

Conv

Max
Pooling



The whole CNN

Convolution

Max Pooling

Convolution

Max Pooling

Can repeat 
many times

A new image

The number of the channel 
is the number of filters

Smaller than the original 
image

3 0

13

-1 1

30



The whole CNN

Fully Connected 
Feedforward network

cat dog ……
Convolution

Max Pooling

Convolution

Max Pooling

Flatten

A new image

A new image



Flatten

3 0

13

-1 1

30 Flatten

3

0

1

3

-1

1

0

3

Fully Connected 
Feedforward network



Convolutional Neural Network

Learning: Nothing special, just gradient descent ……

CNN

“monkey”

“cat”

“dog”
Convolution, Max 

Pooling, fully connected

1
0

0

…
…

target

Step 1: 
define a set 
of function              

Step 2: 
goodness of 

function

Step 3: pick 
the best 
function

Convolutional 
Neural Network



循环神经网络
Recurrent Neural Network (RNN)



Recurrent Neural Network (RNN)

1x
2x

2y1y

1a 2a

Memory can be considered 
as  another input.

The output of hidden layer 
are stored in the memory.

store



RNN

store store

x1 x2 x3

y1 y2 y3

a1

a1 a2

a2 a3

The same network is used again and again.

arrive     Taipei     on     November     2nd

Probability of 
“arrive” in each slot

Probability of 
“Taipei” in each slot

Probability of 
“on” in each slot



RNN

store

x1 x2

y1 y2

a1

a1
a2

……

……

……

store

x1 x2

y1 y2

a1

a1
a2

……

……

……

leave Taipei

Prob of “leave” 
in each slot

Prob of “Taipei” 
in each slot

Prob of “arrive” 
in each slot

Prob of “Taipei” 
in each slot

arrive Taipei

Different

The values stored in the memory is different.



Of course it can be deep …

…… ……

xt xt+1 xt+2

……

…
…

yt

……

…
…

yt+1
…

…
yt+2

……

……



Bidirectional RNN

yt+1

…… ……

…………
yt+2yt

xt xt+1 xt+2

xt xt+1 xt+2



AutoEncoder (AE)
(Unsupervised Learning)



Auto-encoder

NN
Encoder

NN
Decoder

code
Compact 

representation of 
the input object

code
Can reconstruct 

the original object

Learn together
28 X 28 = 784 

Usually <784 

𝑐

As close as possible

NN
Encoder

NN
Decoder



Reference: Hinton, Geoffrey E., and Ruslan R. Salakhutdinov. "Reducing the 
dimensionality of data with neural networks." Science 313.5786 (2006): 504-507

• NN encoder + NN decoder = a deep network

Deep Auto-encoder

In
p

u
t Layer

Layer 

Layer 

b
o

ttle

O
u

tp
u

t Layer

Layer 

Layer 

Layer 

Layer 

… …

Code

As close as possible

𝑥 ො𝑥
Encoder Decoder



Deep Auto-encoder

Original 
Image

PCA

Deep
Auto-encoder

7
8

4

7
8

4

7
8

4

1
0

0
0

5
0

0

2
5

0

3
0

2
5

0

5
0

0

1
0

0
0

7
8

4

3
0



7
8

4

7
8

4

7
8

4

1
0

0
0

5
0

0

2
5

0

2

2

2
5

0

5
0

0

1
0

0
0

7
8

4



生成-对抗网络
Generative Adversarial Network (GAN)



NN
Encoder

NN
Decoder

code

input output

Auto-encoder

VAE

NN
Encoder

input NN
Decoder

output

m1
m2
m3

𝜎1
𝜎2
𝜎3

𝑒3

𝑒1
𝑒2

From a normal 
distribution

𝑐3

𝑐1
𝑐2

X

+

Minimize 
reconstruction error

෍

𝑖=1

3

𝑒𝑥𝑝 𝜎𝑖 − 1 + 𝜎𝑖 + 𝑚𝑖
2

exp

𝑐𝑖 = 𝑒𝑥𝑝 𝜎𝑖 × 𝑒𝑖 +𝑚𝑖

Minimize



Network as a Generator



Generative Adversarial Network 
(GAN)



Images Generated by GAN



Images Generated by GAN





强化学习
Reinforcement Learning



Scenario of Reinforcement 
Learning

Agent

Environment

Observation Action

RewardDon’t do 
that



Scenario of Reinforcement 
Learning

Agent

Environment

Observation Action

RewardThank you.

Agent learns to take actions to 
maximize expected reward. 

http://www.sznews.com/news/conte
nt/2013-11/26/content_8800180.htm



Supervised v.s. Reinforcement

• Supervised 

• Reinforcement

Hello ☺

Agent

……

Agent

……. ……. ……

Bad

“Hello” Say “Hi”

“Bye bye” Say “Good bye”
Learning from 

teacher

Learning from 
critics



Scenario of Reinforcement 
Learning

Environment

Observation Action

Reward Next Move

If win, reward = 1

If loss, reward = -1

Otherwise, reward = 0

Agent learns to take actions to 
maximize expected reward. 



Supervised v.s. Reinforcement

• Supervised:

• Reinforcement Learning

Next move:
“5-5”

Next move:
“3-3”

First move …… many moves …… Win!

Alpha Go is supervised learning + reinforcement learning.



Difficulties of Reinforcement 
Learning
• It may be better to sacrifice immediate reward to 

gain more long-term reward

• E.g. Playing Go

• Agent’s actions affect the subsequent data it 
receives

• E.g. Exploration



Deep Reinforcement Learning

Environment

Observation Action

Reward

Function 
Input

Function 
Output

Used to pick the 
best function

………

DNN



Application: Interactive Retrieval

• Interactive retrieval is helpful.

user

“Deep Learning”

“Deep Learning” related to Machine Learning?

“Deep Learning” related to Education?

[Wu & Lee, INTERSPEECH 16]



Deep Reinforcement Learning

• Different network depth

Better retrieval 
performance,
Less user labor

The task cannot be addressed 
by linear model.

Some depth is needed.

More Interaction



More applications

• Alpha Go, Playing Video Games, Dialogue

• Flying Helicopter

• https://www.youtube.com/watch?v=0JL04JJjocc

• Driving

• https://www.youtube.com/watch?v=0xo1Ldx3L
5Q

• Google Cuts Its Giant Electricity Bill With 
DeepMind-Powered AI
• http://www.bloomberg.com/news/articles/2016-07-

19/google-cuts-its-giant-electricity-bill-with-deepmind-
powered-ai



To learn deep reinforcement 
learning ……
• Lectures of David Silver

• http://www0.cs.ucl.ac.uk/staff/D.Silver/web/Te
aching.html

• 10 lectures (1:30 each)

• Deep Reinforcement Learning 

• http://videolectures.net/rldm2015_silver_reinfo
rcement_learning/



Structured Learning



Network

Many kinds of 
network structures:

Matrix

How to find 
the function?

Given the example inputs/outputs as 
training data: {(x1,y1),(x2,y2), ……, (x1000,y1000)}

➢ Fully connected feedforward network

➢ Convolutional neural network (CNN)

➢ Recurrent neural network (RNN)

Vector

Vector Seq

𝑥 𝑦

Deep Learning in One Slide (Review)

(speech, video, sentence)

Different networks can take different kinds of input/output.



Structured Learning

YXf →:
Regression: output a scalar

Classification: output a “class” 

Structured Learning/Prediction: output a 
sequence, a matrix, a graph, a tree ……

(one-hot vector)
1 0 0

Machine learning is to find a function f

Output is composed of components with dependency

0 1 0 0 0 1

Class 1 Class 2 Class 3



Output Sequence

(what a user says)

YXf →:

“機器學習及其深層與
結構化”

“Machine learning and 
having it deep and structured”

:X :Y

感謝大家來上課”

(response of machine)

:X :Y

Machine Translation

Speech Recognition

Chat-bot

(speech)

:X :Y

(transcription)

(sentence of language 1) (sentence of language 2)

“How are you?” “I’m fine.”



Output Matrix YXf →:

ref: https://arxiv.org/pdf/1605.05396.pdf

“this white and yellow flower 
have thin white petals and a 
round yellow stamen”

:X :Y

Text to Image

Image to Image

:X :Y

Colorization:

Ref: https://arxiv.org/pdf/1611.07004v1.pdf



Decision Making and Control

Action: 
“right”  

GO Playing is the same.

Action: 
“fire”  

Action: 
“left”  



学习资料

• 李宏毅（台湾大学），《机器学习》
• https://speech.ee.ntu.edu.tw/~hylee/ml/2021-

spring.html

• B站视频（李宏毅2021春机器学习课程）：
https://www.bilibili.com/video/BV1Wv411h7kN?p=1

• Andrew Ng （Coursera，神经网络与深度学习）
• https://www.coursera.org/learn/neural-networks-deep-

learning



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



深度学习的理论基础

Mathematical Theory of Deep Learning

Courtesy of resources from many other courses and the internet



Two fundamental approaches of AI

• Rule-based (logical approach, symbolism, expert system, ...)
– very effective for easy problems

– interpretable

– does not require a lot of training data

– ineffective for hard problems: combinatorial explosion

• Learning-based (particularly deep learning)
– much more accurate

– not very interpretable

– requires a lot of training data

– vulnerable to attacks

2025/2/22 3



高维问题：维数灾难！

2025/2/22 4



高维函数的表达
（神经网络之前）

• Hartree逼近（分离变量法）

– 局限：过于简单

• 基函数的线性组合

– 基函数的构造也不简单

– 张量积函数的维数灾难

2025/2/22 5

𝑎𝑘



神经网络模型

• 从数学上看，本质是高维函数的一种表达
– 数据驱动的方法
– “学习”→“拟合”

• 优势：能够表达与逼近任何维数（高维）的
函数、超大规模数据拟合、可优化求解
– 避免了“维数灾难”！
– “可微优化”(differential rendering/simulation…)

• 并不是真正意义上的“智能”
– 能替代人们做不少事情

• 更确切：神经网络计算



Supervised learning: 
Approximating functions using samples

2025/2/22 7



Three important aspects to study

2025/2/22 8



Classical numerical analysis (approximation theory)

2025/2/22 9



Classical approximation theory:
approximating functions by polynomials or piecewise polynomials

2025/2/22 10



Classical approximation theory:
approximating functions by polynomials or piecewise polynomials

2025/2/22 11



高维积分：Monte Carlo方法

2025/2/22 12
无维数灾难问题！



Multi-layer Neural Networks

2025/2/22 13



Exploding and vanishing gradients

2025/2/22 14



Approximating functions using two-layer NN:
An Illustrative Example

2025/2/22 15激活函数线性组合

无维数灾难问题！



Two-layer neural network model: Barron spaces

2025/2/22 16

概率密度函数



What kind of functions admit such a representation?

2025/2/22 17



关于Barron函数的逼近论定理

2025/2/22 18



Estimation of error: overfitting

2025/2/22 19



Training and testing errors

2025/2/22 20



Complexity Estimates

2025/2/22 21



A priori estimates for regularized model

2025/2/22 22



Approximation theory and function spaces for other ML models

2025/2/22 23



Summary

• One key reason behind the success of deep neural networks is 
that they provide an effective tool for approximating functions 
in high dimension for numerical analysis.
– Theoretical foundation of machine learning = high dimensional 

numerical analysis

• We can then use deep neural networks to solve many 
problems in high dimension.

• A reasonable mathematical picture for deep learning is 
emerging, from the perspective of numerical analysis.

• The key to this understanding is CoD: deep neural networks 
are the right replacement of polynomials in high dimensions.

2025/2/22 24



What we don't know?

• Why does GD/SGD converge to good minima?

• Other general representations of functions?

– It has to be some kind of expectation.

– Each such representation may lead to a new kind of ML 
model.

• Note: In a way, neural network models are also very natural: 
They arise naturally when considering continuous 
formulations in high dimensions.

2025/2/22 25



应用数学迎来了新的时代

• 机器学习的基础本质上是应用数学问题

• 应用数学能够帮助解决实际（高维）问题了

• 纯数学：

–代数、分析、几何拓扑

• 应用数学：

–算法、物理模型、机器学习（数据科学）

2025/2/22 26



基础数学：高维分析

• 监督学习：高维函数

• 生成 模型：高维概率分布

• 时间序列：高维动力系统

• 强化学习：高维微分和差分方程

2025/2/22 27



数学的新局面

• 三次重大里程碑

–牛顿时代：数学成为自然科学的语言

– Von Neumann时代：科学计算成为通往应用的
主要桥梁

–当今时代：作为人工智能的基础，数学走到科
学和技术创新的最前沿

• 计算数学与应用数学解决实际高维问题！

2025/2/22 28



机器学习

Machine Learning



机器学习的范式

2025/2/22 30



模型1：深度学习

2025/2/22 31



模型2：自编码器

2025/2/22 32



模型3：生成网络

2025/2/22 33



模型4：强化学习

2025/2/22 34



机器学习的数学框架

2025/2/22 35



机器学习的数学模型

2025/2/22 36



机器学习的数学模型：数据

2025/2/22 37



机器学习的数学模型：假设空间

2025/2/22 38



机器学习的数学模型：损失函数

2025/2/22 39



机器学习的数学模型：正则约束

2025/2/22 40



机器学习的假设1

2025/2/22 41



机器学习的假设2

2025/2/22 42



机器学习的假设3
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机器学习的假设4

2025/2/22 44



机器学习的假设5

2025/2/22 45



机器学习在数学的应用

2025/2/22 46



利用AI求解PDE问题(1)

2025/2/22 47



利用AI求解PDE问题(2)

I. Lagaris et al. Artificial neural networks for solving ordinary and partial differential equations. 1997.

https://arxiv.org/abs/physics/9705023

J. Sirignano, K. Spiliopoulos. DGM: A deep learning algorithm for solving partial differential equations. 2018

https://arxiv.org/abs/1708.07469



利用AI求解PDE问题(3)

2025/2/22 49



利用AI求解PDE问题(4)

2025/2/22 50



数值方法驱动的DL方法(1)

2025/2/22 51



从数据中发现微分方程

2025/2/22 52



反问题

2025/2/22 53



展望
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学习方法论
Simulate Learning Methodology (SLM)

2025/2/22 55



References

• 徐宗本院士（B站）
– https://www.bilibili.com/video/BV1pa4y1v7zG?p=1&share_medium=android

&share_plat=android&share_session_id=ec38f98e-ef30-4264-b73e-
e9bfee51642a&share_source=WEIXIN&share_tag=s_i&timestamp=163938610
6&unique_k=CfOQ8yf

– https://www.bilibili.com/video/BV1Cv41147uh?p=1&share_medium=android
&share_plat=android&share_session_id=ce4a705b-4cf9-46c7-bddd-
6df513e82092&share_source=WEIXIN&share_tag=s_i&timestamp=16393176
85&unique_k=vP4pFx8

– https://www.bilibili.com/video/BV1NF41187jz?p=1&share_medium=android&
share_plat=android&share_session_id=a28061bd-edfe-4751-b693-
c26dbe25dd6f&share_source=WEIXIN&share_tag=s_i&timestamp=163931766
4&unique_k=K406u6r
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AI for Sceince
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Nature, Dec. 2012

• DeepMind + 数学家

• “首次证明了人工智能可以
走在纯数学研究的前沿”

– 「AI与人类合作」

– 「AI指引人类直觉」

2025/2/22 58
https://mp.weixin.qq.com/s/yF50NJ8BTd6sSfFUpkiO4A



大数据规模与高复杂度问题

• 近代数学的三大猜想

– 费马猜想、四色猜想和哥德巴赫猜想

– 靠少数科学家的洞察力和个人经验积累，比如历史上
两位天才，物理学家爱因斯坦和数学家拉马努金。

• 需要研究的问题复杂程度逐渐超出人类能力极限

– 有的问题涉及的数据规模，是一个人一辈子也研究不
完的。

– 有的研究对象复杂程度之高，甚至可以有几千个维度
，超出了一般人类大脑从直觉上可以理解的能力。
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问题

2025/2/22 60

纽结 （Knot） 一个复杂的纽结能不能被还原成
简单的纽结，如果能就说明这两
种纽结在拓扑上是等价的。



AI协助数学家

• 问题难就难在纽结的种类太多，自19世纪以来人类已经收集了无数种，如果
用上计算机自动生成，现在每天都能生成几十亿种。

• 普通人难以从海量数据中发现隐藏的模式，AI这次却做到了。

• AI的贡献是发现了纽结的几何特征和代数特征之间存在直接的关联：数学家
由此发现提出猜想，再给出严格证明，为纽结问题研究开辟了新的方向。
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方法论：AI引导数学家直觉

• 提出一种研究框架，用来快速验证对两个量之间关系的猜
想（直觉）是否值得继续探索：
– 先通过监督学习来验证数学对象中的某一结构/模式的假设是存在的。

– 然后，再使用归因技术来深入理解这些模式。

– 在这个过程中，AI能够以人类无法比拟的规模输出数据，并从数据中挑选
出人类无法检测到的模式。
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Science, Aug. 2021

• AI预测RNA分子结构
– 三级结构

• 基于ARES (Atomic Rotationally 
Equivariant Scorer) 的几何深度
学习方法

2025/2/22 63https://mp.weixin.qq.com/s/ZLdSOQSP0uSYTlL5OWYaSQ 



Science, July 2021

2025/2/22 64
https://mp.weixin.qq.com/s/95rG-vBJD0tdP4ymIECPgw 

• Alphafold2

– 由给定的氨基酸序列
，预测出蛋白质的3D
结构

• 入选Science年度十大

突破，被称作结构生
物学“革命性”的突
破、蛋白质研究领域
的里程碑。
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数学建模
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高阶拟合模型



数据拟合/插值再思考

•插值数据（函数值）

•还有哪些属性可以插值？



超限插值
Transfinite Interpolation



问题：插值曲线？



Transfinite Interpolation

•问题：给定4条边界曲线，构造插值这4条曲线的
一张曲面



边界插值问题

•曲线
• Hermite插值（3次、5次）
• Lagrange插值
• 几何样条

•曲面
• 线性混合曲面：插值2条曲线
• Coons曲面（双线性混合曲面）：插值4条曲线
• Bezier曲面
• B样条曲面
• Bernstein-Bezier三角曲面



高阶插值



高阶插值

•插值高阶导数

•多元：偏导数

•更高阶光滑性



Color Image and Gray Image



图像的另一个模型：函数

• 2D区域上的向量值函数

Discrete sampling



思考：图像分割



前景/背景交互式图像分割



思考：图像修复



Partial Differential Equation 
(PDE)



Courtesy of Xin Li

Image as a Surface

3D visualizationsingle-edge image

If image can be viewed as a surface, it is then natural
to ask: can we apply geometric tools to process this
surface (or its equivalent image signals)?



Geometric Formulation

• Image I: R2→R may be viewed as a two-dimensional 
surface in three-dimensional space, i.e.,
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PDE-based Image Processing

• Image as a function (surface)

ds
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The solution of a PDE Equation is uniquely
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Numerical Implementation of PDEs
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Poisson Image Editing

高阶插值例子：

Perez et al. Poisson image editing. Siggraph 2003.
https://www.cs.jhu.edu/~misha/Fall07/Papers/Perez03.pdf



图像移植

•能否做到无缝移植？

Demo



如何做到的？



Poisson方程



Poisson Equation

4 ( , )G x y  = −
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Siméon Denis Poisson（泊松）
• His teachers: 

• Laplace

• Lagrange

• Poisson’s terms:
• Poisson's equation 

• Poisson's integral

• Poisson distribution

• Poisson brackets

• Poisson's ratio 

• Poisson's constant
1781-1840, France



Siméon Denis Poisson 

1781-1840, France

“Life is good for only two 

things: 

to study mathematics 

and to teach it.”



Background
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• Partial Differential Equations (PDE)

• The PDE's which occur in physics are mostly second 
order and linear:
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• Hyberbolic
• wave equation:

• Parobolic
• heat equation:

• Elliptic
• Laplace equation:

• Poisson equation:
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Poisson Equation
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Boundary conditions

• Dirichlet boundary conditions:

• Neumann boundary conditions:

ds
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Existence of solution

ds



The solution of an Poisson Equation is uniquely

determined in     , if Dirichlet boundary conditions or 

Neumann boundary conditions are specified on   

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Discrete Poisson Equation  
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• Sparse linear system

Matrix Nature of Poisson Equation
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Poisson Equation Solver

• Direct method

• Iterative methods
• Jacobi, Gauss-Seidel, SOR

• Multigrid method



Gradient Image 
Processing



Image gradient
• The gradient of an image: 

• The gradient points in the direction of most rapid change in intensity

The gradient direction is given by:

• how does this relate to the direction of the edge?

The edge strength is given by the gradient magnitude



Gradient (梯度)



Gradients

X-gradient Y-gradient



Why gradients?

• Human visual system is very sensitive to gradient

• Gradient encode edges and local contrast quite well

• Method
• Do your editing in the gradient domain

• Reconstruct image from gradient



Cloning Gradient



Variational interpretation
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Poisson Image Editing
[Perez et al., Siggraph 2003]



Seamless Cloning

◼ Precise selection: tedious and unsatisfactory 

◼ Alpha-Matting: powerful but involved

◼ Seamless cloning: loose selection but no seams?



 == ||   s.t.        )( BA IIIdivI

AI BI

Cloning by solving Poisson Equation



compose

Demo



Cloning Gradient



Cloning Gradient



change texture



conceal



mix lights



change colors



change colors



Seamless Tiling
Multiple

images

tiled at 

random



More on Gradient-based 
Method



Gradients and grayscale images



Example: Image Stitching







Optimal seam Optimal seam on the gradients

Feathering

GIST1Pyramid blending

Pyramid blending on the gradients



PDE based Image Processing



1. Mean Curvature 
Envolution
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Discrete Mean Curvature
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Mean Curvature Diffusion
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Diffusion equation

Before post-processing After post-processing



Further Diffusion

After 3 iterations After 10 iterations



2. Image Inpainting



Image Inpainting

“Image Inpainting : An Overview”,

Guillermo Sapiro



Image Inpainting
“Digital Image Inpainting is an iterative method for 

repairing damaged pictures or removing 

unnecessary elements from pictures”

“Fast Digital Image Inpainting”, 

Manuel M. Oliveira, Brian Bowen, Richard McKenna and Yu-Sung Chang



Image Inpainting: Modeling



I

E

I

E

I Extended inpainting domain

Assumption: inpainting domain is local and does not
contain texture (complimentary to texture-synthesis
based inpainting techniques)

Image example



2.1 Level Line Based Method

• Joining with geodesic curves the points of the 
isophotes (lines of equal gray values) arriving at the 
boundary of the region to be inpainted

• Drawbacks
• Inpainted region should have simple topology

• Angle of level lines is not preserved



Example



Extension

• Apply diffusion to the original image to avoid noise

• Updates to the values of pixels inside the region are made, 

information propagated in the direction of the isophotes

• After every few iterations, diffusion process is applied

• Propagation of gray values and the isophotes direction is 

critical

• Color images are considered as a group of 3 images and this 

technique is applied independently to them

[Siggraph 2000]



Idea



Comparison



Examples



Examples



2.2 Variational Method
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Rational: 

The first term describes the smoothness constraint
within the extend inpainting domain

The second term describes the observation constraint

Total variation (TV)



How to obtain the corresponding PDE?
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Total Variation (TV)

Key idea: it is L1 instead of L2 norm
(minimizing L2 will not preserve edges)
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Inpainting Example 

(Courtesy: Jackie Shen, UMN MATH)



PDE: Thin Plate Energy



偏微分方程的广泛应用



泊小松

“Life is good for only two 

things: 

to study mathematics 

and to apply it.”



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



微分方程模型



微分方程模型

此类模型的建模思想是：

• 模型的因素随时间、空间而变化，可以看作是关于时间、空间的连

续可微函数。

• 因素的变化与时间、空间以及因素本身有关，可用微分方程（或微

分方程组）来表示。

• 微分方程的建立与求解是解决实际问题的核心。

• 当微分方程无解析解的时候，需要使用数值算法近似求解。

• 对于某些求泛函的极值问题，可以离散化，或者用变分法求解。

3



例1：（Giordano《数学建模》§1.2）酵母培养物的增长。

【模型建立】

• 设时间𝑡，生物量𝑥，生物量增量𝛿。观察𝑡, 𝑥, 𝛿两两之间的函数图像，
猜测𝛿是𝑥的二次函数。

• 生物学解释：酵母繁殖靠细胞分裂，𝛿 = 𝜆𝑥。受资源限制，增长率𝜆随
𝑥的增加而降低。可用线性函数近似𝜆 = 𝑎 − 𝑏𝑥。

• 解常微分方程
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥2，得𝑥(𝑡) =

𝑎

𝑏+
𝑎

𝑥0
−𝑏 𝑒−𝑎𝑡

。

• 𝑎, 𝑏可由数据拟合确定。

4

时间 0 1 2 3 4 5 6 7 8

生物量 9.6 18.3 29.0 47.2 71.1 119.1 174.6 257.3 350.7

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

441 513.3 339.7 594.8 629.4 640.8 651.1 655.9 659.6 661.8



例2：（谭永基《数学模型》第17章）生物群体模型。
考虑生物群体数量𝑥随时间𝑡的变化。

【单物种模型】

•
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑏𝑥 𝑥，其中𝑎与物种的生长资源及人类的捕杀有关，𝑏与物

种内部的合作与竞争有关，𝑎, 𝑏都可能是𝑡的函数。

【双物种模型】

• ቊ
𝑥′ 𝑡 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑥 = 𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 + 𝑏1 ∙ 𝑥

𝑦′ 𝑡 = 𝑔 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑦 = 𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 + 𝑏2 ∙ 𝑦
，其中𝑎12, 𝑎21 > 0表示双

方互助，𝑎12, 𝑎21 < 0表示双方竞争，𝑎12𝑎21 < 0表示捕食关系。

• 达到平衡时，𝑥𝑦 = 0 或 ቊ
𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 + 𝑏1 = 0
𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 + 𝑏2 = 0

。

• 𝑓, 𝑔可能是其它形式的函数，此处仅作局部线性近似。

5



例3：（姜启源《数学模型》§5.10）传染病的传播。

【模型一】

• 假设被发现的感染者都被隔离治疗，治愈后不再传播病菌。

• 设𝑥(𝑡)是尚未感染的易感者比例，𝑦(𝑡)是未被发现的感染者比例，
𝑧(𝑡)是已确诊的感染者比例，𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1。

ቐ

𝑥′ 𝑡 = −𝑎𝑥𝑦

𝑦′ 𝑡 = 𝑎𝑥𝑦 − 𝑏𝑦

𝑧′ 𝑡 = 𝑏𝑦
其中𝑎称为传染率，𝑏称为确诊率，𝑎, 𝑏可以是𝑡的函数。

• 每日新增确诊病例数与𝑦(𝑡)成正比例，积累确诊病例数与𝑧(𝑡)成正
比例。由此可以估计出𝑎, 𝑏。

• 思考：求𝑡 → ∞时，𝑥 𝑡 和𝑧(𝑡)的极限。

6



【模型二】

• 假设被发现的感染者都被隔离治疗，治愈后部分人免疫。

• 设𝑥(𝑡)是尚未感染的易感者比例，𝑦(𝑡)是未被发现的感染者比例，
𝑧(𝑡)是正在隔离治疗中的感染者比例，𝑥 + 𝑦 + 𝑧 < 1。

ቐ

𝑥′ 𝑡 = −𝑎𝑥𝑦 + 𝑑𝑧

𝑦′ 𝑡 = 𝑎𝑥𝑦 − 𝑏𝑦

𝑧′ 𝑡 = 𝑏𝑦 − 𝑐𝑧
其中𝑎称为传染率，𝑏称为确诊率，𝑐称为出院率，0 < 𝑑 < 𝑐。

【思考】

• 参数𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑对于𝑦(𝑡)的影响？

• 目前的一些防疫措施对𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑和𝑦(𝑡)的影响？

• 如果希望把𝑦(𝑡)迅速降至某一阈值之下，应如何调整参数？

• 如果考虑到调整参数所造成的社会经济影响，又如何处理？

7



例4：（CUMCM2007A）中国人口增长预测。

中国是一个人口大国，人口问题始终是制约我国发展的关键因素
之一。根据已有数据，运用数学建模的方法，对中国人口做出分析和
预测是一个重要问题。

近年来中国的人口发展出现了一些新的特点，例如，老龄化进程
加速、出生人口性别比持续升高，以及乡村人口城镇化等因素，这些
都影响着中国人口的增长。2007年初发布的《国家人口发展战略研究
报告》(附录1) 还做出了进一步的分析。

关于中国人口问题已有多方面的研究，并积累了大量数据资料。
附录2就是从《中国人口统计年鉴》上收集到的部分数据。

试从中国的实际情况和人口增长的上述特点出发，参考附录2中的
相关数据（也可以搜索相关文献和补充新的数据），建立中国人口增
长的数学模型，并由此对中国人口增长的中短期和长期趋势做出预测；
特别要指出你们模型中的优点与不足之处。
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【模型建立】

• （人口的总数）设时刻𝑡时，人口总数𝑥(𝑡)。

𝑥′ 𝑡 = 𝜆 𝑡 𝑥 𝑡 ⇒ 𝑥 𝑡 = 𝑥(0)𝑒0׬
𝑡
𝜆 𝑠 𝑑𝑠

其中𝜆 𝑡 称为人口的净增长率。𝜆 𝑡 与多种因素有关，易受社会经
济条件、国家政策、文化观念等影响。

• （人口的年龄结构）设第𝑡年时，年龄𝑘的人口总数𝑥𝑘(𝑡)。

൞
𝑥0 𝑡 + 1 =෍

𝑖
𝑏𝑖 𝑡 𝑥𝑖 𝑡

𝑥𝑘+1 𝑡 + 1 = 1 − 𝑑𝑘 𝑡 𝑥𝑘 𝑡 ，𝑘 ∈ 𝐍

其中𝑏𝑘 𝑡 和𝑑𝑘 𝑡 分别是年龄𝑘的人口的生育率和死亡率。

• 上述𝜆 𝑡 , 𝑏𝑘 𝑡 , 𝑑𝑘 𝑡 都可根据历史抽样数据估计得到。

• 上式可以表示成矩阵乘积的形式
𝑋 𝑡 + 1 = 𝐴 𝑡 𝑋 𝑡 ⇒ 𝑋 𝑡 + 1 = 𝐴 𝑡 ⋯𝐴 0 𝑋 0
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其中

𝐴 𝑡 =

0 𝑏1 𝑡 ⋯ 𝑏𝑛−1 𝑡

1 − 𝑑0 𝑡 ⋱

⋱ 0
1 − 𝑑𝑛−2 𝑡 0

• 上式还可以表示成偏微分方程的形式
𝜕𝑝(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
+
𝜕𝑝(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑑 𝑠, 𝑡 𝑝 𝑠, 𝑡

其中𝑝(𝑠, 𝑡)是𝑡时刻年龄𝑠的人口密度函数。0׬
∞
𝑝 𝑠, 𝑡 𝑑𝑠 = 1，∀𝑡。

这种表示形式仅具有理论意义，对于人口问题的计算没有任何优势。

• （老龄化问题）随着人均寿命的延长，老龄化进程不可逆转。
国家和社会必须适应老龄化现象，而非试图改变老龄化现象。

• （人口的性别比例）随着男女平等观念的深入，无需特别考虑。

• （人口的城乡结构）这是政治和经济问题，不属于人口问题。
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例5：（CUMCM2018A）高温作业专用服装设计。

在高温环境下工作时，人们需要穿着专用服装以避免灼伤。专用服装通
常由三层织物材料构成，记为I、II、III层，其中I层与外界环境接触，III层与
皮肤之间还存在空隙，将此空隙记为IV层。

为设计专用服装，将体内温度控制在37oC的假人放置在实验室的高温环
境中，测量假人皮肤外侧的温度。为了降低研发成本、缩短研发周期，请你
们利用数学模型来确定假人皮肤外侧的温度变化情况，并解决以下问题：

(1) 专用服装材料的某些参数值由附件1给出，对环境温度为75oC、II层厚
度为6mm、IV层厚度为5mm、工作时间为90分钟的情形开展实验，测量得到
假人皮肤外侧的温度。建立数学模型，计算温度分布，并生成温度分布的
Excel文件。

(2) 当环境温度为65oC、IV层的厚度为5.5mm时，确定II层的最优厚度，
确保工作60分钟时，假人皮肤外侧温度不超过47oC，且超过44oC的时间不超
过5分钟。

(3) 当环境温度为80oC时，确定II层和IV层的最优厚度，确保工作30分钟
时，假人皮肤外侧温度不超过47oC，且超过44oC的时间不超过5分钟。
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【问题1模型建立】

• 一维热传导方程𝑢𝑡 = (𝑘𝑢𝑥)𝑥。𝑥 ∈ [0, 𝐿]，𝑡 ∈ [0,∞)。

• 𝑘(𝑥) =
热传导率
密度×比热

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡，𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖)。𝑥0 =0，𝑥4 = 𝐿。

• 边界条件𝑢 𝑥, 0 = 37，𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝜆 ∙ (𝑢 0, 𝑡 − 𝑇)，𝑢𝑥 𝐿, 𝑡 = 0。
𝑇是环境温度，𝜆是待求常数。
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【模型求解】

• 把定义域𝑛等分，记𝑢𝑖 𝑡 = 𝑢 𝑥𝑖 , 𝑡 ，则有𝑢𝑖 0 = 37，并且

൞
𝑘𝑖+1 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖 − 𝑘𝑖 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1 ≈

𝐿2

𝑛2
𝑢𝑖
′ 𝑡 ，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1

𝑢1 − 𝑢0 ≈
𝜆𝐿

𝑛
𝑢0 − 𝑇 ，𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 ≈ 0

• 记𝒗(𝒕) = (𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑛−1)，上式可表示为𝒗′ 𝒕 + 𝐴𝒗 = 𝒃，其中

𝐴 =
𝑛2

𝐿2

𝜆𝐿𝑘1

𝑛+𝜆𝐿
+ 𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3
⋱ ⋱ ⋱

−𝑘𝑛−2 𝑘𝑛−2 + 𝑘𝑛−1 −𝑘𝑛−1
−𝑘𝑛−1 𝑘𝑛−1

，

𝑏 =
𝑛2

𝐿2
𝜆𝐿𝑘1

𝑛+𝜆𝐿
𝑇, 0,⋯ , 0 。𝐴是对称、对角优、正定的。
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• 解得𝒗 𝑡 = 𝑒−𝐴𝑡 𝒗 0 − 𝐴−1𝒃 + 𝐴−1𝒃。设𝒄是全一向量。注意到𝐴𝒄 =
1

𝑇
𝒃，𝒗 0 = 37𝐜。故𝒗 𝑡 = 𝑇𝒄 − (𝑇 − 37)𝑒−𝐴𝑡𝒄，𝑢𝑛 𝑡 形如𝑇 −

σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖𝑒

−𝑏𝑖𝑡

• 取定𝑛，求𝜆使𝑢 𝐿, 𝑡 ≈ 𝑢𝑛 𝑡 的图像与数据拟合。

【问题2,3模型建立】

• 求II层的厚度𝑑，使得𝑢 𝐿, 3300 ≤ 44且𝑢(𝐿, 3600) ≤ 47。

• 求II、IV层的厚度𝑑1, 𝑑2，使得𝑢 𝐿, 1500 ≤ 44且𝑢(𝐿, 1800) ≤ 47。

【问题求解】

• 对给定的𝑥, 𝑡，视𝑢 𝑥, 𝑡 为𝑑或𝑑1, 𝑑2的函数。
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例6：（姜启源《数学模型》§5.8）赛跑的速度。
如何分配体能使得成绩最好？

【模型建立】

• 设赛程𝐿，速度𝑣(𝑥)，则成绩𝑇 = 0׬
𝐿 𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
。

• 设空气阻力𝑓关于𝑣单调增，并且不超过运动员的最大爆发力𝐹。

• 运动员消耗的体能0׬
𝐿
𝑓(𝑥)𝑑𝑥也有上限𝐸。

• 问题化为求0׬
𝐿 𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
在上述两个约束下的最小值。

【模型求解】

• 由均值不等式，当且仅当𝑣(𝑥)是常数时，0׬
𝐿 𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
0׬
𝐿
𝑓 𝑥 𝑑𝑥最小。

• 比赛策略：先全力加速至最大，再保持匀速，最后耗尽体能冲刺。
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例7：（CUMCM2003D）抢渡长江。

“渡江”是武汉城市的一张名片。1934年9月9日，武汉警备旅官兵与体育界
人士联手，在武汉第一次举办横渡长江游泳竞赛活动，起点为武昌汉阳门码
头，终点设在汉口三北码头，全程约5000米。有44人参加横渡，40人达到终
点，张学良将军特意向冠军获得者赠送了一块银盾，上书“力挽狂澜”。

2001年，“武汉抢渡长江挑战赛”重现江城。2002年，正式命名为“武汉国
际抢渡长江挑战赛”，于每年的5月1日进行。由于水情、水性的不可预测性，
这种竞赛更富有挑战性和观赏性。

2002年5月1日，抢渡的起点设在武昌汉阳门码头，终点设在汉阳南岸咀，
江面宽约1160米。据报载，当日的平均水温16.8℃，江水的平均流速为1.89米/

秒。参赛的国内外选手共186人（其中专业人员将近一半），仅34人到达终点，
第一名的成绩为14分8秒。除了气象条件外，大部分
选手由于路线选择错误，被滚滚的江水冲到下游，
而未能准确到达终点。

假设在竞渡区域两岸为平行直线，它们之间的
垂直距离为1160米，从武昌汉阳门的正对岸到汉阳
南岸咀的距离为1000米，见示意图。
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请你们通过数学建模来分析上述情况，并回答以下问题：

1. 假定在竞渡过程中游泳者的速度大小和方向不变，且竞渡区域每点的流速
均为1.89米/秒。试说明2002年第一名是沿着怎样的路线前进的，求他游泳
速度的大小和方向。如何根据游泳者自己的速度选择游泳方向，试为一个
速度能保持在1.5米/秒的人选择游泳方向，并估计他的成绩。

2. 在（1）的假设下，如果游泳者始终以和岸边垂直的方向游，他们能否到达
终点？根据你们的数学模型说明为什么1934年和2002年能游到终点的人数
的百分比有如此大的差别；给出能够成功到达终点的选手的条件。

3. 若流速沿离岸边距离的分布为 

（设从武昌汉阳门垂直向上为 y轴正向）
游泳者的速度大小（1.5米/秒）仍全程保持不变，
试为他选择游泳方向和路线，估计他的成绩。

4. 若流速沿离岸边距离为连续分布，例如
或你们认为合适的连续分布，如何处理这个问题。

5. 用普通人能懂的语言，给有意参加竞渡的游泳爱好者写一份竞渡策略的短
文。

6. 你们的模型还可能有什么其他的应用？
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【模型建立】

• 设游泳方向角𝜃，则游泳路线(𝑥, 𝑦)满足ቊ
𝑥′ 𝑡 = 1.5 cos 𝜃 + 𝑣
𝑦′ 𝑡 = 1.5 sin 𝜃

。

• 求𝜃(𝑦)使得0׬
1160 1.5 cos 𝜃+𝑣

1.5 sin 𝜃
𝑑𝑦 = 1000并且𝑇 = 0׬

1160 1

1.5 sin 𝜃
𝑑𝑦最小。

【模型求解】

• 当𝑇最小时，
𝜕

𝜕𝜃

1.5 cos 𝜃+𝑣

1.5 sin 𝜃
= 𝜆

𝜕

𝜕𝜃

1

1.5 sin 𝜃
，其中𝜆是待定常数。

• 化简上式，得cos 𝜃 =
1.5

𝜆−𝑣
。再由约束条件，解得𝜆，进而得𝜃, 𝑇。
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微分方程模型

1 传染病模型

2 经济增长模型

3 正规战与游击战

4 药物在体内的分布与排除

5 香烟过滤嘴的作用

6 人口预测和控制

7 烟雾的扩散与消失

8 万有引力定律的发现



动态
模型

•描述对象特征随时间(空间)的演变过程

•分析对象特征的变化规律

•预报对象特征的未来性态

•研究控制对象特征的手段

•根据函数及其变化率之间的关系确定函数微分
方程
建模

•根据建模目的和问题分析作出简化假设

•按照内在规律或用类比法建立微分方程



1. 传染病模型



问题

•描述传染病的传播过程

•分析受感染人数的变化规律

•预报传染病高潮到来的时刻

•预防传染病蔓延的手段

•按照传播过程的一般规律，

用机理分析方法建立模型



已感染人数 (病人) i(t)

•每个病人每天有效接触

(足以使人致病)人数为

模型1

假设

ttititti =−+ )()()( 

若有效接触的是病人，

则不能使病人数增加

必须区分已感染者(病

人)和未感染者(健康人)

建模
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模型2 区分已感染者(病人)和未感染者(健康人)

假设 1）总人数N不变，病人和健康  

人的 比例分别为 )(),( tsti

2）每个病人每天有效接触人数
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病人可以治愈！
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模型3 传染病无免疫性——病人治愈成

为健康人，健康人可再次被感染

增加假设

SIS 模型

3）病人每天治愈的比例为  ~日治愈率

ttNittitNstittiN −=−+ )()()()]()([ 建模

 /=

 ~ 日接触率
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模型4 传染病有免疫性——病人治愈

后即移出感染系统，称移出者
SIR模型

假设 1）总人数N不变，病人、健康人和移

出者的比例分别为 )(),(),( trtsti

2）病人的日接触率 , 日治愈率, 

接触数  =  / 

建模 1)()()( =++ trtits

需建立                                   的两个方程)(),(),( trtsti
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2. 经济增长模型



增加生产  发展经济 增加投资 增加劳动力 提高技术

•建立产值与资金、劳动力之间的关系

•研究资金与劳动力的最佳分配，使投资效益最大

•调节资金与劳动力的增长率，使经济(生产率)增长

1. 道格拉斯(Douglas)生产函数
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资金 K(t) 劳动力 L(t)

技术  f(t) = f0
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3. 正规战与游击战



战争分类：正规战争，游击战争，混合战争

只考虑双方兵力多少和战斗力强弱

兵力因战斗及非战斗减员而减少，因增援而增加

战斗力与射击次数及命中率有关

建模思路和方法为用数学模型讨论社会

领域的实际问题提供了可借鉴的示例

第一次世界大战Lanchester提出

预测战役结局的模型
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•甲乙双方的增援率为u(t), v(t)

f, g 取决于战争类型

x(t) ~甲方兵力，y(t) ~乙方兵力

模型
假设

模型
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游击战争模型 双方都用游击部队作战

•甲方战斗减员率还随着甲方兵力的增加而增加

•忽略非战斗减员

•假设没有增援
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4. 药物在体内的分布
与排除



• 药物进入机体形成血药浓度(单位体积血液的药物量)

• 血药浓度需保持在一定范围内——给药方案设计

• 药物在体内吸收、分布和排除过程 ——药物动力学

• 建立房室模型——药物动力学的基本步骤

• 房室——机体的一部分，药物在一个房室内均匀

分布(血药浓度为常数)，在房室间按一定规律转移

• 本节讨论二室模型——中心室(心、肺、肾等)和

周边室(四肢、肌肉等)
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5. 香烟过滤嘴的作用



• 过滤嘴的作用与它的材料和长度有什么关系

• 人体吸入的毒物量与哪些因素有关，其中哪

些因素影响大，哪些因素影响小。

模型

分析

• 分析吸烟时毒物进入人体的过程，建立吸

烟过程的数学模型。

• 设想一个“机器人”在典型环境下吸烟，

吸烟方式和外部环境认为是不变的。

问题



模型

假设

定性分析
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 ?, 1  Qlb ? Qu

1）l1~烟草长， l2~过滤嘴长， l = l1+ l2，

     毒物量M均匀分布，密度w0=M/l1

2）点燃处毒物随烟雾进入空气和沿香烟

穿行的数量比是a´:a,  a´+a=1

3）未点燃的烟草和过滤嘴对随烟雾穿行的

毒物的(单位时间)吸收率分别是b和

4）烟雾沿香烟穿行速度是常数v，香烟燃

烧速度是常数u， v >>u

Q ~ 吸一支烟毒物进入人体总量
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6. 人口预测和控制
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7. 烟雾的扩散与消失



现象
和
问题

炮弹在空中爆炸，烟雾向四周扩散，形成圆形

不透光区域。

不透光区域不断扩大，然后区域边界逐渐明亮，

区域缩小，最后烟雾消失。

建立模型描述烟雾扩散和消失过程，分析消失

时间与各因素的关系。

问题
分析

无穷空间由瞬时点源导致的扩散过程，用二阶偏

微分方程描述烟雾浓度的变化。

观察的烟雾消失与烟雾对光线的吸收，以及仪

器对明暗的灵敏程度有关。
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模型
假设

1）烟雾在无穷空间扩散，不受大地和风

的影响；扩散服从热传导定律。

2）光线穿过烟雾时光强的减少与烟雾浓

度成正比；无烟雾的大气不影响光强。

3）穿过烟雾进入仪器的光线只有明暗之

分，明暗界限由仪器灵敏度决定。

模型
建立

1）烟雾浓度                        的变化规律),,,( tzyxC

热传导定律：单位时间通过单位法

向面积的流量与浓度梯度成正比 
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8. 万有引力定律的发
现



背景
航海业发展 天文观测精确 “地心说”动摇

哥白尼：“日心说” 伽里略：落体运动

开普勒：行星运动三定律 变速运动的计算方法

牛顿：一切运动有力学原因 牛顿运动三定律

牛顿：研究变速运动，发明微积分（流数法）

开普勒三定律

牛顿运动第二定律
万有引力定律

《自然科学之数学原理》(1687)
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模型建立
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Discussions



谢   谢  ！
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数码相机定位
（课本第四章）



机理建模

•根据问题的实际机理，比如物理规律、几何规律
等，进行数学模型

•机理：
• 物理规律：牛顿运动学定律、材料力学、流体力学、
光学、热力学…

• 运动方程
• 偏微分方程
• 图理论
• …



数码相机定位问题

• 两部相机拍摄同一物体，得到两幅图像

• 根据两幅图像的公共特征，可以求得两部相机的相对位
置关系

• 也可以求得对应公共特征点的三维坐标

• 机理：
• 几何光学

• 针孔成像原理



SFMedu Program with Code

=+ +

Download from: 

http://3dvision.princeton.edu/courses/SFMedu/



How: a complete new way of learning
Standard Way

Reading: the MVG bible
(need ~2 years)

Coding

Crying: Not Working At All

5-6
years

Our Way

Listen stories
PhD

?

Yes

Run a program

Play with mathx =PX

See pictures

Enjoy&improve

1
 h

o
u

r



针孔成像



针孔成像的几何模型

Image Plane

The World

Camera Center

C
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Z
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f f

Camera Center

Image PlaneImage Plane The World



针孔成像的几何模型
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针孔成像的几何模型
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Up to a scale



When they take a picture:

Picture

x

y



When they take a picture:

Picture

x

y
Matlab Image Column

Matlab Image Row



When they take a picture:

Picture

x

y

Matlab Image 
Column

Matlab Image Row r

c



When they take a picture:

World Unit: e.g. Meters Image Unit: Pixels
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相机位姿：相对与世界坐标系的刚体变换
（旋转+平移）

World Coordinate System

Camera Coordinate System

Model-view
Transformation

Xcam

Ycam

Zcam
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世界坐标系到相机坐标系
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Camera Parameter
Camera Projection Matrix



空间点在相机平面的成像位置

• 1个相机

x = K R téë ùûX



空间点在相机平面的成像位置

• 2个相机

x1 = K R1 t1éë ùûX

x2 = K R2 t2éë ùûX



空间点在相机平面的成像位置

• 3个相机

x1 = K R1 t1éë ùûX

x2 = K R2 t2
éë ùûX

x3 = K R3 t3éë ùûX



Image 1

Image 2

Image 3

R1,t1

R2,t2

R3,t3

X

图像的公共对应点

x1

x2

x3



Image 1

Image 2

Image 3

R1,t1

R2,t2

R3,t3

X1

图像的公共对应点
X2

X3

X4
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X6

X7
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x
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图像的公共对应点

x1

1
= K R1 t1éë ùûX
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3 = K R3 t3éë ùûX
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Point 1 Point 2 Point 3

Image 1

Image 2

Image 3

Same Camera Same Setting = Same K



标定及重建问题

• Input: Observed 2D image position

• Output:

Unknown Camera Parameters (with some guess)

Unknown Point 3D coordinate (with some guess)

R1 t1éë ùû, R2 t2éë ùû, R3 t3éë ùû

x1

1

x2

1

x3

1

x1

2
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标定及重建问题

A valid solution                                      and

must let

x1
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x2

1

x3
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x1

2

x2

22 x2

3

x3

3

R1 t1éë ùû, R2 t2éë ùû, R3 t3éë ùû X
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Observation

Re-projection
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标定及重建问题：
非线性最小二乘优化
A valid solution                                       and

must let the Re-projection close to the Observation, 
i.e. to minimize the reprojection error

R1 t1éë ùû, R2 t2éë ùû, R3 t3éë ùû X
1,X2,X3,

min xi
j -K Ri tiéë ùûX

j( )
2
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标定及重建问题：
非线性最小二乘优化
A valid solution                                       and

must let the Re-projection close to the Observation, 
i.e. to minimize the reprojection error

R1 t1éë ùû, R2 t2éë ùû, R3 t3éë ùû X
1,X2,X3,

min xi
j -K Ri tiéë ùûX

j( )
2

j

å
i

å

Question: What is the unit of this objective function?



Image 1

Image 2

R1,t1

R2,t2

X

Fundamental Matrix

x1

x2

xT1Fx2 = 0

x1«x2



Estimating Fundamental Matrix

• Given a correspondence

• The basic incidence relation is

xT1Fx2 = 0

x1«x2
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= 0

Need 8 points



Estimating Fundamental Matrix
xT1Fx2 = 0
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for 8 point correspondences:

Direct Linear Transformation (DLT)

Ax = b

Af = 0



Algebraic Error vs. Geometric Error

• Algebraic Error

• Geometric Error (better)

min Af

Unit: pixel

Solved by (non-linear) least square solver (e.g. Ceres)

min d x1

j,Fx2

j( )
j

å
2

+ d x2

j,FTx1

j( )
2



Solving This Optimization Problem

• Theory:

The Levenberg–Marquardt algorithm

• Practice:
The Ceres-Solver from Google

http://en.wikipedia.org/wiki/Levenberg-Marquardt_algorithm

http://code.google.com/p/ceres-solver/



Ceres-solver: A Nonlinear Least Squares Minimizer

Toy problem to solve min 10 - x( )
2



Ceres-solver: A Nonlinear Least Squares Minimizer

Toy problem to solve min 10 - x( )
2



Ceres-solver: A Nonlinear Least Squares Minimizer

Toy problem to solve min 10 - x( )
2



图像对应点问题
（特征点匹配）



对应点

Points

C
am

e
ra

SIFT Matching SIFT Matching

Linking



Keypoints Detection

keypoints

keypoints

match
fundamental

matrix
essential

matrix
[R|t] triangulation



Descriptor for each point

keypoints

keypoints

match
fundamental

matrix
essential

matrix
[R|t] triangulation

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor



Same for the other images

keypoints

keypoints

match
fundamental

matrix
essential

matrix
[R|t] triangulation

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor



Point Match for correspondences

keypoints

keypoints

match
fundamental

matrix
essential

matrix
[R|t] triangulation

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor



Point Match for correspondences

keypoints

keypoints

match
fundamental

matrix
essential

matrix
[R|t] triangulation

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor

SIFT
descriptor



对应点



重建点及点颜色



Another Example



简化问题：使用简单的标定板



Other Intrinsic Camera Parameters

• Principle point offset
• especially when images are cropped (Internet)

• Skew

• Radial distortion (due to optics of the lens)
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r2 = x
2

= x2 + y2

x ' = (1+ k1r
2 + k2r

4 )x



• Fisheye

• Mirror

• Panorama

• Tilt-Shift Lens

• Biological Eyes

Canon TS-E 24mm f/3.5L II

http://www.0-360.com/

http://sun360.csail.mit.edu

http://www.popgadget.net/2006/07/fisheye_camera.php

Other Camera Models



Recap: SFMedu Program with Code

=+ +

Download from: 

http://3dvision.princeton.edu/courses/SFMedu/

COLMAP：SfM和MVS的开源库
https://github.com/colmap/colmap

https://colmap.github.io/tutorial.html



谢   谢  ！
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平衡与稳定性模型



稳定性模型

•对象是动态过程（随时间变化的），而建模

目的是研究时间充分长以后过程的变化趋势 —

—平衡状态是否稳定。

•不求解微分方程，而是用微分方程稳定性理论

研究平衡状态的稳定性。



稳定性模型

1 捕鱼业的持续收获

2 军备竞赛

3 种群的相互竞争

4 种群的相互依存

5 种群的弱肉强食



1 捕鱼业的持续收获

•再生资源（渔业、林业等）与
非再生资源（矿业等）

•再生资源应适度开发——在持续稳

产前提下实现最大产量或最佳效益。

问题及  
分析

•在捕捞量稳定的条件下，如何控

制捕捞使产量最大或效益最佳。

•如果使捕捞量等于自然增长量，渔

场鱼量将保持不变，则捕捞量稳定。

背景
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rxxFtx −−== )1()()(
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N

x
rxxftx −==

)()()( xhxfxF −=记

产量模型

假设 •无捕捞时鱼的自然增长服从 Logistic规律

•单位时间捕捞量与渔场鱼量成正比

建模

捕捞情况下
渔场鱼量满足

•不需要求解x(t), 只需知道x(t)稳定的条件

r~固有增长率, N~最大鱼量

h(x)=Ex, E~捕捞强度

x(t) ~ 渔场鱼量



一阶微分方程的平衡点及其稳定性

)1()(xFx = 一阶非线性（自治）方程

F(x)=0的根x0 ~微分方程的平衡点
0

0
0

xxx
xx

=
=



设x(t)是方程的解，若从x0 某邻域的任一初值出发，

都有 ,)(lim
0

xtx
t

=
→

称x0是方程(1)的稳定平衡点

不求x(t), 判断x0稳定性的方法——直接法

)2())((
00

xxxFx −=(1)的近似线性方程

))1(),2((0)(
00

对稳定xxF 

))1(),2((0)(
00

对不稳定xxF 
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产量模型 Ex
N

x
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平衡点

稳定性判断

0)(,0)( 10  xFxFrE

0)(,0)( 10  xFxFrE

x0 稳定, 可得到稳定产量 x1 稳定, 渔场干枯

E~捕捞强度 r~固有增长率

不稳定稳定 10 , xx

稳定不稳定 10 , xx



产量模型 在捕捞量稳定的条件下，

控制捕捞强度使产量最大
图解法

)()()( xhxfxF −=

)1()(
N

x
rxxf −=

Exxh =)(

0)( =xF

P的横坐标 x0~平衡点

2// *
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* rxhE m ==
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y
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y=h(x)=Ex

xN

y=f(x)

P的纵坐标 h~产量
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* rNhNxP
m
==产量最大

f 与h交点P

稳定0xrE 

hm

x0
*=N/2

P*

y=E*x

控制渔场鱼量为最大鱼量的一半
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效益模型

假设 •鱼销售价格p •单位捕捞强度费用c

单位时间利润

在捕捞量稳定的条件下，控制捕捞

强度使效益最大.
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Es

S(E)

T(E)

0 r E

捕捞
过度

•封闭式捕捞追求利润R(E)最大

•开放式捕捞只求利润R(E) > 0

cE
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Discussion



2 军备竞赛

•描述双方(国家或国家集团)军备竞赛过程

•解释(预测)双方军备竞赛的结局

假设
1）由于相互不信任，一方军备越大，另一

方军备增加越快；

2）由于经济实力限制，一方军备越大，对

自己军备增长的制约越大；

3）由于相互敌视或领土争端，每一方都存

在增加军备的潜力。

进一步
假设

1）2）的作用为线性；3）的作用为常数

目的



gkyxtx ++−= )(

建模

军备竞赛的结局

微分方程的平衡点及其稳定性

x(t)~甲方军备数量， y(t)~乙方军备数量

hylxty +−= )(

,  ~ 本方经济实力的制约；

 k, l ~ 对方军备数量的刺激；

g, h ~ 本方军备竞赛的潜力。

t →时的x(t)，y(t)



线性常系数
微分方程组 dycxty
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线性常系数
微分方程组 dycxty
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的平衡点及其稳定性
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qpp −−=平衡点 P0(0,0)

微分方程一般解形式 tt
ecec 21
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
+

平衡点 P0(0,0)稳定

平衡点 P0(0,0)不稳定

1,2为负数或有负实部

p > 0 且 q > 0

p < 0 或 q < 0
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模型的定性解释

kl

双方军备稳定(时间充分

长后趋向有限值)的条件

1) 双方经济制约大于双方军备刺激时，军备竞赛 

才会稳定，否则军备将无限扩张。
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2) 若g=h=0, 则 x0=y0=0, 在  > kl 下 x(t), y(t)→0, 

即友好邻国通过裁军可达到永久和平。
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模型

,  ~ 本方经济实力的制约；

 k, l ~ 对方军备数量的刺激；

g, h ~ 本方军备竞赛的潜力。



3）若 g,h 不为零，即便双方一时和解，使某时x(t), y(t)

很小，但因                        ，也会重整军备。0,0  yx 

4）即使某时一方(由于战败或协议)军备大减, 如 x(t)=0， 

也会因                        使该方重整军备，gkyx +=
即存在互不信任(          ) 或固有争端(            ) 的单方面

裁军不会持久。
0k 0g

模型的定性解释

,  ~ 本方经济实力的制约；

 k, l ~ 对方军备数量的刺激；

g, h ~ 本方军备竞赛的潜力。
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3 种群的相互竞争

•一个自然环境中有两个种群生存，它们之间的

关系：相互竞争；相互依存；弱肉强食。

•当两个种群为争夺同一食物来源和生存空间相

互竞争时，常见的结局是，竞争力弱的灭绝，

竞争力强的达到环境容许的最大容量。

•建立数学模型描述两个种群相互竞争的过程，

分析产生这种结局的条件。
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•两种群在一起生存时，乙对甲增长的阻滞作

用与乙的数量成正比;  甲对乙有同样的作用。

对于消耗甲的资源而言，

乙(相对于N2)是甲(相

对于N1) 的 1 倍。
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模型
分析
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种群竞争模型的平衡点及稳定性
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结果解释

对于消耗甲的资源而言，

乙(相对于N2)是甲(相对

于N1)的1 倍。

1
1


对甲增长的阻滞

作用，乙小于甲

乙的竞争力弱

• P1稳定的条件：1<1, 2>1

2>1 甲的竞争力强 甲达到最大容量，乙灭绝

• P2稳定的条件：1>1, 2<1         

• P3稳定的条件：1<1, 2<1

通常1  1/2，P3稳定条件不满足
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4 种群的相互依存

甲乙两种群的相互依存有三种形式

1) 甲可以独自生存，乙不能独自生存；甲

乙一起生存时相互提供食物、促进增长。

2) 甲乙均可以独自生存；甲乙一起生存 时

相互提供食物、促进增长。

3) 甲乙均不能独自生存；甲乙一起生存时

相互提供食物、促进增长。
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•甲可以独自生存，数量变化服从Logistic规律; 
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•乙不能独自生存；甲乙一起生存时甲为乙提

供食物、促进增长；乙的增长又受到本身的

阻滞作用 (服从Logistic规律)。
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种群依存模型的平衡点及稳定性

P2是甲乙相互依存而共生的平衡点

稳定条件
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12<1 ~ 2>1 前提下P2存在的必要条件

结果
解释
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1<1 ~ 2>1, 12<1 的需要，且1必须足

够小，才能在2>1条件下使12<1 成立
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5 种群的弱肉强食(食
饵-捕食者模型)

• 种群甲靠丰富的天然资源生存，种群乙靠

捕食甲为生，形成食饵-捕食者系统，如食用

鱼和鲨鱼，美洲兔和山猫，害虫和益虫。

•模型的历史背景——一次世界大战期间地中

海渔业的捕捞量下降(食用鱼和鲨鱼同时捕捞)，

但是其中鲨鱼的比例却增加，为什么？



食饵（甲）数量 x(t), 捕食者（乙）数量 y(t)

甲独立生存的增长率 r rxx =

乙使甲的增长率减小，

减小量与 y成正比
xayrtx )()( −=

乙独立生存的死亡率 d dyy −=

甲使乙的死亡率减小，

减小量与 x成正比
ybxdty )()( −−=

方程(1),(2) 无解析解

食饵-捕食者模型(Volterra)

a ~捕食者掠取食饵能力 b ~食饵供养捕食者能力

)1(axyrx−=

)2(bxydy+−=



Volterra模型的平衡点及其稳定性

axyrxxayrtx −=−= )()(

bxydyybxdty +−=−−= )()(

平衡点 ),/,/( arbdP

稳定性分析










+−

−−
=

bxdby

axaxr
A










−
=

d

r
A P

0

0

P点稳定性不能用近似线性方程分析

p =0,  q > 0

P: 临界状态

q < 0

P´ 不稳定 








 −
=

0/

/0

abr

bad
A P

)0,0(P



t x(t) y(t)

0 20.0000 4.0000

0.1000 21.2406 3.9651

0.2000 22.5649 3.9405

0.3000 23.9763 3.9269

… … …

5.1000 9.6162 16.7235

5.2000    9.0173 16.2064

… … …

9.5000 18.4750 4.0447

9.6000 19.6136 3.9968

9.7000 20.8311 3.9587

用数学软件MATLAB求微分方程数值解

x~y 平面上的相轨线



计算结果（数值，图形）

x(t), y(t)是周期函数，相图(x,y)是封闭曲线

xayrtx )()( −= ybxdty )()( −−=

观察，猜测

x(t), y(t)的周期约为9.6

xmax 65.5,  xmin  6,  ymax  20.5,  ymin  3.9

用数值积分可算出 x(t), y(t)一周期的平均值：

x(t)的平均值约为25, y(t)的平均值约为10。

食饵-捕食者模型(Volterra)
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bxdy

ayrx
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−
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y
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dx

x
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消去dt

1lnln cayyrbxxd +−=+−

ybxdty

xayrtx

)()(

)()(

+−=

−=





ceyex ayrbxd =−− ))((

用相轨线分析                          点稳定性)/,/( arbdP

c 由初始条件确定取指数



x0

fm

f(x)

x0

g(y)

gm

y0 y0

arygyggg m /,)(,0)()0( 00 ====

,0)()0( == ff

cygxf =)()(

ceyex ayrbxd =−− ))((

在相平面上讨论相轨线的图形

用相轨线分析                          点稳定性)/,/( arbdP

相轨线

)(xf )(yg

bdxfxf m /,)( 00 ==

mmgfc  时无相轨线 以下设 mm gfc 



y2

y1

x
Q3

Q4

q

y1 y2x1
x2

p

y

y0

xx0

P

0 x1 x2

Q1
Q2

Q1(x1,y0),Q2(x2,y0)

Q3(x,y1), Q4(x,y2)

mmgfc = 00 , yyxx == 相轨线退化为P点

mm gfc  0yy =令
mfpxf =)(mpgc =设

存在x1<x0<x2, 使f(x1)=f(x2)=p

mgyg =)(

],[ 21 xxx考察 pxf )(

存在y1<y0<y2,使g(y1)=g(y2)=q

mpgygxf =)()( mgqyg =)(

内任意点是 ],[ 21 xxx 相轨线是封闭曲线族

x
Q3

Q4f(x)

xx0

fm

0

g(y)

gm

y0 y0

cygxf =)()(相轨线

P~中心



相轨线是封闭曲线 x(t), y(t)是周期函数(周期记 T)

求x(t), y(t) 在一周期的平均值 yx, ybxdty )()( +−=

)(
1

)( d
y

y

b
tx +=


=

T

dttx
T

x
0

)(
1

xayrtx )()( −=

arybdxyxP /,/:),( 0000 ==
轨线
中心 00 , yyxx ==

bdx /=

ary /=

用相轨线分析                          点稳定性)/,/( arbdP
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00  yx  ，

00  yx  ，0
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



0

0




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x





0P•

T2

T3

T4 T1

P

0 2 4 6 8 10 12
0

20

40

60

80

100

120

x(t)

y(t)

T1 T2 T3 T4

x(t) 的“相位”领先 y(t)

xayrtx )()( −=

ybxdty )()( −−=

 )()(:1 tytxT

 )()(:2 tytxT

 )()(:3 tytxT

 )()(:4 tytxT

模型解释 )/,/( arbdP

),( 000 yxP 初值

相轨线的方向



模型解释

r ~食饵增长率

d ~捕食者死亡率

b ~食饵供养捕食者能力

a

r
y =

捕食者  
数量

b

d
x =

食饵
数量

0 20 40 60 80 100 120
0

5

10

15

20

25

30

P

)/,/( arbdP

r/a

d/b
a ~捕食者掠取食饵能力

捕食者数量与r成正比, 与a成反比

食饵数量与d成正比, 与b成反比



模型
解释

一次大战期间地中海渔业的捕捞量下降，

但是其中鲨鱼的比例却在增加，为什么？

r→r-1, d→d+1捕捞

战时
捕捞

r→r-2, d→d+2 , 2 < 1

yyxx 
11

,

•
),(

111
yxP•

),(
222

yxP

•
),( yxP

x

y

食饵(鱼)减少，

捕食者(鲨鱼)增加

自然环境 arybdx /,/ ==),( yxP

1212
, yyxx 

1PP →

21 PP →

还表明：对害虫(食饵)—益虫(捕食者)系统，

使用灭两种虫的杀虫剂, 会使害虫增加，益虫减少。

1PP →



食饵-捕食者模型(Volterra)的缺点与改进
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xayrtx )()( −= ybxdty )()( −−=Volterra模型

改写

多数食饵—捕食者系统观察不到周期震荡,

而是趋向某个平衡状态,即存在稳定平衡点

加Logistic项

有稳定平衡点



•相轨线是封闭曲线，结构不稳定——一旦离开某

一条闭轨线，就进入另一条闭轨线，不恢复原状。

•自然界存在的周期性平衡生态系统是结构稳定的，

即偏离周期轨道后，内部制约使系统恢复原状。

食饵-捕食者模型(Volterra)的缺点与改进
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r1=1, N1=20, 1=0.1, 

w=0.2, r2=0.5, 2=0.18

相轨线趋向极限环

0 5 10 15 20
0

10

20

30

结构稳定 



两种群模型的几种形式 

相互竞争
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弱肉强食
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数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



统计回归模型



回归分析

• 研究因变量对自变量的依赖关系的一种统计分析
方法

• 通过自变量的给定值来估计或预测因变量的均值

• 可用于预测、时间序列建模以及发现各种变量之
间的因果关系

• 本质：数据拟合（函数拟合）+ 统计分析（显著
性检验、区间估计等）



回归分析的作用

• 1）挑选与因变量相关的自变量；

• 2）描述因变量与自变量之间的关系强度；

• 3）生成模型，通过自变量来预测因变量；

• 4）根据模型，通过因变量，来控制自变量。



回归分析方法



1. 线性回归



线性回归

• 1）自变量与因变量之间必须有线性关系；

• 2）多元回归存在多重共线性，自相关性和异方差性；

• 3）线性回归对异常值非常敏感。它会严重影响回归
线，最终影响预测值；

• 4）多重共线性会增加系数估计值的方差，使得估
计值对于模型的轻微变化异常敏感，结果就是系数
估计值不稳定；

• 5）在存在多个自变量的情况下，我们可以使用向前
选择法，向后剔除法和逐步筛选法来选择最重要的
自变量。



2. Logistic回归



Logistic回归

• Logistic回归广泛用于分类问题；
• Logistic回归不要求自变量和因变量存在线性关系。
它可以处理多种类型的关系，因为它对预测的相对
风险指数使用了一个非线性的 log 转换；

• Logistic回归需要较大的样本量，因为在样本数量较
少的情况下，极大似然估计的效果比普通的最小二
乘法差；

• 自变量之间应该互不相关，即不存在多重共线性。
然而，在分析和建模中，我们可以选择包含分类变
量相互作用的影响；

• 如果因变量的值是定序变量，则称它为序Logistic回
归.



3. 岭回归 (ridge regression)

• 又称脊回归、吉洪诺夫正则化（Tikhonov 
regularization）

• 目的：给回归估计值添加一个偏差值，来降低标
准误差（方差值）



岭回归

• 1）除常数项以外，岭回归的假设与最小二乘回
归相同；

• 2）它收缩了相关系数的值，但没有达到零，这
表明它不具有特征选择功能；

• 3）这是一个正则化方法，并且使用的是 L2 正则
化。



4.套索回归 (Lasso regression)

• 目标：使一些参数估计结果等于零。使用的惩罚
值越大，估计值会越趋近于零。

• 从给定的n个变量之中选择变量（特征选择）



套索回归

• 1）除常数项以外，这种回归的假设与最小二乘
回归类似；

• 2）它将收缩系数缩减至零（等于零），这确实
有助于特征选择；

• 3）这是一个正则化方法，使用的是 L1 正则化；

• 4）如果一组预测因子是高度相关的，套索回归
会选出其中一个因子并且将其它因子收缩为零。



相关模型

• 稀疏优化

• 压缩感知



5. ElasticNet回归

• ElasticNet 回归是套索回归和岭回归的组合体。
它会事先使用 L1 和 L2 作为正则化矩阵进行训练

• 1）在高度相关变量的情况下，它会产生群体效
应；

• 2）选择变量的数目没有限制；

• 3）它可以承受双重收缩。



如何选择回归模型？

• 数据探索：识别变量的关系和影响

• 比较不同模型的拟合优点：分析不同的指标参数，
如统计意义的参数，R-square，调整 R-square，AIC，
BIC以及误差项，另一个是 Mallows’ Cp 准则

• 交叉验证：评估预测模型最好的方法。需将数据集
分成两份（一份用于训练，一份用于验证）。使用
观测值和预测值之间的均方差即可快速衡量预测精
度。

• 回归正则化方法（套索，岭和ElasticNet）在高维数
据和数据集变量之间存在多重共线性的情况下运行
良好。



诊断回归分析结果

• 1.自变量与因变量是否具有预期的关系

• 2.自变量对模型是否有帮助

• 3.残差是否有空间聚类

• 4.模型是否出现了倾向性

• 5.自变量中是否存在冗余

• 6.评估模型的性能

https://www.sohu.com/a/165006005_197042



回归模型是用统计分析方法建立的最常用的一类模型

数学建模的基本方法 机理分析 测试分析

通过对数据的统计分析，找出与数据拟合最好的模型

•不涉及回归分析的数学原理和方法 

•通过实例讨论如何选择不同类型的模型 

•对软件得到的结果进行分析，对模型进行改进 

由于客观事物内部规律的复杂及人们认识程度的限制,

无法分析实际对象内在的因果关系，建立合乎机理规

律的数学模型。  



统计回归模型

1    牙膏的销售量

2    软件开发人员的薪金

3    酶促反应

4    投资额与国民生产总值和  

物价指数



1 牙膏的销售量 

问
题

建立牙膏销售量与价格、广告投入之间的模型 

预测在不同价格和广告费用下的牙膏销售量 

收集了30个销售周期本公司牙膏销售量、价格、

广告费用，及同期其它厂家同类牙膏的平均售价 

9.260.556.804.253.7030

7.930.055.803.853.8029



8.510.256.754.003.752

7.38-0.055.503.803.851

销售量
(百万支)

价格差
（元）

广告费用
(百万元)

其它厂家
价格(元)

本公司价
格(元)

销售
周期



基本模型

y ~公司牙膏销售量

x1~其它厂家与本公司价格差

x2~公司广告费用

 ++= 110 xy

 +++= 2

22210 xxy

5 5.5 6 6.5 7 7.5
7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

x2

y

-0.2 0 0.2 0.4 0.6
7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

x1

y

 ++++= 2

2322110 xxxy

x1, x2~解释变量(回归变量, 自变量) 

y~被解释变量（因变量） 

0, 1 , 2 , 3 ~回归系数 

~随机误差（均值为零的

正态分布随机变量）



MATLAB 统计工具箱 模型求解

[b,bint,r,rint,stats]=regress(y,x,alpha)

输入 

x=           ~n4数

据矩阵, 第1列为全1向量

]1[ 2

221 xxx

alpha(置信水平,0.05)

 ++++= 2

2322110 xxxy

b~的估计值 

bint~b的置信区间 

r ~残差向量y-xb

rint~r的置信区间 

Stats~

检验统计量

   R2,F, p

y~n维数据向量 输出 

由数据 y,x1,x2估计

参数 参数估计值 置信区间

17.3244 [5.7282   28.9206]

1.3070 [0.6829   1.9311 ]

-3.6956 [-7.4989   0.1077 ]

0.3486 [0.0379   0.6594 ]

R2=0.9054     F=82.9409     p=0.0000

0
1
2
3



结果分析

y的90.54%可由模型确定 

参数 参数估计值 置信区间

17.3244 [5.7282   28.9206]

1.3070 [0.6829   1.9311 ]

-3.6956 [-7.4989   0.1077 ]

0.3486 [0.0379   0.6594 ]

R2=0.9054      F=82.9409      p=0.0000

0
1
2
3

 ++++= 2

2322110 xxxy

F远超过F检验的临界值 

p远小于=0.05

2的置信区间包含零点

(右端点距零点很近) 

x2对因变量y 的

影响不太显著

x2
2项显著 可将x2保留在模型中 

模型从整体上看成立



2

2322110
ˆˆˆˆˆ xxxy  +++=销售量预测 

价格差x1=其它厂家价格x3-本公司价格x4

估计x3 调整x4

控制价格差x1=0.2元，投入广告费x2=650万元

销售量预测区间为 [7.8230，8.7636]（置信度95%）

上限用作库存管理的目标值 下限用来把握公司的现金流 

若估计x3=3.9，设定x4=3.7，则可以95%的把握知

道销售额在 7.83203.7 29（百万元）以上

控制x1
通过x1, x2预测y

2933.8ˆˆˆˆˆ 2

2322110 =+++= xxxy  (百万支)



模型改进

x1和x2对y

的影响独立 

 ++++= 2

2322110 xxxy

 +++++= 214

2

2322110 xxxxxy

参数 参数估计值 置信区间

17.3244 [5.7282   28.9206]

1.3070 [0.6829   1.9311 ]

-3.6956 [-7.4989   0.1077 ]

0.3486 [0.0379   0.6594 ]

R2=0.9054      F=82.9409      p=0.0000

0
1
2
3

参数 参数估计值 置信区间
29.1133 [13.7013   44.5252]

11.1342 [1.9778   20.2906 ]

-7.6080 [-12.6932   -2.5228 ]

0.6712 [0.2538    1.0887 ]

-1.4777 [-2.8518   -0.1037 ]

R2=0.9209      F=72.7771      p=0.0000

3

0
1
2

4

x1和x2对y

的影响有

交互作用



两模型销售量预测比较

214

2

2322110
ˆˆˆˆˆ xxxxxy  ++++=

2

2322110
ˆˆˆˆˆ xxxy  +++=

2933.8ˆ =y (百万支)

区间 [7.8230，8.7636]

区间 [7.8953，8.7592] 

3272.8ˆ =y (百万支)

控制价格差x1=0.2元，投入广告费x2=6.5百万元

预测区间长度更短 略有增加 ŷ



x2=6.5

x1=0.2 

-0.2 0 0.2 0.4 0.6
7.5

8

8.5

9

x1

ŷ

-0.2 0 0.2 0.4 0.6
7.5

8

8.5

9

x1

ŷ

5 6 7 8
7.5

8

8.5

9

9.5

10

x2

ŷ

5 6 7 8
8

8.5

9

9.5

10

10.5

x2

ŷ

2

2322110
ˆˆˆˆˆ xxxy  +++= 214

2

2322110
ˆˆˆˆˆ xxxxxy  ++++=

两模型   与x1,x2关系的比较ŷ



交互作用影响的讨论
2

221.0 6712.07558.72267.30ˆ
1

xxy x +−==价格差 x1=0.1 

价格差 x1=0.3
2

223.0 6712.00513.84535.32ˆ
1

xxy x +−==

214

2

2322110
ˆˆˆˆˆ xxxxxy  ++++=

5357.72 x

加大广告投入使销售量增加 

（ x2大于6百万元）

价格差较小时增加

的速率更大 

5 6 7 8
7.5

8

8.5

9

9.5

10

10.5

x1=0.1x1=0.3

x2

ŷ

1.03.0 11
ˆˆ

==  xx yy

价格优势会使销售量增加 

价格差较小时更需要靠广告

来吸引顾客的眼球 



完全二次多项式模型 
 ++++++= 2

25

2

1421322110 xxxxxxy

MATLAB中有命令rstool直接求解

0 0.2 0.4

7.5

8

8.5

9

9.5

10

5.5 6 6.5 7

x1 x2

ŷ

)ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ(ˆ
543210  =从输出 Export 可得



2    软件开发人员的薪金

资历~ 从事专业工作的年数；管理~ 1=管理人员，0=非管理人

员；教育~ 1=中学，2=大学，3=更高程度

建立模型研究薪金与资历、管理责任、教育程度的关系

分析人事策略的合理性，作为新聘用人员薪金的参考 

编
号

薪金 资
历

管
理

教
育

01 13876 1 1 1

02 11608 1 0 3

03 18701 1 1 3

04 11283 1 0 2

   

编
号

薪金 资
历

管
理

教
育

42 27837 16 1 2

43 18838 16 0 2

44 17483 16 0 1

45 19207 17 0 2

46 19346 20 0 1

46名软件开发人员的档案资料 





分析与假设 y~ 薪金，x1 ~资历（年）

x2 = 1~ 管理人员，x2 = 0~ 非管理人员

1=中学

2=大学

3=更高





=
其它

中学

,

,
x

0

1
3





=
其它

大学

,

,
x

0

1
4

资历每加一年薪金的增长是常数；

管理、教育、资历之间无交互作用 

教
育

+++++= 443322110 xaxaxaxaay线性回归模型 

a0, a1, …, a4是待估计的回归系数，是随机误差 

中学：x3=1, x4=0 ；

大学：x3=0, x4=1； 

更高：x3=0, x4=0 



模型求解 +++++= 443322110 xaxaxaxaay

参数 参数估计值 置信区间

a0 11032 [ 10258  11807 ]

a1 546 [  484    608 ]

a2 6883 [ 6248    7517 ]

a3 -2994 [ -3826   -2162 ]

a4 148 [ -636     931 ]

R2=0.957      F=226     p=0.000

R2,F, p→模型整体上可用

资历增加1年薪
金增长546 

管理人员薪金多
6883 

中学程度薪金比更
高的少2994 

大学程度薪金比更
高的多148 

a4置信区间包含零点，
解释不可靠!

中学：x3=1, x4=0;大

学：x3=0, x4=1; 更高：

x3=0, x4=0. 

x2 = 1~ 管理，x2 

= 0~ 非管理

x1~资历(年)



残差分析方法 结果分析

443322110
ˆˆˆˆˆˆ xaxaxaxaay ++++=

残差 yye ˆ−=

e 与资历x1的关系 

0 5 10 15 20
-2000

-1000

0

1000

2000

e与管理—教育组合的关系 

1 2 3 4 5 6
-2000

-1000

0

1000

2000

残差全为正，或全为负，管

理—教育组合处理不当 残差大概分成3个水平， 

6种管理—教育组合混在

一起，未正确反映 。
应在模型中增加管理x2与教育

x3, x4的交互项 

组合 1 2 3 4 5 6

管理 0 1 0 1 0 1

教育 1 1 2 2 3 3

管理与教育的组合



+++++++= 426325443322110 xxaxxaxaxaxaxaay

进一步的模型 增加管理x2与教育x3, x4的交互项

参数 参数估计值 置信区间

a0 11204 [11044  11363]

a1 497 [486  508]

a2 7048 [6841  7255]

a3 -1727 [-1939  -1514]

a4 -348 [-545  –152]

a5 -3071 [-3372 -2769]

a6 1836 [1571  2101]

R2=0.999     F=554     p=0.000

R2,F有改进，所有回归系数置信

区间都不含零点，模型完全可用 

消除了不正常现象 

异常数据(33号)应去掉 

0 5 10 15 20
-1000

-500

0

500

e ~ x1

1 2 3 4 5 6
-1000

-500

0

500

e ~组合



去掉异常数据后的结果

参数 参数估计值 置信区间

a0 11200 [11139  11261]

a1 498 [494  503]

a2 7041 [6962  7120]

a3 -1737 [-1818  -1656]

a4 -356 [-431  –281]

a5 -3056 [-3171 –2942]

a6 1997 [1894  2100]

R2= 0.9998    F=36701     p=0.0000

0 5 10 15 20
-200

-100

0

100

200 e ~ x1

1 2 3 4 5 6
-200

-100

0

100

200
e ~组合

R2： 0.957 → 0.999 → 0.9998

F： 226 → 554 → 36701 

置信区间长度更短

残差图十分正常

最终模型的结果可以应用



模型应用 

制订6种管理—教育组合人员的“基础”薪金(资历为0）

组合 管理 教育 系数 “基础”薪金

1 0 1 a0+a3 9463

2 1 1 a0+a2+a3+a5 13448

3 0 2 a0+a4 10844

4 1 2 a0+a2+a4+a6 19882

5 0 3 a0 11200

6 1 3 a0+a2 18241

426325443322110
ˆˆˆˆˆˆˆˆ xxaxxaxaxaxaxaay ++++++=

中学：x3=1, x4=0 ；大学：x3=0, x4=1； 更高：x3=0, x4=0 

x1= 0； x2 = 1~ 管理，x2 = 0~ 非管理

大学程度管理人员比更高程度管理人员的薪金高 

大学程度非管理人员比更高程度非管理人员的薪金略低 



对定性因素(如管理、教育)，可以引入0-1变量处理，

0-1变量的个数应比定性因素的水平少1 

软件开发人员的薪金

残差分析方法可以发现模型的缺陷，引入交互作用项

常常能够改善模型 

剔除异常数据，有助于得到更好的结果

注：可以直接对6种管理—教育组合引入5个0-1变量 



3 酶促反应 

问
题

研究酶促反应（酶催化反应）中嘌呤霉素对反

应速度与底物（反应物）浓度之间关系的影响 

建立数学模型，反映该酶促反应的速度与底

物浓度以及经嘌呤霉素处理与否之间的关系 

设计了两个实验 ：酶经过嘌呤霉素处理；酶未

经嘌呤霉素处理。实验数据见下表:

方
案

底物浓度(ppm) 0.02 0.06 0.11 0.22 0.56 1.10

反应
速度

处理 76 47 97
10
7

12
3

13
9

15
9

15
2

19
1

20
1

20
7

20
0

未处理 67 51 84 86 98
11
5

13
1

12
4

14
4

15
8

16
0

/



线性化模型 

经嘌呤霉素处理后实验数据的估计结果 

参数 参数估计值（×10-3） 置信区间（×10-3）

1 5.107 [3.539  6.676]

2 0.247 [0.176  0.319]

R2=0.8557       F=59.2975       p=0.0000

8027.195ˆ/1ˆ
11 ==  04841.0ˆ/ˆˆ

122 == 

x

x
y

+
=

2

1





xy

111

1

2

1 




+=

对1 , 2非线性 对1, 2线性 

x

1
21  +=



线性化模型结果分析 

x较大时，y有较大偏差  1/x较小时有很好的

线性趋势，1/x较大

时出现很大的起落 
• 参数估计时，x较小

（1/x很大）的数据控

制了回归参数的确定 

0 10 20 30 40 50
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

1/y

1/x

xy

11
21  +=

0 0.5 1 1.5
0

50

100

150

200

250

x

x
y

+
=

2

1





x

y



[beta,R,J] = nlinfit (x,y,’model’,beta0) 

beta的置信区间

MATLAB 统计工具箱 

输入 x~自变量数据矩阵

y ~因变量数据向量

beta ~参数的估计值

R ~残差，J ~估计预

测误差的Jacobi矩阵 

model ~模型的函数M文件名

beta0 ~给定的参数初值 

输出 

betaci =nlparci(beta,R,J) 

非线性模型参数估计

function  y=f1(beta, x)

y=beta(1)*x./(beta(2)+x);

x

x
y

+
=

2

1





x=                   ; y=                     ;

beta0=[195.8027  0.04841];

[beta,R,J]=nlinfit(x,y,’f1’,beta0);

betaci=nlparci(beta,R,J);

beta, betaci 

beta0~线性化
模型估计结果 



非线性模型结果分析

参数 参数估计值 置信区间

1 212.6819 [197.2029  
228.1609]

2 0.0641 [0.0457    
0.0826 ]

画面左下方的Export 

输出其它统计结果。

拖动画面的十字线，得
y的预测值和预测区间

剩余标准差s= 10.9337

x

x
y

+
=

2

1





最终反应速度为

半速度点(达到最终速度一半时的x

值 )为

6831.212ˆ
1 =

0641.0ˆ
2 =

0 0.5 1 1.5
0

50

100

150

200

250

o ~原始数据
+ ~ 拟合结果 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-50

0

50

100

150

200

250



混合反应模型 

x1为底物浓度， x2为一示性变量

     x2=1表示经过处理，x2=0表示未经处理

     β1是未经处理的最终反应速度

     γ1是经处理后最终反应速度的增长值

     β2是未经处理的反应的半速度点

     γ2是经处理后反应的半速度点的增长值 

在同一模型中考虑嘌呤霉素处理的影响

x

x
y

+
=

2

1





1222

1211

)( xx

xx
y

++

+
=



 ）（



o ~原始数据

+ ~拟合结果 

混合模型求解

,1700

1 = ,600

1 = ,05.00

2 = 01.00

2 =

估计结果和预测

剩余标准差s= 10.4000

参数 参数估计值 置信区间

1 160.2802 [145.8466  174.7137]

2 0.0477 [0.0304    0.0650 ]

1 52.4035 [32.4130   72.3941 ]

2 0.0164 [-0.0075    0.0403]

2置信区间包含零点，表明2对因变量y的影响不显著

1222

1211

)( xx

xx
y

++

+
=



 ）（

参数初值 (基于对数据的分析)

经嘌呤霉素处理的作用不影响半速度点参数

未经
处理

经处理



o ~原始数据

+ ~拟合结果 

未经
处理

经处理

简化的混合模型 

简化的混合模型形式简单，参数置信区间不含零点

剩余标准差 s = 10.5851，比一般混合模型略大 

1222

1211

)( xx

xx
y

++

+
=



 ）（

12

1211

x

xx
y

+

+
=



 ）（

估计结果和预测

参
数

参数估
计值

置信区间

1 166.6025 [154.4886 178.7164]

2 0.0580 [0.0456    0.0703 ]

1
42.0252 [28.9419   55.1085]



一般混合模型与简化混合模型预测比较

实际值 一般模型预测值 Δ(一般模型） 简化模型预测值 Δ(简化模型）

67 47.3443 9.2078 42.7358 5.4446

51 47.3443 9.2078 42.7358 5.4446

84 89.2856 9.5710 84.7356 7.0478

… … … … …

191 190.8329 9.1484 189.0574 8.8438

201 190.8329 9.1484 189.0574 8.8438

207 200.9688 11.0447 198.1837 10.1812

200 200.9688 11.0447 198.1837 10.1812

简化混合模型的预测区间较短，更为实用、有效

1222

1211

)( xx

xx
y

++

+
=



 ）（

12

1211

x

xx
y

+

+
=



 ）（ 预测区间为

预测值  Δ



注：非线性模型拟合程度的评价无法直接利用

线性模型的方法，但R2 与s仍然有效。

酶促反应 

反应速度与底物浓度的关系 非线性关系

求解线性模型 求解非线性模型

机理分析

嘌呤霉素处理对反应速度与底物浓度关系的影响

混合模型 

发现问题，
得参数初值

引入0-1变量

简化模型 
检查参数置信区
间是否包含零点



4   投资额与国民生产总值和物价指数 

问
题

建立投资额模型，研究某地区实际投资额与国

民生产总值 ( GNP ) 及物价指数 ( PI ) 的关系

2.06883073.0424.5201.00001185.9195.010

1.95142954.7474.9190.96011077.6166.49

1.78422631.7401.9180.9145992.7144.28

1.63422417.8423.0170.8679944.0149.37

1.50422163.9386.6160.8254873.4133.36

1.40051918.3324.1150.7906799.0122.85

1.32341718.0257.9140.7676756.0125.74

1.25791549.2206.1130.7436691.1113.53

1.15081434.2228.7120.7277637.797.42

1.05751326.4229.8110.7167596.790.91

物价
指数

国民生
产总值

投资额年份
序号

物价
指数

国民生产
总值

投资额年份
序号

根据对未来GNP及PI的估计，预测未来投资额 
该地区连续20年的统计数据 



时间序列中同一变量的顺序观测值之间存在自相关

以时间为序的数据，称为时间序列 

分
析

许多经济数据在时间上有一定的滞后性 

需要诊断并消除数据的自相关性，建立新的模型

若采用普通回归模型直接处理，将会出现不良后果 

投资额与国民生产总值和物价指数 

……………………
1.32341718.0257.9140.7676756.0125.74

1.25791549.2206.1130.7436691.1113.53

1.15081434.2228.7120.7277637.797.42

1.05751326.4229.8110.7167596.790.91

物价
指数

国民生
产总值

投资额年份
序号

物价
指数

国民生产
总值

投资额年份
序号



基本回归模型

投资额与 GNP及物价指数间均有很强的线性关系

tttt xxy  +++= 22110

t ~年份， yt ~ 投资额，x1t~ GNP,  x2t ~ 物价指数

0, 1, 2 ~回归系数 

x1t

yt

x2t

yt

t ~对t相互独立的零均值正态随机变量



基本回归模型的结果与分析 

ttt xxy 21 479.8596185.0725.322ˆ −+=

参数 参数估计值 置信区间

0
322.7250 [224.3386  421.1114]

1
0.6185 [0.4773    0.7596]

2
-859.4790 [-1121.4757  -597.4823 ]

R2= 0.9908     F= 919.8529     p=0.0000

剩余标准差 

s=12.7164 

没有考虑时间序列数据的滞后性影响

R2＝0.9908，拟合度高模型优点

模型缺点
可能忽视了随机误差存在自相关；如果

存在自相关性，用此模型会有不良后果



自相关性的定性诊断 残差诊断法

ttt yye ˆ−=模型残差

作残差 et~et-1 散点图

大部分点落在第1, 3象限 t存在正的自相关 

大部分点落在第2, 4象限 

自相关性直观判断

在MATLAB工作区中输出

et为随机误差t 的估计值 

-30 -20 -10 0 10 20
-30

-20

-10

0

10

20

et-1

et

t存在负的自相关 

基本回归模型的随机误

差项t 存在正的自相关 



自回归性的定量诊断

自回归模型 ttttttt uxxy +=+++= −122110 , 

ρ~自相关系数 1|| 0, 1, 2 ~回归系数 

ρ= 0 无自相关性

ρ> 0

ρ< 0

如何估计ρ

如何消除自相关性

D-W统计量

D-W检验 

ut ~对t相互独立的零均值正态随机变量

存在负自相关性

存在正自相关性

广义差分法 



D-W统计量与D-W检验 





=

=

−−

=
n

t

t

n

t

tt

e

ee

DW

2

2

2

2

1)(

检验水平,样本容量，
回归变量数目

D-W分布表



















−





=

=

−

n

t

t

n

t

tt

e

ee

2

2

2

1

12 ）（ ̂12 −=
n较大




==

−=
n

t

t

n

t

tt eee
2

2

2

1 /̂

401ˆ1 →− DW

DW
4-dU 44-dL

dUdL 20

正
自
相
关

负
自
相
关

不
能
确
定

不
能
确
定

无
自
相
关

20ˆ =→= DW

01ˆ =→= DW 41ˆ =→−= DW

检验临界值dL和dU
由DW值的大小确定自相关性



广义差分变换 

)1(0

*

0  −=

以*
0, 1 , 2 为回归系数的普通回归模型

原模型 

DW值 

D-W

检验

无自相关 

有自相关 

广义
差分

继续此
过程

原模型 

新模型 

新模型 tttt uxxy +++= *

22

*

11

*

0

* 

步骤 

原模型 ttttttt uxxy +=+++= −122110 , 

,1

*

−−= ttt yyy  2,1,1,

* =−= − ixxx tiitit 变换

）（ ̂12 −=DW
2

1ˆ
DW

−=

不能确定
增加数据量；

选用其它方法 



投资额新模型的建立 

DWold < dL

作变换 

原模型
残差et

样本容量n=20，回归

变量数目k=3，=0.05

查表

临界值dL=1.10, dU=1.54

DWold=

0.8754

原模型有
正自相关

1

* 5623.0 −−= ttt yyy

2,1,5623.0 1,

* =−= − ixxx tiitit





=

=

−−

=
n

t

t

n

t

tt

e

ee

DW

2

2

2

2

1)(

5623.02/1ˆ =−= DW

DW
4-dU 44-dL

dUdL 20

正
自
相
关

负
自
相
关

不
能
确
定

不
能
确
定

无
自
相
关



参数 参数估计值 置信区间

*
0 163.4905 [1265.4592   2005.2178]

1 0.6990 [0.5751      0.8247]

2 -1009.0333 [-1235.9392   -782.1274]

R2= 0.9772      F=342.8988      p=0.0000

tttt uxxy +++= *

22

*

11

*

0

* 

21

*

0

*

2

*

1

* ,,  ，，估计系数由数据 ttt xxy

总体效果良好 剩余标准差 

snew= 9.8277 < sold=12.7164

投资额新模型的建立 

1

* 5623.0 −−= ttt yyy 2,1,5623.0 1,

* =−= − ixxx tiitit



新模型的自相关性检验

dU< DWnew < 4-dU

新模型
残差et

样本容量n=19，回归

变量数目k=3，=0.05

查表

临界值dL=1.08, dU=1.53

DWnew=

1.5751

新模型无自相关性

DW
4-dU 44-dL

dUdL 20

正
自
相
关

负
自
相
关

不
能
确
定

不
能
确
定

无
自
相
关

1,2,2

1,1,11

3794.5670333.1009

3930.0699.05623.04905.163ˆ

−

−−

+−

−++=

tt

tttt

xx

xxyy

*

2

*

1

* 033.1009699.04905.163ˆ
ttt xxy −+=新模型

还原为
原始变量

一阶自回归模型



一阶自回归模型残差et比基本回归模型要小

0 5 10 15 20
-30

-20

-10

0

10

20

新模型 et~ *，原模型 et~ +

残差图比较

0 5 10 15 20
0

100

200

300

400

500

新模型 ŷt ~ *，新模型 ŷt ~ +

拟合图比较

模型结果比较

ttt xxy 21 479.8596185.0725.322ˆ −+=基本回归模型

一阶自回归模型
1,2,2

1,1,11

3794.5670333.1009

3930.0699.05623.04905.163ˆ

−

−−

+−

−++=

tt

tttt

xx

xxyy



投资额预测

对未来投资额yt 作预测，需先估计出未来的国民

生产总值x1t 和物价指数 x2t

设已知 t=21时， x1t =3312，x2t=2.1938

7638.469ˆ =ty一阶自回归模型

2.06883073.0424.520

1.95142954.7474.919

1.78422631.7401.918

0.7436691.1113.53

0.7277637.797.42

0.7167596.790.91

物价
指数

国民生
产总值

投资额年份
序号

物价
指数

国民生产
总值

投资额年份
序号

一阶自回归模型 7638.469ˆ =ty

基本回归模型 6720.485ˆ =ty

ŷt 较小是由于yt-1=424.5过小所致



练习思考题



例1：（杨启帆《数学建模》§10.5）沸点与气压的实验分析。

【模型建立】

• 分别作𝑦1 = 𝑎𝑥 + 𝑏，𝑦2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐，𝑦3 = exp(𝑎𝑥 + 𝑏)，
𝑦4 = exp 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 形式的拟合，得𝑦2, 𝑦4的效果差不多。

• 思考：哪个模型好？
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# 沸点 气压 # 沸点 气压
1 194.5 20.79 10 201.3 24.01

2 194.3 20.79 11 203.6 25.14

3 197.9 22.40 12 204.6 26.57

4 198.4 22.67 13 209.5 28.49

5 199.4 23.15 14 208.6 27.76

6 199.9 23.35 15 210.7 29.04

7 200.9 23.89 16 211.9 29.88

8 201.1 23.99 17 212.2 30.06

9 201.4 24.02



例2：（杨启帆《数学建模》§10.5）城市居民用煤量预测。

【模型建立】

• 居民用煤的主要用途：做饭、取暖。故存在季节性变化。

• 用煤量也与城市人口、经济发展、环境保护等因素有关。

• 模型1：对每个季度的用煤量分别作线性函数拟合。

• 模型2：作拟合𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑐1 cos
𝜋𝑥

2
+ 𝑐2sin

𝜋𝑥

2
。

• 思考：比较模型1和模型2，哪个更好？
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年份 1季度 2季度 3季度 4季度
1991 6878.4 5343.7 4847.9 6421.9

1992 6815.4 5532.6 4745.6 6406.2

1993 6634.4 5658.5 4674.8 6645.5

1994 7130.2 5532.6 4989.6 6642.3

1995 7413.5 5863.1 4997.4 6776.1

1996 7476.5 5965.5 5202.1 6894.1



例3：（杨启帆《数学建模》§10.6）木材体积的快速折算。

通过测量树干的直径和高度快速估算树干的体积。

【模型建立】

• 模型1：猜测𝑉 = 𝜆𝑑2ℎ。算得𝜆 ≈ 0.0021，误差≈ 13.47。

• 模型2：猜测ln𝑉 = 𝑐0 + 𝑐1ln𝑑 + 𝑐2lnℎ。算得exp(𝑐0) ≈ 0.0013，
𝑐1 ≈ 1.98，𝑐2 ≈ 1.12，误差≈ 13.45。

• 思考：模型2是否有合理解释？
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# 直径 高度 体积 # 直径 高度 体积 # 直径 高度 体积 # 直径 高度 体积
1 8.3 70 10.3 9 11.1 80 22.6 17 12.9 85 33.8 25 16.3 77 42.6

2 8.6 65 10.3 10 11.2 75 19.9 18 13.3 86 27.4 26 17.3 81 55.4

3 8.8 63 10.2 11 11.3 79 24.2 19 13.7 71 25.7 27 17.5 82 55.7

4 10.5 72 16.4 12 11.4 76 21.0 20 13.8 64 24.9 28 17.9 80 58.3

5 10.7 81 18.8 13 11.4 76 21.4 21 14.0 78 34.5 29 18.0 80 51.5

6 10.8 83 19.7 14 11.7 69 21.3 22 14.2 80 31.7 30 18.0 80 51.0

7 11.0 66 15.6 15 12.0 75 19.1 23 14.5 74 36.3 31 20.6 87 77.0

8 11.0 75 18.2 16 12.9 74 22.2 24 16.0 72 38.3



例4：（杨启帆《数学建模》§10.8）Simpson悖论。

根据下列谋杀案的判决情况分析美国司法制度是否公正？

【模型建立】

• 假设是公正的，则每起谋杀案件判处死刑的概率𝑝 ≈
36

326
≈ 0.11，

应当与被告人和被害人的种族无关。

• 上述4种情形下的比例𝑝1 =
19

151
≈ 0.13，𝑝2 = 0，𝑝3 =

11

63
≈ 0.17，

𝑝4 =
6

103
≈ 0.06。显然，𝑝2, 𝑝3, 𝑝3与𝑝差别很大。

• 对于每种情形检验“判处死刑的案件数服从概率𝑝的二项分布”。

• 注：“被告人/被害人是白人/黑人”不是随机事件，“是否判决死刑”
是随机事件。不应作独立性检验，而应作参数检验。
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被告人 被害人 判处死刑 未判死刑

白 白 19 132

白 黑 0 9

黑 白 11 52

黑 黑 6 97



例5：（CUMCM2012C）脑卒中发病环境因素分析及干预。

脑卒中（俗称脑中风）是目前威胁人类生命的严重疾病之一，它的发生
是一个漫长的过程，一旦得病就很难逆转。这种疾病的诱发已经被证实与环
境因素，包括气温和湿度之间存在密切的关系。对脑卒中的发病环境因素进
行分析，其目的是为了进行疾病的风险评估，对脑卒中高危人群能够及时采
取干预措施，也让尚未得病的健康人，或者亚健康人了解自己得脑卒中风险
程度，进行自我保护。同时，通过数据模型的建立，掌握疾病发病率的规律，
对于卫生行政部门和医疗机构合理调配医务力量、改善就诊治疗环境、配置
床位和医疗药物等都具有实际的指导意义。

数据（见Appendix-C1）来源于中国某城市各家医院2007年1月至2010年
12月的脑卒中发病病例信息以及相应期间当地的逐日气象资料（Appendix-

C2）。请你们根据题目提供的数据，回答以下问题：

1．根据病人基本信息，对发病人群进行统计描述。

2．建立数学模型研究脑卒中发病率与气温、气压、相对湿度间的关系。

3．查阅和搜集文献中有关脑卒中高危人群的重要特征和关键指标，
结合1、2中所得结论，对高危人群提出预警和干预的建议方案。
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【模型建立】

• 数据有许多遗漏和错误，格式也不统一。首先需要整理数据。

• 由数据可得，病人中男性占54%，女性占46%，男性比女性易发病。

• 结合各年龄的人口数，发病率（定义为
病人数
人口数

）随年龄上升。

• 发病率与湿度的相关系数约-9.5%，空气干燥使发病率上升。

• 发病率与温差的相关系数约3.3%，天气忽冷忽热使发病率上升。
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例6：（CUMCM2017C）颜色与物质浓度辨识。

比色法是目前常用的一种检测物质浓度的方法，即把待测物质制备成溶
液后滴在特定的白色试纸表面，等其充分反应以后获得一张有颜色的试纸，
再把该颜色试纸与一个标准比色卡进行对比，就可以确定待测物质的浓度档
位了。由于每个人对颜色的敏感差异和观测误差，使得这一方法在精度上受
到很大影响。随着照相技术和颜色分辨率的提高，希望建立颜色读数和物质
浓度的数量关系，即只要输入照片中的颜色读数就能够获得待测物质的浓度。
试根据附件所提供的有关颜色读数和物质浓度数据完成下列问题：

1. 附件Data1.xls中分别给出了5种物质在不同浓度下的颜色读数，讨论从这5组
数据中能否确定颜色读数和物质浓度之间的关系，并给出一些准则来评价
这5组数据的优劣。

2. 对附件Data2.xls中的数据，建立颜色读数和物质浓度的数学模型，并给出模
型的误差分析。

3. 探讨数据量和颜色维度对模型的影响。
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【模型建立】

• 观察数据，推测溶液颜色的𝑅, 𝐺, 𝐵,𝐻, 𝑆值读数是溶液浓度𝜌的函数。

• 可选某个主成分指标𝑋 = 𝑐1𝑅 + 𝑐2𝐺 + 𝑐3𝐵 + 𝑐4𝐻 + 𝑐5𝑆，把𝜌表示成𝑋
的非线性函数，并把𝜌(𝑋)的误差作为评价数据优劣的准则。
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例7：（CUMCM2000A） DNA序列分类。

下面有20个已知类别的人工制造的序列，其中序列标号1~10为A
类，11~20为B类。请从中提取特征，构造分类方法，并用这些已知类
别的序列，衡量你的方法是否足够好。然后用你认为满意的方法，对
另外20个未标明类别的人工序列（标号21~40）进行分类，把结果用
序号标明它们的类别。

1. aggcacggaaaaacgggaataacggaggaggacttggcacggcattacacggaggacgaggta
aaggaggcttgtctacggccggaagtgaagggggatatgaccgcttgg

2. cggaggacaaacgggatggcggtattggaggtggcggactgttcggggaattattcggtttaaacg
ggacaaggaaggcggctggaacaaccggacggtggcagcaaagga

3. ……

11. gttagatttaacgttttttatggaatttatggaattataaatttaaaaatttatattttttaggtaagtaatcca
acgtttttattactttttaaaattaaatatttatt

12. gtttaattactttatcatttaatttaggttttaattttaaatttaatttaggtaagatgaatttggttttttttaagg
tagttatttaattatcgttaaggaaagttaaa

13. ……
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【模型建立】

• 经观察后发现，在A类序列中g较多，在B类序列中t较多。

• 故以每个序列中四类碱基的比例(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)作为分类指标。

• 当𝑥3 ≤ 0.16时，属于A类；否则属于B类。

• 数据量太少，并且缺少生物学知识。
上述分类方法纯属猜测，无法检验。
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统计分析方法

• 统计方法
• 总体与样本、统计量

• 参数估计方法

• 方差分析法

• 相关分析法

• 显著性检验

• 模型选择



回归分析小结



参考书目

• 何晓群，刘文卿，《应用回归分析》，中国人民
大学出版社，2019（第五版）

• 高惠璇，《应用多元统计分析》，北京大学出版
社，2014

• 《试验设计与数据分析》
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CT成像模型
（课本第十一章）



多视点几何：测量物体表面信息

=+ +



如何“看到”物体内部？





A simple question

Tomography

（断层/层析成像）

Q: How to see inside the human body noninvasively?

Courtesy of Prof. Chao Tian



Computed Tomography (CT)
计算机体层摄影、计算机断层成像



CT：A. Cormack and N. Hounsfield

• 1972年，发明

• 1979年，获得了诺贝尔奖



Medical imaging techniques

9

Biomedical 
Imaging

CT

PET

声学
成像

光学
成像

MRI

优点：软组织穿透能力强

缺点：对比度较差

优点：高分辨率、高对比度

缺点：成像深度较浅



Principle



Solution
• Tomography

• Reconstructs a function using line integrals

• Goal: recover the interior structure of a body using 
exterior measurements

• Routine for medicine, earth sciences

Image taken from http://media-2.web.britannica.com



CT成像



CT成像



Necessary Mathematics

• Line integrals are integrals along a line

• Coordinate system: (x,y)->(Ѳ,t)

• Ѳ: Angle, t: distance along source

• Fourier Transform: F(w) = ∫f(t)e-j2πwtdt

• F(u,v)=∫∫f(x,y)e-j2π(ux+vy)dxdy

Image taken from http://www.mindef.gov.sg



Problem description: Reconstructing an image from a series of projections

𝟎°

𝟗𝟎°

Forward projection Back projection

Image reconstruction through backprojection



Image reconstruction through backprojection

1 2

3 4 32



A. Forward projection

The normal form of a line

The line integral is the Radon transform

▪ The right side indicates that the integral is computed only 
along a line.

▪ The Radon transform is the cornerstone of reconstruction 
from projections.

In the discrete case

1. The Radon Transform（雷登变换）



Shepp-Logan 
phantom

Example: Interpreting sinograms

Rectangular 
phantom



The final image can be formed by integrating all 
back-projected images

In the discrete case,

The image from a single backprojection is

B. Back projection



Examples: Back Projection 



3. Image Reconstruction: Filtered Back Projections

A. The Fourier-slice theorem



The 1-D Fourier transform of a projection with respect to 𝜌 is

Let 𝑢 = 𝜔𝑐𝑜𝑠𝜃 and 𝑣 = 𝜔𝑠𝑖𝑛𝜃

ω,

The 1-D Fourier transform of a projection is a slice of the 2-D Fourier 
transform of the object. 

A. The Fourier-slice theorem



How to reconstruct an image?

https://en.wikipedia.org/wiki/Radon_transform



The 2-D inverse Fourier transform of 𝐹(𝑢, 𝑣) is

The Fourier-slice theorem

▪ 𝜔 is a ramp filter（斜坡滤波器）.

𝑢 = 𝜔𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑣 = 𝜔𝑠𝑖𝑛𝜃

B. Filtered Back Projection (FBP)



Windowing with a smooth function helps decrease ringing.

▪ 𝑐 = 0.54, Hamming window;
▪ 𝑐 = 0.50, Hann window.

H(ω)

Filtering

Box filter

Hamming filter



FBP (ramp)Original
Direct 

Backprojection
FBP (Hamming)

Example: Image reconstruction using FBP

No blurring  
Ringing present

Blurring present No blurring 
No ringing



C. Iterative Reconstruction (IR)
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• Algebraic reconstruction technique (ART)
• Simultaneous Iterative Reconstruction Technique (SIRT)
• Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique (SART)
• Multiplicative algebraic reconstruction technique (MART)
• ……

Linear equations



FBP vs. IR

Geyer, Lucas L., et al. "State of the art: iterative CT reconstruction 
techniques." Radiology 276.2 (2015): 339-357.

IR FBP

• FBP is much faster

• IR needs fewer projections than FBP and have improved image quality.



Example

• The imradon function reconstructs images from 
projection data



Example

• Reconstruction with 36 projections



Example

• Reconstruction with 36 projections



Example

• Reconstruction with 90 projections



压缩感知

M N

• 已知y和Φ ，有无穷多解x

• 对于稀疏信号x，可通过优化能完全重建x

– 在一定条件下 (on Φ) [Candes and Tao 2005]

s.t.  x y =

0
min x

L0优化



感知采样

VS.

传统采样：
采样所有数据

x

y

x

y

x → y

原始数据

采样数据

压缩感知采样：
采样少量数据



压缩感知方法的重大应用

• MR imaging time can be reduced (taking fewer 
frequency measurements)

(nobelprize.org)



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling
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多目标决策模型



例子

•路线的选择

•工作的选择

•学校的选择

•人才选拔

•评优评奖

• …



多目标决策问题

•定义：具有多个目标的决策问题

•特点：
• 目标之间的不可公度性：多个目标之间没有一个统一
的度量标准

• 目标之间的矛盾性：某一目标的改善往往会损害其他
目标的实现

一般不存在通常意义下的最优解



多目标决策问题的解法

•效用函数（价值函数）

•非劣解：有效解、帕雷托(Pareto)解

•求解方法
• 加权法
• 约束法







多目标群组决策问题

•群组决策问题：决策人有多个

•数学模型



多目标群组决策问题的求解

•两级优化
• 第一级优化：选择合适的方案使对每一个决策人都是
非劣的，即不存在另一个方案使任何一个决策人的某
一目标函数值得到改进，且又不损害其他的目标函数
值

• 第二级优化：选择合适的方案对于决策群为帕雷托最
优，即不存在另一方案对群中的某一个成员产生更大
的作用，而不降低其他成员的效用

•两级优化须同时求解

•困难：要进行人与人之间的效用比较



多目标群组决策问题的求解2

•子系统优化：首先将n个决策人的目标作为n个
子系统，分别寻求决策方案使他们各自的目标达
到最优，得到n个决策方案

•协调优化：让总协调人按照某种优化原则来协调
n个决策人之间的矛盾



谢   谢  ！
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层次分析法模型



层次分析模型

背
景

•日常工作、生活中的决策问题

•涉及经济、社会等方面的因素

•作比较判断时人的主观选择起相当大

的作用，各因素的重要性难以量化 

• Saaty于1970年代提出层次分析法  

AHP (Analytic Hierarchy Process)

• AHP——一种定性与定量相结合的、

系统化、层次化的分析方法



目标层 O(选择旅游地)

P2

黄山
P1

桂林
P3

北戴河

准则层

方案层

C3

居住
C1

景色
C2

费用
C4

饮食
C5

旅途

一. 层次分析法的基本步骤

例. 选择旅游地 如何在3个目的地中按照景色、
费用、居住条件等因素选择.



“选择旅游地”思维过程的归纳

•将决策问题分为3个层次：目标层O，准则层C，

方案层P；每层有若干元素， 各层元素间的关系

用相连的直线表示。

•通过相互比较确定各准则对目标的权重，及各方

案对每一准则的权重。

•将上述两组权重进行综合，确定各方案对目标的

权重。

层次分析法将定性分析与定量分析结合起来完

成以上步骤，给出决策问题的定量结果。
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层次分析法的基本步骤
成对比较阵
和权向量 元素之间两两对比，对比采用相对尺度

设要比较各准则C1,C2,… , Cn对目标O的重要性

ijji
aCC :

A~成对比较阵

A是正互反阵

要由A确定C1,… , Cn对O的权向量

选
择
旅
游
地
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成对比较阵和权向量
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成对比较完全一致的情况

nkjiaaa ikjkij ,,2,1,,, ==满足
的正互反阵A称一致阵，如

• A的秩为1，A的唯一非零特征根为n

• A的任一列向量是对应于n 的特征向量

• A的归一化特征向量可作为权向量

对于不一致(但在允许范围内)的成对

比较阵A，建议用对应于最大特征根

的特征向量作为权向量w ，即

一致阵
性质

成对比较阵和权向量



2             4               6             8

比较尺度aij

Saaty等人提出1~9尺度——aij取值

1,2,… , 9及其互反数1,1/2, … , 1/9

尺度                    1              3              5              7              9            ij
a

相同         稍强          强        明显强      绝对强的重要性
ji

CC :

ji CC :~aij = 1,1/2, ,…1/9 的重要性与上面相反

•心理学家认为成对比较的因素不宜超过9个

•用1~3,1~5,…1~17,…,1p~9p (p=2,3,4,5), d+0.1~d+0.9 

(d=1,2,3,4)等27种比较尺度对若干实例构造成对比较

阵，算出权向量，与实际对比发现， 1~9尺度较优。

•便于定性到定量的转化：

成对比较阵和权向量



一致性检验 对A确定不一致的允许范围

已知：n 阶一致阵的唯一非零特征根为n

可证：n阶正互反阵最大特征根 n, 且 =n时为一致阵

1−

−
=

n

n
CI

定义一致性指标: CI 越大，不一致越严重

RI 0 0 0.58 0.90 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 1.49 1.51

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1110

为衡量CI 的大小，引入随机一致性指标 RI——随机模

拟得到aij ,  形成A，计算CI 即得RI。

定义一致性比率 CR = CI/RI 当CR<0.1时，通过一致性检验

Saaty的结果如下



“选择旅游地”中
准则层对目标的权
向量及一致性检验
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准则层对目标的成对比较阵

最大特征根=5.073

权向量(特征向量)w =(0.263,0.475,0.055,0.090,0.110)T

018.0
15

5073.5
=

−

−
=CI一致性指标

随机一致性指标 RI=1.12 (查表)

一致性比率CR=0.018/1.12=0.016<0.1

通过一致

性检验



组合权向量 记第2层（准则）对第1层（目标）

的权向量为 T

n
www ),,( )2()2(

1

)2( =

同样求第3层(方案)对第2层每一元素(准则)的权向量
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方案层对C2(费用)

的成对比较阵
…Cn

…Bn

最大特征根   1 2                      … n

权向量          w1
(3)                                              w2

(3)                      … wn
(3) 



第3层对第2层的计算结果

k

)3(

k
w

k


k
CI

1

0.595

0.277

0.129

3.005

0.003 0.001 0 0.005 0

3.002

0.682

0.236

0.082

2

3

0.142

0.429

0.429

3

3.009

0.175

0.193

0.633

4

3

0.668

0.166

0.166

5

组合权向量

RI=0.58 (n=3), CIk 均可通过一致性检验

w(2)

0.263

0.475

0.055

0.090

0.110

方案P1对目标的组合权重为0.5950.263+ …=0.300

方案层对目标的组合权向量为 (0.300, 0.246, 0.456)T



T

n
www ),,( )2()2(

1

)2( =

)2()3()3( wWw =

组合

权向量

第1层O
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第2层对第1层的权向量

第3层对第2层各元素的权向量

],,[ )3()3(

1

)3(

n
wwW =构造矩阵

则第3层对第1层的组合权向量

)2()3()1()()( wWWWw sss −=

第s层对第1层的组合权向量 其中W(p)是由第p层对第

p-1层权向量组成的矩阵



层次分析法的基本步骤

1）建立层次分析结构模型
深入分析实际问题，将有关因素自上而下分层（目标—

准则或指标—方案或对象），上层受下层影响，而层内

各因素基本上相对独立。

2）构造成对比较阵
用成对比较法和1~9尺度，构造各层对上一层每一因素的
成对比较阵。

3）计算权向量并作一致性检验

对每一成对比较阵计算最大特征根和特征向量，作一致性
检验，若通过，则特征向量为权向量。

4）计算组合权向量（作组合一致性检验*）
组合权向量可作为决策的定量依据。



思考

•残缺矩阵

•多目标

•群组决策



二. 层次分析法的广泛应用

• 应用领域：经济计划和管理，能源政策和分配，

人才选拔和评价，生产决策，交通运输，科研选题，

产业结构，教育，医疗，环境，军事等。

• 处理问题类型：决策、评价、分析、预测等。

• 建立层次分析结构模型是关键一步，要有主要决

策层参与。

• 构造成对比较阵是数量依据，应由经验丰富、判

断力强的专家给出。



国家综合实力

国民

收入

军事

力量

科技

水平

社会

稳定

对外

贸易

美、俄、中、日、德等大国

工作选择

贡
献

收
入

发
展

声
誉

关
系

位
置

供选择的岗位

例1 国家

实力分析

例2 工作选择



过河的效益
        A

经济效益
B1

社会效益
B2

环境效益
B3

节
省
时
间
C1

收
入
C2

岸
间
商
业
C3

当
地
商
业
C4

建
筑
就
业
C5

安
全
可
靠
C6

交
往
沟
通
C7

自
豪
感
C8

舒
适
C9

进
出
方
便
C1

0

美
化
C11

桥梁
D1

隧道
D2

渡船
D3

（1）过河效益层次结构

例3 横渡江

河、海峡方

案的抉择



过河的代价
        A

经济代价
 B1

环境代价
B3

社会代价
B2

投
入
资
金
C1

操
作
维
护
C2

冲
击
渡
船
业
C3

冲
击
生
活
方
式
C4

交
通
拥
挤
C5

居
民
搬
迁
C6

汽
车
排
放
物
C7

对
水
的
污
染
C8

对
生
态
的
破
坏
C9

桥梁
D1

隧道
D2

渡船
D2

（2）过河代价层次结构

例3 横渡江

河、海峡方

案的抉择



待评价的科技成果

直接

经济

效益

  C11

间接

经济

效益

  C12

社会

效益

  C13

学识

水平

  C21

学术

创新

  C22

技术

水平

  C23

技术

创新

  C24

效益C1 水平C2 规模C3

科技成果评价例4  科技成果

的综合评价



三.  层次分析法的若干问题

• 正互反阵的最大特征根是否为正数？特征向量

是否为正向量？一致性指标能否反映正互反阵接

近一致阵的程度？

• 怎样简化计算正互反阵的最大特征根和特征向量？

• 为什么用特征向量作为权向量？

• 当层次结构不完全或成对比较阵有空缺时怎样用

层次分析法？



1. 正互反阵的最大特征根和特征向量的性质

定理1 正矩阵A 的最大特征根是正单根，对应

正特征向量w，且 T
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定理2  n阶正互反阵A的最大特征根  n , 

= n是A为一致阵的充要条件。             

正互反阵的最大特征根是正数，

特征向量是正向量。

一致性指标                    定义合理
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



2. 正互反阵最大特征根和特征向量的简化计算
• 精确计算的复杂和不必要

• 简化计算的思路——一致阵的任一列向量都是特征向量，
一致性尚好的正互反阵的列向量都应近似特征向量，可取
其某种意义下的平均。

和法——取列向量的算术平均

















=

14/16/1

412/1

621

A例

















091.0077.01.0

364.0308.03.0

545.0615.06.0

w=

















089.0

324.0

587.0

















=

286.0

974.0

769.1

Aw 009.3)
089.0

268.0

324.0

974.0

587.0

769.1
(

3

1
=++=

列向量
归一化

算术
平均

wAw =

精确结果:w=(0.588,0.322,0.090)T, =3.010



根法——取列向量的几何平均

幂法——迭代算法

1）任取初始向量w(0), k:=0，设置精度

)()1(~ kk Aww =+
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
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3. 特征向量作为权向量——成对比较的多步累积效应

问题 一致阵A, 权向量w=(w1,…wn)T, aij=wi/wj

A不一致,  应选权向量w使wi/wj与 aij相差

尽量小（对所有i,j)。
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线性化——

对数最小二乘

结果与根法相同



• 按不同准则确定的权向量不
同，特征向量有什么优点。

成对比较 Ci:Cj (直接比较） aij ~ 1步强度

)( )2(2
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aA = sj

n

s
isij
aaa 
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=
1
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aisasj~ Ci通过Cs 与Cj的比较

aij
(2) ~ 2步强度

更能反映Ci对Cj 的强度

步强度kaaA k
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多步累积效应

体现多步累积效应
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lim 特征向量体现多步累积效应

当k足够大, Ak第i行元素反映Ci的权重 求Ak的行和



4.不完全层次结构中组合权向量的计算

完全层次结构：上层每一元素与下层所有元素相关联

不完全层次结构

设第2层对第1层权向量
w(2)=(w1

(2),w2
(2))T已定

第3层对第2层权向量
w1

(3)=(w11
(3),w12

(3),w13
(3),0)T

w2
(3)=(0,0,w23

(3),w24
(3)T已得

讨论由w(2),W(3)=(w1
(3), w2

(3))

计算第3层对第1层权向量

w(3）的方法

贡献O

教学C1 科研C2

P2P1 P3 P4

例: 评价教师贡献的层次结构

P1,P2只作教学, P4只作科研, 

P3兼作教学、科研。

C1,C2支配元素的数目不等



)/(),(~ )2(

22
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)2(

22

)2(

11

)2( wnwnwnwnw T +=

• 不考虑支配元素数目不等的影响
)2()3()3( wWw =仍用                           计算

• 支配元素越多权重越大

用支配元素数目n1,n2对w(2)加权修正

若C1,C2重要性相同, w(2)=(1/2,1/2)T,

P1~P4能力相同, w1
(3)=(1/3,1/3,1/3,0)T,w2

(3)=(0,0,1/2,1/2)T

公正的评价应为： P1:P2:P3:P4=1:1:2:1

再用                         计算)2()3()3( ~wWw =

w(3)=(1/6,1/6,5/12,1/4)T

w(3)=(1/5,1/5,2/5,1/5)T

Tw

nn

)5/2,5/3(~

,2,3

)2(

21

=

==

• 支配元素越多权重越小

教学、科研任务由上级安排

教学、科研靠个人积极性

考察一个特例：



5. 残缺成对比较阵的处理

















=

12/1/

212/1

/21

13

31

ww

ww

C

wCw =

















=

22/10

212/1

022

A

wwA =









=+

=



=

jim

aji

ajia

a

i

ij

ijij

ij

,1

,,0

,,





mi~A第i 行

中的个数

















=

12/1

212/1

21





A例

为残缺元素

辅助矩阵

Tw )1429.0,2857.0,5714.0(,3 ==



6. 更复杂的层次结构

• 递阶层次结构：层内各元素独立，无相互影响和

支配；层间自上而下、逐层传递，无反馈和循环。

• 更复杂的层次结构：层内各元素间存在相互影响

或支配；层间存在反馈或循环。

制动 底盘 车轮方向盘 发动机 减震装置

刹车 转向 运行 加速性能

汽车行驶性能

汽车1 汽车2 汽车n……

例



层次分析法的优点

• 系统性——将对象视作系统，按照分解、比较、判断、
综合的思维方式进行决策——系统分析（与机理分析、
测试分析并列）；

• 实用性——定性与定量相结合，能处理传统的优化方
法不能解决的问题；

• 简洁性——计算简便，结果明确，便于决策者
直接了解和掌握。

层次分析法的局限

• 囿旧——只能从原方案中选优，不能产生新方案；

• 粗略——定性化为定量，结果粗糙；

• 主观——主观因素作用大，结果可能难以服人。



谢   谢  ！



数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



图与网络模型



欧拉七桥问题



问题1：扫雪问题

• 安排两辆扫雪车分别从指定位置(红点处)出发清
除路面上的积雪。给出清扫积雪的最佳方案。

课本第十三章（MCM1990B）



【模型建立】

• 假设扫雪车扫雪时的行驶速度𝑢，不扫雪时的行驶速度𝑣 ≫ 𝑢。

• 假设扫雪车可在州高速公路上快速行驶，无需扫雪，速度𝑤 > 𝑣。

• 以道路交叉口为顶点、县道为边建立无向图𝐺 = (𝑉, 𝐸)。

• 所有位于高速公路上的顶点合并为1个顶点。

• 任意两个相邻顶点之间恰有2条边。

• 设每条边𝑒 ∈ 𝐸的长度为𝐿(𝑒)。

【数学问题】

• 求𝐺上两条指定起点的路𝑃1, 𝑃2，使得𝑃1⋃𝑃2 ⊃ 𝐸，并且

𝑇 = max ෍

𝑒∈𝑃1

𝐿(𝑒) , ෍

𝑒∈𝑃2

𝐿(𝑒) 尽可能小。

5

在一个有向图上找到使行驶路程最短的最佳方案



【问题求解】

• 把𝐺分解成一些两两无公共边的圈。

• 把这些圈分成长度之和近似相等的两部分，每部分是𝐺的连通子图。

• 若某部分不连通，可尝试枚举调整1个圈、2个圈、…。

• 把每部分的圈拼接成一个回路。

6



问题2：灾情巡视路线
课本第十三章思考题1（ CUMCM1998B ）

下图为某县的乡镇村公路网示意图，公路边的数字为该路段的公里数。今年夏天该县遭
受水灾。为考察灾情、组织自救，县领导决定，带领有关部门负责人到全县各乡镇村巡视。
巡视路线指从县政府所在地出发，走遍各乡镇村，又回到县政府所在地的路线。

1. 若分三组（路）巡视，试设计总路程最短且各组尽可能均衡的巡视路线。

2. 假定巡视人员在各乡（镇）停留时间𝑇 = 2小时，在各村停留时间𝑡 = 1小时，汽车行驶速
度𝑉 = 35公里/小时。要在24小时内完成巡视，至少应分几组；给出这种分组下你认为最
佳的巡视路线。

3. 在上述关于𝑇, 𝑡和𝑉的假定下，如果巡视人员足够多，完成巡视的最短时间是多少；给出
在这种最短时间完成巡视的要求下，你认为最佳的巡视路线。

4. 若巡视组数已定（比如三组），要求尽快完成巡视，讨论𝑇, 𝑡和𝑉改变对最佳巡视路线的
影响。



【模型建立】

• 以乡(镇)、村为顶点，连接相邻乡(镇)、村的道路为边建立无向图
𝐺 = (𝑉, 𝐸)。

• 计算任意两个顶点𝑢, 𝑣之间的最短路长度𝑑(𝑢, 𝑣)。

• 每组巡视线路是图𝐺上从顶点𝑂出发的回路。

【思路】

• 把𝑉\{𝑂}中所有顶点分成互不相交的三组𝑋1, 𝑋2, 𝑋3，并且最小化
𝑓 𝑋1 + 𝑓 𝑋2 + 𝑓 𝑋3 ，

其中𝑓(𝑋𝑖)是经过𝑋𝑖⋃{𝑂}中所有顶点的最短回路长度。

• 使用下述算法求以上问题的局部极小值解。

• 初始时，𝑋1 = 𝑋2 = 𝑋3 = ∅，𝑆 = 𝑉 − {𝑂}。

• 每次把某个𝑠 ∈ 𝑆移至某个𝑋𝑖，使得𝑓(𝑋𝑖⋃{𝑠})最小，直至𝑆 = ∅。

• 设𝑓 𝑋𝑖 < 𝑓 𝑋𝑗 ，尝试把𝑋𝑗中的点移至𝑋𝑖。

问题2与问题1的目标函数不同，其它相同



什么是图/网络？

• 离散点集及其相互关联的“抽象”

• 学科：图论

• 例子：
• 地图
• 互联网/物联网
• 人际网络
• 社交网络
• 论文引用
• …



图论简介



图的定义

• 图是由顶点集合(vertex)及顶点间的关系集合组成
的一种数据结构：

             Graph＝( V, E )
其中 V = { x | x 某个数据对象}

是顶点的有穷非空集合；
            E = {(x, y) | x, y  V }
是顶点之间关系的有穷集合，也叫做边(edge)集合。



有向图与无向图

• 在有向图中，顶点对 <x, y> 是有序的。

• 在无向图中，顶点对(x, y)是无序的。
• 若<v, w>E 必有<w, v>E



有向图的例子

E

A

C

B

D

G1 = (V1, E1)

其中

V1={A, B, C, D, E}

E1={<A,B>, <B,A> , 

<A,E>, <B,C>, <C,D>, 

<D,B>,  <D,A>, <E,C> }



无向图的例子

B C

A

F E

D

G2=(V2,E2)

V2={A, B, C, D, E, F}

E2={(A, B), (A, E),

(B, E), (C, D), (D, F),

(B, F), (C, F) }



完全图

• 若有 n 个顶点的无向图有 n(n-1)/2 条边, 则此图为
完全无向图。有 n 个顶点的有向图有n(n-1) 条边, 
则此图为完全有向图。

0 0 0 0

1

1

1 12 2

2 265433



• 邻接顶点   如果 (u, v) 是 E(G) 中的一条边，则称 u 
与 v 互为邻接顶点。

• 子图  设有两个图 G＝(V, E) 和 G‘＝(V’, E‘)。若 V’
V 且 E‘E, 则称 图G’ 是 图G 的子图。

0

1 2

3

子图
0

1

3

0

1 2

3

0

2

3



网络

• 某些图的边具有与它相关的数, 称之为权。这种
带权图叫做网络。

A

B E

C F

15 9

7 21

11

3

2



顶点的度

• 顶点 v 的入度是以 v 为终点的有向边的条数, 记
作 ID(v)

• 顶点 v 的出度是以 v 为始点的有向边的条数, 记
作 OD(v)

• 顶点的度  一个顶点v的度是与它相关联的边的条
数, 记作TD(v)。

• 在有向图中, 顶点的度等于该顶点的入度与出度之和：
TD(v)=ID(v)+OD(v)



• 在图 G＝(V, E) 中, 若从顶点 vi 出发, 沿一些边经过
一些顶点 vp1, vp2, …, vpm，到达顶点vj。则称顶点
序列 (vi vp1 vp2 ... vpm vj) 为从顶点vi 到顶点 vj 的路径。
它经过的边(vi, vp1)、(vp1, vp2)、...、(vpm, vj) 应是属
于E的边。

路径

A

B E

C F

如:从A到F长度为 3 

的路径{A,B,C,F}



• 路径长度  非带权图的路径长度是指此路径上边的
条数。带权图的路径长度是指路径上各边的权之和。

• 简单路径   若路径上各顶点 v1,v2,...,vm 均不互相重
复, 则称这样的路径为简单路径。

• 回路    若路径上第一个顶点 v1 与最后一个顶点vm 
重合, 则称这样的路径为回路或环。

0

1 2

3

0

1 2

3

0

1 2

3



强连通图

• 强连通图 在有向图中, 若对于每一对顶点vi和vj, 都存
在一条从vi到vj和从vj到vi的路径, 则称此图是强连通
图。

• 强连通分量 非强连通图的极大强连通子图叫做强连
通分量。

A

B E

C F

A

B E

C F



生成树

• 生成树   一个连通图的生成树是其极小连通子图，在
n个顶点的情形下，有n-1条边。

B

A

C

D

F E

对非连通图，则

称由各个连通分

量的生成树的集

合为此非连通图

的生成森林。



图的基本操作

• 图结构的建立和销毁

• 对顶点的访问操作

• 插入或删除顶点

• 插入和删除弧

• 对邻接点的操作

• 遍历



图的抽象数据类型

class Graph 
{
public:

Graph ( );
void InsertVertex ( Type & vertex );
void InsertEdge ( int v1, int v2,  int weight );
void RemoveVertex ( int v );
void RemoveEdge ( int v1, int v2 );
int IsEmpty ( );
Type GetWeight ( int v1, int v2 );
int GetFirstNeighbor ( int v );
int GetNextNeighbor ( int v1, int v2 );

}



图的遍历(Graph Traversal )

• 从图中某个顶点出发游历图，访遍图中其余顶点，
并且使图中的每个顶点仅被访问一次的过程

V1

V2

V4 V5

V3

V7V6

V8

例

遍历1：V1V2 V4  V8 V5 V3 V6 V7

遍历2：V1V2 V3  V4 V5 V6 V7 V8



图的遍历分类

◆深度优先搜索 

DFS (Depth First Search)

◆广度优先搜索 

         BFS (Breadth First Search)



深度优先搜索DFS

• 深度优先搜索的示例

A

CD

E

G

B

F IH

A

CD

E

G

B

F IH

1 2 3

45

6

7

8 9

1 2 3

45

6

7

8 9
前进 回退

深度优先搜索过程              深度优先生成树



• DFS 在访问图中某一起始顶点 v 后,  由 v 出发, 访问
它的任一邻接顶点 w1; 再从 w1 出发,访问与 w1邻 接
但还没有访问过的顶点 w2; 然后再从 w2 出发, 进行
类似的访问, … 如此进行下去,  直至到达所有的邻
接顶点都被访问过的顶点 u 为止。接着,  退回一步,  
退到前一次刚访问过的顶点,  看是否还有其它没有
被访问的邻接顶点。如果有,  则访问此顶点, 之后
再从此顶点出发,  进行与前述类似的访问; 如果没
有, 就再退回一步进行搜索。重复上述过程, 直到连
通图中所有顶点都被访问过为止。



例子

V1

V2

V4 V5

V3

V7V6

V8

例 V1

V2

V4

V5 V3

V7

V6

V8

深度遍历：V1V2 V4  V8 V5 V6 V3 V7

深度遍历：V1 V2 V4  V8 V5 V6 V3 V7



广度优先搜索BFS

• 广度优先搜索的示例

A

CD

E

G

B

F IH

A

CD

E

G

B

F H

1 2

34

5

6

7

8 9

1 2

34

5

6

7

8 9

广度优先搜索过程              广度优先生成树

I



• BFS在访问了起始顶点 v 之后, 由 v 出发, 依次
访问 v 的各个未被访问过的邻接顶点 w1, w2, …, 

wt, 然后再顺序访问 w1, w2, …, wt 的所有还未
被访问过的邻接顶点。再从这些访问过的顶点
出发，再访问它们的所有还未被访问过的邻接
顶点，… 如此做下去，直到图中所有顶点都被
访问到为止。

算法描述



例子

V1

V2

V4 V5

V3

V7V6

V8

例 V1

V2

V4

V5 V3

V7

V6

V8

广度遍历：V1V2 V3  V4 V5 V6 V7 V8

广度遍历：V1V2 V3  V4 V5 V6 V7 V8



非连通图的连通分量

• 当无向图为非连通图时, 从图中某一顶点出发, 利
用深度优先搜索算法或广度优先搜索算法不可能
遍历到图中的所有顶点, 只能访问到该顶点所在
的最大连通子图(连通分量)的所有顶点。



连通分量

• 若从无向图的每一个连通分量中的一个顶点出发
进行遍历,   可求得无向图的所有连通分量。

• 在算法中,   需要对图的每一个顶点进行检测：若
已被访问过，则该顶点一定是落在图中已求得的
连通分量上；若还未被访问，则从该顶点出发遍
历图，可求得图的另一个连通分量。

• 对于非连通的无向图，所有连通分量的生成树组
成了非连通图的生成森林。
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最小生成树
minimum cost spanning tree



最小生成树 

• 使用不同的遍历图的方法，可以得到不同的生成
树；从不同的顶点出发，也可能得到不同的生成
树。

• 按照生成树的定义，n 个顶点的连通网络的生成
树有 n 个顶点、n-1 条边。



构造最小生成树的准则

•必须使用且仅使用该网络中的n-1 条
边来联结网络中的 n 个顶点；

•不能使用产生回路的边；

•各边上的权值的总和达到最小



最短路径
Shortest path



最短路径问题

• 如果从图中某一顶点(称为源点)到达另一顶点(称
为终点)的路径可能不止一条，如何找到一条路
径使得沿此路径上各边上的权值总和达到最小



算法

◆边上权值非负情形的单源最短路径问题
               — Dijkstra算法
◆  边上权值为任意值的单源最短路径问题
                — Bellman和Ford算法
◆所有顶点之间的最短路径
                — Floyd算法



边上权值非负情形的单源最短路径问题

• 问题的提法： 给定一个带权有向图D与源点 v，求
从 v 到D中其它顶点的最短路径。限定各边上的权
值大于或等于0。

• 为求得这些最短路径, Dijkstra提出按路径长度的
递增次序,   逐步产生最短路径的算法。首先求出
长度最短的一条最短路径，再参照它求出长度次
短的一条最短路径，依次类推，直到从顶点v到其
它各顶点的最短路径全部求出为止。



Dijkstra逐步求解的过程
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• 引入辅助数组dist。它的每一个分量dist[i]表示当前找
到的从源点 v0到终点 vi 的最短路径的长度。初始状态：

•  若从源点v0到顶点 vi 有边, 则dist[i]为该边上
的权值；

•  若从源点v0到顶点 vi 无边, 则dist[i]为 。
• 假设 S 是已求得的最短路径的终点的集合，则可证明：

下一条最短路径必然是从v0 出发，中间只经过 S 中的
顶点便可到达的那些顶点vx (vxV-S )的路径中的一条。

• 每次求得一条最短路径后, 其终点vk 加入集合S，然后
对所有的vi V-S，修改其 dist[i]值。



Dijkstra算法可描述如下：

①初始化： S ← { v0 };

dist[j] ← Edge[0][j],   j = 1, 2, …, n-1;

// n为图中顶点个数
② 求出最短路径的长度：
         dist[k] ← min { dist[i] }, i  V- S ; 

S ← S U { k };

③修改：  

        dist[i] ← min{ dist[i], dist[k] + Edge[k][i] },

对于每一个 i  V- S ; 

④判断：若 S = V, 则算法结束，否则转 ②。



Sensor Network Localization
传感器网络定位



问题

• 背景：
• 无线传感器网络（军事、工业、环境、医疗等）
• 分子结构预测
• 互联网拓扑关系
• 地图重建
• 数据可视化

• 问题：
• 每个传感器能感知到其周边一定范围内的其他传感器
的距离，求整体的传感器分布结构

• 从局部距离出发，推断整体结构



数学模型

• 优化模型

• 几何模型



不同方法的比较



最大流最小割



最大流最小割定理

• 在一个网络流中，能够从源点到达汇点的最大流
量等于如果从网络中移除就能够导致网络流中断
的边的集合的最小容量和。即在任何网络中，最
大流的值等于最小割的容量。

• 背景：
• 现实生活中，人们经常见到一些网络，如铁路网、公
路网、通信网、运输网等等。这些网络有一个共同的
特点，就是在网络中都有物资、人或信息等某种量从
一个地方流向另一个地方，如何安排这些量的流动以
便取得最大效益是一个很有意义的实际问题。



最大流和最小割
• 最大流

• 给定指定的一个有向图，其中有两个特殊的点源S(Sources)和汇T(Sinks)，
每条边有指定的容量(Capacity)，求满足条件的从S到T的最大流
(MaxFlow)。

• 最小割
• 割是网络中定点的一个划分，它把网络中的所有顶点划分成两个顶点
集合S和T，其中源点s∈S,汇点t∈T。记为CUT(S,T)，满足条件的从S到T的
最小割（Min cut）。



Graphcut



Image Segmentation



更多例子



例3：（CUMCM2007B ）乘公交看奥运。

我国人民翘首企盼的第29届奥运会明年8月将在北京举行，届时有大量观
众到现场观看奥运比赛，其中大部分人将会乘坐公共交通工具（简称公交，
包括公汽、地铁等）出行。这些年来，城市的公交系统有了很大发展，北京
市的公交线路已达800条以上，使得公众的出行更加通畅、便利，但同时也面
临多条线路的选择问题。针对市场需求，某公司准备研制开发一个解决公交
线路选择问题的自主查询计算机系统。

为了设计这样一个系统，其核心是线路选择的模型与算法，应该从实际
情况出发考虑，满足查询者的各种不同需求。请你们解决如下问题：

1、仅考虑公汽线路，给出任意两公汽站点之间线路选择问题的一般数学
模型与算法。并根据附录数据，利用你们的模型与算法，求出以下6对起始站
→终到站之间的最佳路线（要有清晰的评价说明）。

(1) S3359→S1828 (2) S1557→S0481 (3) S0971→S0485

(4) S0008→S0073 (5) S0148→S0485 (6) S0087→S3676

2、同时考虑公汽与地铁线路，解决以上问题。

3、假设又知道所有站点之间的步行时间，请你给出任意两站点之间线路
选择问题的数学模型。
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【附录1】基本参数设定

相邻公汽站平均行驶时间(包括停站时间)： 3分钟

相邻地铁站平均行驶时间(包括停站时间)： 2.5分钟

公汽换乘公汽平均耗时： 5分钟(其中步行时间2分钟)

地铁换乘地铁平均耗时： 4分钟(其中步行时间2分钟)

地铁换乘公汽平均耗时： 7分钟(其中步行时间4分钟)

公汽换乘地铁平均耗时： 6分钟(其中步行时间4分钟)

公汽票价：分为单一票价与分段计价两种，标记于线路后；其中分段计价的
票价为：0～20站1元；21～40站2元；40站以上3元

地铁票价：3元（无论地铁线路间是否换乘）

注：以上参数均为简化问题而作的假设，未必与实际数据完全吻合。

【附录2】公交线路及相关信息 （见数据文件B2007data.rar）
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【模型建立】

• 以公汽和地铁站点为顶点构造有向图𝐺 = (𝑉, 𝐸)，其中𝑢𝑣 ∈ 𝐸 ⇔
可乘某一条线路从𝑢到𝑣或者从𝑢换乘到𝑣。

• |𝑉| = 3996，|𝐸| = 547050，两个顶点之间可能有多条边。

• 对于每条边𝑒 ∈ 𝐸，定义𝐿(𝑒) = (𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)，分别代表总时间、步行
时间、票价。

• 数学问题：求任意两个顶点之间以 σ𝑒∈𝑃 𝐿(𝑒)为优化目标的最优路
径𝑃。
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例4：（CUMCM2017D）巡检线路的排班。

某化工厂有26个点需要进行巡检以保证正常生产，各个点的巡检周期、
巡检耗时、两点之间的连通关系及行走所需时间在附件中给出。

每个点每次巡检需要一名工人，巡检工人的巡检起始地点在巡检调度中
心（XJ0022），工人可以按固定时间上班，也可以错时上班，在调度中心得
到巡检任务后开始巡检。现需要建立模型来安排巡检人数和巡检路线，使得
所有点都能按要求完成巡检，并且耗费的人力资源尽可能少，同时还应考虑
每名工人在一时间段内（如一周或一月等）的工作量尽量平衡。

问题1. 如果采用固定上班时间，不考虑巡检人员的休息时间，采用每天
三班倒，每班工作8小时左右，每班需要多少人，巡检线路如何安排，并给出
巡检人员的巡检线路和巡检的时间表。

问题2. 如果巡检人员每巡检2小时左右需要休息一次，休息时间大约是5
到10分钟，在中午12时和下午6时左右需要进餐一次，每次进餐时间为30分钟，
仍采用每天三班倒，每班需要多少人，巡检线路如何安排，并给出巡检人员
的巡检线路和巡检的时间表。

问题3. 如果采用错时上班，重新讨论问题1和问题2，试分析错时上班是
否更节省人力。
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位号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
周期 35 50 35 35 720 35 80 35 35 120 35 35
耗时 3 2 3 2 2 3 2 3 4 2 3 2
位号 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
周期 80 35 35 35 480 35 35 35 80 35 35 35
耗时 5 3 2 3 2 2 2 3 3 2 3 2



【模型建立】

• 建立附件所示的无向图𝐺 = (𝑉, 𝐸)，|𝑉| = 26。

• 固定上班时间与错时上班并无区别。关键是上一班的工人何时下班。

• 设所有人的巡检路线都是𝑥0 → 𝑥1 → ⋯ → 𝑥26，其中𝑥0 = 𝑥26 = 22。

• 巡检时间𝑇 = σ𝑖=1
26 巡检耗时 𝑥𝑖 +行走时间 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 。

• 问题化为求经过所有顶点的回路，使得𝑇最小。

• 工人只需间隔35分钟从调度中心出发即可满足题设。

• 若考虑休息时间𝑟，则间隔时间改为35 − 𝑟。

• 不可能所有工人同时集中进餐30分钟。

• 经计算，存在巡检时间139分钟的路线（非最优），每班4人即可。
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例5：（CUMCM2013B）碎纸片的拼接复原。

破碎文件的拼接在司法物证复原、历史文献修复以及军事情报获取等领
域都有着重要的应用。传统上，拼接复原工作需由人工完成，准确率较高，
但效率很低。特别是当碎片数量巨大，人工拼接很难在短时间内完成任务。
随着计算机技术的发展，人们试图开发碎纸片的自动拼接技术，以提高拼接
复原效率。请讨论以下问题：

1. 对于给定的来自同一页印刷文字文件的碎纸机破碎纸片（仅纵切），
建立碎纸片拼接复原模型和算法，并针对附件1、附件2给出的中、英文各一
页文件的碎片数据进行拼接复原。如果复原过程需要人工干预，请写出干预
方式及干预的时间节点。复原结果以图片形式及表格形式表达（见【结果表
达格式说明】）。

2. 对于碎纸机既纵切又横切的情形，请设计碎纸片拼接复原模型和算法，
并针对附件3、附件4给出的中、英文各一页文件的碎片数据进行拼接复原。
如果复原过程需要人工干预，请写出干预方式及干预的时间节点。复原结果
表达要求同上。

3. 上述所给碎片数据均为单面打印文件，从现实情形出发，还可能有双
面打印文件的碎纸片拼接复原问题需要解决。附件5给出的是一页英文印刷文
字双面打印文件的碎片数据。请尝试设计相应的碎纸片拼接复原模型与算法，
并就附件5的碎片数据给出拼接复原结果，结果表达要求同上。
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【数据文件说明】

(1) 每一附件为同一页纸的碎片数据。

(2) 附件1、附件2为纵切碎片数据，每页纸被切为19条碎片。

(3) 附件3、附件4为纵横切碎片数据，每页纸被切为11×19个碎片。

(4) 附件5为纵横切碎片数据，每页纸被切为11×19个碎片，每个碎片有正反
两面。该附件中每一碎片对应两个文件，共有2×11×19个文件，例如，第
一个碎片的两面分别对应文件000a、000b。

【结果表达格式说明】

复原图片放入附录中，表格表达格式如下：

(1) 附件1、附件2的结果：将碎片序号按复原后顺序填入1×19的表格；

(2) 附件3、附件4的结果：将碎片序号按复原后顺序填入11×19的表格；

(3) 附件5的结果：将碎片序号按复原后顺序填入两个11×19的表格；

(4) 不能确定复原位置的碎片，可不填入上述表格，单独列表。
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【模型建立】

• 需要解决的实际问题：求碎片的排列（对于双面打印的碎片可能还
需要翻转），使得相邻的碎片可以拼接起来。

• 对于仅纵切情形。以碎片为顶点构造有向图𝐺 = (𝑉, 𝐸)，其中𝑢𝑣 ∈
𝐸 ⇔碎片𝑢的右边界与碎片𝑣的左边界可以拼接。

• 对于任意两块碎片𝑥, 𝑦，可用一个函数𝑓(𝑥, 𝑦)描述它们的拼接吻合
程度。问题转化为求图𝐺中的一条经过所有顶点的有向Path，使得
σ𝑒∈𝑃 𝑓(𝑒)最大。

• 对于既纵切又横切的情形。定义函数𝑔(𝑥, 𝑦)判断两块碎片𝑥, 𝑦是否
属于相同行，并描述它们的拼接吻合程度。据此把𝑚 × 𝑛个碎片平
均分成𝑚部分。问题转化为纵切和横切情形。

• 对于双面情形。定义两块碎片𝑥, 𝑦的拼接吻合程度函数
ℎ 𝑥, 𝑦 = max(𝑔 𝑥, 𝑦 , 𝑔 𝑥, ෤𝑦 , 𝑔 ෤𝑥, 𝑦 , 𝑔( ෤𝑥, ෤𝑦))
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数学建模
Mathematical Modeling

刘利刚
中国科学技术大学



课程总结



我们学习了什么？

http://staff.ustc.edu.cn/~lgliu/Courses/MathModeling_2023_spring-summer/default.htm



数学建模的“定义”

• 定义2：用数学的语言和方法，通过抽象、简化建
立能近似刻划并“解决”实际问题的一种数学工具

• 定义1：关于部分现实世界为一定目的而作的抽象、
简化的数学结构，即，用数学术语对部分现实世
界的描述



数学建模的核心能力：
“抽象”能力

1. 透过表象看本质：第一性原理
2. 逻辑推理形递归：演绎法



工作（学习、研究）范式

问题

理论
问题

完善现有理论

建立数学模型 解决实际问题

提供理论基础

不断完善理论体系

应用
问题

发现新理论

提取理论问题



数学建模的过程



解决问题的关键在于数学建模能力

模型

算法

代码

即：科学研究的过程

问题

数学建模

计算数学

编程实现



方法论

• 抽象
• 简化非本质的因素
• 透过现象看本质

• 迭代
• 将问题转化为已有问题
• 组合、递归

• 执行方法
• 20-80原则
• Divide-and-conquer

• Coarse-to-fine



科研工作：建模

• 锤子 + 钉子

• 模型的创新

• 求解的创新



学习、生活、工作中的模型

• 思维模型（模式）

• 不断成长、成长为自己想象中的那个自己



祝各位同学学习顺利！
生活愉快！



谢   谢  ！
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