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摘要

针对工厂烟囱排放的灰尘扩散问题，本文基于微分方程的大气扩散数学模型，建立一个

能够模拟灰尘浓度分布特征的模型，用于确定工厂周围地表灰尘浓度。该模型考虑了烟囱排

放的灰尘量、风速和地形等因素，并使用了数值方法进行求解。考虑到简捷性，在模型建立

中对现实条件进行适当简化：

(1) 灰尘排放：设定为烟囱点源排放，单位时间内排放的灰尘质量 Q 保持不变；

(2) 灰尘扩散：灰尘本身不发生分解、衰变等变化，满足质量守恒；
(3)外界条件：气温、大气稳定，风的平均流场稳定、风速 U 恒定、风向固定且平直；地

势不对风场产生影响；

通过各种数值方法对模型的计算求解后，我们得到了不同条件下的灰尘浓度分布情况，

为工厂的环境保护提供了参考。

Abstract

Aiming at the problem of dust dispersion emitted by factory chimneys, this paper estab-
lishes a model that can simulate the distribution characteristics of dust concentration based
on the mathematical model of atmospheric dispersion based on differential equations, and is
used to determine the dust concentration on the surface around the factory. The model takes
into account factors such as the amount of dust emitted from the chimney, wind speed, and
terrain, and uses numerical methods to solve for it. Taking into account the simplicity, the
realistic conditions are appropriately simplified in the model building:

(1) Dust emission: set as chimney point source emission, the mass of dust emitted per
unit time Q remains unchanged;

(2) Dust diffusion: the dust itself does not undergo decomposition, decay and other
changes, which meets the conservation of quality;

(3) External conditions: air temperature, stable atmosphere, stable average flow field of
wind, constant wind speed U constant, fixed and straight wind direction; The terrain is flat
and does not affect the wind field;

Calculating the model by several numerical methods, we can obtain the dust concentra-
tion distribution under different conditions, which provides a reference for the environmental
protection of the factory.
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一、 前言

随着工业化的发展，工厂生产对环境污染成为了人们生活上的困扰。我国许多城市的生

活区内大烟囱林立，排放的灰尘浓烟对人体健康和环境造成了潜在的危害。因此，对于工厂

烟囱周边地表灰尘扩散浓度的研究具有重要的现实意义。

本文旨在针对目前的排放问题，通过建立模型，对工厂烟囱排放的灰尘在周围环境扩散

分布浓度等进行模拟评估，研究工厂排放污染的扩散规律，估计工厂更利于居民健康的建设

地点，为相关部门提供科学的决策依据，以保障人民健康和环境的安全。我们将通过以下几

个方面来实现研究目的：

1. 分析工厂烟囱周边地表灰尘扩散的影响因素，包括气象条件、地形地貌、工厂烟囱高
度、烟囱排放速率等；

2. 建立数学模型，描述灰尘扩散的过程，并考虑上述影响因素的作用；

3. 考察对模型求解的各种数值条件与方式，确定求解方法；

4. 通过数值模拟，模拟不同气象条件、地形地貌、工厂烟囱高度、烟囱排放速率等情况
下的灰尘扩散浓度分布情况；

5. 对模拟结果进行分析和评价，探讨工厂烟囱周边地表灰尘扩散的规律，并提出相应的
控制措施和建议。

二、 相关工作

§2.1 研究背景

1932 年，微气象学家 Sutton 提出描述大气扩散过程的高斯方程，首次通过野外试验参
数推算了大气污染物的扩散状况。

20世纪 70年代，随着有限元法、有限差分法、有限体积法等近似计算方法的发展，基于
流体力学、数值计算方法以及计算机图形学建立的流体动力学方法形成，基于 Navier-Stokes
方程的三维流体力学模型预测方法得以建立，大气扩散模拟的精度得到大幅度提升，模拟过

程也更为便捷。

目前国内常用的大气污染扩散模型主要有：以高斯理论为基础、以拉格朗日方法为基础

的模型，采用 Navier-Stokes 方程和扩散方程的偏微分方程模型，等。

§2.2 高斯扩散模型

以高斯理论为基础的扩散模式 [1–3] 以烟囱排放点作为原点，平均风向为 x轴正方向，烟

囱垂直于地表水平面朝上为 z 轴正方向，建立右手坐标系 Oxyz，并做如下假设：

1



期末作业
2023 年 5 月 28 日 数学建模课程

Final Assignment
May 28th, 2023

1. 烟囱排放的灰尘浓度在 y, z 轴向上的分布符合正态分布；

2. 在全空间内风速均匀；

3. 排放源强连续均匀；

4. 在扩散过程中灰尘符合质量守恒。

2.2.1 无界空间连续点源扩散的高斯模型

对于下风向任意一点 (x, y, z) ，灰尘浓度为：

C(x, y, z) = A(x)e−ay2e−bz2 (2.1)

定义在 y, z 方向的方差为扩散参数 σy, σz，它们与大气稳定程度有关，由于风的存在，

它们随 x 增加而增加，且由等式：

σ2
y =

∫∞
0

y2 dy∫∞
0

C dy
, σ2

z =

∫∞
0

z2 dz∫∞
0

C dz
(2.2)

反解得到：

a =
1

2σ2
y

, b =
1

2σ2
z

(2.3)

根据质量守恒，源强：

Q =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
UC dy dz (2.4)

其中，U 为风速，Q 为单位时间的排放质量。

将式 (2.1)、式 (2.3) 带入式 (2.4) 得：

A(x) =
Q

2πUσyσz

(2.5)

最后整理得到无界空间连续点源扩散的高斯模型：

C(x, y, z) =
Q

2πUσyσz

exp
[
−
(

y2

2σ2
y

+
z2

2σ2
z

)]
(2.6)

2.2.2 高架连续点源扩散的地表浓度

这里考虑烟囱 (高架) 高度为 h ，并假设地面对灰尘起全反射作用。

那么类似 2.2.1 分析，对于下风向的点 (x, y, z) ，灰尘浓度：

C(x, y, z) = C1 + C2 (2.7)

其中

C1 =
Q

2πUσyσz

exp
[
−
(

y2

2σ2
y

+
(z − h)2

2σ2
z

)]
2
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是排放点源 (0, 0, h) 提供的浓度；

C2 =
Q

2πUσyσz

exp
[
−
(

y2

2σ2
y

+
(z + h)2

2σ2
z

)]
是全反射像源 (0, 0,−h) 提供的浓度。

计算地面灰尘浓度即令 z = 0 ，得到高架连续点源扩散的地表浓度模型：

C(x, y, 0) =
Q

2πUσyσz

exp
[
−
(

y2

2σ2
y

+
(−h)2

2σ2
z

)]
+

Q

2πUσyσz

exp
[
−
(

y2

2σ2
y

+
h2

2σ2
z

)]
=

Q

πUσyσz

exp
[
−
(

y2

2σ2
y

+
h2

2σ2
z

)] (2.8)

若要计算地面最大浓度，即求:

max
x

C(x, 0, 0) =
Q

πUσyσz

exp
(
− h2

2σ2
z

)
(2.9)

为简化计算不妨令 σy/σz 为常数 S ，在式 (2.8) 中令：
dC(x, 0, 0)

dx = 0 (2.10)

求解式 (2.9) 得到：
Cmax =

2QS

πUh2e
(2.11)

§2.3 拉格朗日扩散模型

拉格朗日大气扩散模型可以细分为两类 [4]：拉格朗日粒子模型与拉格朗日烟团模型。

2.3.1 拉格朗日粒子模型

该模型是基于湍流统计理论得到的扩散模型，可以细致追踪到每一个粒子在大气中的运

动状态，计算其时间、空间概率分布情况，以估算出灰尘浓度变化 [5]。

粒子模型将粒子速度视为风场平均速度与湍流速度之和：

V = V + V ′ (2.12)

而湍流速度矢量满足：

V ′(t+∆t) = V ′(t)RL(∆t) + ρ (2.13)

其中，t 为时间；∆t 为时间步长；RL 为拉格朗日自相关系数；ρ 为蒙特卡洛分量。

在实际计算中，粒子模型将带预测区域划分为若干个网络，通过记录第 i 个粒子在第 n

个网络中的停留时间 Tni ，算出第 n 个网络中灰尘的浓度：

Cn(x, y, z) =
Q
∑N

i=1 Tni

N∆x∆y∆z
(2.14)

其中，Q 为源强；N 为灰尘粒子总数；∆x,∆y, �∆z 分别为 x, y, z 方向上的网格分辨率。

3
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2.3.2 拉格朗日烟团模型

该模型将同一种类的不同烟尘粒子合并为烟团，将烟尘视为有限个烟团的叠加。假设烟

团的浓度分布在水平与垂直方向上均满足高斯分布，利用 2.2 中的分析，第 i 个烟团对空间

内任一点 (r, z) 的浓度作用：

Ci(r, z) =
Qi

(2π)3/2σrσz

exp
(
− r2

2σ2
r

)
exp

(
− z2

2σ2
z

)
(2.15)

其中，Qi 为改烟团的质量；r 为距离点源的水平距离；z 为距离点源的垂直距离。

注意到空间任一点会受多个烟团的影响，且空间内排放源是连续不断的，故该点的浓度

为所有的浓度贡献之和：

C(r, z) =
M∑
i=1

Ci(r, z) (2.16)

对各个烟团的浓度分布进行模拟或经验求解后，通过简单叠加即可实现对整体的求解。

§2.4 常见模型的分析

高斯模型是基于简化假设而建立的统计学模型，其优点在于其简单易用，适用于大气污

染物浓度分布较为均匀的情况。但是，该模型忽略了地形、建筑物等因素对大气扩散的影响，

在某些场景下，如建筑密集区域、狭长山谷等地方，衍射和折射现象十分重要，而高斯模型

缺乏对这些现象的解释，因此得到的浓度分布精度很低；同时高斯模型通常不适用于时间尺

度较短、风速变化的情况，在这种情况下，必须使用微分方程模型来计算污染物扩散过程。

而拉格朗日粒子模型可模拟非稳态、复杂大气流场下污染物的扩散过程，并能有效考虑

污染物在大气中传输、湍流等因素对扩散的影响，对污染物浓度分布结果准确性更高。但是

由于其模拟了每个粒子的运动过程，计算中需耗费大量的计算资源和时间，参数比较繁多，

使用不太方便，适用范围较窄，主要应用于小尺寸场景的污染扩散预测与评估。

拉格朗日烟尘模型将两者的优点结合，但仍然避免不了先验假设浓度在特定方向形成了

正态分布稳态，只要考虑地形因素，这个假设往往无法成立。

于是，我们希望能得到一个介于这两者间的模型，既不预先假设整体浓度分布，也不细

致到每个粒子，而是将浓度作为整体，考虑烟尘浓度的传输。

三、 问题分析

本文考虑一个高度为 h 的烟囱单位时间排放质量 Q 的灰尘在风速为 U 的西风作用下

在周围地表的扩散过程。我们需要建立一个数学模型来描述灰尘的扩散过程，并且通过实验

验证模型的有效性。具体来说，除了已知条件以外，我们需要在求解浓度变化前先回答以下

问题：

4
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1. 烟囱排放的灰尘有怎样的性质？

2. 烟囱排放的灰尘如何在风的作用下扩散？

3. 如何验证模型的有效性？

§3.1 建模假设

3.1.1 灰尘性质

现实中，工厂排放的烟尘可以看作很多种不同颗粒，每种具有各异的扩散系数、质量与

表面积。扩散系数会影响扩散的速度，质量与表面积则是会影响重力与风力的作用。

为方便计算，假设烟尘颗粒相对空气足够稀薄，它们的碰撞与相互作用可以忽略不计。

于是，最终的结果也可以看作每种颗粒分别独立叠加，进而只需要对特定的某种粒子考察即

可。此后不妨假设灰尘颗粒是均匀的，且其需要满足在扩散过程中质量守恒的基本要求。

此外，由于无法确定工厂具体的排放情况，假定每个时刻排出的烟尘是完全一致的，且

排出时的速度可以忽略。

3.1.2 迎风扩散

由已知条件，我们假定风速 U 恒定，地势对风场的影响较小。在忽略了灰尘颗粒的相

互作用后，灰尘在空气中的浓度分布由四个条件决定：沿 x 轴正方向的风力作用、z 轴方向

的重力与空气浮力复合作用、颗粒在空气中的扩散作用、边界处的情况。

这其中，风力 U 是给定的常数，扩散系数 D 也可通过实验测量，由于粒子均匀，视为

常数。因此，后文对模型应用的讨论主要侧重于重力的影响和边界的不同情况。

3.1.3 有效性验证

由于我们的模型只是对单一烟尘考虑，而实际情况有各种复杂的经验公式，我们无法直

接通过测量的数据进行结果验证。

不过，我们可以将方程模拟结果与前述的高斯模型结果进行对比，并考察不同地形对结

果影响的适用性，进而验证模型的有效性。

§3.2 符号说明

由于实际问题中的物理量都是存在量纲的，为了方便数学求解，需要进行无量纲化。例

如，排放强度 Q的大小差别仅在于每点浓度乘常数倍，不影响分布，可设为 1或其他值；而
对 z 坐标进行 z̃ = z/h 的无量纲化后，则可设 h = 1（在对不同高度的效果进行对比时可以

在 1 附近调整）。其他量以各自单位基准进行无量纲化后，即可以进行数学上的建模。
为方便讨论，我们的模型中采用以下的符号：

5
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表 1: 符号说明
符号 说明 单位

h 烟囱 (排放点) 高度 m
Q 单位时间内排放的灰尘质量 kg/s
U 风速 m/s
D 扩散系数 m2/s

(x, y) 地表位置坐标，烟囱为原点 (0, 0), 西风吹向为 x 正方向 (m,m)
z 垂直地表高度 m
t 扩散时间 s

C(A, t) 灰尘浓度，表示空间点 A，时间为 t 时的灰尘浓度 kg/(m3 · s)
s(x, y) 地面高度，表示 (x, y) 处地面的 z 坐标 m

四、 模型建立

§4.1 对流-扩散方程

由流体力学，扩散作用项的表达是 D∆C，其中

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

是拉普拉斯算子。

而由空气运动所产生的对流项的表达是 u · ∇C，其中 u(x, y, z, t) 为流速，

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
为 Nabla 算子。

由于 x 方向风速恒定，其余只有 z 方向速度，可化简为得到以下偏微分方程：

∂C

∂t
= U

∂C

∂x
+ w(z, t)

∂C

∂z
+D

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2
+

∂2C

∂z2

)
+ C0(x, y, z) (4.1)

式 (4.1) 是一个对流-扩散方程，对其有多种不同的数值求解策略 [6]。

根据流体力学推导，扩散系数 D 可以表示为 kT
6πηr
，其中 k 是玻尔兹曼常数，T 是温度，

η 是空气粘度，r 是灰尘粒子半径，这里可不妨设其为已知常数。

U 与 w 的系数为正，意味着均指向对应轴的负方向。U 指向 x 轴的负方向是为方便之

后作图，而 w 由于主要代表重力作用，也应指向 z 轴负方向。

这里 C0 表示新生成的浓度，由单位时间生成浓度为 Q，C0 应满足
∫∫∫

C0 dx dy dz = Q，

无量纲化后可任意指定 Q 为方便计算的值。由于已经假定了每个时刻排出烟尘的一致，C0

与 t 无关。

6
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此外，假定地面边界有形状 s(x, y)，可能具有一定的吸收与反射比例，将在之后边界条

件的部分进行详细讨论。

§4.2 有限差分法

4.2.1 基本介绍

为了求解上述偏微分方程，我们采用有限差分法进行数值模拟。具体地，我们将三维空

间离散化，得到一个网格状的空间，并在每个网格点上计算灰尘浓度，根据扩散方程进行更

新。

对偏微分方程的另一个常用的离散方法为控制容积法。由于选取一定的型线可以得到和

有限差分法相同的形式，且控制容积的写法不易于从数学上进行分析，我们采取较直接的差

分方式。

假设 x, y, z 的模拟范围分别是 [x1, x2], [y1, y2], [z1, z2]，选取的空间步长为 h，时间步长

为 ht，则问题变为，已知此刻的三维矩阵 C i
xs×ys×zs，如何得到下一刻的矩阵 C i+1

xs×ys×zs，其

中 xs = x2−x1

h
+ 1 是 x 方向以 h 为步长离散出的格点数（含边界），其他方向同理。只要能

够正确迭代，通过取 z = 0 即可得到每一刻的地表浓度分布。

接下来介绍两个常用的迭代求解方法，也是本文实现的做法。值得注意的是，本节中介

绍的方法均不考虑边界条件，也即迭代规律只对内部的点有效。

4.2.2 FTCS 格式

若 C l
i,j,k 表示 lht 时刻 (ih, jh, kh) 位置的浓度，wl

k = w(kh, lht)，∂n
aC

l
i,j,k 表示此点对 a

求 n 阶导数的值，由泰勒展开可推得：

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2)

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+O(h)

f ′′(x) =
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
+O(h2)

因此有

∂tC
l
i,j,k =

C l+1
i,j,k − C l

i,j,k

ht

+O(ht)

∂xC
l
i,j,k =

C l+1
i+1,j,k − C l

i−1,j,k

2h
+O(h2)

∂2
xC

l
i,j,k =

C l+1
i+1,j,k + C l

i−1,j,k − 2C l
i,j,k

h2
+O(h2)

7
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整理得迭代公式（此处将无量纲化的风速 U 记为 v）

C l+1
i,j,k =C l

i,j,k +
vht

2h
(C l

i+1,j,k − C l
i−1,j,k) +

wl
kht

2h
(C l

i,j,k+1 − C l
i,j,k−1)

+
Dht

h2
(C l

i+1,j,k + C l
i−1,j,k + C l

i,j+1,k − C l
i,j−1,k + C l

i,j,k+1 + C l
i,j,k−1 − 6C l

i,j,k)

(4.2)

这个公式对时间向前差分的，而对空间中心差分，因此称作 Foward Time and Central
Space(FTCS) 格式。根据带误差的形式可看出它对时间有一阶误差，对空间则有二阶误差。

4.2.3 C-N 格式

为了在时间上也达到二阶误差，可以采用 Crank-Nicolson(C-N) 格式，表达式如下：

C l+1
i,j,k =C l

i,j,k +
1

2

(
vht

2h
(C l

i+1,j,k − C l
i−1,j,k) +

wl
kht

2h
(C l

i,j,k+1 − C l
i,j,k−1)

+
Dht

h2
(C l

i+1,j,k + C l
i−1,j,k + C l

i,j+1,k − C l
i,j−1,k + C l

i,j,k+1 + C l
i,j,k−1 − 6C l

i,j,k)

+
vht

2h
(C l+1

i+1,j,k − C l+1
i−1,j,k) +

wl+1
k ht

2h
(C l+1

i,j,k+1 − C l+1
i,j,k−1)

+
Dht

h2
(C l+1

i+1,j,k + C l+1
i−1,j,k + C l+1

i,j+1,k − C l+1
i,j−1,k + C l+1

i,j,k+1 + C l+1
i,j,k−1 − 6C l+1

i,j,k)

)
(4.3)

容易看出，这个式子事实上是在相邻的时间上计算了 FTCS差分的更新步长，并将两个
步长进行了平均。通过泰勒展开分析可以证明，这个做法的误差对时间也是二阶的。由于式

子中不止出现了一个第 l+1 步的值，事实上需要将上标 l+1 的项移植左侧，联合边界条件

得到方程组，并通过方程组求解下一步的值。

这种需要求解方程得到下一步值的方法称为隐式方法，而 FSTC 这类可以直接计算的
格式则称为显式方法。不难想到，隐式方法的计算开销会远远高于显式方法，但可以保证更

高的精度。

§4.3 稳定性分析

在运用迭代格式进行求解之前，一般需要先进行稳定性的分析来确保迭代的有效。我们

采用常用的 von Neumman 分析方法进行考察，以此确定 ht 与 h 的基本取值。

4.3.1 von Neumman 方法

一般来说，当其他都已经固定时，任何有效的方法只要 ht 充分小都能做到稳定，但若

ht 取得过大，哪怕对于很简单的方程，也会产生无法控制的误差。例如，考虑方程

∂C

∂t
=

∂2C

∂x2
− ∂C

∂x
(4.4)

对初值 C(0, x) = sin(x)，取 h = π
100

, ht =
π
200
进行 FTCS 的前几次迭代效果如图 1。
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图 1: 数值不稳定示例

可以看到，仅仅迭代三次时边界处已经出现了明显的问题，迭代四次后图形完全失真。

因此，我们必须事先确定怎样的 ht 能使迭代稳定进行。

无论对何种迭代格式，假设精确解为 Dl
i,j,k，数值解为 N l

i,j,k，误差满足 ϵ = N −D，由

于迭代格式中每个部分都是一次线性，容易发现误差 ϵ 与 N 满足完全相同的迭代格式。下

面以一维为例简单介绍如何对误差采用 Fourier 方法进行分析。
假定 ϵ 可以在定义域 [−l, l] 上展开成有限项的 Fourier 级数

ϵ(x, t) =
∑
m

bm(t)eikmx

这里 km 代表波数，假设解域离散成 M 个子域，也即 M = 2l
h
，不妨令其为偶数，则结点个

数共 M + 1，波数可以写成 km = mπ
l
。|km| 最小为 0，最大为 Mπ

2l
.

同样由于线性性，迭代结果是每个 km 结果的叠加。对任何一个 km 分析，并假设 bm(t)

有 eat 的形式（这里的两步形式假设都是分离变量法常得到的结果形式）。这样，可直接得到
误差满足

ϵli = eahtleikah

欲稳定，也即误差模长对时间不能发散，必须满足 |eaht | ≤ 1 对任何 km 成立，记放大

因子 g = eaht，只要得到了离散方法放大因子的表达形式，就能进行收敛性的分析，这就将

收敛性问题转化成了函数上界问题。

4.3.2 FTCS 格式分析

回顾式 (4.2) 的 FTCS 方法迭代格式，假设代入

ϵli,j,k = glei(kxhi+kyhj+kzhk)

9
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两边同时除以 ϵli,j,k 可以得到

g =1 +
vht

2h

(
eikxh − e−ikxh

)
+

wl
kht

2h

(
eikzh − e−ikzh

)
+

Dht

h2

(
eikxh + e−ikxh + eikhy + e−ikyh + eikzh + e−ikzh − 6

) (4.5)

进一步化简可得

g = 1 + i
(
vht

h
sin(kxh) +

wl
kht

h
sin(kzh)

)
+

2Dht

h2

(
cos(kxh) + cos(kyh) + cos(kzh)− 3

)
由于我们只需要确定大致量级，不妨假设 wl

k 为恒定值 w。记 θx,y,z = kx,y,zh/2，则收敛须

|g|2 =
(
vht

h
sin 2θx +

wht

h
sin 2θz

)2

+

(
2Dht

h2

(
cos 2θx + cos 2θy + cos 2θz − 3

)
+ 1

)2

=

(
vht

h
sin 2θx +

wht

h
sin 2θz

)2

+

(
1− 4Dht

h2

(
sin2 θx + sin2 θy + sin2 θz

))2

≤ 1

(4.6)

想要范围内此式取极大，sin2 θy 必然为 0 或 1，这时展开消去可得

ht(v sin θx cos θx + w sin θz cos θz)2 −D(sin2 θx + sin2 θz)

(
2− 4Dht

h2

(
sin2 θx + sin2 θz

))
≤ 0

ht(v sin θx cos θx+w sin θz cos θz)2−D(sin2 θx+sin2 θz+1)

(
2− 4Dht

h2

(
sin2 θx+sin2 θz+1

))
≤ 0

或写成

ht ≤
2h2D(sin2 θx + sin2 θz)

h2(v sin θx cos θx + w sin θz cos θz)2 + 4(sin2 θx + sin2 θz)2D2
(4.7)

ht ≤
2h2D(sin2 θx + sin2 θz + 1)

h2(v sin θx cos θx + w sin θz cos θz)2 + 4(sin2 θx + sin2 θz + 1)2D2
(4.8)

由 h 相对 D, v, w 为小量，式 (4.8) 分母第一项可以删去，直接化为

ht ≤
h2

2(sin2 θx + sin2 θz + 1)2D
≤ h2

6D
(4.9)

对式 (4.7)，只要 θx, θz 不都趋于 0，分母第一项就可以删去，变为

ht ≤
h2

2(sin2 θx + sin2 θz)2D
≤ h2

4D
(4.10)

而均趋于 0 时，分母第二项删去，| cos θx| = | cos θz| = ±1，利用柯西不等式有

ht ≤ 2D
sin2 θx + sin2 θz

(v sin θx ± w sin θz)2
≤ 2D√

v2 + w2
(4.11)

综合式 (4.9) 到式 (4.11) 得到

ht ≤ min
{

h2

6D
,

2D√
v2 + w2

}
10
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考虑到 ht 为小量，一般只需要满足第一个限制即可，由于上方忽略了部分小量的影响，

实际分母系数应比 6 稍大。类似地，对一维有风情况可以推出 ht ≤ min
{

h2

2D
, 2D

v

}
，二维且

有某方向风时结果是 ht ≤ min
{

h2

4D
, 2D

v

}
。一般结果为 n 维时：

ht ≤ min
{

h2

2nD
,
2D

∥u∥

}
(4.12)

4.3.3 C-N 格式分析

与 FTCS 相比，C-N 格式的稳定性反而较为简单。记

A = i
(
vht

h
sin(kxh) +

wl
kht

h
sin(kzh)

)
+

2Dht

h2

(
cos(kxh) + cos(kyh) + cos(kzh)− 3

)
则代入 C-N 格式后有

g = 1 +
1

2
(A+ gA) ⇔ g =

1 + A/2

1− A/2

因此直接设 A = a+ bi 计算可得

|g| ≤ 1 ⇔ ReA ≤ 0

而这也就意味着
2Dht

h2

(
cos(kxh) + cos(kyh) + cos(kzh)− 3

)
≤ 0 (4.13)

由于式 (4.13) 恒成立，C-N 格式是恒稳定的。这也揭示了它在误差阶小之外的优势。因
此，在利用 C-N 格式进行迭代时，可以将时间步长提升，仍能达到较好的效果。

五、 求解方案选择

在上一节，我们确定了不同有限差分法的稳定条件，于是可以构造差分求解。但是，在

求解过程中，仍然有很多细节问题需要处理，本节主要介绍模拟边界而非真实边界的“伪边

界”处理与 C-N 格式的实际实现。

§5.1 伪边界处理

5.1.1 一维问题

考虑一维的对流扩散方程：
∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
− U

∂C

∂x
(5.1)

进行预处理

U = U * ht / h / 2;
D = D * ht / h ^ 2;

11
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后，一维 FTCS 的主要迭代部分的实现为：

d2x = C(i-1, 3:xs) + C(i-1, 1:xs-2) - 2 * C(i-1, 2:xs-1);
C(i, 2:xs-1) = C(i-1, 2:xs-1) ...

- U * (C(i-1, 3:xs) - C(i-1, 1:xs-2)) + D * d2x;

假设只给定初值，没有边界控制，任何 C 事实上会向整个实轴进行扩散。但是，由于模

拟的范围是有限的，必须在模拟的边界处进行近似。我们将这类并不存在边界条件的边界情

况称为“伪边界”。

由于一维的情况容易得到解析解，并且可以通过控制边界不同情况量化数值解，伪边界

的处理优劣通过一维情况分析即可。我们对式 (4.4)在范围 [−π, π]内以 h = π
100

, ht =
h2

2
进行

离散（ht 的选取利用了式 (4.12)），并迭代至 t = 1，考察结果与精确解 C(t, x) = e−t sin(x− t)

的误差。

5.1.2 边界方案

在这个问题中，伪边界为 C(t,−π) 与 C(t, π) 两点。我们对比了如下四种策略（除了代

码的三种外，还有一种是不进行任何处理）：

if border_type == 1
C(i, 1) = C(i, 2);
C(i, end) = C(i, end - 1);

end
if border_type == 2

C(i, 1) = 2 * C(i, 2) - C(i, 3);
C(i, end) = 2 * C(i, end - 1) - C(i, end - 2);

end
if border_type == 3

C(i, 1) = C(i-1, 1) + D * (C(i-1, 2) * 2 ...
- C(i-1, 1) - C(i-1, 3)) ...
+ U * 2 * (C(i-1, 2) - C(i-1, 1));

C(i, end) = C(i-1, end) + D * (C(i-1, end-1) * 2 ...
- C(i-1, end) - C(i-1, end-2)) ...
+ U * 2 * (C(i-1, end) - C(i-1, end-1));

end

具体来说为：

1. 控制边界的值与最近的内部点值相同；

12
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2. 控制边界的值使得最近的内部点处近似线性，二阶导为 0；

3. 利用不越界的相关差分值估算一阶、二阶导，并对应更新边界处；

4. 不改变边界处的值，与初值一致。

5.1.3 效果对比

取定四种边界条件后的迭代过程可视化如图 2。

图 2: 边界条件迭代过程对比

这里 0 到 1 的轴为时间变化，−π 到 π 的轴为模拟的结果。从直观来看，三四两种方案

形成的结果是类似的，而第一种方案明显导致了结果偏高。事实上，四种方案与 t = 1 处的

真实解的平均误差分别为 0.1069、0.2333、0.0707 与 0.1097。
图 3展示了 t = 1 时刻四种边界条件的模拟结果（蓝线）与实际情况（红线）的对比。

从结果可以发现，虽然第三种方法的最大误差看起来更大，但在边界衰减处的模拟更加准确，

也在更多部分紧密贴合解析解，因此平均误差是最低的。考虑到在烟尘扩散问题中，大部分

情况的边界是衰减的，用第三种方式进行处理更加合适，也相对节省计算开销。

下面考察一个更接近烟尘扩散模型的例子。在刚才的方程中，令

C(0, x) = e−6x2
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图 3: 边界条件模拟结果对比

这个函数在 |x| = 2.5 处即达到了数值精度意义上的 0，基本符合一小块区域内的烟尘初始
条件（若系数 6 进一步增大，可以进一步模拟集中的烟尘）。
采取第三种方式处理伪边界，在 1秒内，模拟结果如图 4，可以看出烟尘中心在风向下

的偏移。

图 4: 一维烟尘扩散模拟
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§5.2 稳定性

上节中，我们讨论了 FTCS 迭代格式与 C-N 迭代格式各自的优劣，为找到合适的方案，
三维进行一次计算的开销较大，且无法直观看到迭代过程，因此通过二维情况进行研究。

5.2.1 二维问题与稳态解

二维情况的方程组如下：

∂C

∂t
= U

∂C

∂x
+D

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2

)
+ C0(x, y) (5.2)

这个方程相当于不考虑 z 方向运动时的情况，具有很明确的实际意义：假设烟尘达到了

稳态，最终所有灰尘必然会落到对应 (x, y) 值的地面上，因此 z 方向相当于直接累计，无需

再考虑扩散。因此，求解二维情况的方程组事实上是在求解烟尘地面浓度的稳态分布。

与一维进行相同的对 U,D 的预处理后，一次 FTCS 迭代如下：

d2x = C(3:xs, 2:ys-1) + C(1:xs-2, 2:ys-1) + C(2:xs-1, 1:ys-2) ...
+ C(2:xs-1, 3:ys) - 4 * C(2:xs-1, 2:ys-1);

du = U * (C(3:xs, 2:ys-1) - C(1:xs-2, 2:ys-1)) + D * d2x;
C(2:xs-1, 2:ys-1) = C(2:xs-1, 2:ys-1) + du;

% manage border
C(:, 1) = 2 * C(:, 2) - C(:, 3);
C(1, :) = 2 * C(2, :) - C(3, :);
C(:, end) = 2 * C(:, end - 1) - C(:, end - 2);
C(end, :) = 2 * C(end - 1, :) - C(end - 2, :);

% renew u by newly generated
for a = 1:xs

C(a, :) = C(a, :) + f((i-1)*ht, x(a), y);
end

% deal with negative
C = max(C, 0);

与一维相比，计算、更新的过程基本一致，且边界条件仍采用第三种处理。需要说明的

是，由于求解的是浓度的分布，任何点浓度不可能低于 0，因此如果有向下溢出至负数的情
况，我们在迭代过程中将其置为 0。
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取 U = 3, D = 1, x ∈ [−5, 1], y ∈ [−3, 3], t ∈ [0, 1], h = 0.03, ht = 0.25h2，并假设输入为

（每次迭代时的叠加应为 htC0）

C0(x, y) = 7e−6(x2+y2)

可以得到如图 5的模拟结果，四张图分别表示 t = 0.25, 0.5, 0.75, 1 的情况。

图 5: 二维 FTCS 模拟结果

5.2.2 预估-校正实现 C-N

由于误差阶数与稳定性的问题，FTCS 的效果是不如 C-N 理想的。但是，C-N 算法涉
及的稀疏方程组求解过程又耗时较高：对一维情况，C-N 产生的是三对角阵，可以直接用追
赶法达到 O(n) 复杂度求解，但二维、三维时由于相邻关系的复杂性，即使非零元素个数是

O(n) 量级，也并不存在简单的求解形式，一般至少需要 O(n2) 的计算量。由于这里的 n 是

所有要求解的点数，又正比于三边分段数的乘积，复杂度是不可接受的。

因此，我们采用了如下称为预估-校正的技术进行实现：

Cold = C;

% predictor
du = C(3:xs, 2:ys-1) + C(1:xs-2, 2:ys-1) + C(2:xs-1, 1:ys-2) ...

+ C(2:xs-1, 3:ys) - 4 * C(2:xs-1, 2:ys-1);
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du = U * (C(3:xs, 2:ys-1) - C(1:xs-2, 2:ys-1)) + D * du;
C(2:xs-1, 2:ys-1) = C(2:xs-1, 2:ys-1) + du;

% manage border
C(:, 1) = 2 * C(:, 2) - C(:, 3);
C(1, :) = 2 * C(2, :) - C(3, :);
C(:, end) = 2 * C(:, end - 1) - C(:, end - 2);
C(end, :) = 2 * C(end - 1, :) - C(end - 2, :);

for j = 1:T
% corrector
du1 = C(3:xs, 2:ys-1) + C(1:xs-2, 2:ys-1) + C(2:xs-1, 1:ys-2) ...

+ C(2:xs-1, 3:ys) - 4 * C(2:xs-1, 2:ys-1);
du1 = U * (C(3:xs, 2:ys-1) - C(1:xs-2, 2:ys-1)) + D * du1;
C(2:xs-1, 2:ys-1) = Cold(2:xs-1, 2:ys-1) + (du1 + du) / 2;

% manage border
C(:, 1) = 2 * C(:, 2) - C(:, 3);
C(1, :) = 2 * C(2, :) - C(3, :);
C(:, end) = 2 * C(:, end - 1) - C(:, end - 2);
C(end, :) = 2 * C(end - 1, :) - C(end - 2, :);

end

predictor 中的内容与 FTCS 迭代完全一致，只是保留了前一次的 Cold。我们将 FTCS
计算出的 C作为新一次 C的预估值，并且利用预估值由 C-N格式重新计算 C进行校正。可
以说明，如果预估-校正进行充分多次，稳定情况下会收敛于 C-N 求解出的 C，也即相当于
是隐式迭代求解 C-N 产生的方程组。因此，额外加入参数 T 决定进行几次校正。

5.2.3 效果对比

在刚才的例子下，模拟 t = 2 时的最终扩散结果，以 T = 0 的 FTCS 迭代作为基准，在
T 增大时对比差距，结果如图 6。可以发现，其逐渐收敛于 C-N 方法的结果。但是，分析
可得，虽然这种预估-校正可以实现更好的精度，却并不能改进数值稳定性。由于通过 FTCS
进行预估，当 FTCS 发生数值不稳定时，校正次数越多反而会导致偏差越大（事实上，校正
次数可以对应 |g| 的指数，当 |g| < 1 时次数更多能够更加稳定，而 |g| > 1 时次数更多就会

产生更大误差）。
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图 6: 二维 CN 校正效果

例如，其他不变时，取 ht = 0.1h，则 5 次迭代后最大的误差为：

表 2: 校正次数-误差关系表
校正次数 0 1 2 3 4 5 6

误差 9e-2 1e-1 1e2 1e5 2e8 2e11 3e14

因此，预估-校正方法可以达到更精确的拟合，但 ht 仍然需要取充分小才能稳定，这是

相比直接求解 C-N 方程组的缺陷。

六、 三维扩散展示

在进行一维、二维的模拟分析后，我们可以进入三维问题式 (4.1) 的求解了。类似二维，
我们可以得到三维的 FTCS 迭代格式：

du = C(1:xs-2, 2:ys-1, 2:zs-1) + C(3:xs, 2:ys-1, 2:zs-1) ...
+ C(2:xs-1, 1:ys-2, 2:zs-1) + C(2:xs-1, 3:ys, 2:zs-1) ...
+ C(2:xs-1, 2:ys-1, 1:zs-2) + C(2:xs-1, 2:ys-1, 3:zs) ...
- 6 * C(2:xs-1, 2:ys-1, 2:zs-1);

du = U * (C(3:xs, 2:ys-1, 2:zs-1) - C(1:xs-2, 2:ys-1, 2:zs-1)) ...
+ w * (C(2:xs-1, 2:ys-1, 3:zs) - C(2:xs-1, 2:ys-1, 1:zs-2)) ...
+ D * du;

C(2:xs-1, 2:ys-1, 2:zs-1) = C(2:xs-1, 2:ys-1, 2:zs-1) + du;

在增添迭代预估-校正后，它即成为 C-N 格式。此外，我们对伪边界的处理仍然遵循上一节
得到的更新方式。

以下假定生成的初始浓度空间分布满足 C0(x, y, z) = ae−b(x2+y2+(z−h)2) 的形式，并默认

取 h = 1，a, b 为正，按照可视化方便而设置，一般取 a = 30, b ∈ [5, 6]（仍然注意每个时间
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的输入需要乘 ht）。x, y, z 的范围分别取为 [−8, 1]、[−3, 3]、[0, 1.5]，风速 U 默认为 3 指向 x

轴负方向，扩散系数 D 默认为 1。设置 h = 0.1, ht = 0.001，根据式 (4.12) 可知在 D ≤ 1.6

时都能保证稳定。之后作图时，代表最大浓度出现位置（浓度中心）的 position 均表示 x 的

相反数。此外，本节中三维作图的 (x, y) 表示地面上的坐标，z 轴则表示地面该点当前时间

的烟尘浓度。

§6.1 基本结果

6.1.1 简化处理

在这一部分，我们先对地面条件与重力条件进行简化处理，在之后再进行更详细的研究。

对于重力 wl
k，此处假设灰尘密度较小，很快重力就与空气阻力达到平衡，使下降速度

成为恒定值，也即 w 对任何点恒定。这里我们取 w = 1，在之后重力影响处详细讨论。

对于地面，我们假设地面是平整的，也即 s(x, y) = 0，且地面处的更新满足

C l+1
i,j,0 = λC l+1

i,j,1 + (1− λ)
(
2C l+1

i,j,1 − C l+1
i,j,2

)
= (2− λ)C l+1

i,j,1 + (λ− 1)C l+1
i,j,2 (6.1)

这里的 λ 称为吸收系数。当 λ = 0 时，地面更新的形式与伪边界相同，意味着不存在额外的

堆积，只是反射到空中；而当 λ = 1 时，地面更新为与最近的相同，这时近处所有的扩散、

对流只能向 z 更大处，即体现了灰尘的堆积。取 λ = 0.5，详细讨论在后文边界情况处。

6.1.2 扩散过程

首先，无论参数如何选取，都存在一些共通的扩散过程，主要分为三个阶段（由于不同

参数下阶段持续时间不同，这里的时间仅作为比例示意）：

1. 起始阶段

在开始的前 0.3 秒内，地面上基本没有烟尘，这意味着烟尘尚未到达地面。紧接着出
现的如图 7。地面上的灰尘堆积出一个月牙形的密度分布（黄色代表密度较高，蓝色
代表密度较低），然后迅速合并为等浓度线为凸的分布。

六张图间的间隔均为 0.03 秒，因此起始阶段是个极快的过程。可以想到，初始的月牙
形是扩散中的灰尘在重力、风力与扩散作用下首次到达地面的位置。由于扩散作用的

影响，此时的浓度中心位置比起稳定后的真实浓度中心是偏远的，在合并为凸后逐渐

接近开始的收敛位置。在这个例子中 U = 3, w = 1，因此初始的收敛位置接近 x = 1/3

处。

2. 堆积阶段

从 0.6秒开始的较长一段时间，烟尘进入堆积阶段，起初的变化如图 8的前四张图，两
张图的间隔为 0.6 秒。在这个阶段，最大浓度快速上升，伴随着最大浓度位置随着风
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图 7: 起始阶段

向向右平移（由于对称性与扩散性质，最大浓度必然在 y = 0 时取到，因此最大浓度

位置只需考虑 x 坐标）。堆积阶段接近结束的情况如图 8的后四张图，为 5.1 秒开始、
间距 0.6 秒的浓度变化情况。这时虽然增加已经不如开始那么迅速，但仍然相对明显。

在堆积阶段中，浓度中心的背风移动与浓度的增加基本是同步进行的，虽然中心移动

主要是风力作用影响，浓度增加主要是扩散与重力的影响，但达到稳态前两者的变化

率基本一致。

3. 稳定阶段
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图 8: 堆积阶段

8 到 9 秒后，烟尘的堆积基本收敛于稳态，浓度中心与最大浓度都不再变化，进入稳
定阶段。这时，视觉上图像不再有很大的差别，因此可以间隔较久比较。

图 9中，四张图分别在 9、12、15、18 秒时，可以直观看出稳定性。
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图 9: 稳定阶段

三个阶段的过程在考察浓度中心与最大浓度的变化时也会体现。浓度中心位置（x 坐标

相反数）的变化过程如图 10，从中可以明显看出三个阶段的差别。起初认为 −1 为浓度中

心是由于各个位置均无浓度，认为第一个位置是最大值。紧接着，位置突变为 0.9 并迅速下
降，直到起始阶段结束。堆积阶段中，浓度中心背风移动，直到稳定。由于分割格点是以 0.1
为标准，浓度中心的移动在图中是离散的。

图 10: 浓度中心随时间变化
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最大浓度变化则为图 11，这张图中虽然无法看出明显的起始阶段（只有初始为 0 的部
分），不过斜率变化更加明显。

图 11: 最大浓度随时间变化

6.1.3 风速与扩散系数

考察完扩散的一般结果以后，我们可以观察各个参数的变化对扩散情况的影响。首先是

易于直接调整的风速与扩散系数，在两者改变后，考虑 10 秒后的最大浓度、浓度中心，引
起的变化如图 12、图 13。这里图例代表 D，横坐标代表 U。

图 12: 最大浓度随 D、U 变化
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图 13: 浓度中心随 D、U 变化

总体来说，最大浓度随着 D,U 增大而下降；浓度中心则随着 D 增大而靠近中心，随着

U 增大而远离中心。此外，浓度中心随 U 的变化具有明显的线性性。

图 14: 风速与扩散系数的影响
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图 14展示了 D 从上到下为 0.3、0.9、1.5，U 从左到右为 3、6、9 时的最终结果，λ 均

设为 0.5。扩散系数大时，更容易接近地面的中心位置，但对应的浓度也更加分散，反之，系
数在 D = 0 的极限情况下，烟尘直接顺着风向由重力降落至地面；而风速增加时，可以明显

看到整个浓度分布背风的推移。

6.1.4 高度影响

除了这两个参量外，高度也可以进行调整，而高度的调整事实上是通过对应改变 C0 实

现的。取高度分别为 0.6、0.8、1、1.2，最终堆积效果如图 15。

图 15: 高度的影响

直观看到，随着高度降低，在风吹拂更短时间就能达到地面，因此浓度升高、浓度中心

偏离减小。

§6.2 重力项

接下来，我们需要考察重力作用的影响。刚才我们始终假设向下运动是匀速的，而这是

简化了实际情况的。
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6.2.1 重力项影响

若允许输入各个 z 值处的平均速度 w，将 du 中更新 z 轴的部分从简单的差分乘积变为

for k = 2:zs-1
du(:, :, k-1) = du(:, :, k-1) + w(z(k)) * ht / h / 2 ...

* (C(2:xs-1, 2:ys-1, k+1) - C(2:xs-1, 2:ys-1, k-1));
end

即可实现输入重力函数。

如果重力恒为 0，完全由扩散与风向决定，堆积效果为图 16。可以发现，这时的形状
始终符合初始阶段的月牙形等浓度线，因此，从起始阶段走向快速堆积事实上很大程度是重

力作用的结果，否则凹陷会一直持续。此外，这时的堆积浓度也很低。

图 16: 重力为 0 的情况

而假设重力函数为 2
√

max{1− z, 0}（接近自由下落）、1.5− z（线性，作为对比），则

效果如图 17。

图 17: 重力函数的影响

从图中看出，重力项的形式不仅会影响堆积的浓度，也会影响堆积出的形状。
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6.2.2 自适应重力更新

但是，这样的重力项是手工输入的平均下降速度，准确性完全依赖输入的函数，且无法

控制随时间的变化。我们希望重力的系数能达到自适应的更新，也即通过过程中的浓度分布

推导出每个 z 值的平均速度所具有的形式。

我们采用如下的更新公式：

slk =
∑
i,j

C l
i,j,k, wl+1

k =
sl+1
k wl

k + sl+1
k+1

√
wl

k+1 +Wh

sl+1
k + sl+1

k+1

(6.2)

式 (6.2)中，slk 表示该时刻每个 z 层的浓度总量，而 w 的更新是通过本层原有的速度和

上一层落到本层所增加的速度（
√

wl
k+1 +Wh 满足自由落体的形式，由 W 调整阻力作用）

按浓度加权得到的，起初所有位置 w 均为 0，边界条件是最高处 w 恒为 0，这是由于达到最
高处的烟尘必定是向上扩散而来，而我们不会涉及更高处，因此不会被给予向下的速度。

图 18展示了 W = 0.5, 3 时自适应重力更新的效果，而图 19则为两种情况下 w(z) 在

迭代完成时的结果。由图片，迭代结束后浓度稀疏的部分较接近二次，而接近地面处则更接

近线性结果。

图 18: 自适应系数的影响

图 19: 自适应方法最终重力
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由于自适应更新重力虽然效果较为准确，但开销相对高，在没有过高的效果需求时仍然

采用恒定速度模型即可。除了考虑地面的复杂情况外，之后的模拟仍然采用恒定速度。

§6.3 地面边界

本部分将详细探讨地面情况与地形所产生的影响。由于对地面情况没有更多假设，我们

认为地面只影响吸收系数，且各地的吸收系数恒定；对地形，我们通过 s(x, y) 控制每处的

高度，并进行针对性处理。

6.3.1 吸收系数的影响

首先，仍然采用式 (6.1)所给出的地面边界处理。在给定了地面边界的条件时，我们便设
定了 λ = 0.5，而实际的地面情况由于吸收、反射的不同会引起不同的 λ值，产生如图 20的
效果，四张图 λ 分别为 0、0.25、0.5、1。

图 20: 吸收系数的影响

图中可以看出，吸收系数越低时，灰尘越倾向于远处扩散，且堆积的幅度更小，符合常

识。将吸收系数对最大浓度、浓度中心的影响作出图 21、图 22，结果与刚才的推理相同。
随着 λ 增大，曲线的斜率不断降低，直到基本达到 λ = 1 时的堆积。

在地面情况更复杂时，也可以考虑将 λ 变为 λ(x, y) 处理，或类似重力项增添随时间的

更新。
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图 21: 最大浓度随吸收系数变化

图 22: 浓度中心随吸收系数变化

6.3.2 蒙版法

在离散后，s(x, y) 将转化为矩阵 Sij，记录 (ih, jh) 处地面的高度在某个 zk 的位置。严

格来说，需要对每一个点进行更新，并且对应考虑上下左右是否为边界、何种边界，然后进

行计算。

但是，我们采用 MATLAB 作为编程软件，逐点操作、判断的计算开销是比作为整体矩
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阵的子矩阵卷积高很多的，因此，我们不希望破坏整体的对称性。此外，在模拟场景中，属

于地面的格点相比属于空中的少很多，于是我们采用蒙版法：先按照之前的方式更新整体，

再单独对蒙版内的地面格点进行处理，以满足地面的特殊边界条件。最终，我们每次返回的

地表浓度为 C l
ijSij
。

对蒙版内的地面，我们的更新方式为：

% manage ground
for a = 1:xs

for b = 1:ys
for k = S(a, b):-1:1

count = 0;
d1 = 0;
d2 = 0;
if k == S(a, b)

count = count + 1;
d1 = d1 + C(a, b, k + 1);
d2 = d2 + C(a, b, k + 2);

end
if a < xs-1 && k > S(a + 1, b)

count = count + 1;
d1 = d1 + C(a + 1, b, k);
d2 = d2 + C(a + 2, b, k);

end
if a > 2 && k > S(a - 1, b)

count = count + 1;
d1 = d1 + C(a - 1, b, k);
d2 = d2 + C(a - 2, b, k);

end
if b < ys-1 && k > S(a, b + 1)

count = count + 1;
d1 = d1 + C(a, b + 1, k);
d2 = d2 + C(a, b + 2, k);

end
if b > 2 && k > S(a, b - 1)

count = count + 1;
d1 = d1 + C(a, b - 1, k);
d2 = d2 + C(a, b - 2, k);
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end
if count == 0

continue;
end
d1 = d1 / count;
d2 = d2 / count;
C(a, b, k) = (2 - lam) * d1 + (lam - 1) * d2;

end
end

end

更新公式仍然为 (2 − λ)d1 + (λ − 1)d2，但这里 d1, d2 表示各个接触空气的方向距离 1、
2 的 C 的平均（根据 s(x, y) 的假设，地面不可能在下方接触空气）。若一个点各个方向都

不接触空气，它并不会影响空气中浓度或地表浓度的更新（若 Cijk 是表面，Ci+1,j,k 是空气，

则 Ci+2,j,k 接触空气，不可能是内部，其他方向同理），因此可以保持 0。根据计算公式可以
发现，若所有 s(x, y) 均相等，地面每个点只有上方接触空气。

6.3.3 复杂情况

图 23: 斜坡上的扩散

结合重力自适应更新与蒙版法计算地面影响后，我们可以处理各种复杂情况。例如图

23表示的斜坡中的扩散。上方两张图为 s(x, y) = y+3
10
上的扩散结果，下方则为 s(x, y) = 1−x

10
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上的扩散结果。可以看到，y 方向斜坡的影响下，浓度中心明显发生了偏移，而 x 方向逐渐

上升的斜坡则是限制了浓度进一步向更远处传播。

除了斜坡外，还有一些常见的地形。图 24代表 s(x, y) = c(|x+3|+|y|)，c = 0.02, 0.06, 0.1

时的扩散。在现实中，这对应不同深度的山谷。在山谷越深时，烟尘越容易堆积在中心，因

此总体浓度会随着深度增加而急剧上升。

图 24: 山谷中的扩散

另一个情况如图 25，是 s(x, y) = cmax(4− (x+ 2.5)2 − y2, 0)，c = 1/12, 1/6, 1/3 时的

扩散，对应扩散过程中遇到山峰。可以发现，当山峰逐渐升高时，由于无法扩散过，烟尘会

在山峰的表面堆积，形成偏离开原本浓度中心的堆积点。

图 25: 遇到山峰的扩散

当山峰高度变化很快（很陡）时，图像则会出现不同的边界，例如图 26中，s(x, y) =

e−|x|−|y|，中心的高度要远比周围高，导致烟尘扩散更远，而更不容易在地面堆积。

图 26: 更陡峭的山峰
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七、 总结与讨论

§7.1 总结

7.1.1 效果实现

本文针对烟尘扩散问题，基于对流-扩散方程，建立了一个能够模拟烟尘扩散特征的模
型，用于确定排放源周围地表的烟尘浓度。利用有限差分法，在特定边界条件下，求解对

流-扩散方程，并结合自适应重力项更新与蒙版法边界处理，实现了在不同烟尘种类、不同排
放高度、不同风速、不同地形等条件下，烟尘扩散浓度分布的模拟效果，得出了一些有效的

结论。

本文中的二维情况适用于大规模、条件简单的情况下得到近似的稳态分布，而三维情况

则可以模拟符合假设的理想情况下任何时间点的分布，通过迭代至稳定也可以得到稳态。出

于个人电脑算力限制，我们并没有在大规模情况下求解三维稳态，不过根据理论收敛性，与

实际的粗网格模拟情况，稳态分布是可以达成的。

此外，由于我们将所有对扩散的影响集中到了方程中的重力项、边界情况处理、初始分

布选择与数值求解方法，可以在四个方面独立地进行优化与提升，增强模型的泛化性能。理

论来说，只要四个方面都得到了充分的优化，在均匀烟尘的假设下即可充分逼近真实情况。

7.1.2 模型比较

本文实现的模型相较于传统的高斯扩散模型拉格朗日粒子模型与有如下优势：

1. 无需事先假设 yz 方向的分布，可以从初始分布开始模拟扩散；

2. 引入时间项，既可以对稳态进行估计也可以对瞬态进行处理；

3. 通过对浓度分布而非粒子的追踪，达到了个人电脑也可以模拟出基本现实情况的复杂
度；

4. 引入地形与地面吸收率作为参数，可以充分考察地表的反射作用，并模拟不同地形的
结果；

5. 引入可以输入或自适应更新的重力项，更好拟合重力对烟尘产生的影响；

6. 允许在不测量具体参数的情况下对烟尘分布情况进行基本准确的定性模拟。

作为权衡，本文的模型不如直接测量两方向空气稳定性后的高斯模型计算简单，也不如

粒子级别的拉格朗日模型精确。不过，出于在准确度上对高斯模型，在复杂度上对拉格朗日

粒子模型的直接改进，这样的结果是完全可以接受的。
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§7.2 讨论

7.2.1 应用举例

本文实现的模型求解，可以应用到如下场景：

1. 模拟工厂烟囱排放的污染物在复杂的楼房地形中一定时间内的扩散情况，有利于工厂
选址，提高周边居民健康水平；

2. 在发生突发性大气污染事故时，对污染扩散进行瞬态与稳态模拟分析，有利于减轻事
故危害，降低人员伤亡和财产损失；

3. 由于对流扩散方程的普适性，还可用于工业、交通或其他区域的有限范围内气溶胶输
运模拟。

总体来说，由于我们不需要过多的预先假设，在测量不方便进行时至少可以达到定性，

也可以与真实测量结果对比印证，寻找未知的引起大气扰动的作用。在定量情况下，我们的

模型可以给出很短时间的瞬态结果，找到浓度中心的变化规律，也能给出大气中污染扩散的

规律，因此可以用于各种预测性的问题。

7.2.2 改进方向

该方法计算成本较高，需要对大量的气象数据以及诸多中间参数进行精细化求解，并且

要求对此领域有较深的了解本文实现的方法能够对大气中较为复杂的物理过程进行比较准

确地建模和描述，但也存在以下局限性：

1. 参数不确定性：模型需要依赖大量观测数据，并对其中的参数进行合理的设定和调整，
而这些参数在实际情况下具有不确定性；

2. 数值局限性：并未给出解的解析形式，每次改变条件需要重新进行模拟获得当前解；

3. 精细化难度较高：模型完全依赖对流-扩散方程作为基本模型，但由于大气中存在着众
多复杂的交互作用，如果在需要对其进行更精细化的，引入不能直接由浓度表示的项，

难度就会较高；

4. 计算复杂性限制：虽然模型已经尽量降低了方程数值解的复杂度，但需要更加精确的
场景，如需要更复杂的控制容积离散方式/无法避免直接求解 C-N 时，数值复杂不可
避免；

5. 误差累积：虽然本文的方法在足够长时间内具有稳定性，但边界与数值计算造成的误
差仍然会累计，从一维情况与精确解的误差就可以看出边界累积的情况。如果希望解

决误差累积的问题，又势必要引入复杂度进行更大范围的模拟。
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针对上述问题，未来改进方向可能但不限于：

1. 融合现场实验：开展实验观测，以获取更为准确的气象和污染物数据（例如重力的真
实影响），并利用这些数据来进一步优化模型参数，寻找更准确的更新形式；

2. 拟合出解析结果：运用多项式、指数等函数拟合出浓度中心或最高浓度，乃至整个地
表浓度分布随参数变化的解析结果，方便测量出参数后直接代入得到近似解；

3. 优化模型：考虑到更多相互作用，在模型方程中引入一些修正项进行修正，例如增添
表示不同种类气体的相互作用项，达到对多种烟尘混合气体的联合模拟效果，而非简

单叠加；

4. 优化算法：结合实验结果，在总结中提到的独立优化的四个部分进行更合适的设置，来
增强精确性、降低复杂度，并加入与真实情况的差距作为模型的度量；

5. 引入学习：通过对现实结果的观察作为输入应用深度学习等方法，达到自适应的离散
或参数选取，获得更符合现实的结果。
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附录-文件列表

CN2D.m 二维C-N格式迭代
CN3D.m 三维基本C-N格式迭代
CN3D_all.m 包含自适应重力调整与复杂地形处理的三维C-N迭代
CN3D_return_pd.m 返回浓度中心与最大浓度变化的三维基本C-N迭代
CN3D_wsf.m 包含自适应重力调整的三维C-N迭代
CN3D_wz.m 包含手动输入重力函数的三维C-N迭代
FTCS1D.m 一维FTCS迭代
FTCS2D.m 二维FTCS迭代
show.m 主函数 [运行此函数会依次展示论文中提及的所有结果]
show_1D_border.m 展示一维各种边界处理对比

show_1D_gauss.m 展示一维正态分布初值的扩散基本效果

show_1D_unstable.m 展示一维数值不稳定的迭代结果

show_2D_CN.m 展示二维预估-校正C-N算法的稳定性
show_2D_FTCS.m 展示二维FCTS算法的效果
show_2D_stable.m 展示二维数值不稳定时C-N算法对稳定性的影响
show_3D.m 展示三维扩散基本结果

show_3D_D_U.m 展示不同D与U对三维扩散的影响并作图
show_3D_D_U_9.m 展示几个特定D与U对三维扩散的影响
show_3D_ground.m 展示地面情况对三维扩散的影响

show_3D_h.m 展示不同高度对三维扩散的影响

show_3D_lambda.m 展示不同吸收系数对三维扩散的影响并作图

show_3D_lambda_4.m 展示几个特定吸收系数对三维扩散的影响

show_3D_w.m 展示不同重力项对三维扩散的影响

使用方法：在文件目录下建立 figs 文件夹，运行 show 后，所有输出会输出到控制台或
以 png/gif 的格式输出进 figs，运行后 figs 总大小约 216MB。
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