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1 第一次作业 2

1 第一次作业

1. (习题 6.1.2)

由 Lagrange型插值多项式的定义，必然存在 yi, i = 0, . . . , n使得 Lf =
∑n

i=0 yili，而由于 (Lf)(xt) =

f(xt)，由 li 定义可知 f(xt) =
∑n

i=0 yiδ
t
i = yt，从而得证一切 yi = f(xi)。

由此，L(af + bg) =
∑n

i=0(af + bg)(xi)li =
∑n

i=0(af(xi) + bg(xi))li = aLf + bLg，即得证。

2. (习题 6.1.3)

由于 li 次数为 n，l2i 次数为 2n，因此 Gf 次数至多为 2n。

由 Gf(xt) =
∑n

i=0 f(xi)(δ
t
i)

2 = f(xt) 可知 Gf 为给定结点的插值多项式。

当 f 非负时，每个 f(xi)l
2
i 非负，因此 Gf 非负。

3. (习题 6.1.4)

由习题 6.1.2 的推导可知 x0 到 xn 上均有 Lq(xi) = q(xi)，于是 Lq− q 至少有 n+1 个不同零点，但

其次数不超过 n，于是必须为 0，也即 Lq = q。

4. (习题 6.1.5)

由习题 6.1.4，令 q(x) = 1，代入即得
∑n

i=0 li(x) = 1。

5. (习题 6.1.6)

f − p = f − Lf = f −
∑n

i=0 f(xi)li，由习题 6.1.5，f = f
∑n

i=0 li，于是 f − p =
∑n

i=0(f − f(xi))li，

代入 x 即得结论。

6. (习题 6.1.7)

内循环中每次进行两次乘法，而外循环中还有一次除法，因此总次数为
∑n

k=1(2(k − 1) + 1) = n2。

7. (习题 6.1.8)

设 p(x) = ax2+bx+c可得方程


c = p(0)

a+ b+ c = p(1)

2ξa+ b = p′(ξ)

。当 ξ ̸= 1
2
时，有解


a = p′(ξ)+p(0)−p(1)

2ξ−1

b = −p′(ξ)−2ξp(0)+2ξp(1)
2ξ−1

c = p(0)

，

否则当 p′( 1
2
) = p(1)− p(0) 时有无穷多解


a = t

b = p(1)− p(0)− t

c = p(0)

, t ∈ R，其余情况无解。

2 第二次作业

1. (习题 6.1.14)

由其为奇函数，x = 0 时由取 0 为插值点显然满足，只需证明 x > 0 的情况，x < 0 时由对称性成立。

由 6.1 节定理 4，存在 ξ 使得 p(x) − f(x) =
∏n−1

i=1 (x−xi)

n!
f (n)(ξ)x，由于 |x − xi| ≤ 2，f (n)(ξ) 为

sinh(ξ) 或 cosh(ξ)，估算知在范围内模长 ≤ 2，在 x > 0 时有 |p(x) − f(x)| ≤ 2n

n!
x。由于 x > 0 时

(sinhx− x)′ = ex+e−x−2
2

≥ 0，且 sinh 0 = 0，恒有 sinhx > x 成立，即得 |p(x)− f(x)| ≤ 2n

n!
f(x)，得

证。
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2. (习题 6.1.27)

由于 ex−1 各阶导数为自己，max|t|≤1 |f (13)(t)| ≤ 1，于是在 Chebyshev 点下误差 |p(x) − f(x)| ≤
1

21213!
= 1

25505877196800
。

3. (习题 6.2.3)

在 x1, . . . , xn 以任何子列 (记为 x
(k)
i ) 趋向 x0 时，mk = maxi |x(k)

i − x0| 必然趋于 0，而利用 6.2 节
定理 4，必然存在 ξk ∈ [x0 −mk, x0 +mk] 满足 f [x0, x

(k)
1 , . . . , x

(k)
n ] = f(n)(ξk)

n!
，由 ξk → x0 与 f 的 n

阶导函数连续知结论。

4. (习题 6.2.19)

记要证的函数为 p，直接计算得结论：

p(x0) =
xn − x0

xn − x0

u(x0) = f(x0), p(xn) =
xn − x0

xn − x0

v(xn) = f(xn)

p(xi) =
(xn − xi)u(xi) + (xi − x0)v(xi)

xn − x0

=
xn − xi + xi − x0

xn − x0

f(xi) = f(xi)

5. (习题 6.2.23)

设 q(x) = p(x) + tx(x + 1)(x − 1)(x − 2)，则仍然满足在前四点上是插值多项式，且 10 = q(3) =

p(3) + 24t = −38 + 24t，于是 t = 2，即

q(x) = 2− (x+ 1) + x(x+ 1)− 2x(x+ 1)(x− 1) + 2x(x+ 1)(x− 1)(x− 2)

6. (习题 6.3.1)

完整的均差表如下：

0 2 -9 3 7 5
0 2 -6 10 17
1 -4 4 44
1 -4 48
2 44
因此所求多项式为 p(x) = 2− 9x+ 3x2 + 7x2(x− 1) + 5x2(x− 1)2。

7. (习题 6.3.2)

p(x)如习题 6.3.1，记此题所求为 q，设 q(x) = p(x)+tx2(x−1)2(x−2)，代入 x = 3可得 2 = 308+36t，

于是 t = −8.5，即得

q(x) = 2− 9x+ 3x2 + 7x2(x− 1) + 5x2(x− 1)2 − 8.5x2(x− 1)2(x− 2)

8. (习题 6.3.3)

同 Lagrange 插值记
li =

∏
j ̸=i

x− xj

xi − xj

考虑 (ti 为待定系数，下记 gi = l2i (ti(x− xi) + 1))

p(x) =
n∑

i=0

yil
2
i (ti(x− xi) + 1)

直接计算可验证此时 p(xt) = yt，而由于 l2i 中包含所有 j ̸= i 的 (x − xj)
2，必有 g′i(xj) = 0, j ̸= i，

于是只需保证 g′i(xi) = 0。
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注意到 g′i(xi) = 2li(xi)l
′
i(xi) + l2i (xi)ti，利用 li(xi) = 1 可得 ti = −2l′i(xi)，进一步计算可知 l′i(xi) =∑

j ̸=i
1

xi−xj
，于是 ti = −

∑
j ̸=i

2
xi−xj

。

综上得

p(x) =
n∑

i=0

yi

(
1−

∑
j ̸=i

2

xi − xj

(x− xi)

)∏
j ̸=i

(x− xj)
2

(xi − xj)2

另一方面，其次数至多为 2n+ 1，根据 6.3 节定理 1，这是 2n+ 1 次及以下唯一满足要求的多项式，

于是次数最小。

3 第三次作业

1. (习题 6.4.7)

记三段为 S1,2,3，由 S1(1) = S2(1), S1(3) = S2(3) 可知 a = c = d，而此时可以验证 x = 1, 3 处一、二

阶导数均光滑，因此已经为三次样条。

代入三个点得


4a− b = 26

c = 7

4d+ e = 25

，解得


a = c = d = 7

b = 2

e = −3

。

2. (习题 6.4.11)

由于 d(x− 1)3 在 1 处的低于 3 阶导数均为 0，必然有 a+ b(x− 1) + c(x− 1)2 = 3+ x− 9x2，直接

展开对比得到


a = −5

b = −17

c = −9

。

由于 0 到 1 已确定，只需要保证
∫ 2

1
[f ′′(x)]2dx =

∫ 1

0
(−18+ 6dx)2dx 最小，直接对 d 求导 (这里积分

求导可交换) 可得
∫ 1

0
12x(−18 + 6dx)dx = 0，解得 d = 4.5。

f ′′(2) = 0 也即 −18+ 6d = 0，于是 d = 3，不同于前面所确定的值是由于 f ′′(0) ̸= 0，不符合自然样

条的另一端点要求。

3. (习题 6.4.12)

不是三次样条，limx↑0 f
′(x) = 1 ̸= −1 = limx↓0 f

′(x)，而 limx↑0 f
′′(x) = 0 = limx↓0 f

′′(x)。

4. (习题 6.4.14)

由形式可看出 f ′′(−1) = 0，且由于 2(x+ 1) + (x+ 1)3 = x3 + 3x2 + 5x+ 3，其 0 处低于 3 阶导数
与 3x2 + 5x + 3 相同。同理，3x2 + 5x + 3 = 3(x − 1)2 + 11(x − 1) + 11，其 1 处低于 3 阶导数与
3(x− 1)2 + 11(x− 1) + 11− (x− 1)3 相同。最后，f ′′(2) = 6− 6 ∗ (2− 1) = 0，于是这是一个自然三

次样条。

5. (习题 6.4.26)

由于 x3 = (x− 1)3 + 3(x− 1)2 + 3(x− 1) + 1，由 1 处 0 到 2 阶导数相同可知 a = b = 3, c = 1。由

于 f ′′(3) = 3 ∗ (3− 1) + 2 ∗ 3 = 12 ̸= 0，不是自然三次样条。

4 第四次作业

1. (习题 6.8.8)
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归纳，由条件知 p0 偶函数，下面假设 pn−1 与 (n > 1 时)pn−2 满足要求：

an = ⟨pn−1, pn−1⟩−1 ∫ a

−a
xp2n−1(x)w(x)dx，由于无论 pn−1 奇偶，p2n−1 为偶函数，因此积分中为奇函

数，利用对称性可知 an = 0，于是 pn(x) = xpn−1(x)− bnpn−2(x)。

当 n 为偶数时，pn−1 为奇函数，xpn−1(x) 为偶函数，且 pn−2 为偶函数，于是 pn 为偶函数；

当 n 为奇数时，pn−1 为偶函数，xpn−1(x) 为奇函数，且 pn−2 为奇函数，于是 pn 为奇函数。

2. (习题 6.8.18)

(1) Pn(af + bg) =
∑n

i=1 ⟨af + bg, ui⟩ui = a
∑n

i=1 ⟨f, ui⟩ui + b
∑n

i=1 ⟨g, ui⟩ui = aPnf + bPng，由此

线性。此外，由形式即得 Pnf 被 u1, . . . , un 生成，于是成立。

(2) 由 j ≤ n 时 ⟨
∑n

i=1 ⟨f, ui⟩ui, uj⟩ =
∑n

i=1 ⟨f, ui⟩ ⟨ui, uj⟩ = ⟨f, uj⟩ 有 Pn(Pnf) =
∑n

j=1 ⟨f, uj⟩uj =

Pnf，于是 P 2
n = Pn。

(3) 由 (2)，⟨Pnf, uj⟩ = ⟨f, uj⟩ 对 j ≤ n 成立，于是 ⟨f − Pnf, uj⟩ = ⟨f, uj⟩ − ⟨f, uj⟩ = 0，也即

f − Pnf ⊥ Span(u1, . . . , un) = Un。

(4) 设 Un 中某逼近为 u+Pnf，由 (3)有 ⟨f − Pnf, u⟩ = 0，则 ∥f−u−Pnf∥2 = ∥f−Pnf∥2+∥u∥2 ≥
∥f − Pnf∥2，从而得证。

(5) 由 (1)(3)，⟨Pnf, g − Png⟩ = 0，因此 ⟨Pnf, g⟩ = ⟨Pnf, g⟩ − ⟨Pnf, g − Png⟩ = ⟨Pnf, Png⟩，同理
⟨Pnf, Png⟩ = ⟨f, Png⟩，从而得证。

3. (习题 6.8.21)

接书例 2 推导，由习题 6.8.8，所有 an 必须为 0，计算可得：

b3 =
4

15
⇒ p3(x) = x3 − 3

5
x

b4 =
9

35
⇒ p4(x) = x4 − 6

7
x2 +

3

35

b5 =
16

63
⇒ p5(x) = x5 − 10

9
x3 +

5

21
x

4. (习题 6.9.2)

假设为 g(x) = ax+ b，有方程组： 

b = δ

a+ b− 1 = δ
√
t− at− b = δ

a− 1
2
√
t
= 0

解得 δ = 1
8
, t = 1

4
, g(x) = x+ 1

8
。

5. (习题 6.9.5)

∥f − a∥ ≥ max(|M(f)− a|, |a−m(f)|) ≥ |M(f)− a|+ |a−m(f)|
2

≥ M(f)−m(f)

2

且当 a = M(f)+m(f)
2

时等号成立，因此最佳逼近是 M(f)+m(f)
2

。

6. (习题 6.9.16)

记要证为最佳逼近的多项式为 g(x)，当 an+1 = 0 时，g = f，于是为最佳逼近，否则，同乘比例不

影响结果，可不妨设 an+1 = 1，利用本节推论 6，即证明存在 [−1, 1] 中的点 x0 < · · · < xn+1 使得

Tn+1(xi) = (−1)ic∥Tn+1∥, i ∈ [0, n+ 1], |c| = 1
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由在 [−1, 1] 上 Tn+1(x) = cos((n + 1) arccosx)，∥Tn+1∥ = 1，令 xi = cos π(n+1−i)
n+1

，则 Tn+1(xi) =

cos(n+ 1− i)π，符合要求。

7. (习题 6.12.6)

第一条：⟨f, f⟩N = 1
N

∑N−1
j=0 |f(2πj/N)|2 ≥ 0。

第二条：⟨f, g⟩N = 1
N

∑N−1
j=0 f(2πj/N)g(2πj/N) = 1

N

∑N−1
j=0 f(2πj/N)g(2πj/N) = ⟨g, f⟩N。

第三条：将每一项左侧的 f 直接展开即得。

不是范数：取 f(x) = sin(Nx)，则 ∥f∥N = 0，但 f ̸= 0。

8. (习题 6.13.6)

根据 6.12节定理 2，可知 ⟨f,Ej⟩2n = γj , ⟨f,En+j⟩2n = γn+j，而 uj =
∑2n−1

k=0 γk ⟨Ek, Ej⟩n = γj+γn+j，

由此，只需证明 vj = γj − γn+j。

注意到 Tn/πf =
∑2n−1

k=0 eikπ/nγiEi，于是

vj = e−ijπ/n(eijπ/nγj + ei(j+n)π/nγn−j

)
= γj + eiπγn+j = γj − γn+j

得证。

5 第五次作业

1. (习题 7.1.4)

(a)
f ′(x0) = f ′(ξx0

)

(b)

f ′(x0) =
f(x0)

x0 − x1

+
f(x1)

x1 − x0

+
1

2
f ′′(x0)(x0 − x1)

f ′(x1) =
f(x0)

x0 − x1

+
f(x1)

x1 − x0

+
1

2
f ′′(x1)(x1 − x0)

(c) (题目有误，应为 n = 2)
f ′(x0), f

′(x2) 分别为：

(2x0 − x1 − x2)f(x0)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+

(x0 − x1)f(x1)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+

(x0 − x2)f(x2)

(x2 − x0)(x2 − x1)
+

1

6
f ′′′(ξx0

)(x0 − x1)(x0 − x2)

(x2 − x0)f(x0)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+

(x2 − x1)f(x1)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+

(2x2 − x0 − x1)f(x2)

(x2 − x0)(x2 − x1)
+

1

6
f ′′′(ξx2

)(x2 − x0)(x2 − x1)

2. (习题 7.1.6)

(a)
f(x+ 2h) = f(x) + 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x) +

4

3
h3f ′′′(x) +

2

3
h4f (4)(x) +

4

15
h5f (5)(ξ1)

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
1

2
h2f ′′(x) +

1

6
h3f ′′′(x) +

1

24
h4f (4)(x) +

1

120
h5f (5)(ξ2)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
1

2
h2f ′′(x)− 1

6
h3f ′′′(x) +

1

24
h4f (4)(x)− 1

120
h5f (5)(ξ3)

f(x− 2h) = f(x)− 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x)− 4

3
h3f ′′′(x) +

2

3
h4f (4)(x)− 4

15
h5f (5)(ξ4)

代入可得

LHS −RHS =
h4

45
f (5)(ξ1)−

h4

180
f (5)(ξ2)−

h4

180
f (5)(ξ3) +

h4

45
f (5)(ξ4) = O(h4)
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(b)

f(x+ 2h) = f(x) + 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x) +
4

3
h3f ′′′(x) +

2

3
h4f (4)(x) +

4

15
h5f (5)(x) +

4

45
h6f (6)(ξ1)

f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+
1

2
h2f ′′(x)+

1

6
h3f ′′′(x)+

1

24
h4f (4)(x)+

1

120
h5f (5)(x)+

1

720
h6f (6)(ξ2)

f(x−h) = f(x)−hf ′(x)+
1

2
h2f ′′(x)− 1

6
h3f ′′′(x)+

1

24
h4f (4)(x)− 1

120
h5f (5)(x)+

1

720
h6f (6)(ξ3)

f(x− 2h) = f(x)− 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x)− 4

3
h3f ′′′(x) +

2

3
h4f (4)(x)− 4

15
h5f (5)(x) +

4

45
h6f (6)(ξ4)

代入可得

LHS −RHS =
h4

135
f (6)(ξ1)−

h4

960
f (6)(ξ2)−

h4

960
f (6)(ξ3) +

h4

135
f (6)(ξ4) = O(h4)

3. (习题 7.1.7)

(a)
f(x+ 3h) = f(x) + 3hf ′(x) +

9

2
h2f ′′(x) +

9

2
h3f ′′′(x) +

27

8
h4f (4)(ξ1)

f(x+ 2h) = f(x) + 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x) +
4

3
h3f ′′′(x) +

2

3
h4f (4)(ξ2)

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
1

2
h2f ′′(x) +

1

6
h3f ′′′(x) +

1

24
h4f (4)(ξ3)

代入可得

LHS −RHS = −27h

8
f (4)(ξ1) + 2hf (4)(ξ2)−

h

8
f (4)(ξ3) = O(h)

(b) 利用习题 7.1.6(a) 代入可得

LHS −RHS = −2h2

15
f (5)(ξ1) +

h2

120
f (5)(ξ2) +

h2

120
f (5)(ξ3)−

2h2

15
f (5)(ξ4) = O(h2)

比 (a) 更精确。

4. (习题 7.1.15)

由式 (17) 可得 L = 4
3
φ
(
h
2

)
− 1

3
φ(h)，而

f ′(x) = φ(h)− h2

6
f ′′′(x)− h4

120
f (5)(ξ1)

f ′(x) = φ
(h
2

)
− h2

24
f ′′′(x)− h4

1920
f (5)(ξ2)

于是误差项为：

f ′(x)− L =
h4

360
f (5)(ξ1)−

h4

1440
f (5)(ξ2)

5. (习题 7.1.17)

利用习题 7.1.7(a) 也即



A+B + C +D = 0

3A+ 2B + C = 0

9
2
A+ 2B + 1

2
C = 1

9
2
A+ 4

3
B + 1

6
C = 0

，解得



A = −1

B = 4

C = −5

D = 2

，误差为 O(h2)。
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6. (习题 7.2.1)

设公式为 Af(0) +Bf( 1
3
) + Cf( 2

3
) +Df(1)，代入 1, x, x2, x3 即得



A+B + C +D = 1

1
3
B + 2

3
C +D = 1

2

1
9
B + 4

9
C +D = 1

3

1
27
B + 8

27
C +D = 1

4

，解得

∫ 1

0

f(x)dx ≈ 1

8

(
f(0) + 3f

(1
3

)
+ 3f

(2
3

)
+ f(1)

)
7. (习题 7.2.4)

令 f
(
i
4

)
前的系数为 ai，也即验证

∑
i aii

j = 4i

j+1
对 j = 0, 1, 2, 3, 4 成立，其中规定 00 = 1，代入即

得结果。

8. (习题 7.2.9)

由题意可知 2πa = A1(a+ b) +A2(a− b)，于是 A1 = A2 = π。

由于 ∫ 2π

0

sin kx = 0 = π sin kπ + π sin 0∫ 2π

0

cos(2k + 1)x = 0 = −π + π = π cos(2k + 1)π + π cos 0

于是对 f(x) =
∑n

k=0 (ak cos(2k + 1)x+ bk sin kx) 亦精确成立。

6 第六次作业

1. 推导 Gauss-Lobatto 积分公式，并证明系数 Ai, i = 0, . . . , n 是正的。

考虑区间端点 a, b 时，任何不超过 2n − 1 次的多项式 p(x) 都可以写成 (x − a)(x − b)q(x) + r(x −
a) + s(b− x)，其中 q(x) 是不超过 2n− 3 次的多项式。

直接代入可解出 r = p(b)
b−a

, s = p(a)
b−a
，而另一方面，由积分相同，假设 x∗

i 与 A∗
i , i = 1, . . . , n − 1 满足

以新权函数 (x− a)(b− x)w(x) 构造的，对不超过 2n− 3 次的多项式严格成立的高斯公式，可以直

接比对系数计算出

∫ b

a

p(x)w(x)dx =

n−1∑
i=1

A∗
i

p(x∗
i )− r(x∗

i − a)− s(b− x∗
i )

(x∗
i − a)(b− x∗

i )
+ r

∫ b

a

(x− a)w(x)dx+ s

∫ b

a

(b− a)w(x)dx

进一步整理即得最终的结点与系数为：

xi =


a i = 0

x∗
i 0 < i < n

b i = n

,Ai =


1

b−a

(∫ b

a
(b− x)w(x)dx−

∑n−1
i=1

A∗
i

x∗
i −a

)
i = 0

A∗
i

(x∗
i −a)(b−x∗

i )
0 < i < n

1
b−a

(∫ b

a
(x− a)w(x)dx−

∑n−1
i=1

A∗
i

b−x∗
i

)
i = n

为证明 Ai > 0，考虑多项式 pi(x) =


(b− x)

∏n−1
j=1 (x− xj)

2 i = 0

(x− a)(b− x)
∏

0<j ̸=i<n(x− xj)
2 0 < i < n

(x− a)
∏n−1

j=1 (x− xj)
2 i = n

，注意到 pi(x)

恒非负连续，次数不超过 2n− 1，且非零点的结点有且仅有 xi，代入即得证 Ai > 0。
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2. (习题 7.3.8)

利用 6.8 节定理 5 构造正交多项式 (由习题 6.8.8 只需计算 bn)：

p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x2 − 3

5
, p3(x) = x3 − 5

7
x

利用定理 1 即可得到 xi，进一步计算 Ai：

a.
x0 = −

√
3

5
, x1 =

√
3

5
, A0 = A1 =

1

3

b.
x0 = −

√
5

7
, x1 = 0, x2 =

√
5

7
, A0 = A2 =

7

25
, A1 =

8

75

3. (习题 7.3.21)

a. 分别取 f(x) = 1, x, x2 得


A+B + C = 2

A = C

3
5
(A+ C) = 2

3

，解得

A = C = 5
9

B = 8
9

。

b.
A =

∫ 1

−1

(x− 0)(x−
√
3/5)

6/5
=

5

9

B =

∫ 1

−1

(x+
√
3/5)(x−

√
3/5)

−3/5
=

8

9

C =

∫ 1

−1

(x+
√

3/5)(x− 0)

6/5
=

5

9

4. (习题 7.3.22)

∫ b

a

f(x)dx =
b− a

2

∫ 1

−1

f

(
b− a

2
x+

a+ b

2

)
dx

≈ b− a

2

(
5

9
f

(
− b− a

2

√
3

5
+

a+ b

2

)
+

8

9
f

(
a+ b

2

)
+

5

9
f

(
b− a

2

√
3

5
+

a+ b

2

))
结果为：

(a) 1
4
π
(

5
9

(
π
4

√
5
3
+ π

4

)
+ 5

9

(
π
4
− π

4

√
5
3

)
+ 2π

9

)
= π2

8

(b) 2

(
4 sin 2

9
+

5 sin(2
√

5/3+2)

9(2
√

5/3+2)
+

5 sin(2−2
√

5/3)

9(2−2
√

5/3)

)
≈ 1.7580

5. (习题 7.4.6)

(a) R(0, 0) = 4
3
, R(1, 0) = 7

6
, R(2, 0) = 67

60

R(1, 1) = 10
9
, R(2, 1) = 11

10

R(2, 2) = 742
675

≈ 1.099

(b) R(0, 0) = π
16
, R(1, 0) = 3π

64
, R(2, 0) = 11π

256

R(1, 1) = π
24
, R(2, 1) = π

24

R(2, 2) = π
24
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7 第七次作业

1. (习题 8.1.5)

a. tx = x2, t(0) = 0 ⇒ t = 1
3
x3 ⇒ x = 3

√
3t, t ∈ R

b. tx = 1
1+x2 , t(0) = 0 ⇒ t = arctanx ⇒ x = tan t, t ∈ (−π

2
, π
2
)

c. tx = sinx+ cosx, t(0) = 0 ⇒ t = sinx− cosx+ 1 =
√
2 sin(x− π

4
) + 1 ⇒

x = arcsin
√
2
2
(t− 1) + π

4
, t ∈ (−

√
2 + 1,

√
2 + 1)

2. (习题 8.1.12)

当 |t| ≤ 1
3
, |x| ≤ 1 时，|f(x, t)| ≤ 1 + |x|+ |x|2 ≤ 3，于是利用定理 1 即得在 |t| ≤ min( 1

3
, 1
3
) = 1

3
内

解存在。

3. (习题 8.2.2)

直接计算验证可知 x = t2

4
是解。

利用一阶泰勒级数方法，即 x(t + h) = x(t) + hx′(t)，而由于 0 点处 x = 0, x′ =
√
x = 0，无论

如何递推都只能得到 0。这是由于事实上需要二阶展开才能得到 x 的精确表示，二阶展开得到的

x′′ = 1
2
√
x
x′ = 1

2
(若不代入表达式会产生 0/0 极限) 是准确的。此外，解并不唯一，x = 0 也是方程的

解。

4. (习题 8.2.4)

x(0) = 1

x′ = x2 + xet ⇒ x′(0) = 2

x′′ = (2x+ et)x′ + xet ⇒ x′′(0) = 7

x′′′ = (2x+ et)x′′ + (2x′ + 2et)x′ + xet ⇒ x′′′(0) = 34

x(0.01) ≈ x(0) +
1

100
x′(0) +

1

20000
x′′(0) +

1

6000000
x′′′(0) ≈ 1.020356

8 第八次作业

1. (习题 8.3.5)

精确到三阶下

x(t+ h) = x(t) + hf +
1

2
h2(ft + fxf) +

1

6
h3((ft + fxf)fx + ftt + 2ffxt + fxxf

2) +O(h4)

而

f(t+ δt, x+ δx) = f(t, x) + δtft + δxfx +
1

2
δ2t ftt +

1

2
δ2xfxx + δxδtfxt +O(|δ|3)

于是有 F1 = hf

F2 = hf + 1
2
h2(ft + fxf) +

1
8
h3(ftt + 2ffxt + fxxf

2)

于是
9

4

(
x(t+ h)− x(t)− 2

9
F1 −

1

3
F2

)
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= hf +
3

4
h2(ft + fxf) +

9

32
h3(ftt + 2ffxt + fxxf

2) +
3

8
h3((ft + fxf)fx) +O(h4)

而由 F3 前系数 h，F2 中三次项会成为四次，因此舍去，同理 δ2x、δxδt 中只保留
9
16
h2f2、 9

16
h2f 一

项，得到

F3 = hf +
3

4
h2(ft + fxf) +

3

8
((ft + fxf)fx) +

9

32
h3(ftt + 2ffxt + fxxf

2) +O(h4)

与上方相同，于是得证。

2. (习题 8.4.8)

由于结点距离未定，以下不失一般性假设 tn = 0, h = 1。

a. 当 f(t, x) = 1, x = t时有 1 = A+B，当 f(t, x) = 2t, x = t2 时有 1 = −2B，联立得

A = 3
2

B = − 1
2

，

即 xn+1 = xn + h
(
3
2
fn − 1

2
fn−1

)
。

b. 由数值积分 ∫ 1

0

f(t, x(t))dt = Af(0, x(0)) +Bf(−1, x(−1))

分别代入 f = 1, f = 2t 得到

1 = A+B

1 = −2B
，联立得

A = 3
2

B = − 1
2

。

c. 由定义若 f(0, x(0)) = a, f(−1, x(−1)) = b，则利用插值得到 f(t, x(t)) = a+ (a− b)t，于是

x(1) = x(0) +

∫ 1

0

f(t, x(t))dt = x(0) + a+
1

2
(a− b) = x(0) +

3

2
a− 1

2
b

即 A = 3
2
, B = 1

2
。

3. (习题 8.4.9)

由于结点距离未定，以下不失一般性假设 tn = 0, h = 1。

a. 当 f(t, x) = 1, x = t 时有 1 = A + B，当 f(t, x) = 2t, x = t2 时有 1 = 2A，联立得

A = 1
2

B = 1
2

，

即 xn+1 = xn + h
2
(fn + fn−1)。

b. 由数值积分 ∫ 1

0

f(t, x(t))dt = Af(1, x(1)) +Bf(0, x(0))

分别代入 f = 1, f = 2t 得到

1 = A+B

1 = 2A
，联立得

A = 1
2

B = 1
2

。

c. 由定义若 f(0, x(0)) = b, f(1, x(1)) = a，则利用插值得到 f(t, x(t)) = b+ (a− b)t，于是

x(1) = x(0) +

∫ 1

0

f(t, x(t))dt = x(0) + b+
1

2
(a− b) = x(0) +

1

2
a+

1

2
b

即 A = 1
2
, B = 1

2
。

4. (习题 8.4.13)

由于结点距离未定，不失一般性假设 tn = 0, h = 1。由数值积分∫ 1

0

f(t, x(t))dt = Af(0, x(0)) +Bf(−2, x(−2)) + C(−4, x(−4))
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分别代入 f = 1, f = t, f = t2 得到
1 = A+B + C

1
2
= −2B − 4C

1
3
= 4B + 16C

⇒


A = 17

12

B = − 7
12

C = 1
6

5. (习题 8.4.17)

也即 k = 3, a3,2,1,0 = (1, 0, 0,−1), b3,2,1,0 =
3
8
(1, 3, 3, 1)。

d0 =
∑
i

ai = 0

d1 =
∑
i

iai −
∑
i

bi = 3− 3 = 0

d2 =
∑
i

1

2
i2ai −

∑
i

ibi =
9

2
− 9

2
= 0

2d3 =
∑
i

1

3
i3ai −

∑
i

i2bi = 9− 9 = 0

6d4 =
∑
i

1

4
i4ai −

∑
i

i3bi =
81

4
− 81

4
= 0

24d5 =
∑
i

1

5
i5ai −

∑
i

i4bi

由于
∑

i
1
5
i5ai =

243
5
，右侧分母不可能为 5，d5 ̸= 0，阶为 4。

6. (习题 8.5.1)

a. p(z) = z2 − 1, q(z) = 2z，p 根为 ±1，p′(1) = q(1) = 2，稳定、相容。

b. p(z) = z3 − z, q(z) = 7
3
z2 − 2

3
z + 1

3
，p 根为 0,±1，p′(1) = q(1) = 2，稳定、相容。

c. p(z) = z3 − z2, q(z) = 3
8
z3 + 19

24
z2 − 5

24
z + 1

24
，p 根为 0, 0, 1，p′(1) = q(1) = 1，稳定、相容。

7. (习题 8.5.4)

p(z) = z2 + 4z − 5, q(z) = 4z + 2，p 根为 1,−5，不稳定、弱不稳定，于是不收敛；p′(1) = q(1) = 6，

相容。

8. (习题 8.5.6)

a. p(z) = z2 − 1, q(z) = z2 − 3z + 4，p 根为 ±1，p′(1) = q(1) = 2，稳定、相容，于是收敛。

b. p(z) = z2 − 2z + 1，在 1 重根，不稳定，于是不收敛。

c. p(z) = z2 − z − 1，p(1) ̸= 0，不相容，于是不收敛。

d. p(z) = z2 − 3z + 2，有根为 2，不稳定，于是不收敛。

e. p(z) = z2 − 1, q(z) = z2 − 3z + 2，p′(1) = 2, q(1) = 0，不相容，于是不收敛。

9. (习题 8.12.4)

p(z) = z2 + αz − (1 + α), q(z) = −1

2
αz2 +

(4 + 3α)

2
z

稳定：p(z) 根为 1,−α− 1，稳定性要求 −α− 1 ∈ [−1, 1) ⇒ α ∈ (−2, 0]。
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相容：p′(1) = 2 + α = q(1)，且 p(1) 为根，一定相容。

收敛：由 8.5 节定理 1 知稳定当且仅当 α ∈ (−2, 0]。

A 稳定：条件即对 Re(ω) < 0，p(z)− ωq(z) = (1 + αω
2
)z2 + (α− (4+3α)ω

2
)z − α− 1 的根在单位圆盘

内。考虑极限可知需 ω = 0，即 p(z) 的根满足 |z| ≤ 1，因此至少有 α ∈ [−2, 0]。这时，由 z2 前系数

1 + αω
2
实部大于等于 1，必然会有两个根，解得它们为

−2α+ 4ω + 3αω ±
√
(1 + α)(4 + 2αω) +

(
− 2α+ 4ω + 3αω

)2
4 + 2αω

当 |ω| → ∞ 时，根即为 q(z) 的根 0, 4+3α
α
，分析可知预它们都在 [−1, 1] 范围内须 α ∈ [−2,−1]，下

证此即为最终结果。

二阶：

d0 = 1 + α− 1− α = 0

d1 = 2 + α+
1

2
α− 4 + 3α

2
= 0

d2 = 2 +
1

2
α+ α− 4 + 3α

2
= 0

2d3 =
8

3
+

α

3
+ 2α− 4 + 3α

2
=

2

3
+

5

6
α

其为 0 当且仅当 α = − 4
5
，于是 α ̸= − 4

5
时为二阶。

9 期中小测

1. (a) 均差表如下：
-1 2 -2 2 -5/6
0 0 2 -1/2
1 2 1
2 3

(b) 由于是前三个点，使用均差表除最后一斜行外的部分得到

p(x) = 2− 2(x+ 1) + 2(x+ 1)x

2. 由条件设 pc4(x) = p4(x) + a(x+ 2)(x+ 1)(x− 1)(x− 2)，代入 pc4(0) = 3 解得 a = − 1
2
。于是有

pc4(x) = 3 + 4x+
11

2
x2 + 2x3 +

1

2
x4

3. 由条件需要对 1, x, x2, x3, x4 都精确成立，于是有

A1 +A2 +A3 +A4 +A5 = 2

−A1 − 1
4
A2 +

1
4
A4 +A5 = 0

A1 +
1
16
A2 +

1
16
A4 +A5 =

2
3

−A1 − 1
64
A2 +

1
64
A4 +A5 = 0

A1 +
1

256
A2 +

1
256

A4 +A5 =
2
5

⇒



A1 =
43
225

A2 =
512
225

A3 = − 44
15

A4 =
512
225

A5 =
43
225

由于
∫ b

a
f(x)dx = b−a

2

∫ 1

−1
f
(
b−a
2
x+ a+b

2

)
dx，可知

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

2

(
43

255
f(a) +

15

255
f

(
5a+ 3b

8

)
− 44

15
f

(
a+ b

2

)
+

15

255
f

(
3a+ 5b

8

)
+

43

255
f(b)

)
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4. (a) 由前两个条件可假设 p3(x) = (s+ tx)x2，而代入可得

(s+ ta)a2 = a5

2as+ 3a2t = 5a4
，当 a ̸= 0 时解得

p3(x) = −2a3x2 + 3a2x3

(b)

f(x)− p3(x) =
f (4)(ξx)

24
x2(x− a)2

由于 f (4)(ξx) = 120ξx，代入可得

ξx =
24(x5 + 2a3x2 − 3a2x3)

120x2(x− a)2
=

1

5
(x+ 2a)

5. 取 ln 可得线性规划问题 bx+ ln a 1 ∼ ln y，其中 1 代表各分量全为 1 的向量，于是作最小二乘估计
可得  2 ln a

a
(bx+ ln a 1 − ln y)T 1 = 0

2(bx+ ln a 1 − ln y)Tx = 0

解得 b =
x ln y − xln y

x2 − x2

a = exp
(
ln y − bx

)
此处上划线代表五项求和后取平均。代入可得a = 6075

112
e1/10 ≈ 1.49

b = 1
10

ln 112
3

≈ 0.36

6. 记 X = (1, x, x2), Y = y − x3，则问题变为最小的 w = (c, b, a)T 使得 ∥Xw− Y ∥2 最小，求梯度可得
需 (计算验证可知 XTX 可逆)

XTXw = XTY ⇒ w = (XTX)−1XTY

于是计算得 
a = − 757

56

b = 8741
168

c = − 2803
56


