
Homework 1 答案

1.11 问题: 设 e1, . . . , en 是 n 维内积空间 V 的一组向量, 证明下面的条件等
价：

• {e1, · · · , en} 是 V 的一组标准正交基.

• 对任意的 α, β ∈ V ,

⟨α, β⟩ =
n∑

i=1

⟨α, ei⟩ ⟨ei, β⟩ .

• 对任意的 α ∈ V ,

∥α∥2 =
n∑

i=1

|⟨α, ei⟩|2 .

解: 1) ⇒ 2)

⟨α, β⟩ =

⟨
n∑

i=1

αiei,

n∑
j=1

βjej

⟩

=

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβ̄j⟨ei, ej⟩ =
n∑

i=1

αiβi

(1)

⟨α, ei⟩ =

⟨
n∑

j=1

αjej , ei

⟩
= αi, ⟨ei, β⟩ = β̄i

代入 1 即可。

2) ⇒ 3)

∥α∥2 = ⟨α, α⟩ =
n∑

i=1

⟨α, ei⟩ ⟨ei, α⟩ =
n∑

i=1

|⟨α, ei⟩|2

3) ⇒ 1)

1



法一：设 V 的一组正交基为 {vn},α 在 {vn} 下的坐标为 X ∈ Rn×1，

e1, e2, . . . , en 在 {vn} 下的坐标为 Y1, Y2, . . . , Yn。记

P = (Y1, Y2, . . . , Yn)

则 ||a||2 = XTX，< α, ei >= Y T
i X，进而有

n∑
i=1

|⟨α, ei⟩|2 = ∥P TX∥2 = XTPP TX

对任意的 X ∈ Rn×1 成立，从而 PP T = P TP = In，即 < ei, ej >= δij .

法二：令 α = ej，有

∥ej∥2 =
n∑

i=1

|⟨ej , ei⟩|2 ≥ ∥ej∥4 ⇒ ∥ej∥ ≤ 1 (2)

取 fj ∈ span ⟨e1, e2, . . . , ej−1, ej+1, . . . , en}⊥ 并且 ||fj || = 1 则

1 = ∥fj∥2 = |⟨fj , ej⟩|2 ≤ ∥fj∥2 ∥ej∥ ⇒ ∥ej∥2 ≥ 1 (3)

故由 2, 3可得 ||ei|| = 1 并且根据 2可得 ⟨ei, ej⟩ = δij .

1.14 问题: 利用 Gram-Schmidt 正交化方法求由 {1, x, x2} 张成的 L2[0, 1]

的子空间的标准正交基.

解:
e1 = 1

e2 = 2
√
3

(
x− 1

2

)
e3 = 6

√
5

(
x2 − x+

1

6

)

2.8问题:设函数 f(x)在 [−π, π]上有界可积,其傅里叶级数的系数为 an, bn,
则级数

a20
2

+

∞∑
i=1

(
a2n + b2n

)
收敛, 且

a20
2

+

∞∑
i=1

(
a2n + b2n

)
⩽ 1

π

∫ π

−π

f2(x)dx
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解: 设 sn = a0

2
+
∑n

k=1 (ak cos kx+ bk sin kx)，则∫ π

−π

(f − sn)
2
dx

=

∫ π

−π

(
f2 − 2fsn + s2n

)
dx

=

∫ π

−π

f2dx− 2

∫ π

−π

fsndx+

∫ π

−π

s2ndx

=

∫ π

−π

f2dx−

(
a0

∫ π

−π

fdx+ 2

n∑
k=1

ak

∫ π

−π

f cos kxdx+ 2

n∑
k=1

bk

∫ π

−π

f sin kxdx

)

+

∫ π

−π

(
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

)2

dx

=

∫ π

−π

f2dx−

(
πa20 + 2π

n∑
k=1

(
a2k + b2k

))
+

(
a20
2
π +

n∑
k=1

λ
(
a2k + b2k

))

=

∫ π

−π

f2dx−

(
a20
2
π +

n∑
k=1

λ
(
a2k + b2k

))
≥0.

由最后两行有
π

2
a20 + π

n∑
k=1

(
a2k + b2k

)
⩽
∫ π

−π

f2dx

左侧单调增且上有界，因此收敛并满足不等式关系.

2.9 问题: 证明 ∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

dt = π

2

并利用它证明 ∫ ∞

0

sin(x)
x

dx =
π

2

解:
n∑

k=1

cos kt =
sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

− 1

2

原式 =

n∑
k=1

∫ π

0

cos kt dt+ π

2
=

π

2

3



另一方面 ∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

dt

=

∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t
dt+

∫ π

0

(
1

2 sin t
2

− 1

t

)
sin
(
n+

1

2

)
tdt

=I1 + I2

limt→0

(
1

2 sin t
2
− 1

t

)
= 0 ⇒ 1

2 sin t
2
− 1

t
在 (0, π)可积且绝对可积，由 Riemman

引理 I2 → 0 (n → ∞)

π

2
= lim

n→∞

∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t
dt = lim

n→∞

∫ (n+ 1
2)π

0

sinx

x
dx =

∫ +∞

0

sinx

x
dt

2.10 问题: 证明 ∫ π

0

(
sin(nt/2)
sin(t/2)

)2

dt = nπ.

解:
n−1∑
k=0

sin
(
k + 1

2

)
t

sin t
2

=

(sin nt
2

sin t
2

)2

因此有 ∫ π

0

(sin nt
2

sin t
2

)2

dt =

n−1∑
k=0

∫ π

0

sin
(
k + 1

2

)
t

sin t
2

dt = nπ

3.1 问题: 把定义在区间 [−2, 2] 上的方波函数

f(x) =

1, − 1
2
⩽ x ⩽ 1

2
,

0, 其他;

看成区间 [−2, 2] 上的周期为 4 的函数, 试计算其傅里叶级数的系数.

解:

αk =
1

4

∫ 2

−2

f(x)e−ikπt/2dx =
1

4

∫ 1
2

− 1
2

e−ikπt/2dt =
sin kπ

4

kπ
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3.2 问题: 试证明如果 f ∈ L1(R) , 则 f̂(λ) 是 λ 的连续函数; 如果 f̂(λ) ∈
L1(R), 则 f(x) 连续.

解: f ∈ L1 ⇒ f̂ ∈ L1

I =
∣∣∣f̂(λ+ h)− f̂(λ)

∣∣∣ = 1√
2π

∣∣∣∣∫
R
f(x)

(
e−i(λ+h)x − e−iλx

)
dx

∣∣∣∣
≤ 1√

2π

∫
R
|f(x)|

∣∣(e−i(λ+h)x − e−iλx
)∣∣ dx

由于 f ∈ L1, 因此存在 A > 0, 使得 1√
2π

∫
|x|>A

|f | dx < ϵ
4
. 记 M = ||f ||∞√

2π
>

0, 由 ∣∣e−ihx − 1
∣∣ = 2

∣∣∣∣sin hx

2

∣∣∣∣
知存在 δ, 当 h < δ 时, 对 |x| < A, 有

|e−ihx − 1| < ϵ

4AM
.

因此, 对任意的 ϵ, 当 h < δ 时, 有

I ≤ 1√
2π

∫
|x|<A

|f |
∣∣e−ihx − 1

∣∣ dx+
1√
2π

∫
|x|>A

|f |
∣∣e−ihx − 1

∣∣ dx
≤ 1√

2π
||f ||∞

ϵ

4AM
2A+ 2

ϵ

4
= ϵ.

反之亦然.

3.4 利用例 3.8 的结果证明:

gϵ(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiuλe−ϵ2λ2

4 dλ =
1

ϵ
√
π

e−u2

ϵ2

解: 例 3.8 F(e−ax2

)(λ) = 1√
2a
e−

λ2

4a . 取 a = 1
ϵ2

, 则有

F−1(
ϵ√
2
e

−ϵ2λ2

4 )(u) =
ϵ

2
√
π

∫ ∞

−∞
eiuλe

−ϵ2λ2

4 dλ = e−
u2

ϵ2 .

比较系数即证.

3.5 证明对任意的 ϵ > 0,
∫
R gϵ(t)dt = 1.
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解:∫
R
gϵ(t)dt =

∫
R

1

ϵ
√
π
e−

t2

ϵ2 dt = 1√
π

∫
R
e−( t

ϵ )
2

d(
t

ϵ
) =

1√
π

∫
R
e−u2

du = 1

3.6 证明: 如果 f̂(λ) 是可导的, 且 f̂(λ) = f̂ ′(λ) = 0, 则∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx = 0.

解:
f̂(0) = 0 ⇒

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 0

F(xf(x))(λ) = iF(f)′(λ)

f̂ ′(0) = 0 ⇒
∫ ∞

−∞
xf(x)dx = 0.
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Homework 2 答案

3.7 问题: 证明 f(x) = e(−a+ib)x2

的傅里叶变换为

f̂(λ) =

√
1

2(a− ib)
e
− a+ib

4(a2+b2)
λ2

解: 例 3.8 中取 α = a− ib, 则有

f̂(λ) =
1√
2α

e−
λ2

4α =
1√

2(a− ib)
e
− a+ib

a2+b2
λ2

3.8 问题: 证明 ∫ ∞

−∞

1

β
√
π

e−
t2

β2 dt = 1, β > 0.

解: ∫ ∞

−∞

1

β
√
π

e−
t2

β2 dt = 1√
π

∫ ∞

−∞
e−u2

du = 1

3.9 问题: 计算 f(t) = 4 sin t−4t cos t
t3

的傅里叶变换.

解: 由例 3.6 知

g(x) =

1− x2, x ∈ [−1, 1],

0, 其他

的傅里叶变换为

ĝ(λ) =
1√
2π

4 sinλ− 4λ cosλ
λ3

同时易知 ĝ(λ) ∈ L1, 因此有

f̂(λ) = g(−λ) =


√
2π(1− λ2), λ ∈ [−1, 1],

0, 其他

1



3.11 问题: 设 f(t) = sin at
πt

, g(t) = sin bt
πt

, a, b > 0 , 求 f(t) 和 g(t) 的卷积

解: 记

χ(−a,a) =

1, −a ≤ x ≤ a,

0, 其他.

则有

f̂(λ) =
1√
2π

χ(−a,a), ĝ(λ) =
1√
2π

χ(−b,b).

令 c = min{a, b}, 则

F [f ∗ g] =
√
2πf̂(λ)ĝ(λ) =

1√
2π

χ(−c,c).

f ∗ g = F−1

[
1√
2π

χ(−c,c)

]
=

sin ct

πt
.

3.13 问题: 设 f(x) ∈ L1(R) 且 (f ∗ f)(x) = f(x), 证明 f(x) = 0。

解:
F [f(x)](λ) = F [(f ∗ f)(x)](λ) =

√
2πF [f(x)]2(λ)

则有 f̂(λ) ≡ 0或f̂(λ) ≡ 1√
2π

. 而 f(x) ∈ L1(R) 可知 limλ→+∞ f̂(λ) = 0 因

此 f̂(x) ≡ 0, 即 f(x) ≡ 0.

3.16 问题: 利用 Parseval 等式证明下面的等式:

(a) ∫
R

sin at sin bt

t2
dt = π min(a, b)

(b) ∫
R

t2

(t2 + a2) (t2 + b2)
dt =

π

a+ b

解:

(a) 记 fa(t) = sin at
t

, 有 f̂a =
√

π
2
χ(−a,a), 同理 f̂b = π

2
χ(−b,b). 令

c = min{a, b}.

< fa, fb >=< f̂a, f̂b >=

∫ c

−c

π

2
dλ = πc

2



(b) 记 fa(t) =
t

t2+a2 , 有 f̂a(λ) = −i
√

π
2
e−a|λ| sgn(λ), 进而

< fa, fb >=< f̂a, f̂b >=
π

2
2

∫ ∞

0

e−(a+b)λdλ =
π

a+ b

3.18 问题: 证明函数 φ(x, a, b) =

e
− b2

a2−x2 , |x| < a;

0, |x| ≥ a.
属于基本函数空间 D

解: 证明 φ(x, a, b) ∈ C∞

(1) |x| > a时, φ(n) ≡ 0.

(2) |x| < a 时, 由归纳法可知

φ(n) = exp
(
− b2

a2 − x2

)
· Pn(x)

(a2 − x2)
2n ∈ C∞(0, a)

其中 Pn(x) 是关于 x 的多项式且 deg(Pn) < 2n+1.

(3)

lim
x→a+

φ(x)− φ(a)

x− a
= 0

lim
x→a−

φ(x)− φ(a)

x− a
= lim

x→a−

1

x− a
exp{− b2

a2 − x2
} = lim

u→0−

1

u
e

b
2au+u2 = 0

⇒ φ(1)(a+) = φ(1)(a−)

现假设结论对 ≤ n 情形成立, 一方面有 φ(n+1)(a+) = 0, 另一方面

lim
x→a−

φ(n)(x)− φ(n)(a)

x− a
x = lim

x→a−

exp{− b2

a2−x2 }Pn(x)

(x− a) (a2 − x2)
2n = lim

u→0−

Pn(a) exp{ b2

u2+2au
}

(2a)2n · u2n+1
= 0

因此有 φ(n+1)(a+) = φ(n+1)(a−).
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Homework 3 答案

3.14 问题: 设 f(x) ∈ L1(R) 且 (f ∗ f)(x) = 0, 证明 f(x) = 0.

解:

F((f ∗ f)(x))(λ) =
√
2πF(f(x))2(λ) = 0 ⇒ f̂(λ) = 0 ⇒ f(x) = 0.

3.15 问题: 对于 0 ⩽ n < N , 假设 fn(t) 为实函数, 且当 |λ| > λ0 时,
f̂n(λ) = 0. 假设一个信号的定义如下:

g(t) =

N−1∑
n=0

fn(t) cos 2nλ0t,

试计算 g(t) 的傅里叶变换, 证明其支集宽度为 4Nλ0 并设计算法由 g 恢复

fn.

解:

g(t) =
1

2

N−1∑
n=0

fn(t)(e
i2nλ0t + e−i2nλ0t)

ĝ(λ) =
1

2

N−1∑
n=0

(
f̂n(λ− 2nλ0) + f̂n(λ+ 2nλ0)

)
由 f̂n(λ) 的支集性质可以知道 ĝ(λ) 仅在 [−(2N − 1)λ0, (2N − 1)λ0] 内非零.

同时有 f̂n(λ−2nλ0) = ĝχ((2n−1)λ0,(2n+1)λ0),即 f̂n(λ) = ĝ(λ+2nλ0)χ(−λ0,λ0),
从而有

fn(t) = F−1(ĝ(λ+ 2nλ0)χ(−λ0,λ0))(t).

3.20 问题: 证明对任意的 φ ∈ D, 有

lim
j→∞

1

π

∫
R

φ(x+ t)
sin jt

t
dt = φ(x)

1



解：对 ∀j, 有 1
π

∫
R

sin jt
t

= 1, 则 1
π

∫
R
φ(x) sin jt

t
dt = φ(x). 由于 φ ∈ D,

对任意的 x, 存在 T 使得 supp(φ(·)), supp(φ(·+ x)) ⊂ [−T, T ], 则

1

π

∫ ∞

−∞
φ(x+ t)

sin jt

t
− φ(x)

=
1

π

∫ ∞

−∞
φ(x+ t)

sin jt

t
t− 1

π

∫ ∞

−∞
φ(x)

sin jt

t
dt

=
1

π

∫ ∞

−∞

φ(x+ t)− φ(x)

t
sinjtdt

=
1

π

∫ T

−T

φ(x+ t)− φ(x)

t
sin jtdt

根据 φ ∈ D，上式中 φ(x+t)−φ(x)
t

在 [−T, T ] 绝对可积，由 Riemman 引理知
j → ∞ 时上式积分为 0.

3.22 问题: 证明: (a) exδ = δ (b) xδ′ = −δ; (c) (sin ax)δ′ = −aδ

解:

(a) (exδ, φ) = (δ, exφ) = e0φ(0) = (δ, φ)

(b) (xδ′, φ) = (δ′, xφ) = −(δ, φ+ xφ′) = −φ(0) = (−δ, φ)

(c) ((sin ax)δ′, φ) = (δ′, (sin ax)φ) = −(δ, a(cos ax)φ + (sin ax)φ′) =

−aφ(0) = (−aδ, φ)

补充 1:

Fn =



1 1 1 · · · 1

1 ωn ω2
n · · · ωn−1

n

1 ω2
n ω4

n · · · ω
2(n−1)
n

...
...

...
...

1 ωn−1
n ω

2(n−1)
n · · · ω

(n−1)2

n


证明 1

n
FnF̄n = In.

解:

(FnF̄n)ij =

n−1∑
k=0

ω(i−1)k
n ω̄(j−1)k

n =

n−1∑
k=0

ω(i−j)k
n

2



当 i = j 易得 (FnF̄n)ii =
∑n−1

k=0 w
0
n = n.

当 i ̸= j 有

(FnF̄n)ii =
1− ω

(i−j)n
n

1− ω
(i−j)
n

=
1− (ωn

n)
(i−j)

1− ω
(i−j)
n

= 0.

补充 2: 性质 8: 假设 y = {yk} ∈ Sn, 则

n

n−1∑
k=0

|yk|2 =
n−1∑
j=0

|F[y]j |2

解:
n−1∑
j=0

|F[y]j |2

=

n−1∑
j=0

(

n−1∑
s=0

ysω̄
sj
n

n−1∑
t=0

ȳtω
tj
n )

=

n−1∑
s,t=0

ysȳt

n−1∑
j=0

ω̄(s−t)j
n (t ̸= s为 0)

=n

n−1∑
t=0

|yt|2

引理 4.1: 略

3



Homework 4 答案

4.3 计算高斯型函数 gα(t) =
1

2
√
πα

e− t2

4α 的中心和半径.

解:

t∗ =
1

||gα||2L2

∫
R
t|gα(t)|2dx =

√
8πα

∫
R
t

1

4πα
e−

t2

2α dx = 0

∆g =
1

||g||L2

(∫
R
(t− t∗)2|gα(t)|2dt

)1/2

=
4
√
8πα

(∫
R
t2

1

4πα
e−

t2

2α dt

)1/2

=
4
√
8πα

(
− 1

4π

∫
R
tde−

t2

2α

)1/2

=
4
√
8πα

(
1

4π

∫
R
e−

t2

2α dt

)1/2

=
4
√
8πα

(
1

4π

√
2α

√
π

)1/2

=
√
α

4.4 证明 Morlet 小波 ψ(t) = eiλ0te−
t2

2 不满足基小波条件, 但是改进的

Morlet 小波 ψ(t) =
(
eiλ0t− e−

λ2
0
2

)
e−

t2

2 满足基小波条件。

解: 对于 ψ(t) = eiλ0te−
t2

2 , 知 ψ̂(λ) = e−
(λ−λ0)2

2 , 由于 ψ̂(0) ̸= 0 知不满

足基小波条件。

对于 ψ(t) =

(
eiλ0t − e−

λ2
0
2

)
e−

t2

2 , 有 ψ̂(λ) == e−
λ2+λ2

0
2

(
eλλ0 − 1

)
则需

要证明:1.ψ ∈ L2, 2. Cψ <∞.

1. ||ψ(t)||L2 ≤ ||eiλ0te−
t2

2 ||L2 + ||e−
λ2
0
2 e−

t2

2 ||L2 = (1+ ||e−
λ2
0
2 ||)||e− t2

2 ||L2 ,
因此 ψ ∈ L2.

1



2. 由于 limλ→0
|eλλ0−1|2

|λ| = 0, 即有 limλ→0
|ψ̂(λ)|2

|λ| = 0, 不妨假设 λ0 > 0,
注意到 λ > 0�

|e−
λ2+λ2

0
2 (eλλ0 − 1)|2

|λ|
<

|e−(λ2+λ2
0)(e2λλ0)|
|λ|

=
1

|λ|e(λ−λ0)2

而 λ < 0 时则有

|e−
λ2+λ2

0
2 (eλλ0 − 1)|2

|λ|
<

|e−(λ2+λ2
0)|

|λ|
=

1

|λ|eλ2+λ2
0

因此有任取 M > 0 有

Cψ =2π

∫
R

|ψ̂(λ)|2

|λ|
dλ

<2π

(∫
λ<−M

1

|λ|eλ2+λ2
0

dλ+

∫
λ>M

1

|λ|e(λ−λ0)2
dλ+

∫
|λ|<M

e−λ
2+λ2

0
|eλλ0 − 1|2

|λ|
dλ

)
<∞

4.5 证明高斯小波 ψ(t) = − 1√
2π
te− t2

2 满足基小波条件.

解: 易知 ||ψ(t)||L2 <∞.

ψ̂(λ) =
i√
2π
λe−

λ2

2

Cψ =2π

∫
R

|ψ̂(λ)|2

|λ|
dλ

=

∫
R

|λ|e−λ
2

dλ <∞

4.8 证明如果 K ∈ Z − {0}, 则
{
ϕk[n] = e

i2πkn
KN

}
1≤k≤KN

是 CN 的紧框架,
并计算框架界。
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解: 记 ω = e
2πi
KN , f = (f1, . . . , fN ),

KN∑
k=1

| < f, ϕk > |2

=

KN∑
k=1

|
N∑
n=1

fnω̄
kn|2

=

KN∑
k=1

(

N∑
m=1

fmω̄
km)(

N∑
n=1

f̄nω
kn)

=

KN∑
k=1

N∑
m,n=1

fmf̄nω
k(n−m)

=

N∑
m,n=1

fmf̄n

KN∑
k=1

ωk(n−m)(n ̸= m时

KN∑
k=1

ωk(n−m) = 0)

=KN
∑
n

|fn|2

=KN ||f ||2

即框架界为 KN

4.9 证明有限个向量组成的集合一定是这些向量张成的线性空间的一个框
架.

解: 记 Vn = span{v1, . . . , vn}, 对任意的 v ∈ Vn, v =
∑n

j=1 ajvj , 一方
面有

n∑
j=1

|⟨v, vj⟩|2 ≤
n∑
j=1

||v||2||vj ||2 =

(
n∑
j=1

||vj ||2
)
||v||2 = B||v||2.

另一方面,假设不存在 A > 0,使得
∑n

j=1 |⟨v, vj⟩|
2 ≥ A||v||2对任意的 v ∈ Vn

成立. 则对任意的 k ∈ Z, 存在 vk ∈ Vn, ||vk|| = 1, 有
∑n

j=1

∣∣⟨vk, vj⟩∣∣2 < 1
k
.

由有限维空间单位球列紧可知存在 {ki} 子列, {vki} 收敛到 v, 且 ||v|| = 1.

3



由
n∑
j=1

|⟨v, vj⟩|2

=

n∑
j=1

∣∣⟨v − vki , vj
⟩
+
⟨
vki , vj

⟩∣∣2
≤2

(
n∑
j=1

∣∣⟨v − vki , vj
⟩∣∣2 + n∑

j=1

∣∣⟨vki , vj⟩∣∣2)

<2||v − vki ||(
n∑
j=1

||vj ||2) +
1

ki
→ 0(i→ ∞)

因此有
n∑
j=1

|⟨v, vj⟩|2 = 0 ⇒ v = 0.

与 ||v|| = 1 矛盾.

另: 定义 ||v|| :=
√∑n

j=1 |⟨v, vj⟩|
2, 易证 || · || 为一范数, 利用有限维空

间范数等价性同样可证结论成立.

4.12 证明: 如果 f =
∑

⟨f, ϕj⟩uj , 其中 {uj} 不完全等于 ϕ̃j , 则∑
|⟨f, uj⟩|2 ⩾

∑∣∣∣⟨f, ϕ̃j⟩∣∣∣2 .
解:f =

∑
⟨f, ϕj⟩uj , 记 uj = ϕ̃j + δj , 则我们有

T−1f =
∑
j

⟨T−1f, ϕj⟩uj =
∑
j

⟨f, ϕ̃j⟩uj

则有 ⟨f, T−1f⟩ =
∑

j ⟨f, ϕ̃j⟩⟨f, uj⟩, 又由定理 4.12

T−1f =
∑
j

⟨T−1f, ϕj⟩ϕ̃j =
∑
j

⟨f, ϕ̃j⟩ϕ̃j

即有 ⟨f, T−1f⟩ =
∑

j ⟨f, ϕ̃j⟩⟨f, ϕ̃j⟩ , 相减得到

0 =
∑
j

⟨f, ϕ̃j⟩⟨f, δj⟩

因此
∑

j |⟨f, uj⟩|2 =
∑

j |⟨f, ϕ̃j⟩|2 +
∑

j |⟨f, δj⟩|2 ≥
∑

j |⟨f, ϕ̃j⟩|2.

4



Homework 5 答案

5.4. 设 f 是一个连续可微的函数, 对于 0 ≤ x < 1 有 |f ′(x)| ≤ M . 用下面
(1) 中的阶梯函数一致地逼近 f , 误差是 ϵ. 该阶梯函数属于由 ϕ (2jx− k)

张成的空间 Vj , 其中 ϕ 是 Haar 尺度函数.

(a) 对 0 ≤ j ≤ 2n − 1, 令 aj = f
(

j
2n

)
, 则 fn(x) =

∑
k∈Z akϕ (2

nx− k)

(b) 证明如果 n 远远大于 log2
(
M
ϵ

)
, 则 |f(x)− fn(x)| ≤ ϵ

解: 对于 ∀x ∈ [0, 1), 存在 0 ≤ k ≤ 2n − 1, 使得 k
2n

≤ x < k+1
2n

, 设
x ∈ [ k

2n
, k+1

2n
), 则我们有 fn(x) = f( k

2n
)ϕ(2nx− k) = f( k

2n
)

|f(x)− fn(x)| = |f(x)− f(
k

2n
)| = |

∫ x

k
2n

f ′(x)dx| ≤M |x− k

2n
| ≤ M

2n

因此当 n 大于 log2 (Mϵ ), 对 ∀x ∈ [0, 1), 有 |f(x)− fn(x)| ≤ ϵ.

5.5 完成引理 5.4 的证明:

1. G(λ) = −e−iλH(λ+ π);

2. |G(λ)|2 + |G(λ+ π)|2 = 1;

3. H(λ)G(λ) +H(λ+ π)G(λ+ π) = 0.

1



解: 1.
G(λ) =

1

2

∑
k∈Z

gke
−ikλ

=
1

2

∑
k∈Z

(−1)kh̄1−ke
−ikλ

=
1

2

∑
k∈Z

(−1)1−kh̄ke
−i(1−k)λ

= −e−iλ 1

2

∑
k∈Z

(−1)kh̄ke
ikλ

= −e−iλ 1

2

∑
k∈Z

h̄ke
ikλ+ikπ

= −e−iλH(λ+ π)

2. 由 1

|G(λ)|2 + |G(λ+ π)|2 = |H(λ+ π)|2 + |H(λ+ 2π)|2 = 1

3.
H(λ)G(λ) +H(λ+ π)G(λ+ π)

=H(λ)(−eiλ)H(λ+ π) +H(λ+ π)eiλH(λ+ 2π) = 0

5.7 证明例 5.6 中的多项式满足定理 5.6 的所有要求.

解: 定理 5.6 要求多项式 P (z) = 1
2

∑
k∈Z hkz

k 满足

1. P (1) = 1;

2. |P (z)|2 + |P (−z)|2 = 1, |z| = 1;

3. |P (eit)| > 0, |t| ⩽ π
2
.

例 5.6:h0 = 1+
√
3

4
, h1 =

3+
√
3

4
, h2 =

3−
√
3

4
, h3 =

1−
√
3

4
, P (z) = 1

2
(h0 + h1z + h2z

2 + h3z
3).

易计算得到 P (1) = 1
2
(h0 + h1 + h2 + h3) = 1. 同时记

P (z) =
1

2
(h0 + h2z

2) + z(h1 + h3z
2)

P (−z) = 1

2
(h0 + h2z

2)− z(h1 + h3z
2)

2



可以得到

|P (z)|2 + |P (−z)|2

=
1

4

[(
h0 + h2z

2
)
+ z(h1 + h3z

2)
) ((

h̄0 + h̄2z̄
2
)
+ z̄(h̄1 + h̄3z̄

2)
]

+
1

4

[(
h0 + h2z

2
)
− z(h1 + h3z

2)
) ((

h̄0 + h̄2z̄
2
)
− z̄(h̄1 + h̄3z̄

2)
]

=
1

2
|h0 + h2z

2|2 + 1

2
|h1 + h3z

2|2

=
1

2

(
h20 + h22 + h0h2z

2 + h0h2z
−2
)
+

1

2

(
h21 + h23 + h1h3z

2 + h1h3z
−2
)

=
1

2

(
h20 + h21 + h22 + h23

)
+

1

2
(h0h2 + h1h3) z

2 +
1

2
(h0h2 + h1h3) z

−2

=1.

同时易知

P (z) =
1−

√
3

4
(z + 1)2(z − 2−

√
3),

因此 |P (eit)| > 0, |t| ⩽ π
2
.

5.8 证明: 如果 ϕ(t) 是某个多分辨率分析的尺度函数, 则
∫
ϕ(t)dt ̸= 0.

解: 记 f ∈ L2(R) 在 Vj 上的正交投影为

PVj
f =

+∞∑
k=−∞

⟨f, ϕj,k⟩ϕj,k

由稠密性 UVj = L2(R) 有

lim
j→∞

∥∥f − PVj
f
∥∥2 = lim

j→∞
2π
∥∥∥f̂ − P̂Vj

f
∥∥∥2 = 0.

3



计算 PVj
f 如下 (记 ϕj(t) = 2

j
2ϕ(−2jt))

PVj
f =

∑
k

⟨f, ϕj,k⟩ϕj,k

=
∑
k

∫
R

f(t)ϕ̄j(2
−jk − t)dtϕj(2

−jk − t)

=
∑
k

f ∗ ϕ̄j(2
−jk)ϕj(2

−jk − t)

= ϕj ∗

(∑
k

f ∗ ϕ̄j(2
−jk)δ(t− 2−jk)

)

记 fd =
∑

k f ∗ ϕ̄j(2
−jk)δ(t− 2−jk). 有如下引理 (参考”A Wavelet Tour of

Signal Processing” p74)

如果

gd(t) =

+∞∑
n=−∞

g(nT )δ(t− nT ).

则

ĝd(λ) =
1

T

+∞∑
k=−∞

ĝ

(
λ− 2kπ

T

)
应用引理有

f̂d = 2j
∞∑

k=−∞

f̂ ∗ ϕ̄j

(
λ− 2kπ2j

)
= 2

j
2

√
2π

∞∑
k=−∞

f̂(λ− 2kπ2j) ˆ̄ϕ(2kπ − 2−jλ)

下面计算 P̂Vj
f

P̂Vj
f =

√
2πϕ̂j

̂∑
k

f ∗ ϕ̄j(2−jk)δ(t− 2−jk)

=
√
2π2−

j
2 ϕ̂(−2−jλ)f̂d(λ)

= 2πϕ̂(−2−jλ)

∞∑
k=−∞

f̂(λ− 2kπ2j) ˆ̄ϕ(2kπ − 2−jλ)

4



取 f̂ = χ[−π,π], 则对于 j > 0 有

P̂Vj
f = 2π|ϕ̂(−2−jλ)|2

进而有
lim
j→∞

∥∥f − PVj
f
∥∥2

= lim
j→∞

2π
∥∥∥f̂ − P̂Vj

f
∥∥∥2

= lim
j→∞

√
2π

∫ π

−π

|f̂(λ)− 2π|ϕ̂(−2−jλ)|2|2dλ

=
√
2π

∫ π

−π

|1− 2π|ϕ̂(0)|2|2dλ

=0.

进而 ϕ̂(0) =
∫
ϕ ̸= 0.

5.9 求证: 如果 {ψj,k} 是 L2(R) 的一组标准正交基, 那么对任意的 λ ̸= 0, 有

∑
j∈Z

∣∣∣ψ̂ (2jλ)∣∣∣2 = 1

2π

解: 利用如下的引理 (证明详见”Inequalities of Littlewood-Paley Type For
Frames and Wavelets*” Theorem 1 证明)

如果 ψj,k(x) := a
j
2ψ (ajx− kb) (a > 1, b > 0) 满足框架条件

A∥f∥2 ≤
∑
j,k∈Z

|⟨f, ψj,k⟩|2 ≤ B∥f∥2, f ∈ L2

其中 0 < A ≤ B <∞, 则有

A ≤ 2π

b

∑
j∈Z

∣∣∣ψ̂ (ajω)∣∣∣2 ≤ B

由于 {ψj,k} 是 L2(R) 的标准正交基，根据定理 4.9 有框架界 A = B = 1,
结合引理得到 ∑

j∈Z

∣∣∣ψ̂ (2jω)∣∣∣2 = 1

2π
.

5



Homework 6 答案

6.1 证明 Daubechies 小波的消失矩定理

解: 由傅里叶变换的性质可知

1√
2π

∫
R

(−it)nψ(t)e−iλtdt = (ψ̂)(n)(λ)

即
∫
R
tnψ(t)dt =

√
2πin(ψ̂)(n)(0)

另一方面

ψ̂(λ) = G

(
λ

2

)
ϕ̂

(
λ

2

)
= −e−iλH

(
λ+ 2π

2

)
ϕ̂

(
λ

2

)
Daubechies 小波满足

H(λ) =

(
1 + e−iλ

2

)N

QN

(
e−iλ

)
当 n < N 时，计算易知 H(n)(λ) 展开的每一项均含有 ( 1+e−iλ

2
) 项, 因

此满足导数满足 H(n)(π) = 0.

当 n = N 时,

H(N)(λ) = (
e−iλ

2
)NN !(−i)NQN (e−iλ) +R(λ).

其中 R(λ) 满足 R(π) = 0(每一项含有 1+e−iλ

2
)，因此有

ψ̂(N)(0)

=−H(N)(π)
1

2N
ϕ̂(0)

=− 1

4N
N !(−i)NQN (−1)

1√
2π

则
∫
R
tNψ(t)dt =

√
2πin(ψ̂)(n)(0) = − 1

4N
N !QN (−1)

1



6.2. 如果

ϕ(x) =

 1
N
, x ∈ [0, N ]

0, else

证明, 如果 N > 1, 则 {ϕ(t− k)} 不是标准正交的。

解: 易知
∫
ϕ(x)ϕ(x− 1)dx ̸= 0

7.1 证明 M(a) 不满足可加性.

解: 设 a = [1, 1], a1 = a2 = [1], 易知

M(a) = −2 · 1
2

log 1

2
= log 2

M(a1) =M(a2) = −1 · log 1 = 0

即 M(a) ̸=M(a1) +M(a2).

7.2 证明 λ(a) 具有可加性.

解: 设 a = {ak}, a1 = {a1k}, a2 = {a2k}. {a1k}∪{a2k} = {ak},且 {a1k}∩{a2k} =

∅.
λ(a1) + λ(a2) = −

∑
k

|a1k|2 log |a1k|2 −
∑
k

|a2k|2 log |a2k|2

= −
∑
k

|ak|2 log |ak|2

= λ(a)

8.1 如果多相位矩阵是来自多分辨率分析, 则 P (z) 的行列式等于 −2.

2



解:

det(P(z)) = he(z)go(z)− ho(z)ge(z)

=
∑
m

h2mz
−m
∑
n

g2n+1z
−n −

∑
m

h2m+1z
−m
∑
n

g2nz
−n

=
∑
m

∑
n

h2mg2n+1z
−m−n −

∑
m

∑
n

h2m+1g2nz
−m−n

=
∑
m

∑
n

h2m−2ng2n+1z
−m −

∑
m

∑
n

h2m−2n+1g2nz
−m

=
∑
m

∑
n

h2m−2n(−1)2n+1h̄−2nz
−m −

∑
m

∑
n

h2m−2n+1(−1)2nh̄1−2nz
−m

= −
∑
m

∑
n

(
h2m+2nh̄2n + h2m+2n+1h̄2n+1

)
z−m

= −
∑
m

(∑
n

h2m+nh̄n

)
z−m

= −
∑
m

2δm,0z
−m

= −2

补充: 假设双尺度系数 hk, k = 0, 1, · · · , 2N − 1 非零, 证明 Daubechies 小波
函数的支集是 [1−N,N ].

解: 由 6.3.1 知尺度函数 ϕ 的支集为 [0, 2N − 1], 且

ψ(x) =
∑
k

(−1)kh̄1−kϕ(2x− k).

因此易计算 2x− 1 ≤ 2N − 1 和 2x+ 2N − 2 ≥ 0 得 1−N ≤ x ≤ N.
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