
运筹学第一章习题

2018 年 10 月 25 日

朱朮 证明凸集表示定理：设S 朽 {x|Ax 朽 b, x ≥ 朰}为非空多面集，则有

木朱朩 极点集非空且有限

木朲朩 极方向集合为空集的充要条件是S有界

木朳朩 若S无界，则存在有限个极方向

木朴朩 x ∈ S的充要条件是

x 朽

k∑
i=1

λix
(i) 末

∑̀
j=1

µjd
(j) 木朱朩

其中λi ≥ 朰, i 朽 朱, . . . , k,
∑k

i=1 λi 朽 朱, µj ≥ 朰, j 朽 朱, . . . , `。

也可以参考Linear Programming and Network Flows

证明. 木朱朩 令y为S中朰分量最多的一点，即

朣{i|yi 朽 朰} ≥ 杭条杸
x∈S

朣{j|xj 朽 朰}

下证明y为S的极点。

若不然，存在x(1) 6朽 x(2) ∈ S, λ ∈ 木朰, 朱朩使得λx(1)末木朱−λ朩x(2) 朽 y。

由于x(1), x(2) ≥ 朰，对i使得yi 朽 朰，必有x
(l)
i 朽 朰, l 朽 朱, 朲。令α 朽

x(2) − x(1)，易见Aα 朽 朰。令r满足

| yr
αr
| 朽 杭杩杮{| yj

αj
| |αj 6朽 朰}

则y′ 朽 y − yr
αr
α ∈ S，且y′r 朽 朰；对i使得yi 朽 朰，亦有y′i 朽 朰。这

与y的定义矛盾。因此y是极点。这就证明了极点集非空。

朱



朲

由第朳题，极点与可行基解一一对应，而可行基解的数量不多于

(
n

m

)
，

因此极点集有限。

木朲朩

木朳朩 考察

S0 朽 {x|Ax 朽 朰, x ≥ 朰,

n∑
i=1

xi 朽 朱}

及标准化后的方向集

D 朽 { d

‖d‖1
|d为S的方向}

可以看出S0 朽 D，因此D是多面集。下证S标准化后的极方向
与D的极点一一对应。

设d为D的极点，并假设d 朽 λ1d
(1) 末 λ2d

(2)，λ1, λ2 > 朰。因为

d 朽 λ1‖d(1)‖1
d(1)

‖d(1)‖1
末 λ2‖d(2)‖1

d(2)

‖d(2)‖1

我们不妨直接假设‖d(j)‖1 朽 朱, j 朽 朱, 朲。于是

朱 朽 ‖d‖1 朽 λ1‖d(1)‖1 末 λ2‖d(2)‖1 朽 λ1 末 λ2

即d是D上两点的凸组合。由d为极点知d(1) 朽 d(2) 朽 d，因此d是S的
极方向。

设d为S的极方向，并且‖d‖1 朽 朱。若有d(1), d(2) ∈ D及λ ∈ 木朰, 朱朩使

得d 朽 λd(1) 末 木朱− λ朩d(2)，因为这是两个方向的正线性组合，因此

有d 朽 d(1) 朽 d(2)，故d是D的极点。

若S0为空集，则任意x满足Ax 朽 朰且‖x‖1 朽 朱都具有负分量。令

δ 朽 −杭条杸{
∑
i:xi<0

xi|Ax 朽 朰, ‖x‖1 朽 朱}

因为{x|Ax 朽 朰, ‖x‖1}是一个有界闭集，因此最大值可以取到并严
格大于朰。S非空，设y ∈ S，则

S ⊆ y 末 {λx|Ax 朽 朰, ‖x‖1 朽 朱, λ ∈ 杛朰,
‖y‖1
δ

杝}

即S有界。



朳

因此，S无界则有S0非空。由木朱朩知S0有极点，因此S有极方向。进
一步，极点个数有限即得极方向个数有限。

若极方向集合非空，则S显然是无界的。

木朴朩 充分性显然。

必要性：对S中元素的正分量个数进行归纳。

由木朱朩知正分量个数最少的一点（零分量最多的一点）为极点。

假设正分量个数小于t的点都具有木朱朩表示。设x的正分量个数等

于t，不妨设

x 朽 木x1, . . . , xt, 朰, . . . , 朰朩

若x1, . . . , xt对应A中的列向量a1, . . . , at线性无关，则由Rank木A朩 朽

m，可以再选m − t列构成A的一个可逆子矩阵B 朽 木a1, . . . , am朩，

知x是可行基解，亦为极点。

若a1, . . . , at线性相关，不妨设as+1, . . . , at为它们的最大线性无关

组，则a1具有表示

a1 朽 µs+1as+1 末 . . .末 µtat

在A的其余列中选择m末 s− t列构成可逆阵B，不妨记为

B 朽 木as+1, . . . , ak, ak+1, . . . , as+m朩

令dN 朽 木朱, 朰, . . . , 朰朩，dB 朽 −B−1NdN，构成的d满足Ad 朽 朰。于

是

Ad 朽 a1 末d2a2 末 . . .末dnan 朽 a1 末ds+1as+1 末 . . .末ds+mas+m 朽 朰

即

a1 朽 −ds+1as+1 − . . .末 ds+mas+m

代入上上式得

木µs+1末ds+1朩as+1末. . .末木µt末dt朩at末dt+1at+1末. . .末ds+mas+m 朽 朰

故dt+1 朽 . . . 朽 ds+m 朽 朰朮

• 若d ≥ 朰，令

θ 朽 杭杩杮
1≤i≤t

{xi
di
|di > 朰} 朽 xl

dl
> 朰



朴

并令x′ 朽 x − θD，则x′为可行解，x′l 朽 朰。故x′前k个分量中

至少有一个为朰，而后n− t个分量等于朰，因此由归纳假设，

x′ 朽

k∑
i=1

λix
(i) 末

∑̀
j=1

µjd
(j)

而 d
‖d‖1为S0上的一点，由讲义的结论朲，有界多面集内任意一

点可以表示为极点的凸组合，故θd可以表示为极方向的正线

性组合。故x 朽 x′ 末 θd满足假设。

• 若d中有分量小于朰，则令

θ1 朽 杭杩杮
1≤i≤t

{xi
di
|di > 朰}

θ2 朽 杭杩杮
1≤i≤t

{ xi
−di
|di < 朰}

并令x′ 朽 x − θ1d, x
′′ 朽 x 末 θ2d，则x

′, x′′的正分量个数都小

于k，由归纳假设

x′ 朽

k∑
i=1

λ
(1)
i x(i) 末

∑̀
j=1

µ
(1)
j d(j)

x′′ 朽

k∑
i=1

λ
(2)
i x(i) 末

∑̀
j=1

µ
(2)
j d(j)

又由

x 朽
θ2

θ1 末 θ2

x′ 末
θ1

θ1 末 θ2

x′′

得

x 朽

k∑
i=1

λ′ix
(i) 末

∑̀
j=1

µ′jd
(j)

其中

λ′i 朽
θ2λ

(1)
i 末 θ1λ

(2)
i

θ1 末 θ2

≥ 朰

∑
i

λ′i 朽
θ2

θ1 末 θ2

∑
i

λ
(1)
i 末

θ1

θ1 末 θ2

∑
i

λ
(2)
i 朽 朱

µ′i 朽
θ2µ

(1)
i 末 θ1µ

(2)
i

θ1 末 θ2

≥ 朰

即对x假设成立。



朵

由数学归纳法原理，证毕。

朲朮 试给出

杭杩杮− x1 末 朳x2

杳.杴. x1 末 x2 ≤ 朸

x2 ≤ 朲

x1, x2 ≥ 朰

所有极点和可行解。

解 将原问题标准化，

杭杩杮 − x1 末 朳x2

杳.杴. x1 末 朲x2 末 x3 朽 朸

x2 末 x4 朽 朲

x1, x2, x3, x4 ≥ 朰

令A 朽

(
朱 朲 朱 朰

朰 朱 朰 朱

)
，x 朽 木x1, x2, x3, x4朩

T，b 朽

(
朸

朲

)
，则变成

杭杩杮 − x1 末 朳x2

杳.杴. Ax 朽 b

x ≥ 朰

取B为A的二阶可逆子阵，得到

x(1) 朽木朴, 朲, 朰, 朰朩T

x(2) 朽木朸, 朰, 朰, 朲朩T

x(3) 朽木朰, 朲, 朴, 朰朩T

x(4) 朽木朰, 朴, 朰,−朲朩T 木舍去朩

x(5) 朽木朰, 朰, 朸, 朲朩T

至于解集的极点，应该画图后标出。



朶

朳朮 证明极点集札可行基解集等价定理。

证明. ⇐机 令x 朽

(
xB

xN

)
为可行基解，即xN 朽 朰，B可逆。设x(1), x(2) ∈

S, λ ∈ 木朰, 朱朩使得λx(1) 末 木朱 − λ朩x(2) 朽 x。由于x(1), x(2) ≥ 朰，

而xN 朽 朰，故x
(1)
N 朽 x

(2)
N 朽 朰，于是x

(1)
B 朽 B−1 朽 x

(2)
B 朽 xB，

即x(1) 朽 x(2) 朽 x，这说明x是一个极点。

⇒机 令x为一个极点。令xp1 , xp2 , . . . , xpk为x中非零分量，对应A中ap1 , . . . ,

apk列。

断言：ap1 , . . . , apk线性无关。

若∃λ1, . . . , λk不全为朰使得
∑k

i=1 λiapi 朽 朰，令x
(1)
pi 朽 xpi末δλi, x

(2)
pi 朽

xpi−δλi, i 朽 朱, . . . , k，x(1)与x(2)其余分量均为朰，那么由于xpi >

朰，取|δ|足够小，有Ax(l) 朽 b, x(l) ≥ 朰, l 朽 朱, 朲，且 1
2
x(1) 末 1

2
x(2) 朽

x，这与x为极点矛盾。这就证明了断言。

由断言可知k ≤ m。在x的其余分量中选择n− k个分量，使得A对
应的列向量apk+1

, . . . , apm与ap1 , . . . , apk线性无关（由杒条杮杫木A朩朽m保

证）。令B 朽 木ap1 , . . . , apm朩，则B


xp1
朮朮朮

xpm

 朽 b，而且xi 朽 朰,∀i /∈

{p1, . . . , pm}，故x是可行基解。

若x非可行基解，包含两种情况：xN 6朽 朰或者B不可逆。

朴朮 证明

x 朽 木xB1
, . . . , xBr−1

, 朰, xBr+1
, . . . , xBm

, 朰, . . . , xp, . . . , 朰朩
T

是可行基解。

证明. 只需要证明A中对应的列aB1
, . . . , aBr−1

, aBr+1
, . . . , aBm

, ap线性

无关。



朷

若它们线性相关，设ap 朽 λ1aB1
末 . . .末 λr−1aBr−1

末 λr+1aBr+1
末 . . .末

λmaBm
。由B−1ap 朽


y1p

朮朮朮

ymp

且yrp > 朰，得到ap 朽
∑m

i=1 yipaBi
，综

合以上两式得到

木λ1 − yip朩aB1
末 . . .末 木λr−1 − yr−1,p朩aBr−1

− yrpaBr

末木λr+1 − yr+1,p朩aBr+1
末 . . .末 木λm − ymp朩aBm

朽 朰

其中yrp 6朽 朰，与杂可逆矛盾。

朵朮 先列出单纯形法的计算步骤，然后求解线性规划问题：

杭杩杮 − 朴x1 − x2

杳.杴. − x1 末 朲x2 ≤ 朴

朲x1 末 朳x2

x1 − x2 ≤ 朳

x1, x2 ≥ 朰

解 最优解木 21
5
, 6

5
朩T，最优值−朱朸，过程略。

朶朮 证明在执行主元消去法前后两个不同可行基下的判别系数和目标函数

值有如下关系

木zj − cj朩new 朽木zj − cj朩−
yrj
yrp

木zp − cp朩

木cTBB
−1b朩new 朽cTBB

−1b−
朖br
yrp

木zp − cp朩

证明. Bnew 朽 木aB1
, . . . , aBr−1

, ap, aBr+1
, . . . , aBm

朩，于是

B−1Bnew 朽 木e1, . . . , er−1, yp, er+1, . . . , em朩



朸

木zj − cj朩new − 木zj − cj朩 朽木cnewB 朩T 木Bnew朩−1aj − cTBB−1aj

朽木木cnewB 朩T − cTB朩木Bnew朩−1aj

末 cTB木木B
new朩−1 −B−1朩aj

朽木朰, . . . , 朰, cp − cBr
, 朰, . . . , 朰朩木Bnew朩−1aj

末 cTB木朰, . . . , 朰, er − yp, 朰, . . . , 朰朩木Bnew朩−1aj

朽木朰, . . . , 朰, cp − cBr
, 朰, . . . , 朰朩木Bnew朩−1aj

末 木朰, . . . , 朰, cBr
− cTByp, 朰, . . . , 朰朩木Bnew朩−1aj

注意到木Bnew朩−1的第r行与B−1的第r行只相差 detB
detBnew倍（伴随矩阵），

即

木Bnew朩−1
r 朽

杤来杴B

杤来杴Bnew
木B−1朩r

而
杤来杴B

杤来杴Bnew
朽

杤来杴B−1 杤来杴B

杤来杴B−1 杤来杴Bnew
朽

杤来杴B−1B

杤来杴B−1Bnew
朽

朱

yrp

故

朽木cp − cBr
朩
朱

yrp
木B−1

r1 , . . . , B
−1
rm朩aj

末 木cBr
− cTByp朩

朱

yrp
木B−1

r1 , . . . , B
−1
rm朩aj

朽木cp − zp朩
yrj
yrp

而木cTBB
−1b朩new 朽 cTxnew其中xBr

朽 朰, xp 朽 朁 朽 b̄r
yrp
，于是由讲义

式木朱朹朩知cTxnew 朽 z0 末 木cp − zp朩朁 朽 cTBB
−1b− b̄r

yrp
木zp − cp朩朮

朷朮 证明对偶定理。

证明.

木LP 朩

杭杩杮 cTx

杳.杴. Ax ≥ b
x ≥ 朰

木DP 朩

杭条杸 bTw

杳.杴. ATw ≤ c
w ≥ 朰

先将木杌材朩标准化

木LP ′朩

杭杩杮 cTx

杳.杴. 木A − I朩

(
x

y

)
朽 b

x, y ≥ 朰



朹

令

(
x∗

y∗

)
为木LP ′朩的最优解，并考虑

(
x∗

y∗

)
对应的可行基矩阵分解B,N。

对任意j ∈ N，有cTBB
−1aj − cj ≤ 朰；对任意j ∈ B有cTBB

−1aj 朽

cj。（对j > n，记cj 朽 朰, aj 朽 −ej−n）总之有

cTBB
−1aj − cj ≤ 朰

令w 朽 木cTBB
−1朩T，则对朱 ≤ j ≤ n

wTaj − cj ≤ 朰⇔ aTj w ≤ cj

⇒ ATw ≤ c

对n末 朱 ≤ j ≤ m
wTaj ≤ 朰⇔ −wj ≤ 朰

⇒ w ≥ 朰

因此w是木杄材朩的一个可行解。又

bTw 朽 wT b 朽 cTBB
−1b 朽 木cT 朰朩

(
x∗

y∗

)
朽 cTx∗

由弱对偶定理知w为木杄材朩的最优解。

由木杄材朩最优解推出木杌材朩最优解的过程类似，不再赘述。



Exercise 2.1: 依据对偶理论，给出最短路径问题的一种求解方法。  

最短路径问题的对偶问题为：

对于基变量 ， ，即 .

对于非基变量 而言，若 . 则已经对偶可行；若 , 则非对偶可行，
需要引进基。

求解步骤类似于单纯形法求解运输模型：

1. 选取一组路径，作为初始可行基解。
2. 检验当前解是否可以改进，如果可改进，则引入一个非基变量进行步3，否则停止。
3. 当把步2中挑选的变量引进时，确定哪个路径应当由基解中退出。
4. 调整其他基本路径的流量（满足可行性），返回步2。

 

Exercise 2.2: 证明最大流最小割定理：任意一个流网络的最大流量等于该网络的最小割的
容量。

 

由Exercise 2.3知若可行流 为最大流，则不存在关于 的流扩充路，否则可以找到更大的可行流。

已知不存在关于 的流扩充路，寻找截集 ，使得 :

令 ，若 ，且 ，则令 ；若 ，且 ，则令 。

因为不存在关于 的流扩充路，所以 。令 ，

则有 。

下证 是最小割：

由割集定义， ， 为 的分割。所以 ，又有 ，所
以 为最小割。

综上，任一流网络的最大流量等于该网络最小割的容量。

 

Exercise 2.3: 验证(63)式给出的 是原网络 的可行流，并且其流值为 .  

因为 之外的边无流量变化，所以为验证新的流是可行流，需要对 验证两点：流量限制和流量守恒。

流量限制：对于由Rule1生成的边：

对于由Rule2生成的边：



流量守恒：分类讨论。 ，考虑生成 在 上入边和出边的规则。

入边和出边均由Rule1生成

入边和出边均有Rule2生成

入边由Rule1生成，出边由Rule2生成

入边由Rule2生成，出边由Rule1生成

所以新的流是可行流，下面验证 .

 

Exercise 2.4: 通过构造说明最小成本流问题作为其特殊情况包含：最短路问题和最大流问
题。

 



最短路问题：考虑最短路问题网络 , 引入哑元终点 和新边

则最短路径问题的求解化为求解流值 的最大流问题，其中n为顶点数。

因为连接 与其他顶点的边容量均为1，且流值为 ，所以由 到 的最小成本流使得 到各个顶点的成本最
小，又因为原网络中各边容量为 ，所以为最短路径。

最大流问题：引入哑元始点 ，添加新边：

令原网络中 ，令流值 , 源点为 , 汇点为 ，则最大流问题转化为求解 到 的最小

成本流问题。

这是因为为使成本最小，尽量避免使流量直接从 到 ，而是流经 到 ，在原网络流量达到最大流后剩下的流量从
到 。

 

Exercise 2.5: 证明最小成本循环流问题与最小成本流问题具有等价的模型化能力。  

最小成本流 最小成本循环流：考虑网络 上的最小成本流问题，其流值

添加汇点到源点的新边 并且令

在原网络中，令

则转化为最小成本循环流问题。

最小成本循环流 最小成本流：考虑网络 上的最小成本循环流问题， ，令

对于 ，则令 为源点， ; 对于 ，则令 为汇点， .

引入哑元始点 和哑元终点 ，并加入新边

在原网络中，令



设备年龄 残值 运行费用

0 - 30

1 50 40

2 25 50

3 10 75

4 5 90

5 2 -

则网络 上的最小成本循环流问题转化为 上的最小成本流问题，

的最小成本 = 的最小成本 + 。

 

Exercise 3.1 设现有一台2年龄的设备，另规定5年龄的设备必须更换。在规划期购置新设备
的成本分别是

 

试构建如下设备更新的动态规划模型并求其最优更新策略。  



 

 

若第六年不出售设备，则最优更新策略为KRKKK，收益为-340；若考虑第六年卖出设备，则最优策略不变，收益
为-335。



Exercise 1.写出基于Wolfe-Powell准则的非精确一维搜索算法中插值多项式
的具体表达式。

 

设 ，则有

解得

设 ，则有

解得

 

Exercise 2.证明基于Goldstein准则的非精确一维搜索算法的全局收敛性。  

Goldstein准则：

设 , 和 有下界，则 ，由 式， 。

（反证法）若 不成立，则 和子列 从而由

以及 得 .

又有

泰 勒 展 开



得

由 式得

矛盾！

所以 .

 

Exercise 3.将非线性方程组求根 的牛顿迭代，用于求最优化问题 ，
给出相应的迭代格式并说明理由。

 

牛顿迭代法的原理是取函数 在 处泰勒展开的线性部分，作为函数的一阶近似，令其等于0并得到迭代格
式，即：

其中 为 在 的Jacobian，其形式为

解得迭代格式为

同理，对于无约束最优化问题 , 类似地求解 即可，得到迭代格式为

Exercise 4.证明对称秩一牛顿法具有遗传性和二次终止性  

对于二次函数 ,

由牛顿法 , 正割条件为

遗传性：使用归纳法。

1. 时，由正割条件， 。



2. 假设遗传性对于 成立，即 .

3. 对于 , 只须证明 的情况（ 时，由正割条件直接可得结论成立），即

由对称秩一校正公式

其中

故

二次终止性：（这里需要假定 线性无关）

由遗传性知

因为 线性无关，所以 可逆，所以

由迭代格式

又因为

所以

即有限步终止且 .

 



Exercise 5.利用秩一校正的求逆公式（sherman-Morrison定理），由 推导

.

 

为方便书写，忽视所有的角标 , 并令 ，则有

将 代入 第二个等号右边第二项并展开，消去分子分母常数和 得

将 代入 即可得

 

Exercise 6.共轭梯度法性质定理：设目标函数 ,则采用精确一维搜索
的共轭梯度法经 步迭代后终止，且对所有的 成立下列关系：

 

共轭梯度法步骤中得到的的条件：



由 精 确 一 维 搜 索

由 精 确 一 维 搜 索

直 接 展 开

证明 :

证明 与 :

1. k = 1时直接验证可得结论成立

2. 假设 与 对k成立

3. 式左右两边转置后同右乘 得

时，将 式代入即可得上式为0； 时，由归纳假设得上式为0。

综上， 成立。

4. 由 式，

时，由 得上式为0； 时，由归纳假设得上式为0.

综上， 成立。

证明

由 式知，存在可逆方阵

使得 ，所以



1. 时，直接由定义得结论成立。

2. 假设结论对k成立，即 .

3. 对于 ，由 式和归纳假设，

是一组共轭方向，由共轭方向法基本定理得

所以由 和归纳假设

所以结论对 成立，即

式证明与 式同理。

 

Exercise 8.证明折线法（信赖域方法）子问题模型的函数单调性。  

(1)证明沿着Cauchy点 和牛顿点 的连线，到 的距离单调增加.

其中



所以 ，具有单调性。

(2)证明沿着Cauchy点 和牛顿点 的连线，子问题模型函数值单调减少。

所以沿着Cauchy点 和牛顿点 的连线，子问题模型函数值单调减少。



约束优化习题讲义

2021 年 6 月 3 日

1 二次规划

繅繸繥繲繣繩繳繥 縱 设x∗是一般的二次规划问题耨耱耲耲耩的局部极小点，则x∗也必是等式约束问题

耨EQ耩

{
聭聩聮 Q耨x耩 耽 1

2
x>Gx耫 c>x

聳.聴. a>i x 耽 bi, 聠i ∈ E ∪ I耨x∗耩

的局部极小点。反之，如果x∗是一般问题耨耱耲耲耩的可行点，同时是耨聅聑耩的聋耭联点，且相应的职聡聧聲聡聮聧聥乘

子λ∗满足λ∗i > 耰, i ∈ I耨x∗耩，则x∗必是原问题耨耱耲耲耩的聋耭联点。

一般的二次规划为

聭聩聮 Q耨x耩 耽
耱

耲
x>Gx耫 c>x

聳.聴. a>i x 耽 bi, i ∈ E 耽 {耱, . . . ,me}

a>i x > bi, i ∈ I 耽 {me 耫 耱, . . . ,m}

耨耱耲耲耩

证明. x∗是耨耱耲耲耩的局部极小点，即存在x∗的邻域U，使得

x∗ 耽聡聲聧聭聩聮
x

Q耨x耩 耺

a>i x 耽 bi, i ∈ E
a>i x > bi, i ∈ I
x ∈ U

 .

耽聡聲聧聭聩聮
x

Q耨x耩 耺

a>i x 耽 bi, i ∈ E ∪ I耨x∗耩
a>i x > bi, i ∈ I\I耨x∗耩
x ∈ U

 .

耱



耱 二次规划 耲

由连续性，存在x∗的邻域V使得对∀x ∈ V, i ∈ I\I耨x∗耩, a>i x > bi，有

x∗ 耽聡聲聧聭聩聮
x

Q耨x耩 耺

a>i x 耽 bi, i ∈ E ∪ I耨x∗耩
a>i x > bi, i ∈ I\I耨x∗耩
x ∈ U ∩ V


耽聡聲聧聭聩聮

x

{
Q耨x耩 耺

a>i x 耽 bi, i ∈ E ∪ I耨x∗耩
x ∈ U ∩ V

}

即x∗为耨聅聑耩的局部极小点。

反之，x∗是耨聅聑耩的聋耭联点，即

∇Q耨x∗耩−
∑

i∈E∪I(x∗)

λ∗i a
>
i 耽 耰

且λ∗i > 耰, i ∈ I耨x∗耩，则令

耖λi 耽

{
λ∗i i ∈ E ∪ I耨x∗耩
耰 i ∈ I\I耨x∗耩

加上x∗为耨耱耲耲耩的可行点，即有耨耱耲耲耩的聋耭联条件：

∇Q耨x∗耩−
∑
E∪I

耖λiai 耽 耰

aix
∗ 耽 耰, i ∈ E

aix
∗ > 耰, i ∈ I

耖λi > 耰, i ∈ I
耖λi耨a

>
i x− bi耩 耽 耰, i ∈ I

繅繸繣繥繲繣繩繳繥 縲 考虑等式约束问题

耨EQ耱耩

{
聭聩聮 1

2
s>Gs耫 耨Gx(k) 耫 c耩>s

聳.聴. a>i s 耽 耰, i ∈ Ek

求得其解为s(k)，及其相应的职聡聧聲聡聮聧聥乘子λ
(k)
i , i ∈ Ek。

若s(k) 耽 耰，且λ
(k)
i > 耰, i ∈ Ek不成立，则由λ(k)

iq
耽 聭聩聮i∈I(x(k)) λ

(k)
i < 耰确定iq，那么如下问题

耨EQ耳耩

{
聭聩聮 1

2
s>Gs耫 耨Gx(k) 耫 c耩>s

聳.聴. a>i s 耽 耰, i ∈ 聞E 耽 Ek\{iq}.

的解聞s是原问题在当前点x(k)处的可行方向，即a>iq 聞s > 耰耮



耱 二次规划 耳

证明. 耨聅聑耱耩的聋耭联条件为 
Gs(k) 耫Gx(k) 耫 c−

∑
i∈Ek

λ
(k)
i ai 耽 耰

a>i s
(k) 耽 耰, i ∈ Ek

对第一式，由于s(k) 耽 耰，等价于

Gx(k) 耫 c−
∑
i∈Ek

λ
(k)
i ai 耽 耰 耨耱耩

左乘上聞s>，得

聞s>耨Gx(k) 耫 c耩−
∑
i∈Ek

λ
(k)
i 聞s>ai 耽 耰

⇒ 聞s>耨Gx(k) 耫 c耩 耽 λ
(k)
iq
a>iq 聞s 耨由耨聅聑耳耩的约束条件耩

只要证明聞s>耨Gx(k) 耫 c耩 6 耰即可。

反证：若聞s>耨Gx(k) 耫 c耩 > 耰，则取聾s 耽 −聞s。聾s满足耨聅聑耳耩的约束条件，且

耱

耲
聾s>G聾s耫 耨Gx(k) 耫 c耩>聾s

耽
耱

耲
聞s>G聞s− 耨Gx(k) 耫 c耩>聞s

<
耱

耲
聞s>G聞s耫 耨Gx(k) 耫 c耩>聞s

与聞s为耨聅聑耳耩的解矛盾。证毕。

另一个证明. 耨聅聑耳耩的聋耭联条件为
G聞s耫 耨Gx(k) 耫 c耩−

∑
i∈Ê

聞λiai 耽 耰

a>i 聞s 耽 耰, i ∈ 聞E
耨耲耩

耨耱耩与耨耲耩的第一式作差，得

G聞s耫 λ
(k)
iq
aiq 耫

∑
i∈Ê

耨λ
(k)
i − 聞λi耩ai 耽 耰

⇒ 聞s>G聞s耫 λ
(k)
iq
a>iq 聞s 耽 耰

只要证明聞s>G聞s > 耰。

若聞s>G聞s < 耰，则耨聅聑耳耩无下界，与聞s为其解矛盾，故得证。



耲 非线性约束最优化 耴

2 非线性约束最优化

繅繸繥繲繣繩繳繥 縴 证明縨縱縲縵縩中定义的ψ耨x, λ耩是关于繌繡繧繲繡繮繧繥縭繎繥繷繴繯繮法的下降函数。

证明.

∇ψ耨x, λ耩 耽

(
∇xψ耨x, λ耩
∇λψ耨x, λ耩

)

耽

(
耲W 耨x, λ耩耨∇f耨x耩−A耨x耩>λ耩 耫A耨x耩>c耨x耩

−耲A耨x耩耨∇f耨x耩−A耨x耩>λ耩

)

耽耲

(
W 耨x, λ耩 −A耨x耩>

−A耨x耩

)(
∇f耨x耩−A耨x耩>λ

−c耨x耩

)
由式耨耱耲耴耩， (

W 耨x, λ耩 −A耨x耩>

−A耨x耩

)(
δx

δy

)
耽 −

(
∇f耨x耩−A耨x耩>λ

−c耨x耩

)
有

∇ψ耨x, λ耩>
(
δx

δy

)

耽− 耲

(
∇f耨x耩−A耨x耩>λ

−c耨x耩

)>(
∇f耨x耩−A耨x耩>λ

−c耨x耩

)
耽− 耲ψ耨x, λ耩.

繅繸繣繥繲繣繩繳繥 縵 证明罚函数法求解带误差界近似问题的算法有限终止性。

证明. 反证。假设对所有的σk都有‖c耨x耨σk耩耩−‖ ≥ ε。由题意，存在耖x满足‖c耨耖x耩−‖ < ε。由x耨σk耩的

定义有

f耨耖x耩 耫 σk‖c耨耖x耩−‖2 ≥ f耨x耨σk耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk耩耩−‖2.

由引理耱耨耳耩，f耨x耨σk耩耩 ≥ f耨x耨σ1耩耩，故

f耨耖x耩 耫 σk‖c耨耖x耩−‖2 ≥ f耨x耨σk耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk耩耩−‖2 ≥ f耨x耨σ1耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk耩耩−‖2,

整理可得

耰 > ‖c耨耖x耩−‖2 − ε2 ≥ ‖c耨耖x耩−‖2 − ‖c耨x耨σk耩耩−‖2 ≥
耱

σk
耨f耨x耨σ1耩耩− f耨耖x耩耩.

k →∞时σk也趋于无穷，故上式取极限得耰 > 耰，矛盾。
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引理縱 考虑简单罚函数

Pσ耨x耩 耽 f耨x耩 耫 σ ‖c耨x耩−‖2

记x耨σ耩是无约束问题聭聩聮x∈Rn Pσ耨x耩的最优解，设σk+1 > σk > 耰，则有

Pσk
耨x耨σk耩耩 6Pσk+1

耨x耨σk+1耩耩, 耨耳耩

‖c耨x耨σk耩耩−‖ >‖c耨x耨σk+1耩耩−‖, 耨耴耩

f耨x耨σk耩耩 6f耨x耨σk+1耩耩 耨耵耩

证明. 耨耱耩 由x耨σk耩的定义，

f耨x耨σk耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk耩耩−‖2 ≤f耨x耨σk+1耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2

≤f耨x耨σk+1耩耩 耫 σk+1‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2

耨耲耩 由x耨σk耩和x耨σk+1耩的定义：

f耨x耨σk耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk耩耩−‖2 6f耨x耨σk+1耩耩 耫 σk‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2

f耨x耨σk+1耩耩 耫 σk+1‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2 6f耨x耨σk耩耩 耫 σk+1‖c耨x耨σk耩耩−‖2

两式相加，得

σk‖c耨x耨σk耩耩−‖2 耫 σk+1‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2 6σk‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2 耫 σk+1‖c耨x耨σk耩耩−‖2

耨σk+1 − σk耩 ‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2 6 耨σk+1 − σk耩 ‖c耨x耨σk耩耩−‖2

⇒ ‖c耨x耨σk+1耩耩−‖2 6‖c耨x耨σk耩耩−‖2

耨耲耩式得证。

耨耳耩 由耨耱耩、耨耲耩立得。

引理縳 令δ 耽 ‖c耨x耨σ耩耩−‖，则x耨σ耩也是约束问题

聭聩聮 f耨x耩

聳.聴. ‖c耨x耩−‖ 6 δ

的最优解。

证明. 对任意x满足‖c耨x耩−‖ 6 δ，

f耨x耩 耫 σ‖c耨x耩−‖2 >f耨x耨σ耩耩 耫 σ‖c耨x耨σ耩耩−‖2

f耨x耩 >f耨x耨σ耩耩 耫 σ
(
δ2 − ‖c耨x耩−‖2

)
> f耨x耨σ耩耩.
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繅繸繥繲繣繩繳繥 縶 给出约束最优化问题的二阶充分最优性条件，并用于说明增广职聡聧聲聡聮聧聥函数的

极小点与原问题最优解的等价性。

考虑等式约束问题

聭聩聮 f耨x耩

聳.聴. c耨x耩 耽 耰

其中c耨x耩 耽 耨x1耨x耩, . . . , cme
耨x耩耩>。定义增广职聡聧聲聡聮聧聥函数

P 耨x, λ, σ耩 耽 L耨x, λ耩 耫
σ

耲
‖c耨x耩‖2.

本题包括两个命题的证明：

耨耱耩 设耖x是等式约束问题的可行解，且对某个耖λ, 耖x满足P 耨x, 耖λ, σ耩的极小点二阶充分条件，则耖x是

该等式约束问题的严格局部最优解。

耨耲耩 设x∗和λ∗满足等式约束问题局部最优解的二阶充分条件，则存在σ0使得当σ > σ0时，x
∗是

函数P 耨x, λ∗, σ耩的严格局部极小点。

证明. 耨耱耩 设耖x满足P 耨x, 耖λ, σ耩的极小点二阶充分条件，故存在δ > 耰，对任意x满足耰 < ‖x −
耖x‖ < δ都有

P 耨x, 耖λ, σ耩 耽 f耨x耩 耫 耖λT c耨x耩 耫
σ

耲
‖c耨x耩‖2 > P 耨耖x, 耖λ, σ耩 耽 f耨耖x耩,

因而对满足耰 < ‖x− 耖x‖ < δ的可行点x均有

f耨x耩 耽 P 耨x, 耖λ, σ耩 > P 耨耖x, 耖λ, σ耩 耽 f耨耖x耩,

即耖x是等式约束问题的严格局部最优解

耨耲耩 原问题局部最优解的二阶充分条件为

∇xL耨x∗, λ∗耩 耽 耰, c耨x∗耩 耽 耰

且对所有d ∈ KerA耨x∗耩均有
d>∇2

xxL耨x
∗, λ∗耩d > 耰

则∇xP 耨x∗, λ∗, σ耩 耽 ∇xL耨x∗, λ∗耩 耫 σA耨x∗耩>c耨x∗耩 耽 耰对所有σ > 耰成立。

下证存在σ0使得当σ > σ0时，有∇2
xP 耨x

∗, λ∗, σ耩 > 耰。

反证，假设对任意正整数k，都有存在方向dk，满足

‖dk‖ 耽 耱且dTk∇2
xP 耨x

∗, λ∗, k耩dk ≤ 耰, 耨即取σk 耽 k耩
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将∇2
xxP 耨x

∗, λ∗, σ耩展开得

dTk
(
∇2
xxL耨x

∗, λ∗耩 耫 kA耨x∗耩TA耨x∗耩
)
dk ≤ 耰

dTk∇2
xxL耨x

∗, λ∗耩dk ≤ −k‖A耨x∗耩dk‖2

−耱

k
dTk∇2

xxL耨x
∗, λ∗耩dk ≥ ‖A耨x∗耩dk‖2

耱

k
‖∇2

xxL耨x
∗, λ∗耩‖2 ≥ ‖A耨x∗耩dk‖2

其中‖∇2
xxL耨x

∗, λ∗耩‖2为∇2
xxL耨x

∗, λ∗耩的谱范数。由于dk属于Rn中的紧集

{d ∈ Rn 耺 ‖d‖ 耽 耱} ,

因此有聚点 耖d，满足

聬聩聭
k→∞

耱

k
‖∇2

xxL耨x
∗, λ∗耩‖2 耽 耰 ≥ ‖A耨x∗耩 耖d‖2

因此 耖d ∈ KerA耨x∗耩，但 耖dT∇2
xxL耨x

∗, λ∗耩 耖d ≤ 耰与原问题二阶充分条件矛盾。
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