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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

数据处理问题

现代的科学技术发展十分迅速，它们有一个共

同的特点，就是都有大量的数据问题

1 发射一颗卫星，从卫星设计开始到发射、

回收为止，科学家和工程技术人员、工人

就要对卫星的总体部件进行全面的设计和

生产，要对选用的火箭进行设计和生产

2 在高能加速器里进行高能物理试验，研究

具有很高能量的基本粒子的性质、它们之

间的相互作用和转化规律，这里面也有大

量的数据计算问题
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研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

科学活动的新手段

1946年第一台电子计算机诞生

理论研究、科学试验、科学计算为当今世界科

学活动的三种主要方式

为科学与工程问题提供计算方法，提高计算的

可靠性、有效性和精确性，是科学与工程计算

领域的主要研究内容

研究计算问题的解决方法和有关数学理论问题

的一门学科就叫做计算数学

计算数学属于应用数学的范畴
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

数值线性代数

简称为数值代数，也称为矩阵计算

它是科学与工程计算的核心

大部分科学与工程计算问题最终都归结为

一个矩阵计算问题，特别是大规模矩阵计

算问题

数值代数的研究内容就是针对各类科学与工程

问题的特点，设计出相应的快速可靠的算法
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

“计算数学”专业课程

本科阶段

数值代数、数值分析、偏微分方程数值

解、有限元、计算机图形学

研究生阶段

计算流体力学、高级有限元、并行计算及

算法、计算机辅助几何设计、样条函数与

逼近论、多变量函数逼近论、计算代数几

何、小波分析、高级几何建模与图形学
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

基本问题

求解线性方程组：给定n阶非奇异矩阵A和n维

向量b, 求解方程Ax = b, 其中x是未知的n维向

量

线性最小二乘问题：给出m × n阶矩阵A和m维

向量b, 求n维向量x使得

‖Ax − b‖2 = min{‖Ay − b‖2 : y ∈ Rn}

矩阵特征值问题：计算给定方阵A的部分或全

部特征值与对应的特征向量
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

基本问题的变体

约束最小二乘问题、完全最小二乘问题、矩阵

方程的求解、矩阵函数的计算、广义特征值问

题、非线性特征值问题、特征值反问题、奇异

值分解的计算

特别地，奇异值分解的计算有广泛的应用，也

有人称其为数值代数的第四大问题
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

Cramer法则

上述问题的数学理论已相当完善，但是理论上漂亮

的结果在实际计算时有可能不可行：先以Cramer法

则为例

Cramer法则：把线性方程组的求解归结为计

算n + 1个n阶行列式

Laplace展开定理：计算行列式的理论公式—

n阶行列式的乘法次数> n!
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

Cramer法则

采用Cramer法则求解线性方程组的乘法运算次

数大于(n + 1)!. 例如，求解一个25阶线性方程

组，采用此方法，需要约13亿年

而采用Gauss消元法，则可以不超过1秒钟完成

求解
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

Jordan分解

基于Jordan标准型与分解定理，可以清楚地知

道矩阵所有的特征值及有关信息：几何重数、

代数重数、对应的特征向量等

而Jordan分解是非常不稳定的，变换矩阵常常

是非常病态的

实际计算采用的通常是具有良好数值性态

的Schur分解
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

现状与问题

数值代数只有半个多世纪的历史

相关的方法和理论已发展得相对成熟

大规模矩阵计算问题仍是目前的研究核心问题

之一
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数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

矩阵分解

如何根据矩阵计算问题的特点，设计出有效的

计算方法，这是我们关注的首要问题

基本想法就是将一般的问题转化为一个或几个

易于求解的特殊问题

完成这一转化的基本技巧就是矩阵分解
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例

对于线性方程组求解问题：当系数矩阵A为下

三角或者上三角时，方程组的求解变得非常容

易

A为一般矩阵时，可以首先将A分解为PA = LU ,

其中P为排列方阵，U和L分别是上、下三角阵

通过求解Ly = Pb, Ux = y就可以得到原方程的

解
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误差来源于

原始数据的误差

计算过程产生的误差

误差是不可避免的

计算解与真解的差是多少？
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敏度分解

研究原始数据的微小变化会引起解的多大变化。假

设考虑函数f (x)的计算问题

中值定理与Taylor展开：可行性不大

当δx/|x |很小时，确定一个尽可能小的正
数c(x), 满足

|f (x + δx)− f (x)|
|f (x)|

6 c(x)
|δx |
|x |
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研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度
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条件数

c(x)的大小在一定程度上反映了自变量的微小变化

对函数值的影响程度

c(x)称为f在x点的条件数

c(x)很大时，自变量的小变化有可能引起函数

值的大变化，因此称f在x点是病态的；

当c(x)很小时，称f在x点是良态的

计算问题是否病态是问题自身的固有属性，与

计算方法无关
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误差分析

算法速度

考核方式

舍入误差

计算机是有效精度的。这引起的误差称为舍入

误差。

分析舍入误差对算法结果的影响，是衡量算法

优劣的重要标志

仍以函数求值为例
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向后误差分析法

设采用某算法后函数f在x点的值为ŷ

通过对每步具体运算的误差分析可以证明：存

在δx满足ŷ = f (x + δx), |δx | 6 |x |ε, 其中ε是一
个与计算机精度和算法有关的正数

这种把计算结果归结为原始数据经扰动后的精

确结果的误差分析方法称为向后误差分析法
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数值稳定性

ε越小，说明舍入误差对算法的影响越小，因此

称算法为数值稳定的，否则称为数值不稳定的

算法的数值稳定性是算法本身的固有属性，与

计算问题是否病态无关
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精度估计

综合前述敏度分析和误差分析之后，计算结果

的精度估计如下：

|ŷ − f (x)|
|f (x)|

=
|f (x + δx)− f (x)|

|f (x)|
6 c(x)ε

计算结果是否可靠，依赖于计算问题是否病态

以及所用的算法是否数值稳定
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算法的种类

直接法：在没有误差的情况下可在有限步得到

计算问题精确解

运算量的大小可以作为其速度的一个主要

标志

迭代法：采用逐次逼近的方法逼近问题的精确

解，而在任意有限步都不能得到其精确解

除估计每步运算量的大小，还需要对收敛

性进行分析
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算法复杂性

计算或者估计算法的运算量

上世纪90年代之前：通常只计算乘除运算的次

数

进入90年代之后：算法所有运算次数总和

如果某一算法的运算量是关于n的多项式，通

常就略去低阶项，用最高阶项称为算法的运算

量
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运算量与算法快慢

运算量只在一定程度上反映了算法的速度

现代计算机中运算速度远远高于数据的传输速

度，因此算法的速度在很大程度上依赖于算法

实现后数据传输量的大小



数值代数— 绪论

邓建松

数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

运算量与算法快慢

运算量只在一定程度上反映了算法的速度

现代计算机中运算速度远远高于数据的传输速

度，因此算法的速度在很大程度上依赖于算法

实现后数据传输量的大小



数值代数— 绪论

邓建松

数值代数基本问题

研究的必要性

主要技巧

误差分析

算法速度

考核方式

收敛速度

针对迭代法

假设某一迭代法产生的序列{xk}满足

‖xk − x‖ 6 c‖xk−1 − x‖α, k = 1, 2, . . .

若0 < c < 1, α = 1, 则称算法线性收敛

若c > 0, α = 2, 则称算法平方收敛（二次

收敛）。此时c越小越好
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教材与参考书

教材：数值线性代数（第二版），徐树方等编

著，北京大学出版社

参考书

矩阵计算（第四版），G. H. Golub著，人

民邮电出版社影印，2014年；中译本，

2020年

代数特征值问题，J. H. Wilkinson著，科

学出版社，2018年再版
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考核方式

课后习题：20% (注意网络上的解答有些是错

的)

编程作业：30% (课本上机习题+SVD分解)

期终考试：50% (闭卷，课后习题和书上定理

证明占60–70%)

所有作业在布置后的周二上交。特殊情况提前

向助教说明，一周内补交有效！

发现照抄，双方均不得分！

以上各项可讨论，若无异意，下周二确定！
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编程作业的要求

C++

Python 3.X

具体编译平台，请在大群中与助教讨论确认。

各语言最好只接受一种平台

课堂演示：C++
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三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

线性方程组

结构分析、网络分析、大地测量、数据分析、

最优化及非线性方程组和微分方程组数值解

等，都常常遇到线性方程的求解问题

这也是一个历史悠久的问题：《九章算术》中

就记载有消元法

今有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十

九斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三

十四斗；上禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，实

二十六斗。问上、中、下禾实一秉各几何？
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选主元三角分解

平方根法

求解方法

求解大型线性方程组是计算机问世后才有可能

的事情

直接法（精确法）：在没有舍入误差的情况下

经过有限次运算可求得方程组的精确解

迭代法：采取逐次逼近方法，从一个初始向量

出发，按照一定的计算格式，得到一个向量的

无穷序列，其极限是方程组的精确解。只经过

有限次运算得不到精确解
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Gauss消去法

Gauss消去法是一类最基本的直接求解

方法

它是目前求解中小规模（阶数一般不超

过1000）线性方程组的最常用方法

用于系数矩阵没有任何特殊结构的方程

组
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下三角形方程组

考虑下三角形方程组Ly = b, 其中b = (b1, . . . , bn)
T已

知，y = (y1, . . . , yn)
T未知，而系数阵L是已知的非奇

异下三角阵，即

L =


`11

`21 `22
...

...
. . .

`n1 `n2 · · · `nn


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求解方法

矩阵非奇异，等价于`ii 6= 0, i = 1, . . . , n

y1 = b1/`11

y2 = (b2 − `21y1)/`22

......

yi =

bi −
i−1∑
j=1

`ijyj

`ii
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前代法

前述方法称为前代法

实现时为了节省存贮空间，可以把yi放

在bi所用的存贮单元中

具体实现时可以在算出yi时，马上从后

面各项bi中减去相应的量

运算量：
n∑

i=1

(2i − 1) = n2
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上三角形方程组

考虑上三角形方程组Ux = y , 其

中y = (y1, . . . , yn)
T已知，x = (x1, . . . , xn)

T未知，而

系数阵U是已知的非奇异上三角阵，即

U =


u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . .

...

unn


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解法：回代法

从方程组的最后一个方程出发依次求解

xi =

yi −
n∑

j=i+1

uijxj

uii
, i = n, n − 1, . . . , 1

算法的运算量还是n2



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

一般方程组

对于一般的线性方程组Ax = b, 如果能

把A分解为A = LU , 那么

用前代法求解Ly = b

用回代法求解Ux = y

所以关键是如何进行分解
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初等变换

期望通过一系列初等变换把A约化为上三角

阵，而这些变换的乘积是一个下三角阵，即

对于一个任意给定的向量x ∈ Rn, 找一

个尽可能简单的下三角阵，使x经这一

矩阵作用之后的第k + 1至n个分量都是

零

下三角阵的乘积仍是下三角阵
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Gauss变换

Gauss变换矩阵定义为

Lk = I − `ke
T
k ,

其中

`k = (0, 0, . . . , 0, `k+1,k , . . . , `nk)
T

称为Gauss向量
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Gauss变换

Lk =



1
. . .

1

−`k+1,k 1
... . . .

−`nk 1


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消去

由于

Lkx = (x1, . . . , xk , xk+1 − xk`k+1,k , . . . , xn − xk`nk)
T

所以取

`ik =
xi
xk
, i = k + 1, . . . , n

即有

Lkx = (x1, . . . , xk , 0, . . . , 0)
T
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Gauss变换矩阵的性质

逆容易计算：由于eTk `k = 0, 所以

(I − `ke
T
k )(I + `ke

T
k ) = I ,

从而

L−1k = I + `ke
T
k

Gauss变换作用于矩阵A相当于对矩阵

进行秩1的修正

LkA = A− `k(e
T
k A)
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三角分解的计算

Mathematica 1.1.3.nb

对一般n阶矩阵A, 在一定的条件下，可

以得到n − 1个Gauss变换L1, . . . , Ln−1,

使得Ln−1 · · · L1A为上三角矩阵

这里的条件就是第k步中对角元素不能

是零

Ln−1 · · · L1是一个对角元全为1的下三角

矩阵
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三角分解的计算

令

L = (Ln−1 · · · L1)−1,U = Ln−1 · · · L1A

则A = LU就是所期望的三角分解（LU分

解），因为L也是一个单位下三角阵，而且

L = L−11 · · · L−1n−1

= (I + `1e
T
1 ) · · · (I + `n−1e

T
n−1)

= I + `1e
T
1 + · · ·+ `n−1e

T
n
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Gauss消去法

上述方法称为Gauss消去法

具体实现时，可以在原有的矩阵上存贮

中间矩阵和最终的矩阵U

同时，可以利用A的下三角部分存贮L

运算量：
2

3
n3 + O(n2)
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主元

称Gauss消去过程中的对角元a
(k−1)
kk 为主

元

当且仅当所有的主元均不为零时，上述

算法才能进行到底

定理

所有主元均不为零当且仅当A的各阶顺序主

子式均不为零
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三角分解存在定理

定理

若A的各阶顺序主子式均不为零，则存在唯

一的单位下三角阵L和上三角阵U，使得

A = LU

唯一性证明需要注意

若A的前n − 1个顺序主子式非零，

但A奇异，定理仍成立：分块证明
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非奇异矩阵

只要A非奇异，那么方程组Ax = b就有

唯一解

A非奇异并不能保证其各阶顺序主子式

均不为零

从而A非奇异并不能保证Gauss消去过

程的完整进行

主元非零，但很小，也会导致一些问

题。Mathematica1.2.1.nb
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例

取A =

(
1/1000 1

1 2

)
, b =

(
1

3

)

方程Ax = b精确解为

x =


500

499
997

998


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例

设计算精度只有三位浮点数，即第一个有

效数字开始共三位。

矩阵A =

(
1.00× 10−3 1.00

1.00 2.00

)
,

b =

(
1.00

3.00

)

方程Ax = b精确解为

x =

(
1.00

1.00

)



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

例

设计算精度只有三位浮点数，即第一个有

效数字开始共三位。

矩阵A =

(
1.00× 10−3 1.00

1.00 2.00

)
,

b =

(
1.00

3.00

)
方程Ax = b精确解为

x =

(
1.00

1.00

)



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

实际计算

L =

(
1.00 0.00

1.00× 103 1.00

)

L−1A =

(
1.00× 10−3 1.00

0 −1.00× 103

)
这里注意在三位精度

下1.00× 103 − 3.00 = 1.00× 103
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求解

由Ly = b得到y = (1.00,−1.00× 103)T

由Ux = y得到x = (0.00, 1.00)T

与精确解的近似值(1.00, 1.00)T相差甚

远
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解决方法

问题主要是由于小主元引起的，使得运

算时发生精度丢失

交换矩阵的两行，即交换两个方程的顺

序，重复上述过程，得到近似解

为(1.00, 1.00)T

交换矩阵的两列，这时相当于交换两个

变量的顺序
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初等置换矩阵

定义矩阵

Ipq = (e1, . . . , ep−1, eq, ep+1, . . . ,

eq−1, ep, eq+1, . . . , en)

用这个矩阵左乘A交换第p行和第q行，右

乘A交换第p列和第q列
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行列交换与Gauss消去

假定消去过程已进行了k − 1步，即

A(k−1) = Lk−1Pk−1 · · · L1P1AQ1 · · ·Qk−1

=

(
A
(k−1)
11 A

(k−1)
12

0 A
(k−1)
22

)

其中Li为Gauss变换，Pi , Qi为初等置换

矩阵，A
(k−1)
11 为k − 1阶上三角阵
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行列交换与Gauss消去

那么在第k步我们先在A
(k−1)
22 中选择元

素a
(k−1)
pq ，其模在所有元素中最大

如果a
(k−1)
pq = 0, 则A为奇异阵

交换A(k−1)的k , p行与k , q列，相当于

左、右乘Ikp和Ikq

然后进行Gauss变换
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全主元Gauss消去法

上述消去过程称为全主元Gauss消去法

得到(LrPr · · · L1P1)A(Q1 · · ·Qr) = U为

上三角阵

记

Q = Q1 · · ·Qr

P = Pr · · ·P1

L = P(LrPr · · · L1P1)
−1

则PAQ = LU



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

全主元Gauss消去法

上述消去过程称为全主元Gauss消去法

得到(LrPr · · · L1P1)A(Q1 · · ·Qr) = U为

上三角阵

记

Q = Q1 · · ·Qr

P = Pr · · ·P1

L = P(LrPr · · · L1P1)
−1

则PAQ = LU



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

全主元Gauss消去法

上述消去过程称为全主元Gauss消去法

得到(LrPr · · · L1P1)A(Q1 · · ·Qr) = U为

上三角阵

记

Q = Q1 · · ·Qr

P = Pr · · ·P1

L = P(LrPr · · · L1P1)
−1

则PAQ = LU



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

L是单位下三角阵

L = Pr · · ·P2L
−1
1 P2L

−1
2 · · ·PrL

−1
r

记L(1) = L−11 , L(k) = PkL
(k−1)PkL

−1
k

归纳证明L(k)具有形式

L(k) =

(
L
(k)
11 0

L
(k)
21 In−k

)

其中L
(k)
11是所有元素之模均不大

于1的k阶单位下三角阵，L
(k)
21是所有元

素模均不大于1的(n − k)× k阶矩阵
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归纳证明之关键

PkL
(k−1)Pk是对L(k−1)进行第k , p行

和k , p列(k 6 p)交换, 因此只有L
(k−1)
21 交

换了两行— 类似于魔方中的局部交换

技术

再右乘L−1k 则使得In−k+1的第一列发生变

化
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全主元三角分解

如前所得的PAQ = LU称为全主元三角

分解

定理

对于n阶方阵，存在排列矩阵P ,Q以及单位

下三角阵L和上三角阵U使得PAQ = LU, 其

中L的所有元素模均不大于1，U的非零对角

元的个数恰好等于A的秩



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

全主元三角分解

如前所得的PAQ = LU称为全主元三角

分解

定理

对于n阶方阵，存在排列矩阵P ,Q以及单位

下三角阵L和上三角阵U使得PAQ = LU, 其

中L的所有元素模均不大于1，U的非零对角

元的个数恰好等于A的秩



线性方程组的直接解

法

邓建松

三角形方程组

选主元三角分解

平方根法

选主元的运算量

当A非奇异时，选主元需要进行比较的

次数

n−1∑
k=1

(n − k + 1)2 =
1

3
n3 + O(n2)

这个计算量几乎是进行Gauss消去的计

算量的一半
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方程组的求解

设经全主元Gauss消去后得

到PAQ = LU , 那么PA = LUQ−1

求解Ly = Pb得到y

求解Uz = y得到z

计算x = Qz得到解x，这里即根据记录

的交换指标对z进行元素交换即得到x
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列主元消去

在第k步中只在A
(k−1)
22 的第k列的元素中寻找模

最大的元素，如此得到PA = LU , 称为列主元三

角分解

这里P的元素模不一定全不大于1

例子：C代码example1 2 2()
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对称正定线性方程组

对一般的方阵，为了消除LU分解的局

限性和误差的积累，我们采用选取主元

的方法

对于对称正定矩阵而言，不必要选取主

元
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Cholesky分解定理

定理

若A为对称正定的，那么存在唯一的对角元

均为正数的下三角阵L满足

A = LLT

上式称为Cholesky分解,

L称为A的Cholesky因子
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证明

对称正定=⇒不需要进行主元选择
的Gauss消去法可行=⇒ 存在单位下三
角阵L̃和上三角阵U , 使得A = L̃U

用U的对角元构造矩阵D, Ũ = D−1U ,

则

ŨTDL̃T = AT = A = L̃DŨ

我们可有

L̃T Ũ−1 = D−1Ũ−T L̃D
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证明

L̃T Ũ−1 = D−1Ũ−T L̃D

L̃T Ũ−1是单位上三角阵

D−1Ũ−T L̃D是单位下三角阵

所以两者都是单位阵，即Ũ = L̃T
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分解的构造

从而有A = L̃DL̃T , 而且D的对角元全为

正数

取L = L̃ diag(
√
u11, . . . ,

√
unn), 则有

A = LLT

类似可证分解的唯一性
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方程组的求解

计算A的Cholesky分解A = LLT

求解Ly = b得y

求解LTx = y得x
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平方根法

在计算分解时，可不必按前方法进行，

而是采用待定系数法

待定下三角阵L = (`ij), 比较A = LLT两

边对应的元素，可得

aij =

j∑
p=1

`ip`jp, 1 6 j 6 i 6 n

由a11 = `211得`11 =
√
a11

由ai1 = `11`i1得`i1 = ai1/`11, i > 1
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平方根法

设已算出L的前k − 1列元素

由akk =
∑k

p=1 `
2
kp得到

`kk =

√√√√akk −
k−1∑
p=1

`2kp

再由aik =
∑k−1

p=1 `ip`kp + `ik`kk得到

`ij =

(
aik −

k−1∑
p=1

`ip`kp

)
/`kk
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注解

也可以按行来进行计算

可以在A中存贮新计算出来的L

上述方法的运算量是n3/3, 是Gauss消去

法的一半
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LDLT分解

在Cholesky分解中用到了开方运算

为了避免开方，可以计算A的如下形式

分解

A = LDLT

其中L是单位下三角阵，D是对角元均

为正数的对角阵

这是Cholesky分解的变形
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改进的平方根方法

比较A = LDLT的对应元素，我们有

aij =

j−1∑
k=1

`ikdk`jk + `ijdj , 1 6 j 6 i 6 n

则对j = 1, . . . ,,

vk = dk`jk , dj = ajj −
j−1∑
k=1

`jkvk ,

`ij =

(
aij −

j−1∑
k=1

`ikvk

)
/dj , i = j + 1, . . . , n
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注解

实际计算时，可以把L的严格下三角元

素和D的对角元存储在A的对应位置上

算法运算量也是n3/3, 而且不需要开方

运算
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方程组求解

求得LDLT分解后，再只需求解

Ly = b, DLTx = y

就可以得到方程组的解

如此方法是Gauss消去法的一半，而且

不需要选主元

由构造过程可知|`ij | 6
√
aii , 因此分解

中的量受控的，从而计算过程稳定
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差分析
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向量与矩阵的范数

线性方程组的敏度分

析

基本运算的舍入误差

分析

列主元Gauss消去法

的舍入误差分析

计算解的精度估计和

迭代改进

向量范数

采用某种方法求解了线性方程组后，我

们还需要考虑因素

数据不准确

机器的有限精度

对解的影响

为此，我们需要用范数来描述向量与矩

阵的扰动大小
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计算解的精度估计和

迭代改进

向量范数

一个从Rn到R的非负函数‖ · ‖称为Rn上

的向量范数，是指它满足

正定性：∀x ∈ Rn, ‖x‖ > 0; 且‖x‖ = 0当

且仅当x = 0

齐次性：∀x ∈ Rn, α ∈ R, ‖αx‖ = |α| ‖x‖
三角不等式：∀x , y ∈ Rn,

‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖
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最典型的一类范数是p范数

也称为Hölder范数

‖x‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p, p > 1

p = 1, 2,∞是最常见的，也是最重要的
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√
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√
xTx

∞范数：‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|}
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设xk ∈ Rn, 则 lim
k→∞
‖xk − x‖ = 0当且仅当

lim
k→∞

∣∣x (k)i − xi
∣∣ = 0, i = 1, . . . , n

即向量序列的范数收敛等价于其分量收敛
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向量范数→矩阵范数

通过把矩阵中的元素“拉直”构成向量，

可以把矩阵的范数定义为拉直后向量的

范数

这种范数称为广义矩阵范数

矩阵的尺寸是任意的，并不需要是方阵

如此定义没有考虑矩阵的乘法运算
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方阵的矩阵范数

一个从Rn×n到R的非负函数‖ · ‖称为Rn×n上

的矩阵范数，是指

正定性：∀A ∈ Rn×n, ‖A‖ > 0; 且‖A‖ = 0当且

仅当A = 0

齐次性：∀A ∈ Rn×n, α ∈ R, ‖αA‖ = |α| ‖A‖

三角不等式：∀A,B ∈ Rn×n,

‖A + B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖

相容性：∀A,B ∈ Rn×n, ‖AB‖ 6 ‖A‖ ‖B‖
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矩阵范数的性质

Rn×n上的矩阵范数可以看作Rn2上的向

量范数

Rn×n上的任意两个矩阵范数是等价的

矩阵序列的范数收敛等价于逐元素收敛
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矩阵与向量的乘积是矩阵计算中经常用

到的运算

自然期望矩阵范数与向量范数之间具有

某种协调性：把向量看作特殊的矩阵，

那么定义中的相容性就是所期望的性质
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‖Ax‖v 6 ‖A‖M‖x‖v , ∀A ∈ Rn×n, x ∈ Rn

则称矩阵范数‖ · ‖M与‖ · ‖v是相容的

今后凡同时涉及到向量范数与矩阵范

数，都假定它们是相容的

对任意给定的向量范数，我们都可以定

义一个矩阵范数，使之与向量范数是相

容的
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=
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∥∥∥∥ 6 |||A|||

=⇒‖Ax‖ 6 |||A|||‖x‖,∀x ∈ Rn
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正定性：取A 6= 0, 不妨设A的第i列是非
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齐次性：显然
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算子范数

称由

|||A||| = max
‖x‖=1

‖Ax‖, A ∈ Rn×n

所定义的范数||| · |||为从属于向量范
数‖ · ‖的矩阵范数，也称为由向量范
数‖ · ‖诱导出的算子范数

今后仍把||| · |||记作‖ · ‖
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单位阵的范数

对广义矩阵范数，‖I‖ > 0

对矩阵范数，‖I‖ > 1

对算子范数，‖I‖ = 1
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算子范数‖ · ‖p

前面定义了向量的p范数

由其诱导出矩阵的p范数如下：

‖A‖p = max
‖x‖p=1

‖Ax‖p

p = 1, 2,∞时对应的算子范数具有简捷
的表示
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“列和”范数

对于矩阵A = (aij) ∈ Rn×n, 我们有

‖A‖1 = max
16j6n

n∑
i=1

|aij |

记A的第j列为向量aj , 不妨

设δ = ‖a1‖ = max
16j6n

‖aj‖1

取x , ‖x‖1 = 1, 则

‖Ax‖1 =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xjaj

∥∥∥∥∥
1

6
n∑

j=1

|xj |‖aj‖1 6 δ
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∣∣∣∣∣
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aijxj

∣∣∣∣∣
6 max

16i6n

n∑
j=1

|aij ||xj | 6 max
16i6n

n∑
j=1

|aij |
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不妨设A中第1行对应向量的1范数最

大，取

x̄ = (sgn a11, . . . , sgn a1n)T

A 6= 0 =⇒ ‖x̄‖∞ = 1, 而且

‖Ax̄‖∞ = max
16i6n

n∑
j=1

|aij |
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谱范数

对于矩阵A = (aij) ∈ Rn×n, 我们有

‖A‖2 =
√
λmax(ATA)

这里λmax表示参数矩阵的最大特征值

根据定义

‖A‖2 = max
‖x‖2=1

‖Ax‖2 = max
‖x‖2=1

√
xTATAx
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λ1 > λ2 > · · ·λn > 0

对应规范正交特征向量为v1, · · · , vn

取x , ‖x‖2 = 1, 则

x =
n∑

i=1

αivi ,
n∑

i=1

α2
i = 1
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Jordan分解定理：

X−1AX =



λ1 δ1

λ2 δ2
. . . . . .

λn−1 δn−1

λn


其中δi = 1或0
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

λ1 εδ1

λ2 εδ2
. . . . . .

λn−1 εδn−1

λn


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定义

‖G‖ε = ‖(XDε)
−1G (XDε)‖∞
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6 ‖G‖ε‖x‖XDε = ‖G‖ε

所以‖G‖XDε 6 ‖G‖ε.

由矩阵∞范数的性质，可知等号成立



线性方程组的敏度分

析与消去法的舍入误

差分析

邓建松

向量与矩阵的范数

线性方程组的敏度分

析

基本运算的舍入误差

分析

列主元Gauss消去法

的舍入误差分析

计算解的精度估计和

迭代改进

诱导性的证明

由定义：

‖G‖XDε = max
‖x‖XDε=1

‖Gx‖XDε

‖Gx‖XDε = ‖(XDε)
−1Gx‖∞

= ‖(XDε)
−1G (XDε)(XDε)

−1x‖∞
6 ‖G‖ε‖x‖XDε = ‖G‖ε

所以‖G‖XDε 6 ‖G‖ε.

由矩阵∞范数的性质，可知等号成立



线性方程组的敏度分

析与消去法的舍入误

差分析

邓建松

向量与矩阵的范数

线性方程组的敏度分

析

基本运算的舍入误差

分析

列主元Gauss消去法

的舍入误差分析

计算解的精度估计和

迭代改进

诱导性的证明

由定义：

‖G‖XDε = max
‖x‖XDε=1

‖Gx‖XDε

‖Gx‖XDε = ‖(XDε)
−1Gx‖∞

= ‖(XDε)
−1G (XDε)(XDε)

−1x‖∞
6 ‖G‖ε‖x‖XDε = ‖G‖ε

所以‖G‖XDε 6 ‖G‖ε.

由矩阵∞范数的性质，可知等号成立



线性方程组的敏度分

析与消去法的舍入误

差分析

邓建松

向量与矩阵的范数

线性方程组的敏度分

析

基本运算的舍入误差

分析

列主元Gauss消去法

的舍入误差分析

计算解的精度估计和

迭代改进

诱导性的证明

由定义：

‖G‖XDε = max
‖x‖XDε=1

‖Gx‖XDε

‖Gx‖XDε = ‖(XDε)
−1Gx‖∞

= ‖(XDε)
−1G (XDε)(XDε)

−1x‖∞
6 ‖G‖ε‖x‖XDε = ‖G‖ε

所以‖G‖XDε 6 ‖G‖ε.

由矩阵∞范数的性质，可知等号成立



线性方程组的敏度分

析与消去法的舍入误

差分析

邓建松

向量与矩阵的范数

线性方程组的敏度分

析

基本运算的舍入误差

分析

列主元Gauss消去法

的舍入误差分析

计算解的精度估计和

迭代改进

‖A‖ 6 ρ(A) + ε的证明

从而有

‖A‖ε = max
16i6n

(|λi |+ |εδi |) 6 ρ(A) + ε
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谱半径与收敛
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设A ∈ Cn×n,

lim
k→∞

Ak = 0⇐⇒ ρ(A) < 1
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必要性

取λ ∈ λ(A)满足|λ| = ρ(A)

∀k , λk ∈ λ(Ak)

(ρ(A))k = |λ|k 6 ρ(Ak) 6 ‖Ak‖2
所以有ρ(A) < 1
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充分性

设ρ(A) < 1

存在算子范数‖ · ‖, 使得‖A‖ < 1

0 6 ‖Ak‖ 6 ‖A‖k → 0, k →∞

所以 lim
k→∞

Ak = 0.
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存在算子范数‖ · ‖, 使得‖A‖ < 1

0 6 ‖Ak‖ 6 ‖A‖k → 0, k →∞
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所以 lim
k→∞
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矩阵级数的收敛性

定理

∞∑
k=0

Ak收敛当且仅当ρ(A) < 1

当
∞∑
k=0

Ak收敛时我们有
∞∑
k=0

Ak = (I − A)−1 且存

在算子范数‖ · ‖使得对∀m > 0∥∥∥∥∥(I − A)−1 −
m∑

k=0

Ak

∥∥∥∥∥ 6
‖A‖m+1

1− ‖A‖
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推论

设‖ · ‖是Cn×n上的矩阵范数，并假

设A ∈ Cn×n满足‖A‖ < 1, 则I − A可逆

进一步，若对此范数有‖I‖ = 1, 则

‖(I − A)−1‖ 6 1

1− ‖A‖
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敏度分析的问题描述

一个线性方程组Ax = b是由系数矩

阵A和右端项b所确定的

A或b通常是带有误差的，这些误差相

对于精确值是微小的

这种微小误差对解有何影响？这就是线

性方程组的敏感性问题
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微小扰动

确实有方程组，系数的小扰动使解产生

巨大变化。Mathematica2.2.1.nb

对于Ax = b, 经扰动后变为

(A + δA)(x + δx) = b + δb

利用Ax = b简化后

(A + δA)δx = δb − (δA)x
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‖(I + A−1δA)−1‖ 6 1

1− ‖A−1‖‖δA‖

从而A + δA = A(I + A−1δA)非奇异，

δx = (A + δA)−1(δb − (δA)x)
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κ(A)称为线性方程组Ax = b的条件数
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组解的影响程度

若条件数很大，就称该线性方程组的求

解问题是病态的，有时也直接称A是病

态的

若条件数很小，就称该线性方程组的求

解问题是良态的，有时也直接称A是良

态的
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条件数与范数

条件数与所采用的范数有关

可以通过在条件数上加下标表明所采用

的范数：κ2(A)

病态、良态性是否与范数有关呢？
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矩阵求逆

设‖ · ‖是满足‖I‖ = 1的矩阵范数，A非奇异，

且‖A−1‖‖δA‖ < 1, 则A + δA也是非奇异的，而

且有

‖(A + δA)−1 − A−1‖
‖A−1‖

6
κ(A)

1− κ(A)‖δA‖‖A‖

‖δA‖
‖A‖

(A + δA)−1 − A−1 = (A + δA)−1(δA)A−1

这表明κ(A)也可以看作矩阵求逆问题的条件数
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条件数的几何意义

定理

设A非奇异，

min

{
‖δA‖2
‖A‖2

: A + δA奇异

}
=

1

κ2(A)

即在谱范数下，矩阵的条件数的倒数恰好等于

该矩阵与全体奇异矩阵所成集合的相对距离

当A十分病态时，它与一个奇异矩阵十分靠近
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证明

只需证明：

min
{
‖δA‖2 : A + δA奇异

}
=

1

‖A−1‖2

由推论，当‖A−1‖2‖δA‖2 < 1时，A + δA非奇

异，从而有

min
{
‖δA‖2 : A + δA奇异

}
>

1

‖A−1‖2
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证明

由于谱范数是向量2范数诱导出的算子范数，

所以存在x , ‖x‖2 = 1, 使得‖A−1x‖2 = ‖A−1‖2

令y =
A−1x

‖A−1x‖2
, δA = − xyT

‖A−1‖2
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浮点数

计算机中浮点数f可表示为

f = ±w × βJ , L 6 J 6 U

其中β是机器所用浮点数的基底，

J是阶，w是尾数

尾数的一般形式为w = 0.d1d2 · · · dt , 其
中t是尾数位数，称为字长，

0 6 di < β.

若d1 6= 0, 称该浮点数为规格化的
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浮点数全体

计算机系统的浮点数全体是

F = {0} ∪ {f :f = ±0.d1d2 · · · dt × βJ ,

0 6 di < β,

d1 6= 0, L 6 J 6 U}

可以用四元数组(β, t, L,U)描述F . 典型

取值是(2, 56,−63, 64)
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F中元素个数
为2(β − 1)βt−1(U − L + 1) + 1, 它们对

称地分布在[m,M]和[−M ,−m]中，这

里m = βL−1, M = βU(1− β−t)

最小正数为0.1× βL = βL−1, 其

中0.1为β进制数

最大正数为0. (β − 1) · · · (β − 1)︸ ︷︷ ︸
t位

×βU

这些数在区间中非均匀分布
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浮点数表示能力的局限

F是有限集，所以不能表示[m,M],

[−M ,−m]中所有实数

0.584635无法用4位10进制浮点数表示

两个t位浮点数的乘积一般需要2t位浮点

数

因此舍入误差不可避免
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浮点数的选择

记实数x的浮点数表示为fl(x)

若x = 0, 则fl(x) = 0

若m 6 |x | 6 M ,

舍入法：取fl(x)为F中最接近于x的数

截断法：取fl(x)为F中满足|f | 6 |x |且最
接近于x的数

例：(β, t, L,U) = (10, 3, 0, 2),

x = 5.45627, 舍入法时fl(x) = 0.546× 10,

截断法时fl(x) = 0.545× 10
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机器精度与相对误差

定义机器精度u为

u =

β1−t/2 舍入法

β1−t 截断法

由于t > 1, 我们有u ∈ (0, 1]

定理

设m 6 |x | 6 M, 则

fl(x) = x(1 + δ), |δ| 6 u
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| fl(x)−x | 6 1

2
βα−t =

1

2
βα−1β1−t 6

1
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xβ1−t

从而有

| fl(x)− x |
x
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1
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注解

有时为了使用方便，我们也将上述结果

表示为

fl(x) =
x

1 + δ
, |δ| 6 u

为此，只需要在证明中考

虑| fl(x)− x |相对于fl(x)的界即可
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基本运算的舍入误差

设a, b ∈ F

用◦表示+, −, ×, ÷中任意一种运算

fl(a ◦ b)表示先把a, b看作实数进行运算，然后

再按舍入规则把结果转化为浮点数。运算时

若|a ◦ b| > M或0 < |a ◦ b| < m, 则发生了上溢

或下溢

在不发生溢出时，由前述定理可有

fl(a ◦ b) = (a ◦ b)(1 + δ), |δ| 6 u



线性方程组的敏度分

析与消去法的舍入误

差分析

邓建松

向量与矩阵的范数

线性方程组的敏度分

析

基本运算的舍入误差

分析

列主元Gauss消去法

的舍入误差分析

计算解的精度估计和

迭代改进

基本运算的舍入误差

设a, b ∈ F

用◦表示+, −, ×, ÷中任意一种运算

fl(a ◦ b)表示先把a, b看作实数进行运算，然后
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例

设x , y是两个由浮点数构成的n维向量。试估

计| fl(xTy)− xTy |的上界

令Sk = fl

(
k∑

i=1

xiyi

)

S1 = x1y1(1 + γ1), |γ1| 6 u

Sk = fl(Sk−1 + fl(xkyk))

= (Sk−1 + xkyk(1 + γk))(1 + δk),

|δk |, |γk | 6 u
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于是有

fl(xTy) = Sn =
n∑

i=1

xiyi(1 + γi)
n∏
j=i

(1 + δj)

=
n∑

i=1

(1 + εi)xiyi ,

其中

1 + εi = (1 + γi)
n∏
j=i

(1 + δj), δ1 = 0
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所以我们得到

| fl(xTy)− xTy | 6
n∑

i=1

|εi ||xiyi |

6 1.01nu
n∑

i=1

|xiyi |

这里我们用到了当给定条件nu 6 0.01时，后面

马上要证明的结论

上式表明若|xTy | �
n∑

i=1

|xiyi |, 则fl(xTy)的相对

误差可能会很大
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定理

若|δi | 6 u且nu 6 0.01, 那么

1− 1.01nu 6
n∏

i=1

(1 + δi) 6 1 + 1.01nu

或写成

n∏
i=1

(1 + δi) = 1 + δ, |δ| 6 1.01nu
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证明

由于|δi | 6 u, 所以

(1− u)n 6
n∏

i=1

(1 + δi) 6 (1 + u)n

由于当x ∈ (0, 1)时1− nx 6 (1− x)n, 所
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1− 1.01nu 6 1− nu 6 (1− u)n
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注意到ex的Taylor展开式

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

= 1 + x +
x

2
· x ·

(
1 +

x

3
+

2x2

4!
+ · · ·

)

所以当x ∈ [0, 0.01]时，(注：e0.01 ≈ 1.01)

1 + x 6 ex 6 1 + x +
0.01

2
xex 6 1 + 1.01x
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+
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x

3
+
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+ · · ·
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在左端不等式中取x = u, 得到

(1 + u)n 6 enu

在右端不等式中取x = nu,

enu 6 1 + 1.01nu

综合得到(1 + u)n 6 1 + 1.01nu
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矩阵计算

取n阶方阵E , 定义记号|E | = (|eij |)

规定|E | 6 |F | ⇐⇒ |eij | 6 |fij |,
i , j = 1, . . . , n

设A,B ∈ Fn×n, α ∈ F , 则

fl(αA) = αA + E , |E | 6 u|αA|,

fl(A + B) = (A + B) + E , |E | 6 u|A + B |
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矩阵乘积

基于前面的例子，我们可有

fl(AB) = AB + E , |E | 6 1.01nu|A||B |

注意|AB |可能比|A||B |小得多

计算内积时，我们通常会先用双精度进

行计算，然后再舍入到单精度数
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0 a22b22(1 + ε5)
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0 b22

)

则可证fl(AB) = ÃB̃ , 其中Ã = A + E ,

|E | 6 3u|A|; B̃ = B + F , |F | 6 3u|B |
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fl(AB)是有了微小扰动的两个矩阵Ã,

B̃的精确乘积

这种把计算过程产生的误差归结为具有

误差的原始数据的精确运算的分析方法

称为向后误差分析法

这种方法把浮点数的运算转化为实数的

精确运算，从而可以在分析过程中便利

地应用实数的代数运算法则
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(A + E )x̃ = b

并且给出误差矩阵E的上界估计
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设n × n浮点数矩阵A = (aij)有三角分解,

且1.01nu 6 0.01, 则用Gauss消去法计算得到

的单位下三角阵L̃和上三角阵Ũ满足

L̃Ũ = A + E ,

其中|E | 6 2.05nu|L̃||Ũ |
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证明之Ũ的计算

设Ũ = (ũij), L̃ = (˜̀
ij), 则aij =

min(i ,j)∑
k=1

`ikukj

由Gauss消去法可知ũij(i 6 j)是从aij中依次减

去˜̀
ik ũkj而得到的，k = 1, . . . , i − 1,即

a
(0)
ij = aij ,

a
(k)
ij = fl(a

(k−1)
ij − fl(˜̀

ik ũkj)), k = 1, . . . , i − 2,

ũij = a
(i−1)
ij = fl(a

(i−2)
ij − fl(˜̀

i ,i−1ũi−1,i))
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证明之Ũ的计算

由基本运算舍入误差分析的结果可知

a
(k)
ij = (a

(k−1)
ij − (˜̀

i ,k ũk ,j)(1 + γk))(1 + εk)

其中|γk |, |εk | 6 u

从而仿照计算内积的例题所示，我们有

ũij = aij(1 + δi)−
i−1∑
k=1

(˜̀
ik ũkj)(1 + δk)

其中|δk | 6 1.01nu, k = 1, . . . , i
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aij =
ũij

1 + δi
+

i−1∑
k=1

(˜̀
ik ũkj)

1 + δk
1 + δi

=
i∑

k=1

˜̀
ik ũkj − eij

其中˜̀
ii = 1,

eij = (˜̀
ii ũij)

δi
1 + δi

+
i−1∑
k=1

(˜̀
ik ũkj)

δi − δk
1 + δi
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注意到|δk | 6 1.01nu < 0.01, 我们有

|eij | 6
2.02nu

1− 0.01

i∑
k=1

|˜̀ik ||ũkj |

6 2.05nu
i∑

k=1

|˜̀ik ||ũkj |
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由Gauss消去法的具体实现可知，

˜̀
ij(i > j)的计算过程为

a
(0)
ij = aij ,

a
(k)
ij = fl(a

(k−1)
ij − fl(˜̀

ik ũkj)), k = 1, . . . , j − 1,

˜̀
ij = fl(a

(j−1)
ij /ũjj)
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aij =

j∑
k=1

˜̀
ik ũkj − eij ,

其中

|eij | 6 2.05nu
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|˜̀ik ||ũkj |
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有行列交换时的情形

定理

设n × n浮点数矩阵A = (aij)非奇异，

且1.01nu 6 0.01, 则用列主元Gauss消去法计

算得到的单位下三角阵L̃，上三角阵Ũ以及

排列方阵P̃满足L̃Ũ = P̃A + E, 其

中|E | 6 2.05nu|L̃||Ũ |

注意：行列交换并不引入舍入误差
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且1.01nu 6 0.01, 则用前一章方法求

解Sx = b得到的计算解x̃满足

(S + H)x̃ = b

其中|H | 6 1.01nu|S |
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证明

不妨设S是下三角阵

采用归纳法：对n进行归纳

n = 1时成立

假设n − 1阶时结论成立
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T )T , 其中b1, x̃1 ∈ F , c , ỹ为列
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E来源于L̃Ũ = P̃A + E , 而且|E | 6 2.05nu|L̃||Ũ |
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增长因子

由于L̃的元素的绝对值不超过1，所以‖L̃‖∞ 6 n

为了估计‖Ũ‖∞, 定义

ρ = max
i ,j
|ũij |/max

i ,j
|aij |

称之为列主元Gauss消去法的增长因子

于是我们有

‖Ũ‖∞ 6 n max
i ,j
|ũij | = nρmax

i ,j
|aij | 6 nρ‖A‖∞
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定理

设n × n浮点数矩阵A非奇异，

且1.01nu 6 0.01, 则用列主元Gauss消去法求

解线性方程组Ax = b所得到的计算解x̃满足

(A + δA)x̃ = b

其中

‖δA‖∞/‖A‖∞ 6 4.09n3ρu
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注解

求解过程中引入舍入误差产生的计算解

相当于系数矩阵作某些扰动而得到的扰

动方程组的精确解

通常δA的元素比A的元素的初始误差小

得多，从这个意义上说，列主

元Gauss消去法是数值稳定的
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注解

理论上可以证明ρ 6 2n−1, 而且上界可

以达到；实际中常遇到的情形是ρ不会

超过n

定理中的上界比真正的‖δA‖∞/‖A‖∞大
很多，而实际计算中几乎都

有‖δA‖∞/‖A‖∞ ≈ u
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精度估计

设采用某种方法求解Ax = b得到的计

算解为x̃

令r = b − Ax̃ , 则有

r = Ax − Ax̃ = A(x − x̃)

从而

‖x − x̃‖ = ‖A−1r‖ 6 ‖A−1‖‖r‖
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多元函数极值问题

为了计算‖B‖1, 我们在区域D = {x ∈ Rn:

‖x‖1 6 1}上考虑多元函数极值问题

max f (x) = ‖Bx‖1 =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

bijxj

∣∣∣∣∣

易证f是凸函数，D是凸集。从而最大值一定在
边界上达到，但可能是局部极大值

可以应用著名的“盲人爬山法”求解这个优化问

题
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bijx
(0)
j 6= 0, i = 1, . . . , n

则f在x = x0点的梯度∇f (x0)存在

由凸函数的性质，

f (y) > f (x0) +∇f (x0)(y − x), y ∈ Rn
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(0)
j

,

v = (ξ1, . . . , ξn)T

在x0附近f (x) =
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i=1

n∑
j=1

ξibijxj

∇f (x0) = vTB = (BTv)T

定义w = Bx0, z = BTv
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定理

B, x0, v , w, z如前所述。则有

若‖z‖∞ 6 zTx0, 则‖w‖1 = ‖Bx0‖1是
f (x)在D中的局部极大值

若‖z‖∞ > zTx0, 则‖Bej‖1 > ‖Bx0‖1, 其
中j满足|zj | = ‖z‖∞
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证明: 当‖z‖∞ 6 zTx0时

由于在x0附近f是线性函数，所以

f (x) = f (x0) +∇f (x0)(x − x0)

因此我们只需证在x0附近

∇f (x0)(x − x0) = zT (x − x0) 6 0

实际上对于‖x‖1 6 1我们有

zT (x − x0) = zTx − zTx0 6 ‖z‖∞‖x‖1 − zTx0

6 ‖z‖∞ − zTx0 6 0
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取x̃ = ej sgn(zj), 则有
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‖A−1‖∞的估算

设已有A的列主元三角分解PA = LU

对B = A−T应用上述定理，其

中w = Bx和z = BTv相当于求解方程

组ATw = x和Az = v

如此仅用O(n2)就可以完成估计

初值x可以任取，如xi = 1/n
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精度估算过程

估计‖A−1‖∞的一个近似值ν̃

分别计算‖r‖∞, ‖b‖∞, ‖A‖∞的近似值γ̃,

β̃, µ̃

计算ρ̃ = ν̃µ̃γ̃/β̃得到计算解x̃的相对误

差的一个估计
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注解

大多数问题中这一方法可以得到相当好的估计

有一些特殊问题该方法得到的ρ̃远远小于计算

解的实际相对误差，因为

由于舍入误差的影响使得γ̃远远小

于‖r‖∞的真值
当A十分病态时，三角分解已相当不准确，

从而使得应用它估计出的ν̃ 要

比‖A−1‖∞的真值小得多

如何估计得更好，仍是一个有待深入研究的问

题
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由于舍入误差的影响使得γ̃远远小

于‖r‖∞的真值
当A十分病态时，三角分解已相当不准确，

从而使得应用它估计出的ν̃ 要

比‖A−1‖∞的真值小得多

如何估计得更好，仍是一个有待深入研究的问

题
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迭代改进

若x̃的精度太低，可以把x̃作为初值，

对函数f (x) = Ax − b应用Newton迭代

法改进其精度

具体过程如下：

应用双精度和原始矩阵计算r = b − Ax̃

利用A的三角分解求解Az = r

计算x = x̃ + z

若
‖x − x̃‖∞
‖x‖∞

6 ε 则结束；否则令x̃ = x 转

第一步
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最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

复习：数学分析中一个例题

题目：给定平面上n个数据点(xi , yi),

i = 1, 2, . . . , n, 求一条直线y = ax + b使得偏差

ϕ(a, b) =
n∑

i=1

(axi + b − yi)
2

最小

通过对ϕ(a, b)关于a, b求偏导，并令其等于0，

得到关于a, b的线性方程组

系数矩阵可证当xi互不相等时是非奇异的



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

复习：数学分析中一个例题

题目：给定平面上n个数据点(xi , yi),

i = 1, 2, . . . , n, 求一条直线y = ax + b使得偏差

ϕ(a, b) =
n∑

i=1

(axi + b − yi)
2

最小

通过对ϕ(a, b)关于a, b求偏导，并令其等于0，

得到关于a, b的线性方程组

系数矩阵可证当xi互不相等时是非奇异的



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

复习：数学分析中一个例题

题目：给定平面上n个数据点(xi , yi),

i = 1, 2, . . . , n, 求一条直线y = ax + b使得偏差

ϕ(a, b) =
n∑

i=1

(axi + b − yi)
2

最小

通过对ϕ(a, b)关于a, b求偏导，并令其等于0，

得到关于a, b的线性方程组

系数矩阵可证当xi互不相等时是非奇异的



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

答案

a, b为下述方程组的解：

a
n∑

i=1

x2i + b
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

xiyi ,

a
n∑

i=1

xi + nb =
n∑

i=1

yi .

所求直线的方程是∣∣∣∣∣∣∣
x y 1∑n
i=1 xi

∑n
i=1 yi n∑n

i=1 x
2
i

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xi

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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数据拟合

最小二乘问题多产生于数据拟合

给定m个点t1, . . . , tm和这m个点上的实验

或观测数据y1, . . . , ym

给定在ti上取值的n个已知函数

ψ1(t), . . . , ψn(t)

考虑ψi的线性组合

f (x ; t) = x1ψ1(t) + · · ·+ xnψn(t)

我们希望在t1, . . . , tm上f (x ; t)能最佳地逼

近y1, . . . , ym
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残量与最佳逼近

定义残量

ri(x) = yi −
n∑

j=1

xjψj(ti), i = 1, . . . ,m

其中x = (x1, . . . , xn)
T

此问题转化为：估计参数x1, . . . , xn, 使

残量r1, . . . , rm尽可能得小
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矩阵-向量形式

上式的矩阵-向量形式为r(x) = b − Ax , 其中

A = (ψj(ti))m×n

b = (y1, . . . , ym)
T

x = (x1, . . . , xn)
T

r(x) = (r1(x), . . . , rm(x))
T
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求解

m = n时，我们可以要求r(x) = 0, 从而

可以用第一章中的方法处理

当m > n时，一般不可能所有残量都为

零，但可以要求r(x)在某种范数意义下

最小

最小二乘问题就是求x使得r(x)在2范数

意义下最小
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定义

给定矩阵A ∈ Rm×n及向量b ∈ Rm, 确

定x ∈ Rn, 使得

‖b − Ax‖2 = ‖r(x)‖2 = min
y∈Rn
‖r(y)‖2

= min
y∈Rn
‖Ay − b‖2

这就是最小二乘问题，简记

为LS(Least-Squares)问题，其中r(x)称

为残向量
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最小二乘解

最小二乘问题的解x又称作线性方程组

Ax = b, A ∈ Rm×n

的最小二乘解

当m > n时，方程组称为超定方程

组或矛盾方程组

当m < n时，方程组称为欠定方程组
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LS问题的种类

1 m = n:

1 rankA = m = n

2 rankA = k < m = n

2 m > n:

1 rankA = n < m

2 rankA = k < n < m

3 m < n:

1 rankA = m < n

2 rankA = k < m < n
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概念与记号

本章主要讨论(2-1)情形

设A ∈ Rm×n, A的值域定义为

R(A) = {y ∈ Rm : y = Ax , x ∈ Rn}

R(A) = span(a1, . . . , an), 其中ai为A的列向量

A的零空间定义为

N (A) = {x ∈ Rn : Ax = 0}

其维数记为null(A)
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解的存在性

一个子空间S ⊂ Rn的正交补定义为

S⊥ = {y ∈ Rn : yTx = 0,∀x ∈ S}

方程组Ax = b的解存在的充分必要条

件是

rankA = rank([A, b])
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非齐次方程的全部解

假设Ax = b的解存在，x是其任一给定

的解，则方程组的全部解是x +N (A)

方程组Ax = b的解唯一的充分必要条

件是N (A) = {0}
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m = 3, rankA = 2, 则R(A)可以用一张
平面表示

当x取遍Rn时，y = Ax就取遍整个R(A)

LS问题等价于求ymin ∈ R(A), 使得

‖b − ymin‖2 = min{‖b − y‖2, y ∈ R(A)}
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注意到b有分解：b = b1 + b2,

b1 ∈ R(A), b2 ∈ R(A)⊥

当b − y垂直于R(A)时，‖b − y‖2达到
极小

这时ymin = b1, 然后利用Ax = ymin解

出x即得到最小二乘解
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解的存在性定理

定理

Ax = b对应的线性最小二乘问题的解总是

存在的，而且其解唯一当且仅当

N (A) = {0}
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证明

Rm = R(A)⊕R(A)⊥

所以b具有唯一分解b = b1 + b2,

b1 ∈ R(A), b2 ∈ R(A)⊥

从而对∀x ∈ Rn, b1 − Ax ∈ R(A)且与b2

正交
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证明

从而有

‖r(x)‖22 = ‖b − Ax‖22 = ‖(b1 − Ax) + b2‖22
= ‖b1 − Ax‖22 + ‖b2‖2

所以‖r(x)‖22达到极小当且仅
当‖b1 − Ax‖22达到极小

由于b1 ∈ R(A), 所以‖b1 − Ax‖22达到极
小当且仅当Ax = b1
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解集

最小二乘问题的解集记为χLS

根据前面的定理，χLS 6= ∅

]χLS = 1⇐⇒ A的列线性无关

χLS中有且仅有一个解其2范数最小（为

什么？），这称为最小2 范数解，

用xLS表示

点集的凸性以及范数的严格凸性
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定理

定理

x ∈ χLS当且仅当

ATAx = ATb



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

证明：必要性

x ∈ χLS =⇒ Ax = b1, 其中b1 ∈ R(A)

r(x) = b − Ax = b − b1 = b2 ∈ R(A)⊥

b2 ∈ R(A)⊥意味着对任意x ∈ Rn,

bT2 Ax = 0, 所以(bT2 A)
T = ATb2是Rn中

的零向量

从而AT r(x) = ATb2 = 0

把r(x) = b − Ax代入即得ATAx = ATb
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证明：充分性

设x ∈ Rn满足ATAx = ATb

则对∀y ∈ Rn,

‖b − A(x + y)‖22
=‖b − Ax‖22 − 2yTAT (b − Ax) + ‖Ay‖22
=‖b − Ax‖22 + ‖Ay‖22
>‖b − Ax‖22

这就证明了x ∈ χLS
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正则化方程组

ATAx = ATb称为LS问题的正则化方程

组或者法方程组

它一般是一个含有n个变量和n个方程

的线性方程组

如果A的列向量线性无关，那么ATA 对

称正定，从而可以采用平方根法求解方

程组
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正则化方法

求解LS问题的最古老的算法：

计算C = ATA, d = ATb

用平方根法计算C的Cholesky分解：

C = LLT

求解三角方程组Ly = d和LTx = y
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在ATA的计算中，如果不使用足够的精

度，A中的一些精度可能会丢失

例：

A =


1 1 1

ε 0 0

0 ε 0

0 0 ε

 ,ATA =


c 1 1

1 c 1

1 1 c


其中c = 1 + ε2
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Moore-Penrose广义逆

正则化方程组的解可以写

为x = (ATA)−1ATb

定义A† = (ATA)−1AT

则LS问题的解可以写为x = A†b

n ×m阶矩阵A†就

是A的Moore-Penrose广义逆
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回忆：Moore-Penrose广义逆

若X ∈ Rm×n满足

AXA = A,XAX = X ,

(AX )T = AX , (XA)T = XA

则X就是A的Moore-Penrose广义逆

通常记作A†
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扰动对解的影响

设b有扰动δb, 且x和x + δx分别是最小

二乘问题

min ‖b − Ax‖2和min ‖(b + δb)− Ax‖2

的解，即

x = A†b,

x + δx = A†(b + δb) = A†b̃

其中b̃ = b + δb
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定理

定理

设b1和b̃1分别是b和b̃在R(A)上的正交投影。
若b1 6= 0, 则

‖δx‖2
‖x‖2

6 κ2(A)
‖b1 − b̃1‖2
‖b1‖2

其中κ2(A) = ‖A‖2‖A†‖2

注：A非方阵，其范数与方阵的算子范数定义相同，

从而满足对向量乘法的相容性；A的2范数等于A的最

大奇异值
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证明

设b在R⊥上的正交投影为b2,

则ATb2 = 0

由b = b1 + b2可有

A†b = A†b1 + A†b2

= A†b1 + (ATA)−1ATb2 = A†b1

同理A†b̃ = A†b̃1
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证明

所以

‖δx‖2 = ‖A†b − A†b̃‖2 = ‖A†(b1 − b̃1)‖2
6 ‖A†‖2‖b1 − b̃1‖2

由Ax = b1得‖b1‖2 6 ‖A‖2‖x‖2
根据上述两式立得结论
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注解

若b有变化，只有它在R(A)上的投影
对x的相对误差产生影响

LS问题解的敏感性依赖于κ2(A) 的大小

我们称κ2(A)为LS问题的条件数

若κ2(A)很大，则称LS问题是病态的；

否则称为良态的

同时考虑A和b的扰动对解的影响就非

常复杂，我们在此不讨论
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条件数

定理

设A的列向量线性无关，则

κ2(A)
2 = κ2(A

TA)

证明：

根据定义，我们有

‖A‖22 = ‖ATA‖2,

‖A†‖22 = ‖A†(A†)T‖2 = ‖(ATA)−1‖2



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

证明

于是我们得到

κ2(A)
2 = ‖A‖22‖A†‖22
= ‖ATA‖2‖(ATA)−1‖2
= κ2(A

TA)
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注解

最小二乘问题在化为正则化方程组后，

条件数是原来的平方

这就使得求解过程增加了对舍入误差的

敏感性

在使用正则化方法时，一定要注意这一

点
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更实用的算法

为了给出求解最小二乘问题的更实用的算法，

我们本节介绍初等正交变换

因为正交变换不改变向量和矩阵的2范数

第一种是Householder变换

第二种是Givens变换

它们是数值线性代数中许多重要算法的基础

例：在计算矩阵特征值和特征向量的QR

方法中，就大量应用上述两种变换
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回忆：初等变换

应用Gauss变换可以把一个矩阵约化为

上三角形式

这是基于事实：对任意向量x , 可以构

造一个初等下三角阵L, 使得Lx = αe1

本节我们讨论如何求一个初等正交矩

阵，使其具有L同样的功能



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

回忆：初等变换

应用Gauss变换可以把一个矩阵约化为

上三角形式

这是基于事实：对任意向量x , 可以构

造一个初等下三角阵L, 使得Lx = αe1

本节我们讨论如何求一个初等正交矩

阵，使其具有L同样的功能



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

回忆：初等变换

应用Gauss变换可以把一个矩阵约化为

上三角形式

这是基于事实：对任意向量x , 可以构

造一个初等下三角阵L, 使得Lx = αe1

本节我们讨论如何求一个初等正交矩

阵，使其具有L同样的功能



最小二乘问题的求解

邓建松

最小二乘问题

初等正交变换

Householder变换

Givens变换

正交变换法

镜像对称向量的计算

在Rn中给定一个向量x和一张单位法向

量为w的超平面π，那么x关于π的镜像

对称向量是什么？

显然x在单位法向量上的投影向量

为(x · w)w = wwTx

所以对称向量是

x − 2wwTx = (I − 2wwT )x
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Householder变换

设w ∈ Rn满足‖w‖2 = 1. 定义n × n矩阵

H = I − 2wwT

其称为Householder变换

也称为初等反射矩阵或镜像矩阵

这一变换最早是由A.C. Aitken在1932年提出，

后由数值分析专家Alston S.

Householder在1958年应用到数值线性代数中
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后由数值分析专家Alston S.

Householder在1958年应用到数值线性代数中
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变换的性质

对称性：HT = H

正交性：HTH = I

对合性：H2 = I

反射性：对∀x ∈ Rn, Hx是x关于w的垂

直超平面span{w}⊥的镜像反射
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证明

第一条显然

后两条可由第一条导出。事实上，

HTH = H2 = (I − 2wwT )(I − 2wwT )

= I − 4wwT + 4wwTwwT = I
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证明

设x ∈ Rn写为x = u + αw , 其

中u ∈ span{w}⊥, α ∈ R

由uTw = 0, wTw = 1可得

Hx = (I − 2wwT )(u + αw)

= u + αw − 2wwTu − 2αwwTw

= u − αw
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定理

定理

设0 6= x ∈ Rn, 可以构造单位向量w ∈ Rn 使

得Householder变换H满足

Hx = αe1

其中α = ±‖x‖2
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证明

注意到

Hx = (I − 2wwT )x = x − 2(wTx)w

为使Hx = αe1, 则w应取为

w =
x − αe1
‖x − αe1‖2

当α = ±‖x‖2时，可以直接验证如此定
义的w满足定理的要求
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验证

α2 = xTx

分母为

‖x − αe1‖22
=xTx − 2αxTe1 + α2

=2(xTx − αxTe1)

分母即为2(xT − αeT1 )x , 由此易得

2(wTx)w = x − αe1
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注解

定理告诉我们，对于∀x ∈ Rn ( x 6= 0)，

我们都可以构造出Householder变换H，

使得Hx的后n − 1个分量为零

证明步骤同时告诉我们w的构造方法如

下：

计算v = x ± ‖x‖2e1
计算w = v/‖v‖2
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符号的选择

为了使变换后得到的α为正数，我们应

取v = x − ‖x‖2e1

问题：如果x是一个很接近于e1的向量，计

算v1 = x1 − ‖x‖2时会出现两个相近的数相减，
从而严重地损失有效数字

变形以避免这一问题：(x1 > 0)

v1 = x1 − ‖x‖2 =
x21 − ‖x‖22
x1 + ‖x‖2

=
−(x22 + · · ·+ x2n )

x1 + ‖x‖2
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w不需要计算

由于

H = I − 2wwT = I − 2

vTv
vvT = I − 2βvvT

其中β = 2/(vTv), 因此我们不必求出w，而只

需求出β和v , 从而避免了开方运算

在实际计算时，可以把v规范化为第一个分量

为1（第一个分量原值肯定不为零），这样可以

恰好把v的后n− 1分量放在x的后n− 1个化为零

的分量位置上
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下溢和上溢

当下溢发生时，计算机有可能把结果置为零，

这可能会出现vTv为零的情形

如果x的分量太大，那么该分量平方时，会出

现上溢

由于∀α, αv和v的单位化向量相同，因此为了

避免溢出现象的出现，我们可以用x/‖x‖∞代
替x来构造v , 这相当于在原来的v之前乘了常

数1/‖x‖∞
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化其它元素为零

Householder变换结果的形式并不需要局限

于αe1

它可以把向量中任何若干相邻的元素化为零

例如，欲在x ∈ Rn中从k + 1至j位置引入零元

素，只要定义

v = (0, . . . , 0, xk − α, xk+1, . . . , xj , 0, . . . , 0)

即可，其中α2 =
j∑

i=k

x2i
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HA的计算

应用Householder变换，主要的工作量是计算矩

阵乘法HA，其中A ∈ Rm×n, H ∈ Rm,

HA = (I − βvvT )A = A− vwT

其中w = βATv

计算w的一个元素需要n + (n − 1) + 1 = 2n 次

运算；从而计算w需要2mn次运算

计算A− vwT的一个元素需要两次运算

所以计算HA的总运算量为4mn
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Givens变换

Householder变换把一个向量中许多分量化为零

Givens变换则只是把向量中一个分量化为零

G (i , k , θ) = I + s(eie
T
k − eke

T
i )

+ (c − 1)(eie
T
i + eke

T
k )

其中c = cos θ, s = sin θ

这一变换是由Wallace Givens于上世纪五十年代

引入到数值分析领域，也称为Jacobi变

换(C.G.J. Jacobi, 1804–1851)
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G (i , k, θ)的结构

G (i , k , θ) =



1
. . .

c · · · s
...

...

−s · · · c
. . .

1


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置零时的取值

取x ∈ R, y = G (i , k , θ)x , 则

yi = cxi+sxk , yk = −sxi+cxk , yj = xj , j 6= i , k

若要yk = 0, 只要取

c =
xi√

x2i + x2k
, s =

xk√
x2i + x2k

就有yi =
√

x2i + x2k , yk = 0
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xi√

x2i + x2k
, s =

xk√
x2i + x2k

就有yi =
√

x2i + x2k , yk = 0
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旋转

从几何上看，G (i , k , θ)x是在(i , k)坐标

平面内将x按顺时针方向旋转θ角

所以Givens变换也称为平面旋转变换

Givens变换左（或右）乘矩阵A, 则它只

改变A的第i , k行（或列），其余元素保

持不变
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溢出的避免

利用c , s的定义进行计算，有可能发生

溢出

为了防止溢出，在实现时可以采用一些

小技巧，见书上算法中的描述
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正交变换与LS问题

本节讨论LS问题求解的新方法

由于2范数具有正交不变性，所以对任意正交

矩阵Q ∈ Rm×m,

‖Ax − b‖2 = ‖QT (Ax − b)‖2

从而LS问题min ‖QTAx − QTb‖2就等价于原问
题min ‖Ax − b‖2

期望通过适当选取正交矩阵Q, 使原问题转化为

较容易求解的LS问题。这就是正交变换法的基

本思想
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QR分解定理

定理

设A ∈ Rm×n (m > n), 则A有QR分解

A = Q

(
R

0

)

其中Q ∈ Rm×m是正交矩阵，R ∈ Rn×n是具

有非负对角元的上三角阵；而且

当m = n且A非奇异时，上述分解是唯一的
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证明：存在性

对n进行数学归纳法

当n = 1时这就是前一节关

于Householder 变换的定理

假设已经证明了定理对所有

的p × (n − 1)矩阵成立，p > n − 1

设A ∈ Rm×n的第一列是a1
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证明：存在性

由Householder变换定理，存在正交矩

阵Q1 ∈ Rm×m使得QT
1 a1 = ‖a1‖2e1

于是我们有

QT
1 A =

(
‖a1‖2 vT

0 A1

)
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证明：存在性

对(m − 1)× (n − 1)阶矩阵A1应用归纳

假设，有

A1 = Q2

(
R2

0

)

其中Q2是(m − 1)× (m − 1)阶正交矩

阵，R2是具有非负对角元

的(n − 1)× (n − 1) 上三角阵
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证明：存在性

令

Q = Q1

(
1 0

0 Q2

)
,R =


‖a1‖2 vT

0 R2

0 0


则Q和R满足定理的要求。存在性得证
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证明：唯一性

设m = n, A非奇异

设A = QR = Q̃R̃ , 其中Q, Q̃ ∈ Rm×m是

正交矩阵，R , R̃ ∈ Rm×m 是具有非负对

角元的上三角阵

A非奇异，所以R , R̃的对角元均为正数，

所以

Q̃TQ = R̃R−1
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证明：唯一性

上式左边是正交矩阵

上式右边是对角元均为正数的上三角阵

所以两边只能是单位阵，从而必

有Q = Q̃, R = R̃
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LS问题的正交变换法

设A ∈ Rm×n (m > n)有线性无关的列，

b ∈ Rm

A有QR分解，并且把Q分块

为Q = (Q1,Q2), 其中Q1有n 列

令

QTb =

(
QT

1

QT
2

)
b =

(
c1

c2

)
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那么

‖Ax − b‖22 = ‖QTAx − QTb‖22
= ‖Rx − c1‖22 + ‖c2‖22

x是原LS问题的解当且仅

当x是Rx = c1的解

LS问题的求解转化为很容易求解的上

三角方程组求解

问题的关键是如何实现QR分解
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QR分解的Householder方法

用Householder方法计算QR分解与不选主元

的Gauss消去法非常类似

对一般矩阵A ∈ Rm×n, 假设我们已进行

了k − 1步，得到了Householder变

换H1, . . . ,Hk−1, 使得

Ak = Hk−1 · · ·H1A =

(
A
(k)
11 A

(k)
12

0 A
(k)
22

)

其中A
(k)
11是k − 1阶上三角阵
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第k步

设A
(k)
22 = (uk , . . . , un)

在第k步中，先确定Householder变换：

H̃k = Im−k+1 − βkvkvT
k ∈ R(m−k+1)×(m−k+1)

使得H̃kuk = rkke1, 其中rkk > 0

然后计算H̃kA
(k)
22
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令Hk = diag(Ik−1, H̃k)

则我们有

Ak+1 = HkAk =

(
A
(k)
11 A

(k)
12

0 H̃kA
(k)
22

)

=

(
A
(k+1)
11 A

(k+1)
12

0 A
(k+1)
22

)

其中A
(k+1)
11 是上三角阵
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如此从k = 1出发，对A依次进

行n次Householder变换，我们就可以

将A约化为上三角阵

记R = A
(n)
11 , Q = H1 · · ·Hn, 则有

A = Q

(
R

0

)
如此得到的上三角阵R的对角元都是非

负的
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QR分解的存储

可以在A中存放Q与R

通常并不是将Q算出，而是只存放构成

它的n个Householder变换Hk

对于每个Hk , 我们只需要保存vk和βk

vk = (1, ∗, . . . , ∗)，可把除首位的1外的

元素存放在A的对角元以下位置上

βk存放在单独一个向量中
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算法的运算量为2n2(m − n/3)

当m = n时，LU分解相比于QR分解，运

算量约只有一半

其数值性态良好

对于正交阵，相互累积相乘时，结果矩阵

的元素仍是有界的

利用这一算法求解LS问题所得到的计算解通常

要比正则化方法精确得多

当然付出的代价也是不容忽视的：m� n时
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是Householder方法的两倍。但如果A稀疏，则

使用Givens变换可能会比较有效

也可以用QR分解进行特征值求解或者解线性方

程组，对病态方程组可能有效，但运算量大得

多
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计算机的存储量日益增大，计算速度迅速提高，

直接法（如Gauss消去法、平方根法）在计算机

上可以求解的线性方程组的规模也越来越大

在实际应用中，特别是偏微分方程的数值求解

时，通常遇到的就是大型稀疏线性方程组

而直接法在对矩阵进行分解的时候，会破坏矩

阵的稀疏性

寻求能够保持稀疏性的有效算法是数值线性代

数中一个重要的研究课题
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稀疏直接法：是直接法与某些稀疏矩阵

技巧有机结合的结果，利用矩阵的特

点，使得分解结果尽可能保持稀疏性

本课程只讲迭代法
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的定量刻划）

迭代有限步停止。需要对近似解进行误

差估计和舍入误差分析
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迭代法有效性

方法是否有效要看得到具有某个精度的

近似解而付出的代价如何

这通常是以运算量和存储量的要求为标

准

在这个标准下，很多时候直接法要比迭

代法好

但对大型稀疏方程组来说，迭代法更实
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则Ax = b可写为x = Bx + g , 其

中B = D−1(L + U), g = D−1b



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法

考虑非奇异线性方程组Ax = b

令A = D − L− U , 其中D为A的对角元

构成的对角阵，−L为A的下三角阵，

−U为A的上三角阵（均不含对角元）

则Ax = b可写为x = Bx + g , 其

中B = D−1(L + U), g = D−1b



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法

考虑非奇异线性方程组Ax = b

令A = D − L− U , 其中D为A的对角元

构成的对角阵，−L为A的下三角阵，

−U为A的上三角阵（均不含对角元）

则Ax = b可写为x = Bx + g , 其

中B = D−1(L + U), g = D−1b



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

迭代格式

取初始向量

x0 = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x (0)n )T

代入x = Bx + g的右边，得到新向量

x1 = Bx0 + g

再把x1代入右边，又得一个新向量x2

依此类推，我们有xk = Bxk−1 + g ,

k = 1, 2, . . .
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迭代矩阵

这就是Jacobi迭代法, 由C.G.J. Jacobi提

出

其中B称为Jacobi迭代法的迭代矩阵，

其对角元全是零

g称为Jacobi迭代法的常数项
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设A =

(
2 1

5 7

)
, b =

(
11

13

)
, x0 =

(
1

1

)

则D−1 =

(
1/2 0

0 1/7

)
, L =

(
0 0

−5 0

)
,

U =

(
0 −1

0 0

)
迭代矩阵和常数项分别为

B =

(
0 −1/2

−5/7 0

)
, g =

(
11/2

13/7

)



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

例

设A =

(
2 1

5 7

)
, b =

(
11

13

)
, x0 =

(
1

1

)

则D−1 =

(
1/2 0

0 1/7

)
, L =

(
0 0

−5 0

)
,

U =

(
0 −1

0 0

)

迭代矩阵和常数项分别为

B =

(
0 −1/2

−5/7 0

)
, g =

(
11/2

13/7

)



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

例

设A =

(
2 1

5 7

)
, b =

(
11

13

)
, x0 =

(
1

1

)

则D−1 =

(
1/2 0

0 1/7

)
, L =

(
0 0

−5 0

)
,

U =

(
0 −1

0 0

)
迭代矩阵和常数项分别为

B =

(
0 −1/2

−5/7 0

)
, g =

(
11/2

13/7

)



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

例

迭代得到

x1 =

(
5

8/7

)
≈

(
5

1.143

)
,

x2 =

(
69/14

−12/7

)
≈

(
4.929

−1.714

)

25次迭代后，得到x ≈

(
7.111

−3.222

)
, 这约等于

方程的准确解
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64/9

−29/9

)
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Jacobi迭代法代码片段

for i=1 to n

y[i]=0.0

for j=1 to n

y[i]=y[i]+B[i][j]*x[j]

y[i]=y[i]+g[i]

x=y
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Jacobi迭代法中分量计算顺序

在Jacobi迭代法中各分量的计算顺序是

没有关系的

先算哪个分量，结果都不变

我们做一下改变：在计算xk的第一个分

量用xk−1的各个分量计算，但当计

算xk的后面分量时，采用已算出的新分

量x
(k)
1 代替x

(k−1)
1 , 而其它分量仍用x

(k−1)
i



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法中分量计算顺序

在Jacobi迭代法中各分量的计算顺序是

没有关系的

先算哪个分量，结果都不变

我们做一下改变：在计算xk的第一个分

量用xk−1的各个分量计算，但当计

算xk的后面分量时，采用已算出的新分

量x
(k)
1 代替x

(k−1)
1 , 而其它分量仍用x

(k−1)
i



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法中分量计算顺序

在Jacobi迭代法中各分量的计算顺序是

没有关系的

先算哪个分量，结果都不变

我们做一下改变：在计算xk的第一个分

量用xk−1的各个分量计算，但当计

算xk的后面分量时，采用已算出的新分

量x
(k)
1 代替x

(k−1)
1 , 而其它分量仍用x

(k−1)
i



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

新代码片段

for i=1 to n

x[i]=0.0

for j=1 to n

x[i]=x[i]+B[i][j]*x[j]

x[i]=x[i]+g[i]



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

新格式

经上述改变后，我们有

xk = D−1Lxk + D−1Uxk−1 + g , k = 1, 2, . . .

这称为Gauss-Seidel迭代法，简称为G-S迭代法

如此变化，编程时存储量减少了

该格式1823年C.F. Gauss在给其学生C.L.

Gerling的信中提到，P.L. von Seidel在1874年发

表了这一方法
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迭代矩阵

如果(D − L)−1存在，那么迭代格式为

xk = (D − L)−1Uxk−1 + (D − L)−1b

我们称L1 = (D − L)−1U为G-S迭代法

的迭代矩阵, 其第一列全是零，

(D − L)−1b称为G-S迭代法的常数项

此时分量的计算次序是不能改变的
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设A =

(
16 3

7 −11

)
, b =

(
11

13

)

则(D − L)−1 =

(
1/16 0

7/176 −1/11

)
迭代矩阵和常数项分别为

L1 =

(
0 −3/16

0 −21/176

)
, g =

(
11/16

−131/176

)
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两种方法的共性

在这两种方法中，新的近似解xk是已知

近似解xk−1的线性函数，并且只

与xk−1有关，即它们都可以写为

xk = Mxk−1 + g

Jacobi迭代法：M = D−1(L + U),

g = D−1b

G-S迭代法：M = (D − L)−1U ,

g = (D − L)−1b
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如果迭代格式对任意的初始向量产生的

向量序列{xk}（称为迭代序列）都有极
限，则称该迭代格式是收敛的

否则称它是不收敛的，或者是发散的

若收敛，记迭代序列的极限为x∗, 则

有x∗ = Mx∗ + g
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迭代法与方程组的相容性

x∗是方程组(I −M)x = g的解

如果存在非奇异矩阵G ∈ Rn×n使得

G (I −M) = A, Gg = b

则迭代序列也收敛到Ax = b的解，此

时两个方程称为等价方程组，也称迭代

格式与方程组Ax = b是相容的

已有的两种格式是相容的
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误差向量

设x∗是Ax = b的解

{xk}是由相容格式xk = Mxk−1 + g产生

的迭代序列

定义yk = xk − x∗, 称为xk的误差向量

那么

yk+1 = xk+1 − x∗ = Mxk + g − (Mx∗ + g)

= Myk = Mky0
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收敛条件

对任意y0都有yk → 0（即xk → x∗）当且

仅当Mk → 0

而Mk → 0的充要条件是ρ(M) < 1

定理

解方程组Ax = b的单步线性定常迭代

法xk = Mxk−1 + g收敛的充要条件是迭代矩

阵M的谱半径小于1
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径，而与初始向量的选取和常数项无关

相同的方程组，Jacobi迭代矩阵

和G-S迭代矩阵的谱半径不一定相同，

而且无包含关系

例子: Mathematica sec4.2.1.nb
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实际计算时可以用量‖xk−1 − xk‖是否适当小来
判别迭代法是否应该终止

若‖M‖ = 0.9, ‖xk−1 − xk‖ = 10−8,

则‖xk − x∗‖ 6 9× 10−8

若‖M‖很接近1, 则不能断定精度

实际一般应用1范数和∞范数：容易计算
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分析

Jacobi迭代法的迭代矩阵B容易得到，

因此前面的判别法基本令人满意

G-S迭代法中的迭代矩阵需要

求L1 = (D − L)−1U , 不太容易得到

因此我们需要给出一些辅助判别

能否从B的性质判断L1的性质？

能否直接利用A的性质进行判断？
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µk
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得‖L1‖∞ = ‖L1x‖∞

令y = L1x , |yi | = ‖y‖∞
根据L1 = (D − L)−1U的定义，我们

有y = D−1Ly + D−1Ux

由于B = D−1L + D−1U , 所

以D−1L为B的下三角部分，

D−1U为B的上三角部分
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‖B‖1与ρ(L1)

定理

若‖B‖1 < 1, 则ρ(L1) 6 ‖B‖1 < 1, 而且

由G-S迭代法所得近似解xk与准确解x∗满足

‖xk − x∗‖1 6
µ̃k

(1− µ̃)(1− s)
‖x1 − x0‖1

其中s = max
j

n∑
i=j+1

|bij |, 这是B的下三角

阵D−1L的1范数
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(D − L)−1U = (I − D−1L)−1(D−1U(I − D−1L)−1)(I − D−1L)
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类似∞范数时的情况可
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实际上，令C = BT . ‖B‖1 < 1 =⇒ ‖C‖∞ < 1

C的下三角部分为(D−1U)T = UTD−1, 上三角

部分为(D−1L)T = LTD−1

L̃T1 = (D−1U(I − D−1L)−1)T =

(I − LTD−1)−1UTD−1

L̃T1 x = y =⇒ y = LTD−1y + UTD−1x
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误差估计的证明

由G-S迭代法的格式，可得

xk−xk−1 = D−1L(xk−xk−1)+D−1U(xk−1−xk−2)

分量表示即为

x
(k)
i − x

(k−1)
i =

i−1∑
j=1

bij(x
(k)
j − x

(k−1)
j )

+
n∑

j=i+1

bij(x
(k−1)
j − x

(k−2)
j )
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两边取绝对值后对i求和，再交换求和顺序
n∑

i=1

∣∣∣x (k)
i − x

(k−1)
i

∣∣∣ 6 n∑
i=1

(
i−1∑
j=1

|bij |
∣∣∣x (k)

j − x
(k−1)
j

∣∣∣
+

n∑
j=i+1

|bij |
∣∣∣x (k−1)

j − x
(k−2)
j

∣∣∣)

6
n∑

j=1

(
n∑

i=j+1

|bij |
∣∣∣x (k)

j − x
(k−1)
j

∣∣∣
+

j−1∑
i=1

|bij |
∣∣∣x (k−1)

j − x
(k−2)
j

∣∣∣)
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i=1

∣∣∣x (k)
i − x

(k−1)
i

∣∣∣ 6 n∑
j=1

(
ũj

∣∣∣x (k)
j − x

(k−1)
j

∣∣∣
+ ˜̀

j
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j − x

(k−2)
j
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如果A是对称的，而且对角元全是正数，
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是A和2D − A都正定
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若系数矩阵A是具有正对角元的对称矩阵，G-S迭代

法对任意初值收敛，则A必是正定的
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超松弛迭代法

迭代格式
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y1

y2

)
=

(
f1

f2

)

如此我们可以先求解r阶方程组A11y1 = f1, 得

到y1, 代入A12y1 + A22y2 = f2 后就可以解出y2
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可约矩阵的等价定义

设A为n (n > 2)阶方阵，

W = {1, . . . , n}. 如果存在W的两个非
空的子集S和T满足

S ∪ T =W ,S ∩ T = ∅
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下述三对角阵为不可约对角占优矩阵
2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2


弱严格对角占优矩阵，有可能一行全是零；而

不可约对角占优，就排除了这种情形，从而任

意对角元非零
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可约对角占优的，矩阵有可能奇异： 1 1 0

1 1 0

1 1 3


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严格对角占优情形的证明

若A奇异，则Ax = 0有非零解x . 不妨

设|xi | = ‖x‖∞ = 1, 则有

|aii | = |aiixi | =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1,j 6=i

aijxj

∣∣∣∣∣∣ 6
n∑

j=1,j 6=i

|aij |

这与A严格对角占优矛盾
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不可约对角占优情形的证明

同样，若A奇异，则存在x满

足‖x‖∞ = 1使得Ax = 0

定义S = {i : |xi | = 1},
T = {k : |xk | < 1}

显然S ∪T =W , S ∩T = ∅, 而且S非空
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T为空集

假设T为空集

那么x的各分量的绝对值均为1，从

而∀i ∈ S,

|aii | 6
n∑

j=1,j 6=i

|aij |
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若A是严格对角占优的或者不可约对角占优

的对称矩阵，且A的对角线元素均为正数，

则A正定
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些，所以A− λI和A一样是严格对角占优或者不

可约对角占优的，从而是非奇异的，这

与λ为A的特征值矛盾
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假设Jacobi迭代法的迭代矩阵B的某个
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占优的或者不可约对角占优的，从而非
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由于λI − B = D−1(λD − L− U), 所
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证明：G-S迭代

G-S迭代法的迭代矩阵L1 = (D − L)−1U

λI − L1 = (D − L)−1(λD − λL− U)

D − L是可逆的

若|λ| > 1, 则λD − λL− U也是严格对

角占优的，或者不可约对角占优的，从

而是可逆的

这就证明了G-S迭代法收敛



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

证明：G-S迭代

G-S迭代法的迭代矩阵L1 = (D − L)−1U

λI − L1 = (D − L)−1(λD − λL− U)

D − L是可逆的

若|λ| > 1, 则λD − λL− U也是严格对

角占优的，或者不可约对角占优的，从

而是可逆的

这就证明了G-S迭代法收敛



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

证明：G-S迭代

G-S迭代法的迭代矩阵L1 = (D − L)−1U

λI − L1 = (D − L)−1(λD − λL− U)

D − L是可逆的

若|λ| > 1, 则λD − λL− U也是严格对

角占优的，或者不可约对角占优的，从

而是可逆的

这就证明了G-S迭代法收敛



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

证明：G-S迭代

G-S迭代法的迭代矩阵L1 = (D − L)−1U

λI − L1 = (D − L)−1(λD − λL− U)

D − L是可逆的

若|λ| > 1, 则λD − λL− U也是严格对

角占优的，或者不可约对角占优的，从

而是可逆的

这就证明了G-S迭代法收敛



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

证明：G-S迭代

G-S迭代法的迭代矩阵L1 = (D − L)−1U

λI − L1 = (D − L)−1(λD − λL− U)

D − L是可逆的

若|λ| > 1, 则λD − λL− U也是严格对

角占优的，或者不可约对角占优的，从

而是可逆的

这就证明了G-S迭代法收敛



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

平均收敛速度

单步线性定常迭代法：xk = Mxk−1 + g

误差向量yk = xk − x∗满足yk = Mky0, 从而有

‖yk‖ 6 ‖Mk‖‖y0‖

初始误差‖y0‖一般不知道，通常用‖Mk‖的大小
刻画迭代法收敛的速度

定义Rk(M) =
− ln ‖Mk‖

k
为k次迭代的平均收敛

速度
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设Rk = Rk(M) > 0, 数量

σ =

(
‖yk‖
‖y0‖

)1/k

≈ ‖Mk‖1/k = e−Rk

就表示误差范数在k次迭代中平均每次

迭代所缩减的比例因子
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‖Mk‖2 = (ρ(M))k

所以Rk(M) = − ln ρ(M), 这是与k无关

的量

但在一般情况下，Rk是依赖于k的，这

时计算Rk就非常复杂
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如果两个迭代矩阵G和H满

足Rk(H) > Rk(M) > 0, 我们就说，对

于k次迭代来讲，对应于H的迭代法比

对应于G的迭代法的收敛速度快

有可能对某些k , Rk(G ) < Rk(H), 而对

另一些k , Rk(G ) > Rk(H)

所以我们考虑k →∞时Rk(M)的极限
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为了刻画整个迭代过程的收敛速度，我们定义

R∞(M) = lim
k→∞

Rk(M)

这称为渐近收敛速度

我们有

定理

R∞(M) = − ln ρ(M)

定理的成立不依赖于范数的选取
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‖Mk‖1/k = ρ(M) 即可

因为(ρ(M))k = ρ(Mk) 6 ‖Mk‖, 所
以ρ(M) 6 ‖Mk‖1/k

另一方面，对∀ε > 0, 考虑矩阵

Bε =
1

ρ(M) + ε
M

显然ρ(Bε) < 1
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为了具体说明迭代法的收敛速度，我们考虑用

五点差分格式求解[0, 1]2上的Poisson方程第一

边值问题 4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= −f (x , y), (x , y) ∈ (0, 1)2

u|Γ = 0

这里Γ表示正方形定义域的边界
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∂2u

∂x2

∣∣∣∣
(xi ,yj )

=
1

h2
(ui−1,j − 2ui ,j + ui+1,j) + O(h2)

∂2u

∂y 2

∣∣∣∣
(xi ,yj )

=
1

h2
(ui ,j−1 − 2ui ,j + ui ,j+1) + O(h2)

代替二阶偏微分，这里ui ,j = u(xi , yj)
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矩阵形式

如此得到方程组
4ui ,j − (ui+1,j + ui−1,j + ui ,j+1 + ui ,j−1) = h2fij

i , j = 1, . . . , n − 1

ui ,0 = ui ,n = u0,j = un,j = 0, i , j = 0, . . . , n

写成矩阵形式：

Tn−1U + UTn−1 = h2F ,

其中U = (ui ,j), F = (fij), Tn−1为n − 1阶三对角

矩阵矩阵，主对角元素为2, 上下次对角元素

为−1
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其中U = (ui ,j), F = (fij), Tn−1为n − 1阶三对角
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矩阵拉直：自然顺序排列

为了得到通常的Ax = b形式的线性方程组，我

们对U和F中的元素进行“拉直”：先按j由小到

大排列，j相同的按i由小到大排列

如此我们得到方程组

Au = h2f

其中向量u和f是矩阵U和F拉直的结果
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系数矩阵A

A =


Tn−1 + 2In−1 −In−1

−In−1
. . . . . .
. . . . . . −In−1

−In−1 Tn−1 + 2In−1


A是(n − 1)2阶块三对角阵，五条对角线上有非

零元；它也是不可约对角占优的对称正定阵

每个对角元的左、右各有两个非零元素，据离

对角元远近，分别对应对角元上下和左右邻居
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A的特征值和特征向量

Tn−1的特征值为λj = 2− 2 cos
jπ

n
, 对应的单位

特征向量为

zj =

(√
2

n
sin

jπ

n
,

√
2

n
sin

2jπ

n
, . . . ,

√
2

n
sin

(n − 1)jπ

n

)T

利用“拉直”操作，可以证明A的特征值

为λpq = λp + λq, 对应特征向量为zpz
T
q “拉直”的

结果
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Jacobi迭代法

针对上述模型问题，Jacobi迭代法的迭代矩阵

为B = D−1(L + U) = I − 1

4
A

B的对角元为0，其左右分别有两个非零元素

（值为1/4），对应于对角元的左右和上下邻居

所以迭代格式为

u
(k)
ij =

1

4

(
u

(k−1)
i+1,j + u

(k−1)
i−1,j + u

(k−1)
i ,j+1 + u

(k−1)
i ,j−1

)
+

h2

4
fij ,

ui0 = uin = u0j = unj = 0, i , j = 1, . . . , n − 1
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R∞(B) ∼ 1

2
π2h2



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法的渐近收敛速度

B的特征值为µpq = 1− 1

4
λpq

从而若µ为B的特征值，则−µ也是B的特

征值

所以ρ(B) = cos
π

n
= cos hπ, 从而可知渐近收敛

速度为

R∞(B) = − ln ρ(B) = − ln cos hπ

从而当h→ 0时，我们有

R∞(B) ∼ 1

2
π2h2



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法的渐近收敛速度

B的特征值为µpq = 1− 1

4
λpq

从而若µ为B的特征值，则−µ也是B的特

征值

所以ρ(B) = cos
π

n
= cos hπ, 从而可知渐近收敛

速度为

R∞(B) = − ln ρ(B) = − ln cos hπ

从而当h→ 0时，我们有

R∞(B) ∼ 1

2
π2h2



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

Jacobi迭代法的渐近收敛速度

B的特征值为µpq = 1− 1

4
λpq

从而若µ为B的特征值，则−µ也是B的特

征值

所以ρ(B) = cos
π

n
= cos hπ, 从而可知渐近收敛

速度为

R∞(B) = − ln ρ(B) = − ln cos hπ

从而当h→ 0时，我们有

R∞(B) ∼ 1

2
π2h2



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

B对应的特征值问题

我们这里要基于B的特征值问题给出L1的特征

值

B的特征值问题为Bη = µη

回忆：B的对角元全是零，每个对角元的左、

右各有两个非零元素（值为1/4）, 所以采用二

重指标表示B对应的特值问题为 µηij =
1

4
(ηi+1,j + ηi−1,j + ηi ,j+1 + ηi ,j−1)

ηi0 = ηin = η0j = ηnj = 0



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

B对应的特征值问题

我们这里要基于B的特征值问题给出L1的特征

值

B的特征值问题为Bη = µη

回忆：B的对角元全是零，每个对角元的左、

右各有两个非零元素（值为1/4）, 所以采用二

重指标表示B对应的特值问题为 µηij =
1

4
(ηi+1,j + ηi−1,j + ηi ,j+1 + ηi ,j−1)

ηi0 = ηin = η0j = ηnj = 0



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

B对应的特征值问题

我们这里要基于B的特征值问题给出L1的特征

值

B的特征值问题为Bη = µη

回忆：B的对角元全是零，每个对角元的左、

右各有两个非零元素（值为1/4）, 所以采用二

重指标表示B对应的特值问题为 µηij =
1

4
(ηi+1,j + ηi−1,j + ηi ,j+1 + ηi ,j−1)

ηi0 = ηin = η0j = ηnj = 0



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

L1对应的特征值问题

L1对应的特征值问题为

L1ξ = λξ → λDξ = λLξ + Uξ

所以采用二重指标表示L1的特征值问题为 λξij =
1

4
(λξi−1,j + λξi ,j−1 + ξi ,j+1 + ξi+1,j)

ξi0 = ξin = ξ0j = ξnj = 0



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

L1对应的特征值问题

L1对应的特征值问题为

L1ξ = λξ → λDξ = λLξ + Uξ

所以采用二重指标表示L1的特征值问题为 λξij =
1

4
(λξi−1,j + λξi ,j−1 + ξi ,j+1 + ξi+1,j)

ξi0 = ξin = ξ0j = ξnj = 0



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

设λ 6= 0, 作变换ξij = λ(i+j)/2ηij 得

λ1+ i+j
2 ηij =

1

4

(
λ1+(i+j−1)/2ηi−1,j + λ1+(i+j−1)/2ηi ,j−1

+λ(i+j+1)/2ηi+1,j + λ(i+j+1)/2ηi ,j+1

)
=

1

4
λ

i+j+1
2 (ηi−1,j + ηi ,j−1 + ηi+1,j + ηi ,j+1)

由边值为零，可知若λ是L1的非零特征值当且

仅当λ1/2是B的非零特征值

因此L1的特征值非负
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从而我们可知

R∞(L1) = − ln ρ(L1) = −2 ln ρ(B) ∼ π2h2,

h→ 0

这说明G-S迭代法的渐近收敛速度是Jacobi迭代

法的渐近收敛速度的两倍
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它是G-S迭代法的引申和推广

也可以看作是G-S迭代法的加速
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最佳收弛因子
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迭代格式的重新认识

在迭代格式中令xk+1 − xk = ∆x ,

即xk+1 = xk + ∆x

这可以看作是在向量xk上加上修正

项∆x得到xk+1

对于已有的迭代格式，∆x是由格式完

全确定的

我们可以在修正项的前面加上一个参

数ω以得到松弛迭代格式
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术语

ω叫做松弛因子

当ω > 1时，对应的格式叫做超松弛迭

代法，简记为SOR迭代法

SOR — Successive Over–Relaxation

当ω < 1时，对应的格式叫做低松弛迭

代法

当ω = 1时，对应的格式就是G-S迭代法
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迭代矩阵

如果(I − ωD−1L)−1存在，松弛迭代格式可以写

为

xk+1 = Lωxk + ω(D − ωL)−1b

其中

Lω = (D − ωL)−1((1− ω)D + ωU)

称为松弛迭代格式的迭代矩阵

注意：(D − ωL)−1为下三角矩阵，

((1− ω)D + ωU为上三角矩阵
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SOR迭代法收敛的充分必要条件是

ρ(Lω) < 1

定理

SOR迭代法收敛的必要条件是0 < ω < 2

第一个定理显然。下面证明第二个定理
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0 < ω < 2的证明

迭代法收敛，所以ρ(Lω) < 1

若λi为Lω的n个特征值，则

| det Lω| = |λ1 · · ·λn| < 1

注意到

Lω = (I − ωD−1L)−1((1− ω)I + ωD−1U),

det((1− ω)I + ωD−1U) = (1− ω)n,

det(I − ωD−1L)−1 = 1



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

0 < ω < 2的证明

迭代法收敛，所以ρ(Lω) < 1

若λi为Lω的n个特征值，则

| det Lω| = |λ1 · · ·λn| < 1

注意到

Lω = (I − ωD−1L)−1((1− ω)I + ωD−1U),

det((1− ω)I + ωD−1U) = (1− ω)n,

det(I − ωD−1L)−1 = 1



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

0 < ω < 2的证明

迭代法收敛，所以ρ(Lω) < 1

若λi为Lω的n个特征值，则

| det Lω| = |λ1 · · ·λn| < 1

注意到

Lω = (I − ωD−1L)−1((1− ω)I + ωD−1U),

det((1− ω)I + ωD−1U) = (1− ω)n,

det(I − ωD−1L)−1 = 1



线性方程组的古典迭

代解法

邓建松

单步线性定常迭代法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

形式推广

收敛性理论

收敛的充要条件

收敛的充分条件及误差估计

Jacobi迭代法和G-S迭代法的收

敛性

收敛速度

平均收敛速度和渐近收敛速度

模型问题

Jacobi迭代法和G-S迭代法的渐

近收敛速度

超松弛迭代法

迭代格式

收敛性分析

最佳收弛因子

渐近收敛速度

从而有

| det Lω| = |(1− ω)n| < 1

即|1− ω| < 1, 也就是0 < ω < 2

这个结果说明，要使SOR迭代法收敛，必须选

取收敛因子ω ∈ (0, 2)
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证明

设λ是Lω的任一特征值（可以是复数），x为对

应的特征向量，则(注意LT = U)

((1− ω)D + ωLT )x = λ(D − ωL)x

左乘x的共轭转置向量x∗:

x∗((1− ω)D + ωLT )x = λx∗(D − ωL)x

令x∗Dx = δ, x∗Lx = α + iβ, 则

有x∗LTx = α− iβ
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我们有

(1− ω)δ + ω(α− iβ) = λ(δ − ω(α + iβ))

两边取模得到

|λ|2 =
((1− ω)δ + ωα)2 + ω2β2

(δ − ωα)2 + ω2β2

右侧的分子和分母相减，得

到ωδ(δ − 2α)(ω − 2)

当A正定时δ > 0, δ − 2α = x∗Ax > 0, 所以

当0 < ω < 2时|λ| < 1, 即SOR迭代法收敛
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SOR迭代法的谱半径依赖于ω

如何选取恰当的ω, 从而使得收敛速度最快？

为此我们考虑特征值问题Lωx = λx , 即

((λ− 1 + ω)D − λωL− ωU)x = 0

回忆：Lω的所有特征值相乘等于(1− ω)n, 所以

当ω 6= 1时无零特征值
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仍是那个模型问题

对于模型问题，上述问题为

(λ + ω − 1)uij =
ω

4
(λui−1,j + λui ,j−1 + ui+1,j + ui ,j+1)

ui0 = uin = u0j = unj = 0,

下面分两步讨论问题：

B与Lω的特征值之间的关系

ρ(Lω)随ω变化的情况
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(λ + ω − 1)2 = µ2ω2λ

确定的两个µ都是B的特征值；反之亦然
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为0和µ2
i

回忆：若µ是B的特征值，则−µ也是B的特征值
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为了研究ρ(Lω)随ω的变化，我们考虑

M(ω, µ) = max(|λ+(ω, µ)|, |λ−(ω, µ)|)

分析细节忽略

结论：随着ω从0开始增加，ρ(Lω)减少，直至

ω =
2

1 +
√

1− ρ(B)2

时ρ(Lω)达到极小，然后开始变大。这个ω称

为最佳松弛因子
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当ω取上述最佳松弛因子时，我们有

R∞(Lω) = − ln ρ(Lω)

= − ln
1−

√
1− ρ(B)2

1 +
√

1− ρ(B)2

= − ln
1− sin hπ

1 + sin hπ
∼ 2hπ, h→ 0

SOR迭代法要比Jacobi迭代法和G-S迭代法快得

多！
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松弛迭代法的局限性

SOR迭代法中如能取得最佳松弛因子，算法的

效率会得到数量级上的提高

而最佳松弛因子只在系数矩阵具有较好性质时

才有可能找到

而且上节在计算最佳松弛因子时，还用到了对

应的Jacobi迭代矩阵的谱半径
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共轭梯度法

这是一种不需要确定任何参数的求解对称正定

线性方程组的方法

它是上世纪50年代初期由M.R. Hestenes和E.

Stiefel首先提出的

自后得到了长足的发展，成为求解大型稀疏线

性方程组最受欢迎的一类方法

它也是求解大型非线性优化问题的主要方法之

一
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线性方程组与对应的二次泛函

设A为对称正定矩阵

考虑线性方程组Ax = b的求解

为此我们定义二次函数

ϕ(x) = xTAx − 2bTx
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定理

定理

设A对称正定，求方程组Ax = b的解等价于

求二次函数ϕ(x)的极小值点
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定理证明

直接计算可得

∂ϕ

∂xi
= 2(ai1x1 + · · ·+ ainxn)− 2bi

所以

∇ϕ(x) = 2(Ax − b)

若ϕ(x)在某点x∗达到极小，则必有∇ϕ(x∗) = 0,

从而Ax∗ = b

若x∗是Ax = b的解，而ϕ(x)的Hessian阵是A, 对

称正定，从而x∗是ϕ(x) 的极小值点
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从而Ax∗ = b

若x∗是Ax = b的解，而ϕ(x)的Hessian阵是A, 对

称正定，从而x∗是ϕ(x) 的极小值点
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求解方法：盲人下山

为了求解线性方程组，我们可以计算二

次函数ϕ(x)的极小值

为了求二次函数的极小值，我们可以模

拟盲人下山：先任意给定一个初始

点x0, 确定一个下山的方向p0, 沿着经过

点x0而方向为p0的直线x = x0 + αp0上

找一点x1使ϕ(x)达到极小
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重复：迈更多步

第一步走到x1

然后在x1点，再找一个下山的方向p1, 沿直

线x = x1 + αp1再跨出一步

......

这样就得到一串参数αi和方向pi .

pi称为搜索方向，αk为步长

不同的确定搜索方向和步长的方法，就得出不

同的算法
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步长的确定

设xk已确定，下山方向pk也确定

任务：在直线x = xk + αpk上确定αk使

得ϕ(x)在xk+1 = xk + αkpk处达到极小

令f (α) = ϕ(xk + αpk), 则

f (α) = (xk + αpk)
TA(xk + αpk)− 2bT (xk + αpk)

= α2pTk Apk − 2αrTk pk + ϕ(xk)

其中rk = b − Axk为ϕ(x)在x = xk的负梯度方向
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求导确定αk

计算f (α)的导数：

f ′(α) = 2αpTk Apk − 2rTk pk

令f ′(α) = 0即得αk =
rTk pk
pTk Apk

, 由此算出xk+1

验证:

ϕ(xk+1)− ϕ(xk) = α2
kp

T
k Apk − 2αkr

T
k pk

= −(rTk pk)
2

pTk Apk

因此只要rTk pk 6= 0, 我们就有ϕ(xk+1) < ϕ(xk)
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新到达点原搜索方向与新梯度

方向垂直

在第k步确定了搜索方向pk后，按照前述公式

确定步长αk , 那么到达了新点xk+1 = xk + αkpk

显然pk与等值线ϕ(x) = ϕ(xk+1)相切于

点x = xk+1

rk+1 = b − Axk+1是上述等值线在x = xk+1处的

法向量

所以rTk+1pk = 0

后面我们用代数方法证明更一般性的结论
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收敛性分析

下山方向的确定：最速下降法

ϕ(x)增加最快的方向是梯度方向

因此负梯度方向应该是ϕ(x)减小最快的

方向

所以我们取pk为负梯度方向

rk = b − Axk
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收敛定理的准备：一个引理

引理

设A的特征值为0 < λ1 6 · · · 6 λn, P(t)是一

个关于t的多项式，则对∀x ∈ Rn

‖P(A)x‖A 6 max
16i6n

|P(λi)|‖x‖A

其中‖x‖A =
√
xTAx
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引理的证明

取由A对应于λ1, . . . , λn的特征向量y1, . . . , yn，

其构成Rn的一组标准正交基

对任意x ∈ Rn, x =
n∑

i=1

βiyi , 从而有

xTP(A)AP(A)x =

(
n∑

i=1

βiP(λi )yi

)T

A

(
n∑

i=1

βiP(λi )yi

)

=
n∑

i=1

λiβ
2
i P

2(λi ) 6 max
16i6n

P2(λi )
n∑

i=1

λiβ
2
i

= max
16i6n

P2(λi )x
TAx
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i P
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设A的特征值为0 < λ1 6 · · · 6 λn, 则由最速

下降法产生的序列{xk}满足

‖xk − x∗‖A 6

(
λn − λ1
λn + λ1

)k
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其中x∗ = A−1b
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展开(x − x∗)
TA(x − x∗)，并利用Ax∗ = b可得

ϕ(x) + xT∗ Ax∗ = (x − x∗)
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根据xk的构造方法，我们有

ϕ(xk) 6 ϕ(xk−1 + αrk−1), ∀α ∈ R

所以

(xk − x∗)
TA(xk − x∗)
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TA(xk−1 + αrk−1 − x∗)
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取Pα(t) = 1− αt, 则由引理对∀α ∈ R有

‖xk − x∗‖A 6 ‖Pα(A)(xk−1 − x∗)‖A
6 max

16i6n
|Pα(λi)|‖xk−1 − x∗‖A

根据Chebyshev多项式的性质，

min
α

max
λ16t6λn

|1− αt|

应在1− αλ1与1− αλn互为相反数时达到，此
时α =

2

λ1 + λn
, 极值为

λn − λ1
λn + λ1
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注解

上述定理表明，从任一初始向量x0出发，由最

速下降法产生的点列总是收敛到方程组的解

收敛速度由(λn − λ1)/(λn + λ1)的大小决定的

最速下降法简单易实现，而且可以充分利

用A的稀疏性，但在λ1 � λn时速度变得非常之

慢

在求解线性方程组时很少用它，但它的想法很

重要，并且在非线性优化求解中有大量的应用

和拓展

n = 1的最速下降法是何样的？n = 2时的图示？
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共轭梯度法的动机

从局部来看，负梯度方向确实是最佳的下山方

向

但从整体看看，它并非最佳：迭代得到的各点

连线具有明显的锯齿形状

我们要寻找更好的下山方向，而且在方向寻找

上付出的代价不要太大
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共轭梯度法的计算过程

给定初始点x0, 第一步仍然选负梯度方向为下

山方向，即p0 = r0, 于是有

α0 =
rT0 r0
rT0 Ar0

, x1 = x0 + α0p0, r1 = b − Ax1

在第k + 1(k > 1)步，下山方向不再简单地取rk ,

而是在过点xk由向量rk , pk−1所张成的二维平

面π2内找出使函数ϕ下降最快的方向作为pk

注意：rk ⊥ pk−1
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新下山方向的计算

考虑ϕ在π2上的限制：

ψ(ξ, η) = ϕ(xk + ξrk + ηpk−1)

= (xk + ξrk + ηpk−1)
TA(xk + ξrk + ηpk−1)

− 2bT (xk + ξrk + ηpk−1)

分别对ξ, η求偏导，得到局部下降最快的方向

实际上直接求出的是在π2中达到最小值的

点
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新下山方向的计算

求偏导：

∂ψ

∂ξ
= 2rTk A(xk + ξrk + ηpk−1)− 2bT rk

= 2(ξrTk Ark + ηrTk Apk−1 − rTk rk)

∂ψ

∂η
= 2pTk−1A(xk + ξrk + ηpk−1)− 2bTpk−1

= 2(ξrTk Apk−1 + ηpTk−1Apk−1)

这里利用了rTk pk−1 = 0
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由此得唯一极值点x̃ = xk + ξ0rk + η0pk−1, 其

中ξ0和η0满足{
ξ0r

T
k Ark + η0r

T
k Apk−1 = rTk rk

ξ0r
T
k Apk−1 + η0p

T
k−1Apk−1 = 0

由上式可知若rk 6= 0, 则必有ξ0 6= 0 (为什么？

)因此可取新的下山方向为

pk =
1

ξ0
(x̃ − xk) = rk +

η0
ξ0
pk−1

η0是否可以等于0呢？
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)因此可取新的下山方向为

pk =
1

ξ0
(x̃ − xk) = rk +

η0
ξ0
pk−1

η0是否可以等于0呢？
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令βk−1 = η0/ξ0, 则由ξ0和η0满足的第二个方程

可知

βk−1 = −
rTk Apk−1
pTk−1Apk−1

如此确定的pk满足

pTk Apk−1 =

(
rk −

rTk Apk−1
pTk−1Apk−1

pk−1

)T

Apk−1 = 0

即pk与pk−1是关于A相互共轭的
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公式初步梳理

pk确定以后，可以采用前面的方法确定αk

总结公式为

αk =
rTk pk
pTk Apk

, xk+1 = xk + αkpk

rk+1 = b − Axk+1

βk = −
rTk+1Apk

pTk Apk
, pk+1 = rk+1 + βkpk



共轭梯度法

邓建松

基本框架

步长的确定

最速下降法

共轭梯度法及其基本

性质

共轭梯度法

基本性质

实用共轭梯度法及其

收敛性

实用共轭梯度法

收敛性分析

公式初步梳理

pk确定以后，可以采用前面的方法确定αk

总结公式为

αk =
rTk pk
pTk Apk

, xk+1 = xk + αkpk

rk+1 = b − Axk+1

βk = −
rTk+1Apk

pTk Apk
, pk+1 = rk+1 + βkpk



共轭梯度法

邓建松

基本框架

步长的确定

最速下降法

共轭梯度法及其基本

性质

共轭梯度法

基本性质

实用共轭梯度法及其

收敛性

实用共轭梯度法

收敛性分析

rk+1的简化

根据rk+1的定义，

rk+1 = b − Axk+1 = b − A(xk + αkpk)

= rk − αkApk

Apk在计算αk时已求出，所以计算rk+1时就可以

用上述递推公式得到

由上式可得

Apk =
1

αk
(rk − rk+1)
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αk和βk的简化

注意等式（证明后面给出）

rTk rk+1 = rTk pk−1 = rTk+1pk = 0, k = 1, 2, . . .

从而我们有

rTk+1Apk =
1

αk
rTk+1(rk − rk+1) = −

1

αk
rTk+1rk+1

pTk Apk =
1

αk
pTk (rk − rk+1) =

1

αk
pTk rk

=
1

αk
rTk (rk + βk−1pk−1) =

1

αk
rTk rk
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αk和βk的简化

回忆：

αk =
rTk pk
pTk Apk

βk = −
rTk+1Apk

pTk Apk

对αk的分式进行简化；并且把前页两

式相除，可对βk进行简化：

αk =
rTk rk
pTk Apk

βk =
rTk+1rk+1

rTk rk
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基本性质

由共轭梯度法得到的向量组{ri}和{pi}具有下面的性
质：

1 pTi rj = 0, 0 6 i < j 6 k

2 rTi rj = 0, i 6= j , 0 6 i , j 6 k

3 pTi Apj = 0, i 6= j , 0 6 i , j 6 k

4 定义K(A, r0, k + 1) = span{r0,Ar0, . . . ,Akr0}，
称为Krylov子空间，则span{r0, . . . , rk} =
span{p0, . . . , pk} = K(A, r0, k + 1)
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k = 1时性质的证明

对k进行归纳证明

当k = 1时，因为

p0 = r0, r1 = r0 − α0Ap0, p1 = r1 + β0p0,

pT0 r1 = rT0 r1 = rT0 (r0 − α0Ar0)

= rT0 r0 − α0r
T
0 Ar0 = 0,

pT1 Ap0 = (r1 + β0r0)
TAr0

= rT1 Ar0 −
rT1 Ar0
rT0 Ar0

rT0 Ar0 = 0

所以性质成立
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性质(1)

假设性质在k时成立，我们证明在k + 1时也成立

1 由于rk+1 = rk − αkApk以及归纳假设，我们有

pTi rk+1 = pTi rk − αkp
T
i Apk = 0, 0 6 i 6 k − 1

又由于

pTk rk+1 = pTk rk −
pTk rk
pTk Apk

pTk Apk = 0

所以性质(1)在k + 1时成立



共轭梯度法

邓建松

基本框架

步长的确定

最速下降法

共轭梯度法及其基本

性质

共轭梯度法

基本性质

实用共轭梯度法及其

收敛性

实用共轭梯度法

收敛性分析

性质(2)

2 由归纳假设

span{r0, . . . , rk} = span{p0, . . . , pk}

则由性质(1)可知rk+1与上述空间正交，从而性

质(2)在k + 1时成立
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性质(3)

3 根据归纳假设，当i = 0, 1, . . . , k − 1时

pTi Apk+1 = pTi A(rk+1 + βkpk) = rTk+1Api

=
1

αi
rTk+1(ri − ri+1) = 0

pTk+1Apk = (rk+1 + βkpk)
TApk

= rTk+1Apk −
rTk+1Apk

pTk Apk
pTk Apk = 0

所以性质(3)成立



共轭梯度法

邓建松

基本框架

步长的确定

最速下降法

共轭梯度法及其基本

性质

共轭梯度法

基本性质

实用共轭梯度法及其

收敛性

实用共轭梯度法

收敛性分析

性质(4)

4 由归纳假设可知

rk , pk ∈ K(A, r0, k + 1) = span{r0,Ar0, . . . ,Akr0}

于是

rk+1 = rk − αkApk ∈ K(A, r0, k + 2),

pk+1 = rk + βkApk ∈ K(A, r0, k + 2),

而根据性质(2),(3), r0, . . . , rk+1和p0, . . . , pk+1都

是线性无关的，所以性质(4)成立
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Krylov子空间

前述性质表明，向量

组r0, . . . , rk和p0, . . . , pk分别是Krylov子

空间K(A, r0, k + 1)的正交基和共轭正交

基

所以采用共轭梯度法至多n步就得到方

程组的解x∗

理论上讲，共轭梯度法是直接法
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精度估计

定理

用共轭梯度法计算得到的近似解xk满足

ϕ(xk) = min{ϕ(x) : x ∈ x0 +K(A, r0, k)}

或者等价地表示为

‖xk−x∗‖A = min{‖x−x∗‖A : x ∈ x0+K(A, r0, k)}
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定理证明

由ϕ(x) + xT∗ Ax∗ = (x − x∗)
TA(x − x∗)可知要证

的两式是等价的。下面只证第二式成立

假设共轭梯度法计算到`步出现r` = 0, 那么有

x∗ = x` = x`−1 + α`−1p`−1

= x`−2 + α`−2p`−2 + α`−1p`−1

= · · · · · ·

= x0 + α0p0 + α1p1 + · · ·+ α`−1p`−1
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而对计算过程中任一步k < `, 我们有

xk = x0 +
k−1∑
j=0

αjpj ∈ x0 +K(A, r0, k)

设x ∈ x0 +K(A, r0, k)为任一向量，则x有表示

x = x0 +
k−1∑
j=0

γjpj

于是

x∗ − x =
k−1∑
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(αj − γj)pj +
`−1∑
j=k

αjpj
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而x∗ − xk =
∑̀
j=k

αjpj , 根据共轭梯度法的性

质(3)可得

‖x∗ − x‖2A =

∥∥∥∥∥
k−1∑
j=0

(αj − γj)pj

∥∥∥∥∥
2

A

+

∥∥∥∥∥
`−1∑
j=k

αjpj

∥∥∥∥∥
2

A

>

∥∥∥∥∥
`−1∑
j=k

αjpj

∥∥∥∥∥
2

A

= ‖x∗ − xk‖2A
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实用共轭梯度法

共轭梯度法在理论上确保至多n步得到方程组

的精确解

在实际使用时由于误差的存在，使得rk之间的

正交性很快损失，所以有限步终止性不再成立

而且在实际应用中，由于n一般很大，迭代n次

迭代所耗费的计算时间令人无法接受

所以通常仍把共轭梯度法作为一种迭代法使

用，当‖rk‖足够小或者达到指定迭代次数时终
止
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共轭梯度法的优点

在算法中，系数矩阵A仅仅用来由已知向量p产

生向量Ap, 因此可以充分利用A的稀疏性，而且

对某些提供矩阵A困难，而可以方便由p产生向

量Ap的应用问题，这种方法十分有用

不需要预先估计任何参数就可以计算

每次迭代的主要计算就是向量之间的运算，因

此便于并行化
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作为迭代法的收敛性估计

若系数矩阵与单位矩阵的差是一个秩为r的

矩阵，而且r又很小的话，那么共轭梯度法

收敛得很快

定理

如果A = I + B, rankB = r , 那么共轭梯度

法至多迭代r + 1步即可得到方程

组Ax = b的精确解



共轭梯度法

邓建松

基本框架

步长的确定

最速下降法

共轭梯度法及其基本

性质

共轭梯度法

基本性质

实用共轭梯度法及其

收敛性

实用共轭梯度法

收敛性分析

定理证明

注意到rankB = r蕴涵着

span{r0,Ar0, . . . ,Akr0} = span{r0,Br0, . . . ,Bkr0}

的维数不会超过r + 1, 因此定理成立。
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误差估计

定理

用共轭梯度法求得的rk有如下的误差估计：

‖xk − x∗‖A 6 2

(√
κ2 − 1
√
κ2 + 1

)k

‖x0 − x∗‖A

其中κ2 = κ2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2
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定理证明

由共轭梯度法的性质可知，对任意

的x ∈ x0 +K(A, r0, k)有

x∗ − x = x∗ − x0 +
k−1∑
j=0

ak,j+1A
j r0

=

(
I +

k∑
j=1

akjA
j

)
A−1r0 = Pk(A)A

−1r0

其中Pk(λ) = 1 +
k∑

j=1

akjλ
j



共轭梯度法

邓建松

基本框架

步长的确定

最速下降法

共轭梯度法及其基本

性质

共轭梯度法

基本性质

实用共轭梯度法及其

收敛性

实用共轭梯度法

收敛性分析

令Pk为所有满足Pk(0) = 1, 且次数不超过k的实

系数多项式全体，则（第一个不等号应用了

“最速下降法”一节中已证的引理）

‖x∗ − xk‖A = min{‖x − x∗‖A : x ∈ x0 +K(A, r0, k)}

= min
Pk∈Pk

‖Pk(A)A
−1r0‖A

6 min
Pk∈Pk

max
16i6n

|Pk(λi)|‖A−1r0‖A

6 min
Pk∈Pk

max
a6λ6b

|Pk(λ)|‖x∗ − x0‖A

其中0 < a = λ0 6 · · · 6 λn = b是A的特征值
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根据Chebyshev多项式的性质，最优化问

题 min
Pk∈Pk

max
a6λ6b

|Pk(λ)|有唯一解

P̃k(λ) =

Tk

(
b + a − 2λ

b − a

)
Tk

(
b + a

b − a

)
其中Tk(x)是k次Chebyshev多项式
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暂停：Chebyshev多项式

Chebyshev多项式：Tn(x) = cos(n arccos x), 它

是定义在[−1, 1]上，在所有同首项系数的n次多

项式中，它在[−1, 1]上的绝对最大值最小

在[−1, 1]外用多项式形式直接延拓

递推公式：Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x),

T0(x) = 1, T1(x) = x

基于上述公式，可以证明当|x | > 1时有

Tn(x) =
1

2

((
x −
√
x2 − 1

)n
+
(
x +
√
x2 − 1

)n)
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当γ > 1, x = (γ + 1)/(γ − 1)时

x ±
√
x2 − 1 =

(
√
γ ± 1)2

γ − 1
,

从而有

Tn

(
γ + 1

γ − 1

)
=

(
√
γ + 1)2n + (

√
γ − 1)2n

2(γ − 1)n

>
(
√
γ + 1)2n

2(γ − 1)n
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重回证明

根据Chebyshev多项式的性质，我们有

max
a6x6b

|P̃k(λ)| =
1

Tk

(
b + a

b − a

)
6

2(b − a)k

(
√
b +
√
a)2k

= 2

(√
κ2 − 1
√
κ2 + 1

)k

这就完成了证明(κ2 = b/a)
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注解

上述估计是十分粗糙的

实际收敛速度往往比这个估计快得多

但这个结果告诉我们，只要系数矩阵是十分良

态的（即κ2 ≈ 1），那么共轭梯度法就会收敛得

很快

对比于最速下降法收敛估计中的因子，我们有

λn − λ1
λn + λ1

>

√
λn −

√
λ1√

λn +
√
λ1
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态的（即κ2 ≈ 1），那么共轭梯度法就会收敛得

很快

对比于最速下降法收敛估计中的因子，我们有
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问题分析

求一个矩阵的特征值的问题实质上是求一个多

项式的根的问题

五阶及五阶以上的多项式的根一般不能用有限

次代数运算求得

所以矩阵特征值的计算方法本质上都是迭代的

已有不少非常成熟的数值方法计算矩阵的全部

或部分特征值和特征向量

本节只是介绍几种最常用的基本方法
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基本概念

设A ∈ Cn×n, 复数λ称为A的一个特征值是指存

在非零向量x ∈ Cn使得Ax = λx

此时x称做A的属于λ的一个特征向量

λ是A的一个特征向量当且仅当det(λI − A) = 0

多项式pA(λ) = det(λI − A)称为A的特征多项式
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特征多项式

pA(λ)是一个首一的n次多项式

由代数基本定理知pA(λ)有n个根，即A有n个特

征值

记A的特征值全体为λ(A), 称之为A的谱集

假设pA(λ) =
∏r

j=1(λ− λj)nj , 其
中n1 + · · ·+ nr = n, λi 6= λj (i 6= j), 则

称ni为λi的代数重数, 而

称mi = n − rank(λi I − A)为λi的几何重数
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显然mi 6 ni

如果ni = 1, 则称λi为A的一个单特征值；否则

称λi是A的一个重特征值

如果ni = mi , 则称λi为A的一个半单特征值

如果A的所有特征值都是半单的，则称A是非亏

损的

A是非亏损的当且仅当A有n个线性无关的特征

向量，即A是可对角化的
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相似变换

设A,B ∈ Cn×n. 若存在非奇异阵X ∈ Cn×n使

得B = XAX−1, 则称A与B是相似的，而上述变

换称为相似变换

若A与B相似，则它们有相同的特征值，而

且x是A的一个特征向量当且仅当y = Xx是B 的

一个特征向量

矩阵特征值问题的基本思想：把给定矩阵相似

变换为易于计算特征值和特征向量的矩阵
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Jordan分解定理

设A ∈ Cn×n有r个互不相同的特征值λ1, . . . , λr ,

其（代数）重数分别为n(λ1), . . . , n(λr ), 则存在

非奇异矩阵P ∈ Cn×n

P−1AP = diag(J(λ1), . . . , J(λr ))

其中

J(λi) = diag(J1(λi), . . . , Jki (λi)) ∈ Cn(λi )×n(λi )
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Jordan块

Jj(λi) =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

 ∈ Cnj (λi )×nj (λi )

其中

n1(λi) + · · ·+ nki (λi) = n(λi)
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Schur分解定理

设A ∈ Cn×n，则存在酉矩阵U ∈ Cn×n 使得

U∗AU = T

其中T是上三角阵。适当选取U可使T的对角元

按任意指定的顺序排列

特征值问题求解的QR方法就是基于这一定理而

设计的
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Gerschgorin圆盘定理

设A = (aij) ∈ Cn×n, 令

Gi(A) =

{
z ∈ C : |z − aii | 6

∑
j 6=i

|aij |

}

则有

λ(A) =
n⋃

j=1

Gj(A)
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左、右特征向量

设λ是矩阵A ∈ Cn×n的一个特征值

则关于x ∈ Cn的方程Ax = λx有解，关

于y ∈ Cn的方程yTA = λyT也有解

显然x是前面所定义的相应于λ的特征向量

我们称x是相应于λ的右特征向量；而y是相应

于λ的左特征向量

y是矩阵AT相应于λ的右特征向量
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左、右特征向量

设xi是A对应于特征值λi的右特征向量，

yj是A对应于特征值λj的左特征向量

若λi 6= λj，则必有yT
j xi = 0. 注意：即使是在复

数域上进行运算，这里也只是进行矩阵转置，

没有共轭(对于非零复向量x , 可能有xTx = 0)

实际上，在Axi = λixi上左乘yT
j ;

在yT
j A = λjy

T
j 上右乘xi , 然后两式相减，即得

(λi − λj)yT
j xi = 0

若λi = λj，结论如何？
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多项式的友阵

给定首一n次多项式

p(x) = xn + pn−1x
n−1 + · · ·+ p1x + p0

容易验证矩阵

C =



−pn−1 −pn−2 · · · −p1 −p0
1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0


的特征多项式就是p(x)
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友阵

C称为p(x)的友阵

那么C的Jordan标准型是什么？

或者问：当矩阵A的特征多项式是p(x)时，何

时A与C是相似的？

结论：若对应于不同特征值只有一个Jordan块，

或者说只有一个特征向量时，矩阵A相似于C

（参考：J.H. Wilkinson的著作【代数特征值问

题】）
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特征值和特值向量敏感性分析

从数值计算的角度来看，我们应首先弄清要计

算的特征值和特征向量是否是病态的，即矩阵

元素的小变化，是否会引起所关心的特征值和

特征向量的巨大变化

对一般矩阵而言，这一问题非常复杂

我们这里只介绍一个简单而又非常重要的结果
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假设λ是A的一个单特征值，x是相应的特征向

量，而且‖x‖2 = 1

令U = (x ,U2) ∈ Cn×n是酉阵，则我们有

U∗AU =

(
λ x∗AU2

0 A2

)

由于λ是A的单特征值，所以

δ = min
µ∈λ(A2)

|λ− µ| > 0
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定义Σ⊥ = U2(λI − A2)−1U∗2

取y为A的属于λ的左特征向量(即yTA = λyT )

由于λ是单特征值，所以yTx 6= 0. (为什么？)

从而可以取y使得yTx = 1

利用Jordan标准形考虑特征向量的形式

给矩阵A以微小的扰动使其变为Ã,

记ε = ‖Ã−A‖2, 则存在Ã的一个特征值λ̃和对应

的特征向量x̃ , 使得(证明略)

|λ̃−λ| 6 ‖y‖2ε+O(ε2), ‖x̃−x‖2 6 ‖Σ⊥‖2ε+O(ε2)
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的特征向量x̃ , 使得(证明略)

|λ̃−λ| 6 ‖y‖2ε+O(ε2), ‖x̃−x‖2 6 ‖Σ⊥‖2ε+O(ε2)



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

定义Σ⊥ = U2(λI − A2)−1U∗2

取y为A的属于λ的左特征向量(即yTA = λyT )

由于λ是单特征值，所以yTx 6= 0. (为什么？)

从而可以取y使得yTx = 1

利用Jordan标准形考虑特征向量的形式

给矩阵A以微小的扰动使其变为Ã,
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条件数

上式表明λ和x的敏感性分别与‖y‖2和‖Σ⊥‖2的
大小有关

我们分别称‖y‖2和‖Σ⊥‖2为特征值λ和特征向
量x的条件数. 记做

cond(λ) = ‖y‖2, cond(x) = ‖Σ⊥‖2
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幂法：初步假设

幂法是计算矩阵模最大特征值和对应特征向量

的一种迭代方法

为了说明基本想法，我们先假定A ∈ Cn×n可对

角化，即A有如下分解

A = XΛX−1

其中Λ = diag(λ1, . . . , λn),

X = (x1, . . . , xn) ∈ Cn×n 非奇异

再假定|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|
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开始迭代

任取一向量u0 ∈ Cn

由于X的列向量构成Cn的一组基，所以有

u0 =
n∑

j=1

αixi , αi ∈ C

从而我们有

Aku0 =
n∑

j=1

αjA
kxj =

n∑
j=1

αjλ
k
j xj

= λk1

(
α1x1 +

n∑
j=2

αj

(
λj
λ1

)k

xj

)
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由此即知

lim
k→∞

Aku0
λk1

= α1x1

这表明当α1 6= 0且k充分大时，向

量uk = Aku0/λ
k
1就是A的一个很好的近似特征向

量
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实际应用的难处

我们事先并不知道A的特征值λ1

对充分大的k , Ak的计算工作量太大

因此直接应用上式计算A的近似特征值

有困难
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变通

在上式中λk1只是改变向量的长度，但不改方

向，因此我们不必用λk1约化Aku0

但这种约化也是必要的，以防止溢出

在计算Aku0时也不必先算出Ak , 只需迭代地进

行就可以了
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幂法的迭代格式

任意取定u0 ∈ Cn为初始向量，通常要

求‖u0‖∞ = 1; k ← 1

yk = Auk−1

µk = ζ
(k)
j , ζ

(k)
j 是yk的模最大分量

uk = yk/µk

k ← k + 1, 返回第二步

这一迭代方法称做幂法
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幂法的收敛性定理

定理

设A ∈ Cn×n有r个互不相同的特征值，且满

足|λ1| > |λ2| > · · · > |λr |, 而且λ1是半单的。如果初
始向量u0在λ1的特征子空间上的投影不为零，则由

幂法产生的向量序列{uk}收敛到λ1的一个特征向量x1

（极限平行于x0在特征子空间上投影向量）, 而

且{µk}收敛到λ1
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收敛定理的证明

根据假设，A的Jordan分解为

A = X diag(J1, . . . , Jr )X
−1

其中X ∈ Cn×n非奇异，Ji是由属于λi的Jordan块

构成的上三角阵，n1 + · · ·+ nr = n. 由于λ1是

半单的，所以J1 = λ1In1

令y = X−1u0, 并将y与X分块：

y = (yT
1 , y

T
2 , . . . , y

T
nr )T ,

X = (X1,X2, . . . ,Xr )

其中yT
i 有ni个元素，Xi有ni列
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从而我们有

Aku0 = X diag(Jk
1 , . . . , J

k
r )X−1u0

= X1J
k
1 y1 + X2J

k
2 y2 + · · ·+ XrJ

k
r yr

= λk1X1y1 + X2J
k
2 y2 + · · ·+ XrJ

k
r yr

= λk1

(
X1y1 +

r∑
j=2

Xj

(
Jj
λ1

)k

yj

)
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注意到λ−11 Ji的谱半径为ρ(λ−11 Ji) =

|λi |/|λ1| < 1, i = 2, . . . , r , 所以我们有

lim
k→∞

1

λk1
Aku0 = X1y1

根据假设（u0在λ1的特征子空间上的投影不为

零），我们有X1y1 6= 0

y = X−1u0 ⇒ u0 = Xy , 所以y1即

为u0在λ1的特征子空间上的组合系数，基

向量就是X1中各列向量，从而X1y1就

是u0在这个特征子空间中的投影向量
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由幂法产生的{uk}满足

uk =
Auk−1
µk

=
Aku0

µkµk−1 · · ·µ1

‖uk‖∞ = 1, 即uk至少有一个分量为1, 所

以ζk = µkµk−1 · · ·µ1必为Aku0的一个模最大分

量

从而ζk/λ
k
1就是Aku0/λ

k
1的一个模最大分量

这样由前述极限等式我们知下述极限存在：

ζ = lim
k→∞

ζk
λk1
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= x1

由于ỹ = (yT
1 , 0, . . . , 0)T是diag(J1, . . . , Jr )相应

于λ1的特征向量，所以X1y1 = X ỹ是A相应

于λ1的特征向量，这就说明x1是属于λ1的一个

特征向量

由Auk−1 = µkuk , x1 6= 0可知µk → λ1



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

这样我们就有

lim
k→∞

uk = lim
k→∞

Aku0
ζk

= lim
k→∞

Aku0/λ
k
1

ζk/λk1
=

X1y1
ζ

= x1
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注解

若定理条件不满足，则由幂法产生的序列的收

敛性分析变得非常复杂

这时{uk}可能有若干个收敛于不同向量的子列

例：A = XDX−1, D = diag(3, 2, 1,−3),

X =


1 0 −1 0

0 1 −1 0

1 2 1 1

−1 0 0 1


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收敛速度分析

幂法的收敛速度主要取决于|λ2|/|λ1|的大小

这个数总是小于1的，它越小收敛也就越快

为了加快收敛，我们可以采用位移的方法，即

对A− µI应用幂法，这里选取恰当的µ，
使A− µI的模最大特征值与其它特征值之模的
距离更大

对前例可取µ = 3, 从而收敛到−3对应的特征向

量
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求模第二大的特征值和对应特

征向量

为了求模第二大的特征值和对应的特征向量，

那么直接迭代是不行的

需要对原矩阵进行降阶：即在知道了λ1和x1的

前提下，把矩阵降低一阶，使它只包含A 的特

征值λ2, . . . , λn, 这一方法通常称为收缩技巧

最简单实用的收缩技巧是利用正交变换
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基于正交变换的收缩技巧

假设Ax1 = λ1x1

取酉矩阵P使得Px1 = αe1 (可用Householder变

换实现)

从而PAx1 = λ1Px1 = λ1αe1

而x1 = αP∗e1, 所以PAP∗e1 = λ1e1, 即

PAP∗ =

(
λ1 ∗
0 B1

)
n − 1阶矩阵B1的特征值就是λ2, . . . , λn，对其应

用幂法即可
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注解

幂法的计算严重依赖于矩阵特征值的分布情

况，因此实际用起来很不方便，特别是不适用

于自动计算

当矩阵阶数非常高，无法利用其他更有效的算

法时才用幂法计算少数几个模最大的特征值和

相应的特征向量

基于幂法可以诱导出一些更有效的算法
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反幂法

反幂法也称为反迭代法，它对A−1应用幂法，

从而求出A的模最小特征值和对应的特征向量

其基本格式为

Ayk = zk−1,

µk = ζi , ζi是yk的模最大分量

zk = yk/µk
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迭代结果

若A的特征值为|λn| < |λn−1| 6 · · · 6 |λ1|,
则{zk}收敛到A的对应于λn的一个特征向量，

而{µk}收敛于λ−1n

收敛速度由|λn|/|λn−1|的大小决定
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应用场合

实际应用中，反幂法主要是用来求特征向量的，

是在用某种方法求得A的某个特征值λi的近似

值λ̃i之后，应用反幂法于A− λ̃i I上

即实际计算中常用的是带位移的反幂法，此时

迭代格式为：

(A− µI )vk = zk−1,

zk = vk/‖v‖2
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格式分析

反幂法每迭代一次就需要解一个线性方程组，

这要比幂法的运算量大得多

由于方程组的系数矩阵不随k的变化而变化，

所以可以事先对它进行列主元的LU分解，然后

每次迭代就只需要解两个三角形方程组即可

这里采用‖ · ‖2进行规范化，只是为了下面的分
析方便。实际应用中完全可以采用‖ · ‖∞ 进行
规范化
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收敛速度分析

迭代收敛速度取决于|λ1 − µ|/|λ2 − µ|的大小

从收敛速度的角度来看，µ取得越靠近A的某个

特征值越好

但是当µ与A的某个特征值很靠近时，A− µI就
与一个奇异矩阵很靠近，迭代时就需要求解一

个非常病态的方程组

实际计算的经验和理论分析的结果表明：

A− µI的病态性并不影响其收敛速度，而且
当µ与A的某个特征值很靠近时，常常只迭代一

次就可以了



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

收敛速度分析

迭代收敛速度取决于|λ1 − µ|/|λ2 − µ|的大小

从收敛速度的角度来看，µ取得越靠近A的某个

特征值越好

但是当µ与A的某个特征值很靠近时，A− µI就
与一个奇异矩阵很靠近，迭代时就需要求解一

个非常病态的方程组

实际计算的经验和理论分析的结果表明：

A− µI的病态性并不影响其收敛速度，而且
当µ与A的某个特征值很靠近时，常常只迭代一

次就可以了



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

收敛速度分析

迭代收敛速度取决于|λ1 − µ|/|λ2 − µ|的大小

从收敛速度的角度来看，µ取得越靠近A的某个

特征值越好

但是当µ与A的某个特征值很靠近时，A− µI就
与一个奇异矩阵很靠近，迭代时就需要求解一

个非常病态的方程组

实际计算的经验和理论分析的结果表明：

A− µI的病态性并不影响其收敛速度，而且
当µ与A的某个特征值很靠近时，常常只迭代一

次就可以了



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

收敛速度分析

迭代收敛速度取决于|λ1 − µ|/|λ2 − µ|的大小

从收敛速度的角度来看，µ取得越靠近A的某个

特征值越好

但是当µ与A的某个特征值很靠近时，A− µI就
与一个奇异矩阵很靠近，迭代时就需要求解一

个非常病态的方程组

实际计算的经验和理论分析的结果表明：

A− µI的病态性并不影响其收敛速度，而且
当µ与A的某个特征值很靠近时，常常只迭代一

次就可以了



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

现象分析

设λ是A的一个单特征值，x是属于λ的单位特征

向量

假定带位移的迭代格式中位移µ与λ十分靠近，

且x是良态的，即cond(x)不太大

设(x ,U2)是酉阵

由条件数的定义知

cond(x) = ‖U2(λI − A2)−1U∗2‖2
= ‖(λI − A2)−1U∗2‖2

其中A2 = U∗2AU2
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假定给定z0之后，我们用列主元Gauss消去法求

解迭代格式中的线性方程组(A− µI )v1 = z0, 得

到计算解v̂1

由Gauss消去法的误差分析知v̂1满足

(A− µI − E )v̂1 = z0

其中E与A− µI和z0有关，但‖E‖2有一致的上
界，通常差不多就是机器精度
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记e = v̂1 − v1 = (A− µI )−1Ev̂1, 并将e分解为

e = x1 + x2

其中x1 ∈ span{x}, x2 ∈ span{x}⊥, 则存

在α ∈ C和y ∈ Cn−1使得

x1 = αx , x2 = U2y
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另一方面，我们有

A− µI = (x ,U2)

(
λ− µ x∗AU2

0 A2 − µI

)(
x∗

U∗2

)

因而

(A− µI )−1

= (x ,U2)

 1

λ− µ
−1
λ− µ

x∗AU2(A2 − µI )−1

0 (A2 − µI )−1

( x∗

U∗
2

)
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注意到x∗xx∗ = x∗, x∗U2 = 0

这样我们就有

(A− µI )−1 =
xx∗

λ− µ
(I − AU2(A2 − µI )−1U∗2 )

+ U2(A2 − µI )−1U∗2
α = x∗e = x∗(A− µI )−1Ev̂1

=
x∗

λ− µ
(I − AU2(A2 − µI )−1U∗2 )Ev̂1

y = U∗2e = U∗2 (A− µI )−1Ev̂1
= (A2 − µI )−1U∗2Ev̂1
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注意到

(A2−µI )−1 = (I+(λ−µ)(A2−λI )−1)−1(A2−λI )−1

所以当λ与µ很近时

s = ‖(A2−µI )−1U∗2‖2 ≈ ‖(A2−λI )−1U∗2‖2 = cond(x)

因此当x良态时，s也不会太大，于是

‖x2‖2 = ‖y‖2 6 s‖Ev̂1‖2

就是一个不太大的量
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另一方面，

|α| 6 1

|λ| − |µ|
(1 + ‖A‖2s)‖Ev̂1‖2

却是一个很大的量

这就是说求解方程组所引起的误差主要对其解

在特征子空间span{x}上投影的长度有影响

而这对于我们要计算λ的近似特征向量是十分

有利的

因为我们关心的主要是所得向量的方向而不是

它的长度
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上面的分析实质上也表明，当µ靠

近λ且x良态时，只需应用一次反幂法

就可得到λ的较好近似特征向量

为此我们引进一些概念
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达到机器精度

设机器精度为u

对于给定的µ ∈ C, 如果存在E ∈ Cn×n使得

det(A + E − µI ) = 0, ‖E‖2 = O(u)

我们称µ是A的一个达到机器精度的近似特征值

对于一个给定的x ∈ Cn, 如果存在F ∈ Cn×n满

足‖F‖2 = O(u), 使得x是A + F的特征向量，我

们称x是A的一个达到机器精度的近似特征向量
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两者的关系

若µ是A的一个达到机器精度的近似特征值，则

存在E ∈ Cn×n 满足‖E‖2 = O(u)使

得(A + E − µI )y = 0有非零解

设y ∈ Cn满足(A + E − µI )y = 0, ‖y‖2 = 1,

‖E‖2 = O(u), 则我们有

(A + E )y = µy

即y是A的一个达到机器精度的近似特征向量
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若我们在迭代格式中取z0 = (A− µI )y , 那么在

精确计算的前提下，只需迭代一次就可得

到A的达到机器精度的特征向量

在实际计算时我们无法按这种方式取初始向

量，但这说明了在恰当选取初始向量之后，反

幂法具有“一次迭代”性
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λ病态时的情形

还需要指出的是，当λ比较病态时，利用反幂

法再进行迭代，一般不会得到更好的近似特征

向量

例

A =

(
1 1

10−10 1

)
其特征值λ1 = 0.99999, λ2 = 1.00001, 对应的特

征向量x1 = (1,−10−5)T , x2 = (1, 10−5)T .

取µ = 1, z0 = (0, 1)T ,两次迭代结果更差
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初始向量的选取方法

利用随机数发生子程序随机地选取向量，规范

化后作为初始向量

半次迭代法：首先对A− µI进行LU分解，得

到A− µI = LU , 第一次迭代为LUv1 = z0.

选z0 = Le，其中e = (1, . . . , 1)T , 则为了求v1只

需求解Uv1 = e



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

初始向量的选取方法

利用随机数发生子程序随机地选取向量，规范

化后作为初始向量

半次迭代法：首先对A− µI进行LU分解，得

到A− µI = LU , 第一次迭代为LUv1 = z0.

选z0 = Le，其中e = (1, . . . , 1)T , 则为了求v1只

需求解Uv1 = e



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

QR方法简介

QR方法是自计算机问世以来矩阵计算的重大进

展之一，也是目前计算一般矩阵的全部特征值

和特征向量的最有效方法之一

QR方法是一种迭代方法，它利用正交相似变换

把矩阵逐步约化为上三角阵或者拟上三角阵

基本收敛速度是二次的。当原矩阵是实对称时，

可达到三次收敛



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

QR方法简介

QR方法是自计算机问世以来矩阵计算的重大进

展之一，也是目前计算一般矩阵的全部特征值

和特征向量的最有效方法之一

QR方法是一种迭代方法，它利用正交相似变换

把矩阵逐步约化为上三角阵或者拟上三角阵

基本收敛速度是二次的。当原矩阵是实对称时，

可达到三次收敛



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

QR方法简介

QR方法是自计算机问世以来矩阵计算的重大进

展之一，也是目前计算一般矩阵的全部特征值

和特征向量的最有效方法之一

QR方法是一种迭代方法，它利用正交相似变换

把矩阵逐步约化为上三角阵或者拟上三角阵

基本收敛速度是二次的。当原矩阵是实对称时，

可达到三次收敛



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

The top 10 algorithms of 1900s

Metropolis Algorithm for Monte Carlo

Simplex Method for Linear Programming

Krylov Subspace Iteration Methods

The Decompositional Approach to Matrix Computations

The Fortran Optimizing Compiler

QR Algorithm for Computing Eigenvalues

Quicksort Algorithm for Sorting

Fast Fourier Transform

Integer Relation Detection

Fast Multipole Method
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历史

J.G.F. Francis与V.N. Kublanovskaya在上世

纪50年代独立发展出QR方法：基于QR分解

经过几十年的发展，QR方法的现代版本称为隐

式QR算法

但在隐式QR算法中没有显式地进行QR分解，

因此有人建议称之为Francis算法

在QR算法之前，曾出现过LR算法，它是基

于LU分解的。LR算法是由H.

Rutishauser在1950年代发展的
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式QR算法

但在隐式QR算法中没有显式地进行QR分解，

因此有人建议称之为Francis算法

在QR算法之前，曾出现过LR算法，它是基

于LU分解的。LR算法是由H.

Rutishauser在1950年代发展的
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QR方法的基本迭代

对给定的A0 = A ∈ Cn×n，QR方法的基本迭代

格式如下：

Am−1 = QmRm, (Am−1的QR分解)

Am = RmQm

这里Qm为酉阵，Rm为上三角阵

课本例6.4.1和其它两个例子的程序演示

为了下面理论分析方便，我们暂且要求Rm的对

角元都是非负的
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迭代过程分析

根据迭代格式，我们有Am = Q∗mAm−1Qm, 所以

矩阵序列{Am}中每一个矩阵都与A相似

从而有Am = Q̃∗mAQ̃m, 其中Q̃m = Q1Q2 · · ·Qm

即AQ̃m = Q̃mAm = Q̃mQm+1Rm+1

定义R̃k = RkRk−1 · · ·R1, 我们有

Q̃m+1R̃m+1 = AQ̃mR̃m

由此可归纳证明Am = Q̃mR̃m, 这是Am的QR分解
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QR方法与幂法的关系

记R̃m的元素为γij , Q̃m的第一列为q
(m)
1 , 则

由Am = Q̃mR̃m可得

Ame1 = γ11q
(m)
1

所以q
(m)
1 可以看作是对A用e1作初始向量的幂法

所得到的向量

若A的模最大特征值λ1与其他特征值分离，那

么q
(m)
1 将收敛到A的一个属于λ1的特征向量
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Am下三角元素趋于0

定理

设A ∈ Cn×n的n个特征值满足

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0

并设n阶方阵Y的第i行是A对应于λi的左特

征向量。如果Y有LU分解，则由QR方法产

生的矩阵Am的对角线以下的元素趋向于0，

同时第i个对角元趋向于λi , i = 1, 2, . . . , n
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定理证明框架

A可对角化，从而Am也可对角化

基于条件，构造Am的QR分解，其中各元素

在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃mR̃m和QR分解的唯一性得

到Q̃m和R̃m, 其在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃∗mAQ̃m可证Am下三角元素趋向于零



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

定理证明框架

A可对角化，从而Am也可对角化

基于条件，构造Am的QR分解，其中各元素

在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃mR̃m和QR分解的唯一性得

到Q̃m和R̃m, 其在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃∗mAQ̃m可证Am下三角元素趋向于零



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

定理证明框架

A可对角化，从而Am也可对角化

基于条件，构造Am的QR分解，其中各元素

在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃mR̃m和QR分解的唯一性得

到Q̃m和R̃m, 其在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃∗mAQ̃m可证Am下三角元素趋向于零



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

定理证明框架

A可对角化，从而Am也可对角化

基于条件，构造Am的QR分解，其中各元素

在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃mR̃m和QR分解的唯一性得

到Q̃m和R̃m, 其在m→∞时的极限形状已知

利用Am = Q̃∗mAQ̃m可证Am下三角元素趋向于零



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

定理证明

令X = Y −1, Λ = diag(λ1, . . . , λn), 则

有A = XΛY

设Y的LU分解为Y = LU , 其中L是单位下三角

阵，U是上三角阵

从而我们有

Am = XΛmY = XΛmLU = X (ΛmLΛ−m)ΛmU

= X (I + Em)ΛmU
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构造Am的QR分解

由于L是单位下三角阵，而|λi | < |λj |( i > j), 所

以有 lim
m→∞

Em = 0

令X的QR分解为X = QR . 由于X非奇异，所以

可要求R的对角元全是正数。这样我们有

Am = QR(I + Em)ΛmU = Q(I + REmR
−1)RΛmU

当m充分大时，I + REmR
−1非奇异，故可取它

的QR分解I + REmR
−1 = Q̂mR̂m, 其中R̂m的对角

元均正数
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由Em → 0 (m→∞)可知

lim
m→∞

Q̂m = lim
m→∞

R̂m = I

至此我们有Am = (QQ̂m)(R̂mRΛmU)

这是Am的一个QR分解，只是对角元可能

不是正数

为校正这一点，设uii是U的对角元，定义

D1 = diag

(
λ1
|λ1|

, . . . ,
λn
|λn|

)
D2 = diag

(
u11
|u11|

, . . . ,
unn
|unn|

)
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这样我们就有

Am = (QQ̂mD
m
1 D2)(D−12 D−m1 R̂mRΛmU)

由于Am = Q̃mR̃m, 所以根据QR分解的唯一性，

我们有

Q̃m = QQ̂mD
m
1 D2, R̃m = D−12 D−m1 R̂mRΛmU

所以有
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而注意到A = XΛY = XΛX−1 = QRΛR−1Q∗

从而有

Am = D∗2 (D∗1 )mQ̂∗mRΛR−1Q̂mD
m
1 D2

这里除Q̂m外，其它矩阵都是上三角阵，

而Q̂m → I (m→∞), 所以Am的下三角元趋向

于零

从而对角元趋向于A的第i个特征值
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只用到实数运算的QR方法

实际应用中所遇到的大量特征值问题都是关于

实矩阵的，因此我们希望设计出只涉及到实数

运算的QR迭代

如此的迭代格式为

Am−1 = QmRm

Am = RmQm

其中Qm是正交矩阵，Rm是上三角阵

但由于复共轭特征值的存在，因此我们不能期

望迭代格式产生的Am仍趋向于一个上三角阵
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实Schur分解

定理

设A ∈ Rn×n, 则存在正交矩阵Q ∈ Rn×n使得

QTAQ =


R11 R12 · · · R1m

R22 · · · R2m

. . .
...

Rmm


其中Rii或者是一个实数，或者是一个具有一对复共

轭特征值的2阶方阵
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实Schur分解定理中右边的拟上三角阵称

为A的实Schur标准形

类似可证明实QR迭代格式产生的Ak应逼近

于A的实Schur标准形

但目前这个版本的QR方法在实用性方面没有竞

争力，因为：

每次迭代的运算量太大

收敛速度太慢
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把QR方法改造成实用算法

把A相似到一种特殊矩阵，其QR分解计算简单，

而且对QR迭代仍保持矩阵的特殊性不变

上Hessenberg矩阵

引用原点位移方法

只采用实数运算，处理共轭复特征值情况

双重步位移

实用算法：隐式QR算法

平均两次QR迭代就可以分离出一个特征

值或2× 2子矩阵，计算量为O(n3)
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相似约化到准上三角阵

为了减少每次迭代的运算量，我们先把原矩

阵A经相似变换约化为一个准上三角阵

为此，我们先看一下基于Householder变换的相

似变换可以得到什么

第一步我们自然选取Householder变换H1, 使

得H1A的第一列有尽可能多的零元素

最多可以得到n − 1个零。这能做到么？
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相似变换的妥协

在对A = (aij)左乘H1进行行变换之后，还需要

对A右乘H1进行列变换

为了保证已在H1A中的第一列所出现的零元素

不至于因右乘H1被破坏，我们选取H1具有如下

形式：

H1 =

(
1 0

0 H̃1

)
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相似变换的妥协

在对A = (aij)左乘H1进行行变换之后，还需要

对A右乘H1进行列变换

为了保证已在H1A中的第一列所出现的零元素

不至于因右乘H1被破坏，我们选取H1具有如下

形式：

H1 =

(
1 0

0 H̃1

)
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H̃1的构造

如此我们有

H1AH1 =

(
a11 aT2 H̃1

H̃1a1 H̃1A22H̃1

)

其中aT1 = (a21, a31, . . . , an1),

aT2 = (a12, a13, . . . , a1n), A22是A右下角的n − 1阶

主子阵

所以Householder变换H̃1的最佳选择应该使

得H̃1a1 = pe1
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如此H1AH1的第一列中除开始两个元素外，余

下的n − 2个元素为零

类似对后面各列进行处理，我们可以找

到n − 2个Householder变换H1, . . . ,Hn−2使得

Hn−2 · · ·H1AH1 · · ·Hn−2 = H

其中H = (hij)满足hij = 0, i > j + 1, 这样的矩阵

称为上Hessenberg矩阵
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上Hessenberg分解

现在令

Q0 = H1H2 · · ·Hn−2

则有

QT
0 AQ0 = H

一般称如此分解式为A的上Hessenberg分解

算法运算量为10n3/3; 如果要记录Q, 还需要增

加运算量4n3/3

算法6.4.1的程序演示
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误差分析

可以证明：如此算法得到的上Hessenberg矩

阵Ĥ满足

Ĥ = QT (A + E )Q

其中Q是正交矩阵，‖E‖F 6 cn2‖A‖Fu

我们也可以采用Givens变换(运算量增加)或者列

主元的Gauss消去法将A约化为上Hessenberg矩

阵（运算量少，但稳定性较差）
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唯一性定理

定理

设A有如下两个上Hessenberg分解：

UTAU = H , V TAV = G

其中U = (u1, . . . , un)和V = (v1, . . . , vn)是n阶正交矩

阵，H = (hij)和G = (gij)是上Hessenberg矩阵。

若u1 = v1, 而且H的次对角元hi+1,i均不为零，则存在

对角元均为1或−1的对角阵D, 使得U = VD,

H = DGD



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

定理证明

采用归纳法证明

假定对某个m已证uj = εjvj , j = 1, . . . ,m, 其

中ε1 = 1, εj = 1或−1, j = 2, . . . ,m. 下面证明

存在εm+1 = 1或−1使得um+1 = εm+1vm+1

根据上Hessenberg分解式，我们有

AU = UH , AV = VG
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U ,V的关系反应到H ,G上

比例两个矩阵等式的第m列，我们有

Aum = h1mu1 + · · ·+ hmmum + hm+1,mum+1

Avm = g1mv1 + · · ·+ gmmvm + gm+1,mvm+1

在上式两边分别左乘uT
i 和vT

i , 可得

him = uT
i Aum, gim = vT

i Avm, i = 1, . . . ,m

根据归纳假设，可得him = εiεmgim, i = 1, . . . ,m
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第m + 1列的关系

从而我们有

hm+1,mum+1 = εm(Avm − ε21g1mv1 − · · · − ε2mgmmvm)

= εm(Avm − g1mv1 − · · · − gmmvm)

= εmgm+1,mvm+1

由此即得|hm+1,m| = |gm+1,m|

而hm+1,m 6= 0, 所以我们有um+1 = εm+1vm+1, 其

中εm+1 = 1或−1
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变换矩阵的第一列

根据前面给出的分解方法，我们知道

H1 =

(
1 0

0 H̃1

)

所以最终的变换矩阵也具有形式

H =

(
1 0

0 H̃

)

实际上我们可以把H的第一列取为任意单位向量

根据H的第一列确定一个正交阵Q

那么对QTAQ进行前述上Hessenberg化，设变换矩

阵为H̃, H̃具有上述形式，那么H = QH̃ 的第一列

就是所指定的单位向量
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不可约上Hessenerg矩阵

一个上Hessenberg矩阵的下次对角元均不为零，

则称为不可约的

之所以如此定义，如果有一个下次对角元为零，

那么可以分别考虑上下子阵的特征值问题

唯一性定理表明：如果QTAQ = H为不可约的

上Hessenberg矩阵，则Q和H在相差一个正负号

的意义下完全由Q的第一列确定

这是得以建立隐式QR方法的关键所在
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上Hessenberg矩阵的QR分解

假设H ∈ Rn×n是上Hessenberg矩阵

H的QR分解可以通过n − 1个平面旋转变换完成

Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12H = R

令Q = (Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12)T , 则H = QR就

是H的QR分解

为了完成一次QR迭代，还需要计

算H̃ = RQ = RPT
12P

T
23 · · ·PT

n−1,n



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

上Hessenberg矩阵的QR分解

假设H ∈ Rn×n是上Hessenberg矩阵

H的QR分解可以通过n − 1个平面旋转变换完成

Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12H = R

令Q = (Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12)T , 则H = QR就

是H的QR分解

为了完成一次QR迭代，还需要计

算H̃ = RQ = RPT
12P

T
23 · · ·PT

n−1,n



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

上Hessenberg矩阵的QR分解

假设H ∈ Rn×n是上Hessenberg矩阵

H的QR分解可以通过n − 1个平面旋转变换完成

Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12H = R

令Q = (Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12)T , 则H = QR就

是H的QR分解

为了完成一次QR迭代，还需要计

算H̃ = RQ = RPT
12P

T
23 · · ·PT

n−1,n



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

上Hessenberg矩阵的QR分解

假设H ∈ Rn×n是上Hessenberg矩阵

H的QR分解可以通过n − 1个平面旋转变换完成

Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12H = R

令Q = (Pn−1,nPn−2,n−1 · · ·P12)T , 则H = QR就

是H的QR分解

为了完成一次QR迭代，还需要计

算H̃ = RQ = RPT
12P

T
23 · · ·PT

n−1,n



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

RQ的计算结果

由于P12是(1, 2)坐标平面内的旋转变换，因

此RPT
12仅有前两列与R不同，而RPT

12的前两列

是由R的前两列的线性组合构成，R为上三角

阵，所以RPT
12的第一个下次对角元非零

因此RQ仍是一个上Hessenberg矩阵

上Hessenberg矩阵经一次QR迭代后还是

上Hessenberg矩阵，计算运算量为O(n2)
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QR分解开始消失

从一个不可约上Hessenberg矩阵Hk出发，经过

一次QR迭代，得到新的上Hessenberg矩阵Hk+1,

Hk+1 = QT
k HkQk

这里的QR迭代实际上就是连续n − 1次平面旋

转操作，不同于标准的QR分解

回忆：上Hessenberg矩阵分解的唯一性

知道了Qk的第一列，就几乎完全确定了整个矩

阵Qk
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加速收敛：原点位移

基本的QR方法是线性收敛的

为了加速收敛，我们引进原点位移

带原点位移的QR迭代格式如下：

Hm − µmI = QmRm

Hm+1 = RmQm + µmI

其中H0 = H为给定的上Hessenberg矩阵
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位移的选取

Hm为上Hessenberg矩阵，故其最后一行仅有两

个非零元素h
(m)
n,n−1, h

(m)
nn

若QR算法收敛，则当m充分大时h
(m)
n,n−1应很小，

因而h
(m)
nn 接近于H的一个特征值

因此我们可以取µm = h
(m)
nn

可以证明：若h
(m)
n,n−1 = ε很小，则一次带原点位

移的QR迭代后，h
(m+1)
n,n−1 = O(ε2), 即收敛速度从

线性收敛加速到二次收敛

课本例6.4.2的程序演示
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双重步位移

单步原点位移的QR迭代具有严重的缺点：

若A具有复共轭特值，则实位移一般并不能起

到加速的作用

为此，我们引入双重步位移的QR迭代，基本想

法是把两步带原点位移的QR迭代合并为一步，

以避免复数运算
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迭代格式

设A ∈ Rn×n, 考察如下的迭代格式：

H1 = QT
0 AQ0 上Hessenberg分解

Hk − µk I = QkRk QR分解

Hk+1 = RkQk + µk I k = 1, 2, . . .

假设迭代格式中出现的上Hessenberg矩阵都是

不可约的。否则，可分别对沿对角线的上下两

个子矩阵进行QR迭代
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复共轭特征值的处理

假设Hk的尾部2× 2子矩阵

Sk =

(
h
(k)
mm h

(k)
mn

h
(k)
nm h

(k)
nn

)
, m = n − 1

有一对复共轭特征值γ1和γ2。这时我们不能期

望h
(k)
nn最终收敛于A的某个特征值，而且此时

取µk = h
(k)
nn也完全没有加速效果

为了加速，我们应当取γ1或γ2作位移，但这样

就会涉及到复数运算
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连续两次位移

为了避免复数运算，我们计划用γ1和γ2连续作

两次位移，即进行如下迭代：

Hk − γ1I = U1R1, G1 = R1U1 + γ1I

G1 − γ2I = U2R2, Hk+1 = R2U2 + γ2I

由此格式，记M = (Hk − γ1I )(Hk − γ2I ),

Q = U1U2, R = R2R1, 则

M = QR , Hk+1 = Q∗HkQ
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验算

QR = U1U2R2R1 = U1(G1 − γ2I )R1

= U1(R1U1 + (γ1 − γ2)I )R1

= U1R1(U1R1 + (γ1 − γ2)I )
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实矩阵M

根据M的定义，我们有

M = H2
k − sHk + tI

其中s = γ1 + γ2 = h
(k)
mm + h

(k)
nn ∈ R,

t = γ1γ2 = det Sk ∈ R

所以M是实矩阵

根据QR分解的性质，即使γ1和γ2均不是Hk的特

征值，并假定在计算过程中R1和R2 的对角元均

取为正数，那么Q也是实矩阵

所以Hk+1也是实矩阵
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初步结论

在没有误差的情况下，用γ1和γ2连续作两次位

移进行QR迭代产生的Hk+1仍是实的

上Hessenberg矩阵

但是，实际计算时，由于舍入误差的影响，如

此得到的Hk+1一般并不是实矩阵

为了确保得到的Hk+1仍是实矩阵，我们对迭代

格式进行修改
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基于M的迭代

修改后的迭代格式如下：

1 计算M = H2
k − sHk + tI

2 计算M的QR分解M = QR ;

3 计算Hk+1 = QTHkQ

M的下带宽是2，即次对角元和次次对角元非零

如此计算第一步形成M的运算量就是O(n3)
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降低运算量的想法

修改后的迭代格式运算量比较大

想法：已有结论告诉我们，无论采用何种方法

求正交矩阵Q̃使得Q̃THkQ̃ = H̃k+1为

上Hessenberg矩阵，只要保证Q̃的第一列与Q的

第一列相同，则H̃k+1就与Hk+1本质上是一样的

而这要求Hk+1是不可约的
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Hk与Hk+1不可约性的关系

定理

若Hk是不可约的上Hessenberg矩阵，且γ1和γ2均

非Hk的特征值，则Hk+1 也是不可约的

上Hessenberg矩阵
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定理证明

采用反证法

记Hk+1 = (h̃ij), 并假定存在r (1 6 r 6 n − 1)使

得h̃r+1,r = 0, 而h̃i+1,i 6= 0 (i = 1, 2, . . . , r − 1)

比较等式HkQ = QHk+1两边矩阵的前r列，我

们有

Hkqj = h̃1jq1 + · · ·+ h̃jjqj + h̃j+1,jqj+1,

j = 1, . . . , r − 1

Hkqr = h̃1rq1 + h̃2rq2 + · · ·+ h̃rrqr
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由此考虑r + 1个向量q1,Hkq1, . . . ,H
r
kq1, 它们均

可以表示为q1, . . . , qr的线性组合，因此存在不

全为零的αi , (
r∑

i=0

αiH
i
k

)
q1 = 0

注意到qr只出现在H r−1
k q1和H r

kq1中，因此必

有αr 6= 0; 否则所有系数都是零
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由M = QR可得q1 =
1

r11
Me1. 将其代入到上式，

并注意M也是Hk的多项式，我们有My = 0, 其

中

y =

(
r∑

i=0

αiH
i
k

)
e1

记Hk = (hij), 直接计算可知y的第r + 1个分量为

αrh21h32 · · · hr+1,r 6= 0

这就是说方程组My = 0有非零解，这

与γ1和γ2均非Hk的特征值，从而M非奇异矛盾
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实现从Hk到Hk+1的新方法

由于Q的第一列是M的第一列单位化得到的

由M = H2
k − sHk + tI可知M的第一列为

Me1 = (ξ1, ξ2, ξ3, 0, . . . , 0)T

其中

ξ1 = (h
(k)
11 )2 + h

(k)
12 h

(k)
21 − sh

(k)
11 + t

ξ2 = h
(k)
21 (h

(k)
11 + h

(k)
22 − s)

ξ3 = h
(k)
21 h

(k)
32



非对称特征值问题计

算方法

邓建松

基本概念与性质

幂法

反幂法

QR方法

基本迭代和收敛性

实Schur标准形

上Hessenberg化

带原点位移的QR迭代

双重步位移的QR迭代

隐式QR算法

实现从Hk到Hk+1的新方法

由于Q的第一列是M的第一列单位化得到的

由M = H2
k − sHk + tI可知M的第一列为

Me1 = (ξ1, ξ2, ξ3, 0, . . . , 0)T

其中

ξ1 = (h
(k)
11 )2 + h

(k)
12 h

(k)
21 − sh

(k)
11 + t

ξ2 = h
(k)
21 (h

(k)
11 + h

(k)
22 − s)

ξ3 = h
(k)
21 h

(k)
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在M的QR分解中，如果Householder变

换P0把Me1变为αe1, 那么P0的第一列与Me1共

线

利用Householder变换的定义与意义，可直

接证明（作为练习）

这就是说P0的第一列就可以作为Q的第一列

根据Householder变换的理论，可以确定P0的具

体表示
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P0的表示

P0可以按下述方式确定：

P0 = diag(P̃0, In−3)

其中

P̃0 = I3 − βvvT , v = (ξ1 − α, ξ2, ξ3)T ,

α =
√
ξ21 + ξ22 + ξ23 , β = 2/(vTv)
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现令B = P0HkP0, 则我们只要找到第一列

为e1的正交矩阵Q̃, 使得Q̃TBQ̃ = H̃为

上Hessenberg矩阵，那么H̃就是所期望的Hk+1

根据前面给出的约化一个矩阵为

上Hessenberg矩阵的方法以及上Hessenberg矩阵

的唯一性可知，这是很容易做到的

而且算法的运算量只是O(n2)
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Francis算法

事实上，由于用P0对Hk进行相似变换为B，只

是改变了H的前三列和前三行，因此B比

上Hessenberg矩阵只是多了三个可能的非零元

素

由此我们可以构造Householder变换P1把第一列

多余的两个非零元素消去

逐步递推下去，就可以把B化为上Hessenberg矩

阵

由此给出的就是著名的Francis双重步位移

的QR迭代算法
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实用算法

前面的讨论解决了用QR方法求给定实矩阵的

实Schur标准形的几个关键问题

为了得到一个实用的算法，我们还需要给出一

个有效的判定准则，确定迭代过程中所产生的

上Hessneberg矩阵的次对角元何时可以忽略不

计

一种简单而实用的准则是：当

|hi+1,i | 6 (|hii |+ |hi+1,i+1|)u

时，就将hi+1,i看做零
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隐式QR算法

把前面所有分析综合在一起，就是隐式QR算法

该算法计算给定的n阶实矩阵A的实Schur分解：

QTAQ = T , 其中Q是正交矩阵，T为拟上三角

阵，即对角块为1× 1或2× 2方阵的块上三角

阵，而且每个2× 2的对角块必有一对复共轭特

征值
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算法注解

实际计算的统计表明，这一算法每分离出一

个1× 1或2× 2子矩阵平均需要2次QR迭代

只计算特征值，运算量平均为10n3；如果还需

要Q, 总运算量平均约为25n3

算法是稳定的
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隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

对称矩阵的特征值问题

对称矩阵的特征值问题具有许多良好的

性质和十分丰富又完美的数学理论

关于它的计算方法和相应的理论成为矩

阵计算中发展得最为完善的一部分

本章介绍其中几个最基本的数值方法
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对称矩阵特征值的性质

实对称矩阵的特征值均为实数

其特征向量可以构成Rn的一组标准正交基

定理

若A ∈ Rn×n是对称的，则存在正交矩阵Q ∈ Rn×n使

得

QTAQ = Λ = diag(λ1, . . . , λn)
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极小极大定理

定理

设A ∈ Rn×n是对称的，并假定A的特征值

为λ1 > · · · > λn, 则有

λi = max
X∈Gni

min
06=u∈X

uTAu

uTu

= min
X∈Gnn−i+1

max
06=u∈X

uTAu

uTu

其中Gnk表示Rn中所有k维子空间的全体
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特征值的敏感性：Weyl定理

定理

设n阶对称矩阵A和B的特征值分别为

λ1 > · · · > λn和µ1 > · · · > µn

则有

|λi − µi | 6 ‖A− B‖2, i = 1, . . . , n



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

特征向量的敏感性

定理

设A和A+ E是两个n阶实对称矩阵，并假设q1是A的一个单位特征向量，

Q = (q1,Q2)是n 阶正交矩阵，矩阵分块如下：

QTAQ =

(
λ 0

0 D2

)
, QTEQ =

(
ε eT

e E22

)

若d = min
µ∈λ(D2)

|λ− µ| > 0, ‖E‖2 6
1

4
d, 则存在A+ E的一个单位特征向

量q̃1使得

sin θ =
√

1− |qT1 q̃1|2 6
4

d
‖e‖2 6

4

d
‖E‖2

其中θ是向量q1和q̃1之间所夹的锐角，即θ = arccos |qT1 q̃1|
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SVD分解定理

设A ∈ Rm×n, 则存在正交矩

阵U ∈ Rm×m和V ∈ Rn×n使得

UTAV =

(
Σr 0

0 0

)
其中Σr = diag(σ1, . . . , σr ), σ1 > · · · > σr > 0

对于上述分解，我们称

σ1 > · · · > σr > σr+1 = · · · = σn = 0

为A的奇异值；U和V的列向量分别称

为A的左/右奇异向量
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定理

设A,B ∈ Rm×n, 并假定它们的奇异值分别为
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则有
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对称QR方法

对称QR方法就是求解对称特征值问题

的QR方法

它是将QR方法应用于对称矩阵，并且

充分利用了其对称性

此时上Hessenberg矩阵就是三对角对称

矩阵
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三对角化

若A是n阶实对称矩阵，并假定A的

上Hessenberg分解为

QTAQ = T

其中Q是正交矩阵，T是上Hessenberg矩阵，则

可知T是对称三对角阵

因此当处理的是对称矩阵时，上Hessenberg化

就是三对角化

因此我们约化过程中可以充分利用对称性，使

运算量大减
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具体分析

对A进行分块：

A =

(
α1 vT

0

v0 A0

)

其中α1 ∈ R.

利用Householder变换把A约化为上Hessenberg矩

阵的第一步是把v0转化为β0e1, 从而A0变为新

的n − 1阶矩阵，我们对A0进行类似分块，得

到A1, 依次类推......
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约化的第k步

计算Householder变换H̃k ∈ R(n−k)×(n−k), 使得

H̃kvk−1 = βke1, βk ∈ R

计算

H̃kAk−1H̃k =

(
αk+1 vT

k

vk Ak

)
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分解结果

定义

T =


α1 β1

β1 α2
. . .

. . . . . . βn−1

βn−1 αn


Q = H1 · · ·Hn−2, Hk = diag(Ik , H̃k)

则我们有QTAQ = T , 这称为A的三对角分解
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运算量

第k步约化的主要工作是计算H̃kAk−1H̃k

设H̃k = I − βvvT , v ∈ Rn−k , 由Ak−1的对称性，

我们有

H̃kAk−1H̃k = Ak−1 − vwT − wvT

其中w = u − β(vTu)v/2, u = βAk−1v

利用这一等式计算，运算量仅为4(n − k)2, 从

而总体运算量为4n3/3次乘法运算
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带原点位移的QR迭代

完成了三对角分解后，接下来就是选取适当的

位移进行QR迭代

由于此时特征值全是实数，因此没有必要进行

双重步位移

带原点位移的QR迭代格式为

Tk − µk I = QkRk (QR分解)

Tk+1 = RkQk + µk I , k = 0, 1, . . .

其中T0 = T是对称三对角阵
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性质保持

根据QR迭代保持上Hessenberg形和对称

性的特点可知Tk都是对称三对角阵

与非对称QR方法一样，我们这里也假

定迭代中所出现的Tk都是不可约的
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位移的选取

与非对称QR迭代中一样，最简单的做法是

取µk为Tk右下角元素

但此时有一个更好的取法，即Wilkinson位移

设Tk右下角的2× 2阶矩阵为

(
αn−1 βn−1

βn−1 αn

)
,

我们取µk为该矩阵的两个特征值之中靠近αn的

那一个，即

µk = αn + δ − sgn(δ)
√
δ2 + β2

n−1

其中δ = (αn−1 − αn)/2
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两种选取的对比

两种位移最终都是三次收敛的

Wilkinson论证了为什么后者优于前者的

理由
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一次对称QR迭代的实现

假设一次对称QR迭代的形式为

T − µI = QR , T̃ = RQ + µI

当然可以利用Givens变换直接实

现T − µI的QR分解，进而完成一步迭代

更漂亮的做法是以隐含的方式实现由T到T̃的

变换



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

一次对称QR迭代的实现

假设一次对称QR迭代的形式为

T − µI = QR , T̃ = RQ + µI

当然可以利用Givens变换直接实

现T − µI的QR分解，进而完成一步迭代

更漂亮的做法是以隐含的方式实现由T到T̃的

变换



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

一次对称QR迭代的实现

假设一次对称QR迭代的形式为

T − µI = QR , T̃ = RQ + µI

当然可以利用Givens变换直接实

现T − µI的QR分解，进而完成一步迭代

更漂亮的做法是以隐含的方式实现由T到T̃的

变换



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

基本想法

根据上Hessenberg约化的唯一性定理，对

于T̃ = QTTQ，T̃本质上是由Q的第一列完全

确定的

利用Givens变换对T − µI进行QR分解，那
么Qe1 = G1e1, 这里G1 = G (1, 2, θ) 使得

G(1, 2, θ)

(
α1 − µ
β1

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
α1 − µ
β1

)

=

(
∗
0

)



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

基本想法

根据上Hessenberg约化的唯一性定理，对

于T̃ = QTTQ，T̃本质上是由Q的第一列完全

确定的

利用Givens变换对T − µI进行QR分解，那
么Qe1 = G1e1, 这里G1 = G (1, 2, θ) 使得

G(1, 2, θ)

(
α1 − µ
β1

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
α1 − µ
β1

)

=

(
∗
0

)



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

后续约化

令B = G1TG
T
1 , 则B的左上3× 3阶矩阵非零，

即仅比对称三对角阵多两个非零元

将B再用n − 1个Givens变换约化为三对角阵T̃

如此即为带Wilkinson位移的隐式对称QR迭代算

法
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隐式对称QR算法

类比于非对称QR算法，综合前面的讨论，我们

可以得到隐式对称QR算法

此时算法的输出为对角阵，元素是A的特征值

只计算特征值，算法运算量约为4n3/3

这是矩阵计算中最漂亮的算法之一，它是数值

稳定的



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

隐式对称QR算法

类比于非对称QR算法，综合前面的讨论，我们

可以得到隐式对称QR算法

此时算法的输出为对角阵，元素是A的特征值

只计算特征值，算法运算量约为4n3/3

这是矩阵计算中最漂亮的算法之一，它是数值

稳定的



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

隐式对称QR算法

类比于非对称QR算法，综合前面的讨论，我们

可以得到隐式对称QR算法

此时算法的输出为对角阵，元素是A的特征值

只计算特征值，算法运算量约为4n3/3

这是矩阵计算中最漂亮的算法之一，它是数值

稳定的



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

隐式对称QR算法

类比于非对称QR算法，综合前面的讨论，我们

可以得到隐式对称QR算法

此时算法的输出为对角阵，元素是A的特征值

只计算特征值，算法运算量约为4n3/3

这是矩阵计算中最漂亮的算法之一，它是数值

稳定的



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

Jacobi方法

Jacobi方法是求实对称矩阵全部特征值和特征

向量的最古老的方法之一

它是由C.G.J. Jacobi于1846年首先提出的

该方法利用了实对称矩阵可以正交相似变换约

化为对角阵的性质，用一系列适当选取的平面

旋转变换将给定矩阵约化为对角阵

它的速度相比对称QR方法要相差很远，但它编

程简单，并行效率高
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Jacobi方法的目标

设A = (αij)是n × n实对称矩阵

Jacobi方法的目标就是将A的非对角“范

数”E (A)逐步约化为零：

E (A) =

(
‖A‖2F −

n∑
i=1

α2
ii

)1/2

=

(
n∑

i=1

n∑
j=1,j 6=i

α2
ij

)1/2

所采用的基本工具就是由Givens变换定义的平

面旋转变换
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Jacobi变换

Given变换G (p, q, θ)也记作J(p, q, θ)

J(p, q, θ) = I + (cos θ − 1)(epe
T
p + eqe

T
q )

+ sin θ(epe
T
q − eqe

T
p )

此时假定p < q

这一变换也称为(p, q)平面的Jacobi变换
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Jacobi方法一次约化的步骤

1 选择旋转平面(p, q), 1 6 p < q 6 n

2 确定旋转角θ使得

(
βpp βpq

βqp βqq

)
=

(
c s

−s c

)T (
αpp αpq

αqp αqq

)(
c s

−s c

)

为对角阵，其中c = cos θ, s = sin θ

3 对A进行相似变换：B = (βij) = JTAJ , 其

中J = J(p, q, θ)
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A与B的关系

矩阵A与B只在第p行/列和第q行/列不同，它

们之间有关系如下：

βip = βpi = cαip − sαiq, i 6= p, q

βiq = βqi = sαip + cαiq, i 6= p, q

βpp = c2αpp − 2scαpq + s2αqq

βqq = s2αpp + 2scαpq + c2αqq

βpq = βqp = (c2 − s2)αpq + sc(αpp − αqq)
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c, s的计算

先假设选定了旋转平面(p, q)

下面根据βpq = βqp = 0求出c , s

由βpq的表达式可知，这等价于计算c , s使得

(c2 − s2)αpq + sc(αpp − αqq) = 0

若αpq = 0, 可取c = 1, s = 0
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αpq 6= 0的情形

如果αpq 6= 0, 令

τ =
αqq − αpp

2αpq
, t = tan θ =

s

c

由此得到方程t2 + 2τ t − 1 = 0

如此t有两种选择。选择其绝对值较小的即可，

从而

t =
sgn(τ)

|τ |+
√

1 + τ 2
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αpq 6= 0的情形

如果αpq 6= 0, 令

τ =
αqq − αpp

2αpq
, t = tan θ =

s

c

由此得到方程t2 + 2τ t − 1 = 0

如此t有两种选择。选择其绝对值较小的即可，

从而

t =
sgn(τ)

|τ |+
√

1 + τ 2
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如此选择保证了旋转角θ满足|θ| 6 π/4, 这

对Jacobi方法的收敛性是至关重要的

细节见后面的收敛性分析

确定了t之后，c , s可由下面的公式确定：

c =
1√

1 + t2
, s = tc
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Frobenius范数的变化

由于Frobenius范数对正交变换保持不变，从

而‖B‖F = ‖A‖F , 即

α2
pp + α2

qq + 2α2
pq = β2

pp + β2
qq

如此我们有

E (B)2 = ‖B‖2F −
n∑

i=1

β2
ii

= ‖A‖2F −
n∑

i=1

α2
ii + (α2

pp + α2
qq − β2

pp − β2
qq)

= E (A)2 − 2α2
pq
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旋转平面的选取

我们的目标是使E (B)尽可能得小，因

此(p, q)的最佳选择应使

|αpq| = max
16i<j6n

|αij |

即应选取非对角元中绝对值最大者所在

的行列为旋转平面
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经典Jacobi方法

根据上述原则选择旋转平面(p, q), 然后再确

定c , s的方法就是经典Jacobi方法

其基本迭代格式如下：

Ak = (α
(k)
ij ) = JT

k Ak−1Jk , k = 1, 2, . . .

其中A0 = A, Jk是对Ak−1如前所确定的Jacobi变

换
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收敛定理

定理

存在A的特征值的一个排列λ1, λ2, . . . , λn, 使

得

lim
k→∞

Ak = diag(λ1, λ2, . . . , λn)



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

定理证明:E (Ak)→ 0

我们先证明随着迭代次数k的增加，Ak的非对

角“范数”E (Ak)→ 0

根据前面的讨论，我们有

E (Ak)2 = E (Ak−1)2 − 2(α(k−1)
pq )2

其中α
(k−1)
pq 是Ak−1的非对角元之中绝对值最大

者



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

定理证明:E (Ak)→ 0

我们先证明随着迭代次数k的增加，Ak的非对

角“范数”E (Ak)→ 0

根据前面的讨论，我们有

E (Ak)2 = E (Ak−1)2 − 2(α(k−1)
pq )2

其中α
(k−1)
pq 是Ak−1的非对角元之中绝对值最大

者



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

定理证明:E (Ak)→ 0

注意到

E (Ak−1)2 6 (n2 − n)(α(k−1)
pq )2

从而有

E (Ak)2 6

(
1− 2

n2 − n

)
E (Ak−1)2

系数为与k无关的绝对值小于1的数，由

此 lim
k→∞

E (Ak) = 0
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定理的继续证明

下面证明α
(k)
ii → λi , k →∞

假设A的互不相同的特征值之间最小距离为δ

任取ε满足0 < ε < δ/4, 由 lim
k→∞

E (Ak) = 0 知存

在k0使得当k > k0时有E (Ak) < ε < δ/4
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由于λ(Ak0) = λ(A), 对矩阵Ak0与其对角元作成

的对角阵

Dk0 = diag(α
(k0)
11 , α

(k0)
22 , . . . , α(k0)

nn )

应用本章开始给出的Weyl定理可知，存在A的

特征值的一个排列λ1, . . . , λn使得对i = 1, . . . , n∣∣∣λi − α(k0)
ii

∣∣∣ 6 ‖Ak0 − Dk0‖2 6 E (Ak0) < ε < δ/4

目前来说，特征值的排列是与k0有关的
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实际上，可以证明这种排列对任意k > k0都是

一致的（暂缺）

也说是说，只要能证明上式蕴涵着∣∣∣λi − α(k0+1)
ii

∣∣∣ < ε, i = 1, . . . , n

则由归纳法可知对一切k > k0有∣∣∣λi − α(k)
ii

∣∣∣ < ε, i = 1, . . . , n

从而定理得证
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欠缺的一环

由于Ak0+1与Ak0的对角元只可能有两个不同：

α
(k0+1)
pp 和α

(k0+1)
qq ，所以只需要对i = p, q证明欠

缺的蕴涵关系成立即可

由于t = s/c , 根据c , s计算过程，

α
(k0)
pq (c2 − s2) + (α

(k0)
pp − α(k0)

qq )cs = 0, 所

以(1− t2)α
(k0)
pq = t(α

(k0)
qq − α(k0)

pp )
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根据迭代格式，我们有

α(k0+1)
pp = α(k0)

pp + c2
(
−2tα(k0)

pq + t2(α(k0)
qq − α(k0)

pp )
)

= α(k0)
pp + c2

(
−2tα(k0)

pq + t(1− t2)α(k0)
pq

)
= α(k0)

pp − tα(k0)
pq

α(k0+1)
qq = α(k0)

qq + tα(k0)
pq

从而对任何λj 6= λp有(注意|t| 6 1)∣∣α(k0+1)
pp − λj

∣∣ =
∣∣α(k0)

pp − λp + λp − λj − tα(k0)
pq

∣∣
> |λp − λj | −

∣∣α(k0)
pp − λp

∣∣− |t|E (Ak0)

> δ − ε− ε > 2ε
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由于λ(Ak0+1) = λ(A), E (Ak0+1) < ε, 所以根

据Weyl定理可知，α
(k0+1)
pp 必与A的某个特征值之

间的距离小于ε

据前结论，
∣∣∣λi − α(k)

ii

∣∣∣ < ε在i = p时成立

类似可证该不等式i = q时成立

定理证明完成
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注解

从定理的证明可见，|t| 6 1对经典Jacobi方法的

收敛起了至关重要的作用。它保证了迭代产生

的每一个对角元一致地趋向于A的某一个固定

的特征值

证明也给出了经典Jacobi方法的收敛速度的一

个粗略的估计：

E (Ak)2 6

(
1− 2

n2 − n

)k

E (A0)2

这表明经典Jacobi方法是线性收敛的
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扫描

通常将N = (n2 − n)/2次Jacobi迭代称为一次扫

描

可以证明经典Jacobi方法的渐近收敛速度是二

次的，即存在常数c > 0, 对充分大的k

E (Ak+N) 6 cE (Ak)2

所以每扫描一次，其非对角“范数”将以平方收

敛的速度接近于零
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循环Jacobi方法

经典Jacobi方法中每进行一次相似变换，所需

的运算仅为O(n), 而确定旋转平面却需要进

行(n2 − n)/2个元素比较

所以经典Jacobi方法的大部分时间用在了寻找

最佳的旋转平面上

一种变通方法：直接按某种预定顺序对每个非

对角元消去一次，这就是所谓的循环Jacobi方

法
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自然的遍历顺序

在循环Jacobi方法中，最自然的遍历非对角元

的顺序是

(1, 2), . . . , (1, n); (2, 3), . . . , (2, n); . . . , (n − 1, n)

这种方法也可以证明是渐近平方收敛的，但它

相比于经典Jacobi方法要快很多
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变形：过关Jacobi方法

在实际计算中用得最多的是循环Jacobi方法的

一种变体，即过关Jacobi方法

在该变体中，先确定一个正数（称为关值），

在一次扫描中只对那些绝对值超过关值的非对

角元所在的平面进行Jacobi变换

如此反复扫描，当所有的非对角元的绝对值都

不超过关值时，减小关值，再进行类似扫描

直至关值充分小时结束
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关值的选取

常用的关值是按如下方式选取的：

δ0 = E (A), δk =
δk−1
σ

其中σ > n是一个固定的正数

可以证明：针对如此选取的关值，过

关Jacobi方法是收敛的



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

关值的选取

常用的关值是按如下方式选取的：

δ0 = E (A), δk =
δk−1
σ

其中σ > n是一个固定的正数

可以证明：针对如此选取的关值，过

关Jacobi方法是收敛的



对称特征值问题的计

算方法

邓建松

基本性质

对称QR方法

三对角化

隐式对称QR迭代

Jacobi方法

经典Jacobi方法

循环Jacobi方法及其变形

二分法

奇异值分解的计算

二对角化

SVD迭代

SVD算法

Jacobi方法中特征向量的计算

经过k次变换后迭代停止，则我们有

Ak = QT
k AQk

其中Qk = J1J2 · · · Jk

由于Ak的非对角元已非常小，那么A的对角元

就是特征值的近似，Qk的列向量就是A的特征

向量近似
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二分法

本节介绍求一个实对称三对角阵T的任意指定

特征值的二分法

设T的对角元为αi , i = 1, . . . , n; 次对角元为βi ,

i = 2, . . . , n

假定次对角元非零
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顺序主子式

记pi(λ)表示T − λI的i阶顺序主子式

则pi(λ)满足下面的三项递推公式：

p0(λ) = 1, p1(λ) = α1 − λ

pi(λ) = (αi − λ)pi−1(λ)− β2
i pi−2(λ)

i = 2, . . . , n

由于T实对称，所以pi(λ)的根都是实的
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例

设T =

 1 1 0

1 1 1

0 1 1

, 则

p0(λ) = 1

p1(λ) = 1− λ

p2(λ) = (1− λ)2 − 1

p3(λ) = (1− λ)3 − 2(1− λ)
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pi(λ)的性质

定理

1 存在正数M, 使得当λ > M时，pi(−λ) > 0,

而pi(λ)的符号为(−1)i

2 相邻两个多项式没有公共根

3 若pi(µ) = 0, 则pi−1(µ)pi+1(µ) < 0

4 pi(λ)的根全是单重的，并且pi(λ)的根严格分

离pi+1(λ)的根
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而pi(λ)的符号为(−1)i

2 相邻两个多项式没有公共根

3 若pi(µ) = 0, 则pi−1(µ)pi+1(µ) < 0

4 pi(λ)的根全是单重的，并且pi(λ)的根严格分

离pi+1(λ)的根
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性质1,2的证明

根据pi(λ)的定义，其首项为(−1)iλi , 所以性

质1成立

性质2的证明：采用反证法。假设存在某个i ,

pi−1(λ)与pi(λ)有公共根µ, 那么由三项递推公式

0 = pi(µ) = (αi − µ)pi−1(µ)− β2
i pi−2(µ)

而βi 6= 0, 所以有pi−2(µ) = 0, 以此类推可

得p0(µ) = 0, 矛盾
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性质3的证明

设pi(µ) = 0

代入三项递推关系，可得

pi+1(µ) = −β2
i pi−1(µ)

由性质2，µ不是pi+1(λ)和pi−1(λ)的根，从而可

知pi−1(µ)pi+1(µ) < 0
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性质4的证明

采用数学归纳法

当i = 1时p1(λ) = α1 − λ, 即α1是p1(λ)的单根

当i = 2时，由于p2(α1) = −β2
2 < 0, 而且根据性

质1, 当λ充分大时有p2(±λ) > 0, 因此

在(−∞, α1)和(α1,+∞)之内各有p2(λ)的一个

根，而且α1严格分隔这两个根

假设性质在i = k时成立，即pk−1(λ)和pk(λ)的

根都是单根，并且pk−1(λ)的根严格分

隔pk(λ)的根
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设pk−1(λ)和pk(λ)的根分别为

ν1 < ν2 < · · · < νk−1, µ1 < µ2 < · · · < µk

则由归纳假设可知

µ1 < ν1 < µ2 < ν2 < · · · < νk−1 < µk

应用三项递推公式可有

pk+1(µj) = −β2
k+1pk−1(µj), j = 1, . . . , k
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根据性质1和pk−1(νj) = 0 (1 6 j 6 k − 1)可

知(−1)j−1pk−1(µj) > 0, j = 1, 2, . . . , k

于是(−1)jpk+1(µj) > 0, j = 1, 2, . . . , k

再注意到对充分大的正数µ有pk+1(−µ) > 0,

(−1)k+1pk+1(µ) > 0, 所以在区间(−∞, µ1),

(µ1, µ2), . . . , (µk−1, µk), (µk ,+∞)内都

有pk+1(λ)的根

这就完成了证明
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变号数

根据性质可知，不可约三对角对称多项式的特

征值都是单重实数

对任意给定的实数µ, 定义sk(µ)表示数

列p0(µ), p1(µ), . . . , pk(µ)的变号数

规定：如果pi(µ) = 0, 则pi(µ)与pi−1(µ)同号

（注意，pi−1(µ)不可能也为零）

例：对前面的三阶矩阵例，µ = 1, 则我们有

p0(1) = 1, p1(1) = 0, p2(1) = −1, p3(1) = 0

所以变号数s3(1) = 1
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变号数与根的个数

定理

若T为不可约对称三对角矩阵，则sk(µ)

(1 6 k 6 n)恰好是pk(λ)在区间(−∞, µ)内根的个数

推论

若T为不可约对称三对角矩阵，则sn(µ) 恰好是T在

区间(−∞, µ)内特征值的个数
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定理的证明

采用数学归纳法

当k = 1时定理显然成立

假设当k = `时定理成立

设p`(λ)和p`+1(λ)的根分别为

µ1 < µ2 < · · · < µ`, λ1 < λ2 < · · · < λ`+1

则根据性质4,

λ1 < µ1 < λ2 < µ2 < · · · < µ` < λ`+1
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设s`(µ) = m, 则由归纳假设可知µm < µ 6 µm+1

注意到µm < λm+1 < µm+1, 从而µ所在的位置有

两种可能性：

λm < µm < µ 6 λm+1 或 λm+1 < µ 6 µm+1

注意到

p`(µ) =
∏̀
i=1

(µi − µ), p`+1 =
`+1∏
i=1

(λi − µ)
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当λm < µm < µ 6 λm+1时，可

知p`(µ)与p`+1(µ)同号，即使µ = λm+1按规定此

两数也是同号的

从而s`+1(µ) = s`(µ) = m, 这正好是p`+1(λ)在区

间(−∞, µ)内根的个数
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根据归纳假设，这就完成了证明
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求指定特征值

利用定理的推论，我们可以用二分法求T的任

何一个指定的特征值

设T的特征值为λ1 < λ2 < · · · < λn

则必有|λi | 6 ρ(T ) 6 ‖T‖∞

假定我们期望求T的第m个特征值λm, 我们先取

`0 = −‖T‖∞, u0 = ‖T‖∞
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二分法

根据设定，λm必在区间[`0, u0]内

取[`0, u0]的中点r1 = (`0 + u0)/2, 计算sn(r1)

若sn(r1) > m, 则λ ∈ [`0, r1], 于是

取`1 = `0, u1 = r1

否则λ ∈ [r1, u0], 于是取`1 = r1, u1 = u0

如此我们得到一个长度减少一半的区

间[`1, u1]仍包含特征值λm

继续上述过程直到区间长度足够小，最后取区

间中点作为λm的近似值
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变号数的有效计算

二分法的主要工作是计算sn(µ). 这显然不能直

接通过计算pi(µ)的值来实现，因为高阶多项式

的计算很容易出现不稳定

定义qi(λ) =
pi(λ)

pi−1(λ)
, i = 1, 2, . . . , n

根据定义可知

q1(λ) = p1(λ) = α1 − λ

qi(λ) = αi − λ−
β2
i

qi−1(λ)
, i = 2, . . . , n

sn(µ)就是数列q1(µ), . . . , qn(µ)中负数的个数
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qi−1(λ) = 0的处理

当qi−1(λ) = 0时，按规定此时qi−1应按正数对

待

在算法中可用很小的正数代替qi−1(λ)
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运算量

可以事先把β2
i算好并贮存起来，因此上述变号

数计算的算法只需要n − 1次除法运算

和2n − 1次加减运算

如果计算一个特征值平均需要m次二分法，则

用二分法求一个特征值的运算量平均为3nm
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注解

二分法具有较大的灵活性，它既可以求某些指

定的特征值，也可以求某个区间内的特征值，

而且对各个特征值的精度要求也可以不一样

二分法是非常稳定的，而且计算精度和所需计

算时间与特征值的分离程度无关

在算出某个特征值之后，可以应用反幂法求特

征向量
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奇异值分解的计算

对给定的A ∈ Rm×n (m > n)，如何计算其奇异

值分解，这是一个有重要应用意义的问题

奇异值分解与对称矩阵的谱分解密切相关，从

而也相应地有计算奇异值分解的QR方法、

Jacobi方法、二分法等

本节我们只介绍计算奇异值分解的QR方法，基

本想法：隐含地应用对称QR方法于ATA上，但

又希望在整个过程中并不直接计算ATA
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二对角化

对应于将ATA三对角化，这里我们是将A二对

角化，即计算两个正交矩阵U , V , 使得

UTAV =

(
B

0

)
, B =


δ1 γ1

. . . . . .
. . . γn−1

δn



从而有V TATAV = BTB是一个对称三对角阵，

这就相当于把ATA三对角化
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二对角化的实现

二对角分解可以利用Householder变换实现

首先确定一个m阶Householder变换P1，

把PT
1 A的第一列除首元外化为零

然后确定n − 1阶Householder变换H1使得

PT
1 A

(
1 0

0 H1

)
的第一行除前两个元素外其余元素约化为零

如此继续下去就可以完成二对角分解
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SVD迭代：位移的选取

下面对三对角阵T = BTB进行带位移的隐

式QR迭代。同样这里的关键是不明确把T计算

出来

位移的选取：针对T的右下角2阶矩阵(
δ2n−1 + γ2n−1 δn−1γn−1

δn−1γn−1 δ2n + γ2n−1

)

我们取位移µ为这个矩阵的两个特征值中距

离δ2n + γ2n−1近的那个（即Wilkinson位移）
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SVD迭代：c, s的确定

接下来，确定Givens变换G1 = G (1, 2, θ)满足(
c1 s1

−s1 c1

)T (
δ21 − µ
δ1γ1

)
=

(
∗
0

)

这里T − µI的第一列是(δ21 − µ, δ1γ1, 0, . . . , 0)T
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SVD迭代：正交相似变换

最后一步就是确定正交矩阵Q使

得QT (GT
1 TG1)Q是对称三对角阵，且Qe1 = e1

为了避免T的计算，只需计算正交矩阵P和Q使

得PT (BG1)Q是二对角阵，且Qe1 = e1

可以利用Givens变换实现这一点
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不可约的要求

隐式QR迭代的前提是T = BTB是不可约的

T的次对角元为δjγj , 因此T不可约的充要条件

是δjγj 6= 0

当某个γj = 0时，这时可以把问题分解为两个

低阶问题处理

当某个δj = 0，而γj 6= 0时，我们可以通过适当

的Givens变换把B的第j行元素都变零，而保持

其二对角形式不变；从而实现降阶
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在实际计算时，当δj或γj很小时，我们就可以

把B分解为两个低阶的二对角阵

通常使用的准则是：如果

|δj | 6 ε‖B‖∞ 或 |γj | 6 (|δj |+ |δj+1|)

就将δj或γj视为零，其中ε是一个略大于机器精

度的正数

将这一准则与前述算法给合，就得到了SVD算

法

算法的渐近收敛速度是三次的
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