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高斯消元： 

1、上/下三角阵求解与高斯消元 

 

上下三角阵可直接通过除以主对角线元素后对应相减来求解，而主对角线元素为 1 时

直接删去除以的过程即可，图示为针对上三角矩阵，针对下三角可类似实现。 

 

 高斯消元直接仿照书上实现即可： 

 
 对全主元/列主元，可先找到最大值后再记录，如全主元寻找、交换部分的代码： 

 

 此处先将 p, q置为-1，这样若剩下矩阵都为 0则直接返回。值得一提的是，由于三种

高斯消元可能出现异常返回，用 int类型事实上比 void类型更加合适。 

 

 主元消去法需要进行一些置换矩阵的乘法，也即相当于交换 b中的对应分量，具体代码

如下： 



 

 由于构造过程，交换 q的过程与交换 p是相反的，首次写代码时此处出错过，后来重新

仔细看书才意识到问题。 

 

2、其他处理与计时方式 

 

 此处为第一题构造矩阵的处理。由于构造的矩阵需要在不同方法下多次使用，而方法对

矩阵具有破坏性，因此必须复制。 

 尝试可发现，对 vector类型直接使用=即可达成复制，因此先初始化出 A0，b0，再每

次用 A，b复制即可。 

 



 关于计时，通过 GetTickCount进行开始到结束部分的计时，打印与复制等不在计时范

围内，从而达到测试算法时间的效果。 

 又如，全主元消去法的测试如下： 

 
 

3、题 1结果展示 

 按照题目的要求构造 84阶矩阵时，结果如下。 

 

 可以发现，不选主元的偏差明显，行列主元则较为精确。由于阶数过低，时间性能的差

别不明显，此处将阶数调整为 200后观察时间性能和误差： 



 

 

 

 由于矩阵构造，全主元与列主元的结果一致，均显著优于不选主元。而时间性能上，不

选主元和列主元几乎一致(事实上，测试更大规模的数据时，列主元的速度甚至优于不选主

元，如下方为 N=500时三者的输出结果。) 

   

综合以上可发现，一般来说列主元的确是最优的思路。 

 

平方根法： 

1、平方根法与改进 

 仿照书上代码可实现平方根法与改进的平方根法： 



 

 

 在平方根法的最后，我将 A的上三角部分存储了 L的转置，方便之后调用前代、回代进

行方程的求解，而改进平方根法的这一步则由单独的函数完成： 

 
 

3、题 2结果展示 

对第一问，随机数采用 rand()%10生成了随机一位数，而为了对比结果与精确解的区

别，代码中将解出的 x对应的 Ax也算了出来，以下为 100阶时示例的 b对应的解： 

 



 

 

 示例情况中，结果与时间都是几乎一致的，并且在考虑 double 误差时精确程度极高。 

 当阶数变为 1000时，两者的结果依然十分相近，且也有极高的精确程度(下图为 Ax的

部分，都与对应的 b几乎相同)： 

 



但是，此时直接平方根消耗的时间显著多于改进的平方根法： 

  

 

而第二问，二者就表现出了更明显的差别，直接平方根法直接显示了-nan(经测试，当

阶数达到 14时其即会显示-nan，只能在不超过 13时求解，推测与浮点数快速指数运算的

原理有关)，而改进的平方根法虽然数字亦在有限几项后变得非常不准确，但能算出完整的

结果。 

 

 

4、题 3结果展示 

 将题 1的程序运用到题 2后，可以得到两方法的对比。 

第一问在 100的规模结果如下： 

  



  

 

 可以发现，三个算法都得到了基本准确的结果，除了全主元消去外与平方根法效率差别

不大。但是，1000的规模即出现了明显差别： 

   

 不选主元与列主元的速度都在改进平方根法的三倍左右，与理论计算的结果一致。不过，

在精度上，三种算法都达到了较高的精度(由于其正定且主对角线比起周围大很多，三种算

法的实际结果几乎无区别)。 

 而第二问的情况如下： 

 



 

 

可以发现，这样的高斯消元比起平方根法虽然笨重，但是稳定程度要高了很多，虽然仍

然十分不准确，但偏差的量级更小。而观察也可发现，相对来说，全主元的偏差小于列主元

的偏差小于直接消去的偏差，与理论分析结果一致。 

 

总结： 

 本次实验最大收获：在数学实验与数值代数的夹逼下终于还是下了 vs并且配上了 Qt、

OpenCV和 Eigen三个库。 

 此处的结果分析已经能较清晰看出效率的差别，而在今后利用条件数，则能更准确地估

算误差的情况。 
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估算无穷范数： 

1、准备工作 

 

上图即为估计无穷范数所用到的基本函数。在估计逆的无穷范数前，除了上次实验已经

实现的高斯消去相关内容外，还需要实现转置、矩阵向量乘法与无穷范数(此处针对矩阵还

是向量、是否需要返回行数进行了不同的重载)。这部分的函数都较为简单，如无穷范数部

分的实现，直接遍历比较即可： 

 



 

2、主体代码 

 接下来需要实现的是主体部分的代码，其中的一个核心难点是，在列主元消去后如何得

到𝐴𝑇𝑥 = 𝑏的解。 

 当已知𝑃𝐴 = 𝐿𝑈时，可发现上面的方程化为(𝑃𝐴)𝑇𝑃𝑋 = 𝑏，从而解得𝑥 = 𝑃−1𝐿−𝑇𝑈−𝑇𝑏。

于是，当𝐴分解为𝐿𝑈后，先作转置，再利用前代与对角元为 1的回代，最后类似全主元计算

𝑄𝑏的方式处理𝑃−1，即可得到解。由此，计算𝑥,𝑤, 𝑧, 𝑣的过程为： 

 

 

 其余部分的代码利用之前已准备的小函数容易实现，如下图为循环中剩下的部分： 

 

 由于 C++的特性，无需利用 flag标识退出循环，只要识别到结果后直接返回即可。在

之前的重载中，max_pos用于储存最大的位置，这里按 max_pos的结果操作 x即可。 

 

3、题 1结果展示 

 题 1的相关代码如下： 

 
 通过对 N进行循环，即可得到各阶希尔伯特矩阵的条件数估计。 



 输出结果如下： 

 
可以看到，希尔伯特矩阵的条件数在低阶时即达到了很大的数值，这也是为什么对其相

关方程的估算误差极大。 

 

估算解误差： 

1、代码实现 

 在实现了无穷范数的估计后，估算解误差的代码很简单： 

 
 此处利用 A0 存储 A 后进行消元，并解出列主元消去法的 x，存在引用调用的 result

中。另一方面，按照书上的公式计算理论误差的值，并作为返回值。 

 值得注意的是，由于列主元消去会破坏原矩阵，而求解会破坏原向量，如果之后仍要利

用其进行验证(如计算||𝐴𝑥̃ − 𝑏||∞时)，必须先进行保存(这次主要遇到的 bug 就来自于这

里)。 



 

2、题 2结果展示 

题 2的相关代码如下，之后只需要对 N进行循环即可。 

 

 这里的随机是在 1到 100的倒数中进行随机，这是由于起初利用 rand生成整数时，发

现估计误差与实际误差均为 0，没有意义，因此改为了小数，部分输出结果如下： 

 

从结果中可以发现，估算的误差比实际的误差要高出一到两个量级，并且在阶数升高时

偏差更大。因此，其最好只作为理论界使用。 

 



 当阶数进一步升高时，偏差的比例没有变化太多，但估计与实际的数量差别更加明显

(奇怪的观察：估算误差与实际误差的比例与阶数的数值接近)。 

 

总结： 

 使用矩阵/向量的值前一定注意有没有被破坏过！ 

使用矩阵/向量的值前一定注意有没有被破坏过！ 

使用矩阵/向量的值前一定注意有没有被破坏过！ 
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代码实现： 

1、QR分解 

 此处针对书上的代码做了两处优化： 

 首先，在书上的做法中，需要储存 x与 v两个向量，而实际应用时完全可以就地进行存

储，直接对 A[j : m][j]进行操作。此外，在题目中所涉及的数据范围，无需利用无穷范

数防止向上溢出，由此代码中计算 Householder变换的部分是这么实现的： 

 

其中，如果需要用无穷范数进行归一化，将注释的部分加上即可。当判断出 d[j]为 0

时，无论 v为何都不会影响计算，因此直接进行下一次循环。由于过程中破环了 A[j][j]的

值，这里需要补上，利用正交变换不改变二范数，A[j][j]的值应为其下方向量二范数的结

果，即书上算法中的 α。 

其次，由于这里已经完成了第 j列的计算，之后的过程直接从第 j+1列开始即可： 

 

 由于没有单独存储 v，作乘法时需要注意 v[1]对应的 A[j][j]并不是取其中的值，而



是直接取 1。 

 在 j循环结束之后，还有一个重要的步骤：这样得到的上三角阵在 m<=n时对角线最后

一个元素未必非负，可能需要利用 Householder方阵 diag(1,…,1,-1)进行最后操作，也

即： 

 

 

2、其他操作 

为了从 QR分解得到最小二乘结果，还需要计算 Qb并解上三角方程。注意到，储存了 d

与 v后，计算 Qb事实上即为将这些 Householder方阵用相同的顺序左乘 b，因此过程为： 

 

 为了得到结果，还需要将回代法作出改进： 

 
这样，即使对不是方阵的 U，也可以只取其右上三角的部分进行回代。而这个过程中，

也自然忽略了 b超过 n的分量。 

将这些方法整合，得到最终结果： 

 

 在操作后，m维向量 b的前 n个位置也就存储着最后的结果。 

 

结果展示： 



1、题 1 

 

 

 

 对比之前的五种方法(见第一次实验报告)时间几乎在 15-16ms，QR分解的时间显著提

升，并且精度也并没有明显的提升。 

 关于第一题的方程组，在 84阶时无法得到解，经测试最高能在 53阶时算出解： 



 

可以发现，误差积累的速度是非常快的，后方项的偏差巨大。 

 分析其原因，这里的三个方程组都极为特殊。前两个是整元素三对角阵，无论是 LU还

是 LLT、LDLT的形式都十分简单，而 QR多次矩阵乘法会涉及多次开根，导致精度无优势。

而希尔伯特方程的条件数过大，亦无法得到好的结果。 

 

2、题 2-3 

题 2的生成过程如下： 

 

 此为题 2、3的最终结果： 

 

 对于最小二乘问题，由于其并非直接求解方程，QR分解体现出了更强的适用性。 

 

总结： 

 不要半夜写代码，会 de不出 bug…… 
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原理分析： 

1、PDE G-S迭代 

 由于(𝐷 − 𝐿)𝑥(𝑘+1) = 𝑈𝑥(𝑘) + 𝑏，按行还原可得 

𝑏𝑖 =∑𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗
(𝑘+1)

𝑖

𝑗=1

+ ∑ 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗
(𝑘)

𝑛

𝑗=𝑖+1

 

于是 

−𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑘+1)

− 𝑢𝑖,𝑗−1
(𝑘+1)

+ (4 + ℎ2𝑔(𝑖ℎ, 𝑗ℎ))𝑢𝑖,𝑗
(𝑘+1)

− 𝑢𝑖+1,𝑗
(𝑘)

− 𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑘)

= ℎ2𝑓(𝑖ℎ, 𝑗ℎ) 

 

2、PDE SOR迭代 

由于(𝐷 − ω 𝐿)𝑥(𝑘+1) = ((1 − 𝜔)D +𝜔𝑈)𝑥(𝑘) +ωb，按行还原可得 

𝑏𝑖 =∑𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗
(𝑘+1)

𝑖−1

𝑗=1

+ ∑ 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗
(𝑘)

𝑛

𝑗=𝑖+1

+
1

𝜔
𝐴𝑖𝑖𝑥𝑖

(𝑘+1) +
𝜔 − 1

𝜔
𝐴𝑖𝑖𝑥𝑖

(𝑘) 

于是 

−𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑘+1) − 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑘+1) + (4 + ℎ2𝑔(𝑖ℎ, 𝑗ℎ)) (
1

ω
𝑢𝑖,𝑗
(𝑘+1) +

ω− 1

ω
𝑢𝑖,𝑗
(𝑘)) − 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑘) − 𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑘) = ℎ2f(𝑖ℎ, 𝑗ℎ) 

 

代码实现： 

1、ODE 

由于三种迭代方式都是单步线性定常迭代，主要的差异在构造矩阵、向量的部分，按照

书上的思路求逆、运算即可： 

Jacobi迭代较为简单： 

 
 对 G-S和 SOR，利用了第一章作业题中下三角矩阵求逆的算法： 

 



 值得一提的是，通过适当的顺序，迭代向量可以直接用 b原地构建(这里 A的下三角部

分存储了逆矩阵)： 

 

 构建完矩阵后，迭代的过程是相似的，以 SOR为例： 

 

此处设定了两个终止条件，和前一次的差达到目标值或达到最大迭代次数。正常返回的

返回值为迭代次数，而达到最大次数时返回-1，视为不收敛。最终，开始的向量 b中存储了

结果。 

构建 ODE矩阵的过程如下： 

 

 由于边界条件一个是 0，一个是 1，相当于 y[0]=0,y[n]=1，由此构建出正确的 b。由

于可以直接知道精确值的结果，可以计算出后对比： 

 

 

2、PDE 

 具体的计算方式已经在第一部分说明过，接下来需要构造迭代。为了方便过程中的下标

转换与边界的控制，我引入了一些宏定义： 



 

 首先，此处的 i与 j为坐标(ih,jh)的位置，对应到矩阵减 1的下标，且 GET方法在

位于边界后直接返回边界值。 

 具体的迭代过程，由于不管哪种迭代方式，确定新的 u[i][j]最多会用到新的 u[i][j-

1]与 u[i-1][j]，只要自左向右、自上至下计算新的值即可。以 Jacobi 与 SOR 迭代为例

(此处 Nm1为 N的值减 1)： 

 

 
 结果输出方式如下： 

 

除了一般输出的时间与迭代次数外，还可以选择将结果的坐标输出为 Mathematica列

表的格式，方便绘制散点图。 

 

结果展示： 



1、题 1 

 输出如下： 

 

 可以发现，在 epsilon越小时，由于矩阵变得更加接近上三角阵，Jacobi与 G-S迭代

的迭代矩阵就更加接近幂零，从而收敛更快。总体来说，G-S迭代的性能显著优于 Jacobi

迭代。而关于误差，则是经历了先增大后减小的过程。 

 对 SOR迭代，当 epsilon减小时，可以发现最优松弛因子随之减小，而对理论极限情

况，当 epsilon为 0时，任何松弛因子大于 1的迭代都无法收敛。 

 

2、题 2 

 输出如下，输出中的 SOR后的数为精确到小数点后两位的最优松弛因子。当阶数变高

时，最优松弛因子增大，符合理论结果。 

 
 N = 20、40、60的迭代解与 Mathematica计算的数值解解作图如下： 



 

 

在整体形状大致相同的情况下，当 N增大时图像的顶点处形态更加接近真实结果。 
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代码实现： 

1、共轭梯度法 

直接仿照书上实现算法即可： 

 

 此处 dot和 matrix vector times是之前实验已写过的矩阵、向量相乘与向量点乘，

最终结果在 b中存储。由于 b每次更新的量来自 alpha与 p，p的无穷范数乘 alpha的绝

对值即为判定终止所需的无穷范数。 

[function部分除这个算法外都是 Lab 4已经实现的迭代算法] 

[由于本实验中的时间较短，计时方案采用 Query Performance进行微秒精度计时] 

 

2、差分矩阵构造 

题 1中构造差分矩阵的思路为每行考虑。假设此行周围四个元素中没有边界，则它们都

是变量，需要在 A中求解更新。若有边界元素，则不在 A中，而是将对应的边界值增加到 b

中，以保证边界的恒定。 

此外，与上个实验相同，这里也增加了 Mathematica格式的输出，用于之后画图进行

比较。 

 构造差分矩阵代码如下： 



 
 

结果展示： 

1、题 1 

 

 SOR迭代找到的最优松弛因子在精确到两位小数意义下为 1.73，具体结果如上。 

 可以发现，无论是单次迭代的速度还是所需的迭代次数，共轭梯度法都明显优于 SOR，

并且，它不需要确定最优的因子，方便操作。 

迭代结果与 Mathematica得到的数值解作图如下： 

 

左侧为迭代解，右侧为软件得到的数值解，可以发现是一致的。 

 

2、题 2 

 



如图可以发现，对其他算法难以求解的希尔伯特矩阵，共轭梯度法有非常良好的表现。

事实上，当 N的值很大时，共轭梯度法依然可以有较好的结果： 

 
 由此可见，共轭梯度法对对称正定阵的计算结果是非常优秀的。 

 

3、题 3 

 

 比起其他两种迭代算法，共轭梯度法的次数只有六次，并且误差几乎为 0[此题容易得

到精确解为{1,-2,3,-2,1}，误差是与精确解比较的]，而其他两种方法的误差都是与迭代

结束条件量级相同。这是由于共轭梯度法事实上是直接求解的方法。由于此为五阶方阵，迭

代五次后得到精确解，第六次发现没有更新即退出。 
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代码实现： 

1、幂法 

按照伪代码容易实现： 

 

此处 ret记录的是模最大元素的值，比较时再取绝对值即可。 

 

2、就地 Householder变换与部分矩阵乘法 

在实际进行计算时，经常需要操作向量 Householder变换，或是部分矩阵的乘法，为

了方便书写代码，先实现了这两者： 

 

 



第一张图以 v作为输入向量与输出向量的就地 Householder变换，而 begin与 end指

示可用的部分；第二张图则表示类似 MATLAB中 

A(Arb:Are-1,Acb:Ace-1) = B(Brb:Bre-1,Bcb:Bce-1) . C(Crb:Cre-1,Ccb:Cce-1) 

形式的矩阵乘法，方便后续计算。 

 

3、上 Hessenberg化与收敛判定 

 利用上方两个函数，上 Hessenberg化容易实现： 

 

 这里 matrix_times的返回值非 0即代表调用过程出错，直接中止。 

 更为复杂的是判定终止条件部分。为了找到最大的 m和最小的 l，事实上需要从矩阵下

方向上看，利用状态机的思路进行判定： 

 
flag为 0代表在 m的范围内且只碰到对角元，为 1代表在 m的范围内且已经碰到了次

对角元，再碰到次对角元即结束 m，进入 flag = 2，直到不存在次对角元后设置 l并退出。

由于 m与 l都有自始至终不被赋值的可能，需要设定 m的初值为 n，l的初值为 0。 

 

4、双重步位移迭代 

 这部分整体就是仿照书上的伪代码，不过当最后右下角为二阶非上三角阵且有两个实特

征值时，Householder 变换是无法处理的，因此起初我加上了对最终情况可以单独使用

Givens变换的判定： 



 

 这里的 delta 即为判别式，若其对应了实特征值，会在此被处理掉。不过，如果想用

这个方法，需要让终止条件也进行对应改变，否则在检测到只有一阶到两阶对角块时仍然会

直接终止，因此，后来我选用了更简单的办法。 

 

5、特征值计算 

 

在有了上面这些准备后，计算 Schur 分解的代码就较为简单了，只需要将传出的 P 在

对应位置进行矩阵乘法(不过这里对应确实也不那么好想)。而下方即为输出所有特征值的

代码： 

 



在输出中，对二阶对角块计算时，只需要注意判别式正负就能确定是实根还是复根，这

就避免了在之前为了最后的次对角元进行复杂的矩阵运算。 

 

结果展示： 

1、题 1 

 

 对于幂法，我取的初值均为最后一个分量为 1，其他为 0的单位向量。简单尝试可以发

现，幂法的收敛速度与初值有很大的关系，而对多项式友方阵，这个初值相对安全，总体也

体现出了不错的(十分之一毫秒级)时间性能。 

 

2、题 2.2 

  

 如图即为输出，与 Mathematica对比可以发现至少精确到小数点后三位部分一致，与

设置的精度相符。 

 

3、题 2.3 

直接计算： 



 

 从结果中可以发现，在 x从 0.9到 1.1的增加中较大的实特征值增加了，较小的减少

了，而复特征值则是虚部增加实部减小，计算得模长亦增加。 

 

总结： 

 写代码时间 3AM-9AM，感觉最阴间的地方在于 MATLAB格式的伪代码转换到 C产生的各

种各样的冲突，于是稍有不慎就会报个下标溢出…… 
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代码实现： 

1、单次 Jacobi迭代 

为了避免繁琐的矩阵乘法，这里只需要关注改变的部分，而容易发现右乘只会改变两列，

左乘只会改变两行，因此用 Givens方阵相似后的处理可以写为： 

 

 此处算出 pq平面对应的 c与 s后，即用对应的矩阵乘法更新了元素值。 

 

2、过关 Jacobi 

 在单次迭代的基础上，过关 Jacobi的写法是简单的： 

 



 这里引入了 flag确定这轮中有没有发现不到 err的，如果没有发现则使 err下降，直

到达到精度要求。此外，迭代次数按照全体扫描的轮数计算。 

 此外，由于需要输出的元素过多，最终的 A与 P的结果是放在代码同目录下的 output

文件夹中的： 

 

 

3、二分法 

 二分法过程的主要步骤是确定变号次数，而这直接由书上的伪代码可写出： 

 

 剩下的二分过程也较为简单： 

 
 



4、寻找特定特征值 

 此处需要结合反幂法，而反幂法又涉及求解方程组，因此我引用了第一章中列主元高斯

消去的程序。 

 完整的过程如下： 

 

 由于反幂法的部分涉及一些奇异性，最高迭代次数控制在 10次，由书上知识与自己测

试也能发现，大部分时候两三次迭代就足够了。 

 

结果展示： 

1、题 1 

各阶时特征值输出如下： 

 



 

 
[矩阵在 output文件夹中] 

 可以发现，总体来说过关 Jacobi在少量扫描次数时能保证不错的收敛性，时间性能也

较好。 

 

2、题 2 

 



 

 结果如上，两边的迭代次数都并不多，综合性能也较好。 

 

总结： 

 难度而言总还是比 Lab 6好写，不过看到最后一个是 SVD，估计还得继续折磨…… 

另：排序特征值逼我把算法课写的代码搬了出来，很难评价.jpg 
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代码实现： 

1、二对角化 

仿照书上伪代码实现即可，分为两步，每轮对行用 householder变换并更新 U： 

 
 接着对列并更新 V： 

 

 

2、收敛判定 

 



 在如上方将值降为 0后，进行收敛判定： 

 

 当返回值为 1时说明已收敛，否则 begin和 end确定了中间块的位置。 

 

3、零对角元处理 

 为方便计算进行了宏定义，： 

 

仿照书上过程，进行检测，若有零对角元则从其开始到结束依次利用 Givens变换，然

后返回 0，进行下一轮，否则返回 1，正常进行 QR迭代： 

 

 

4、Wilkinson位移迭代 

 这部分按照伪代码执行，先计算初始值： 

 



 在每轮迭代中，先对列处理： 

 
 接着对行处理： 

 

 

5、完整 SVD 

 核心过程如下，U与 V是输入的全 0矩阵，以单位阵进入迭代，返回计数值： 

 

 



结果展示： 

 

 

 

 



*U因为过大并不展示，具体可以在运行时看见 

 

总结： 

 数 值 代 数 实 验 再 见 

感觉这辈子之后的时间里应该不至于再用 C++生写矩阵运算了吧……带个 Eigen 或者

Python加 Numpy或者 MATLAB不都比这强( 

最折磨的地方应该是把 MATLAB伪代码转成 C的地方，毕竟下标和习惯都不一样，还有

C++的一大堆细节处理…… 

总之希望期末没事.jpg 

[更新：期末已经有事了，悲] 
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