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一 曲线的几何

§1.1 欧氏空间

最早认识 三维欧氏空间 E3 (点、线、面、欧氏几何公理)
向量：空间中有长度、方向的量

* 欧氏空间齐次性 (不同原点无区别)、各向同性 (不同方向无区别)，因此向量不区分起点，由此可定义向
量运算

1. 加法 (交换、结合、零元、逆元)

2. 数乘 (结合、分配加法、单位)

* 抽象出 R 上的向量空间结构

3. 内积 ⟨v1, v2⟩(余弦定理、交换、双线性)

4. 外积 v1 ∧ v2[平行四边形有向面积](反交换、双线性)

引入坐标：任取欧氏空间原点 O，三个线性无关向量 v1, v2, v3，则 {O; v1, v2, v3} 为 E3 以 O 为原点的一

个一般标架

* 由此欧氏空间 E3 与三维数组空间 R3 对应

为保证内积结构，需要 ⟨vi, vj⟩ = δji，此时即称为正交标架，所有运算可通过坐标表示

* 混合积 (v1, v2, v3) = ⟨v1, v2 ∧ v3⟩，代表张成平行六面体的有向体积

∣∣∣∣∣∣∣∣
x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33

∣∣∣∣∣∣∣∣
运算性质：

1. v1 ∧ (v2 ∧ v3) = ⟨v1, v3⟩ v2 − ⟨v1, v2⟩ v3

2. ⟨v1 ∧ v2, v3 ∧ v4⟩ = ⟨v1, v3⟩ ⟨v2, v4⟩ − ⟨v1, v4⟩ ⟨v2, v3⟩

3. (v1, v2, v3) = (v2, v3, v1) = (v3, v1, v2)

* 坐标坏处：不同点不同方向标架未必一致

坐标变换：若


e′1

e′2

e′3

 = T


e1

e2

e3

[T 为正交阵，行列式 1 代表两标架定向相同，否则相反]，则 {O; e1, e2, e3}

下的坐标与 {O′; e′1, e
′
2, e

′
3} 下的坐标 (y1, y2, y3) 关系为 (x1, x2, x3) = (c1, c2, c3) + (y1, y2, y3)T。

* 保持欧氏空间结构 (度量) 的变换称合同变换

定理 1.1. T 为 E3 的合同变换，则存在 T ∈ O3(R) 与 P ∈ E3 使得 ∀X ∈ E3, T (X) = XT + P。

证明. 由平移不妨设保原点，通过保距离由余弦定理可推出保内积，由坐标定义可推出线性，从而得结
果。

* 欧氏空间中正交标架全体与合同变换群一一对应

对向量值函数 a⃗(t) = (a1(t), a2(t), a3(t))，有微分性质：

1. d
dt(λa⃗) =

dλ
dt a⃗+ λda⃗

dt
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2. d
dt
〈
a⃗, b⃗
〉
=
〈da⃗

dt , b⃗
〉
+
〈
a⃗, d⃗b

dt
〉

3. d
dt a⃗ ∧ b⃗ =

da⃗
dt ∧ b⃗+ a⃗ ∧ d⃗b

dt

4. d
dt
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
=
(da⃗

dt , b⃗, c⃗
)
+
(
a⃗, d⃗b

dt , c⃗
)
+
(
a⃗, b⃗, dc⃗

dt
)

定理 1.2. 光滑向量值函数 a⃗(t) 长度不变 ⇐⇒ ⟨⃗a(t), a⃗′(t)⟩ = 0。

证明. ⟨⃗a(t), a⃗(t)⟩ 恒定 ⇐⇒ d
dt ⟨⃗a(t), a⃗

′(t)⟩ = 0，由此得结论。

练习. 设 a⃗(t) 为光滑非零向量值函数，则

1. 方向不变 ⇐⇒ a⃗′(t) ∧ a⃗(t) = 0；

2. 若 a⃗(t) 与某固定方向垂直，那么 (⃗a(t), a⃗′(t), a⃗′′(t)) = 0；反之，若 (⃗a(t), a⃗′(t), a⃗′′(t)) = 0 且处处

a⃗′(t) ∧ a⃗(t) ̸= 0，则 a⃗(t) 与某固定方向垂直。

证明. 假设 α 为每问里提到的特殊方向：

1. 左推右：由于 α ∧ a⃗(t) = 0，对 t 求导即有 α ∧ a⃗′(t) = 0，从而 a⃗′(t) 方向与 a⃗(t) 相同，即得证。

右推左：设 a⃗(t) = f(t)α(t)，其中 α 为单位向量，则计算知 a⃗(t) ∧ a⃗′(t) = f2(t)α(t) ∧ α′(t)，由条件

f(t) ̸= 0，因此 α(t) ∧ α′(t) = 0，由 α(t) 模长不变可知 ⟨α(t), α′(t)⟩ = 0，由 α(t) 为单位向量可知必

须 α′(t) = 0，从而得证。

2. 第一句：通过对 ⟨⃗a(t), α⟩ 求导可知 ⟨⃗a′(t), α⟩ = 0，同理 ⟨⃗a′′(t), α⟩ = 0，于是三者共面，原命题得证。

第二句：设 a⃗(t) = f(t)α(t)，其中 α为单位向量，计算知 (⃗a(t), a⃗′(t), a⃗′′(t)) = f3(t)(α(t), α′(t), α′′(t))，

由条件 f(t) ̸= 0得 (α(t), α′(t), α′′(t)) = 0，有 ⟨α′(t), α(t) ∧ α′′(t)⟩ = 0，结合条件知 α′′(t)∧α(t) = 0，

由此计算可得 (α(t)∧α′(t))∧(α(t)∧α′(t))′ = (α(t)∧α′(t))∧(α(t)∧α′′(t)) = 0，利用 1知 α(t)∧α′(t)

方向恒定，因此 α(t) 与某固定方向垂直。

§1.2 微分形式

定义 1.3. 切向量
切向量 vp 包含一个向量 v 与起点 p，而向量场是给每一个点 p 赋一个切向量 vp 的函数。

性质：设 u1(p) = (1, 0, 0)p, u2(p) = (0, 1, 0)p, u3(p) = (0, 0, 1)p，则任何向量场每点都可以表示为 u1, u2, u3

组合。

定义 1.4. E3 上的一形式、光滑一形式

E3 一形式 ϕ 是定义在 E3 所有切向量上的函数，使得对任意 a, b ∈ R, p ∈ E3, v, w ∈ TpE
3(即以 p 为起点

的切向量)，有 ϕ(av + bw) = aϕ(v) + bϕ(w)。

给定一形式与向量场 V，有实函数 ϕ(V ) : E3 → R, ϕ(V )(p) = ϕ(V (p))，若对任何光滑向量场 V 都有 ϕ(V )

是光滑函数，则称 ϕ 为光滑一形式。

运算：给定一形式 ϕ, ψ，f : E3 → R，则 (ϕ+ ψ)(v) = ϕ(v) + ψ(v)，(fϕ)(vp) = f(p)ϕ(vp)。

关于函数的线性性质：V,W 为切向量场，f, g 为空间函数，则 ϕ(fV + gW ) = fϕ(V ) + gϕ(W )。

给定空间光滑函数 f，可定义一形式 df，满足 df(vp) = d
dt |t→0f(p+ tvp)，由于其即为 ⟨grad f, vp⟩，因此

良定。

对投影函数 xi : E3 → R，计算发现有 dxi(vp) = vip。
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性质：E3 上一形式可表示为 ϕ =
∑3

i=1 fidxi，其中 fi = ϕ(ui)。

验证：ϕ(vp) = ϕ(
∑
vipui) =

∑
vipϕ(ui)(p) =

∑
fiv

i
p =

∑
fidxi(vp)。

定义 1.5. E3 上的二形式

E3 上的二形式 η 是 E3 上所有切向量对 (vp, wp)，或写成 vp ∧ wp 上的实值函数，使得在任何 p 处满足

双线性性、反对称性 η(vp, wp) = −η(wp, vp)。

若对任何光滑向量场 V,W 满足 η(V,W ) 是光滑函数，则称其为光滑二形式。

例：E3 中，令 dxi ∧ dxj = dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi，即 (vp, wp) → vipw
j
p − vjpw

i
p，则其为一个二形式。

性质：E3 上二形式可表示为 η =
∑

i<j η(ui, uj)dxi ∧ dxj，可与一形式的情况类似拆分验证。

几何意义：dxi ∧ dxj(vp, wp) =

∣∣∣∣∣vip vjp

wi
p wj

p

∣∣∣∣∣，代表 E3 中两切向量构成的平行四边形向坐标平面投影的面积。

定义 1.6. E3 上的三形式

E3 上的三形式 ψ 是 E3 上所有 (vp, wp, up) 上的实值函数，使得在任何 p 处满足三重线性性、交换反对

称性 (交换任意两个都导致符号变化)。
若对任何光滑向量场 V,W,U 满足 ψ(V,W,U) 是光滑函数，则称其为光滑三形式。

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
∑

σ∈S(3) sgn(σ)dx1 ⊗ dx2 ⊗ dx3 = det
(
vp up wp

)
，即有向体积。

*E3 上不存在非平凡的四形式；再扩充定义零形式，代表函数。

* 记 Ωi 代表 E3 上光滑的 i-形式

定义 1.7. 外微分运算 d

∀f ∈ Ω0, df =
∑ ∂f

∂xi
dxi

∀ϕ =
∑

ϕ(ui)dxi ∈ Ω1, dϕ =
∑

d(ϕ(ui)) ∧ dxi =
∑
i,j

∂ϕ(ui)

∂xj
dxi ∧ dxj

∀η =
∑
i<j

η(ui, uj)dxi ∧ dxj , dη =
∑
i<j

d(η(ui, uj)) ∧ dxi ∧ dxj = ψdx1 ∧ dx2 ∧ dx3

* 性质：由于对不同分量求偏导可交换，可计算得 d ◦ d = 0

*dΩ0 的系数与 grad对应，dΩ1 的系数与 rot对应，dΩ2 的系数与 div对应，有 rot grad f = 0, div rotF = 0。

§1.3 平面曲线

* 研究怎样的曲线？

定义 1.8. 正则曲线
(a, b) → E3 : t → γ(t) 称为正则曲线，当其每个分量光滑且 |γ′(t)| =

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 处处非零

(这保证了其为浸入，即局部一一映射)。

不是正则曲线的例子：如 (t2, t3) 在零点处对 t 导数为 (0, 0)，局部非一一映射。

长度：
∫ b

a
|r′(t)|dt

弧长参数：s(t) =
∫ t

a
|r′(u)|du，s′(t) = |r′(t)| > 0。

弧长参数化：C = γ ◦ s−1，则有 C(s) = γ(t)，|C ′(s)| = |r′(t)t′(s)| = s′(t)|t′(s)| = 0。
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平面曲线的曲率

对曲线的正则点 t，当 t1 < t2 < t3 充分靠近 t 时，r(t1), r(t2), r(t3) 各不相同。假设三点不共线，令三点

趋近 t，设 C 为三点构成的圆的圆心。

考察函数 t→ ⟨r(t)− C(t1, t2, t3), r(t)− C(t1, t2, t3)⟩在 t1,2,3 处取值相同，求导，利用中值定理可知 ∃ξ1 ∈
(t1, t2), ξ2 ∈ (t2, t3), ⟨γ′(t), γ(t)− C(t1, t2, t3)⟩ |t=ξ1,2 = 0。

再次求导并利用中值定理，可知 ∃η ∈ (ξ1, ξ2)，使得 ⟨γ′′(η), γ(η)− C(t1, t2, t3)⟩+ ⟨γ′(η), γ′(η)⟩ = 0

结合以上两式，若 t1,2,3 → t0 时 C(t1, t2, t3) → C，则满足 ⟨γ′(t0), γ(t0)− C⟩ = 0，且 ⟨γ′′(t0), γ(t0)− C⟩+
⟨γ′(t0), γ′(t0)⟩ = 0。

* 当 γ′(t0), γ
′′(t0) 不共线时，C 被唯一确定。

弧长参数 γ(s) 下：由于 ⟨γ′(s), γ′(s)⟩ = 1，求导可知 ⟨γ′′(s), γ′(s)⟩ = 0，因此 γ′(s0), γ
′′(s0) 共线当且仅当

γ′′(s0) = 0。其不为 0 时，方程组化为

⟨γ′(s0), γ(s0)− C⟩ = 0

⟨γ′′(s0), γ(s0)− C⟩ = −1
。

利用方程组与 ⟨γ′′(s), γ′(s)⟩ = 0 可推知 γ′′(s0) = a(γ(s0)−C), a < 0，同时点积 γ(s0)−C 可知 a|γ(s0)−
C|2 = −1，，从而 |γ(s0)− C| = 1

γ′′(s0)

定理 1.9. 设 r(s) 是弧长参数正则曲线，则：

1. r′′(s) ̸= 0 时，s1,2,3 充分接近 s 时 r(s1), r(s2), r(s3) 不共线，且在 s1,2,3 → s 时，三点所确定的圆收

敛到过 r(s) 的圆，半径为 1
|r′′(s)|，圆心在与 r(s) 处切线垂直的直线上。

2. r′′(s) = 0 时，即使 r(s1), r(s2), r(s3) 不共线，其确定的圆也不可能收敛。

证明. 以下不妨设 s1 < s2 < s3：

1. 若任何邻域内有 r(s1), r(s2), r(s3) 共线，由柯西中值定理可知存在 s1 < a < s2 < b < s3 使得 r′(a)

与 r′(b) 同向，又由弧长参数可知其相等，从而再由中值定理知存在 a < c < b 使得 r′′(c) = 0，再令

s1, s3 趋近 s 可得矛盾。

设 C 为满足 ⟨r′(s), r(s)− C⟩ = 0, ⟨r′′(s), r(s)− C⟩ = −1 的唯一确定的圆心，下证 s1,2,3 构成的圆

的圆心 C(s1, s2, s3) 收敛到 C，从而再由收敛到的圆过 r(s) 可知半径即为 1
|r′′(s)|。

类似上方取中值，由中值定理，记 C(s1, s2, s3) = C0，其满足 ⟨r′(a), r(a)− C0⟩ = ⟨r′(b), r(b)− C0⟩ =
0, ⟨r′′(c), r(c)− C0⟩ = −1。记 C − C0 = D，利用极限可知 ⟨r′(a), D⟩ = ⟨r′(b), D⟩ = ⟨r′′(c), D⟩ → 0。

由连续性即可知 D → 0，因此得证。

2. 类似 1，若 C0 收敛到 C，仍然存在 ⟨r′(s), r(s)− C⟩ = 0, ⟨r′′(s), r(s)− C⟩ = −1，但此时 r′′(s) = 0，

第二个式子不可能成立，从而矛盾。

* 这样确定的圆称为密切圆

* 设 r(s) 为平面弧长参数正则曲线，其 s 处曲率定义为 |r′′(s)|。

记 r′(s) = t(s)，可发现其为单位切向量，设单位向量 n(s) 与 t(s) 垂直，且 {t(s), n(s)} 与 {i, j} 定向相
同，则称其为 s 处的单位正法向量，由 t(s) 唯一确定。

{r(s); t(s), n(s)} 是一个以 r(s) 为原点的正交标架，称它为沿曲线 r 的 Frenet 标架。
t′(s) = r′′(s) = κ(s)n(s)，而由对 ⟨t(s), n(s)⟩ 求导可算出 n′(s) = −κ(s)t(s)，这里的 κ(s) 是标量函数，称

为带符号曲率，与参数化有关 (如记 r̄(s) = r(l − s)，则 κ̄(s) = −κ(l − s))。

定理 1.10. 对正则曲线 r(t) = (x(t), y(t))，有 κ =
x′y′′ − x′′y′

(x′2 + y′2)3/2
。
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证明. 弧长参数下，其为 r′(s), r′′(s) 张成的有向面积，即 x′(s)y′′(s)− x′′(s)y′(s)，再化为一般参数。

* 常曲率曲线只能为直线 (曲率为 0) 或圆 (曲率非 0)

证明. 前者由定义易得，后者通过求导可说明 p(s) = r(s) + 1
a
n(s) 为常向量，从而得证。

定理 1.11. 设 κ : (a, b) → R 为连续函数，则存在弧长参数曲线 r(s) 使得 s 处曲率为 κ(s)，且若存在两

条这样的曲线 r, r̄，则有刚体变换 A 使得 r̄ = A ◦ r。

证明. 存在性也即寻找 r(s) 满足


r′(s) = t(s)

t′(s) = κ(s)n(s) = κ(s)

0 −1

1 0

 t(s)T
，利用微分方程中的 Picard

存在唯一性定理，由任给的满足 |t(s0)| = 1 的初值可以解出 t，进而解出 r。

对于唯一性，r 的初值相差平移矩阵，t 的初值相差旋转矩阵，而旋转矩阵与

(
0 −1

1 0

)
、

d
ds 均可交换，从

而可以提出，得唯一性。

§1.4 空间曲线

* 正则曲线、曲率 (|r′′(s)| = ⟨t′, n⟩，n 定义见下)、密切圆的定义与平面曲线相同

定理 1.12. 设 r : (a, b) → E3 为弧长参数的正则曲线，且 r′′(s) 处处非零，则：

1. s1,2,3 充分靠近时，r(s1), r(s2), r(s3) 不共线；
2. s1,2,3 → s 时，此三点确定的平面收敛到过 r(s0)，由 r′(s0), r

′′(s0) 张成的平面。

证明. 与平面情况类似可知 1成立，记 P (s1, s2, s3)为三点唯一确定的平面，假设其单位法向量 a(s1, s2, s3)，

p为其上一点，考虑函数 s→ ⟨r(s)− p, a(s1, s2, s3)⟩，利用两次中值定理可取出 ⟨r′(ξ1,2), a⟩ = ⟨r′′(η), a⟩ = 0。

由于 a方向不定，可不妨假设 {r′(ξ1), r′′(η), a}成右手系，有收敛时

⟨r′(s), a⟩ = ⟨r′′(s), a⟩ = 0

⟨r′(s) ∧ r′′(s), a⟩ = |r′(s) ∧ r′′(s)|
。

* 空间中，法向量不唯一，当 r′′(s) ̸= 0 时，令 n(s) = r′′(s)
|r′′(s)| 为主法向量，b(s) = t(s) ∧ n(s) 为副法向量，

则有空间中的 Frenet 标架 {r(s); t(s), n(s), b(s)}，其中 t-n 平面称为密切平面，n-b 平面称为法平面，t-b
平面称为从切平面。

类似定义曲率，对 ⟨n, b⟩ 求导，定义 τ(s) = ⟨n′(s), b(s)⟩，称为挠率，有 d
ds


t

n

b

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



t

n

b

。
计算：利用 τ = −⟨n, b⟩ 与定义可以化出 τ(s) =

(r′(s), r′′(s), r′′′(s))

|r′′|2
，进一步化为一般参数可知 τ =

(r′, r′′, r′′′)

|r′ ∧ r′′|2
，而空间曲率可类似算得 κ =

|r′ ∧ r′′|
|r′|3

。

* 计算可知，一点处 κ, τ 不依赖参数化的选取

挠率的几何意义：|b′(s)| = |τ(s)|，为空间曲线离开密切平面的速度。

定理 1.13. 空间正则曲线 r = r(t) 曲率处处大于 0，则其在某个平面上的充要条件是 τ ≡ 0。
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证明. 对左推右，设弧长参数化后有 ⟨r(s)− r(s0), a⟩ = 0 恒成立，求导即可知 t(s), n(s) 亦在此平面，组

合可知 τ(s) ⟨b(s), a⟩ = 0，从而得证。右推左时，由 b′(s) = 0 可知 b(s) 为常向量，求导可验证 r(s) 与 b

恒垂直。

τ(s) 符号的意义：离开密切平面的方向与 b 相同/相反
* 反向参数化后，挠率不变
计算得 0 处展开 r(s) 可得 r(s) = r(0) + (s − κ(0)2s3

6
)t(0) + (κ(0)s

2

2
+ κ′(0)s3

6
)n(0) + κ(0)τ(0)s3

6
b(0) + o(s3)，

从而可得 Frenet 标架下点的坐标。

定理 1.14. 曲线的弧长、曲率、挠率在刚体运动下不变。

证明. 设刚体运动将 p 变为 pT + x，直接进行计算可发现旋转矩阵 T 由于行列式为 1 被合并消去，x 在
求导中消去，从而不变。

定理 1.15. 空间曲线基本定理
设 κ, τ : (a, b) → R 连续，且 κ > 0，则存在弧长参数曲线 r : (a, b) → E3 以 κ, τ 为曲率，挠率，若有两

条不同，则可以通过刚体变换使之重合。

证明. 类似平面时的讨论，化为常微分方程控制。

对 s ∈ (a, b) 作为弧长参数的曲线，
∫ b

a
κ(s)ds 称为全曲率。

令 r : [0, l] → E3 为正则曲线 (闭区间光滑指能光滑延拓到某开区间上)，且 r(0) 与 r(l) 各阶导数相等，则

称其为闭曲线。若其在 [0, l) 上为一一映射，则称简单闭曲线。

练习. 探索平面简单闭曲线的全曲率。

对空间曲线，由定义 κ(s) ≥ 0，由此全曲率必然非负。

Fenchel,1929：任何空间简单闭曲线有
∫ l

0
κ(s)ds ≥ 2π，取等等价于曲线为平面简单凸闭曲线。

Fary,1949/Milnar,1950：若曲线具非平凡扭结，则
∫ l

0
κ(s)ds ≥ 4π。

二 曲面的几何

* 研究怎样的曲面？
曲面可作以下映射：r : D ⊂ E2 → E3，且满足每个分量函数光滑且 ru =

(
∂x
∂u
, ∂y
∂u
, ∂z
∂u

)
, rv =

(
∂x
∂v
, ∂y
∂v
, ∂z
∂v

)
线性无关 (即外积非零)，则称为正则曲面片。
一点 r(u0, v0) 处，考虑曲线 r(u, v0) 与 r(u0, v) 可得到两个切向量 ru(u0, v0), rv(u0, v0)。

* 曲面上过 r(u0, v0) 的所有光滑曲线在此处的切向量构成二维线性空间，即为 ru, rv 张成的平面，定义为

切平面。

证明. 定义光滑函数 t→ (u(t), v(t))，则曲面上的光滑曲线可写成 t→ r(u(t), v(t))，不妨设 u(0) = u0, v0 =

v(0)，求导可知 r(u0, v0) 处的切向量为
du
dt ru + dv

dt rv。

另一个推论：∂(x,y)
∂(u,v)

, ∂(y,z)
∂(u,v)

, ∂(z,x)
∂(u,v)

不可能同时为 0，于是由反函数定理：
不妨设 (u0, v0) 处

∂(x,y)
∂(u,v)

非零，则存在 (u0, v0) 邻域，其上 (u, v) → (x, y) 有反函数 (x, y) → (u, v)，于是

r(u, v) = (x, y, z̃(x, y))。

法向量
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*ru ∧ rv 定义为法向量，与切平面垂直，{r; ru, rv, ru ∧ rv} 构成 (未必正交的) 标架

对光滑参数变换 (ū, v̄) → (u, v)，记 J =

(
∂u
∂ū

∂v
∂ū

∂u
∂v̄

∂v
∂v̄

)
，则

(
ru

rv

)
= J

(
ru

rv

)
，计算得 ru ∧ rv = det(J)ru ∧ rv，

由此不同参数化下法向量可能反向。

§2.1 第一基本形式

记 E = ⟨ru, ru⟩ , F = ⟨ru, rv⟩ , G = ⟨rv, rv⟩：
1. 曲面上曲线的长度
记 r = r(u, v), r(t) = r(u(t), v(t))

曲线长度 s(a) =
∫ a

0
|r′(t)|dt

而 s′(a) =
√
⟨r′(t), r′(t)⟩，代入可发现根号内为 Eu2t + 2Futvt +Gv2t

2. 切向量 ν = λru + µrv, ω = λ̄ru + µ̄rv，则 ⟨ν, ω⟩ =
(
λ µ

)(E F

F G

)(
λ̄

µ̄

)
构成 TpS × TpS → R 的映

射，其中 TpS 代表 S 在 P 处的切平面。

3. 计算可验证，在不同参数化下，
(
Ē F̄

F̄ Ḡ

)
= J

(
E F

F G

)
JT。

定义 I = Edu⊗ du+ Fdu⊗ dv + Fdv ⊗ du+Gdv ⊗ dv，可发现其在坐标变换下保持不变，称为第一基
本形式。

* 它是一个由一形式 du, dv 张量积得到的二形式
定义说明：对 f : S → R 曲面上的光滑函数 (可看作对 u, v 光滑)，可定义一形式

df(p) : TpS → R, v → df(v)(p) := d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(r(t))

其中 r(t) = r(u(t), v(t)) 满足 r(0) = p, r′(0) = v。

其具有线性性，事实上只与 p, v 有关，与 r(t) 选取无关。

于是，r(u, v) → u 的映射 (不妨记为 u)，有 du(ru)(p) = d
du

∣∣
u=u0

u(r(u, v0)) = 1，du(rv) = 0，同理

dv(ru) = 0, dv(rv) = 1。

于是，对任何 V = λru + µrv,W = λ̄ru + µ̄rv，即有 I(V,W ) =
(
λ µ

)(E F

F G

)(
λ̄

µ̄

)
。

* 第一基本形式在合同变换下不变

面积：设 r : D → E3 为正则曲面片，其面积定义为
∫∫

D
|ru ∧ rv|dudv

*|ru ∧ rv|2 = ⟨ru, ru⟩ ⟨rv, rv⟩ − ⟨ru, rv⟩2

曲率：高斯曲率定义为 K(p) = nu∧nv

ru∧rv
，其中 nu, nv 代表 ru ∧ rv 归一化后对 u, v 偏导，由于两者平行可

作商。

* 验证可知面积、曲率均不依赖参数选取，且在合同变换下不变
例：计算 (u, v, f(u, v)) 的高斯曲率。

ru = (1, 0, fu), rv = (0, 1, fv) ⇒ ru ∧ rv = (−fu,−fv, 1)

n =
( −fu√

f2
u + f2

v + 1
,

−fv√
f2
u + f2

v + 1
,

1√
f2
u + f2

v + 1

)
K(p) =

fuufvv − f2
uv

(f2
u + f2

v + 1)2
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参数变换

由 ru, rv 不共线，对某点附近可参数化使得 r(u, v) = (u, v, f(u, v))，下面不妨考虑 (0, 0) 处高斯曲率：

在 (0, 0) 处切平面上取标准正交基 e1, e2，记
h(u, v) = ⟨r(u, v)− r(0, 0), n(0, 0)⟩

ū(u, v) = ⟨r(u, v)− r(0, 0)− h(u, v)n(0, 0), e1⟩

v̄(u, v) = ⟨r(u, v)− r(0, 0)− h(u, v)n(0, 0), e2⟩

可以发现 r̄(u, v) = (ū, v̄, h) 是 r 在平移 (0, 0, f(0, 0)) 至 (0, 0, 0) 后将切平面转到 xy 平面的结果。

计算知 ∂(ū,v̄)
∂(u,v)

= ⟨ru ∧ rv, e1 ∧ e2⟩ ̸= 0，局部可存在 r̄(ū, v̄) = (ū, v̄, f̄(ū, v̄))。由于 hu(0, 0) = hv(0, 0) = 0，

利用复合函数求导可知 f̄ū = f̄v̄ = 0，从而 K̄(r̄(0, 0)) = f̄ūūf̄v̄v̄ − f̄2
ūv̄。

另一方面，由于此时切平面已经在 xy 平面上，考虑适当的绕 z 轴的旋转，也即成为 (ū, v̄, f̄ ◦ Rθ(ū, v̄))，

这时 
ũ cos θ − ṽ sin θ = ū

ũ sin θ + ṽ cos θ = v̄

f̄(ū, v̄) = f̃(ũ, ṽ)

计算可知 f̃ũṽ = f̄ūv̄ cos 2θ + (f̄v̄v̄ − f̄ūū) sin θ cos θ，从而可选取合适的角度使得 f̃ũṽ = 0。

于是，经过合适的合同变换与参数变换，正则曲面片在一点处周围总可以写成 r(u, v) = (u, v, f(u, v)) 使

得 K(u0, v0) = fuufvv。

不妨设这点为 (0, 0)，此时由于 fv(0, 0) = 0，计算可得 v − z 平面上截线 (0, 0) 处带符号曲率为 fvv(0, 0)，

u− z 平面上则为 fuu(0, 0)。

* 一般做不到参数 u, v 使得 ru, rv 点点标准正交，除非曲面“平坦”

定义 2.1. 法曲率
取 O 点处任何单位切向量 v 与单位法向量 n，将张成平面对曲面的截线参数化 (弧长参数、正确方向) 使
得 O 点切向量为 v，则此时的定向 {O; v, n} 对应截得的带符号曲率 Kn(v) 称为 O 点处单位切向量的法

曲率。

* 由于取相反的 v 时参数化方向与定向同时反向，Kn(−v) = Kn(v)

一点处参数化使得 K(u0, v0) = fuufvv 后，考虑任何 v = cos θru + sin θrv，可计算发现以 v − n 为平

面标架时 r(t) = (t, f(t cos θ, t sin θ)) 即为所需的参数化曲线，此时 Kn(v) 即为 fuu cos2 θ + fvv sin2 θ =

Kn(e1) cos2 θ +Kn(e2) sin2 θ。

定理 2.2. Euler: 若 Kn(v) 不全相等，则不区分 ±v 的意义下存在唯一方向 v1 使得 k1 = Kn(v1) 达

到最大值；唯一方向 v2 使得 k2 = Kn(v2) 达到最大值，且两方向相互垂直。若 v 与 v1 成角度 θ，则

Kn(v) = cos2 θk1 + sin2 θk2。

§2.2 第二基本形式

考虑 r(u, v) 与一点 P = r(u0, v0)，取过 P 点的一条弧长参数化的曲线 r(s) = r(u(s), v(s))。

考虑 ⟨rss, n⟩ = ⟨ruu, n⟩u2s + 2 ⟨ruv, n⟩usvs + ⟨rvv, n⟩ v2s = II(V, V )，其中 V = ruus + rvvs，而 II 即为第

二基本形式，由 L = ⟨ruu, n⟩ ,M = ⟨ruv, n⟩ , N = ⟨rvv, n⟩ 决定。
*II = Ldu⊗ du+Mdu⊗ dv +Mdv ⊗ du+Ndv ⊗ dv

对 P 点任一切向量 V = λru + µrv，有 Kn(V ) = ⟨rss, n⟩P =
(
λ µ

)(L M

M N

)(
λ

µ

)
。

而对 V = λru + µrv,W = ξru + ηrv，有 II(V,W ) =
(
λ µ

)(L M

M N

)(
ξ

η

)
，第二基本形式是对称双线

性的。
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* 当 V 为单位切向量时，Kn(V ) = II(V, V ) 即为沿 V 的法曲率。

而对任一切向量，沿其的法曲率为

Kn(
V

|V |
) = II

( V
|V |

,
V

|V |
)
=
II(V, V )

|V |2
=
II(V, V )

I(V, V )

性质：设 r = r(u, v)，合同变换 T 下为 r̃，则对 r(u, v)任一切向量 V 有 II(V, V ) = det(T )ĨI(T (V ), T (V ))。

证明. 利用 ⟨ru, n⟩ = 0 求导可得 ⟨ruu, n⟩ = −⟨ru, nu⟩，从而利用 ñ =
T (ru) ∧ T (rv)

|T (ru) ∧ T (rv)|
= det(T )T (n) 可计

算 L̃, M̃ , Ñ 知结论成立 (中间利用了 detT = ±1，于是乘除无区别)。

* 对 r(u, v) 的任一切向量 V，II(V, V ) 在同向参数变换下不变，反向参数变换下反号

* 法曲率的最值也即求 II(V,V )
I(V,V )

的最值，可写为 xS0x
T

xSxT 的最值 (记第一基本形式对应的矩阵为 S，第二基本

形式为 S0，x 为 V 在 ru, rv 下的矩阵表示)，又由于 S 正定，S0 对称，设 S = LLT，利用线代知识可发

现其即化为求 L−1S0L
−T 的最大/最小特征值，由相似进一步化为 S0S

−1 的最大/最小特征值 (由于矩阵
为二阶，即为所有特征值 λ1, λ2)。

Weingarten 变换
考虑 TP (M) 上由 I(V,W ) 定义内积产生的内积空间，对第二基本形式 II : TP (M)× TP (M) → R，设存
在线性算子 W 使得 II(V,W ) = ⟨V,W(W )⟩，由二形式对称性可知 W 是自伴算子。

接下来推导 W 的形式：考虑 II(V, V ) 可知 W(λru +µrv) = −λnu −µnv，从而 W : TP (M) → TP (M) 由

W(ru) = −nu,W(rv) = −nv 确定。

* 可验证 W 的确满足上述条件

* 高斯映射 g :M → S2, r(u, v) → n(u, v)，考虑其微分：

p = r(u0, v0)，定义 dgp : TpM → Tg(p)S
2，对于 V ∈ TpM，选 M 上过 p 的一条曲线 r(t) 使得 r(0) =

p, r′(0) = V，则 dgp(V ) = d
dt

∣∣
t=0
g(r(t))。

计算：r′(t) = ruut + rvvt，设 V = aru + brv，则 dgp(v) = (g ◦ r)uut + (g ◦ r)vvt = a(g ◦ r)u + b(g ◦ r)v，
具有线性性。

由定义，dgp(ru) = nu(g(p))，只需要再平移到 p点即只与Weingarten变换差符号，于是W = P ◦ (−dgp)。
* 由于 II(V,W ) = ⟨W(V ),W ⟩ = I(W(V ),W )，可知 W 在基 ru, rv 下的的矩阵表示为 SS−1

0

* 由定义与上方推导，高斯曲率

K(P ) =
W(ru) ∧W(rv)

ru ∧ rv
= det(W) =

detS
detS0

进一步计算，由于 |ru∧rv|2 = EG−F 2 = detS0，有 L =
(ruu, ru, rv)√

detS0

,M =
(ruv, ru, rv)√

detS0

, N =
(rvv, ru, rv)√

detS0

，

通过复杂的计算可发现 LN −M2 可以通过 E,F,G 对 u, v 求至多两阶导数表示，从而有：

定理 2.3. 高斯绝妙定理
高斯曲率只依赖第一基本形式。

* 第一基本形式是内蕴的，第二基本形式则是外蕴的
* 内蕴：将参数反向，法向量变向，但由高斯绝妙定理容易发现高斯曲率不变
* 高斯曲率在等距变换下不变

定义 2.4. 等距变换
设 M, M̃ 是 E3 中两正则曲面片，考虑 σ :M → M̃ 双射且其与其逆均光滑。若对任何 M 上曲线 C，C

与 σ(C) = C̃ 长度相等，则称其为等距变换。
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* 曲面上的度量结构可以归结为每点切空间的内积上，即关乎第一基本形式

s(T ) =

∫ T

0

√
I(r′(t), r′(t))dt = s̃(T ) =

∫ T

0

√
Ĩ(r̃′(t), r̃′(t))dt

两边求导可知 I 与 Ĩ 对应相等。

考虑 σ∗ := dσp : TpM → Tσ(p)M，V → d
dt

∣∣
t=0
σ(r(t))，r(t) 为过 p 且 0 处以 V 为切向量的曲线。

利用极化，I(V, V ) = Ĩ(σ∗(V ), σ∗(V )) 可推出 I(V,W ) = Ĩ(σ∗(V ), σ∗(W ))，由此对每点处的内积空间，σ∗

都构成同构。

设 r̃(u, v) = σ(r(u, v))，则 Ẽ = ⟨r̃u, r̃u⟩ = ⟨σ∗(ru), σ∗(ru)⟩ = E，F,G 类似，于是两个曲面片若等距同构，

一定可以参数化使对应点第一基本形式相同。

例：环面去掉两个圆构成的曲面片
(
(R+ r cosu) cos v, (R+ r cosu) sin v, r sinu

)
, u, v ∈ (0, 2π)

由 ru, rv 定义 (或计算)可发现 E = r2, F = 0, G = (R+r cosu)2，于是 I = r2du⊗du+(R+r cosu)2dv⊗dv。
n = (− cosu cos v,− cosu sin v,− sinu)，于是 L = r,M = 0, N = (R+r cosu) cosu，K(u, v) = cos u

r(R+r cos u)。

曲面全曲率
∫∫

(0,2π)2
K|ru ∧ rv|dudv 可计算发现为 0。

* 对球面，计算知这一积分的结果为 4π

*切平面内积的定义？(当前的定义为外围空间诱导，若强行定义 ru, rv 单位正交，可发现全曲率仍然不变)
* 即同样的拓扑对应不同度量时结果不变

§2.3 平均曲率、局部外蕴几何

* 由前述讨论有 K = det(W)，线性变换的另一个重要量？

定义 2.5. 平均曲率
H = 1

2
tr(W) = k1+k2

2
称为平均曲率，计算可知其为

LG− 2MF +NE

EG− F 2
。

* 和面积密切相关 (如 H ≡ 0 的曲面称极小曲面)
考虑正则曲面片 r : D → E3，假设 D 紧且边界 (分段) 光滑。光滑映射 α : (−ε, ε) × D → E3 满足

α(0, u, v) = r(u, v) 称为 r 的变分，而 W (u, v) = ∂α
∂t
称为变分向量场。

下面考虑 α = r(u, v) + φ(u, v)n(u, v)t 的情况，变分向量场为 φn。

性质：对上述的一族曲面片 rt(u, v)，面积为 A(t) =
∫∫

D
|(rt)u ∧ (rt)v|dudv，有

A′(0) = −
∫∫

D

2φH|ru ∧ rv|dudv

证明. A(t) =
∫∫

D

√
EtGt − F 2

t dudv，而展开知


Et = E − 2tφL+ o(t)

Ft = F − 2tφM + o(t)

Gt = G− 2tφN + o(t)

，从而进一步计算并利用求导

积分交换可得结果。

* 由此可知 H = 0 时有极值

* 曲面的局部外蕴几何 [第二基本形式的几何意义]
对正则曲面片 r(u, v)，设 P = r(0, 0)，高度函数 h(u, v) = ⟨r(u, v)− r(0, 0), n(0, 0)⟩ 为任何点到 P 点切

平面距离。

计算发现 h(0, 0) = hu(0, 0) = hv(0, 0) = 0，而恰好有 L = huu(0, 0),M = huv(0, 0), N = hvv(0, 0)，于是

h(u, v) = 1
2

(
u v

)(L M

M N

)(
u

v

)
+ o(u2 + v2)。若 LN −M2 > 0，则

(
L M

M N

)
正定时高度函数达到
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最小值，P 为凸点，反之负定时 P 为凹点；若 LN −M2 < 0，

(
L M

M N

)
不定，类似鞍点；LN −M2 = 0，

则构成退化情况。

* 一点处刚体变换至 (u, v, h(u, v)) 后，进一步近似成
(
u, v, 1

2
(Lu2 + 2Muv +Nv2)

)
。

假定参数化 (u, v, f(u, v)) 使 ru, rv 为 r(0, 0) 处主方向，此时 W(ei) = kiei，于是 L = k1,M = 0, N =

k2，称
(
u, v, 1

2
(k1u

2 + k2v
2)
)
为这点的密切抛物面 (计算可发现密切抛物面这点的主曲率与原本一致)。

LN −M2 = k1k2，若其大于 0，所有法曲率符号一致，为椭圆抛物面；其小于 0 时，有两个线性无关切向
量使得法曲率均为 0，此时为双曲抛物面，也即马鞍面；其为 0 且 k1, k2 不全为 0 时，构成抛物柱面；而
k1, k2 全为 0 时即为平面。
*根据密切抛物面 (第二基本形式情况)，可将曲面上的点分为四类：椭圆点、双曲点、抛物点、平点 (L,M,N

全为 0)
* 对双曲点，切平面截密切抛物面得两直线
* 注：考虑 (u, v, u3 + v2) 与 (u, v, u3 − 3uv2)[猴鞍面] 可发现抛物点、平点附近可能具有不同性态

定义 2.6. 渐进方向
曲面在一点处法曲率为 0 的方向称为该点的渐进方向。

* 椭圆点、抛物点分别有零个、一个渐进方向，而平点每个方向都是渐进方向。
* 双曲点有两个渐进方向 (截得的直线)，计算可发现夹角 tan2 θ = −k1

k2
，当且仅当平均曲率为 0 时两渐进

方向垂直。

定义 2.7. 脐点
沿各个方向法曲率为常数的点，即 k1 = k2，每个方向都是主方向。

* 性质：由法曲率计算可发现此点处 II
I
为常数 k，即 L

E
= M

F
= N

G
= k。当 k ̸= 0 时称为圆点，k = 0 时

即为平点。计算发现，这点处的 W 恰好为数乘。

定理 2.8. 给定连通正则曲面片，若其每点均为脐点，则其必然为平面或球面的一部分

证明. 设 II = k(u, v)I，对W(ru) = −nu,W(rv) = −nv 求导可知 −nuv = kvru+kruv,−nvu = kurv+krvu，

于是 kurv = kvru，由其线性无关可知必须 ku = kv = 0，从而 k 必为常数

于是，再次利用 W 知 n = −kr + v0，⟨r, n⟩ 为常数，从而分类讨论，k ̸= 0 时考虑 |r − v0

k
| 可发现为球

面。

* 点点 L =M = N = 0 的曲面必为平面

* 问题：给定基本形式是否存在曲面？(容易想到，EFGLMN 需要满足一些结构性方程才可能存在)

§2.4 特殊曲面

旋转曲面

考虑 xz 平面正则曲线 c(u) = (f(u), g(u)), f(u) > 0，绕 z 旋转后 r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u))。
ru = (f ′(u) cos v, f ′(u) sin v, g′(u)), rv = (−f(u) sin v, f(u) cos v, 0)，可验证其满足正则性。
计算知 E = (f ′)2 + (g′)2, F = 0, G = f2, L = f ′g′′−f ′′g′√

(f ′)2+(g′)2
,M = 0, N = fg′√

(f ′)2+(g′)2
，而 Weingarten 变换

矩阵为 diag
(

f ′g′′−g′f ′′

((f ′)2+(g′)2)3/2
, g′

f
√

(f ′)2+(g′)2

)
。

几何角度：u→ n(u, v0) 是 xz 平面曲线，而 nu 为切向量，于是考虑切平面与 xz 平面交线发现只能每点

−nu 与 ru 共线，ru 即为主方向，相应的主曲率即为母线的曲率
f ′g′′−g′f ′′

((f ′)2+(g′)2)3/2
。另一方面，v → n(u0, v)事

实上也是平面曲线 (nv 第三个坐标为 0)，于是也有 −nv 与 rv 共线 (观察可知亦有同向)。注意到 −n(u0, v)
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与 r(u0, v)为同参数化的圆，于是 nv, rv 的长度比例为两圆的半径比例，而一个为 f，一个为 g′√
(f ′)2+(g′)2

(考

察三角函数)，即可知另一个主曲率为 g′

f
√

(f ′)2+(g′)2
。

*若要求 u为母线的弧长参数，则矩阵变为 diag(f ′g′′−g′f ′′, g
′

f
)，对 (f ′)2+(g′)2求导可发现 (f ′g′′−g′f ′′)g′ =

−f ′′，于是高斯曲率为 − f ′′

f
。

* 重要方程：f ′′ +Kf = 0 [当 K 为常数时容易求解]

1. K = 0, f ′′ = 0 =⇒ f(u) = au+ b

计算发现只能为平面、柱面或圆锥面。

2. K = c2, f ′′ + c2f = 0 =⇒ f(u) = A cos(cu) +B sin(cu) = a cos(cu+ b)

当 a = 1
c
时为球面，a < 1

c
时为纺锤形，a > 1

c
时为桶形。

3. K = −c2, f ′′ − c2f = 0 =⇒ f(u) = aecu + be−cu

a, b 有一个为 0 时，不妨设 b = 0[相差负参数化] 且 a > 0，再次通过参数化可使 a = 1
c
，此时

g(u) = ±
∫ u

0

√
1− e2ctdt，考虑 u ∈ (−∞, 0) 的情况，此时曲面称为伪球面 [表面积与同半径球面一

致，体积相差 1
2
]。

性质：考虑切向量 (f ′(u), g′(u))，计算可发现切点与切线 z 轴交点的距离为定值 1
c
，因此 (f, g) 被称

为曳物线。

* 极小旋转曲面：须 ff ′′ + (f ′)2 = 1，解出 f(u)2 = u2 + 2Au + B，由大于 0，f(u) =
√
u2 + 2Au+B，

而 g′(u)2 = B−A2

u2+2Au+B
。

1. B = A2

只能为平面的一部分。

2. B −A2 = a2

可参数化为 f(u) =
√
u2 + a2，于是 g(u) = ±a arcsinh u

a
，可化为 x = a cosh z

a
，称为悬链线。

直纹面

r(u, v) = a(u) + vb(u)，当 a′(u) 与 b(u) 线性无关时一定为正则曲面片

*N = 0,K = −M2

EG−F 2

例子：

1. b(u) = b0 广义柱面

2. a(u) = a0 广义锥面，正则要求 v ̸= 0, b′(u) ∧ b(u) ̸= 0

3. r(u, v) = a(u) + va′(u) 切线面 (曲线的切线组成的曲面)，依然要求 v ̸= 0 且 a′(u) ∧ a′′(u) ̸= 0

* 计算发现高斯曲率恒为 0，高斯曲率为 0 的直纹面称为可展曲面

4. x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1 单叶双曲面

* 取 r(u, v) = (a cosu, b sinu, 0) + v(±a sinu,∓b cosu, c) 均可

* 当 a = b 时为旋转面

5. z = x2

a2 − y2

b2
双曲抛物面

* 取 r(u, v) = (au, 0, u2) + v(a,±b, 2u) 均可
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定理 2.9. 直纹面可展 ⇐⇒ (a′, b, b′) = 0 ⇐⇒ 任给 u0，沿直母线 r(u0, v) 方向法向量不变。

证明. 直接计算 ⟨ruv, n⟩ = c ⟨ruv, ru ∧ rv⟩，进一步计算得第一个等价成立。
对第二个等价，直纹面可展可等价于 nv 与 ru, rv 内积均为 0，于是只能为 0。

* 可展曲面局部：从 (a′, b, b′) = 0 出发分类讨论。若局部 b ∧ b′ ≡ 0，则 b(u) 方向不变，局部是柱面；若

局部 b ∧ b′ ̸= 0，a′ 可以写作 λ(u)b(u) + µ(u)b′(u)，利用参数化 ã(u) = a(u)− µ(u)b(u)，ṽ = v + µ(u) 有

r(u, v) = ã(u) + ṽb(u)，进一步分类讨论可知 λ(u)− µ′(u) = 0 时为锥面，否则为切线面。

* 直纹面是极小曲面时：
r(u, v) = a(u) + vb(u)，由正则化条件可不妨参数化为 |b(u)| = 1, ⟨a′, b′⟩ = 0。

当 b′ ≡ 0 时，即 b(u) = b0，为广义柱面，又由极小要求知为平面。其他情况可假定 |b′(u)| = 1。

直纹面 H = 0 ⇔ LG = 2MF，计算可得

F = ⟨a′, b⟩ , G = 1, L =
1√

EG− F 2
(a′′ + vb′′, a′ + vb′, b),M =

1√
EG− F 2

(b′, a′ + vb′, b)

整理出 1, v, v2 项可得到方程

−2 ⟨a′, b⟩ (b′, a′, b) + (a′′, a′, b) = (b′′, a′, b) + (a′′, b′, b) = (b′′, b′, b) = 0

进一步计算出 b(u) 曲率为 1，挠率为 0，于是 b(u) 为单位圆，不妨刚体变换后参数化为 (cosu, sinu, 0)，
再结合第二个方程得 a(u) = (α(u), β(u), λu+ c)，刚体变换可使 a(u) = (α(u), β(u), λu)，代回第一个方程

讨论。若 λ = 0 时可说明其为平面的部分，否则可得到 r(u, v) = (α, β, λu) + v(cosu, sinu, 0)[正螺面]。

问题：两张曲面片之间存在映射保持高斯曲率不变，该映射是否等距？若高斯曲率平均曲率都不变，是否

合同？

答案：均否。

练习. 给定曲面片 
r1(u, v) = (v cosu, v sinu, u)

r2(u, v) = (u cos v, u sin v, lnu)

r3(u, v) = (
√
1 + u2 cos v,

√
1 + u2 sin v, arcsinhu)

证明在合适参数范围下，r1 到 r2 存在保高斯曲率的一一映射，但不为等距映射；r1 到 r3 存在保高斯曲

率、平均曲率的一一映射，但不为刚体运动。

三 标架与曲面论基本定理

核心问题：给定第一、第二基本形式，能否在相差刚体运动的情况下唯一确定正则曲面？

(存在性、唯一性)

§3.1 活动标架与运动方程

由于 E,F,G,L,M,N 是由 ru, rv, ruu, ruv, rvv 确定的，事实上是希望通过这些解出 r。

*{ru, rv, n} 成为曲面上的活动标架 (标架：{r;x1, x2, x3}，曲面上处处线性无关的向量场，一般要求定向
为正)
*ruu, ruv, rvv, nu, nv[即标架的偏导] 在标架下的表示？
之前的计算方式：设 ruu = Γu

uuru + Γv
uurv + Cuun，由 ⟨ruu, n⟩ = L 知 Cuu = L，而对于 Γu

uu,Γ
v
uu，有

⟨ruu, ru⟩ = Γu
uuE + Γv

uuF =
1

2
Eu, ⟨ruu, rv⟩ = Γu

uuF + Γv
uuG = Fu − 1

2
Ev
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可知

(
Γu
uu

Γv
uu

)
=

(
E F

F G

)−1(
Eu/2

Fu − Ev/2

)
* 类似可得到其他的 Γγ

αβ

引入记号：u1 = u, u2 = v, r = r(u1, u2)，下标 1或 2代表对对应分量求导，可叠加；记 gαβ = ⟨rα, rβ⟩ , bαβ =

⟨rαβ, n⟩，即对应 E,F,G,L,M,N。

Einstein 求和约定：同时在上下指标出现的指标视为对所有求和，省去求和符号。由此有 I = gαβduα ⊗
duβ, II = bαβduα ⊗ duβ。

记 (gαβ)
−1 对应位为 gαβ，则由矩阵逆定义 gαβg

βγ = δαγ，其中 δji =

0 i ̸= j

1 i = j
。再记 g = det(gαβ)，

b = det(bαβ)。

将想求解的式子利用新的记号写作：

rαβ = Γγ
αβrγ + bαβn

nα = Dβ
αrβ

，下面求解 Γγ
αβ 与 Dβ

α。

*Γγ
αβ 称为第一类 Christoffel 符号

Dβ
α 的求解：由于 −bαγ = ⟨nα, rγ⟩ = Dβ

αgβγ，乘 gγδ 并对 γ 求和可知 Dδ
α = −bαγgγδ。记 bδα = bαγg

γδ，即

有 Dδ
α = −bδα。

*(bβα) 就是 Weingarten 变换在基 r1, r2 下的矩阵

Γγ
αβ 的求解：利用 rξ 内积可知 Γγ

αβgγξ = ⟨rαβ, rξ⟩，记 gαβ,γ =
∂gαβ

∂uγ ，轮换相减可知 gβγ,α + gαγ,β − gαβ,γ =

2Γξ
αβgξγ，从而乘 gξγ 并求和可知 Γγ

αβ = 1
2
gγξ(gβγ,α + gαγ,β − gαβ,γ)。

* 交换 α, β 结果不变

* 定义 Γαβγ = Γγ
αβgγξ =

1
2
(gβγ,α + gαγ,β − gαβ,γ) 为第二类 Christoffel 符号

于是标架满足 
∂r
∂uα = rα

∂rα
∂uβ = Γγ

αβrγ + bαβn

∂n
∂uα = −bβαrβ

称为曲面自然标架的运动方程。

§3.2 曲面结构方程

给定 gαβ, bαβ，解是否存在？

* 偏微分可交换：


rαβ = rβα (1)

rαβγ = rαγβ (2)

nαβ = nβα (3)

直接利用结构方程知 (1) 即 Γγ
αβ = Γγ

βα, bαβ = bβα。、

(2) 计算可得
∂Γξ

αβ

∂uγ
−
∂Γξ

αγ

∂uβ
+ Γη

αβΓ
ξ
ηγ − Γη

αγΓ
ξ
ηβ − bαβb

ξ
γ + bαγb

ξ
β = 0 (Gauss)

∂bαβ
∂uγ

− ∂bαγ
∂uβ

+ Γξ
αβbξγ − Γξ

αγbξβ = 0 (Codazzi)

引入 Riemman 记号 Rδαβγ = gδξ
(∂Γξ

αβ

∂uγ − ∂Γξ
αγ

∂uβ +Γη
αβΓ

ξ
ηγ−Γη

αγΓ
ξ
ηβ

)
，则计算知 Gauss方程可写为 Rδαβγ =

bαβbγδ − bαγbβδ。

* 此处为书中定义，老师讲义中 R 为此处相反数，两种定义都合理
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练习. 利用第二类 Christoffel 符号说明

Rδαβγ =
1

2
(
∂2gδβ
∂uγ∂uα

− ∂2gαβ
∂uγ∂uδ

− ∂2gδγ
∂uα∂uβ

+
∂2gαγ
∂uβ∂uδ

)− Γη
αβΓηδγ + Γη

αγΓηδβ

并进一步计算 R1212，得到高斯绝妙定理。

(3) 计算可得 ∂bξβ
∂uγ − ∂bξγ

∂uβ = −bηβΓξ
ηγ + bηγΓ

ξ
ηβ，而将 bβα 展开后可发现其事实上与 Codazzi 方程等价。

由对称性，Gauss 方程只有一个独立方程
R1212 = −b

同理 Codazzi 只有两个独立方程 
∂b11
∂u2 − ∂b12

∂u1 = b1ξΓ
ξ
12 − b2ξΓ

ξ
11

∂b21
∂u2 − ∂b22

∂u1 = b1ξΓ
ξ
22 − b2ξΓ

ξ
21

这三个方程称为曲面的结构方程。

曲面论基本定理

定理 3.1. 唯一性
同一个参数域上的两个曲面，若对应点第一、二基本形式都相同，则必然存在刚体变换使两者相等。

证明. 通过刚体变换与某点处 ru, rv 内积的结果可不妨设刚体变换使一点处的自然标架重合。此时从第一、

二基本形式相同可知自然标架的任何微分处处相同，从而利用 PDE 的唯一性定理可知这时两者必然处处
相等。

定理 3.2. 存在性
给定 E,F,G,L,M,N，若从其得到的记号满足 Gauss 方程与 Codazzi 方程，且 EG − F 2 > 0 (即非零，
确保有标架)，必然存在第一、第二基本形式符合这些量的正则曲面片。

证明. 将其看作对 r, r1, r2, n的一阶线性偏微分方程组，利用 PDE解的存在性定理可知其对任何点 r, rα, n

给定的任何初值条件有解。取初值满足一点处
〈
r0α, r

0
β

〉
= gαβ(u0)，⟨r0α, n0⟩ = 0 且 ⟨n0, n0⟩ = 1，且标架为

右手系，两边内积可进一步验证这样解出的曲面任何点处第一、第二基本形式符合这些量。

* 作为一阶线性偏微分方程组，Gauss 方程与 Codazzi 方程事实上是活动方程的可积性条件

§3.3 正交活动标架

曲面自然标架 {ru, rv, n}，ru, rv 未必正交。
对曲线：{t(s), n(s), b(s)} 为正交标架 [Frenet 标架]

曲面的标架运动方程见上节，而曲线的标架运动方程
d
ds


t

n

b

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



t

n

b

，注意到其中的系
数矩阵是反对称的。

* 曲面比起曲线的困难：求导方向可以对二维上的任何方向 (可以归结为两个参数曲线的方向)
对 V = a ∂

∂u1
+ b ∂

∂u2
方向求导，意义：参数平面上找曲线 c(t) 使得 c(0) = 0, c′(0) = V，则 V 方向求导事

实上是 d
dt

∣∣
t=0
r(c(t))，于是任何方向求导可以看作微分

由此改造曲面活动方程：


dr = (duα)rα
drα = (Γγ

αβduβ)rγ + (bαβduβ)n

dn = −(bγαduα)rγ
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(其中 dr = (dx, dy, dz))
进一步写作

d


r1

r2

n

 =


Γ1
1βduβ Γ2

1βduβ b1βduβ

Γ1
2βduβ Γ2

2βduβ b2βduβ

−b1αduα −b2αduα 0



r1

r2

n


* 当 e1, e2, e3 为标准正交标架，类似构造矩阵 A = (aji )，对 ⟨ei, ej⟩ 求导可发现其必然为反对称阵，能不
能类似曲线 Frenet 标架更加优化，使得 a31 与 a13 为 0，从而只有两个自由度？

练习. 当 κ =
√

(a21)
2 + (a31)

2 > 0 时，不妨设 a21 ̸= 0，计算说明，一定可以在 e2, e3 构成的平面对 e2, e3

作适当旋转使得 a31 = 0, a21 > 0。

* 对曲线，这样的条件下得到的恰好为 Frenet 标架

曲面的正交活动标架

* 对曲面，无法通过参数化使得 {ru, rv, n} 为标准正交标架，因为这会导致高斯曲率为 0，对一般曲面不
成立

定义 3.3. 光滑向量场
在曲面 r(u, v) 上每点处给一个向量给 X(u0, v0)，且 X(u, v) 对 u, v 光滑，则 X 称为曲面上的一个光滑

向量场。

定义 3.4. 活动标架场
若任一点处 {r(u, v) : X1(u, v), X2(u, v), X3(u, v)}为 E3 上标架，Xi 光滑，不失一般性假设 (X1, X2, X3) >

0，{r : X1, X2, X3} 其称为曲面上的活动标架场。
当 {X1, X2, X3} 为单位正交标架，则称为正交活动标架。

* 存在性：对 ru, rv 作 Schmit 正交化，即可与 n 得到正交活动标架

正交活动标架的运动方程

重新考虑 r1, r2：对任何参数平面 D 的切向量 V ∈ Tp(D)，有 dr(V ) = r1du1(V ) + r2du2(V ) ∈ Tr(p)r(D)，

即将 dr 看作曲面上的切映射。
为了与参数化脱钩，对曲面的任何切向量 V，可直接在曲面上看求导方向：drα(V ) = d

dt

∣∣
t=0
rα(c(t))，类似

其中 c(t) = r(u(t), v(t))。这样，u, v 可以看作曲面上的函数 (曲面上点 p 的 u, v 坐标，r(u(p), v(p)) = p)，
du, dv 也成为了曲面上的一形式。
于是，

∂

∂u1
,
∂

∂u2
与 r1, r2 相对应 (这样的定义下即有 dui(rj) = δji )。这时 dr(X) = ridui(X) = X。

假设 {r : e1, e2, e3}为曲面的正交活动标架，e3 = n，下面考察运动方程 (由于相差线性组合，记 rα = aβαeβ)。
计算 dr = rαduα = (aβαeβ)duα，记 ωβ = aβαduα，则 dr = ωβeβ。

ωi 的实际含义：给定切向量场 X = Xαrα，则 ωα(X) = Xηaαη = ⟨X, eα⟩ , α = 1, 2，于是 ωα 是 eα 的对偶

一形式。

定义 3.5. 曲面上的一形式
给定正则曲面片 M，其上的一形式定义为所有切向量集合上的函数，限制在每点 p 处的 ϕ : TpM → R 是
线性函数。

若对任何光滑向量场 X 有 ϕ(X) 光滑则称为光滑一形式。

性质：若曲面上光滑切向量场 V1, V2 逐点线性无关，一形式 Θ1,Θ2 为光滑一形式使得 Θα(Vβ) = δαβ，则

曲面片上任何光滑一形式 ϕ = ϕ(Vα)Θ
α。
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证明. ϕ(X) = Xαϕ(Vα) = Θα(X)ϕ(Vα) = (ϕ(Vα)Θ
α)(X)。

于是，ϕ = ϕ(eα)ω
α，而设 dei = ωi

jej，则只有 ω2
1 , ω

3
1 , ω

3
2 三个独立分量。结合 dr = ω1e1 + ω2e2，运动方

程归结为五个一形式。

基本形式 I(V,W ) = ⟨V,W ⟩ = ⟨V, e1⟩ ⟨W, e1⟩+ ⟨V, e2⟩ ⟨W, e1⟩ = (ω1⊗ω1+ω2⊗ω2)(V,W )，而 II(V,W ) =

⟨V,W(W )⟩，而设 Weingarten 变换在基 e1, e2 下为 W(eα) = hβαeβ，则计算 dn 可知 ωα
3 = −hαβωβ，进一

步推导知 II = ωα ⊗ ω3
α。

性质：第一基本形式与正交活动标架的选取无关，第二基本形式与同法向正交活动标架选取无关。

证明. 当 e3 固定为法向时，利用 dr、dn 不变直接计算可发现若 (ω̄α) = A(ωα)，则 (ω̄3
α) = A(ω3

α)，又由

两者都为正交标架可知 A 为正交阵，从而将 I, II 类似内积展开计算得结论。

* 当 e1, e2 每一点为主方向时，Weingarten 矩阵为 hji = kiδ
j
i，从而 II = kαω

α ⊗ ωα，kα 为主曲率。

问题：是否存在？

练习. 证明对不是脐点的点 p ∈M，有邻域存在上述标架。

*ω2
1 是什么？

§3.4 曲面上的微分形式

零形式-曲面上的光滑函数
一形式-函数的微分

定义 3.6. 曲面上的二形式
M 是正则曲面片，η 定义为 TpM ×TpM, ∀p ∈M 上的函数，且满足每点处双线性性与反对称性 η(v, w) =

−η(w, v)。
若 η 对任何光滑切向量场是光滑函数，则称为光滑二形式。

性质：η(av + bw, cv + dw) = det
(
a b

c d

)
η(v, w)

定义 3.7. 外积
假设 ϕ, ψ 为曲面上的一形式，定义 ϕ ∧ ψ(V,W ) = ϕ(V )ψ(W )− ψ(V )ϕ(W )，即 ϕ ∧ ψ = ϕ⊗ ψ − ψ ⊗ ϕ，

则外积结果为二形式。

* 设 u1, u2 是 M 上处处无关的光滑切向量场，ψ1, ψ2 为两个一形式满足 ψα(uβ) = δαβ，则 M 上任何 (光
滑) 二形式 η = η(u1, u2)ψ

1 ∧ ψ2。

证明. 直接计算可知 η(u1,2 ) = η(u1, u2)ψ
1 ∧ ψ2(u1, u2)，于是由于左右都为二形式，由二形式性质可知相

等。

* 由于切平面最多有两个线性无关向量，类似上方定义三形式后会有线性相关，利用反对称性可知恒为 0，
类似知更高次形式均恒为 0。

定义 3.8. 外微分
一形式 ϕ 的外微分 dϕ(ru, rv) = ∂

∂u
ϕ(rv)− ∂

∂v
ϕ(ru)。

即 dϕ = ( ∂
∂u
ϕ(rv)− ∂

∂v
ϕ(ru))du ∧ dv

* 计算可以发现与参数变换无关
* 利用偏导可交换知 d2 = 0

运算法则 (f 为零形式，ϕ, ψ 为一形式)：
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1. d(ϕ+ ψ) = dϕ+ dψ

2. d(fϕ) = df ∧ ϕ+ fdϕ

正交标架下的结构方程

由曲面外微分运算的要求需要 d(dr = 0), d(dei) = 0，结合运动方程 dr = ωαeα 计算可知
dω1 − ω2 ∧ ω1

2 = 0

dω2 − ω1 ∧ ω2
1 = 0

ωα ∧ ω3
α = 0

性质：前两个方程可唯一确定 ω2
1。

证明. 设 dω1 = aω1 ∧ ω2, dω2 = bω1 ∧ ω2，可验证 ω2
1 = aω1 + bω2 为解，若此解不唯一，作差可知其差与

ω1, ω2 外积都为 0，从而只能为 0。

*设
(
ē1

ē2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
e1

e2

)
，则 ω̄2

1 = ω2
1 +dθ，而若复合反射 (法向变为相反)有 ω̄2

1 = −ω2
1 −dθ。

而外微分条件结合 dei = ωj
i ej 可知 dωk

i = ωj
i ∧ ωk

j , i, k = 1, 2, 3。其中实际上的独立方程有 dω2
1 = ω3

1 ∧ ω2
3

与

dω3
1 = ω2

1 ∧ ω3
2

dω3
2 = ω1

2 ∧ ω3
1

，前者即为 Gauss 方程，后者为 Codazzi 方程。

Gauss 方程：考虑 Weingarten 变换在正交标架下的矩阵，可以发现 dω2
1 = −Kω1 ∧ ω2，即 K = − dω2

1

ω1∧ω2，

事实上是高斯绝妙定理。

* 注意求和中指标范围 1 到 2 与 1 到 3 的区别
* 考虑 E3 上的正交活动标架，也可以类似定义 ωα, ωβ

α，α, β = 1, 2, 3，考虑到反对称性事实上有六个独立

分量。类似可得结构方程为 dωj = ωiωj
i , dω

j
i = ωk

i ∧ ω
j
k。而曲面上的标架可以小范围延拓成三维欧氏空间

上的标架，即可以看作上方 ω3 = 0 的情况。

正交标架选取

若

(
ē1

ē2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
e1

e2

)
，有

(
ω̄1

ω̄2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ω1

ω2

)
、

(
ω̄3
1

ω̄3
2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ω3
1

ω3
2

)
假设 rα = aβαeβ，可以发现 ωα = aαβduβ，即相差转置。于是 ω1 ∧ ω2 = det(A)du ∧ dv，利用 Weingarten
变换矩阵表示可以算出 det(A) =

√
EG− F 2，不依赖正交活动标架选取，由 ω3

1 ∧ ω3
2 = det(W)ω1 ∧ ω2 可

知 ω3
1 ∧ ω3

2 也不依赖，类似知 ω1 ∧ ω3
2 − ω2 ∧ ω3

1 亦不依赖。

* 计算可知 ω1 ∧ ω3
2 − ω2 ∧ ω3

1 = hααω
1 ∧ ω2 = 2Hω1 ∧ ω2

应用：可展曲面

给定正则曲面片，其主曲率 k1, k2 为常函数且不等 (无脐点)，如何分类？
* 圆柱面为简单的例子，是否唯一？
由无脐点，可以构造正交活动标架使得 e1, e2 为主方向，这时 Weingarten 变换在基下的矩阵表示为
diag(k1, k2)，于是 ω3

1 = k1ω
1, ω3

2 = k2ω
2。

求微分得 dω3
1 = k1dω1 = k1ω

2 ∧ ω1
2，另一方面其为 ω2

1 ∧ ω3
2 = k2ω

2
1 ∧ ω2，联立即有 (k1 − k2)ω

2
1 ∧ ω2 = 0，

同理 (k1 − k2)ω
2
1 ∧ ω1 = 0，得到 ω2

1 = 0，于是高斯曲率为 0，k1k2 = 0。

不妨设 k2 = 0，有 ω3
1 = k1ω1, ω

3
2 = ω2

1 = 0。此时标架运动方程变为 de1 = k1ω
1e3, de2 = 0, de3 = −k1ω1e1。

由于 e2 为常向量，取一个垂直于 e2 过曲面上一点得平面解得一条曲线 c1，弧长参数下 (调整正负) 曲线
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的切向量即为 e1。这时 e1, e2, e3 成为 Frenet 标架，限制在曲线上有 (e1)s = k1e3, (e3)s = −k1e1，对比平
面曲线运动方程可发现曲率恒为为 k1，于是曲线必然为圆。另一方面，对某点 P 处，找曲线 c2(t) 满足
dc2(t)

dt = e2(t)，且 c2(0) = P，可发现其必然为直线。综合上方讨论可知此曲面片必然为圆柱面。

* 性质推广：曲面片 M 高斯曲率为 0 且无脐点，则其必然为直纹面 (从而为可展曲面)

证明. 仍然取 e1, e2 为主方向的正交活动标架，两主曲率为光滑函数。由于高斯曲率处处为 0，可不妨
设 k1 ̸= 0, k2 = 0(不可能发生转换，否则会产生脐点)。类似上方可推导出 0 = dω3

2 = k1ω
1
2 ∧ ω1. 设

ω2
1 = fω1 + gω2，可知 g = 0。

由运动方程知 de2 = −fω1e1。依然类似上方寻找 c(s) 使得 dc(s)
ds = e2(s)，且 c(0) = P，由 ODE 理论可

知局部存在唯一解。而 d
dse2(s) = de2(e2) = −fe1ω1(e2) = 0，于是局部为直线，从而可延拓到整体的直线，

即证明了其为直纹面。

四 曲面的内蕴几何

§4.1 测地线与协变导数

* 高斯绝妙定理保证了等距变换下第一基本形式不变，于是高斯曲率不变。反之，若不存在保持高斯曲率
的变换，则不可能等距同构 (如球面与平面)。
* 内蕴几何即为等距变换下不变的几何
对球面三角形，利用初等几何可以发现满足 ∠A + ∠B + ∠C − π = S(△ABC)

R2 ，有
∫
△ABC

KdS = ∠A +

∠B + ∠C − π，其中 S 代表面积元，K 代表高斯曲率。

* 对任何测地三角形 [测地线构成的三角形] 都对
测地线为连接曲面上两点的最短光滑曲线，设 L 为连接 P,Q 两点的光滑曲线到 R 的函数，利用变分进行
计算。

对测地线 C : r(s) = r(u1(s), u2(s)), s ∈ (0, l)，可取曲面正交标架使得 C 上 e1 = rs, e3 = n[Darbour 标
架]。设沿着 C 有 e2 = airi，假设 f 为 [0, l] 上任一两端为零光滑函数，考虑曲线的变分

rλ(s) = r(u1(s) + λf(s)a1(s), u2(s) + λf(s)a2(s)), λ ∈ (−ϵ, ϵ)

它满足 r0(s) = r(s), ∂r
λ(s)
∂λ

∣∣
λ=0

= f(airi) = f(e2), r
λ(0) = P, rλ(l) = Q。

利用条件，假设其长度为 L(λ)，必有 Lλ(0) = 0。而交换求导次序计算知

∂L(λ)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=
∂

∂λ

∫ l

0

∣∣∣∣∂rλ(s)∂s

∣∣∣∣ds∣∣∣∣
λ=0

= −
∫ l

0

f

〈
e2,

de1
ds

〉
ds

由于 f 的任意性，测地线应满足处处
〈
e2,

de1
ds
〉
= 0。

定义 4.1. 测地线
曲面上的弧长参数曲线 r(s)，若其 Darbour 标架满足处处

〈
e2,

de1
ds
〉
= 0，则称为一条测地线。

* 例：平面上的直线 e1 不变，是测地线

* 沿测地线线 ts 只有曲面法向量方向的分量，测地线等价于主法向量垂直曲面的曲线

定义 4.2. 测地曲率
曲面上的弧长参数曲线 r(s)，由其 Darbour 标架计算的

〈
e2,

de1
ds
〉
为曲面沿着曲线的测地曲率。

* 根据法曲率几何意义可知 e1s = rss = kge2 + kne3，于是 κ2 = k2g + k2n。

* 由于 kg = ⟨de1(e1), e2⟩ = ω2
1(e1)，而由于 ω1(e1) = 1，限制在曲线上有 kgω

1 = ω2
1。
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当 u, v 为正交参数时，利用 ω2
1 可化简参数曲线上的测地曲率，即 kg(u) = − (ln E)v

2
√
G
, kg(v) =

(ln G)u
2
√
E
。假设

弧长参数曲线 r(s) 在某点处与 u 线的夹角为 θ，利用 ω̄2
1 = ω2

1 + dθ 进一步算得 kg 为 [Liouville 公式]

kg =
dθ
ds − (lnE)v

2
√
G

cos θ + (lnG)u
2
√
E

sin θ

利用自然标架，可算出

d2r

ds2 =

(
d2uα

ds2 + Γα
βγ

duβ
ds

duγ
ds

)
rα +

(
bαβ

duα
ds

duβ
ds

)
n

于是法曲率 kn = ⟨rss, n⟩ = II(e1, e1) = ⟨W(e1), e1⟩，测地曲率 kg = ⟨rss, n ∧ rs⟩。定义 κg =
(d2uα

ds2 +

Γα
βγ

duβ

ds
duγ

ds
)
rα 为测地曲率向量，用 Darbour 标架可以写成 ⟨(e1)s, e2⟩ e2 = kge2。

从而，一条曲线为测地线当且仅当 d2uα

ds2 + Γα
βγ

duβ

ds
duγ

ds = 0, α = 1, 2[仅由第一基本形式决定]。此为非线性
常微分方程，只能确定解局部存在。

定理 4.3. 测地线存在唯一性
对正则曲面 M，r = r(u, v)，对任何 p ∈ M,V ∈ TpM，则 ∃ε > 0, r = r(s), s ∈ (−ε, ε) 为测地线，满足
r(0) = p, rs(0) = V。

证明. 将初值作为上方常微分方程的初值，利用解的存在唯一性定理即得证。

* 可验证测地曲率向量在参数化改变时不变，从而与协变导数相关

协变导数

考虑沿曲线的切向量场 rs = V αrα 为切向量场，其再求导 rss 未必是切向量场，如何转化为切向量场？(去
除法向分量)

定义 4.4. 协变导数 Covariant derivative along a curve
正则曲面片 M : r = r(u, v)，上有一条正则曲线 C : r = r(t)，假设 V 是沿曲线的光滑切向量场，

V (t) ∈ Tr(t)M，定义 V 沿 C 的协变导数 DV
dt = dV

dt −
〈dV

dt , n
〉
n。

* 计算自然标架下 V = V αrα，可得到
dV
dt =

(dV α

dt + Γα
βγV

β duγ

ds
)
rα +

(
bαβV

α duβ

ds
)
n，于是即有 DV

dt =(dV α

dt + Γα
βγV

β duγ

ds
)
rα。

* 于是测地线可刻画为 De1
ds = 0

* 协变导数只由第一基本形式确定，在正则参数变换下不变
* 不依赖参数化的意义：曲面片相交处会有不同参数化，不依赖代表可以在整体曲面上定义
性质：假设 V,W 是曲线 C 上的两个光滑切向量场，f 是沿曲线光滑函数，则有：

1. D(V+W )
dt = DV

dt + DW
dt

2. D(fV )
dt = df

dt V + f DV
dt

3. d⟨V,W ⟩
dt =

〈DV
dt ,W

〉
+
〈
V, DW

dt
〉

* 性质 3 证明：先写出 d，再由与切向量内积可将 d 换为 D

§4.2 平行移动

定义 4.5. Levi-Civita 平行
正则曲面片 M : r = r(u, v)，上有一条正则曲线 C : r = r(t)，假设 V 是沿曲线的光滑切向量场，若
DV
dt = 0，则称切向量场沿曲线 C 是平行的。

在此情况下，称 V (t1) 是由 V (t2) 沿 C 作平行移动得到。
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* 平移的存在性？唯一性？[本质还是 ODE 问题，由于其为线性，整体存在唯一解]
* 测地线另一等价说法：e1(s) 沿 r = r(s) 平行。

利用上方性质 3，假设 V,W 是沿曲线平行的光滑切向量场，可以得到 ⟨V,W ⟩不变，从而“平行移动”是保
持内积的 (保长、保角)。于是，对曲面片上两点 p, q，取一条曲线 C，可以定义映射 PTC : Tp(M) → Tq(M)，

由平行移动得来。由于保内积，可以得到线性性等，进一步推出 PTC 为内积空间的同构。于是，协变导

数有时也称为联络。

* 反过来，有联络就有平行移动，从而可以考虑不同点切平面张量的差距，可以定义导数
* 平移的结果与曲线选取有关，于是切向量沿闭曲线绕一圈后未必为原向量，事实上与高斯曲率有关
* 若两曲面 M1,M2 沿着某曲线 C 相切，即 C 上对应点处切平面相同，则 V (t) 在 M1 上沿 C 平行等价

于 V (t) 在 M2 上沿 C 平行 (可用于简化计算)

考察沿曲线平移的方法：假设有一条曲面上的正则曲线 r = r(t)，考虑其每点处切平面上与曲线切向量垂

直的向量方向构成的切线面 (有局部正则性)，切线面可以展开成平面，从而变为欧氏空间上平移考察。
例：球面的纬线圈，赤道处会如此展为柱面，否则为锥面。假设纬度 (在上半球中) 为 ψ，可作锥面展开，

计算可知扇形的圆心角 θ = 2π sinψ。通过考察平面中平移可发现，切向量沿纬线圈平行移动一圈后，转
过的角度即为 θ[物理：傅科摆证明地球自转]。
关于测地线问题：

是否全局最短？[未必]
任意两点之间是否存在测地线？[取决于曲面的完备性，如圆盘挖掉一点后相对的点间不存在测地线]
测地线是否唯一？[未必，且无上界，如球面对径点间]
* 对圆柱面，可发现任何圆柱螺线都是测地线，因此不在同一纬线圈上会有无穷多条。

练习. 考察张角为 θ 圆锥面两点间测地线条数最多最少。

* 测地线具有局部最短性
思路：如何证明两点间直线最短？考察挖去原点的极坐标系，计算极坐标系上的第一基本形式可得 I =

dρ⊗ dρ+ ρ2dθ ⊗ dθ，于是切向量长度 |r′(t)| ≥ |rρ(t)|，后者恰好是直线对应参数化下的的切向量长度。
建立曲面上一点处极坐标系：

指数映射 expp : TM
p →M，expp(V ) = γ( V

|V | , |V |)，其中 γ 是过 p 点以 V
|V | 为单位切向量的弧长参数测地

线在 s = |V | 处的点 (即沿指定方向走过指定弧长的测地线)。利用解对初值的连续性可知此映射一定对模
长充分小的 V 存在 [由于 S1 紧，对每点存在必有最小值]，且若对 V 由定义一定对 tV, 0 < t < 1 有定义。

*|V | 取定称为以 p 为心的测地圆

由于 TM
p 即为二维欧氏空间，考虑其上的一组基后，指数映射也是曲面的参数化。下面说明 r(x1, x2) =

expp(x
1e1 + x2e2) 是 p 附近的正则参数化：

证明. 由于存在参数化 r = r(u1, u2) 使得 p 点处有 ⟨rα, rβ⟩
∣∣
p
= δβα，取 e1 = r1, e2 = r2，说明正则性只需

说明 rx1 ∧ rx2 ̸= 0 在 p 点成立 (根据光滑即得局部成立)，计算参数变换可知等价于 det
(
uα

xβ

)∣∣
p
̸= 0。

事实上，p 点处此矩阵为单位阵，从而结论成立。看法：考虑测地线自身的参数化代入计算。

* 称 (x1, x2) 为 P 点处的法坐标系，此坐标系在 P 点处的 r1 = rx1 , r2 = rx2 标准正交，从而第一基本形

式 gαβ(P ) = δβα，且这点处 Christoffel 符号都为 0，从而推出 gαβ,γ(P ) = 0。

*gαβ,γ(P ) = ∂
∂xγ ⟨rα, rβ⟩ =

〈
Γη
αγrη, rβ

〉
+
〈
rα,Γ

η
βγrη

〉
= Γβ

αγ(P ) + Γα
βγ(P )

* 证明 Christoffel 符号都为 0：利用测地线方程与参数区域上极坐标直接计算。

定理 4.6. 高斯引理
从 M 上一点 P 出发的测地线与以 P 为心的测地圆正交。
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证明. 在法坐标系上作参数变换将欧氏坐标化为极坐标 (ρ, θ)[这时称为测地极坐标系，可发现除原点外正
则]，计算可知 limρ→0 F (ρ, θ) = 0，且 Fρ = 0[可通过内蕴或外蕴角度计算]，于是 F = 0，得证。

* 测地极坐标系中，θ 线为测地圆，ρ 线为测地线

定理 4.7. 设 p ∈M 为一点，总存在一个邻域 U 使得对 U 中任意 q，落在 U 内的连接 pq 的测地线长度

为所有连接 pq 的曲线的最短长度。

证明. 取充分小 U 使得其上有极坐标系，指数映射对应的 |V | < ε，对 U 内的曲线 C : r(t), r ∈ (0, t0)，

L(C) =
∫ t0
0

√
ρ2t +G(ρ, θ)θ2t dt ≥

∫ t0
0

√
ρ2tdt = |ρ(t0)− ρ(0)| = ρ0。若不完全落在 U 内，可以取落在内部

的部分估算，得到长度大于等于 ε，从而不影响最短。

* 问题：测地极坐标系下高斯曲率？
由于其为正交活动标架，直接计算可知 ω2

1 = (
√
G)ρ√
G
ω2，进一步得到 K = − (

√
G)ρρ√
G
。[当 K 为常数时，可以

直接解出第一基本形式。]
性质：测地极坐标系下有 limρ→0

√
G = 0、limρ→0(

√
G)ρ = 1。

证明. 回到测地法坐标系进行计算，
√
G =

√
gαβxαθ x

β
θ，利用测地法坐标系性质可算出结果。

练习. 考虑曲线 C(s)，每点作与曲线切向量垂直的测地线，考虑 F = ⟨rρ, rs⟩，有 F (0, s) = 0，Fρ 是否为

0？

测地三角形内角和

定理 4.8. 测地三角形内角和-基础形式
曲面上三个点之间两两用测地线连接得到测地三角形，假设它们落在以 A 为心的测地极坐标系之内，且

连接 A 与 BC 中间某点的测测地线 α(s) 坐标可以写为 (f(θ(s)), θ(s))，则有
∫∫

△ABC
KdV = ∠A+∠B+

∠C − π(角定义为测地线切向量在切空间中夹角)。

证明. 此时
∫∫

△ABC
KdV =

∫∫
△ABC

−(
√
G)ρρdρdθ =

∫ ∠A

0
(1− (

√
G)ρf(θ))dθ。

考虑 BC 与每条 α(s) 的夹角 φ(s)，有 φ(0) = π − ∠B,φ(s0) = ∠C，且

cosφ(s) = ⟨α′(s), rρ⟩

sinφ(s) =
〈
α′(s), rθ√

G

〉 。假

设 α(s) 每点坐标 (ρ(s), θ(s))，对第一个式子求导可得到 − sinφ(s)φs = ⟨rρρs + rθθs, rρρρs + rρθθs⟩(消去
由测地线知为零的 α′′(s))，化简得 − sinφ(s)φs =

1
2
Gρ(θs)

2。而第二个式子可以化简为 sinφ(s) =
√
Gθs，

代入得 φ(s) = −(
√
G)ρθs。于是

∫ ∠A

0
−(

√
G)ρf(θ)dθ =

∫ L

0
−(

√
G)ρθsds = ∠C + ∠B − π，从而得证。

§4.3 局部 Gauss-Bonnet 公式

测地曲率的加入

利用 Liouville公式，计算可知测地极坐标系下对测地线有 φs+
√
Gρ√
G

sinφ(s) = 0，而 sinφ(s) =
〈
αs,

rθ√
G

〉
=〈

rθθs,
rθ√
G

〉
=

√
Gθs，于是 φs +

√
Gρθs = 0。

一般情况下 kg(s) = φs +
√
Gρθs，于是对测地线 AB、AC，BC 未必为测地线时，进行积分可算出 (以下

AB 记为 γ，AC 记为 β，BC 记为 α)：

Gauss-Bonnet I:
在三角形 ABC 中，β, γ 为测地线，三点都落在以 A 为心的测地极坐标系中，α 在极坐标系下坐标写成

(f(θ), θ)，则有 ∫∫
△ABC

KdV = ∠A+ ∠B + ∠C − π −
∫ l(α)

0

kg(s)ds
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Gauss-Bonnet II:
多边形 A1, . . . , An 落在内部某点 O 为心的测地极坐标系中，且每条边可在极坐标系下写成 (fi(θ), θ)，即

只与径向相交一次，则记区域为 D 有：∫∫
D

KdV +

∫
∂D

kg(s)ds =
∑
i

∠Ai − (n− 2)π = −
∑
i

(π − ∠Ai) + 2π

Green 公式：对平面定向分段光滑简单闭曲线 C 围成区域 D，对区域中任何光滑函数 f, g，有∮
C

fdx+ gdy =

∫∫
D

(gx − fy)dxdy

Gauss-Bonnet III:
考虑 D 和去掉绕 O 的某小圈和一条径向的长条后的连通区域 Dε，Dε 高斯曲率的积分极限与 D 相同，于

是： ∫∫
D

KdV = lim
ε→0

∫∫
Dε

−
√
Gρρdφdθ = lim

ε→0

∮
Cε

−
√
Gρdθ = 2π +

∫
∂D

(φs − kg)ds

由此可以不要求能写成 (fi(θ), θ)。

对不同点的测地极坐标系进行拼接，最终得到

定理 4.9. Gauss-Bonnet 定理
对曲面 M 上一条分段光滑简单闭曲线 C，围成单连通区域 D，则有∫∫

D

KdV +

∫
C

kg(s)ds+
∑
i

(π − ∠Ai) = 2π

* 另一个证明思路：由 K = −dω2
1

ω1∧ω2，对微分形式进行积分，乘面积元即对 −dω2
1 积分，靠 Stokes 定理可

计算出结论。

应用：角差

定理 4.10. 平行移动角差
对曲面上光滑简单闭曲线 C : r = r(s), s ∈ [0, l]，围成单连通区域 D，其上的 Darbour 标架 {r : e1, e2, n}。
沿曲面平行的单位切向量场 V (s)，记 V (s) 与 e1(s) 夹角 β(s)，有 β(l)− β(0) =

∫∫
D
KdV .

证明. 利用 V = cosβe1 + sinβe2 直接代入计算得
∫∫

D
KdV =

∫ l

0
βsds。

* 角度函数

定理 4.11. C : r = r(s), s ∈ I 为弧长参数正则曲线，V,W 为沿其的处处非零光滑切向量场，则存在光

滑函数 φ(s), s ∈ I 满足 W
|W | = cosφ V

|V | + sinφJ
(

V
|V |

)
，其中 n 为曲面法向量，J : S1 ⊂ TpM → S1 ⊂

TpM,J(V ) = n ∧ v，于是 {V, J(V ), n} 构成正交活动标架，这时 φ 称 V 到 W 的有向角。

证明. 不妨设两切向量场已被单位化，则存在 W = fV + gJ(V )，f, g 从内积得到，光滑，且由单位知

f2 + g2 = 1。在一点 s0 处，可取到 φ(s0) ∈ [0, 2π)，f(s0) = cos s0, g(s0), sin s0。由此构造 φ : I →
R, φ(s) = φ(s0) +

∫ s

s0
(fg′ − f ′g)ds

计算可知 L(s) = (f − cosφ)2 + (g − sinφ)2 的导数为零 (需要利用 ff ′ = gg′)，从而得证。

* 角差计算中存在定向问题

平面曲线
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对光滑简单闭曲线，此时高斯曲率为 0，有 2π =
∮
∂D
kgds，而利用定义可发现 kg 恰为平面曲线在定向下

的带符号曲率。于是对平面光滑简单闭曲线 r = r(s), s ∈ [0, l]，且 0, l 处各阶导函数 (包含 0) 相等。记 κ

为带符号曲率，则 2π =
∮
C
κ(s)ds，此处积分定向选取与曲线定向一致。

定义 4.12. 旋转指数 Rotation Index
定义 i = 1

2π

∫ l

0
κ(s)ds 为闭曲线的旋转指数。

性质；考虑 rs = cos θe1 + sin θe2，θ 取 e1 到 rs 的有向角，则∫ l

0

κ(s)ds =
∫ l

0

⟨rss, J(rs)⟩ ds =
∫ l

0

θsds = θ(l)− θ(0)

§4.4 整体 Gauss-Bonnet 公式

全曲率

* 定义为高斯曲率在整个曲面上的积分，计算可知球面积分结果为 4π，环面积分结果为 0[同一条线上反
向算两次]。

练习. 证明旋转面上两条纬线间的全曲率为 2π(sinφ(a)− sinφ(b))，其中 a, b 为纬线上 u 的取值，φ 为这

点处沿母线切向量和 (0, 1) 夹的有向角。

定义 4.13. E3 整体曲面

E3 的一个子集 M 称为 E3 中的光滑曲面，若对子集中任何点，存在 E3 中邻域 V 与一个映射 r : U ⊂
E2 → V ∩M，其中 U 为开集，r 是一个可逆的正则参数化。

* 也可定义为一族正则曲面片，且两个正则曲面片交的部分有光滑的正则参数变换
* 球面可由去掉上顶点与去掉下顶点的两个曲面片覆盖。

定义 4.14. 可定向曲面
若 M =

⋃
αMα，使得每个正则曲面片上可选取一个单位法向量 nα，使得任何两个曲面片的交处 nα = nβ，

则称其可定向，否则不可定向。

* 球面、柱面、环面可定向，莫比乌斯带不可定向。
性质：光滑曲面 M 可定向等价于 M 上存在处处非零二形式。

证明. 由定义可知可定向 ⇔ 存在整体的光滑单位法向量场 n，即对每点 p 有 n(p) 在一点处为曲面法向，

此外，二形式在一点处为 0⇔ 此点任意一对切向量映射到 0，
左推右：对法向量场 u，定义二形式 µ，一点 p ∈ M 处 µp : TpM × TpM → R，µp(v, w) = (n(p), v, w)，

可验证其为光滑二形式，取 v, w 线性无关即有一点处非零。

右推左：对处处非零二形式 µ，定义向量场 n，一点 p ∈M 处找线性无关切向量 v, w，n(p) = v∧w
µ(v,w)

。若

有另一对线性无关切向量 v′, w′，利用双线性反对称计算可知 n 不改变，从而 n 为光滑法向量场。

定义 4.15. 紧致曲面
当曲面 M 是有界闭集时称为紧致曲面。

* 其存在有限子覆盖，从而可分取有限个正则曲面片拼成
* 类似平面 Jordan 曲线定理可以说明任何紧致曲面把空间分为了内部和外部，从而可定向。

曲面的三角剖分

* 称曲面上的三边形围成的三角形区域为二维的面，其边称为一维的面，顶点称为零维的面。
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定义 4.16. 曲面的三角剖分
M 上的一族三角形区域 Tα，满足并集为整个曲面、任意两个交集若非空则为各自的零维或一维的面，且

包含每点的三角形个数有限。

性质：紧致曲面上总存在二维面数有限的三角剖分 (拓扑中证明)。
* 记不同的二维面、一维面、零维面个数为 F,E, V。考虑对三角形的进一步划分可感受曲面三角剖分的

V − E + F 为定值 (事实上其为拓扑不变量)，称为欧拉示性数，记作 χ(M)。

定理 4.17. 整体 Gauss-Bonnet 定理
设 M 是 E3 中紧致光滑曲面，则有 ∫∫

M

KdV = 2πχ(M)

证明. 取 M 的一个三角剖分，设每个 Ti 上的内角为 ∠Ai,∠Bi,∠Ci，对每片利用局部的 Gauss-Bonnet 公
式，由于整体可定向可以发现每条边 kg 项被反向积分两次，于是被抵消。最终得到 2πF =

∫∫
M
KdV +

3πF −
∑

i(∠Ai + ∠Bi + ∠Ci)，所有面上所有角加和即 2πV，又由于 3F = 2E 可得结果。

* 于是任何等距变换全曲率不变
* 事实上对任何紧致可定向光滑曲面都对，未必需要嵌入 E3

* 拓扑结论：这样的曲面的拓扑可以由亏格个数 g 确定，欧拉示性数为 2− 2g。反过来，这个定理代表了

几何量可以确定拓扑。

* 应用：处处非零切向量场
对紧致曲面，若存在这样的 V，可单位化出整体的 e1，再结合整体 n，有整体的正交活动标架。于是利用

正交活动标架有全曲率为
∫∫

M
−ω2

1，而利用 Stokes 公式，由于边界为空，全曲率必须为 0，于是 M 同胚

于环面。

五 几个重要定理

(见补充定理部分讲义)


