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Euler!

• The first topologist: Leonhard Euler (1707-1783)

He used the name

Analysis situs
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Leibniz

• Euler credited the originating of the concept “analysis situs” to
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

(but what Leibniz had in his mind could be an entirely different
thing ...)
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Listing

• The first people used the word Topology=Topos+logos was
Johann Benedict Listing (1808-1882): he created the word in a
letter (1836) and published in a book(1847):

He combined two Greek words

topos(τoπoς): place, location

logos(λoγoς): study
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Mobius

• Listing was also the first one who discovered Möbius band
(several months earlier than August Möbius (1790-1868))

But Listing went further in exploring the properties of strips with
higher-order twists instead of the non-orientability ...
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But Listing went further in exploring the properties of strips with
higher-order twists instead of the non-orientability ...

Zuoqin Wang What is Topology



What is topology...
Some topological theorems that we have learned/will learn

A: The origin of the subject
B: Some abstract words
C: Some concrete pictures

Gauss!

• Listing was a student of Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Gauss also made great contributions to topology:

the linking number/integral  knot theory, DNA ...

Gauss-Bonnet-Chern theorem: curvature and topology
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Riemann!

• Another student of Gauss: Bernhard Riemann (1826-1966)

who also made great contributions to topology:

Riemann surface  Topological methods in complex function theory

Manifolds  the conception of abstract/higher-dim spaces

Incorrect use of the Dirichlet Principle  compactness
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Cantor, Frechet, and Hausdorff

In a totally different direction,

Georg Cantor(1845-1918): abstract set theory  limit points,
ideas related to convergence of sequences(1870s)

Maurice Frechet(1878-1973): axioms for convergence, and
axioms for metric spaces (1905)

Felix Hausdorff(1868-1942): axioms for topological spaces
(Neighborhood approach)(1912)
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Question: What is topology?

Of course I can’t give a simple answer to this question now. You
should have your own answer at the end of this semester. Here
let’s see how mathematicians say:
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It is a disease!

“Later generations will regard Mengenlehre1 as a disease from
which one has recovered.”

Henry Poincare(1854-1912)2, Congress of Mathematicians, Rome,
1908

Contributions to topology:

the foundation of topology for a
space of any dimension

basic concepts and invariants
such as Betti numbers and the
fundamental group.

1“Mengenlehre” is the German word for set theory and point set topology
2Some people regard his paper Analysis Situs(1895) as the birth of topology
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It is an angel.

“In these days the angel of topology and the devil of abstract
algebra fight for the soul of every individual discipline of
mathematics.”

Hermann Weyl, “Invariants”, Duke Math. Journ., 1939

Contributions to topology:

utilized point-set topology to
study Riemann surface ( 
rigorous def. of manifolds)

topological groups, Lie groups
( symmetries in quantum
mechanics)
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Topology in China
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Bourbaki: In mathematics we study structure

According to Bourbaki3, in mathematics we study

1 structures defined on sets,

2 maps that preserve structures.

Roughly speaking, a structure is a set endowed with some
additional feathers on the set, usually prescribed via subsets (of
subsets of ...).

3Bourbaki is the pseudonym of a group of famous mathematicians, including
Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Dieudonne, Jean-Pierre Serre, Alexandre
Grothendieck, Andre Weil and many others. Bourbaki is most famous for its
rigorous presentation of the series of books Éléments de mathématique and for
introducing the notion of structures as the root of mathematics.
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Mother structures

There are many mathematical structures, among which the
following three structures are most elementary (called mother
structures):

algebraic structure

topological structure

order structure

(There are also many other structures: metric structure, measure
structure, smooth structure, ......)
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Topological structure

Roughly speaking, a topological structure, or a topology for short,
defined on a set, is the structure using which one can talk about
the conception of neighborhoods of an element.

 As a result, with topology at hand, one can talk about the
conception of continuity for maps defined on such sets.
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Topology v.s. analysis

• So topological structures lie in the center of analysis: it is the
topology of R (or Rn) that allows us to talk about the continuity
of (multi-variable) functions.

• Many conceptions and theorems we learned in mathematical
analysis are topological, and one of the main goals of the first half
of this course (which is usually called general topology or point-set
topology) is trying to extend these conceptions and theorems to
more general spaces. 4

4Warning: To generalize a theorem 6= to write down the theorem in an
abstract setting. Usually you will gain in two aspects: first the new theorem
should have more applications, and second the abstract form should be able to
help you to understand the nature of the original theorem itself.
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Topology v.s. geometry

• Topological structures are also most important in geometry: they
tell us how points cluster together in a space, without introducing
further structures like distance. In particular, you can change the
shape by stretching or twisting or bending. Sometimes topology is
called “rubber-sheet geometry”5

• In the second half of this course we will focus on geometric
properties that are induced by topology (and not metric).

5We will not use such name because it is in fact very misleading.
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Topology as a branch of mathematics

• As a branch of mathematics, topology is the study of qualitative
and quantitative properties of certain objects (called topological
spaces) that are invariant under a certain kind of transformations
(continuous maps).

Let’s explain this sentence by some pictures.

Zuoqin Wang What is Topology



What is topology...
Some topological theorems that we have learned/will learn

A: The origin of the subject
B: Some abstract words
C: Some concrete pictures

Topology as a branch of mathematics

• As a branch of mathematics, topology is the study of qualitative
and quantitative properties of certain objects (called topological
spaces) that are invariant under a certain kind of transformations
(continuous maps).

Let’s explain this sentence by some pictures.

Zuoqin Wang What is Topology



What is topology...
Some topological theorems that we have learned/will learn

A: The origin of the subject
B: Some abstract words
C: Some concrete pictures

Coffee mug v.s. doughnut

We start with an old joke:

“A topologist is
someone who can’t
tell the different be-
tween a coffee cup
and a doughnut.”
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Computational mistakes...

Topologists always make mistakes when doing computations
because ...

in topology!
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Unlock two rings

Here is another interesting problem:

Two rings are locked
together. Can you
unlock the two rings
without breaking any
of them?
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Unlock two rings: The solution

Here is the solution:
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Königsberg seven bridge problem

The city of Königsberg6 consists of four lands. They are connected
by seven bridges. The problem is:

Is it possible for a pedestrian to walk across all
seven bridges without crossing any bridge twice?

6It is the hometown of the great philosopher I. Kant and the great
mathematician D. Hilbert. It was renamed Kaliningrad in 1945.
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Euler’s solution to Königsberg seven bridge problem

• The problem did not fit in any existing mathematical framework
at that time. It looks like a problem in geometry, but there was no
need for distances. Only the relative positions are needed.

• The birth of topology (and graph theory): Euler solved this
problem in 1736 and the answer is no7:

Euler wrote to his friend Ehler in 1736, “this type of solution
bears little relationship to mathematics....”

Later in 1736 he wrote to Marinoni, “it occurred to me to
wonder whether it belonged to the geometry of position,
which Leibniz had once so much longed for”.

Finally, still in 1736, he solved this problem and generalize his
solution to general case.

7By the way, in 1875 the city built a new bridge and the answer became yes!
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Connecting points

Here is another example that you can apply the idea of topology in
solving problems:

Question: Can you con-
nect points marking the
same letter by non-
intersecting curves in-
side the circle?
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Connecting points: Solution

To solve this problem “topologically”, you first continuously move
the points inside the circle to positions that you can easily solve the
problem. Then continuously move the points back and stretch the
curves you have drawn so that they are always non-intersecting:

→
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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As we mentioned above, topology structure is one of the mother
structures in mathematics. In fact, we have used topology in many
places in earlier courses. Here we list some of them, together with
some related theorems that we might cover later in this course.
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Part I: Point-Set Topology and
Applications to Analysis
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A: The Intermediate Value Theorem

We start with a baby theorem:

Baby-Theorem

Suppose you are given a point A in the upper half plane, and a
point B in the lower half plane. If you draw a planar curve
connecting A to B, the curve must intersect the x-axis.
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A: The Intermediate Value Theorem

• At the very beginning of mathematical analysis, we learned
following more general theorem, which is one of the most
important theorems in mathematics:

Theorem (The Intermediate Value Theorem)

Let f : [a, b]→ R be a continuous function. Then for any value y
between f (a) and f (b), there exists c ∈ [a, b] s.t. f (c) = y.

• Topological property behind the Intermediate Value Theorem:

the connectedness of [a, b].
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Part II: Algebraic/Geometric Topology

A: The Intermediate Value Theorem

In this course we will prove:

Theorem (The Generalized Intermediate Value Theorem)

Let X ,Y be topological spaces, and let f : X → Y be a
continuous map. Then for any connected subset A ⊂ X , the image
f (A) is a connected subset in Y .
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

A: The Intermediate Value Theorem

Here is a simple but beautiful application of IVT:

Proposition

Let C be a closed planar curve. Then there exists a planar square
that contains the curve C, so that the curve touches all four sides
(vertices count as points in both sides) of the square.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

A: The Intermediate Value Theorem

The proof: To see this you first draw a rectangle satisfying the
given property. Then you rotate the rectangle continuously, to get
new rectangles (with different side lengths a and b satisfying the
same requirement). As you rotate, the value of a− b changes
continuously. Moreover, it will change sign after rotating 90
degrees. So it must attain the value 0 during the rotation.

→
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The square peg problem

Before we move to next topic, we mention a similar problem in
planar geometry. It is proposed by O. Toeplitz in 1911, and is
known as the inscribed square problem, or the square peg problem.
It is still unsolved today!

Conjecture (Toeplitz)

On every continuous simple closed planar curve, one can find four
points that are the vertices of a square.
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The square peg problem

Here is an example on which you can find four such squares:
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The square peg problem

Some developments on the square peg problem:

1 Emch (1916): true for smooth convex curves, piecewise
analytic curves (by using some kind of IVT argument)

2 Schnirelman 1929: true for smooth curves

3 Vaughan 1977: On every continuous simple closed planar
curve, one can find four points that are the vertices of a
rectangle.

1 Idea: use the topology of the Möbius strip!

4 Greene-Lobb 2020: For any rectangle, on any smooth simple
closed planar curve, one can find four points that are the
vertices of a rectangle.

1 Idea: use symplectic topology!
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Some topological theorems that we have learned/will learn

Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

B: The Extremal Value Theorem

For the second topic, again we start with a baby theorem:

Baby-Theorem

Every finite subset of R contains its supremum/infimum.
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B: The Extremal Value Theorem

In mathematical analysis, we learned

Theorem (The Extremal Value Theorem)

Let f : [a, b]→ R be a continuous function. Then f attains both a
maximal value and a minimal value.

• Easy to see

The theorem fails if you replace [a, b] by (a, b) or [a,+∞).

The theorem holds if you replace [a, b] by [a, b] ∪ [c , d ].
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B: The Extremal Value Theorem

• Topological property behind the Extremal Value Theorem:

compactness of [a, b].

(We will see: compactness is a generalization of finiteness.)

• We can easily extend the EVT to

Theorem (The Generalized Extremal Value Theorem)

Let X ,Y be topological spaces, and let f : X → Y be a
continuous map. Then for any compact subset A ⊂ X , the image
f (A) is a compact subset in Y .
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Some topological theorems that we have learned/will learn

Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

Compactness

Compactness is one of the most important conception in topology.
It is widely used in many other branches of mathematics, especially
in analysis.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

Dirichlet’t principle

Here is some history: In 1856-1857, when lectured on potential
theory, Peter Dirichlet (1805-1859) proposed a method, known as
Dirichlet’t principle8, to solve the equation

∆u(x , y , z) = 0

on a region Ω ⊂ R3 with prescribed boundary value f on the
boundary surface S = ∂Ω.

8named by Riemann, but the method was used earlier by Green, Gauss, ...
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Dirichlet’s principle

• To solve this he considered the integral

U =

∫
Ω

[
(
∂u

∂x
)2 + (

∂u

∂y
)2 + (

∂u

∂z
)2

]
dV .

which is always non-negative. Dirichlet concluded that there must
be at least one function u on Ω for which the integral reaches a
minimum. Then by using a standard variational argument one can
show that the minimizer satisfies ∆u = 0.

• Wait! As criticised by Weierstrass, there was a problem: The
existence of a greater lower bound for the values of the integral
does not necessarily imply the existence of a minimizer. To
guarantee this, one need compactness (where we view functions as
points).
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Compactness: Arzela-Ascoli

The classical Arzela-Ascoli theorem is one of the first attempts
trying to solve this type of problems. They justified Dirichlet’s
principle under extra assumptions:

Theorem (Arzela-Ascoli)

Let {fn} be a uniformly bounded and equicontinuous sequence of
real-valued continuous functions defined on [a, b]. Then there
exists a subsequence that converges uniformly.
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Compactness: Arzela-Ascoli

In this course we will prove a much general version:

Theorem (Generalized Arzela-Ascoli Theorem)

Let F be a point-wise bounded and equicontinous family of
functions defined on a compact space X . Then for any sequence in
F , there exists a subsequence that converges uniformly.
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Compactness: The Blaschke selection theorem

• Arzela-Ascoli theorem is widely used in functional analysis and
partial differential equation to prove the existence of a limit. Here
we mention an equivalent form of the Arzela-Ascoli theorem in
convex geometry:

Theorem (The Blaschke selection theorem)

Given a sequence {Kn} of convex sets contained in a bounded set,
there exists a subsequence {Knm} and a convex set K such that
Knm converges (in a sense that will be clear later) to K .
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Compactness: The Blaschke selection theorem

• The Blaschke selection theorem can be used to prove the
existence of a solution to many geometric problems (but the
solution is still unknown). E.g.:

Lebesgue’s universal covering problem: the convex shape of
smallest area that can cover any planar set of diameter one.
(Note that a circle with diameter 1 is NOT a solution because
it can’t cover the Reuleaux triangle.) ( Known: it should has
area between 0.832 and 0.8440935944)
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C: Separation properties

• Again we start with a baby theorem:

Baby-Theorem

Suppose a < b < c < d. Then one can find a continuous function
f : R→ R s.t. f ([a, b]) = 0, f ([c, d ]) = 1.

• It is not hard to extend this baby theorem to

Theorem (Urysohn Lemma in Rn)

Suppose K , L ⊂ Rn are closed sets, and K ∩ L = ∅. Then ∃
continuous function f : Rn → R s.t. f (K ) = 0, f (L) = 1.
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C: Separation properties

• Urysohn’s lemma is useful because it is equivalent to the
following extension theorem:

Theorem (Tietze Extension Theorem)

Suppose K ⊂ Rn is closed, f is a continuous function defined on
K . Then f can be extended to a continuous function on Rn.

• Topological property behind these two Theorems:

separation properties of Rn .
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C: Separation properties

Again we can extend these two theorems to more general
topological spaces. For example, we will prove

Theorem (Tietze extension theorem)

Suppose X is a normal topological space, and A ⊂ X is closed.
Then any continuous function f : A→ R can be extended to a
continuous function F : X → R.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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C: Separation properties

Both compactness and the separation property will be needed in
proving the famous Stone-Weierstrass theorem (in a general
setting):

Theorem (Stone-Weierstrass)

Let X be any compact Hausdorff space, and L ⊂ C (X ,R) be a
sub-algebra which vanishes at no point and separate points. Then
L is dense.
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Part II: Algebraic/Geometric
Topology
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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D: Brouwer Fixed Point Theorem

Again we start with a baby theorem that we learned in
mathematical analysis:

Baby-Theorem (Baby fixed point theorem)

Let f : [a, b]→ [a, b] be any continuous function. Then ∃c ∈ [a, b]
s.t. f (c) = c.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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D: Brouwer Fixed Point Theorem

In this course we will prove

Theorem (Brouwer Fixed Point Theorem for n = 2)

Let D be a planar disc and f : D→ D be any continuous map.
Then ∃p ∈ D s.t. f (p) = p.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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D: Brouwer Fixed Point Theorem

Some thoughts:

Obviously the fixed point theorem fails if you replace [a, b] by
(a, b] or [a, b] ∪ [c , d ], which indicates the need of
compactness and connectedness.

It also fails if you replace D by a closed planar annulus. The
reason is that you can find a circle in the annulus which
cannot be deformed to a point. This is a higher level
connectedness, which is described by the theory of
fundamental groups (and more generally, homotopy groups).

Zuoqin Wang What is Topology



What is topology...
Some topological theorems that we have learned/will learn

Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

D: Borsuk-Ulam theorem

After developing the theory of fundamental groups, we will prove
the 2-dimensional Brouwer fixed point theorem as well as the
Borsuk-Ulam theorem for n = 2:

Theorem (Borsuk-Ulam Theorem)

There does not exists any antipodal continuous map
f : Sn → Sn−1.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

D: The Ham-Sandwich Theorem

As a consequence of Borsuk-Ulam theorem (n = 3), one has

Theorem (The Ham-Sandwich Theorem)

Given any sandwich consisting of bread, cheese and ham, one can
cut the sandwich into two pieces by a single knife slice so that
each piece has exactly half bread, half cheese and half ham.
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D: Brouwer Fixed Point Theorem

Again these theorems generalize to higher dimension. However, the
proofs are more involved: the fundamental groups are not enough.
We will not try to develop the general theory of homotopy groups
or homology groups to prove these theorems. However, we will
prove the general Brouwer fixed point theorem via ideas from
differential topology:

Theorem (Brouwer Fixed Point Theorem for arbitrary n)

Let B ⊂ Rn be a ball and f : B→ B be any continuous map. Then
∃p ∈ B s.t. f (p) = p.
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D: Brouwer Invariance of domain

With some hard work, we can prove

Theorem (Brouwer’s Invariance of domain)

If U ⊂ Rn is open, f : U → Rn is injective and continuous, then
f (U) is open in Rn.

which implies the following theorem that looks “obviously true”:

Theorem (Topological of dimension)

If n 6= m, then (in topology) Rn 6= Rm.
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E: Jordan curve theorem

Here is another theorem which “is obviously true” but the proof is
very complicated:

Theorem (Jordan Curve Theorem)

Any simple closed curve in the plane separate the plane into two
disjoint regions.

Camille Jordan (1838-1922) was also
known for:

Jordan normal form (linear
algebra)

Jordan measure (real analysis)
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E: Jordan curve theorem

A simple closed curve need not be very simple:
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E: Jordan-Brouwer

Similar (but weaker) theorem holds in higher dimension, which we
will not prove in this course:

Theorem (Jordan-Brouwer separation theorem)

If X is a subset in Rn which is homeomorphic to Sn−1, then
Rn \ X has exactly two components, one is bounded and the other
is unbounded, so that X is their common boundary.
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F: Euler Polyhedron Formula

Finally let’s return to Euler’s work. In 1750 Euler proved one of his
most famous formula9:

Theorem (Euler Polyhedron Formula, 1750)

For any convex polyhedron,

V − E + F = 2,

where V ,E ,F denotes the number of vertices, edges and faces
respectively.

9Some people regard this theorem as the birth of topology.
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F: Euler Polyhedron Formula

You may ask: what about other polyhedrons? For example,

If you count the number of vertices, edges and faces of this
torus-like polyhedron, you will find

V − E + F = 24− 48 + 24 = 0.
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F: Euler Polyhedron Formula

It turns out that the numbers 2 and 0 are topological:

2 is the Euler characteristic of S2 (which is homeomorphic to
convex polyhedrons in R3)

0 is the Euler characteristic of the torus T 2.
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F: Euler Polyhedron Formula

In general, one has

Theorem (Generalized Euler Polyhedron Formula, L’Huilier 1812)

If polyhedron P ' surface S, then

V − E + F = χ(S).

Here, the Euler characteristic χ(S) of an (oriented) closed surface
S is defined to be

χ(S) = 2− 2k ,

where k equals “the number of holes” of S .
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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F: Classification of surfaces

We will prove the following classification theorem of surfaces10:

Theorem (Classification theorem of oriented compact surfaces)

The list of all oriented compact surfaces without boundary:

10We will prove a more general version: the classification of compact surfaces
(including non-orientable surfaces and compact surfaces with boundary).
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F: Poincaré-Hopf Theorem in 2-dim

As an application, we can prove

Theorem (Poincaré-Hopf)

Let S be a connected compact oriented surface without boundary,
and V a continuous vector field on S with only isolated critical
points. Then ∑

p

indpV = χ(S).

Zuoqin Wang What is Topology



What is topology...
Some topological theorems that we have learned/will learn

Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
Part II: Algebraic/Geometric Topology

F: Hairy ball theorem

Since χ(S2) = 2 6= 0, we get

Corollary (Hairy ball theorem)

Any continuous vector field on the sphere S2 must vanish at some
point.
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Part I: Point-Set Topology and Applications to Analysis
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Two sayings

Let’s end this lengthy introduction by two sayings:

Mathematicians do not study objects, but relations between
objects.

– H. Poincare

“Obvious” is the most dangerous word in mathematics.

– E. Bell
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第 1章 拓扑空间与连续映射

1.1 度量空间与连续映射

1.1.1 度量结构

¶一些定义

在数学中，度量是“距离”这个概念的抽象化，最早由法国数学家 Fréchet 1引入：

定义 1.1.（度量空间）

♣

若 X 是一个集合，而映射

d : X ×X → R

满足如下条件：对于任意 x, y, z ∈ X，均有

(a) (正定性) d(x, y) ≥ 0,而且 d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(b) (对称性) d(x, y) = d(y, x),

(c) (三角不等式) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)，

则我们称 (X, d)为一个度量空间，且称 d为 X 上的一个度量。

注 1.2. 不难发现，d(x, y) ≥ 0是其他几条公理的直接推论。另一方面，通过减弱上述条

件中的某一个或某几个，也可以得到度量空间的某些合理推广。

我们可以把欧氏空间中的很多定义推广到抽象度量空间中去，比如

定义 1.3.（有界性）

♣

设 (X, d)是一个度量空间，而 A ⊂ X 为一个子集。我们称

diam(A) := sup
x,y∈A

d(x, y)

为集合 A的直径。若 diam(A) < +∞，我们称 A为有界集，否则称 A为无界集。

特别地，如果 diam(X) < +∞，我们称 (X, d)为有界度量空间。

在度量空间 (X, d)中，我们也可以自然定义开球、闭球和球面等几何概念：

定义 1.4.（球与球面）

♣

以 (X, d)中点 x0为中心，半径为 r的开球、闭球和球面分别定义为

B(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) < r},

B(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) ≤ r},

S(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) = r}.

1弗雷歇 (René Maurice Fréchet，1878–1973)，法国数学家，现代分析的奠基人之一，对概率统计等领域也有
重要贡献。他师承著名数学家 Jacques Hadamard，1906年毕业于法国高等师范学院。在其博士论文中，弗雷
歇提出了抽象度量空间的概念，开启了在抽象空间中研究分析学的新时代。



1.1 度量空间与连续映射

有了开球的概念，又可以如欧氏空间中一样定义开集和闭集的概念：

定义 1.5.（开集和闭集）

♣

设 (X, d)是一个度量空间，U ⊂ X . 如果对于任意 x ∈ U，均存在 ε > 0使得

B(x, ε) ⊂ U,

则我们称子集 U ⊂ X 是一个开集。如果子集 F ⊂ X 的补集 F c = X \ F 是开集，
则称 F 为一个闭集。

不难由定义验证度量空间中的开球都是开集，而闭球都是闭集。

¶一些例子

度量空间的概念来源于欧氏空间的距离结构。下述例子表明度量空间事实上广泛存

在于各个不同的数学分支中：

例 1.6.
(1) (离散度量)在任意集合 X 上,均可定义如下度量，称为离散度量：

d(x, y) =

 0 x = y,

1 x 6= y.

不妨思考一下：离散度量空间 (X, ddiscrete)中的开球、闭球、球面分别是什么？

(2) (Rn上的各种度量)在 X = R上,我们不仅有如上定义的离散度量，还有

最简单的绝对值度量 d(x, y) = |x− y|.
有界度量 d̄(x, y) = min{|x− y|, 1} (或 d̄(x, y) = |x−y|

1+|x−y| ).

更一般地，在 X = Rn上,我们有

(通常的欧氏度量) d2(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

(l1度量) d1(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn|.
(l∞度量) d∞(x, y) = sup{|x1 − y1|, · · · , |xn − yn|}.

事实上，这些度量都是如下 lp (1 ≤ p ≤ ∞)度量的特例：

dp(x, y) := (|x1 − y1|p + · · ·+ |xn − yn|p)1/p .

对于不同的 p，下图展示了度量空间 (R2, lp)中的单位球的形状（来自维基百科）

2



1.1 度量空间与连续映射

(3) (RN上的各种度量)在无限笛卡儿积

X = RN := {(x1, x2, · · · , xn, · · · ) | xn ∈ R}2

上，我们不能像上面一样定义“lp 度量”,因为涉及到的求和有可能是发散的。但

是，我们可以用 R上的有界度量 d̄来解决收敛性问题。比如，我们有

(一致度量)

d((xn)n∈N, (yn)n∈N) := sup
n∈N

d̄(xn, yn).

(无穷乘积度量):

d((xn)n∈N, (yn)n∈N) :=
∞∑
n=1

2−nd̄(xn, yn).

此外，在特定问题中我们需要使用无穷序列之间的 lp度量，此时我们可以通过“把

lp度量限制在合适的子集上”来解决收敛性问题：

(lp空间, 1 ≤ p ≤ ∞)考虑子空间

X = lp(R) :=

(xn)n∈N

∣∣∣∣∣∣ ‖x‖p :=
(∑

n

|xn|p
)1/p

< +∞

 ⊂ RN,

现在我们可以如下定义 lp度量：

d((xn)n∈N, (yn)n∈N) = ‖x− y‖p.

(Hilbert立方体)取

X =
∏
n

[0, 1/n] ⊂ RN.

这是 l2(R)的子集，所以自然继承一个 l2度量。

(4) (函数空间上的度量)在区间 [a, b]上全体连续函数空间 C([a, b])上，我们有

(L1度量)

d(f, g) =

∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx.

(L∞度量)

d(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

(L2度量)

d(f, g) =

Ç∫ b

a
|f(x)− g(x)|2dx

å1/2

.

它们都是 Lp度量 (1 ≤ p ≤ ∞)的特例：

d(f, g) =

Ç∫ b

a
|f(x)− g(x)|pdx

å1/p

.

更进一步地，我们可以在 [a, b]上的全部 k 阶连续可导函数所构成的集合上，定义

2和集合论中一样，我们使用记号 Y X = {f : X → Y }. 注意集合 Y N 与 Y 中的点列全体构成的集合是相同
的。有些作者更喜欢使用记号 Rω ,而不是 RN.
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1.1 度量空间与连续映射

W k,p度量

d(f, g) =

(
k∑

i=0

∫ b

a
|f (i)(x)− g(i)(x)|pdx

)1/p

.

这些度量在偏微分方程理论中有着重要价值。

(5) (词度量)设 G是一个群，S ⊂ G是一个生成子集 3，则 S 诱导的词度量为

d(g1, g2) = min {n : ∃s1, · · · , sn ∈ S ∪ S−1使得g1 · s1 · · · sn = g2}.

(6) (图度量)设 G = (V,E)是一个连通图，则在顶点集 V 上可定义如下的图度量：

d(v1, v2) = min {n : G中存在长度为n的道路连接v1和v2}.

事实上，(5)中定义的词度量跟相应的 Caylay图 Γ(G,S)上的图度量是一致的。

(7) (p进度量)设 p是一个素数. 那么，任意 0 6= x ∈ Q可以唯一地表示为

x = pn
r

s

其中 n, r, s ∈ Z且 s > 0. 由此我们可以定义 Q上的 p进范数

|x|p = p−n (令|0|p = 0),

而 Q上的 p进度量则定义为

d(x1, x2) := |x1 − x2|p.

该度量在算术几何中有着重要意义。

(8) (Hausdorff度量)在Rn中的全体有界闭集构成的集合上，定义Hausdorff度量如下，

d(A,B) = inf {ε ≥ 0 : A ⊂ Bε且B ⊂ Aε},

其中 Aε = {y ∈ Rn : ∃x ∈ A使得|x− y| ≤ ε}是 A的 ε-邻域。

¶从已有的度量空间构造新空间

我们也可以从已有的度量空间构造新的度量空间，最常见的构造是子集继承原空间

度量而得到的子度量空间，以及在乘积空间上通过合适的方法定义的乘积度量空间。

命题 1.7.（子空间度量）

♠

设 (X, d)是度量空间，Y ⊂ X 为子集，则

dY := d|Y×Y

是 Y 上的一个度量。

证明 这是很显然的：对于任意 y1, y2, y3 ∈ Y ⊂ X，我们有

dY (y1, y2) = 0 ⇐⇒ y1 = y2.

dY (y1, y2) = d(y1, y2) = d(y2, y1) = dY (y2, y1).

dY (y1, y3) = d(y1, y3) ≤ d(y1, y2) + d(y2, y3) = dY (y1, y2) + dY (y2, y3).

□

3如果 G中的任何元素都可以写成 S ∪ S−1 中有限多个元素的乘积，则子集 S ⊂ G称为生成子集。
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1.1 度量空间与连续映射

更一般地，任意给定一个单射 f : Y → X ,那么我们可以将 Y 等同于子集 f(Y ) ⊂ X ,

从而可以通过 X 上的度量 dX 给出在 Y 上的诱导度量

d(y1, y2) := dX(f(y1), f(y2)).

下面我们解释如何在笛卡尔积上构造合理的度量：

命题 1.8.（乘积度量）

♠

如果 (X1, d1), (X2, d2)是度量空间,那么

d((x1, x2), (y1, y2)) := d1(x1, y1) + d2(x2, y2)

是 X1 ×X2上的度量.

证明 验证如下：对于 X1 ×X2中的任意点 (x1, x2), (y1, y2)和 (z1, z2)，有

d((x1, x2), (y1, y2))=0⇐⇒d1(x1, y1) = 0且d2(x2, y2)=0

⇐⇒x1=y1且x2=y2.

d((x1, x2), (y1, y2))=d1(x1, y1) + d2(x2, y2)=d1(y1, x1) + d2(y2, x2)

=d((y1, y2), (x1, x2)).

d((x1, x2), (z1, z2)) = d1(x1, z1) + d2(x2, z2)

≤ d1(x1, y1) + d1(y1, z1) + d2(x2, y2) + d2(y2, z2)

= d((x1, x2), (y1, y2)) + d((y1, y2), (z1, z2)).

□
注 1.9. 不同于子集上的子空间度量，对于度量空间的笛卡尔积我们可以用许多不同的

方法给赋予“乘积度量”。例如，我们也可以定义

d((x1, x2), (y1, y2)) :=
»
d1(x1, y1)2 + d2(x2, y2)2

可以验证这是 X1 ×X2 上的一个度量. 更一般地，若 (X1, d1), · · · , (Xn, dn)都是度量空

间，则对于任意 1 ≤ p ≤ ∞,我们可以用下式定义 X1 × · · · ×Xn上的 lp型乘积度量：

dp((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) :=
(
d1(x1, y1)

p + · · ·+ dn(xn, yn)
p
)1/p

.

为了在可数多个度量空间 (Xn, dn)的笛卡尔积
∏∞

n=1Xn上显式地给出“乘积度量”，

我们可以如例1.6(3)一样，首先将每个 dn转换为有界度量

d̄n(x, y) = min{dn(x, y), 1}.

然后在笛卡尔积
∏∞

n=1Xn上定义“l∞乘积度量”

du((xn)n∈N, (yn)n∈N) = sup
n∈N

d̄n(xn, yn)

该度量被称为乘积空间
∏∞

n=1Xn上的一致度量。
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1.1 度量空间与连续映射

¶等距同构、嵌入和 Lipschitz映射

正如我们提到过的，对于给定结构的集合，我们希望研究集合之间保结构的映射：

定义 1.10.（等距同构）

♣

设 (X, dX)和 (Y, dY )为度量空间。如果存在双射 f : (X, dX) → (Y, dY )，使得对

于任意 x1, x2 ∈ X，都有

dX(f(x1), f(x2)) = dY (x1, x2),

则我们称 f 为一个等距同构，并称度量空间 (X, dX)和 (Y, dY )是等距同构的.

因为等距同构的度量空间具有完全相同的度量性质，我们视等距同构的度量空间视

为相同的度量空间。当然，绝大部分度量空间不是等距同构的。以下两个概念稍微放宽

了限制：

定义 1.11.（等距嵌入）

♣

如果单射 f : (X, dX) → (Y, dY )满足：对于任意 x1, x2 ∈ X，均有

dX(f(x1), f(x2)) = dY (x1, x2),

则我们称 f 为一个（度量）等距嵌入。

显然，如果 f : (X, dX) → (Y, dY )是一个等距嵌入，那么 (X, dX)与 (Y, dY )的子空

间 (f(X), dY )是等距同构的。

定义 1.12.（Lipschit映射）

♣

我们称映射 f : (X, dX) → (Y, dY )为一个 Lipschitz常数为 L的 Lipschit映射，如
果对于任意 x1, x2 ∈ X，均有

dX(f(x1), f(x2)) ≤ LdY (x1, x2).

注 1.13. 注意以上概念均强烈依赖于空间上所给定的度量。例如，考虑恒等映射

Id : R → R, x 7→ x.

现在考虑R上的两个度量,标准度量d(x, y) = |x−y|和有界度量 d̄(x, y) = min{1, d(x, y)}，
那么作为度量空间之间的映射，

Id : (R, d) → (R, d) 和 Id : (R, d̄) → (R, d̄)

都是等距同构,

Id : (R, d) → (R, d̄)

是一个 Lipschitz映射但不是等距同构，而

Id : (R, d̄) → (R, d)

不是一个 Lipschitz映射。
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1.1 度量空间与连续映射

1.1.2 度量空间之间的连续映射

¶收敛性和连续性

本课程的主要目标之一是研究连续函数和更一般的连续映射。对于度量空间之间的

映射，定义连续性并不难：我们可以像在欧氏空间中一样，首先定义点列收敛的概念，然

后通过收敛性来定义连续性。

定义 1.14.（收敛性）

♣

设 (X, d)是一个度量空间，(xn)为 X 中的一个点列。如果存在 X 中的点 x0，满

足：对于任意 ε > 0，均存在 N ∈ N使得对于所有 n > N，均有

d(xn, x0) < ε,

则我们称点列 (xn)（关于度量 d）收敛到点 x0，记为 xn
d−→ x0.

有了收敛性，我们可以自然定义

定义 1.15.（连续性）

♣

设 (X, dX)和 (Y, dY )是两个度量空间，f : X → Y 为一个映射。

(1) 若对于在X 中收敛到 x0的任何点列 (xn)，像点点列 (f(xn))都收敛到 Y 中

的点 f(x0)，则我们说映射 f : X → Y 在 x0 ∈ X 处是连续的。

(2) 如果映射 f 在每个点 x0 ∈ X 处都是连续的，我们就称 f 是一个连续映射.

注 1.16. 当我们讨论函数 f : (X, dX) → R的连续性时，除非另外说明，总是赋予 R标

准度量。

我们先给出下列映射在一点处连续的等价刻画，其证明跟数学分析中所学的完全一

致，故而略去：

命题 1.17.（一点处连续的等价刻画）

♠

映射f : (X, dX) → (Y, dY )在x0 ∈ X 处连续

⇐⇒∀ε > 0, ∃δ > 0使得∀x ∈ X, dX(x, x0) < δ, 我们有dY (f(x), f(x0)) < ε

⇐⇒∀ε > 0, ∃δ > 0使得f(B(x0, δ)) ⊂ B(f(x0), ε)

⇐⇒∀ε > 0, ∃δ > 0使得B(x0, δ) ⊂ f−1
(
B(f(x0), ε)

)
.

由此不难看出度量空间之间的任何 Lipschitz映射都是连续的。

¶连续映射的例子

度量空间之间映射连续性的概念是欧氏空间之间连续映射的自然推广。为了更好地

理解度量空间中连续性的含义，让我们讨论一些简单的例子。

例 1.18.
(1) 设 (X, d)是任何度量空间。
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1.1 度量空间与连续映射

对于任何固定的 x̄ ∈ X ,函数

dx̄ : X → R, x 7→ dx̄(y) := d(x, x̄)

是连续的。

证明 对于 ∀ε > 0, ∀x0 ∈ X ,和 ∀x ∈ X 满足 d(x, x0) < ε,我们有

|dx̄(x)− dx̄(x0)| = |d(x, x̄)− d(x0, x̄)| ≤ d(x, x0) < ε.

(所以函数 dx̄实际上是一个 Lipschitz常数为 1的 Lipschitz映射. ) □
更一般地，对于任何子集 A ⊂ X，我们可以定义

dA : X → R, x 7→ dA(x) := inf{d(x, y) : y ∈ A}.

可以证明 dA是连续的。

证明概要 首先利用三角不等式证明

|dA(x)− dA(y)| ≤ d(x, y).

然后可得要证结论。细节留作练习。 □
如果我们赋予X×X命题 1.8中的“乘积度量”dX×X，那么函数 d : X×X → R

就是 (X ×X, dX×X)上的连续函数。证明留作习题。

(2) 在空间 X = C([a, b])上赋予 l∞度量

d(f, g) := sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

那么“积分映射” ∫
: X → R, f 7→

∫ b

a
f(x)dx

是连续的，因为∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx−

∫ b

a
g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx ≤ (b− a) · dX(f, g).

(3) 设 X 为任意集合，dX 为 X 上的离散度量。设 (Y, dY )是任意度量空间。

任何映射 f : X → Y 都是连续的。

证明 对于任意 ε > 0，我们取 δ = 1即可：若 x, x0 ∈ X 满足 dX(x, x0) < 1，

根据离散度量的定义，我们有 x = x0，从而 dY (f(x), f(x0)) = 0 < ε. □
问：哪些映射 f : Y → X 是连续的？

答：只有“局部常值映射”4是连续的。

证明 显然，如果 f 是局部常值的，那么它是连续的。

反之，假设 f : Y → X 在 y0 处连续，那么存在 δ > 0 使得对于任意满足

dY (y, y0) < δ 的 y ∈ Y，我们有 dX(f(y), f(y0)) < 1。但 dX 是离散度量，所

以 f(y) = f(y0)，即 f 在 y0附近是常值映射。 □

4映射 f : Y → X 是局部常值是指：对于任意 y0 ∈ Y，都存在 δ > 0，使得对于所有满足 d(y0, y) < δ的 y，
都有 f(y) = f(y0).
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1.1 度量空间与连续映射

1.1.3 连续性：从度量到拓扑

¶强等价度量

根据定义，度量空间之间的映射 f : X → Y 是否连续取决于在 X,Y 上所给定的度

量。下面我们给出一个简单的例子，它表明在某些情况下，“连续性”并不那么依赖于度

量：

例 1.19. 考虑函数 f : Rn → R. 赋予 Rn两个不同的度量，即例1.6(2)中的 d1和 d∞。我

们断言：函数 f : (Rn, d1) → R是连续的当且仅当函数 f : (Rn, d∞) → R是连续的。

【事实上，如果 f : (Rn, d1) → R是连续的，那么根据定义，

∀ε > 0, ∃δ > 0使得∀x ∈ X, d1(x, x0) < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

因为

d1(x, y) ≤ n ·max
i

|xi − yi| ≤ n · d∞(x, y),

我们有

∀ε > 0, ∃δ′ = δ

n
> 0使得∀x ∈ X, d∞(x, x0) < δ′ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

换言之，f : (Rn, d∞) → R是连续的。

反之，由不等式

d∞(x, y) ≤ d1(x, y)

及同样的论证易得：如果 f 关于 d∞是连续的，那么它关于 d1也是连续的。】

如果我们回顾上面的例子，我们可以很容易看出度量 d1 和 d2 之所以会诱导出相同

的连续性，其主要原因在于以下事实：
1

n
d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤

√
n · d1(x, y).

这个事实启发我们给出如下定义：

定义 1.20.（强等价度量）

♣

设 d1 和 d2 是集合 X 上的两个度量。如果存在常量 C1, C2 > 0 使得对于任意

x, y ∈ X，均有

C1d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ C2d1(x, y),

则我们称 d1和 d2是强等价的。

通过重复例1.19中的论证，可以证明强等价度量会诱导相同的连续性概念：[证明细

节留作习题。]

命题 1.21.（强等价度量与连续性）

♠

设 dX 和 d̃X 是 X 上的强等价度量，而 dY 和 d̃Y 是 Y 上的强等价度量。则映射

f : (X, dX) → (Y, dY )是连续的当且仅当 f : (X, d̃X) → (Y, d̃Y )是连续的。
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1.1 度量空间与连续映射

¶更多诱导等价的连续性的度量

让我们再研究一个例子。

例 1.22. 考虑 Rn上的另一对度量，欧氏度量 d2(x, y) = |x− y|和 d2诱导的有界度量

d̄2(x, y) := min {1, d2(x, y)}.

显然 d̄2(x, y) ≤ d2(x, y)，但是 d2和 d̄2是不是强等价的，因为给定任意常数 C > 0，都

存在 x, y ∈ Rn使得

d2(x, y) > C ≥ Cd̄2(x, y).

然而，在考察任意函数 f : Rn → R 的连续性时，我们将再次得到相同的结论：函数

f : (Rn, d2) → R是连续的当且仅当函数 f : (Rn, d̄2) → R是连续的！

【假设 f : (Rn, d̄2) → R是连续的。因为 d̄2(x, y) ≤ d2(x, y),所以 f : (Rn, d2) →
R也是连续的，

反之，如果 f : (Rn, d2) → R是连续的，即

∀ε > 0, ∃δ > 0使得∀x ∈ X, d2(x, x0) < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

那我们只要取 δ′ = min(1/2, δ)，就有

∀ε > 0, ∃δ′ > 0使得∀x ∈ X, d̄2(x, x0) < δ′ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

即 f : (Rn, d̄2) → R是连续的。】

从上面的例子我们可以预期，应该有一个比度量结构更基本的结构诱导了连续性。

¶用邻域定义的局部连续性

为了弄清楚连续性背后的结构，让我们回到命题1.17. 直观地说，f 在点 x0 处的连

续性仅仅涉及X 中 x0附近的点和 Y 中 f(x)附近的点。当然，命题1.17中的各条等价刻

画都依赖于度量结构（度量 d或度量球）。我们在定义1.1.1中给出了开集、闭集的概念。

我们还可以进一步引入邻域的定义，以刻画“附近的点”这样一个概念：

定义 1.23.（邻域）

♣

设 x是 X 中的一个点，而 N ⊂ X 为 X 的一个子集。如果 X 中存在一个开集 U

使得 x ∈ U ⊂ N，则称 N 是 x的一个邻域。a

a在一些教材（包括 J. Munkres的《拓扑学》等）中，作者要求邻域是开集。本书中不要求邻域是开
集。我们将使用“x的开邻域”一词表示一个集合既是开集又是 x的邻域。

注 1.24. 如果我们用N (x)表示 x的所有邻域的集合，不难验证

(N1) 如果 N ∈ N (x),那么 x ∈ N.

(N2) 如果M ⊃ N 且 N ∈ N (x)，那么M ∈ N (x).

(N3) 如果 N1, N2 ∈ N (x),那么 N1 ∩N2 ∈ N (x).

(N4) 如果 N ∈ N (x), 那么存在 M ∈ N (x) 使得 M ⊂ N 且对于任意 y ∈ M，都有

N ∈ N (y).
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1.1 度量空间与连续映射

事实上，我们可以利用邻域刻画映射在一点处的连续性：

命题 1.25.（邻域与单点连续性）

♠

设 f : (X, dX) → (Y, dY )是度量空间之间的映射，那么 f 在 x ∈ X 处连续当且仅

当 f(x)的任何邻域的原像是 x的邻域。

证明 设 f 在 x ∈ X 处是连续的，M ⊂ Y 是 f(x)的一个邻域。那么根据定义，存在 Y

中的开集 V 使得 f(x) ∈ V ⊂ M。根据开集的定义，∃ε > 0使得开球 B(f(x), ε) ⊂ V.由

f 在 x处的连续性，∃δ > 0使得

B(x, δ) ⊂ f−1 (B(f(x), ε)) ⊂ f−1(V ) ⊂ f−1(M).

所以 f−1(M)是 x的一个邻域。

反之，假设对于 f(x)的任何邻域M ⊂ Y，f−1(M)是 x的邻域。那么，特别地，对

于 ∀ε > 0，f−1 (B(f(x), ε))是 x的邻域，即它包含一个含有点 x的开集 U.由开集的定

义，∃δ > 0使得 B(x, δ) ⊂ U,而这意味着 B(x, δ)⊂ f−1 (B(f(x), ε))。所以 f 在 x处连

续. □
值得说明的是，一般而言，即使 f 在 x0处连续，点 f(x0)的开邻域的原像也可能不

是 X 中的开集。[读者可以尝试找到一个例子！]

¶用开集定义整体连续性

作为命题 1.25的推论，我们给出如下抽象度量空间之间的（整体）连续映射的刻画：

定理 1.26.（连续映射的刻画）

♥

一个映射 f : (X, dX) → (Y, dY ) 是连续映射，当且仅当对于 Y 中的任何开集 V，

其原像 f−1(V )是 X 中的开集。

证明 设 f 是连续的，V ⊂ Y 是开集。那么 ∀x ∈ f−1(V ),由命题 1.25, f−1(V )包含一个

含点 x的开集 U . 所以 f−1(V )在 X 中是开集。

反之，假设 Y 中任何开集 V 的原像 f−1(V )在X 中都是开的。对于任意 x ∈ X，取

Y 中的任意包含点 f(x)的开集 V ,那么 f−1(V )本身是X 中的一个包含点 x的开集。所

以由命题 1.25，f 是连续的。 □
由此可见，度量空间之间的映射是否连续，其根本因素不在于度量 d所给出的具体

数值，在于该度量所生成的开集族。我们定义

定义 1.27.（拓扑等价度量）

♣

设 d1 和 d2 是集合 X 上的两个度量。如果它们诱导的开集族是相同的，则我们称

d1和 d2是拓扑等价的。

显然，强等价的度量总是拓扑等价的，反之则不然。一般来说，如果一个概念只依

赖于开集族，我们就称这个概念为“拓扑概念”（这点后面会讲清楚）。所以“邻域”是一

个拓扑概念，即它只依赖于开集族；“连续性”也是拓扑概念。在习题中我们将看到，“一
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1.1 度量空间与连续映射

致连续性”不是拓扑概念。

由定理 1.26，我们得到

推论 1.28

♥

设 d̃X 和 d̃Y 分别是拓扑等价于 dX 和 dY 的度量，那么映射 f : (X, dX) → (Y, dY )

连续映射，当且仅当映射 f : (X, d̃X) → (Y, d̃Y )是连续映射。

这就是为什么 Rn 上的三个不同度量 d1, d2 和 d̄2 给出了完全相同的连续函数集，而

离散度量则给出了不同的连续函数集的原因：从上面例子的论证中不难看出，由 d1, d2, d̄2

确定的开集族都相同，而由离散度量确定的开集族是与之不同的！
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1.2 拓扑空间：定义与基本例子

1.2 拓扑空间：定义与基本例子

在上一节中我们看到，虽然我们通过度量结构定义了映射的连续性，但连续性实际

上只依赖于度量所诱导的邻域族或者开集族。在本节中，我们将通过公理化的方式引入

邻域以及开集的概念，从而定义一般的拓扑空间。

1.2.1 拓扑的定义

¶邻域结构

为了将连续性和收敛性的概念扩展到更一般的“空间”，直观上我们需要首先公理化

“邻域”的概念。任给一个点 x，哪些集合可以被视为 x的邻域呢？不同点的邻域之间有

什么关联呢？受注记1.24启发，我们可以对于任何 x ∈ X，都为其指定一个非空的子集族

N (x) ⊂ P(X)5

N (x)中的每个元素都视为 x的一个邻域，这些子集族N (x)要满足的公理如下：

(N1) 如果 N ∈ N (x)，那么 x ∈ N.

(N2) 如果M ⊃ N 且 N ∈ N (x)，那么M ∈ N (x).

(N3) 如果 N1, N2 ∈ N (x)，那么 N1 ∩N2 ∈ N (x).

(N4) 如果 N ∈ N (x), 那么存在 M ∈ N (x) 使得 M ⊂ N，且对于任意 y ∈ M，都有

N ∈ N (y).

邻域的前三条公理具有较为明确的意义，而第四条 (N4)给出了不同点的邻域之间的

关系，可以看作是度量结构的三角不等式的某种替代。

以上邻域概念的公理化是 1912年由德国数学家 Hausdorff 6完成的。7他的目标是定

义一个非常一般的空间概念，这样的抽象空间会包括 Rn、黎曼曲面、无限维空间或由曲

线和函数组成的空间为特例。他给出了引入这样一个一般性概念的两个好处：简化理论，

以及防止我们错误地使用直觉。

定义 1.29.（邻域结构）

♣

我们把集合 X 上的一个满足公理 (N1)-(N4)的映射

N : X → P(P(X)) \ {∅}

称为X 的一个邻域结构，把N (x)称为 x的邻域系，而把N (x)里的每个元素均

称为 x的一个邻域。

给定集合X 上的一个邻域结构N ，我们称 (X,N )为一个（邻域结构）拓扑空间。

5我们使用符号 P(X)，有时也使用符号 2X，来表示X 的幂集，即X 的所有子集的集合。

6豪斯道夫（Felix Hausdorff，1868-1942），德国数学家，现代拓扑学的奠基人之一，在集合论、测度论、泛
函分析等领域也有重要贡献。1914年，他出版了《集合论原理》一书，在 Frechét等人工作的基础上，创立
了拓扑空间的理论。

7然而，Hausdorff给出的公理体系与上面的公理稍有不同，即他额外要求一个分离公理：对于任意两点 x ̸= y,
存在N ∈ N (x)和M ∈ N (y)使得N ∩M = ∅. 这样的分离公理称为 Hausdorff性质，我们将在下一章对
其进行更深入地研究。
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1.2 拓扑空间：定义与基本例子

¶从邻域结构到内部结构

相比于接下来要引入的（也是大部分教材中不加说明而直接引入的）开集公理，邻

域公理显得更加直观，但其缺点在于用起来比较复杂。接下来我们阐述如何从邻域结构

出发，逐步引入“内部结构”、“开集结构”、“闭集结构”等其他相互等价的拓扑空间公

理体系。给定一个邻域结构拓扑空间 (X,N )，我们如何得到 X 中开集的概念呢？回想

一下，在数学分析中，一个集合是开集当且仅当该集合中的每个点都是其内点，所以开

集跟“内部”这个概念是紧密相连的。什么是内点呢？点 x是集合 A的内点当且仅当 A

包含一个以 x为中心的开球。换而言之，点 x是集合A的内点当且仅当集合A是点 x的

邻域！于是在邻域结构拓扑空间可以定义任意集合的“内部”：

定义 1.30.（内部）

♣

设 (X,N )是一个邻域结构拓扑空间。对于任意子集 A ⊂ X，其内部定义为

Int(A) := {x ∈ A | A ∈ N (x)}. (1.2.1)

根据定义和公理 (N1)-(N4)，不难验证映射

Int : P(X) → P(X), A 7→ Int(A)

满足

(I1) Int(A) ⊂ A.

(I2) Int(A) ∩ Int(B) = Int(A ∩B).

(I3) Int(Int(A)) = Int(A).

(I4) Int(X) = X .

定义 1.31.（内部结构）

♣

设X 是一个集合。我们称满足公理 (I1)-(I4)的映射 Int : P(X) → P(X)为X 上的

一个“内部结构”。

给定 X 上的一个内部结构 Int，我们称 (X, Int)为一个（内部结构）拓扑空间。可

以验证，（邻域结构）拓扑空间和（内部结构）拓扑空间是相互等价的：给定 X 上的一

个邻域结构，我们上面构造了 X 上的一个内部结构；反之，给定集合 X 上的一个内部

结构 Int，也不难定义出 X 上的一个邻域结构，

N (x) = {A ⊂ X | x ∈ Int(A)}. (1.2.2)

我们有（证明留作习题）：

命题 1.32.（邻域结构与内部结构的等价性）

♠

任给集合 X 上的一个邻域结构 N ，由 (1.2.1)所定义的映射 Int : P(X) → P(X)

为 X 上的一个内部结构；反之，任给集合 X 上的一个内部结构 Int，由 (1.2.2)所

定义的子集族N 是X 上的一个邻域结构。更进一步，上述从“邻域结构”到“内

部结构”以及从“内部结构”到“邻域结构”的两个过程互为逆过程。
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1.2 拓扑空间：定义与基本例子

¶从内部结构到开集结构

如上所述，欧氏空间（或者一般度量空间中）一个集合是开集当且仅当该集合中的

每个点都是其内点。受此启发，由“内部”的概念出发，不难给出如下（邻域结构或者

内部结构）拓扑空间中开集的定义：

定义 1.33.（开集）

♣

在邻域结构（或内部结构）拓扑空间中，我们称集合 U 是一个开集，如果它满足：

对于任意 x ∈ U，均有 U ∈ N (x).

由邻域结构与内部结构的等价性，马上可得如下等价刻画：

命题 1.34.开集与内部

♠邻域结构（或内部结构）拓扑空间中的集合 U 是一个开集当且仅当 Int(U) = U .

给定 (X,N )，如果我们记

T = {U ⊂ X | U是开集} (1.2.3)

为 (X,N )中所有开集构成的集族，则可以验证：

(O1) ∅ ∈ T , X ∈ T .

(O2) 如果 U1, U2 ∈ T ,那么 U1 ∩ U2亦然.

(O3) 如果 {Uα : α ∈ Λ} ⊂ T ,那么 ∪α∈ΛUα ∈ T .

1935年，Alexandrov 8和Hopf9在他们撰写的《拓扑学 (I)》10一书中，将开集公理作为

拓扑空间的定义。相比于邻域公理 (N1)-(N4)或者内部公理 (I1)-(I4)，开集公理 (O1)-(O3)

更简洁而且易于使用，因而得到了广泛的采纳，成为拓扑空间的标准定义：

定义 1.35.（拓扑）

♣

集合 X 上的满足 (O1) (O2)和 (O3)的子集族 T ⊂ P(X)称为 X 上的一个拓扑结

构，或者简称为 X 上的一个拓扑。

给定 X 上的一个拓扑结构 T，我们称 (X,T )为一个拓扑空间。

前文阐述了如何由邻域结构公理 (N1)-(N4)出发，构造满足开集公理 (O1)-(O3)的过

程。反之，给点拓扑结构，即满足 (O1)-(O3)的集族 T，我们定义

定义 1.36.（拓扑空间里的邻域）

♣

设 (X,T )是一个拓扑空间，x ∈ X 为一个元素，而 N ⊂ X 为一个子集。如果存

在开集 U ∈ T 使得 x ∈ U ⊂ N，则称集合 N 为 x的一个邻域。

8亚历山大洛夫（Pavel Alexandrov，1896-1932），前苏联数学家，莫斯科拓扑学派的奠基人之一，在拓扑学、
集合论等方面做出了杰出工作。

9霍普夫（Heinz Hopf，1894-1971），德国数学家，在拓扑与整体微分几何方面有卓越建树。

10该书是拓扑学方面最早的著作之一，原计划写三卷，但最终只完成了第一卷。
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1.2 拓扑空间：定义与基本例子

于是，给定拓扑结构 T 后，点 x的邻域系为

N (x) = {N ⊂ X : ∃U ∈ T 使得x ∈ U 且U ⊂ N}. (1.2.4)

可以验证开集公理体系和邻域公理体系的等价性（证明依然留作习题）：

命题 1.37.（开集公理体系与邻域公理体系的等价性）

♠

任给集合X上的一个邻域结构N ，由 (1.2.3)所给出的开集族T 为X上的一个拓

扑结构；反之，任给集合 X 上的一个拓扑结构 T，由 (1.2.4)所定义的子集族N

是 X 上的一个邻域结构。更进一步，上述从“邻域结构”到“拓扑结构”以及从

“拓扑结构”到“邻域结构”的两个过程互为逆过程。

¶用闭集定义拓扑

有了开集的概念，我们自然可以定义闭集：

定义 1.38.（闭集）

♣

设 F 为拓扑空间 (X,T )的一个子集。如果 F 的补集 F c = X \F 是开集，则称 F

是一个闭集。

将“开集公理”转换为“闭集公理”是平凡的：

(C1) ∅和 X 都是闭集。

(C2) 如果 U1, U2是闭集，那么 U1 ∪ U2亦然。

(C3) 如果对任意 α ∈ Λ, Uα都是闭集,那么 ∩α∈ΛUα也是闭集。

在某些特定问题里，闭集公理更适用。

1.2.2 拓扑空间举例

¶一些简单的拓扑空间

例 1.39. 下面我们给出一些拓扑的例子。
(1) (度量拓扑)设 (X, d)是任意度量空间。令

Tmetric = {U ⊂ X | ∀x ∈ U, ∃r > 0使得B(x, r) ⊂ U}.

那么 Tmetric是 X 上的一个拓扑，称为度量拓扑。

(2) (离散拓扑)设 X 是任意集合。令

Tdiscrete = P(X) = {Y | Y ⊂ X}.

显然它是 X 上的一个拓扑，且不难发现它是关于 X 上的离散度量的度量拓扑。

(3) (平凡拓扑)11设 X 是任意集合。令

Ttrivial = {∅, X}.

易见它是 X 上的一个拓扑。但只要 X 的元素个数大于 1，那么它就不是一个度量

拓扑。

11该拓扑也被称为“非离散拓扑”。
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1.2 拓扑空间：定义与基本例子

(4) (余有限拓扑)设 X 是任意集合。令

Tcofinite = {A ⊂ X |要么A = ∅,要么Ac = X \A是一个有限集}.

它是 X 上的一个拓扑，验证如下：

∅ ∈ T ;X ∈ T 因为 Xc = ∅是有限的。
如果 A,B ∈ T , A,B 6= ∅.那么 Ac, Bc 是有限的，所以 (A ∩ B)c =

Ac ∪Bc是有限的。

如果 Aα ∈ T 而且至少有一个 Aα1 6= ∅, 那么 (∪αAα)
c = ∩αA

c
α ⊂

Ac
α1
是有限的。

(5) (余可数拓扑)设 X 是任意集合。令

Tcocountable = {A ⊂ X |要么A = ∅,要么Ac是至多可数的}.

读者可自行验证它是 X 上的一个拓扑。

(6) (Zariski拓扑)设X = Cn, R = C[z1, · · · , zn]，即具有复系数的 n元多项式环。定义

TZariski = {U ⊂ Cn | ∃f1, · · · , fm ∈ R使得U c为f1, · · · , fm的公共零点集}.

可以证明这是一个拓扑。(注意：此处验证闭集公理更方便。)更一般地，可以在任

意交换环上定义 Zariski拓扑。该拓扑主要用于代数几何的研究。

(7) (Sorgenfrey拓扑)设 X = R，定义

TSorgenfrey = {U ⊂ R | ∀x ∈ U, ∃ε > 0使得[x, x+ ε) ⊂ U}.

可以验证这是一个拓扑。该拓扑将是我们理解不同拓扑性质之间关系的一个重要例

子。

¶不同拓扑的比较

所以任何一个集合上都有很多不同的拓扑，其中某些拓扑是度量拓扑，而另一些拓

扑不是度量拓扑。注意对于 X 上的任意拓扑 T，我们总是有

Ttrivial ⊂ T ⊂ Tdiscrete.

一般地，我们定义

定义 1.40.（拓扑的比较）

♣

设 T1和 T2是X 上的两个拓扑。我们称 T1是弱于a T2,或者等价地，称 T2 is强

于 T1,如果有 T1 ⊂ T2.

a一些作者使用“粗糙于”的说法代替“弱于”，用“精细于”的说法代替“强于”

因此，在任意集合X 上，Ttrivial 是最弱/最粗糙的拓扑，而 Tdiscrete是最强/最精细

的拓扑。当然，并不是X 上的任意两个不同的拓扑都可以比较。例如，R上的欧氏拓扑

和余可数拓扑是无法比较的，即存在欧氏开集不是余可数拓扑下的开集，也存在余可数

拓扑下的开集不是欧氏开集。

一般而言，同一个集合上两个不同拓扑的并不再是拓扑。但是，
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1.2 拓扑空间：定义与基本例子

命题 1.41.（拓扑的交）

♠给定 X 上的任意一族拓扑 Tα，则
⋂

α Tα是 X 上的一个拓扑。

证明 验证如下：

∅, X ∈ Tα, ∀α ⇒ ∅, X ∈ ∩αTα.

U1, U2 ∈ Tα, ∀α ⇒ U1 ∩ U2 ∈ Tα, ∀α ⇒ U1 ∩ U2 ∈ ∩αTα.

Uβ ∈ Tα, ∀α ⇒ ∪βUβ ∈ Tα ⇒ ∪βUβ ∈ ∩αTα.

□

¶从已有的拓扑空间构造新空间

和抽象度量空间的情况一样，我们可以通过已有的拓扑空间构造新的拓扑空间，而

最常见的构造是“子集继承原空间拓扑”而得到的子空间拓扑，以及在乘积空间上通过

合适的方法定义的乘积空间拓扑。

命题 1.42.（子空间拓扑）

♠

设 (X,T )是一个拓扑空间，Y ⊂ X 是一个子集，则集族

TY := {U ∩ Y | U ∈ T }

是 Y 上一个拓扑，称为子空间拓扑。

其验证是平凡的，故而略去。

注 1.43. 如果 (X, dX)是一个度量空间且 Y ⊂ X，那么“由X 上的度量拓扑所诱导的 Y

上的子空间拓扑”与“(Y, dY )（作为 (X, dX)的子空间度量）上的度量拓扑”是一致的。

证明留作习题。

下面我们解释如何在两个拓扑空间的笛卡尔积上构造合理的拓扑。在数学分析中，我

们知道：一个集合 U ⊂ R2 是一个开集，当且仅当 U 中的任意点 (x, y) 均为 U 的内点，

也当且仅当对于 U 中的任意点 (x, y)，可以找到 εx > 0和 εy > 0使得 U 包含 (x, y)的

“方形邻域”(x− εx, x+ εx)× (y − εy, y + εy). 后者，作为笛卡尔积，可以轻易推广到一

般的拓扑空间：

命题 1.44.（乘积拓扑）

♠

设 (X,TX)和 (Y,TY )是拓扑空间。则

TX×Y := {W ⊂ X×Y | ∀(x, y) ∈ W, ∃U ∈ TX 和V ∈ TY 使得(x, y) ∈ U×V ⊂ W}

是 X × Y 上的一个拓扑，称为乘积拓扑。

证明留作习题。

注 1.45. 对于度量空间，在注记1.9中我们指出，可以在 X × Y 定义各种不同的 lp 型乘

积度量。可以证明，这些不同的乘积度量是拓扑等价的，且它们所诱导的度量拓扑都跟

由命题1.8给出的“每个分量空间上的度量拓扑的乘积拓扑”一致！
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

1.3.1 拓扑空间中的收敛

¶收敛点列

正如我们在前言中提到的，定义拓扑结构是为了将收敛和连续映射的概念扩展到更

一般的情形。在拓扑空间中定义收敛序列的概念是非常容易的。直观地说，xn → x0 意

味着“对于 x0的任何邻域 N，序列 xn最终将进入并留在 N 中”。于是我们定义

定义 1.46.（收敛）

♣

设 xn 是拓扑空间 (X,T )中的一个点列。如果存在 x0 ∈ X，满足：对于 x0 的任

意邻域 A，均存在 k > 0使得当 n > k时，有 xn ∈ A，则我们称 xn收敛到 x0，并

记为 xn → x0。

根据邻域的定义，容易看出在 (X,T )中 xn → x0当且仅当对于任意包含 x0的开集

U，存在 k > 0使得对所有 n > k都有 xn ∈ U 成立。

例 1.47. 为了更好地理解收敛性，我们下面考查一些简单的空间中的收敛性：
(1) (度量拓扑下的收敛)考虑度量空间 (X, d)，我们定义了两种序列收敛概念：按度量

收敛以及按度量拓扑收敛。不难验证，这两种序列收敛概念是一致的，即 xn按度量

拓扑收敛至 x0当且仅当 ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
∀ε > 0, ∃k > 0使得对所有n > k, 均有d(xn, x0) < ε成立.

(2) (离散拓扑下的收敛)考虑离散拓扑空间 (X,Tdiscrete). 因为开球 B(x, 1) = {x}, 我

们容易看出：xn → x0当且仅当::::::
存在k

:::::::::::::::::::::::::::::::
使得对所有n > k，均有xn = x0:::::

成立。换言

之，在离散拓扑空间中，只有“最终常值”的序列是收敛的。

(3) (平凡拓扑下的收敛) 考虑平凡拓扑空间 (X,Ttrivial). 因为唯一的非空开集是集合

X，所以
::::::::::::::::
任何序列xn ∈ X

:::::::::::::::::::::::::::::::
都是收敛的，而且任何点x0 ∈ X

:::::::::::
都是其极限！特别地，收

敛序列的极限不是唯一的！13

(4) (余有限拓扑下的收敛)考虑余有限拓扑空间 (X,Tcofinite). 我们假设 xn → x0. 根

据定义，对于 x0的任何开邻域 U，存在 k使得对任意 n > k，均有 xn ∈ U。这一

条件成立当且仅当
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::
对于任意x 6= x0，至多有有限多个i ∈ N

:::::::::::::::::
使得xi = x成立。所以

在该空间的收敛性是非常微妙的。例如，

如果 xn都是不同的，那么序列 x1, x2, · · · 收敛到任意点 x0.

形如 x0, x1, x0, x2, x0, ...（其中 xn都是不同的点）的序列有唯一的极限 x0.

形如 x1, x2, x1, x2, ...的序列是不收敛的。

(5) (余可数拓扑下的收敛) 考虑余有限拓扑空间 (X,Tcocountable). 不妨设 X 为不可数

集。由完全相同的论证可得 xn → x0 当且仅当::::::::::
存在k > 0

:::::::::::::::::
使得对所有n > k

:::::
都有

::::::::::::
xn = x0成立。换言之，同离散拓扑空间一样，只有“最终常值”的序列收敛。

13无需太担心这种糟糕的情形。稍后我们将看到，对拓扑加上适当假设后，任何收敛序列的极限都是唯一的。
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

¶逐点收敛拓扑

如果说上面几个收敛列的例子显得过于人为、不够自然，下面这个例子则告诉我们，

我们熟悉的“函数逐点收敛”也是一种拓扑收敛。

考虑 [0, 1]上所有函数（不一定连续）构成的空间

X = M([0, 1],R) = R[0,1].

在 X 中，我们可以像往常一样定义函数列的逐点收敛性：

fn → f 当且仅当fn(x) → f(x), ∀x ∈ [0, 1].

下面我们努力在 X 上构造合适的拓扑 Tp.c.，使得逐点收敛正是拓扑空间 (X,Tp.c.)中的

收敛。从直观上来说，Tp.c.中的开集既不能太多（否则会导致逐点收敛的函数列在该拓

扑下不收敛），也不能太少（否则会导致不逐点收敛的函数列在该拓扑下收敛）。于是，合

理的做法是：先按照逐点收敛本身的含义，确定哪些集合必须是开集；然后根据拓扑的

公理，找出包含这些集合的最小集族。

现假设 fn逐点收敛与 f，我们需要找到 X 中合适的包含 f 的集合作为我们的开集。

为此，我们先固定任意 x ∈ [0, 1]. 根据逐点收敛的定义，对于任意 ε > 0，可以找到 k > 0

使得对所有 n > k，均有 |fn(x)− f(x)| < ε. 这启发我们对于任意 f ∈ X，任意 x ∈ [0, 1]

以及任意 ε > 0，定义集合

ω(f ;x; ε) := {g ∈ X
∣∣ |g(x)− f(x)| < ε}

为 f 的一个“基本开邻域”，它包含的是在点 x处跟 f 很接近的函数。根据开集的定义，

有限个开集的交依然是开集，于是对于任意有限个点 x1, · · · , xm ∈ [0, 1]，我们需要定义

ω(f ;x1, · · · , xm; ε) := {g ∈ X
∣∣ |g(xi)− f(xi)| < ε, ∀1 ≤ i ≤ m}

为 f 的一个“开邻域”。不难看出，该集合包含了所有在 x1, · · · , xm 处跟 f 都很接近的

函数。下面是一个简单的示意图：

当然，为了定义出拓扑，我们还得保证任意多个开集的并依然是开集。为此，我们

借用欧氏空间或者一般度量空间中开集的定义方式（回想一下我们是如何通过开球这样

的“基本开集”去定义一般的开集），定义出我们想要的逐点收敛拓扑 Tp.c.：

Tp.c. = {U ⊂ X | ∀f0 ∈ U, ∃x1, · · · , xm ∈ [0, 1]和ε > 0,使得U ⊃ ω(f0;x1, · · · , xm; ε)}
(1.3.1)

下面证明这正是我们想要的拓扑：
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

命题 1.48.（逐点收敛拓扑）

♠

由 (1.3.1)定义的集族Tp.c.是集合X = M([0, 1],R)上的一个拓扑，且X中的函数

列 fn逐点收敛于 f 当且仅当 fn作为拓扑空间 (X,Tp.c.)中的点列依拓扑收敛于 f .

证明 按照定义容易验证 Tp.c.是 X 上的一个拓扑：

显然 ∅, X ∈ Tp.c..

如果U1, U2 ∈ Tp.c.，那么对于任意 f0 ∈ U1∩U2，存在 x1, · · · , xm, y1, · · · , yn ∈ [0, 1]

以及 ε1, ε2 > 0，使得

U1 ⊃ ω(f0;x1, · · · , xm; ε1) 且 U2 ⊃ ω(f0; y1, · · · , yn; ε2),

于是我们有 U1∩U2 ⊃ ω(f0;x1, · · · , xm, y1, · · · , yn;min(ε1, ε2))，即 U1∩U2 ∈ Tp.c..

如果Uα ∈ Tp.c.且 f0 ∈ ∪αUα,那么 ∃α0使得f0 ∈ Uα0 .根据定义，存在 x1, · · · , xm ∈
[0, 1]以及 ε > 0使得

ω(f0;x1, · · · , xm; ε) ⊂ Uα0 .

这显然蕴含着

ω(f0;x1, · · · , xm; ε) ⊂ ∪αUα,

从而 ∪αUα ∈ Tp.c..

接下来我们证明函数列的逐点收敛等价于在 Tp.c.拓扑下的收敛：

设 fn逐点收敛于 f，设 U ⊂ X是Tp.c.中的开集，且 f ∈ U . 则 ∃x1, · · · , xm ∈ [0, 1]

和 ε > 0使得

ω(f ;x1, · · · , xm; ε) ⊂ U.

由逐点收敛的定义，我们有 fn(xi) → f(xi), 1 ≤ i ≤ m，即存在 ki 使得当 n > ki

时有 |fn(xi)− f(xi)| < ε. 所以对于任意 n > k = max(k1, · · · , km)，都有

fn ∈ ω(f ;x1, · · · , xm; ε) ⊂ U.

于是根据定义，fn在拓扑空间 (X,Tp.c.)中收敛于 f .

反之，设 fn 在 (X,Tp.c.) 中收敛于 f . 对任意 x ∈ [0, 1]，我们取 f 的开邻域

U = ω(f, x, ε)。则存在 k > 0使得当 n > k时，fn ∈ U,即 |fn(x)− f(x)| < ε对所

有 n > k成立，也即 fn(x) → f(x)，故 fn逐点收敛于 f。

□
注 1.49. 我们在 §1.1的习题中已经看到，“度量空间之间映射列的一致收敛”是一个度

量意义下的收敛。但是，在后文中我们将会看到，在函数空间X 上不存在度量使得“函

数逐点收敛”是度量收敛。这一事实也从侧面印证了引进“拓扑”这一抽象概念的必要

性。另一方面，我们还要指出：并非所有我们称之为“收敛”的现象都是拓扑意义下的

收敛。比如，在本节的习题中我们将会看到，在 [0, 1]区间上的所有有界可测函数所构成

的集合上，并不存在一个拓扑使得“几乎处处收敛”等价于该拓扑下的收敛。
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

1.3.2 连续映射

¶拓扑空间之间的连续映射

正如我们在前言中所解释的，拓扑结构可以用于定义映射的连续性。有两种不同的

方法可以给出定义：使用收敛序列，或使用拓扑结构本身（即开集、闭集、邻域）。不幸

的是，这两种方法给出了两种不同的结果。

让我们先用收敛序列来定义连续性，这比较符合我们的直觉：（注意我们在定义中

使用了“序列”一词，这是为了与下文即将定义的连续映射区分开来。）

定义 1.50.（序列连续映射）

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X,TX) → (Y,TY )，

(1) 如果对于X 中的任意收敛序列 xn → x0，在 Y 中均有 f(xn) → f(x0)，则称

映射 f 在 x0处序列连续。

(2) 如果 f 在 X 中的每一点处都是序列连续的，则称 f 为序列连续映射。

我们也可以用拓扑结构本身（即使用开集/闭集/邻域等）定义连续映射。受命题 1.25

启发，我们给出如下定义：

定义 1.51.（连续映射）

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X,TX) → (Y,TY )，

(1) 如果 Y 中点 f(x0)的任意邻域 B的原像 f−1(B)都是X 中点 x0的邻域，则

我们称 f 在点 x0处连续。

(2) 如果 f 在 X 中的每一点处都是连续的，则称 f 为一个连续映射。

根据定义我们容易证明（序列）连续映射的复合映射仍然是（序列）连续的：

命题 1.52.（（序列）连续映射的复合）

♠

设 X,Y, Z 是拓扑空间。

(1) 如果 f : X → Y 在点 x0 处连续，g : Y → Z 在 f(x0) 处连续，那么

g ◦ f : X → Z 在 x0处连续。

(2) 如果 f : X → Y 在点 x0 处序列连续，g : Y → Z 在 f(x0)处序列连续，则

g ◦ f : X → Z 在 x0处序列连续。

证明 (1)如果 f 和 g都是连续的,那么对于 Z中 g(f(x0))的任意邻域 C，g−1(C)是 Y 中

f(x0)的邻域，因此

(g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C))

是 X 中 x0的邻域。因此 g ◦ f 在 x0处是连续的。

(2) 如果 f 和 g 都是序列连续的，那么对于 X 中的收敛序列 xn → x0，我们有

f(xn) → f(x0)，进而有 g(f(xn)) → g(f(x0))所以 g ◦ f 是序列连续的。 □
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

¶序列连续性 v.s. 连续性

在度量空间中，序列连续性和连续性是等价的。对于拓扑空间，我们有

命题 1.53.（连续一定序列连续）

♠

如果 f : (X,TX) → (Y,TY ) 在 x0 处连续，那么它也在 x0 处序列连续。特别地，

任何连续映射 f : (X,TX) → (Y,TY )都是序列连续的。

证明 设 xn → x0. 在 Y 中取 f(x0)的任意邻域 B。则由连续性知 f−1(B)是 x0 的邻域。

因为 xn → x0，所以存在 k > 0使得对任意 n > k都有 xn ∈ f−1(B)。因此对所有 n > k

都有 f(xn) ∈ B，即 f(xn) → f(x0)。故 f 在 x0处是序列连续的。 □
但是，反之则不然。

例 1.54. 考虑恒等映射

Id : (R,Tcocountable) → (R,Tdiscrete), x 7→ x.

则 Id是序列连续的。这是因为在例1.47中我们已经看到，一个序列在 (R,Tcocountable)中

收敛当且仅当它在 (R,Tdiscrete)中收敛（并收敛到相同的极限）。然而，Id在任意点处都

不连续：对任意点 x ∈ R，区间 [x− 1, x+1]是 x在 (R,Tdiscrete)中的开邻域，但不是 x

在 (R,Tcocountable)中的开邻域。

¶用开集定义整体连续性

我们在定理1.26中证明了 f : (X, dX) → (Y, dY )是一个连续映射当且仅当 Y 中的任

意开集 V 的原像 f−1(V )是X 中的开集。通过重复当时的证明，我们可以很容易地证明

下述通过开集对连续映射给出的刻画：

命题 1.55.（开集与连续性）

♠

设 f : (X,TX) → (Y,TY )是一个映射，则 f 是连续的当且仅当“开集的原像是开

集”，即对于任意 V ∈ TY，我们有 f−1(V ) ∈ TX。

在拓扑学中，有一个开-闭对偶原理

通过开集描述的事实具有一个“对偶”的通过闭集给出的描述。

其证明只要通过标准的“取补集”即可：

命题 1.56.（闭集与连续性）

♠

映射 f : (X,TX) → (Y,TY ) 是连续的当且仅当对于 Y 中的任意闭集 F，其原像

f−1(F )在 X 中是闭集。

证明 注意到 f−1(F )是闭集当且仅当 X \ f−1(F ) = f−1(Y \ F )是开集。由此即得。 □
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

¶开映射和闭映射

在连续映射下，开集的原像是开集，闭集的原像都是闭集。但一般来说，可以很容

易找到例子表明

开集在连续映射下的像不一定是开集，

闭集在连续映射下的像不一定是闭集。

我们定义

定义 1.57.（开映射和闭映射）

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X,TX) → (Y,TY )，

(1) 如果 X 中的任意开集 U 的像 f(U)在 Y 中是开集，则称映射 f 为开映射。

(1) 如果 X 中的任意闭集 F 的像 f(F )在 Y 中是闭集，则称映射 f 为闭映射

注 1.58. 虽然开/闭映射看起来“更自然”，但它们在拓扑中不如连续映射重要和方便。这

里给出一个原因：相比于“求映射的像”，“取映射的原像”这一操作可以更好地保持集

合的交、并、补运算。具体来说，我们总是有

f−1(
⋃
α

Bα) =
⋃
α

f−1(Bα), f−1(
⋂
α

Bα) =
⋂
α

f−1(Bα), f−1(Y \B) = X \ f−1(B).

但是一般来说，我们只有

f(
⋃
α

Aα) =
⋃
α

f(Aα), f(
⋂
α

Aα) ⊂
⋂
α

f(Aα), f(X \A) ⊃ f(X) \ f(A).

但是，开/闭映射确实出现在其他一些数学分支中，并且起着非常重要的作用。例如，

泛函分析中最重要的定理之一，开映射定理，断言 Banach空间之间的满射连续线

性算子都是开映射。

在复分析中也一个开映射定理，它指出在复平面的连通开子集上定义的任何非常值

全纯函数都是开映射。

我们本课程后半部分将证明 Brouwer区域不变性定理：如果 U ⊂ Rn 是一个开集，

那么任何单射连续映射 f : U → Rn是一个开映射。

¶连续映射的例子

我们下面给出一些连续映射的例子。

例 1.59. 下述例子的连续性都是命题 1.55的直接应用，故而我们略去大部分细节。

(1) 任意常值映射 f : X → Y 都是连续的。

【理由如下：设 f(x) ≡ y0 ∈ Y，U 是 Y 中的任意开集。则

若 y0 ∈ U，则 f−1(U) = X 是 X 中的开集。

若 y0 /∈ U，则 f−1(U) = ∅是 X 中的开集。

所以 f 是连续的。】

注意这个论证也解释了为什么在开集公理中我们需要 ∅, X 在任何拓扑中都是开集：
否则常值映射可能是不连续的！
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(2) 任意映射 f : (X,TX) → (Y,Ttrivial)都是连续的。

(3) 任意映射 f : (X,Tdiscrete) → (Y,TY )都是连续的。

(4) 恒同映射 Id : (X,T2) → (X,T1)是连续的当且仅当 T1 ⊂ T2,即 T1比 T2弱.

下面两个命题说明子空间拓扑以及乘积空间拓扑下自然的映射都是连续映射：

命题 1.60.（子空间的嵌入映射）

♠

设 (X,TX)为拓扑空间，赋予 A ⊂ X 子空间拓扑。则包含映射 ι : A ↪→ X 是连续

的，且子空间拓扑是 A上最弱的使得 ι连续的拓扑。

证明 映射 ι 在子空间拓扑下的连续性可由定义以及命题1.55直接得到。反之，假设 T

为 A 上的一个拓扑，使得 ι : (A,T ) ↪→ (X,TX) 为连续映射。则对于 X 中任意开集

U ∈ TX，其原像 ι−1(U) = U ∩A是 T 中的开集。于是根据定义，T 强于 A作为X 子

空间所继承的子空间拓扑。 □
作为推论，我们得到

推论 1.61

♥

设 (X,TX)和 (Y,TY )为拓扑空间，赋予 A ⊂ X 子空间拓扑。

(1) 如果映射 f : X → Y 是连续的，则 f |A : A → Y 是连续的。

(2) 映射 g : Y → A是连续的当且仅当 ι ◦ g : Y → X 是连续的。

证明 (1)由命题1.52以及 f |A = f ◦ ι即可得到。
(2)“仅当”部分是命题1.52和命题 1.60的推论。“当”的部分由定义可得：对于 A

中的任意开集 A ∩ U，其中 U ∈ TX，我们有 g−1(A ∩ U) = (ι ◦ g)−1(U). □
对于乘积空间，最自然的映射是投影映射。我们有

命题 1.62.（乘积空间的投影映射）

♠

设 (X,TX)和 (Y,TY )为拓扑空间，(X × Y,TX×Y )为其乘积拓扑空间。则投影映

射

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x

πY : X × Y → X, (x, y) 7→ y

都是连续映射，也都是开映射。

证明 我们只证明关于 πX 的结论，因为关于 πY 的证明是相似的。πX 连续是因为

∀U ∈ TX , π−1
X (U) = U × Y ∈ TX×Y .

πX 是开映射是因为对任意开集W ∈ X × Y 和任意 x ∈ πX(W )，存在点 (x, y) ∈ W . 根

据乘积拓扑的定义，存在 X 中开集 U 3 x和 Y 中开集 V 3 y使得 (x, y) ∈ U × V ⊂ W .

于是 x ∈ U ⊂ πX(W ). 所以 πX(W )在 X 中是开集，即 πX 是一个开映射。 □
注意投影映射不一定是闭映射。例如，平面 R× R里的闭集 {(x, 1/x) | x > 0}到分

量 R上的投影是 (0,+∞)，并不是 R中的闭集。
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¶同胚

通过连续映射，我们可以定义拓扑空间之间的等价性。

定义 1.63.（同胚）

♣

设 X 和 Y 是拓扑空间。如果存在可逆映射 f : X → Y 使得 f 和 f−1 都是连续映

射，则我们称拓扑空间 X 和 Y 是同胚的，记为 X ' Y；而映射 f 则被称为是 X

和 Y 之间的一个同胚。

如果一个性质在同胚下被保持，我们称它是一个拓扑性质。

容易验证同胚是一个等价关系：

命题 1.64.（同胚是等价关系）

♠同胚是拓扑空间之间的等价关系。

证明 我们有

X ' X: 因为 Id : (X,TX) → (X,TX)是同胚。

X ' Y =⇒ Y ' X: 如果 f : X → Y 是同胚,那么 f−1 : Y → X 也是同胚。

X ' Y, Y ' Z =⇒ X ' Z: 如果 f : X → Y 和 g : Y → Z 是同胚, 那么

g ◦ f : X → Z 是双射，且由命题 1.52，g ◦ f 和 (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1都连续。

□
我们将同胚的拓扑空间视为同一空间。

例 1.65. 在通常的欧氏拓扑下，不难看出
(1) (0, 1) ' R.

(2) Sn − {北极点} ' Rn.

(3) [0, 1] 6' (0, 1) 6' [0, 1) 6' S1 6' R2.

除了连续和双射，从定义中可以清楚地看出同胚必须既是开映射又是闭映射。反过

来，根据定义，如果 f 是可逆的，那么 f−1是连续的当且仅当 f 是开映射（也当且仅当

f 是闭映射）。于是我们有

命题 1.66.（同胚与开/闭映射）

♠设 f : X → Y 是一个连续双射。如果 f 是开映射或是闭映射，那么 f 是同胚。

与度量空间的情况类似，我们可以定义拓扑嵌入的概念：

定义 1.67.（拓扑嵌入）

♣

设 X,Y 是拓扑空间，f : X → Y 是一个连续单射。如果 f 是从 X 到 f(X) ⊂ Y

（赋有子空间拓扑）的同胚，我们则称 f 是从 X 到 Y 的拓扑嵌入。

¶（阅读材料）相容性：拓扑群和拓扑向量空间

在数学中，我们的研究对象往往具有多种不同的结构。一个自然的问题是，拓扑结

构与其它结构是否相容，因为在有相容性的情况下，这些不同的结构之间会碰撞出新的
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火花，从而我们可以预期有更丰富多彩的性质。一般而言，拓扑结构与其它结构之间的

相容性是通过其它结构中出现的映射的连续性来定义的，例如，

定义 1.68.（拓扑群）

♣

设 G是一个群，且 G上赋有一个拓扑结构。如果群运算

m : G×G → G, (g1, g2) 7→ m(g1, g2) := g1 · g2

和

i : G → G, g 7→ i(g) := g−1

都是连续映射[这里我们赋予 G×G乘积拓扑]，则我们称 G为一个拓扑群。a

a在拓扑群的定义中，一些作者会要求G上的拓扑满足进一步的分离性质，例如后文中将要定义的 T1

或 T2.

类似地，可以定义拓扑环、拓扑域等等。

例 1.69. 拓扑群（及其光滑版本李群）在数学中被广泛用于描述连续对称性。这里给出
一些常见的例子：

(1) （无趣）任何赋有离散拓扑的群 G都是一个拓扑群。

(2) R和 C在通常的群结构和通常的拓扑下是拓扑群（实际上还是拓扑域）。

(3) S1, Rn, Tn := (S1)n（在通常的群与拓扑结构下）是拓扑群。

(4) 矩阵群GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R), SL(n,C), O(n), SO(n), U(n), SU(n)等等（在

通常的结构下）都是拓扑群。

(5) 上面 (2)、(3)、(4)中的例子实际上是李群。这里给出一个不是李群的拓扑群：Q在

具有通常的结构下是一个拓扑群，但不是李群。

在泛函分析中，人们研究向量空间（通常是无限维）上的分析学。此时向量空间的

拓扑结构与向量空间的线性结构之间的相容性是至关重要的：

定义 1.70.（拓扑向量空间）

♣

设X 是 R或 C（或某个拓扑域K）上的向量空间，并被赋予了一个拓扑a。如果向

量加法映射

+ : X ×X → X, (x, y) 7→ x+ y

和标量乘法映射

• : K×X → X, (λ, x) 7→ λx

都是连续映射[这里 X ×X 和 K ×X 都使用乘积拓扑]，则我们称 X 为一个拓扑

向量空间。

a同样，在拓扑向量空间的定义中，一些作者会要求X 上的拓扑满足进一步的分离性质。

注意，拓扑向量空间自动是拓扑群。

例 1.71.
(1) Rn, Cn在通常的结构下是拓扑向量空间。
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(2) 在赋予离散拓扑时，Rn不是拓扑向量空间。[虽然向量加法仍然是连续的，但标量

乘法不是连续的。]

(3) 在例1.6中出现的度量空间 (RN, d), (lp(R), dp), (C([a, b]), Lp) 等等，在其度量拓扑

下，都是拓扑向量空间。

(4) 事实上，在泛函分析中，我们见到的各种空间都是拓扑向量空间，而且他们之间具

有如下包含关系：

{Hilbert空间}⊂{Banach空间}⊂{Fréchet空间}⊂{局部凸拓扑向量空间}⊂{拓扑向

量空间}
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1.4 拓扑的构造

1.4.1 基与子基

¶用基定义拓扑

我们可以仔细观察一下度量拓扑 Td，Sorgenfrey拓扑 TSorgenfrey，乘积拓扑 TX×Y

以及逐点收敛拓扑 Tp.c.等拓扑的定义，

Td = {U ⊂ X | ∀x ∈ U, ∃r > 0使得B(x, r) ⊂ U},

TSorgenfrey = {U ⊂ R | ∀x ∈ U, ∃ε > 0使得[x, x+ ε) ⊂ U},

TX×Y = {W ⊂ X × Y | ∀(x, y) ∈ W, ∃U ∈ TX 和V ∈ TY 使得(x, y) ∈ U × V ⊂ W},

Tp.c. = {U ⊂ M | ∀f0 ∈ U, ∃x1, · · · , xn以及ε > 0使得ω(f0;x1, · · · , xn; ε) ⊂ U}.

不难发现这些拓扑之间有一个共同的性质：它们都具有如下形式

TB := {U ⊂ X | ∀x ∈ U, ∃B ∈ B使得x ∈ B ⊂ U}, (1.4.1)

其中 B ⊂ P(X)是某个集族，比如，对于度量拓扑，

B =给定度量空间中的所有开球。

这种多次出现的现象背后一般都有某种更一般的规律，让我们试着找到它！设 B ⊂ P(X)

是 X 的子集的集族，

问题 在 B满足什么条件下，由 (1.4.1)定义的集族 TB 是 X 上的一个拓扑？

- 根据构造, ∅ ∈ TB.

- 我们希望有 X ∈ TB,所以我们需要

∀x ∈ X, ∃B ∈ B使得x ∈ B. (B1)

- 假设 U1, U2 ∈ TB,我们希望有 U1 ∩ U2 ∈ TB,即要求

∀U1, U2 ∈ TB, ∀x ∈ U1 ∩ U2, ∃B ∈ B使得B ⊂ U1 ∩ U2. (1.4.2)

然而，这个条件涉及到集族 TB 中的元素 U1, U2，因而并不是关于集族 B本身的条
件。不过，根据 TB 的构造，对于任意 x ∈ U1 ∩ U2，均存在 B1, B2∈B使得

x ∈ B1 ⊂ U1 以及 x ∈ B2 ⊂ U2.

因此，为了使 (1.4.2)成立，我们可以假设

∀B1, B2 ∈ B, ∀x ∈ B1 ∩B2, ∃B ∈ B s.t. x ∈ B ⊂ B1 ∩B2. (B2)

注意: (B2)不仅是 (?)的充分条件，也是其必要条件，因为根据 (1.4.1)，必有

B ⊂ TB.

- 最后，假设 Uα ∈ TB. 则我们自动有 ∪αUα ∈ TB, 因为 ∀x ∈ ∪αUα, ∃α0 使得

x ∈ Uα0 . 所以 ∃B ∈ B使得 x ∈ B ⊂ Uα0 ,这意味着 x ∈ B ⊂ ∪αUα即 ∪αUα ∈ TB.

答案 由 (1.4.1)定义的 TB 是 X 上的拓扑的充要条件是集族 B满足条件 (B1)和 (B2)。
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定义 1.72.（拓扑基）

♣

若集族 B ⊂ P(X)满足条件 (B1)和 (B2)，则我们称 B为X 的一个拓扑基，并称由

(1.4.1)定义的拓扑 TB 称为由基 B生成的拓扑。

注 1.73. 不同的基可以生成相同的拓扑。例如，R2的以下三个拓扑基所生成的拓扑都是

欧氏拓扑：

B1 = {B(x, r) | x ∈ R2, r > 0},

B2 = {B(x, r) | x ∈ Q2, r ∈ Q>0},

B3 = {(a, b)× (c, d) | a, b, c, d ∈ R}.

注意，上面第二个拓扑基 B2是一个可数族！

我们再次强调一下：根据定义，B ⊂ TB，即 B中的每个元素都是拓扑 TB 中的一个

开集。反之通常不成立。

¶例子：箱拓扑

通过拓扑基，我们可以在任意多拓扑空间的乘积空间上构造一个拓扑：

例 1.74. （箱拓扑）任给一族拓扑空间 (Xα,Tα)，我们想在笛卡尔积∏
α

Xα = {(xα) | xα ∈ Xα}

上定义一个拓扑。我们可以跟定义两个拓扑空间的乘积拓扑一样，考虑集族

B =

{∏
α

Uα | Uα ∈ Tα

}
.

很容易验证 B满足 (B1), (B2)，从而是
∏

αXα的一个拓扑基。它所生成的拓扑

TBox = {U ⊂
∏
α

Xα | ∀(xα) ∈ U, ∃Uα ∈ Tα使得(xα) ∈
∏
α

Uα ⊂ U}

被称为是 X =
∏

αXα上的箱拓扑。

¶用基定义拓扑：极小性

为了理解 B和 TB 之间的关系，我们给出“拓扑基 B生成拓扑 TB”的另一种解释：

命题 1.75.（开集作为基元素的并）

♠

如果 B是 X 的一个拓扑基，那么它所生成的拓扑为

TB = {
⋃

B∈B′

B | B′ ⊂ B}.

证明 由 B ⊂ TB 可知，对于任何子集族 B′ ⊂ B,都有⋃
B∈B′

B ∈ TB.

反之，对于任意 U ∈ TB 和任意 x ∈ U，根据定义存在 Bx ∈ B 使得 x ∈ Bx ⊂ U。因此

U =
⋃

x∈U Bx，即 U 具有给定的形式。 □
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作为推论，我们有

推论 1.76.（拓扑基所生成拓扑的极小性）

♥设 B是 X 的一个拓扑基，拓扑 T ′满足 B ⊂ T ′，则 TB ⊂ T ′.

因此，TB 是“最小的”使 B中的所有集合都是开集的拓扑：

TB =
⋂

B⊂T ′

T ′是拓扑

T ′.

¶由任意子集族生成的拓扑

事实上，上述公式可用于从任意子集族（不需要是拓扑基）构造拓扑。为了看清这

一点，我们首先回忆在命题 1.41中，我们证明了X 上任意一族拓扑 Tα的交
⋂

α Tα依然

是一个拓扑。特别地，对于 X 中的任意子集族 S ⊂ P(X)，

TS :=
⋂

S⊂T ′

T ′是拓扑

T ′ (1.4.3)

是 X 上的一个拓扑。

定义 1.77.（任意集族生成的拓扑）

♣任给 X 中的子集族 S ⊂ P(X)，我们称由 (1.4.3)定义的拓扑为由 S 生成的拓扑。

注意，根据定义，TS 是使 S中的所有集合都是开集的拓扑中最弱的拓扑。一个自然
的问题是：TS 是什么？

命题 1.78.（集族生成拓扑的基）

♠

设 S ⊂ P(X)为子集族，并记

B = {B | ∃S1, · · · , Sm ∈ S 使得B = S1 ∩ · · · ∩ Sm}. (1.4.4)

则

(1) 如果
⋃

S∈S S = X ,那么 B是 X 的一个拓扑基,且 TS = TB.

(2) 一般地, 如果 X ′ =
⋃

S∈S ⊂ X , 那么 B 是 X ′ 上的一个拓扑基, 且 TS =

{X} ∪ TB.

证明 (1)由定义, S ⊂ B. 所以条件
⋃

S∈S = X 意味着
⋃

B∈B = X ,这等价于集族 B 满足
条件 (B1). 由构造, B也满足条件 (B2). 所以 B是一个拓扑基. 显然对于任意拓扑 T ′,

T ′ ⊃ S ⇐⇒ T ′ ⊃ B.

所以
⋂

S⊂T ′ T ′ =
⋂

B⊂T ′ T ′,即由 B生成的拓扑就是 TS .

(2)由 (1)，{X} ∪TB 是X 上的一个拓扑。根据构造，它是X 上使 S 中的所有集合
都是开集的拓扑中最弱的拓扑。 □
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¶用子基定义的拓扑

鉴于命题 1.78，我们自然地定义

定义 1.79.（拓扑子基）

♣

如果集族 S ⊂ P(X)满足
⋃

S∈S S = X，则我们称 S 是 X 的一个拓扑子基，而称

TS 为由子基 S 生成的拓扑。

我们给出由拓扑基或拓扑子基所生成拓扑的一些例子：

例 1.80.
(1) 对于 R上的标准欧氏拓扑,

B = {(a, b) | a < b}

是一个拓扑基，而

S = {(−∞, a), (a,+∞) | a ∈ R}

是一个子基。

(2) 对于 X × Y 上的乘积拓扑,

B = {U × V | U ∈ TX , V ∈ TY }

是一个拓扑基，而

S = {U × Y | U ∈ TX}
⋃

{X × V | V ∈ TY }

是一个子基。

(3) 对于M([0, 1],R)上的逐点收敛拓扑 Tp.c.,

B = {ω(f ;x1, · · · , xn; ε) | f ∈ M([0, 1],R), n ∈ N, x1, · · · , xn ∈ [0, 1], ε > 0}

是一个拓扑基，而

S = {ω(f ;x; ε) | f ∈ M([0, 1],R), x ∈ [0, 1], ε > 0}

是一个子基。

¶基和子基的判据

一个自然的问题是：给定集族 B，我们如何判断它是否是生成给定拓扑 T 的一个拓

扑基？下面是一个简单的判据：

命题 1.81.（拓扑基的判据）

♠

设 (X,T )是拓扑空间，则集族 B ⊂ P(X)是生成 T 的一个拓扑基当且仅当

(1) B ⊂ T ,

(2) 对于任意 U ∈ T 和任意 x ∈ U ,存在 B ∈ B使得 x ∈ B ⊂ U .

证明 由定义,如果 B是 T 的一个基，则 (1), (2)成立。

反之，显然由 (2)可以推出 (B1)，并且 (1)(2)一起可以推出 (B2)。所以 B是一个基。
此外,由 (2)可知 T ⊂ TB. 但根据最小性, TB ⊂ T . 所以 B生成的拓扑就是 T . □
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1.4 拓扑的构造

类似地，不难证明

命题 1.82.（拓扑子基的判据）

♠

设 (X,T )是拓扑空间，则集族 S ⊂ P(X)是生成 T 的一个子基当且仅当

(1) S ⊂ T ,

(2) 对任意 U ∈ T 和任意 x ∈ U ,存在 S1, · · · , Sn ∈ S 使得 x ∈ ∩n
i=1Si ⊂ U .

¶用基和子基刻画连续性

我们已经看到，拓扑空间之间的映射 f : X → Y 是连续的当且仅当任意开集的原像

依然是开集。事实上，为了判定一个映射是否连续，我们只需要验证一部分集合的原像

是否开集：我们只需验证一个拓扑基或子基中的元素的原像是否开集即可。

定理 1.83.（连续映射的刻画：拓扑基与子基）

♥

假设 B是 TY 的一个拓扑基，S 是 TY 的一个子基。那么

映射f : (X,TX) → (Y,TY )是连续映射

⇐⇒对于任意B ∈ B,其原像f−1(B)在X中是开集

⇐⇒对于任意S ∈ S,其原像f−1(S)在X中是开集.

证明 我们只需证明

f−1(S) ∈ TX , ∀S ∈ S =⇒ f−1(V ) ∈ TX , ∀V ∈ TY ,

而这是如下事实的直接推论：f−1保并集和交集（见注1.58），即

f−1(
⋃
α

n(α)⋂
i=1

Sα,i) =
⋃
α

n(α)⋂
i=1

f−1(Sα,i).

□

¶例子：序拓扑

事实上，例1.80(1)中的构造适用于任何全序集。我们先给出定义：

定义 1.84.（偏序集与全序集）

♣

设 X 是一个集合。

(1) 若 X 上存在一个关系 ≤，满足
x ≤ x,

如果 x ≤ y, y ≤ z,则 x ≤ z,

如果 x ≤ y, y ≤ x,则 x = y.

则称 ≤为 X 上的一个偏序关系，而称 (X,≤)为一个偏序集。

(2) 若 ≤是 X 上的一个偏序，且对任意 x, y 都有 x ≤ y或 y ≤ x，则称 ≤为 X

上的一个全序关系，而称 (X,≤)为一个全序集。
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1.4 拓扑的构造

注意，给定任何序关系 ≤，我们可以定义 <如下

x < y ⇐⇒ x ≤ y且x 6= y.

现在我们将例 1.80(1)定义拓扑拓展到任意全序集：

定义 1.85.（序拓扑）

♣

设 (X,≤)为全序集，令

S = {{x | x < a}, {x | x > a} | a ∈ X}.

则以 S 为子基所生成的拓扑 Torder 称为 X 的序拓扑。

不难看出，由所有形如

{x | x < a}, {x | x > a}, {x | a < x < b}

的集合构成的集族为序拓扑 Torder 的一个拓扑基。

¶例子：乘积拓扑

设 (Xα,Tα)为一族拓扑空间。现在我们在笛卡尔积
∏

αXα 上定义乘积拓扑。我们

已经看到，通过将例 1.80(2) 中的拓扑基 B 推广到任意多个空间的笛卡尔积
∏

αXα 上，

我们可以在
∏

αXα上定义箱拓扑。现在我们将推广例 1.80(2)中的子基 S 来构造
∏

αXα

上的乘积拓扑。注意对于 X × Y，如果我们记 πX : X × Y → X 为典范投影，那么

U × Y = π−1
X (U)。于是，X × Y 的乘积拓扑就是以所有形如 π−1

X (V )以及 π−1
Y (U)的集

合为子基所生成的拓扑。

一般地，对于任意多个空间的笛卡尔积，我们记

πβ :
∏
α

Xα → Xβ , (xβ) 7→ xα

为“向 α分量的典范投影”。

定义 1.86.（乘积拓扑）

♣

设 (Xα,Tα)为一族拓扑空间。我们称
∏

αXα上由子基

S =
⋃
β

{π−1
β (Vβ) | Vβ ∈ Tβ}

生成的拓扑 Tproduct为
∏

αXα的乘积拓扑。

根据定义，显然 Tproduct弱于 Tbox。

注 1.87. 虽然乘积拓扑看起来不像箱拓扑那么自然，但事实证明乘积拓扑更重要：它具
有很多很好的拓扑性质。另一方面，箱拓扑有很多不好的性质，因而在拓扑学里常常扮

演反面角色，被广泛用作反例。、当然，对于有限乘积空间，这两种拓扑是一样的。

注 1.88. 事实上，例1.80(3)所描述的用子基生成逐点收敛拓扑的方式，跟上面定义任意

多个拓扑空间的乘积拓扑是一致的：首先，作为集合我们有

M([0, 1],R)(= R[0,1]) =
∏

x∈[0,1]

R
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1.4 拓扑的构造

其对应方式是

f : [0, 1] → R ↭ (f(x))x∈[0,1].

在这个对应下，例1.80(3)中的子基元素ω(f ;x; ε)恰好对应到乘积空间里的集合π−1
x

(
(f(x)−

ε, f(x) + ε)
)
. 由此我们可得：逐点收敛拓扑空间

(
M([0, 1],R),Tp.c.

)
跟乘积拓扑空间(∏

x∈[0,1]R,Tproduct

)
是同胚的。

在命题1.62中我们证明了从两个拓扑空间的乘积空间到每个分量的典范投影映射是

连续的开映射。现将该性质推广到任意多个拓扑空间的乘积上去：

命题 1.89.（投影映射是连续开映射）

♠

设 (Xα,Tα)为一族拓扑空间。则无论赋予
∏

αXα乘积拓扑还是箱拓扑，对任意 β,

典范投影映射 πβ :
∏

αXα → Xβ 都是连续的开映射。

证明 因为乘积拓扑弱于箱拓扑，因此只需在Tproduct下证明 πβ 是连续映射，在TBox下

证明 πβ 是开映射。

在 Tproduct下, πβ 是连续映射，因为 (Xβ ,Tβ)中的任意开集 Vβ 的原像 π−1
β (Vβ)是

(
∏

αXα,Tproduct)中的开集。

在TBox下, πβ是开映射，因为对任意开集W ⊂ TBox和任意 x ∈ W ,存在Uα ∈ Tα

使得 x ∈
∏

α Uα. 因此, πβ(x) ∈ Uβ ⊂ πβ(W ).

□
事实上，乘积拓扑可以用投影映射 πβ 来刻画：

命题 1.90.（乘积拓扑的刻画）

♠

乘积拓扑 Tproduct 是在
∏

αXα 上使所有典范投影映射 πβ 都连续的拓扑中最弱的

拓扑。

证明 我们已经看到所有 πβ 关于 Tproduct 都是连续的。反之，如果所有 πβ 关于
∏

αXα

上的某个拓扑 T 都连续，那么每个 π−1
β (Vβ)在 T 中是开集，所以 Tproduct比 T 弱。□

¶乘积拓扑的泛性质

乘积拓扑也可以通过如下泛性质来刻画：

定理 1.91.（乘积拓扑的泛性质）

♥

设X,Xα是拓扑空间，fα : X → Xα是映射。赋予空间
∏

αXα乘积拓扑。则映射

f : X →
∏
α

Xα, x 7→ (fα(x))

是连续映射当且仅当所有 fα = πα◦f都是连续映射。更进一步，乘积拓扑是
∏

αXα

上唯一一个满足这个性质的拓扑。

证明

(⇒)如果 f 是连续的，则 fβ = πβ ◦ f 是连续的。
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1.4 拓扑的构造

(⇐)假设 fα都是连续的。为了证明 f是连续的，由命题 1.83，只需证明 f−1(π−1
β (Vβ))

在 X 中都是开集，其中 Vβ 是 Xβ 中的开集。事实上我们有

f−1(π−1
β (Vβ)) = (πβ ◦ f)−1(Vβ) = f−1

β (Vβ).

所以由 fβ 的连续性，上述集合在 X 中是开集。

最后我们证明乘积拓扑可以用泛性质刻画：假设 T 是 X 上满足泛性质的拓扑。

由 T 的泛性质和 πβ : (
∏

αXα,Tproduct) → Xβ 的连续性，恒等映射

Id : (
∏
α

Xα,Tproduct) → (
∏
α

Xα,T )

是连续的。

而且, 由 T 的泛性质和恒等映射 Id : (
∏

αXα,T ) → (
∏

αXα,T ) 的连续性,

我们发现所有投影映射 πβ : (
∏

αXα,T ) → Xβ 也都是连续的.

再由投影映射 πβ : (
∏

αXα,T ) → Xβ 的连续性和 Tproduct的泛性质，我们得

出恒等映射 Id : (
∏

αXα,T ) → (
∏

αXα,Tproduct)是连续的。

所以 T = Tproduct.

□
作为推论，我们有

推论 1.92.（嵌入映射的连续性）

♥

固定一个指标 α，并对任意 β 6= α，取定 xβ ∈ Xβ。设

gα : Xα →
∏
β

Xβ

为从 Xα到
∏

β Xβ 的由这些 xβ 所确定的“嵌入映射”，即满足

πβ(gα(x)) =

 xβ , β 6= α

x, β = α

的映射，则 gα是连续映射。

注 1.93. 箱拓扑不满足泛性质。例如，我们令

X = RN =
∏
n∈N

R,

并考虑映射

f : R → RN, t 7→ (t, t, t, · · · ).

则 f 的每个分量都是 R到自身的恒等映射，从而 f 的每个分量都连续。但是如果我们赋

RN箱拓扑，那么 f 不是连续的。这是因为笛卡尔积

(−1, 1)× (−1

2
,
1

2
)× (−1

3
,
1

3
)× · · ·

在箱拓扑中是开集，但

f−1

Å
(−1, 1)× (−1

2
,
1

2
)× (−1

3
,
1

3
)× · · ·

ã
= {0}

在 R中不是开集.
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1.4 拓扑的构造

1.4.2 由映射定义的拓扑

¶诱导拓扑

我们比较一下命题1.90以及命题1.60，

乘积拓扑 Tproduct 是
∏

αXα 上使所有典范投影 πβ :
∏

αXα → (Xβ ,Tβ)都连续的

拓扑中最弱的拓扑。

拓扑空间 (X,T )的子集 A上的子空间拓扑 TA 是 A上所有使得包含映射 ι : A ↪→
X 连续的拓扑中最弱的拓扑。

一般地，我们可以用“使得给定映射都连续的最弱拓扑”来在原像空间上构造拓扑：

定义 1.94.（诱导拓扑）

♣

设 (Yα,Tα)是一族拓扑空间,设

F = {fα : X → (Yα,Tα)}

是一族映射。则 X 上使所有 fα 都是连续映射的拓扑中最弱的拓扑 TF 称为 X 的

F-诱导拓扑 (也称始拓扑或弱拓扑或极限拓扑)。

注 1.95. 我们需要稍微解释一下定义。
首先，我们在例 1.59中已经看到，如果我们赋予 X 最强的拓扑，即离散拓扑，那

么任何 fα都是连续的。这并不有趣。

如果在 X 上的一族拓扑 Tβ 使得每个 fα 关于每个 Tβ 都是连续的，那么根据命题

1.41，T := ∩βTβ 是一个 X 上的拓扑，而且根据定义，fα 关于 T 是连续的。因

此，在 X 上存在唯一一个
:::::::::
最弱拓扑使得每个 fα都是连续的。

我们不难找出这个拓扑。根据定义，TF 恰好是由子基

SF =
⋃
α

{f−1
α (Vα) | Vα ∈ Tα}.

所生成的拓扑。注意，在只有一个目标空间 (Y,TY )和一个映射 f : X → (Y,TY )的特殊

情况下,子基

Sf = {f−1(V ) | V ∈ TY }.

本身就是 X 上的一个拓扑。所以此时

Tf = {f−1(V ) | V ∈ TY }.

重复定理 1.91的证明过程,我们可以证明

命题 1.96.（诱导拓扑的泛性质）

♠

设 (Yα,Tα) 是一族拓扑空间, F = {fα : X → (Yα,Tα)} 为一族映射。赋予 X 由

F 诱导的拓扑。那么对于任意拓扑空间 Z，映射 f : Z → X 连续当且仅当所有

fα ◦ f : Z → Yα都是连续的。更进一步，F 所诱导的拓扑是X 上唯一满足该性质

的拓扑。
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1.4 拓扑的构造

¶诱导拓扑的更多例子

我们已经看到子空间拓扑和乘积拓扑都可以解释为诱导拓扑。下面给出更多例子：

例 1.97.
(1) (作为诱导拓扑的度量拓扑) 对于任意度量空间 (X, d)，度量拓扑是由所有度量球

{B(x, r) | x ∈ X, r > 0}生成的。换言之，度量拓扑是由映射族 {dx | x ∈ X}生成
的诱导拓扑,其中 dx : X → (R,Tusual)是距离函数 dx(y) := d(x, y).

(2) (作为诱导拓扑的逐点收敛拓扑)设 X = M([0, 1],R)是 [0, 1]上所有实值函数构成

的空间。对任意 x ∈ [0, 1],令 evx : X → R为赋值映射

evx(f) := f(x).

注意这里的赋值映射就是把M([0, 1],R)视作乘积空间时的投影映射。于是我们得

到：在 X 上由 {evx | x ∈ [0, 1]}生成的诱导拓扑是逐点收敛拓扑。
(3) (弱拓扑和弱 *拓扑)设 X 是拓扑向量空间，X∗为其对偶空间，即

X∗ = X 上所有连续线性泛函构成的空间

= {f : X → K | f线性且（关于 X 的原拓扑）连续}.

然后我们可以在 X 上定义一个新的拓扑，并在 X∗上定义一个自然的拓扑：

X 上的弱拓扑是X∗生成的诱导拓扑,即X 上使所有 f ∈ X∗连续的拓扑中最

弱的拓扑。[因此，X 上的弱拓扑比 X 上的原始拓扑更弱。]

X∗上的弱 ∗拓扑是由 {evx | x ∈ X}生成的诱导拓扑，即X∗上使所有赋值映

射

evx : X∗ → R, l 7→ l(x)

都连续的拓扑中最弱的拓扑。

弱拓扑和弱 ∗拓扑是泛函分析和偏微分方程中非常重要的拓扑。

¶余诱导拓扑

映射不仅可以用来将拓扑从映射的像空间“拉回”到原像空间，还可以用于将拓扑

从映射的原像空间“推出”到像空间。更准确地说，设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间，Y 是

一个集合，fα : Xα → Y 是一族映射。我们可以赋予 Y 一个拓扑，使得每个 fα都是连续

的。当然，为了这个目的，我们不能在 Y 中定义太多的开集。另一方面，我们也不想使

用 Y 中的平凡拓扑，因为它太弱了以至于从任何拓扑空间到 Y 的任何映射都是连续的。

所以这里问题是要在 Y 上找到一个尽可能强的拓扑结构，而且使得每个 fα都是连续的。

因此我们自然地定义

定义 1.98.（余诱导拓扑）

♣

设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间, Y 是一个集合，F = {fα : Xα → Y }是一族映射。在
Y 上使得所有 fα都连续的拓扑中最强的拓扑 T 被称为是由 F 诱导的余诱导拓扑
(也称为终拓扑或强拓扑或余极限拓扑)
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1.4 拓扑的构造

我们必须要小心一点：是否存在这种
::::
最强的拓扑结构？请注意，在定义由映射族 F

诱导的弱拓扑时，我们使用了这样一个事实，即 X 上的一族拓扑的交集仍然是 X 上的

拓扑（参见命题 1.41）。通常，X 上的一族拓扑的并集并不是X 上的拓扑。（找出一个

例子！）但是，如果认真思考这个问题，你会发现我们其实处于比弱拓扑更简单的情况：

在只有一个映射 f : (X,TX) → Y 的情况下, Y 上的余诱导拓扑可以直接给出：

T = {V ⊂ Y | f−1(V ) ∈ TX}.

不难验证它是 Y 上的一个拓扑。

在余诱导拓扑是由一族映射 F = {fα}诱导的情况下, 我们有一系列约束需要要同

时满足。为此，我们要做的并不是把 Y 上相应的一族拓扑并起来，而是应该取 Y

上相应的拓扑族的交集，从而我们依然可以显式地给出该拓扑：

定理 1.99.（余诱导拓扑的显式表达）

♥

设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间, fα : Xα → Y 是一族映射. 那么由 {fα}诱导的 Y 上

的余诱导拓扑为

T =
⋂
α

{V ⊂ Y | f−1
α (V ) ∈ Tα}.

证明 根据定义容易验证T 是 Y 上的一个拓扑，并且每个 fα关于这个拓扑是连续的。另

一方面，如果我们再加入任何其他集合 V0，则根据构造，存在 α使得 f−1
α (V0) 6∈ Tα，所

以 fα不连续。 □
与诱导拓扑一样，余诱导拓扑也可以通过以下泛性质来刻画：

命题 1.100.（余诱导拓扑的泛性质）

♠

设 (Xα,Tα) 是一族拓扑空间, F = {fα : Xα → Y } 是一族映射。赋予 Y 以 F
诱导的拓扑。那么对于任意拓扑空间 X，映射 f : Y → Z 连续当且仅当每个

f ◦ fα : Xα → Z都是连续的。此外，由 F 诱导的 Y 上的余诱导拓扑是唯一满足该

性质的拓扑。

最后我们再给出诱导拓扑与余诱导拓扑的几个例子：

例 1.101.
(1)（拓扑的交集）设 Tα 是 X 上的一族拓扑。现在我们有一种不同的方式来考察拓扑

T =
⋂

α Tα,其中 Tα 是 X 上的一族拓扑。设 Idα : (X,Tα) → X 是恒等映射. 则

T 是 X 上由 {Idα}诱导的余诱导拓扑。
(2)（拓扑的并 (join)）设 Tα 是 X 上的一族拓扑。一般而言，

⋃
α Tα 不再是 X 上的拓

扑。但是我们可以考虑由恒等映射族 {Ĩdα : X → (X,Tα)}在X 上诱导的拓扑，该

拓扑被称为 X 上给定拓扑族的并拓扑。由定义，它就是
⋃

α Tα生成的最弱拓扑。

(3)（拓扑并）设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间，且交集Xα ∩Xβ 上由Xα所确定的子空间

拓扑与由 Xβ 所确定的子空间拓扑是一致的, 那么我们可以在并集 X = ∪Xα 上定

义拓扑 T 为使所有 ια : Xα ↪→ X 都连续的拓扑中最强的拓扑。换言之，T 是包含

映射族 {ια}诱导的余诱导拓扑。拓扑空间 (X,T )称为 (Xα,Tα)的拓扑并。
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1.4.3 商拓扑

¶商拓扑

余诱导拓扑的最重要的例子是所谓的商拓扑。因为它非常具体且“可以看见”，因此

在几何和代数拓扑中被广泛使用。其定义如下：

定义 1.102.（商拓扑）

♣

设 (X,TX)是拓扑空间, Y 是集合, p : X → Y 是满射.

(1) 我们称 Y 上由 p 诱导的余诱导拓扑 TY 为 Y 上的 商拓扑，称 (Y,TY ) 为

(X,TX)的商空间，称 p : (X,TX) → (Y,TY )为商映射。

(2) 给定商映射 p,我们称 p−1(y)为 p在点 y ∈ Y 上的纤维。

根据定义，在商拓扑 TY 中，

集合 V ⊂ Y 是开集当且仅当 p−1(V )在 (X,TX)中是开集。

由此易见，两个商映射的复合也是一个商映射。

根据余诱导拓扑的泛性质即命题1.100，我们有

定理 1.103.（商拓扑的泛性质）

♥

设 X,Y, Z 为拓扑空间，p : X → Y 为商映射，f : Y → Z 为映射。那么 f 是连续

的当且仅当 g = f ◦ p是连续的。此外，Y 上的商拓扑是唯一满足该性质的拓扑。

作为推论，我们得到

推论 1.104

♥

如果 p : X → Y 是一个商映射，而 f : X → Z 是一个连续映射，且 f 在每个纤维

上都是常值的，那么自然诱导映射

f̄ : Y → Z, f̄(y) := f(p−1(y))

是连续的。

¶作为等价类的商空间

下面是构建商映射/商拓扑的典型方法：从拓扑空间 (X,TX) 开始，先在 X 上选定

一个等价关系 ∼. 回想一下，这意味着

x ∼ x;

x ∼ y =⇒ y ∼ x;

x ∼ y, y ∼ z =⇒ x ∼ z.

然后我们得到一个由所有等价类构成的抽象空间

Y = X/ ∼

和一个自然的投影映射

p : X → X/ ∼, x 7→ [x],
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1.4 拓扑的构造

从而可以在等价类集合 Y 上构造商拓扑。在这种情况下，每个纤维恰是一个等价类。注

意“用满映射定义商空间”的描述和“用等价关系定义商空间”的描述是等价的：给定

等价关系的描述，我们有一个如上所示的投影映射作为我们的商映射；反之，给定任何

商映射 f : X → Y，我们可以通过 x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y)来定义 X 上的一个等价关系，

其等价类集合恰为 Y .

例 1.105.
(1)（作为商空间的圆）我们可以用两种不同的方式视圆 S1为商空间：

(a). S1 ' [0, 1]/{0, 1}: 在集合 [0, 1]上定义一个等价关系，其中唯一的非平凡等价

为 0 ∼ 1，则所得的商空间为圆 S1。

(b). S1 ' R/Z14: 在 R上考虑等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z,

所得的商空间也是圆 S1。

不难证明，上面这两种方式得到的商空间，跟平面中的单位圆是同胚的。

(2)（与原拓扑相差悬殊的商拓扑）我们可以把上面例子中的 Z换成 Q，在 R上定义一

个等价关系 ∼如下：
x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.

为了找到 X = R/ ∼上的商拓扑，我们设 U ⊂ X 是开集，则 p−1(U)在 R中也是

开集。特别地，U 包含某个开区间 (a, b). 由等价关系 ∼的定义，任意实数 x ∈ R

都等价于 (a, b)中的某个数，所以 p−1(U) = R。所以 X 上的商拓扑是平凡拓扑。

¶实射影空间

下面我们给出一个商空间的重要例子：实射影空间。我们给出两种描述。

例 1.106. （实射影空间）
在 X = Rn+1 − {0}上我们可以定义等价关系：

x ∼ y ⇐⇒ ∃0 6= λ ∈ R使得x = λy.

赋以商拓扑的商空间

RPn = Rn+1 − {0}/ ∼

称为实射影空间。由此我们得到实射影空间的一种几何解释:

RPn = Rn+1中所有经过原点 O的直线构成的空间.

我们也可以从单位球 Sn ⊂ Rn+1出发，定义等价关系

x ∼ y ⇔ x = ±y.

由于 Rn+1中通过原点 O的直线与 Sn正好在两个对径点相交，因此最终得到的商

空间是相同的。

14在这里，我们把 Z视作加法群作用于 R上，见下文的例1.115(1)。在文献中 R/Z常常还表示另外一个完全
不同的商空间：视 Z为 R的子集，而 R/Z表示把整个子集 Z收缩到一个点（见下文的“收缩”构造），此
时 R/Z在拓扑上是可数个圆的楔和空间，见的“楔和”构造。
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1.4 拓扑的构造

注意，当 n = 1时，RP1实际上同胚于 S1，因为根据第二种描述方式，我们可以从

一个半圆开始，然后将两个端点等同起来。然而，即使 n = 2时的实射影平面，其几何

图像也是非常复杂的：我们可以从一个半球开始构造，

图 1.1: RP2 的“图像”

可以看出，图中有“自相交”。但是，RP2的真实“图像”中不应该存在自相交。事实上，

我们不能将 RP2 嵌入到 R3 中，而只能将它嵌入到 R4 中。此外，跟Möbius带一样，当

n为偶数时 RPn都是不可定向的。

注 1.107. 类似地，可以构造 Cn+1中复直线所构成的空间，即复数射影空间 CPn：

CPn = Cn+1 − {0}/ ∼,

其中

x ∼ y ⇐⇒ ∃0 6= λ ∈ C 使得 x = λy.

更一般地，可以在向量空间 V 的所有 k维子空间构成的空间上定义合适的拓扑，得

到所谓的格拉斯曼流形 Gr(k, V )15注意，RPn只是一个特殊的格拉斯曼流形：

RPn = Gr(1,Rn+1).

¶构造：在同一空间中将一个点与另一个点黏合

下面我们介绍许多从已知空间出发构造商空间非常具体的几何方法。第一个是：

黏合 : 设 X 是一个拓扑空间，黏合X 中的点 a和 b是指：考虑从仅包含一

个非平凡等价 a ∼ b的等价关系获得的商空间。类似地，我们可以通过将子

集 A中的每一点等同于 B 中的某一点来将子集 A黏合到 X 中的子集 B。

这广泛用于拓扑地从平面多边形构造曲面：只需使用规定的方式黏合边界线段。

图 1.2: The cylinder 图 1.3: Möbius带

15然而，对于 k > 1，Gr(k, V )不能实现为 V 的商空间。不过，它可以实现为更大空间（比如 GL(V )）的商
空间。
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图 1.4: 环面

图 1.5: Klein瓶

事实上，任何 (紧的)曲面都可以通过从一个合适的多边形开始并以合适的方式黏合

其边界来构造。这是一个更复杂的例子：

图 1.6: 2-环面

在本学期末，我们将用这样的多边形表示来证明紧致曲面的分类定理。

¶构造：附加空间 (黏着空间)

我们可以按照给定的映射将一个空间黏着到另一个空间：

黏着空间 : 设 X,Y 是拓扑空间, A ⊂ Y 是子空间, f : A → X 是连续映射.

那么黏着空间 X ∪f Y 是取 X 的 Y 无交并，然后将 a ∈ A和 f(a) ∈ X 等同

起来,即

X ∪f Y = X t Y/{a ∼ f(a)}.
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1.4 拓扑的构造

例如，我们可以将两个单位圆盘在边界圆上黏合起来，得到一个球面：

图 1.7: 从圆盘到球面

稍后我们将用到两种特殊情况：

1. (楔和)给定两个拓扑空间 X 和 Y , X 和 Y 的楔和 X ∨ Y 是将 X 中的一点和 Y 中

的一点黏合起来构成的：

X ∨ Y = X t Y/{x0 ∼ y0}.

更一般地，给定一族空间 Xα，并选定点 xα ∈ Xα，我们可以通过将所有 Xα 在点

xα处黏合在一起来构造楔和
∨

αXα。

图 1.8: S1 ∨ S1
图 1.9: S1 ∨ S1 ∨ S1 ∨ S1 ∨ S1

注 1.108. 讨论楔和时，我们实际上是在研究“带基点的空间”(X,x0)，即选择了

一个点 x0 的空间。(X, y0)和 (Y, y0)的楔和也是一个带基点的空间 (X ∨ Y, {x0})。
这样，在研究多个空间的楔和时，我们总是将基点黏合到一个点上。

2. (连通和)

给定两个局部欧几里得的几何对象 A和 B（“流形”），连通和 A#B 构造如下：从

每个对象中去掉一个小球（或圆盘），然后粘合边界球面（或圆），使它们“连通在

一起”。16

图 1.10: 连通和 A#B

16这广泛用于从给定曲面构造新曲面，也多用于流形理论中从给定流形构造新流形。
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换言之,

A#B = (A−D1) ∪f (B −D2),

其中 D1, D2 分别是 A, B 上的小圆盘, f 是黏合映射，将 ∂D1 和 ∂D2 如图所示等

同起来.

¶构造：将一个子集收缩到一点

接下来我们考虑

收缩 : 设 X 是一个拓扑空间, Y ⊂ X . 我们可以定义 X 上的等价关系如下：

y1 ∼ y2 当且仅当 y1, y2 ∈ Y。换言之，在商空间中，我们将 Y 中的所有点

“收缩”到一个点。为简单起见，我们将商空间记为 X/Y。

例如，我们考虑 R2 中的单位盘 D。我们可以把它的边界圆收缩成一个点。我们得到了

什么？一个球体 S2！类似地，我们可以在 Rn 中收缩单位球 B(0, 1)的边界球 Sn−1，得

到 Sn。

图 1.11: 收缩边界圆来得到球面

再举一个例子：我们固定 x0 ∈ X 和 y0 ∈ Y . 通过将X 等同于X × {y0}，并将 Y 等

同于 {x0} × Y，我们可以将楔和X ∨ Y 视为X × Y 的子空间。在乘积空间X × Y 中将

楔和 X ∨ Y 收缩成一个点，所得的空间被称为 X 和 Y 的 smash积，记为 X ∧ Y：

X ∧ Y = X × Y/X ∨ Y.

¶构造：锥空间和纬垂

给定任意拓扑空间X，可以构造X 的锥空间和（代数拓扑会用到的）纬垂，两者都

是柱体 X × [0, 1]的商空间：

1. X 的锥空间,记为 C(X),是将 X × [0, 1]中的子集 X × {0}收缩为一个点构成的,

即 C(X) = X × [0, 1]/X × {0}:

图 1.12: 锥空间 C(X)
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1.4 拓扑的构造

2. X 的纬垂,记为 S(X),是将X × {0}收缩为一点,同时将X × {1}收缩为另一点构
成的.

图 1.13: 纬垂 S(X)

3. 更一般地, 给定拓扑空间 X 和 Y , X 和 Y 的 统联 (join), 有时记为 X ? Y , 定义为

X ? Y = X × Y × I/ ∼,其中等价关系 ∼为

(x, y1, 0) ∼ (x, y2, 0), (x1, y, 1) ∼ (x2, y, 1), ∀x, x1, x2 ∈ X; y, y1, y2 ∈ Y.

图 1.14: 统联 X ? Y

¶构造: 映射柱，映射锥和映射环面

我们也可以研究与映射相关的空间，这些空间在代数拓扑中是常见的：

(1) 给定连续映射 f : X → Y , f 的映射柱,是指

Mf = (X × [0, 1]) tf̃ Y,

是 X × [0, 1]和 Y 按映射 f̃ : X × {0} → Y, f(x, 0) := f(x)黏合得到的空间。

图 1.15: 映射柱

(2) 给定连续映射 f : X → Y , f 的映射锥,记为 Cf ,是指商空间

Cf = (X × [0, 1]) tf̃ Y/ ∼,
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即映射锥Mf 在等价关系下

(x1, 1) ∼ (x2, 1), (x, 0) ∼ f(x), ∀x, x1, x2 ∈ X.

的商空间。

图 1.16: 映射锥

(3) 给定同胚 f : X → X , f 的映射环面是指

Tf := X × [0, 1]/(1, x) ∼ (0, f(x)).

曲面同胚的映射环面在 3维流形理论中起着关键作用，并得到了深入的研究。

1.4.4 群作用的商

¶同胚群

我们知道，对称性在数学的所有分支中都起着至关重要的作用，而描述对称的数学

语言是群。在拓扑学里面，任给一个拓扑空间，我们都可以得到一个描述该空间自身“拓

扑对称性”的群：

命题 1.109.（自同胚构成一个群）

♠

设 X 是拓扑空间，令

Hom(X) = {f : X → X | f是同胚}.

那么在通常的“映射复合”运算下，Hom(X)是一个群。

证明 很容易验证 Hom(X)中“映射复合”运算是群运算：

给定X 的两个同胚 f 和 g，复合映射 g ◦ f 也是X 的同胚，并且根据定义，结合性

也是成立的，

恒等映射 Id是群中的单位元，

同胚映射 f 的逆映射 f−1依然是同胚，并且是“映射复合”运算下元素 f 的逆。

□
我们给这个描述拓扑空间自身“拓扑对称性”的群一个名字：

定义 1.110.（同胚群）

♣我们称 Hom(X)为拓扑空间 X 的同胚群。

注意，对于任意元素 f ∈ Hom(X)，我们说 f“作用”在空间X上是指将元素 x ∈ X

映射到像 f(x) ∈ X .
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¶群作用

我们定义

定义 1.111.（群作用）

♣

设 G为一个群，其单位元记为 e. 设 X 为一个集合。

(1) 群 G在集合 X 上的一个 (左)作用a是指映射

α : G×X → X, (g, x) 7→ g · x,

使得

对任意 x ∈ X ,都有 e · x = x,

对任意 g, h ∈ G和 x ∈ X ,都有 g · (h · x) = (gh) · x.

(2) 若 X 是拓扑空间,且群 G在 X 上的 (左)作用跟拓扑结构相容，即：对任意

g ∈ G,映射

τg : X → X, x 7→ τg(x) := g · x

是连续映射，则称该作用为群 G在拓扑空间 X 上的 (左)作用
(3) 若 X 是拓扑空间，G是拓扑群，且群 G在 X 上的作用映射 α是连续映射，

则我们称该群作用是一个连续作用。

a跟左作用类似，我们也可以定义右作用的概念：对于右作用，一般记为 x · g,只要把定义中的第二个
条件改为 (x · g) · h = x · (gh)即可。右作用的理论与左作用相似。

注 1.112. 根据定义，若群 G作用在拓扑空间X 上，则每个映射 τg 都是一个X 到自身

的同胚，因为根据定义，我们有 (τg)
−1 = τg−1，从而 τg 不仅可逆而且其逆映射也是连续

的。于是，群 G的每个元素 g都关联一个同胚 τg : X → X ,且这些同胚满足

τg ◦ τh = τgh, ∀g, h ∈ G.

换言之，群 G在拓扑空间 X 上的作用实际上是一个群同态

τ : G → Hom(X) = {f : X → X | f是同胚}.

请注意，我们将（总是）假设 τ 是单射：若 G 不是单射，我们可以将 G 替换为商群

G/ker(τ)，它在 X 上的作用是显然的。这样的群作用称为忠实作用。

¶轨道和轨道空间

定义 1.113.（轨道）

♣

给定 G在集合 X 上的群作用，对于任意 x ∈ X，我们称集合

G · x := {g · x | g ∈ G.}

为 x在该群作用下的轨道。

我们可以在 X 上定义一个等价关系 ∼如下：

x1 ∼ x2 ⇐⇒ ∃ g ∈ G 使得x1 = g · x2.
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换言之，X 中的两个元素等价当且仅当它们落在同一轨道上。易验证这是一个等价关系。

定义 1.114.（轨道空间）

♣

给定拓扑空间 X 上的群作用 G，我们称按照以上等价关系所得的商空间

X/G = X/ ∼

为该群作用的轨道空间。

所以根据定义，轨道空间是“由轨道构成的空间”，并赋以商拓扑。

¶例子

例 1.115. 我们列出几个简单的轨道空间的例子，我们将在本学期晚些时候学习覆叠空

间时用到这些例子。

(1) G = Z在 X = R上的群作用

τ(n)(x) = n+ x. (平移)

⇝ R/Z ' S1.

(2) G = Zn在 X = S1 ⊂ C上的群作用

τ(k)(z) = e2πik/nz. (旋转)

⇝ S1/Zn ' S1.

(3) G = Z2在 ‹X = Sn上的群作用

τ(1)(x) = x 以及 τ(−1)(x) = −x. (对径点)

⇝ Sn/Z2 ' RPn.

(4) G = Zn在 X = Rn上的群作用

τ(m1, · · · ,mn)(x1, · · · , xn) = (x1 +m1, · · · , xn +mn).

⇝ Rn/Zn ' Tn ' S1 × · · · × S1.

(5) 设 p, q 是互素的。我们定义 G = Zp = {1, e2πi/p, · · · , e2πi(p−1)/p}在 X = S3 ⊂ C2

上的群作用

τ(e2πik/p)(z1, z2) = (e2πik/pz1, e
2πikq/pz2).

⇝ L(p; q) := S3/Zp称为透镜空间.

例 1.116. 接下来我们举两个具有轨道空间具有较坏拓扑的例子。

(1) 考虑 R>0 (作为乘法群)在 R上的乘法作用，即

a · x := ax.

那么存在三个轨道：R>0、{0}、R<0。因此，轨道空间由 {+, 0,−}三个元素组成，
轨道空间上的拓扑为

{∅, {+}, {−}, {+,−}, {+, 0,−}}.
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(2) 任给正实数 r，考虑实数加法群 R在 S1 × S1上的群作用

t · (eiθ1 , eiθ2) := (ei(θ1+t), ei(θ2+rt)).

那么

(a). 若 r = p/q，其中 p, q互素，则此时 R作用不是忠实作用（见注记1.112），且

它诱导了一个 R/{2kqπ} = S1作用，其每条轨道都是一个绕环面很多圈的圆，

而轨道空间同胚于 S1.

(b). 若 r是无理数，则每条轨道都是环面 S1 × S1 上的一条“稠密曲线”，而且类

似于例1.105(2)，其轨道空间的拓扑则是平凡拓扑。

¶阅读材料: Hopf纤维化

下面这个例子在几何与拓扑中有着重要作用。我们考虑群 S1 = {z ∈ C | |z| = 1}在
三维球面

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}.

上的群作用

z · (z1, z2) := (zz1, zz2). (1.4.6)

可以验证这是一个连续群作用，且每条轨道 S1 · (z1, z2)都是 S3 里面的一个大圆。我们

有：轨道空间 S3/S1同胚于 S2.

证明概要：我们令

X = {(z1, z2) ∈ S3 | |z1| ≤ |z2|},

Y = {(z1, z2) ∈ S3 | |z1| ≥ |z2|}.

注意到X 在 S1-作用下不变的，即若一个点落在X 里面，则整条轨道都落在

X 里面。同理 Y 和X ∩ Y 也是在 S1-作用下不变的。所以 S3/S1可以通过如

下构造得到：将 X/S1和 Y/S1沿着“边界”X ∩ Y/S1黏合。

根据定义，

X ∩ Y = {(z1, z2) ∈ S3 | |z1| = |z2|}.

是一个环面，于是X ∩ Y/S1是该环面在 S1作用 (1.4.6)下的商空间,不

难验证该作用对应于例 1.116(2)中有理数情形，从而商空间是一个圆 S1。

现在考虑 X/S1. 我们可以定义映射

f : D2 → X, z 7→ 1√
2
(z, 1)

并证明 f 是一个同胚，它将 D2的边界圆映射到边界圆 X ∩ Y/S1。

类似地，Y/S1同胚于一个圆盘，其边界映射到 X ∩ Y/S1。

因此，商 S3/S1同胚于两个单位圆盘沿边界圆黏合得到的空间，即球面 S2！

商映射 p : S3 → S2被称为 Hopf纤维化，它的每个纤维都是 S3里面的大圆。【我们将会

证明，S3在拓扑上与 S2 × S1不同胚。】
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1.5 拓扑空间中的点与集合

1.5.1 闭集与极限点

¶开集与闭集

设 (X,T )为拓扑空间。则X中的开集恰好是集族T 里的那些集合，而X中的闭集

则是其补集 F c = X \F 是开集的那些集合 F。子集 A ⊂ X 可以是开集，也可以是闭集，

或两者都不是，或两者都是。我们称既是开集又是闭集的那些子集为闭开集 (clopen)17
例 1.117.

(1) 在任意拓扑空间中，∅和 X 总是闭开集。

(2) 对于离散拓扑 Tdiscrete,所有子集都是闭开集。

(3) 在实直线 R（赋以通常的拓扑）中，

(a). 任意单点集 {x}是闭集。
(b). 任意开区间 (a, b)是开集，任意闭区间 [a, b]是闭集。

(c). Cantor集

C = [0, 1] \
∞⋃
n=1

3n−1−1⋃
k=0

Å
3k + 1

3n
,
3k + 2

3n

ã
是一个开集的补集，因此是闭集。

注意

在 R 中，任意开集都是开区间的可数并。因为 R 有 ℵ1 个开区间，所以在 R

中有 ℵℵ0
1 = ℵ1个开集。

闭集的结构可能要复杂得多，例如，康托集不能写成闭区间的可数并集。但

是，由于开集和闭集是一一对应的，所以在 R中也存在 ℵ1 = 2ℵ0 个闭集。

由于 R有 2ℵ1 = ℵ2子集，我们得出结论：

R中几乎所有的子集既不开也不闭！

(4) 视 Q为 R的子空间，赋予 Q子空间拓扑。在 Q中考虑形如 (a, b) ∩ Q, (a < b)的

集合。那么对于 a ∈ Q，集合 (−∞, a]∩Q在 Q中不是开集，而对于 a ∈ Qc，集合

(−∞, a] ∩Q在 Q中是开集。因此，我们有

(a). 如果 a ∈ Q或 b ∈ Q,则 (a, b) ∩Q在 Q中是开集但不是闭集.

(b). 如果 a, b ∈ Qc,则 (a, b) ∩Q在 Q中是闭开集.

17在英语中这样的词称为混成词 (portmanteau)：多个词的一部分混合组合成一个新词。比较常见的混成词包
括：brunch = breakfast + lunch，Microsoft = microcomputer + software等。有趣的是，第一个在文学中创造一
个混成词的人是数学家 Charles Dodgson，他可能是历史上最“有名”的数学家，不过他主要是以笔名 Lewis
Carroll（即两部著名儿童小说《爱丽丝梦游仙境》和《爱丽丝镜中奇遇记》的作者）而为人所知。
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¶闭集的刻画：一个反例

乍一看，(
√
2, π)∩Q这样的子集在Q中是闭集可能看起来很奇怪。然而，根据我们

在欧氏拓扑中的经验，一个集合是闭集当且仅当它里面的任何收敛序列都收敛到该集合

中的一个点。事实上该准则对于Q中的闭集 (
√
2, π)∩Q仍然成立：如果 rn ∈ (

√
2, π)∩Q

且 rn → r0 ∈ Q，我们有 r0 ∈ [
√
2, π] ∩Q，因此 r0 ∈ (

√
2, π) ∩Q.

不过我们还是得小心一点：我们从欧氏拓扑中得到的经验，对于一般拓扑空间是否

依然成立呢？

定义 1.118.（序列极限点）

♣

设 A是拓扑空间 (X,T )中的子集，x为X 中的一个点。如果存在序列 an ∈ A使

得 an → x，则我们称点 x为 A的一个序列极限点。

一个自然的问题是：

在一般的拓扑空间中，“一个集合是闭集当且仅当它包含其所有序列极限点”

这一论断是否依然成立?

例 1.119. 考虑赋有逐点收敛拓扑的空间 X = M([0, 1],R)。令

A = {f : [0, 1] → R | 仅对可数多的 x ∈ [0, 1]有 f(x) 6= 0}.

那么如果 fn ∈ A且 fn逐点收敛于 f0,则一定有 f0 ∈ A，因为

{x | f0(x) 6= 0} ⊂
∞⋃
n=1

{x | fn(x) 6= 0}

是可数集。

但是，A不是X中的闭集，即Ac = X \A不是开集。为了看到这一点，我们任取 g ∈
Ac. 令 U 是 g的任意开邻域。根据定义，∃x1, · · · , xn, ε > 0, 使得ω(g;x1, · · · , xn; ε) ⊂ U.

现在我们定义

g̃(x) =

 g(x), x ∈ {x1, · · · , xn},
0, x /∈ {x1, · · · , xn}.

则 g̃ ∈ A ∩ ω(g;x1, · · · , xn; ε) ⊂ A ∩ U . 换言之，g ∈ Ac 的任意开邻域 U 都包含 A中的

一个元素。所以 Ac不是开集，即 A不是闭集。

让我们强调一下从上述例子而得到的以下事实：

警告: 在拓扑空间中,你不能通过证明“如果 xn ∈ A且 xn → x0,则

x0 ∈ A”来断言集合 A是闭集。

¶度量空间中的闭集的刻画

所以在欧氏空间中我们有一个很好的判据来判断一个集合是否闭集，但是在一般拓

扑空间中该判据失效了。一个自然的问题是：在中间地带，即度量空间中，会发生什么？

幸运的是，在度量空间中，这个闭性的良好判据是成立的：
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命题 1.120.（度量空间中闭集的刻画）

♠

度量空间 (X, d)中的子集 F 是闭集当且仅当 F 包含其所有序列极限点，即 F 满

足：若 xn ∈ F 且 xn → x0 ∈ X，则 x0 ∈ F .

证明 假设 F 是 (X, d)中的一个闭集。设 (xn)为 F 中的收敛序列，xn → x0 ∈ X . 我们

用反证法来证明 x0 ∈ F。假设 x0 6∈ F，即 x0 ∈ F c。由于 F c是开集，所以存在 ε0使得

B(x0, ε0) ⊂ F c。根据收敛的定义，存在 k使得对于所有 n > k都有 d(xn, x0) < ε0. 这意

味着当 n > k时有 xn ∈ F c，跟我们的选取即“(xn)为 F 中的收敛序列”矛盾。

反之，假设F 包含其所有序列极限点，即只要 xn ∈ F 且 xn → x0 ∈ X，就有 x0 ∈ F .

为证明 F 是闭集我们再次用反证法。假设 F 不是闭集，即 F c不是开集，则存在 x0 ∈ F c

使得对任意 n，开球 B(x0, 1/n)不包含于 F c. 于是存在 xn ∈ B(x0, 1/n)使得 xn 6∈ F c，

即 xn ∈ F。对于这样选出的 xn，我们有 xn → x0。所以 x0 ∈ F，矛盾。 □
注 1.121. 在第 1.3节，我们已经看到 X = M([0, 1],R)中的逐点收敛正是关于逐点收敛

拓扑 Tp.c.的拓扑收敛。现在通过将例 1.119与命题 1.120结合起来，我们得出结论：

在 X = M([0, 1],R)上不存在度量结构使得逐点收敛是度量收敛。

这从侧面说明了引入拓扑结构的必要性：仅研究度量结构是不够的。

¶拓扑空间中的闭集

那么在拓扑空间中会发生什么？我们应该分析命题 1.120 的证明，看看什么仍然正

确，什么不再正确。在“将度量拓扑中的证明推广到更一般的拓扑空间”方面，我们已

有丰富的经验：只需用开邻域替换度量下的开球！事实证明，这一招对于命题 1.120证明

的前半部分依然有效：

命题 1.122.（闭集总包含其序列极限点）

♠设 F 是拓扑空间 X 中的闭子集。如果 xn ∈ F 且 xn → x0 ∈ X，则极限 x0 ∈ F。

证明 我们用反证法来证明 x0 ∈ F . 设 x0 6∈ F，即 x0 ∈ F c. 由于 F c 是开集，可以找到

x0的开邻域 U，使得 U ⊂ F c。根据收敛的定义，存在 k使得对所有 n > N 都有 xn ∈ U，

即对于所有 n > k有 xn ∈ F c，跟命题的条件 xn ∈ F 矛盾。。 □
对于命题 1.120的另一半，我们试试重复相应的证明并像上面一样用开邻域替换开

球：

[错误证明] 反之，假设 F 包含其所有序列极限点，即只要 xn ∈ F 且 xn →
x0 ∈ X，就有 x0 ∈ F . 为证明 F 是闭集我们再次用反证法。假设 F 不是闭

集，即 F c 不是开集，则存在 x0 ∈ F c 使得对于 x0 的任意开邻域 U，都有

U 6⊂ F c，即 U ∩ F 6= ∅。我们取 x0 的一列越来越小的开邻域 Un，则存在点

列 xn ∈ Un 使得 xn 6∈ F c，即 xn ∈ F。由于我们选取的开邻域 Un 越来越小，

我们得出结论 xn → x0，从而 x0 ∈ F，这与我们选取的 x0 ∈ F 矛盾。
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看起来是对的，但这肯定是错的，因为我们已经看到了反例 1.119。错在哪？在拓扑学这

样的高尚课程中，不允许使用“越来越小的开邻域”之类的模棱两可的词！

¶补救措施：可数邻域基

当然，找出错误证明中的谬误之处并不是我们的目标。如果我们进一步思考，我们

会发现情况没有那么坏：只要我们能给“越来越小的 x的开邻域”一个精确的定义，上

述“错误的证明”对于相应的拓扑空间其实还是成立的。这里的关键是：首先，我们需

要的是
::::
一列（即可数个）开邻域，不能太多；其次，这列邻域要能够做到“要多小就可

以有多小”，即可以比任何一个给定的邻域小。于是我们定义

定义 1.123.（第一可数性公理）

♣

设 (X,T )为拓扑空间。如果

对于任意 x ∈ X，都存在 x的可数个开邻域 {Ux
n | n ∈ N}，使得 x的每

个邻域 Ux都包含某个 Ux
n，

则我们称X 满足第一可数性公理，或者说它是第一可数的，简称为 (A1)-空间。a

a也有书把第一可数空间简称为 (C1)-空间。

回忆一下第 1.4节习题 1，上述定义中的集族 {Ux
n | n ∈ N}构成在 x处的一个邻域

基。因为它是一个可数族，所以我们称它为 x处的一个可数邻域基。简而言之，

第一可数空间是在每个点处都有可数邻域基的拓扑空间。

显然，任意度量空间是第一可数的，因为对于任何 x，{B(x, 1/n) | n ∈ N}是 x处的

一个可数邻域基。由于命题1.122之后的“错误证明”其实是对于第一可数空间的正确证

明，我们得到：18

命题 1.124.（第一可数空间中闭集的刻画）

♠

在第一可数空间 (X,T )中，子集 F 是闭合的当且仅当对于任意序列 {xn} ⊂ F 满

足 xn → x0 ∈ X，都有 x0 ∈ F。

特别地，(M([0, 1],R),Tp.c.) 不是第一可数的。(该结论对不可数个非平凡空间的乘

积拓扑均成立。注意在第 1.4节中我们已经知道 (M([0, 1],R),Tp.c.) ' (R[0,1],Tproduct).)

¶极限点

我们将在本课程中一次又一次地看到，反例不仅仅是“反例”，它们往往可以揭示如

何发展正确的理论。我们可以从上面的反例中挖掘出更多内容：在例 1.119中我们看到，

任意函数 g ∈ Ac 都不是包含在子集 A 中的任何函数序列的极限。然而，我们仍然可以

18这确实是命题 1.120的一个推广，因为我们将看到，存在 (A1)空间，其拓扑不能实现为度量拓扑。
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认为 g在 X 中“与子集 A无比接近”，因为对 g的任何邻域 U，都存在元素 g̃ 6= g使得

g̃ ∈ U ∩A. 这启发我们给出以下定义：

定义 1.125.（极限点）

♣

设 X 为拓扑空间，A ⊂ X 为子集。如果对于 x的任意邻域 U 都有

U ∩ (A \ {x}) 6= ∅,

则我们称 x ∈ X 是 A的极限点（或聚点）。我们把 A的所有极限点的集合称为 A

的导集，并记为 A′，即

A′ = {x | x是 A的一个极限点}.

注意，在极限点的定义中，我们要求集合 U ∩A至少包含一个不是 x本身的点。

注 1.126. 至此我们已经有了序列收敛、序列连续、序列极限点等概念。对于度量空间

而言，序列是一个比较好的刻画度量的工具，但对于一般拓扑空间，序列则往往并不那

么有效。在一般拓扑空间中，可以类似于在度量空间中使用“序列”那样，采用一种叫

做“网”的概念来处理问题（见本节习题）。网是“序列”概念的推广，可以定义诸如收

敛网这样的概念，并证明：

如果点 x是 A的极限点，那么在 A中存在一个收敛到 x的网.

函数 f 在 x处是连续的当且仅当它将任意收敛到 x的网映射到收敛到 f(x)的网。

例 1.127.
(1) 对于 R的子集 A = (0, 1) ∪ (1, 3) ∪ {5}，我们有 A′ = [0, 3]. 注意 5是 A的序列极

限点，但不是 A的极限点。

(2) 在 (X,Tdiscrete)中,对任意 A ⊂ X 都有 A′ = ∅.

(3) 考虑 (X,Tcocountable)，其中 X 是不可数集。则根据定义，对于任意不可数子集

A ⊂ X，我们有 A′ = X。特别地，对于任何 x0 ∈ X，我们有 x0 ∈ (X \ {x0})′。
然而，我们在第 1.3节中已经看到，X 中仅有那些“最终常值的序列”是收敛序列

（且收敛到该常值）。因此 x0 是 A \ {x0} 的极限点，但不是 A \ {x0} 的序列极限
点。【注意：这给出了另一个“拓扑收敛 6=度量收敛”的例子。】
由上述例子可见，集合 A的序列极限点和其极限点之间的关系是微妙的：序列极限

点不必是极限点，极限点也不必是序列极限点。下面我们列出导集的几个性质，其证明

留作习题：

命题 1.128.（导集的性质）

♠

设 X 为拓扑空间，A,B ⊂ X。则

(1) ∅′ = ∅.

(2) a ∈ A′ =⇒ a ∈ (A \ {a})′.
(3) A ⊂ B =⇒ A′ ⊂ B′.

(4) (A ∪B)′ = A′ ∪B′.

(5) (A′)′ ⊂ A ∪A′.
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与极限点的概念相反，我们也可以定义孤立点：

定义 1.129.（孤立点）

♣

设A是拓扑空间X的子集。对于点 x ∈ A，如果存在开集U 3 x使得U ∩A = {x}，
则我们称 x是 A的孤立点。

由定义，点 x是 A的孤立点当且仅当 x ∈ A但 x 6∈ A′.

¶用极限点刻画闭集

借助极限点的概念，我们可以给出一般拓扑空间中闭集的刻画：

定理 1.130.（拓扑空间中闭集的刻画）

♥拓扑空间 X 中的子集 A是闭集当且仅当 A′ ⊂ A.

证明 如果 A是闭集，且 x ∈ Ac，则存在 x的开邻域 U 使得 U ⊂ Ac即 U ∩A = ∅.所以
根据定义，x /∈ A′。因此 A′ ⊂ A.

反之，假设 A′ ⊂ A,且 x ∈ Ac。则 x ∈ (A′)c，即存在 x的邻域 U 使得

U ∩A = U ∩ (A \ {x}) = ∅.

所以 U ⊂ Ac。于是由定义，Ac是开集，即 A是闭集。 □
换句话说，

一个集合是闭集当且仅当它包含其所有极限点。

这就是我们用定义1.125来定义极限点，而不是把序列极限点叫做极限点的原因。

1.5.2 闭包，内点与边界点

¶子集的闭包

闭集包含它的所有极限点。如果 A不是闭集呢？通过仔细观察定理 1.130证明的后

半部分，我们可以证明

定理 1.131.（闭包是闭集）

♥对于拓扑空间 X 的任意子集 A，并集 A ∪A′都是闭集。

证明 （我们重复定理 1.130证明的后半部分）对任意 x ∈ (A ∪A′)c = Ac ∩ (A′)c,存在 x

的邻域 U 使得

U ∩A = U ∩ (A \ {x}) = ∅.

这意味着

U ⊂ Ac.

U ⊂ (A′)c：对任意 y ∈ U ,我们必有 y /∈ A′，因为

U ∩ (A \ {y}) ⊂ U ∩A = ∅.
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所以 U ⊂ Ac ∩ (A′)c = (A ∪A′)c，即 (A ∪A′)c是开集。所以 A ∪A′是闭集。 □
事实上, A ∪A′是包含 A的最小闭集：如果 F 是一个闭集并且 F ⊃ A,那么

F ⊃ A ∪ F ′ ⊃ A ∪A′.

于是我们得到

推论 1.132.（闭包的最小性）

♥

A ∪A′是包含 A的最小的闭集：

A ∪A′ =
⋂

F是闭集
F⊃A

F.

定义 1.133.（闭包）

♣

对于拓扑空间 X 的子集 A，我们称

A := Cl(A) = A ∪A′

为 A的闭包.

¶闭包的性质

以下性质比较直观，其证明留作习题：

命题 1.134.（闭包的性质）

♠

设 X 为拓扑空间，A,B ⊂ X.则

(1) A ⊂ A.

(2) A ∪B = A ∪B.

(3) A = A.

(4) ∅ = ∅.

(5) A是闭集 ⇐⇒ A = A.

(6) 如果 A ⊂ B,则 A ⊂ B.

(7) A ∩B ⊂ A ∩B.

(8) A×B = A×B. (该性质对 A ⊂ X,B ⊂ Y 也成立.)

注意 (7)的反包含关系并不成立：不难构造出满足 A ∩B 6= A ∩B 的例子。

我们给出闭包 A的另一种刻画，它在应用中非常有用。【请将它与 A′的定义加以比

较。】

命题 1.135.（闭包的刻画）

♠x ∈ A ⇐⇒对任意开集 U 3 x,有 U ∩A 6= ∅.

证明 (⇐=)用反证法。设 x /∈ A，即 x ∈ (A)c. 因为 A是闭集,故存在 x的开邻域 U 使得

U ⊂ (A)c，即 U ∩A = ∅.特别地，U ∩A = ∅，矛盾。
(=⇒)反之，设存在开集 U 3 x,使得 U ∩A = ∅,则 x /∈ A且 x /∈ A′.所以 x /∈ A. □
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1.5 拓扑空间中的点与集合

¶用闭包刻画连续性

我们也可以使用闭包来刻画映射的连续性。

命题 1.136.（用闭包刻画连续性）

♠

设 X,Y 为拓扑空间。那么映射 f : X → Y 是连续的当且仅当对于任意 A ⊂ X,

f(A) ⊂ f(A).

证明 假设 f : X → Y 是连续的，A ⊂ X 是一个子集。则由连续性，f−1(f(A))是一个

包含 A的闭集。所以 A ⊂ f−1(f(A))，即 f(A) ⊂ f(A)。

反之，假设 f(A) ⊂ f(A) 对任何 A ⊂ X 成立。要证明 f 是连续的，只需证明

f−1(闭集) =闭集。我们取任意闭集 B ⊂ Y.则

f(f−1(B)) ⊂ f(f−1(B)) ⊂ B = B.

所以 f−1(B) ⊂ f−1(B)，即 f−1(B) = f−1(B)是闭集。 □

¶集合的内部

在第 1.2节中，我们定义了拓扑空间中一个集合的内部的概念。我们重述一下：

定义 1.137.（内部）

♣

拓扑空间 X 中的集合 A的内部定义为

Å := Int(A) = {x ∈ A | 存在开集 U 3 x使得 U ⊂ A}.

注意 Å总是一个开集：如果 x ∈ Å，那么我们可以找到一个开集 U 3 x使得 U ⊂ A。

根据定义，对于任意 y ∈ U，我们也有 y ∈ Å。所以 U ⊂ Å，即 Å是开集。

事实上，内部的概念与闭包的概念是对偶的。首先我们有

命题 1.138.（内部的刻画）

♠

设 A是拓扑空间 X 的子集，则 A的内部 Å是包含在 A中的最大开集a：

Å =
⋃

U是开集
U⊂A

U.

a我们永远不会说出“含于给定集合中的最大闭集”或“包含给定集合的最小开集”这样的说法，因
为它们通常不存在。

证明 根据定义，Å是开集并且 Å ⊂ A。所以只需证明：如果U ⊂ A是开集，那么U ⊂ Å。

但这是显然的：对于任意 x ∈ U 且 U ⊂ A，根据定义我们有 x ∈ Å。所以 U ⊂ Å. □
应用第 1.2节的“开-闭”对偶，我们得到 Å的另一种描述：

命题 1.139.（内部-闭包对偶）

♠

对于拓扑空间 X 中的任意子集 A，都有

Å = Acc.
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1.5 拓扑空间中的点与集合

证明 作为闭集的补集，Acc 是开集. 另一方面，对 Ac ⊂ Ac 取补集，我们得到 Acc ⊂ A.

所以 Acc ⊂ Å.

反之,如果 x ∈ Å,则存在开集 U 3 x使得 U ⊂ Å ⊂ A. 所以 U ∩ Ac = ∅,由此推出
x /∈ Ac,即 x ∈ Acc. □
当然我们也可以在等式 Å = Acc两边的取补集，得到

(Å)c = Ac.

¶内部的性质

作为内部-闭包对偶性的推论，我们可以将关于闭包 A的命题 1.134“翻译”为关于

内部 Å的以下命题：

命题 1.140.（内部的性质）

♠

设 A,B 是拓扑空间 X 的子集。则

(1) Å ⊂ A.

(2) ˚(A ∩B) = Å ∩ B̊.

(3) ˚̊
A = Å.

(4) X̊ = X .

(5) A是开集⇔ A = Å.

(6) A ⊂ B ⇒ Å ⊂ B̊.

(7) Å ∪ B̊ ⊂ ˚(A ∪B).

(8) Å× B̊ = ˚A×B. (对 A ⊂ X,B ⊂ Y 成立.)

注 1.141. 你可能已经注意到，命题 1.140中的 (1) - (4)正是第 1.2节中的“内部公理”(I

1)-(I 4)。因此，根据对偶性，我们可以称命题 1.134中的 (1) - (4)为“闭包公理”。Kuratowski

首先将它们用作一组替代公理来定义集合上的拓扑结构。19让我们再次列出它们：

(K1) A ⊂ A.

(K2) A ∪B = A ∪B.

(K3) A = A.

(K4) ∅ = ∅.

¶稠密集和疏集

使用闭包和内部，可以定义

定义 1.142.（稠密集和疏集）

♣

设 A是拓扑空间 X 中的一个子集。

(1) 如果 A = X，我们称 A是 X 中的稠密集。

(2) 如果 Å = ∅，我们称 A是疏集（或无处稠密的）。

19你可能会怀疑 Kuratowski公理是否真的被数学家用来定义合理的拓扑。答案是肯定的，比如人们用这组公
理来定义 C∗-代数的谱上的 Jacobson拓扑，有兴趣的同学可以自行查阅相关资料。
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1.5 拓扑空间中的点与集合

例 1.143. (稠密集)

(1) 在欧氏拓扑下，Q = R.

(2) 在 (X,Ttrivial)中， A 6= ∅ =⇒ A = X.

(3) 可数点集 {(n, en) |n ∈ N} ⊂ C2在 (C2,TZariski)中是稠密的。

(4) (Weierstrass)全体多项式构成的集合在 [0, 1]上的全体连续函数构成的空间中 (赋以

一致度量拓扑)是稠密的。

(5) 在例 1.119中，我们实际上证明了子集 A在 X 中是稠密的。

例 1.144. (疏集)

(1) N在 (R, dEuclidian)中是疏集。.

(2) Cantor集在 [0, 1]中是疏集。

¶集合的边界

有了闭包和内部的概念，我们还可以定义集合的边界。

定义 1.145.（集合的边界）

♣

拓扑空间 X 中集合 A的边界 ∂A是

∂A := A \ Å.

根据定义，我们可以将全空间 X 分解为不交并

X = Å
⋃̇

∂A
⋃̇

A
c
.

请注意，根据命题 1.139，

∂A = A \ Å = A ∩ (Å)c = A ∩Ac.

所以由命题 1.135，我们有

命题 1.146.（边界点的刻画）

♠

点 x位于集合 A的边界 ∂A上当且仅当对任意包含 x的开集 U，我们有

U ∩A 6= ∅ 且 U ∩Ac 6= ∅.

下面我们列出拓扑空间中集合边界的一些性质：（尝试证明它们！）

命题 1.147.（边界的性质）

♠

对于拓扑空间 X 中的子集 A,B，有

(1) ∂A总是闭集。

(2) ∂A = ∂Ac.

(3) ∂Å ⊂ ∂A, ∂A ⊂ ∂A.

(4) ∂∂A ⊂ ∂A.

(5) 如果 A是开集或者闭集,则 ∂∂A = ∂A.

(6) 如果 A是开集或者闭集,则 ∂̊A = ∅. (从而对于开集或闭集，∂A是疏集.)

(7) ∂(A ∪B) ⊂ ∂A ∪ ∂B.
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1.5 拓扑空间中的点与集合

¶拓扑空间“范畴”：不同的描述

最后我们从宏观的角度重新认识我们在过去几节中所做的事情，以此来结束本章。

定义 1.148.（范畴）

♣

一个范畴 C 包含
1. 一个类 Ob(C)，其中的元素称为对象,

2. 一个类Mor(C)，其中的元素称为对象间的态射，满足
每个态射 f 都有一个始对象 X ∈ Ob(C)和一个终对象 Y ∈Ob(C).
我们记 f :X→Y 并称“f 是从 X 到 Y 的态射”.

我们将从 X 到 Y 的态射全体记为Mor(X,Y ). a

态射 f : X → Y 和 g : Y → Z 的复合是态射 g ◦ f : X → Z，且满足

(a). (结合性)设 f : X → Y, g : Y → Z 和 h : Z → W ,则

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f,

(b). (单位元)对 X ∈ Ob(C),存在单位态射 IdX : X → X ,使得对于任

意态射 f : Z → X 和 g : X → Y，都有

IdX ◦ f = f 且 g ◦ IdX = g.

a对于一些对象X 和 Y ,可能并不存在从X 到 Y 的态射,此时Mor(X,Y ) = ∅.

例 1.149.
(1) 拓扑空间范畴 T OP ,

Ob(T OP) =所有的拓扑空间,

态射是拓扑空间之间的连续映射。

(2) 向量空间范畴 VECT ,

Ob(VECT ) =所有的向量空间，

态射是向量空间之间的线性映射。

(3) 群范畴 GROUP ,

Ob(GROUP) =所有的群，

态射是群同态。

(4) 集合范畴 SET ,

Ob(SET ) =所有集合, （“所有集合”不是集合，所以我们用“类”这个词）

态射是“关系”20

(5) 单独一个拓扑空间 (X,T )也是一个范畴:21

Ob(SET ) = X 中的所有开子集，

态射是“包含映射”。

20我们称 A×B 的任意子集为从 A到 B 的一个“关系”，记为 A ⇒ B；两个关系 A ⇒ B 和 B ⇒ C 的复合
关系是集合 {(a, c) |存在b ∈ B使得(a, b) ∈ “A ⇒ B”且(b, c) ∈ “B ⇒ C”}.

21这是定义 Grothendieck 拓扑的第一步。Grothendieck 拓扑是拓扑概念的扩展。它不是我们在本课程中所定
义和研究的在集合上的结构，而是通过公理化“开覆盖”的概念而得到的在范畴上的结构。
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1.5 拓扑空间中的点与集合

我们在第 1.2节中提到，有多个不同的公理体系，都可以被用来“定义”拓扑空间。

事实上，至今为止我们不仅列出了至少五种不同的“定义”拓扑结构的方法，而且在每

种公理体系里，我们都给出了映射连续性的刻画。换句话说，我们至少有五种方式来构

建拓扑空间的“范畴”！我们把这些方式列在下面表格里：

对象：拓扑空间 态射：连续映射

描述拓扑的方式 集合满足的公理 映射满足的条件

开集 (O1) - (O3) f−1(开集) =开集.
a
b
b

闭集 (C1) - (C3) f−1(闭集) =闭集.
a
b
b

邻域 (N1) - (N4) f−1(f(x)的邻域) = x的邻域.

闭包 (K1) - (K4) f(A) ⊂ f(A).
a
b
b

内部 (I 1) - (I 4) 习题：找条件
a
b
b

注 1.150. 除了以上五种方式外，其它可能描述拓扑的方式还有
用网的收敛来刻画拓扑和连续性（参见注记1.126以及习题），

用“导集运算”将一个集合 A 映为其导集 A′（该运算要满足 5 个公理，见命题

1.128），

用“边界运算”将一个集合 A映为其边界 ∂A（需要哪些公理呢？）。
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第 2章 紧性、可数性与分离性

2.1 拓扑空间的各种紧性

在拓扑学中，“局部性质”这个词往往表示“在点的邻域内成立的性质”。在第 1.5节

的习题中我们看到了“局部有限性”的定义，在本章和下一章中我们将定义和研究更多

的“局部性质”。从某种意义上说，“局部性”是拓扑的根本，这一点在拓扑学的定义中

就已经明确显现出来：我们的研究对象，拓扑空间，是由邻域结构确定的；拓扑空间之

间的态射，连续映射，也是由映射在每个点的邻域内的性态决定的。

另一方面，“整体性质”才是拓扑学的灵魂，无论是拓扑学的“分析部分”还是“几

何部分”，都离不开对拓扑空间或其中特定子集的整体信息的刻画。例如所有的曲面在每

个点的局部都跟平面圆盘在拓扑上是一样的，但整体上看曲面却是五花八门的。

在从分析到几何到数论等各个数学分支中，都存在各种从局部信息过渡到整体信息

的方式，我们不妨把这些方式统称为“局部-整体原理”，而该原理甚至在物理、生物等

科学领域也多有呈现。我们在第 1.3节和第 1.5节的习题中已经看到了“有限性”是如何

帮助我们从局部过渡到整体。在本章中我们将会看到，在拓扑学中，紧性（及其推广），

作为一种广义的有限性，是如何让我们从局部信息中获取全局信息的。从某种意义上来

说，紧性是
:::::::::::::::
最重要也最有用的拓扑性质。

2.1.1 紧性的定义与例子

¶闭区间 [0, 1]紧性的表现形式

我们知道，在欧氏空间中，一个集合是紧集当且仅当它是有界闭集。为了理解“紧性

是广义的有限性”这一论断，让我们比较一下有限集，[0, 1]和看似类似却非紧的 (0, 1]：

X =有限集
a
b
b X = [0, 1] X = (0, 1]

设 f : X → R是连

续函数，则

f 必有界，并达到

其最大/最小值。

(最值性质) f 必有界，并达

到其最大/最小值。

f 可以无界或有

界但取不到极值。

设 x1, x2, · · · 是 X

中的点列，则

(xn) 必有常值子

列 xn1 = xn2 =

· · · = c。

(Bolzano-Weierstrass 定

理) (xn) 必有收敛子列

xn1 , xn2 ,· · ·→c ∈X .

例如 1, 12 ,
1
3 , · · ·

没有收敛子列

设A是X的一个无

限子集，则 ———
A必有一个极限点 c ∈ X . {1, 12 ,

1
3 , · · · }没有

极限点

设 X=
⋃

αUα,其中

Uα是开集，则

必有有限个子集

Uα1 , · · · , Uαk
使

得 X =
⋃k

i=1 Uαi .

(Heine-Borel 定理) 必存在

有限个子集 Uα1 ,· · ·,Uαk
使

得 X =
⋃k

i=1 Vαi .

⋃∞
n=1(

1
n , 1) 没有

有限子覆盖.

设 F1 ⊃ F2 ⊃ · · ·是
一列递降闭集，则

必有
⋂

k Fk 6= ∅ (Cantor 闭集套定理) 必有⋂
k Fk 6= ∅.

交集可以为空，例

如
⋂

k(0,
1
k ] = ∅.



2.1 拓扑空间的各种紧性

¶紧性的各种定义

我们知道，对于欧氏空间而言，“紧”跟“有界闭”是等价的，而上表中 [0, 1]的五

种性质都是紧性的不同表现形式。然而对于拓扑空间而言，一方面我们并没有“有界闭”

这样的概念1。下面我们将把表中紧性的五个表现形式推广到一般的拓扑空间。跟欧氏空

间不同的地方在于，我们将会得到各种不同的紧性概念！

从“局部-整体原理”的角度来看，表中的 Haine-Borel定理是最便于使用的紧性，因

为它可以把一族“局部”所承载的信息化归为有限个“局部”所承载的信息，从而也最

完美地诠释了“紧性是有限性的推广”这一论断。因此，人们将把 Heine-Borel定理抽象

出来，作为“标准”紧性的定义，而把别的性质抽象出来叫做“某某紧性”。2

我们从一些关于覆盖的定义开始：

定义 2.1.1.（覆盖）

♣

设 (X,T )为拓扑空间，A ⊂ X 为子集。

(1) 若子集族 U = {Uα}满足 A ⊂
⋃

α Uα,则称 U 为 A的一个覆盖.

(2) 若覆盖 U 是有限族，则称 U 为一个有限覆盖。

(3) 若覆盖 U 中的元素 Uα都是开集，则称 U 为一个开覆盖.

(4) 若 U，V 都是覆盖，且 V ⊂ U，则称为覆盖 V 是覆盖 U 的子覆盖.

(5) 若U，V 都是覆盖，且对任意 V ∈ V，都存在 U ∈ U 使得 V ⊂ U，则称覆

盖 V 为覆盖 U 的加细.

下面我们定义拓扑空间中不同的紧性概念：3

定义 2.1.2.（三种不同的紧性）

♣

设 (X,T )为拓扑空间。

(1) 如果X 的任意开覆盖 U = {Uα}都有有限子覆盖，即存在 U 中有限个集合

{Uα1 , Uα2 , · · · , Uαk
}使得 X =

⋃k
i=1 Uαi，则我们称 X 是紧的.

(2) 如果 X 中任意点列 x1, x2 · · · ∈ X 都有收敛子列 xn1 , xn2 , · · · → x0 ∈ X，则

我们称 X 是序列紧的.

(3) 如果 X 中的任意无限子集 S 都有极限点，则我们称 X 是极限点紧的 .

(4) 设A ⊂ X是一个子集，如果 (A,Tsubspace)在子空间拓扑下是紧的/列紧的/极

限点紧的，那么我们说 A是 X 中的紧集/列紧集/极限点紧集。

1我们将会看到，虽然在度量空间中，我们可以定义集合的“有界性”，但该性质也不是一个拓扑概念，从而
在一般度量空间中“有界闭”跟“紧性”是不等价的。

2紧性的历史：1906 年 Fréchet 通过将 Bolzano-Weierstrass 定理推广至函数空间，首次在形式上引入了“紧”
的概念。这种紧性后来被推广为“序列紧性”或者更一般的“极限点紧性”，常见于分析中的存在性定理如
Arzela-scoli定理或者 Peano存在性定理等，在偏微分方程等方面有广泛应用。紧性作为广义有限性的“有
限开覆盖”定义，最早是由 Alexandrov和 Urysohn在 1929年引入。这种紧性最初被称为“bicompactness”，
但很快就因为其定义简洁（仅依赖于拓扑最本质的概念即“开集”）、适用面广（直接体现了有限性）而成为
了占主导地位的“紧性”。需要注意的是，在部分分支如代数几何中，由“有限开覆盖”定义的紧性被称为
“quasi-compact”，而“compact”则特指本节最后提到的“紧 Hausdorff空间”。

3我们这里只给出了上表中的三个不同方面的抽象推广。剩余两个的抽象推广分别被称为“可数紧”和“伪
紧”，将在习题以及后文中出现。
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2.1 拓扑空间的各种紧性

根据定义，我们有

命题 2.1.3.（紧子集的刻画）

♠

拓扑空间 X 中的子集 A是紧子集当且仅当：对 X 中的任意满足 A ⊂
⋃

α Uα 的开

集族 U = {Uα},都存在有限子族 Uα1 , · · · , Uαk
∈ U 使得 A ⊂

⋃k
j=1 Uαj .

¶紧集的例子

例 2.1.4. 我们给出紧集的一些例子：
(1) 在欧氏空间 Rn中，我们有

有界闭⇐⇒紧⇐⇒列紧⇐⇒极限点紧.

(2) 考虑赋以余有限拓扑的拓扑空间 (X,Tcofinite)，则

X 是紧的:

设X ⊂
⋃

α Uα. 任取α1.根据定义，Uα1是开集，因此它的补集X\Aα1

是有限集，于是可以在 U 中选取有限多个集合来覆盖它。

X 也是列紧的:

由例1.3.2，若序列 x1, x2, · · · 中没有点出现无限次，那么整个序列会
收敛到任意一点；若该序列中至少有一个点出现无限次，那么我们就

得到一个由该点组成的“常值”子序列。

X 也是极限点紧的：

若 S ⊂ X是无限集，则对X中任意开集 U 都有 U∩S 6=∅，故 S′ = X .

(3) 考虑乘积拓扑空间 X = (N,Tdiscrete)× (N,Ttrivial).

X 不是紧的:

取 Un = {n} × N. 则 {Un}n∈N是 X 的开覆盖，但没有有限子覆盖。

X 也不是列紧的：

令 xn = (n, 1)，则序列 {xn}没有收敛子列。

但是，X 是极限点紧的：

事实上，对于任意 S 6= ∅，我们都有 S′ 6= ∅，因为只要 (m0, n0) ∈ S

且 n1 6= n0，就有 (m0, n1) ∈ {(m0, n0)}′ ⊂ S′。

¶各种紧性的关系

不难看出“极限点紧”是三者中最弱的：

命题 2.1.5.（紧，序列紧 =⇒极限点紧）

♠设 X 为任意拓扑空间。若 X 是紧的或是列紧的,则 X 是极限点紧的.

证明 先设X 是紧集。若 S ⊂ X 且 S 没有极限点，则 S 是闭集，因为 S′ = ∅ ⊂ S. 对于

任意 a ∈ S，因为 a 6∈ S′,故存在开集 Ua ⊂ X 使得 S ∩ Ua = {a}. 于是 {Sc, Ua | a ∈ S}
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2.1 拓扑空间的各种紧性

是 X 的一个开覆盖. 根据紧性，存在 a1, · · · , ak ∈ S 使得

X = Sc ∪ (
k⋃

i=1

Uai).

由此可知

S = S ∩X = (
k⋃

i=1

Uai) ∩ S = {a1, · · · , ak}

是一个有限子集。

再设 X 是列紧的且 S ⊂ X 是任意无限集. 任取无限序列 {x1, x2, · · · } ⊂ S 使得对任

意 i 6= j，都有 xi 6= xj . 由列紧的定义，存在子列 xn1 , xn2 , · · · → x0 ∈ X .于是

x0 ∈ {xn1 , xn2 , · · · }′ ⊂ {x1, x2, · · · }′ ⊂ S′.

所以 S′ 6= ∅. □
我们在后文中将会举例说明，对于拓扑空间而言，“紧”与“列紧”互不蕴含。在下

一节我们还将证明，对于度量空间，“紧”、“列紧”、“极限点紧”都是等价的，但它们并

不等价于“有界闭”。

¶用闭集刻画紧性

应用“开闭对偶”，我们可以将“紧集的开覆盖定义”转换为用闭集给出的等价定义：

X =
⋃

α Uα, Uα 为开集

=⇒∃Uαi , X=
⋃k

i=1 Uαi .

⇔ ∅ =
⋂

α Fα, Fα 为闭集

=⇒ ∃Fαi , ∅=
⋂k

i=1 Fαi .

⇔ 对任意有限族 {Fα1 ,· · ·, Fαk
}

都有
⋂k

i=1 Fαi 6= ∅ morespace

=⇒
⋂

α Fα 6= ∅.

所以我们得到

命题 2.1.6.（用闭集刻画紧性：有限交性质）

♠

一个拓扑空间 X 是紧的当且仅当它满足以下性质：

[有限交性质]如果F = {Fα}是任意一族闭集，且任意有限交集

Fα1 ∩ · · · ∩ Fαk
6= ∅,

则 ∩αFα 6= ∅.

作为推论，我们得到

推论 2.1.7.（闭集套定理）

♥

设 X 是紧的，且

X ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ · · ·

是非空闭集的降链，则
⋂∞

n=1 Fn 6= ∅.
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2.1 拓扑空间的各种紧性

¶用基和子基刻画紧性

因为开集可以由基里的元素生成，所以很自然地，可以通过“基覆盖”来刻画紧性：

命题 2.1.8.（用拓扑基刻画紧性）

♠

设 B 是 (X,T )的一个拓扑基，则 X 是紧的当且仅当 X 的任意基覆盖 U ⊂ B 都
存在有限子覆盖。

证明 设 X 是紧的，且 U ⊂ B 是 X 的一个基覆盖，则 U 也是 X 的一个开覆盖，从而

存在有限子覆盖。

反之，设X 的任意基覆盖都存在有限子覆盖，而 U 是X 的任意开覆盖。由拓扑基

的定义，对于任何 x ∈ X,都存在 Ux ∈ U 和 Ux ∈ B使得

x ∈ Ux ⊂ Ux.

由于 {Ux} 是 X 的基覆盖，所以存在 Ux1 , · · · , Uxm 使得 X =
⋃n

i=1 Uxi . 因此对于

Ux1 , · · · , Uxn ∈ U，我们有 X =
⋃n

i=1 U
xi ,即 X 是紧的。 □

一个自然的问题是：可否把“基覆盖”进一步减弱为“子基覆盖”？答案是肯定的：

定理 2.1.9.（Alexander子基定理）

♥

设 S 是 (X,T )的一个子基. 则 X 是紧的当且仅当 X 的任意子基覆盖 U ⊂ S 都
存在有限子覆盖。

然而，令人惊讶的是，这个定理的证明要困难得多，而且它等价于选择公理！我们

将在第 2.3节证明这个定理。

2.1.2 紧集的性质

¶紧性和连续映射

在三种不同的紧性中，紧性和列紧性更为重要，原因之一在于

命题 2.1.10.（紧与列紧的不变性）

♠

设 f : X → Y 是连续映射。

(1) 如果 A ⊂ X 是紧集，则 f(A)在 Y 中也是紧集。

(2) 如果 A ⊂ X 是列紧集，则 f(A)在 Y 中也是列紧集。

证明 (1) 设 A 是紧集. 给定 f(A) 的任意开覆盖 V = {Vα}，其原像 U = {f−1(Vα)}
是 A 的一个开覆盖。根据 A 的紧性，存在 α1, · · · , αk 使得 A ⊂

⋃k
i=1 f

−1(Vαi). 因此

f(A)⊂
⋃k

i=1 Vαi ,即 f(A)也是紧集。

(2)对 f(A)中的任意点列 y1, y2, · · ·，存在A中的点列 x1, x2, · · · 使得 f(xi) = yi. 因

此 A是列紧的，所以存在收敛子列 xn1 , xn2 , · · · → x0 ∈ A. 又因为 f 是连续映射，所以

yn1 , yn2 , · · · → f(x0) ∈ f(A). 所以 f(A)是列紧集。 □
然而，极限点紧的空间在连续映射下的的像集不一定是极限点紧的：

68



2.1 拓扑空间的各种紧性

例 2.1.11. 我们刚刚看到的，乘积空间 X = (N,Tdiscrete) × (N,Ttrivial)是极限点紧的. 我

们也知道投影映射

π1 : (N,Tdiscrete)× (N,Ttrivial) → (N,Tdiscrete)

是连续的。然而，像集 (N,Tdiscrete)不是极限点紧的，因为对于任何具有离散拓扑的空间

中的任何子集，都有 A′ = ∅。
由于 R中的子集（在通常的拓扑下）是紧的当且仅当它是列紧的，也当且仅当它是

有界闭的，我们立即得到

推论 2.1.12.（最值性质）

♥

设 f : X → R为任意连续映射。如果 A ⊂ X 在X 中是紧的或列紧的，则 f(A)在

R中有界，且存在 a1, a2 ∈ A使得 f(a1) ≤ f(x) ≤ f(a2)对于所有 x ∈ A都成立。

因为商映射都是连续的，我们有

推论 2.1.13

♥任何紧/列紧空间的商空间仍然是紧/列紧的。

所以，特别地，RPn和 Klein瓶是紧的。

¶逆紧映射

一般来说，紧集在连续映射下的原像不再是紧集。这样的例子很容易构造。

定义 2.1.14.（逆紧映射）

♣

设X,Y 为拓扑空间。对于映射 f : X → Y，如果 Y 中任意紧集 B的原像 f−1(B)

在 X 中是紧集,则称 f 为逆紧映射。

注 2.1.15. 我们为什么要研究逆紧映射？这里给出一个原因：回想一下，拓扑空间之间
的态射是连续映射，因为它们将开集拉回到开集。另一方面，通常紧集的拓扑性质更容

易研究（因为我们有“局部到全局”原则）。因此，一些拓扑不变量只对紧的或“紧支的”

对象定义。对于后一种情况，正确的“态射”应该是连续的逆紧映射，因为逆紧映射可

以将紧支的对象拉回到紧支的对象。例如，在研究非紧空间的紧支的上同调群时，就要

考虑逆紧映射。

¶紧空间的子空间

像往常一样，我们想从已有的紧空间甚至非紧空间构造新的紧空间。容易想到的第

一个备选操作是考虑紧空间的子空间。然后，很容易看出紧空间的子空间有可能是非紧

的，例如 (0, 1)是 [0, 1]的非紧子空间。

我们可以仔细考虑这个问题：[0, 1]的哪些子集仍然是紧的？我们知道 R中一个集合

是紧的当且仅当它是有界且闭的。如果 A是 [0, 1]的子集，则它自动是有界的。因此，要

使子集 A ⊂ [0, 1]是紧集，只需要 A是闭集就足够了。
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事实证明，对于更一般的紧拓扑空间，子集的闭性也足够保证其紧集：

命题 2.1.16.（紧集的闭遗传性）

♠

设 A是拓扑空间 X 的闭子集。

(1) 如果 X 是紧集，则 A也是紧集。

(2) 如果 X 是列紧集，则 A也是列紧集。

(3) 如果 X 是极限点紧集，则 A也是极限点紧集。

证明 (1)设U 是A的开覆盖,则U ∪{Ac}是X的开覆盖,故存在有限子覆盖U1, · · · , Um, Ac.

于是

A ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Um,

即 {U1, · · · , Um}是 U 的有限子覆盖。
(2) A中的任意点列 x1, x2, · · · 也是X 中的点列，因此存在收敛子列 xnk

→ x0 ∈ X .

因为 A是闭集所以 x0 ∈ A.

(3)设 S 是 A的无限子集，则在 X 中有 S′ 6= ∅. 又 S′ ⊂ A′ ⊂ A,所以在 A同样有

S′ 6= ∅. □

¶紧性和 Hausdorff性质

需要指出的是，一个紧集的紧子集不一定是闭集。例如，根据定义 (X,Ttrivial)是紧

空间，而且它的任意子集都是紧集，但除了 X 和 ∅外其它子集都不是闭集。

定义 2.1.17.（Hausdorff性质）

♣

设 (X,T )是拓扑空间。如果对于任意 x1 6= x2 ∈ X,都存在开集U1 3 x1和U2 3 x2

使得 U1 ∩ U2 = ∅，则我们称 X 是 Hausdorff空间。

Hausdorff性质是应用最广泛的分离性质之一。例如，可以很容易地证明

命题 2.1.18

♠在 Hausdorff空间中，任何收敛序列的极限是唯一的。

尽管紧性和 Hausdorff性质看起来完全不同，但它们在以下的意义下彼此“对偶”：

命题 2.1.19.（紧性与 Hausdorff性的对偶）

♠

(1) 如果 (X,T )是紧空间，则

(a) X 中的闭子集都是紧集。

(b) 如果 T ′ ⊂ T ,则 (X,T ′)是紧空间。

(c) (X,Ttrivial)总是紧空间。

(2) 如果 (X,T )是 Hausdorff空间,则

(a) X 中的每个紧子集都是闭集。

(b) 如果 T ′ ⊃ T ,则 (X,T ′)是 Hausdorff空间.

(c) (X,Tdiscrete)总是 Hausdorff空间.
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证明 我们已经证明了 (1)(a)。验证 (1)(b)、(1)(c)和 (2)(b)、(2)(c)是很简单的。

所以还有待证明 (2)(a): 设 A ⊂ X 是紧集, x0 ∈ X \ A. 由 Hausdorff 性质，对任意

y ∈ A,存在开集 Uy 3 x0和 Vy 3 y使得 Uy ∩ Vy = ∅. 因为 A ⊂ ∪y∈AVy,所以由紧性，存

在 y1, · · · , ym使得 A ⊂ Vy1 ∪ · · · ∪ Vym . 于是

Uy1 ∩ · · · ∩ Uym ⊂ X \ (Vy1 ∪ · · · ∪ Vym) ⊂ X \A,

从而 X \A是开集，即 A是闭集。 □
于是紧拓扑“趋于偏弱”，Hausdorff拓扑“趋于偏强”。因此，从紧空间到 Hausdorff

空间的连续映射往往具有很好的性质。比如，我们有下面几个性质，其证明均留作习题：

引理 2.1.20.（闭映射引理）

♥

设拓扑空间 X 是紧的，Y 是 Hausdorff的. 则任意连续映射 f : X → Y 既是闭映

射，也是逆紧映射。

闭映射引理有一个非常有用的推论，常被用于判定同胚：

推论 2.1.21.（一个有用的同胚判据）

♥设拓扑空间 X 是紧的，Y 是 Hausdorff的. 则任意连续双射 f : X → Y 是同胚。

特别地，紧 Hausdorff空间形成了一类非常特殊的拓扑空间：

命题 2.1.22.（紧 Hausdorff拓扑之间不可比较）

♠

如果 T 是 X 上的紧 Hausdorff 拓扑，且 T1 和 T2 是 X 上的两个拓扑，满足

T1 ⫋ T ⫋ T2，则 (X,T1)不是 Hausdorff的，而 (X,T2)不是紧的。

换而言之，紧 Hausdorff 拓扑是一种恰到好处的拓扑，如同宋玉的邻人东家之子那

般，“增一个开集则太强，减一个开集则太弱”！（注意同一个集合上可能有很多不同的、

两两不可比较的紧 Hausdorff拓扑。）
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2.2 乘积空间的紧性：Tychonoff定理

2.2.1 有限积的紧性

¶管形邻域引理

为了证明有限个紧空间的乘积空间的紧性，我们需要如下的“管形邻域引理”。请仔

细体会证明中是如何利用紧性从局部过渡到整体的：

引理 2.2.1.（管形邻域引理）

♥

设 x0 ∈ X，B 是 Y 的紧子集。则 {x0} × B 在 X × Y 中的任意开邻域 N 都包含

{x0}×B的一个“管形邻域”，即存在 {x0}的开邻域 U 以及 B的开邻域 V，使得

{x0} ×B ⊂ U × V ⊂ N.

证明 对于任意 (x0, y) ∈ {x0} ×B ⊂ N，存在 X 中的开集 Uy
x0 及 Y 中的开集 Vy 使得

(x0, y) ∈ Uy
x0

× Vy ⊂ N.

因为 B =
⋃

y∈B{y} ⊂
⋃

y∈B Vy，由 B 的紧性，存在 y1, · · · , yk ∈ B 使得

B ⊂ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyk =: V.

设 U =
⋂k

i=1 U
yi
x0 ,则 U 是开集且对任意 1 ≤ i ≤ k，都有 x0 ∈ U ⊂ Uyi

x0，从而

N ⊃
⋃
y

(Uy
x0

× Vy) ⊃
⋃

1≤i≤k

(Uyi
x0

× Vyi) ⊃
⋃

1≤i≤k

(U × Vyi) = U × V.

□
注意若 B 是非紧的，则很容易构造一个反例：

例 2.2.2. 在 R× R中,我们有

{0} × R ⊂ N = {(x, y) | |xy| < 1},

但不存在 0的开邻域 U 使得 U × R ⊂ N .

使用“管形邻域引理”的结论以及方法，可得更一般的“方形邻域引理”：

引理 2.2.3.（方形邻域引理）

♥

设 A是X 的紧子集，B是 Y 的紧子集，则对 A×B在X ×Y 中的任意开邻域N，

都存在 A在 X 中的开邻域 U 以及 B 在 Y 中的开邻域 V，使得

A×B ⊂ U × V ⊂ N.

证明 对任意 x0 ∈ A,由管形邻域引理,存在开集 Ux0 和 Vx0 使得

{x0} ×B ⊂ Ux0 × Vx0 ⊂ N.

因为 A是紧的，存在 x1, · · · , xm ∈ A使得

A ⊂ Ux1 ∪ · · · ∪ Uxm =: U.

令 V =
⋂m

i=1 Vxi ,则 B ⊂ V 且 V 是开集，而且

A×B ⊂ U × V ⊂
⋃

1≤i≤m

(Uxi × Vxi) ⊂ N. □
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¶有限乘积空间的紧性

下面我们应用管形邻域引理证明

命题 2.2.4.（乘积的紧性）

♠设 A是 X 的紧子集，B 是 Y 的紧子集，则 A×B 是 X × Y 的紧子集。

证明 设 W 是 A× B 的任意开覆盖. 对于任意 x ∈ A,由定义易知 {x} × B 是紧集,故存

在W x
1 , · · · ,W x

k ∈ W 使得

{x} ×B ⊂ W x
1 ∪ · · · ∪W x

k .

根据管形邻域引理，在 X 中存在包含 x的开集 Ux使得

Ux ×B ⊂ W x
1 ∪ · · · ∪W x

k .

因为 {Ux | x ∈ A}是A的开覆盖，由紧性，存在 x1, · · · , xm使得A ⊂ Ux1∪· · ·∪Uxm .

根据上面的讨论，对于 1 ≤ i ≤ m,我们已经找到W xi
1 , · · · ,W xi

k(i) ∈ W 使得

Uxi ×B ⊂ W xi
1 ∪ · · · ∪W xi

k(i).

因此

A×B ⊂ (Ux1 ∪ · · · ∪ Uxm)×B ⊂
⋃

1≤i≤m,1≤j≤k(i)

W xi
j ,

即 {W xi
j | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ k(i)}是 W 的有限子覆盖。 □
由归纳法，我们立刻得到

推论 2.2.5.（有限积的紧性）

♥若 A1, · · · , Ak 分别是X1, · · · , Xk 中的紧集，则 A1×· · ·×Ak 在X1×· · ·×Xk 中紧。

¶ Tychonoff定理

现在我们陈述点集拓扑学最重要、最有用的定理之一：Tychonoff定理4。

定理 2.2.6.（Tychonoff定理）

♥如果对任意 α，Xα都是紧空间，则乘积空间 (
∏

αXα,Tproduct)也是紧空间。

乍一看，Tychonoff定理是反直觉的：紧性是一种广义的“有限性”，那么无限甚至

不可数个拓扑空间的乘积怎么可能是紧的？！仔细思考一下，会发现这件事情也并不难理

解：乘积拓扑是一个很弱的拓扑（“使得投影映射连续的最弱的拓扑”），而紧拓扑也是

“趋于偏弱”的拓扑。从定义上来看，生成乘积拓扑的子基元素 π−1
α (Uα)具有很好的“有

限性”：仅在一个分量即 α分量上要求元素落在集合 Uα中，而对其它分量的元素没有任

何限制。进一步地，基元素（作为子基元素的有限交）依然具有类似的“有限性”。作为

4吉洪诺夫（A. N. Tychonov,也被英译为 Tikhonov等，1906-1993），前苏联/俄罗斯数学家、地球物理学家，在
拓扑学、泛函分析、数学物理、不适定问题等领域有突出贡献。在 1930 年, Tychnoff 首次对于闭区间的乘
积空间证明了这一定理，之后 1935年他陈述了该定理的一般版本（但该定理第一个正式发表的证明是 Cech
在 1937年给出的）。事实上，乘积拓扑的定义最早就是由 Tychonoff在 1935年这篇论文中引入的。
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对比，很容易看出，一般情况下，无限多空间的乘积空间在赋箱拓扑时不是紧致的，主

要原因在于箱拓扑的开集太多，而箱拓扑的基元素不具有类似的有限性。

为了体会到无限乘积的紧性，我们先看两个可数无限乘积空间的例子：

例 2.2.7. 回想一下，
XN =

∏
n∈N

X = {(a1, a2, · · · ) | ai ∈ X}.

我们在第 1.4节已经知道, XN上的乘积拓扑等同于M(N, X)上的逐点收敛拓扑。

(a) 取X = {0, 2}，即仅含两点的集合，于是XN是由 0和 2构成的序列所组成的空间。

注意到每个 0、2序列都对应于在 Cantor集的构造中出现的一个闭集降链，从而对

应于 Cantor集合中的一个点。（我们也可以把该 0、2序列通过实数的三进制表示

对应于 [0, 1]中的数，而这些书恰为落在 Cantor集中的数。）可以证明（留作习题）：

命题 2.2.8.（作为乘积空间的 Cantor集）

♠乘积拓扑空间 ({0, 2}N,Tproduct)同胚于 Cantor集 C.

因此，无穷乘积拓扑空间 ({0, 2}N,Tproduct)是紧的!

(b) 取 X = [0, 1]，于是 XN 中的元素是由 [0, 1]中的数所构成的数列 a = (a1, a2, · · · ).
下面我们利用对角线技巧，证明 XN是列紧的：

证明 考虑XN中的一列元素 a1, a2, · · ·，其中 an = (an1 , a
n
2 , · · · ). 因为 an1

是 [0, 1] 中的一个数列，由 [0, 1] 的列紧性，存在点列 an 的子列 an(1,i)，

使得数列 a
n(1,i)
1 收敛于某个实数 a∞1 . 继续对数列 a

n(2,i)
2 用 [0, 1]的列紧

性，可知存在点列 an(1,i) 的子列 an(2,i)，使得数列 a
n(2,i)
2 收敛于某个实

数 a∞2 . 继续这个过程，我们得到一个各元素都是点列的方阵

an(1,1) an(2,1) an(3,1) · · ·
an(1,2) an(2,2) an(3,2) · · ·
an(1,3) an(2,3) an(3,3) · · ·

...
...

... . . .

其中每一列是左边列的子列。最后，取该方阵的对角线子列 an(i,i).则由

构造可知这是点列 (an)在乘积拓扑（即逐点收敛拓扑）下的收敛子列。□

我们在下一节将会看到，对于度量空间而言，列紧性与紧性是等价的。另外我们在

习题中将会证明，可数个紧度量空间的乘积空间，其乘积拓扑事实上是一个度量拓

扑。因此，XN不仅是列紧的，而且是紧的。

用完全同样的论证可得

命题 2.2.9.（列紧空间的可数乘积依然列紧）

♠可数多个列紧空间的乘积（赋乘积拓扑）仍然是列紧的。

¶紧 v.s. 列紧

例 2.2.10. 作为 Tychonoff定理的推论，我们举例说明“紧 6⇐⇒列紧”。
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(a) [紧 6=⇒ 列紧]：根据 Tychonoff 定理, ([0, 1][0,1],Tproduct) = (M([0, 1], [0, 1]),Tp.c.)

是紧空间。下证它不是列紧的。

证明 定义 fn : [0, 1] → [0, 1]为将 x映射到其二进制表示中的第 n位 5的映射。我

们断言 fn没有收敛子列。事实上，对任意子列 fnk
,如果取 x0 ∈ [0, 1]为这样的数：

对每个 k，其二进制表示的第 n2k 位为 0而第 n2k+1位为 1，则有

fn2k
(x0) = 0 且 fn2k+1

(x0) = 1.

因此 fnk
在 x0处不收敛，从而不是逐点收敛的。 □

(b) [列紧 6=⇒紧]设 A是 (M([0, 1], [0, 1]),Tp.c.)的由仅在可数个点上非零的函数组成

的子集，即

spaceA = {f : [0, 1] → [0, 1] | 仅对可数多x ∈ [0, 1]有f(x) 6= 0}.

下证 A是列紧的但不是紧的：

证明 先说明
::
A

:::::::::
是列紧的：给定A中的任意点列 (fn)，则集合S = {x | ∃n使得fn(x) 6=

0}是可数集，而在研究函数列 fn 的逐点收敛时,我们可以认为 fn ∈ [0, 1]S . 但是，

由命题2.2.9，[0, 1]S 是列紧的。因此 fn具有收敛子列。

再说明
:
A

::::::::::
不是紧的：对任意 t ∈ [0, 1],如果我们记

At := {f ∈ A | f(t) = 1},

则 {At}是 A中的一族闭集（因为赋值映射是连续的，而 At = ev−1
t (1)），且⋂

t∈[0,1]

At = ∅.

但对于任意有限个点 t1, · · · , tk ∈ [0, 1]，我们有
k⋂

i=1

Ati 6= ∅.

所以 A不满足有限交性质，从而不是紧的。 □

2.2.2 Tychonoff定理的证明

¶ Tychonoff定理的证明

根据定义,在
∏

αXα上的乘积拓扑 Tproduct是由如下子基生成的：

S =
⋃
α

{π−1
α (Uα) | Uα ⊂ Xα是开集},

其中 πα :
∏

β Xβ → Xα是典范投射。所以使用下述 Alexander6子基定理来证明 Tychonoff

定理是自然的：

定理 2.2.11.（Alexander子基定理）

♥(X,T )是紧的当且仅当 X 的任意“子基覆盖”具有有限子覆盖。

5若 x是一个有限二进制小数 x = 0.a1 · · · an1，我们取其“无限循环小数表示”x = 0.a1 · · · an0111 · · ·.
6亚历山大 (James Waddell Alexander II, 1888-1971)，美国拓扑学家，在同调论、上同调论、纽结理论等方面都
做出了奠基性的工作。他在 1924年发现的“Alexander带角球”（见本书后文）揭示了高维与二维的差别。
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【Tychonoff定理的证明】
证明 设 A 是 X =

∏
αXα的一个子基覆盖。换言之，A 形如

A = {π−1
α (U) | U ∈ Aα},

其中 Aα ⊂ Tα是 Xα中的一族开集。因为 A 是 X =
∏

αXα的覆盖，所以存在 α0使得

Aα0 是 Xα0 的覆盖，否则

∀α,Xα \
⋃

U∈Aα

U 6= ∅ =⇒
∏
α

(Xα \
⋃

U∈Aα

U) 6= ∅

=⇒ A 不是 X 的覆盖！

于是由Xα0 的紧性, Aα0 具有有限子基覆盖 {U1, . . . , Um}.因此 {π−1
α0

(U1), · · · , π−1
α0

(Um)}
是 A 的有限子基覆盖。所以由 Alexander子基定理, X 是紧空间。 □

¶选择公理及其等价陈述

令人惊讶的是，Alexander子基定理的证明非常不平凡：我们需要用到选择公理！

定理 2.2.12.（选择公理）

♥

对于集合 X 的任意一个由非空子集构成的集族 A，都存在一个映射 f : A → X，

使得对任意 A ∈ A，都有 f(A) ∈ A。这样的 f 被称为集族 A 的一个选择函数.

在数学中，“选择公理”看起来像一个双面怪兽 7. 一方面，使用选择公理，我们可

以得到很多漂亮的结果，包括

每个向量空间都有 Hamel基，每个含幺环都有极大理想，每个域都有代数闭包⋯⋯

Hahn-Banach定理，泛函分析最核心的结果之一，广泛用于构造特定的线性泛函,

任意连通图都有生成树.

另一方面，选择公理也蕴含了很多违反直觉甚至匪夷所思的结果：

R中存在不可测子集，实数加法群与复数加法群同构，⋯⋯

Banach-Tarski悖论：可以将 3维单位球 B3(1) ⊂ R3分解为有限多块，然后仅使用

旋转和平移，将这些块拼成两个大小和 B3(1)一样的单位球。

选择公理有许多等价的陈述方式，其中一些看起来非常反直觉，而另一些看起来是

“显然成立的”，例如我们在上面给出的 Tychonoff定理的证明过程中已经偷偷使用过下面

7选择公理的最佳解释之一是由英国哲学家、数学家、逻辑学家 Russell（罗素）给出来的：

“从无数双袜子中选择一只袜子时需要选择公理，但对于鞋子来说，则不需要选择公理。”

一个广为流传的笑话来自美国数学家 Jerry Bona，

“选择公理显然是正确的，良序定理显然是错误的，至于 Zorn引理，谁能看出对错呢？”

此外，维基百科还记载了一个让人哭笑不得的故事，

1924年波兰与美国数学家、逻辑学家 Tarski证明了如下定理：

选择公理和“每个无限集 A具有与 A×A相同的基数”是等价的。

他把文章投给数学期刊 Comptes Rendus，但两位审稿人 Fréchet 和 Lebesgue 都拒绝发表这一
定理. Fréchet的审稿意见是“两个众所周知的 [真]命题之间的相互蕴涵并不是一个新结果”,
而 Lebesgue 的意见则是“两个假命题之间的相互蕴涵是没有意义的”。最后该文章发表在了
Fundamenta Mathematicae杂志上。
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这个选择公理的等价陈述：

定理 2.2.13.（选择公理的等价陈述）

♥对于任意一族非空集合 Xα，其笛卡尔积
∏

αXα也是非空的。

选择公理的另外两个广泛使用的等价陈述是良序定理和 Zorn引理。为了叙述它们，
我们需要

定义 2.2.14.（上界与极大元）

♣

设 (P,�)是一个非空偏序集.

(1) 对于 P 的非空子集 Q，若 c ∈ P 满足“对于 Q中的任意元素 a，都有 a � c

成立”，则我们称 c是 Q的一个上界. 类似地，我们可以定义下界的概念。

(2) 如果 c ∈ P 且不存在 P 中的元素 b 6= c使得 b � c，则我们称 c是 P 中的极

大元.类似地，我们可以定义极小元的概念。

定理 2.2.15.（Zorn引理）

♥设非空偏序集 (P,�)的每个全序子集在 P 中都有一个上界，则 P 必有极大元。

从某种意义上说，Zorn引理是“打包的超限归纳法”：为了证明某个偏序集中极大元

的存在性，一种做法是假设极大元不存在，然后用超限归纳法推出矛盾。而 Zorn引理则

将这个繁琐的过程（及其所需要的条件）打包在一起，成为一个便于使用的工具。8

最后我们叙述良序定理：

定义 2.2.16.（良序集）

♣

设 (P,�)是一个全序集.

(1) 若 Q是 P 的子集，c是 Q的一个上界，且 c ∈ Q，则我们称 c是 Q的最大

元.类似地，我们可以定义最小元的概念。

(2) 若 P 的任意非空子集都有最小元，则我们称 P 是良序集。

根据定义，N（在标准序下）是良序集，但 Z 在标准序下不是良序集。当然，不难

在 Z上定义一个良序。但是，要想在实数集 R构造良序则是很困难的。事实上，选择公

理最初是 1904年由德国数学家、逻辑学家 Zermelo引入的，其目的就是用选择公理这个

“无可非议的逻辑原理”来证明任何集合都存在良序：

定理 2.2.17.（良序定理）

♥任意集合上都存在一个全序关系，使之成为一个良序集。

8菲尔兹奖获得者，英国数学家 Gowers在“如何使用 Zorn引理”一文中总结道：

“当你在一步步构造某个数学对象，但发现
即使归纳性地重复了无穷多次构造，你的构造过程依然未结束，
看似没有什么可以让你停止继续构造，

那么 Zorn引理可能可以帮到你。”

77



2.2 乘积空间的紧性：Tychonoff定理

¶ Alexander子基定理的证明

证明 定理的一半是显然的。我们只需要证明：如果X 的任意子基覆盖具有有限子覆盖，

那么X 是紧的。我们采用反证法。假设X 不是紧的,但任意子基覆盖都具有有限子覆盖.

下面我们通过 Zorn引理构造一个没有有限子覆盖的子集覆盖。为此，我们令

科 9 = {A ⊂ T | A 是 X 的开覆盖但没有有限子覆盖} ∈ 22
2X

.

那么

因为 X 不是紧的， 科 6= ∅.

“集合间的包含关系 ⊂”是 科 上的一个偏序。

于是 ( 科 ,⊂)是一个非空偏序集。取 科 的任意一个非空全序子集 科 10，那么

(1) E =
⋃

A ∈科 A ⊂ T ,

(2) E 是 X 的开覆盖，

(3) E 是 科 的一个上界。

下证E ∈ 科 ：如若不然,则存在E 的有限子覆盖{A1, A2, · · · , An}.根据构造, ∃A1, · · · ,An ∈
科 使得 Ai ∈ Ai.因为科 是全序集，∃ k ∈ {1, 2, · · · , n}使得

Ai � Ak, ∀ i ∈ {1, 2, · · · , n}.

因此 A1, · · · , An ∈ Ak,即 Ak 具有有限子覆盖，矛盾！

所以由 Zorn引理, 科 有最大元 A .

现在考虑子基 S.我们断言

断言 2.2.18

♥S ∩ A 是 X 的开覆盖。

让我们暂且假设断言成立。换句话说，我们得到了X 的覆盖 S ∩A。一方面，因为

A 没有有限的子覆盖，这个覆盖不可能有有限的子覆盖。但另一方面，因为它是一个子

基覆盖，所以它一定有有限的子覆盖。矛盾！这样就完成了证明。 □
证明 [断言2.2.18的证明] 对任意 x ∈ X, ∃A ∈ A 使得 x ∈ A. 根据子基的定义，

∃S1, · · · , Sm ∈ S 使得 x ∈ S1 ∩ · · · ∩ Sm ⊂ A.下面我们证明

∃ 1 ≤ k ≤ m 使得Sk ∈ A .

这意味着 Sk ∈ S ∩ A 且 x ∈ Sk,从而完成了证明。

再次应用反证法。如若不然，则对 ∀ 1 ≤ k ≤ m,

A ≺ Ak := A ∪ {Sk}.

9这是一个新字符，读音为 wǒ kē. 在本课程中，我们
用 a, b, x等小写字母来表示X 中的元素；
用 A, B, U 等大写字母表示X 中的子集，即 2X 中的元素；
用花体大写字母 A , T 等来表示X 中的子集族，即 22

X

中的元素；

创造字符来表示X 中子集族的集合,即 22
2X

中的元素。

10读音：nι̌ kē
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因为 A 是 科 的最大元, 我们有 Ak /∈ 科 , 即 Ak 有有限子覆盖 {Sk, Ak,1, · · · , Ak,j(k)},
其中每个 Ak,i ∈ A . 因此

X =
m⋂
k=1

(Sk ∪Ak,1 ∪ · · · ∪ Ak,j(k)) = (S1 ∩ · · · ∩ Sm) ∪ (
⋃
k,j

Ak,j),

这里我们用到如下事实：(A ∪B) ∩ (C ∪D) ⊂ (A ∩ C) ∪B ∪D. 因此

{A,Ak,j | 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j ≤ j(k)}

是 A 的有限子覆盖。矛盾！ □

¶ Tychonoff定理 =⇒选择公理

在证明 Tychonoff定理时，选择公理起到了重要作用。可能有人会问：是否可以不使

用选择公理来证明 Tychonoff定理？答案是否定的。事实上，不难证明 Tychonoff定理蕴

含了选择公理的等价陈述，定理2.2.13，从而 Tychonoff定理等价于选择公理：

命题 2.2.19.（Kelley: Tychonoff定理 =⇒选择公理）

♠

假设 Tychonoff定理成立,则定理2.2.13成立，即

Xα 6= ∅, ∀α =⇒
∏
α

Xα 6= ∅.

证明 令 ‹Xα := Xα ∪ {∞α}, 并赋予拓扑›Tα = {∅, Xα, {∞α}, ›Xα}，则 ‹Xα 是紧的. 由

Tychonoff定理, X =
∏

α
‹Xα 在乘积拓扑下是紧的. 注意到 {π−1

α (Xα)}是 X 中的一族闭

集，且任意有限交

π−1
α1

(Xα1) ∩ π−1
α2

(Xα2) ∩ · · · ∩ π−1
αk

(Xαk
) ⊃ Xα1 × · · · ×Xαk

×
∏

α ̸=α1,··· ,αk

{∞α},

即 {π−1
α (Xα)}满足有限交性质。于是由 X 的紧性得⋂

α

π−1
α (Xα) 6= ∅.

根据定义, ∩απ
−1
α (Xα)中的任意元素都是

∏
αXα的一个元素。 □

2.2.3 阅读材料：Tychonoff定理的一些应用

我们在这里给出 Tychonoff定理的几个“非拓扑”应用。

¶应用 1: 图染色

定义 2.2.20.（图）

♣

在图论中，图 G是指一个有序对 G = (V,E),其中

V 是一个集合,其中的元素被称为顶点，

E ⊂ V × V,其中的元素被称为边 (可以是“多重集”).
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定义 2.2.21.（子图与染色）

♣

设 G = (V,E)是一个图。

(1) 若图 ‹G = (‹V , ‹E)满足 ‹V = V, ‹E ⊂ E，则称 ‹G是 G的一个子图. a

(2) 若子图 ‹G的边集 ‹E 是有限集，则称之为一个有限子图。
(3) 设 k ∈ N. 若映射 f : V → [k] := {1, 2, · · · , k}满足

对任意边ab ∈ E,都有f(a) 6= f(b),

则称 f 为图 G的一个 k-染色.

a在子图的定义中，通常仅要求 ‹V ⊂ V 而不是 ‹V = V . 但就我们下面要讨论的内容而言,这两者是等
价的，而且要求 ‹V = V 会更方便.

图的着色问题是图论里面最经典也最重要的问题之一。1951 年，荷兰数学家 N. de

Bruijn 和匈牙利数学家 P. Erdös 11 应用超限归纳法证明了无限图的着色问题可以被化归

为其有限子图的着色问题。我们这里给出由美国数学家 Gottschalk发现的用 Tychonoff定

理的简单证明:

定理 2.2.22.（de Bruijn-Erdös定理）

♥

设 G是任意图 (其中 V 可以是无限集), k ∈ N.如果 G的任意有限子图是 k-可染色

的,则 G是 k-可染色的.

证明 赋予 [k] = {1, 2, · · · , k}离散拓扑并考虑乘积空间

X :=
∏
V

[k] = {f : V → [k]}.

因为 [k]是紧的,由 Tychonoff定理知 X 也是紧的。对任意子集 F ⊂ E,我们定义

XF := {f : V → [k] | f 是(V, F )的 k-染色}.

11埃尔德什（Paul Erdös, 1913-1996），20世纪最多产的数学家，最著名的“问题解决者”，同时也是提出最多数
学猜想的人之一，1983/1984年Wolf奖获得者（同年的另一个获奖者是陈省身先生）。他的研究领域包括离
散数学，图论，数论，数值分析，逼近论，集合论和概率论等。虽然他并不算一名拓扑学家，但依然对拓扑
学做出过重要贡献：他在 1940年首次给出了完全不连通的非零维空间的例子，这类空间后来被称为 Erdös
空间。他一生发表了大约 1,525篇数学论文（对比一下：Euler发表了大约 800篇论文），有 511名不同的合
作者。数学家可以通过“合作距离”形成一个度量空间：如果两位数学家是研究论文的共同作者，则他们的
合作距离为 1；如果他们不是任何研究论文的共同作者，但有另一个数学家是两者的合著者，则两位数学家
的协作距离为 2；等等。任何数学家都有一个 Erdös数：他与 P. Erdös的合作距离。
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我们首先注意到，如果 F = {ab}，即仅仅含一条边的集合，则 XF 是闭的，因为此时

X{ab} = {f : V → [k] | f(a) 6= f(b)}

=
⋃

1≤i ̸=j≤k

{f : V → [k] | f(a) = i, f(b) = j}

=
⋃

1≤i ̸=j≤k

(π−1
a (i) ∩ π−1

b (j))

是闭集的有限并。进一步，由 XF1 ∩XF2 = XF1∪F2 可知对于任意 F ⊂ E,

XF =
⋂

ab∈F

Xab

是一族闭集的交集，从而依然是闭集。

下面考虑闭集族

F = {XF | F ⊂ E 是有限集}.

对于任意有限子族 F1, · · · , Fm，因为 F1 ∪ · · · ∪ Fm是有限集，我们有

XF1 ∩XF2 ∩ · · · ∩XFn = XF1∪···∪Fm 6= ∅.

于是F 满足“任意有限交均非空”这一性质。因为 X 是紧的,由紧集的有限交刻画，⋂
XF∈F

XF 6= ∅.

根据定义, ∩XF∈FXF 中的任意元素 f 都是 G的一个 k-染色。 □
由证明过程不难发现，该定理可以被推广到“每个顶点都有一个有限色集”的情形。

¶应用 2: Z的子集中的等差数列

拓扑学也可以被用来研究组合数论中的问题。

定义 2.2.23.（划分）

♣

设 S 是一个集合，我们称 S 的一个无交并分解

S = S1 t · · · t Sc

为它的一个 c-划分.

换而言之，S 的一个 c-划分就是视 S 为一个边集为空集的图时，图 (S, ∅)的一个 c-着色.

1927年，荷兰数学家 Van der Waerden证明了如下结果：

定理 2.2.24.（Van der Waerden定理）

♥

对于任意正整数 c和 k，存在 N = N(c, k)a使得 [N ] = {1, · · · , N}的每个 c-划分

[N ] = S1 t · · · t Sc

中，都有一个子集 Si包含了一个长度为 k的等差数列.

aRamsey 理论中的一个重要问题就是确定最小的 N(c, k). 目前对一般情形所知的最佳上界是前文中

提到的英国数学家 Gowers在 2001年给出来的：N(c, k) ≤ 22
c2

2k+9

.
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2.2 乘积空间的紧性：Tychonoff定理

利用紧性，人们往往可以建立与“有限系统的定量结果”等价的“相应的无限系统

的定性结果”。比如，我们有

定理 2.2.25.（Van der Waerden定理,无限定性版本）

♥

对于自然数集的任意划分

N = S1 t · · · t Sc,

一定存在某个 Sj，使得对任意 k ∈ N，Sj 都包含一个长度为 k的等差数列。

我们来利用紧性证明定理2.2.24与定理2.2.25是等价的：

【定理2.2.24=⇒定理2.2.25】这是显然的。
【定理2.2.25=⇒定理2.2.24】
证明 假设定理2.2.25成立但定理2.2.24不成立。换言之，存在 k, c，使得任意 [n]都有划分

[n] = Sn,1 t · · · t Sn,c,

其中每个 Si,j 都不包含长度为 k的等差数列。我们定义一列映射 fn : Z → [c],

fn(i) =

 j, 若1 ≤ i ≤ n且i ∈ Sn,j ,

1, 若i > n.

根据命题2.2.9，fn有逐点收敛子列 fnl
→ f∞. 由映射 f∞ : N → [c]可得 N的一个 c-划分

N = S∞,1 t · · · t S∞,c.

根据定理2.2.25，一定有某个 S∞,j 包含一个长度为 k的等差数列，a1, · · · , ak.

另一方面，因为在 [c]上的拓扑是离散拓扑，对任意 i，存在m(i)使得当 l > m(i)时

有 fnl
(i) = f∞(i). 取 l = max(m(a1), · · · ,m(ak), a1 + · · ·+ ak)，我们有

fnl
(i) = f∞(i), 1 ≤ i ≤ a1 + · · ·+ ak.

根据映射 fnl
的定义，这意味着对于 nl 的划分 [nl] = Snl,1 t · · · t Snl,c 中，Snl,j 里面含

有一个长度为 k的等差数列，矛盾。 □
1977 年，Furstenberg12 开创性地应用拓扑（遍历论）方法证明了 van der Waerden

定理的推广，Szemerédi 定理13，并进一步用该方法给出了 Szemeredi 定理的多维推广。

Furstenberg的方法被总结为“Furstenberg对应原理”，即组合数论里面“关于整数集合的

‘大子集’的结果”与拓扑动力系统里面“关于保测动力系统的‘大子集’的结果”之间

的对应。下面我们陈述 van der Waerden定理的对应的拓扑版本，并证明它跟上述数论版

本的等价性。

12弗斯腾伯格（Hillel Fursterberg，1935-），美籍以色列数学家，沃尔夫奖 (2006/7年)和阿贝尔奖 (2020年)得
主，主要贡献是“在群论、数论和组合学中开创性地使用概率和动力系统方法”。我们在第 1.2节习题中已
经看过他的对于素数无限的拓扑证明：该证明发表于 1955年，当时他还是 Yeshiva大学的一名本科生。

13该定理最早是 Erdös和 Turán于 1936年提出的猜想，最终在 1975年被 Szemerédi证明：

Szemerédi定理: 若 N的子集 A具有正密度，即

lim sup
n→∞

|A ∩ {1, · · · , n}|
n

> 0,

则对任意正整数 k，A包含无限多个长度为 k的算术级数。
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定理 2.2.26.（van der Waerden定理，拓扑动力系统版本）

♥

设 X 是紧拓扑空间，T : X → X 是同胚,而 {V1, · · · , Vc}是 X 的一个开覆盖. 则

∀ k ∈ N, ∃n ∈ N和开集 V ∈ {V1, · · · , Vc}使得

V ∩ T−nV ∩ · · · ∩ T−(k−1)nV 6= ∅.

下面我们证明定理2.2.26与定理2.2.25是等价的。不难看出，定理2.2.25等价于如下的14

定理 2.2.27.（Van der Waerden定理,无限定性 Z版本）

♥

对于整数集的任意划分

Z = S1 t · · · t Sc,

一定存在某个 Sj，使得对任意 k ∈ N，Sj 都包含一个长度为 k的等差数列。

下面证明

【定理2.2.27=⇒定理2.2.26】
证明 取定一个点 x0 ∈ X . 定义映射 f : Z → [c]如下：若 Tn(x0) ∈ Vi 且对于任意 j < i，

都有 Tn(x0) 6∈ Tj，则令

f(n) = i.

由定理2.2.27,存在 j使得Sj = f−1(j)包含长度为 k的算术级数m,m+n,m+2n, · · · ,m+

(k − 1)n，即 f(m+ in) = j, 0 ≤ i ≤ k − 1.于是

Tm+in(x0) ∈ Vj , 0 ≤ i ≤ k − 1,

从而

Tm(x0) ∈ Vj ∩ T−nVj ∩ · · · ∩ T−(k−1)nVj . □
【定理2.2.26=⇒定理2.2.27】
证明 再次赋予 [c]离散拓扑. 由 Tychonoff定理,空间‹X =

∏
Z
[c] = {f : Z → [c]}

是紧空间. 注意到 Z的任意 c-划分都对于 ‹X 中的一个元素。
考虑 ‹X 上的“右移”映射

T : ‹X → ‹X, T (f)(n) = f(n− 1).

则 T 是连续映射，因为我们有

T−1(π−1
n (i)) = π−1

n−1(i),

而 {π−1
n (i)}是 ‹X 上的乘积拓扑的一个子基. 类似地可以验证“左移”映射 T−1也是连续

的。所以 T 是同胚。

14定理2.2.25与定理2.2.27的等价性：显然，若定理2.2.25成立则定理2.2.27自动成立。反之，若定理2.2.25不成
立，即存在 N的一个划分，其中每个子集里都没有长度为 k的等差数列，则不难构造 Z的一个划分，其中
每个子集都没有长度为 2k + 1的等差数列。
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设 f ∈ ‹X 是与定理 2.2.27中的划分所对应的映射. 考虑 ‹X 的闭子集
X = {Tnf | n ∈ Z} = {· · · , T−2f, T−1f, f, Tf, T 2f, · · · }.

由定义，X 是紧拓扑空间 ‹X 中的一个闭集，从而也是紧的。注意到 T (X)，作为闭集在

同胚映射下的像，是 ‹X 的闭子集，而
T (X) ⊃ {Tnf | n ∈ Z},

于是我们得到 T (X) ⊃ X.将 T 替换为 T−1,同理可得 T−1(X) ⊃ X.于是我们证明了

T (X) = X.

由推论 1.61知 T : X → X，作为同胚映射 T : ‹X → ‹X 在子空间X 上的限制，是连续映

射。同理 T−1 : X → X 连续，故 T : X → X 是同胚。

最后，对于每个 i ∈ [c],我们令

Vi = {f ∈ ‹X | f(0) = i} = π−1
0 (i).

则 Vi 在 ‹X 中是开集，且构成 X 的开覆盖。由定理 2.2.26, ∀ k ∈ N, ∃n ∈ N 和 Vj ∈
{Vi | 1 ≤ i ≤ c}使得

(Vj ∩ T−nVj ∩ · · · ∩ T−(k−1)nVj) ∩X 6= ∅.

由于 Vj ∩ T−nVj ∩ · · · ∩ T−(k−1)nVj 在 ‹X 中是开集，而 X = {T−nf | n ∈ Z}.所以存在
m使得

T−mf ∈ Vj ∩ T−nVj ∩ · · · ∩ T−(k−1)nVj ,

即

f ∈ TmVj ∩ Tm−nVj ∩ · · · ∩ Tm−(k−1)nVj .

因此

f(m) = f(m− n) = · · · = f(m− (k − 1)n) = j.

换言之,Sj 包含长为 k的等差数列m,m− n, · · · ,m− (k − 1)n. □

¶应用 3: Banach-Alaoglu定理

第三个应用是泛函分析。回想一下，赋范向量空间是指向量空间X 同时被赋予了范

数结构，即函数 ‖ · ‖ : X → [0,+∞)使得对任意 x, y ∈ X 和任意 λ ∈ C有

‖x‖ ≥ 0, 且‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;

‖λx‖ = |λ|‖x‖.

在任意赋范向量空间 (X, ‖ · ‖)上,容易验证 d(x, y) := ‖x− y‖定义了一个度量结构。所
以我们总可以赋予 X 度量拓扑，并讨论连续映射。特别地，我们记

X∗ := {l : X → C | l是连续的（复）线性映射}.
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空间 X∗也是线性空间，并且在 X∗上面我们可以定义范数

‖l‖ := sup
∥x∥=1

|l(x)|.

新的赋范向量空间 (X∗, ‖ · ‖)称为 (X, ‖ · ‖)的对偶空间. 它又是一个度量空间，所以我

们可以讨论像闭单位球这样的概念

B∗ := {l ∈ X∗ | ‖l‖ ≤ 1}.

不幸的是，在大多数应用中，赋范向量空间及其对偶空间是无限维的，因此闭单位球相

对于通常的度量拓扑不是紧的。

当然，不紧的原因是度量拓扑太强，即包含太多的开集。在例 1.97中，我们分别在

X 和X∗上引入了两种更弱的拓扑：X 上的弱拓扑和X∗上的弱-∗拓扑。X 上的弱拓扑

是使所有线性泛函 l ∈ X∗ 连续的最弱拓扑，而 X∗ 上的弱 ∗拓扑是使所有赋值映射 evx

连续的最弱拓扑。从定义很容易看出，如果我们将X∗视为M(X,C)的子集，则弱-∗拓
扑是逐点收敛拓扑。由于M(X,C)上的逐点收敛拓扑可以等同于 CX 上的乘积拓扑，因

此不难猜到闭单元球 B∗在弱-∗拓扑下是紧的：

定理 2.2.28.（Banach-Alaoglu定理）

♥设 X 是赋范向量空间，则对偶空间 X∗中的闭单位球 B∗在弱-∗拓扑下是紧的。

证明 基本想法是将 X∗中的闭单位球 B∗与

Z =
∏
x∈X

{z ∈ C | |z| ≤ ‖x‖} ⊂ CX ,

中的闭子集等同起来，这里我们赋 Z 乘积拓扑，所以 Z 是紧空间。

如同我们上面所解释的，我们可以视X∗为M(X,C)的子空间，因此只要 l ∈ X∗满

足 ‖l‖ ≤ 1，就可以等同于 Z 中的一个元素.反之，Z 中的一个元素 f 属于X∗中的闭单

位球 B∗当且仅当它是线性的，即对任意 x, y ∈ X 和 λ ∈ C，都有

f(x+ y) = f(x) + f(y) 且 f(λx) = λf(x).

换言之，Z 中的元素 f ∈ B∗当且仅当它属于集合

D = {f ∈ Z | evx+y(f) = evx(f) + evy(f), evαx(f) = αevx(f), ∀x, y ∈ X, ∀α ∈ C}

=
⋂
x,y,α

(evx+y − evx − evy)
−1(0) ∩ (evαx − αevx)

−1(0).

由赋值映射的连续性，D是 Z 中的一个闭子集。由于 Z 是紧的，所以 D也是紧的。可

以详细验证上面的等同是 (B∗,Tweak∗)和 (D,Tproducut)之间的同胚。所以 B∗ 在弱-∗拓
扑下是紧的。 □
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2.3 度量空间中的紧性

2.3.1 度量空间的拓扑与非拓扑性质

¶度量空间的一些拓扑性质

设 (X, d)为度量空间，其上的度量拓扑 Td由基

B = {B(x, r) | x ∈ X, r ∈ R>0}.

生成。与一般拓扑空间相比，度量空间有许多很好的性质：

(a) 任意度量空间是第一可数的,因为对任意 x ∈ X ,都存在可数邻域基

Bx = {B(x, r) | r ∈ Q>0}.

由此我们得到（参见第 1.5节及其习题）

F ⊂ X 是闭集当且仅当 F 包含其所有的序列极限点，

对于任意拓扑空间 Y，映射 f : X → Y 是连续的当且仅当 f 是序列连续的.

(b) 任意度量空间是 Hausdorff的,因为对任意 x 6= y ∈ X ,取 δ = d(x, y)/2 > 0,则

B(x, δ) ∩B(y, δ) = ∅.

由此我们得到（参见第 2.1节）

度量空间中的紧集都是闭集。特别地，任意单点集 {x}是闭集。
度量空间中的任意收敛点列有唯一的极限。

(c) 由第一可数性以及 Hausdorff性质可得

命题 2.3.1.（度量空间中列紧集是闭集）

♠度量空间 X 中的任何列紧集都是闭集。

证明 设 F ⊂ X 是一个列紧集. 则对 F 中的任意收敛点列 xn，由 Hausdorff性质知

X 中由唯一的 x0 使得 xn → x0.由列紧性知 x0 ∈ F .于是 F 包含其所有序列极限

点。故 F 是闭集。 □
注意仅由第一可数性不能推出列紧集是闭集，比如 (X,Ttrivial)是第一可数的且任

意子集都是列紧集，但不必是闭集。

(d) 事实上，在度量空间中，我们不仅可以通过不相交的开集“分离”不同的点，而且

我们还可以通过不相交的开集“分离”不相交的闭集：

命题 2.3.2.（度量空间的正规性）

♠

对于度量空间X 中的闭集 A,B，若 A∩B = ∅，则存在X 中的开集 U, V 使

得 A ⊂ U,B ⊂ V 且 U ∩ V = ∅.

证明 根据第 1.1 节习题中所给出度量空间中的 Urysohn 引理，存在连续函数 f :

X → [0, 1]满足在 A上 f = 0而在B上 f = 1。因此，只要取 U = f−1((−∞, 1/3))

和 V = f−1((2/3,+∞))即可。 □
这样用不交开集分离不交闭集的拓扑性质将被称为正规性，后文将会对此进行更
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详细的研究。

注 2.3.3. 在本课程中，我们还研究其他拓扑性质，例如紧性，第二可数性，连通性等。
这些性质中大多数仅被一些度量空间满足，而不是所有拓扑空间的通有性质。（但是仿紧

性是所有度量空间都满足的）

¶度量空间的度量方面：有界性

我们在第 1.1节定义了度量空间 (X, d)中子集的直径（以及有界性）的概念：

diam(A) = sup{d(x, y) | x, y ∈ A} (≤ +∞).

并说明了直径和有界性不是拓扑概念：如果将一个度量更改为另一个与之拓扑等价的度

量，则直径可能会发生变化，有界集可能会变为无界集。然而，很容易看出，

命题 2.3.4

♠(X, d)中的任何紧/列紧子集都是有界闭的。

证明 我们已经证明了度量空间中紧集/列紧集是闭集。另一方面，如果A ⊂ X是无界集，

则取定任意一点 x0 ∈ X，我们有

{B(x0, n)}n是 A的一个开覆盖，但没有有限子覆盖，

A中存在一列元素 xn满足 d(xn, x0) → ∞，于是该序列没有收敛子列。
故任何无界集既不是紧的，也不是列紧的。 □
反之，在度量空间中很容易找到非紧的有界闭子集：

例 2.3.5.
(1) (N, ddiscrete)在 (N, ddiscrete)中是有界闭的，但不是紧的.

(2) (R, d
d+1)在 (R, d

d+1)中是有界闭的，但不是紧的.

(3) ((0, 1], dEuclidian)在 ((0,+∞), dEuclidian)中是有界闭的，但不是紧的.

因此，“有界闭”不是刻画度量空间紧性的等价条件。

¶度量空间的度量方面：完全有界性

在仔细研究了上面例子 2.3.5中的 (1)和 (2)之后，你会发现它们是“坏”的有界空

间：我们可以用少量半径较大的度量球（比如一个半径为 2的球）来覆盖它们；但是我们

不能用有限多个半径较小的度量球（比如半径为 1
2 的球）来覆盖它们。例如，在 (2)中，

每个区间 (n, n+ 1)相对于度量 d/(d+ 1)的长度为 1
2。换句话说，当你用长的尺子测量

这些“坏”空间时，它们是有界的，但当你用短的尺子测量它们时，它们是无界的！

定义 2.3.6.（完全有界性）

♣

设 (X, d)是度量空间。如果对任意 ε > 0，都存在有限多个半径为 ε的球覆盖 X，

则我们称 X 是完全有界的。

显然，任何完全有界的空间都是有界的，但反之则不然。
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注 2.3.7. 根据定义，度量空间 (X, d)是完全有界的当且仅当对任意 ε > 0,存在有限集

{x1, · · · , xn(ε)}满足

∀ y ∈ X, 存在 1 ≤ i ≤ n(ε)使得d(xi, y) < ε.

定义 2.3.8.（ε-网）

♣

设 N 是度量空间 (X, d)中的一个点集。如果它满足

∀ y ∈ X, 存在x ∈ N 使得d(x, y) < ε,

则我们称 N 为一个 ε-网。如果一个 ε-网是有限集，则我们称之为一个有限 ε-网。

所以根据定义，我们有

命题 2.3.9.（完全有界⇐⇒有限 ε-网）

♠一个度量空间 X 是完全有界的当且仅当对于任意 ε > 0，X 中都存在有限 ε-网。

事实上，对于度量空间，紧性蕴含完全有界性：

命题 2.3.10.（紧性 =⇒完全有界性）

♠如果度量空间 (X, d)是紧的/列紧的，那么它是完全有界的。

证明 若度量空间 (X, d)是紧的，那么它必然也是完全有界的，因为对于任意 ε > 0，集

族 {B(x, ε) | x ∈ X}是 X 的开覆盖，必有一个有限的子覆盖。

若 (X, d)是列紧的，反设存在 ε > 0使得X不能被有限多个 ε-球覆盖。任取 x1 ∈ X .

由于 X \B(x1, ε) 6= ∅,可以取到 x2 ∈ X \B(x1, ε).归纳地我们可以找到 x1, x2, · · · 使得

xn ∈ X \
n−1⋃
i=1

B(xi, ε), ∀n.

于是我们得到一个点列 {xn}，满足

d(xn, xm) > ε, ∀n 6= m.

所以 {xn}没有收敛子列。矛盾。 □

¶度量空间的度量方面: Lebesgue数引理

另一个非常有用的度量性质是所谓的 Lebesgue数引理。对于欧氏空间中的紧集，我

们在数学分析中已经学过该引理。现在我们将其推广到度量空间：

命题 2.3.11.（Lebesgue数引理）

♠

如果 (X, d)是列紧的，那么对于 X 的任意开覆盖 U，存在 δ > 0（取决于 U）a，

使得对于任意满足 diam(A) < δ的子集 A ⊂ X，都存在 U ∈ U 使得 A ⊂ U.

a这样的正实数 δ被称为覆盖 U 的 Lebesgue数.

证明 反证法。设U 是X的开覆盖，且对于任意 n ∈ N,存在Cn ⊂ X满足 diam(Cn) <
1
n

但 Cn不包含在任何 U ∈ U 中. 我们在每个 Cn中取一个点 xn，从而得到X 中的一个点
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2.3 度量空间中的紧性

列 {xn}. 由于 (X, d)是列紧的，存在一个子列 xnk
→ x0 ∈ X.又因为 U 是X 的开覆盖，

所以可以找到 U ∈ U 使得 x0 ∈ U。现在我们选取 ε0 > 0使得 B(x0, ε0) ⊂ U，然后选取

nk 使得
1

nk
<

ε0
2

且 d(xnk
, x0) <

ε0
2
.

由此可得

Cnk
⊂ B(xnk

,
1

nk
) ⊂ B(x0, ε0) ⊂ U,

矛盾！ □
注 2.3.12. 设 γ : [0, 1] → X 是一个连续映射，X =

⋃
α Uα 是 X 的一个开覆盖。那么

γ−1(Uα)是 [0, 1]的开覆盖。根据 Lebesgue数引理，存在 δ > 0使得每个区间 [t, t+ δ]都

包含在某个 γ−1(Uα)中。这个简单的事实将在第三章研究基本群的性质时发挥重要作用。

¶度量空间的度量方面：完备性

度量空间中，另一个非常有用的度量但非拓扑的概念是完备性。我们需要定义

定义 2.3.13.（Cauchy列）

♣

设 {xn}是度量空间 (X, d)中的序列. 如果对于任何 ε > 0，存在 N > 0使得

d(xn, xm) < ε, ∀n,m > N,

则我们称 {xn}为一个 Cauchy列。

就像欧氏空间的情况一样，用三角不等式很容易证明

引理 2.3.14.（收敛列都是 Cauchy列）

♥度量空间 (X, d)中的任意收敛列 (xn)都是 (X, d)中的 Cauchy列.

但是，Cauchy列可能不收敛：例如在 (0, 1)中 1
2 ,

1
3 , · · · 是一个 Cauchy列。

定义 2.3.15.（完备性）

♣如果度量空间 (X, d)中的任意 Cauchy列都是收敛的，则我们称 (X, d)是完备的。

例 2.3.16.
(1) R和 [0, 1]关于 dEuclidean 是完备的，而 Q和 (0, 1)不是完备的。例 2.3.5中的 (1)和

(2)是完备的，而 (3)则不是。

(2) 泛函分析分析中那些最重要的度量空间，包括 Banach空间、Hilbert空间、Frechét

空间等，都是完备的，因为完备性是发展分析理论的基石。

(3) 考虑从集合 X 到完备度量空间 (Y, dY )的全体有界映射构成的空间

B(X,Y ) = {f : X → Y | f(X)在 Y 中是有界的.}

赋予 B(X,Y )上确界度量

d∞(f, g) = sup{dY (f(x), g(x)) | x ∈ X},
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2.3 度量空间中的紧性

则 (B(X,Y ), d∞(f, g))是完备度量空间。细节留作练习。

(4) 对于任意度量空间 (X, d)，考虑 X 中所有 Cauchy列组成的空间

C = {(an) | (an)是(X, d)中的 Cauchy列}.

在 C 定义一个伪度量

dC((an), (bn)) := lim
n→∞

d(an, bn).

根据第 1.1节习题，伪度量空间 (C, dC)模去等价关系

(an) ∼ (bn) ⇐⇒ dC((an), (bn)) = 0

后得到一个度量空间。可以验证：该空间是完备度量空间。

由于度量空间中的闭集都包含其所有序列极限点，而子度量空间中的任意 Cauchy列

自动是原空间中的 Cauchy列，我们得出结论

命题 2.3.17.（完备度量空间的闭子集完备）

♠如果度量空间 (X, d)是完备的, F ⊂ X 是闭集,则子度量空间 (F, d)也是完备的。

注 2.3.18. 若 (X, d)是完备度量空间，A是X 的子集，则 A中的任意 Cauchy列在X 中

有极限。上述性质告诉我们，可以把 X 缩小到 A，而同样性质依然成立。易见 A是 X

中“最小的”满足该性质的子空间，因为它是 X 子空间中最小的包含 A 是完备度量空

间.于是我们定义

定义 2.3.19.（完备化）

♣

设 (X, d)是度量空间，(“X, d̂)是完备度量空间。如果存在等距嵌入 f : X → “X 使
得 f(X) = “X，则我们称 (“X, d̂)是 (X, d)的一个完备化.

可以证明，任意度量空间都有（在等距同构意义下）唯一的完备化：

定理 2.3.20.（任意度量空间都有唯一的完备化）

♥任意度量空间 (X, d)都有完备化 (“X, d̂)，且在等距同构的意义下完备化是唯一的。

事实上，例2.3.16的 (3)和 (4)给了我们两种不同的构造给定度量空间完备化的方法：

我们可以把任意度量空间 (X, dX)都等距嵌入到完备度量空间 (B(X,R), d∞)，或者等距

嵌入到由 X 中 Cauchy列组成的完备度量空间中。

我们将看到，紧度量空间都是完备的。我们先证明

命题 2.3.21.（列紧度量空间完备）

♠若度量空间 (X, d)是列紧的，则它是完备的。

证明 设 (X, d)是一个列紧度量空间。给定 X 中的任意 Cauchy列 {xn}，由列紧性，可
以找到 {xn}的收敛子列 {xnk

}。不妨设它收敛到 x0 ∈ X . 再根据 Cauchy列的定义和三

角不等式，易证 xn → x0。 □
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¶完备 =绝对闭

我们知道，完备性是度量概念，但不是拓扑概念，因为 (0, 1)不完备而 R完备。但

是，我们依然可以从拓扑的角度来理解完备性。我们仔细审视一下例 2.3.5中的 (3)。度

量空间 ((0, 1], d)是完全有界的，(0, 1]在 (0,+∞)中是闭集。但是，如果我们将 (0, 1]等

距嵌入到另一个度量空间，比如 R,那么 (0, 1]不再是闭集。

定义 2.3.22.（绝对闭）

♣

我们称度量空间 (X, d0)是绝对闭的，如果它满足以下更强的闭性条件：

对于任意度量空间(Y, d),若f : (X, d0) → (Y, d)是一个

等距嵌入,则f(X)在Y 中是闭集.
(AC)

事实上，绝对闭并不是一个新概念：

命题 2.3.23.（绝对闭 =完备）

♠一个度量空间是绝对闭的当且仅当它是完备。

证明 如果 (X, d0)满足绝对闭条件 (AC)，并且 {xn}是 (X, d)中的 Cauchy列。则通过

将 (X, d0) 嵌入到其完备化 (“X, d̂) 中并将像点与原像 x ∈ X 等同起来，我们得出 {xn}
是 (“X, d̂)中的一个 Cauchy列。由于 (“X, d̂)是完备的，xn 收敛到唯一的 x̃ ∈ (“X, d̂)。但

(X, d)在 (“X, d̂)中是闭的，故 x̃ ∈ X.所以 (X, d)是完备的。

反之假设 (X, d)是完备的，并且 (X, d)可以等距嵌入到 (Y, dY )。则作为 (Y, dY )的

子集，X 包含其所有序列极限点，因此在 (Y, dY )中是闭的。 □
所以我们对度量空间的完备性有了新的解释：

“完备”=“作为子空间总是闭的”

注意到

任意等距嵌入一定是连续的映射，

在连续映射下，紧/列紧集的像是紧/列紧的，

度量空间中则紧/列紧集都是闭集。

因此我们得出结论：任意紧/列紧的度量空间都是绝对闭的，即完备的。于是我们（再次）

证明了

命题 2.3.24.（紧/列紧度量空间完备）

♠若度量空间 (X, d)是紧的或列紧的，则它是完备的。

2.3.2 度量空间中各种紧性的等价性

¶度量空间中极限点紧⇐⇒列紧

我们已经看到，对于一般拓扑空间而言，

紧 =⇒ 极限点紧 ⇐= 列紧
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对于度量空间，我们的第一个观察是

命题 2.3.25.（度量空间：极限点紧⇐⇒列紧）

♠度量空间 (X, d)是极限点紧的当且仅当它是列紧的。

证明 只需证明若 (X, d) 是极限点紧，则它是列紧的。设 {xn} 是 (X, d) 中的任意点列。

如果集合 A = {xn | n ∈ N}是有限集，那么由鸽笼原理，{xn}有一个常值子列

xn1 = xn2 = · · · = x0,

这是我们正在需要的收敛子列。

现在假设集合 A = {xn | n ∈ N}是一个无限集，那么由极限点紧性，A′ 6= ∅.取任意
x0 ∈ A′。根据定义，对于任意 k ∈ N,我们有

B(x0, 1/k) ∩ (A \ {x0}) 6= ∅.

事实上每个 B(x0, 1/k) ∩ (A \ {x0})都是一个无限集。否则，如果存在 k使得

B(x0, 1/k) ∩ (A \ {x0}) = {xm1 , · · · , xmk
}

则我们取 N 足够大使得 1/N < min(d(x0, xmk
))。那么

B(x0, 1/N) ∩ (A \ {x0}) = ∅,

矛盾。所以我们可以找到 n1 < n2 < · · · 使得 xnk
∈ B(x0, 1/k)。显然子列 xnk

→ x0. □
在证明中，我们实际上只使用了度量空间的第一可数性和 Hausdorff 性质。[用在哪

里？找出来！]稍微修改一下上面的证明，可以得到（留作习题）

命题 2.3.26.（T2+A1: 极限点紧⇐⇒列紧）

♠

如果拓扑空间 X 是 Hausdorff并且第一可数的，那么在 X 中的子集是极限点紧的

当且仅当它是列紧的。

¶列紧⇐⇒“完全有界且绝对闭”

现在我们给出“在 Rm中紧⇐⇒有界闭”的正确推广：对于一般的度量空间，我们
需要将“闭”替换为“绝对闭”并将“有界”替换为“完全有界”,即

命题 2.3.27.度量空间：列紧⇐⇒“完全有界且绝对闭”

♠度量空间 (X, d)是列紧的当且仅当它是完备的且完全有界的。

证明 我们已经证明，列紧的度量空间都是完备且完全有界的。现在假设 (X, d)是完备且

完全有界的，设 {xn} ⊂ X 是一个点列。因为X 是完全有界的，我们可以用有限个半径

为 1的开球覆盖 X。那么在这个有限覆盖中存在一个球 B1使得指标集

J1 := {n ∈ N | xn ∈ B1}

是一个无限集。接着我们用有限多个半径为 1
2 的开球覆盖X。在这个新的有限覆盖中再

次存在一个球 B2，使得指标集

J2 := {n ∈ J1 | xn ∈ B2}
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是一个无限集。继续这个构造，我们得到一个递降的指标序列

N ⊃ J1 ⊃ J2 ⊃ · · · ,

其中每个 Jk 是一个无限集，并且

i, j ∈ Jk =⇒ d(xi, xj) <
2

k
.

最后我们取 ni ∈ Ji使得 n1 < n2 < · · ·，则 {xni}是 {xn}的一个子列，且是一个 Cauchy

列。由 (X, d)的完备性，{xni}收敛到某个点 x0 ∈ X.所以 (X, d)是列紧的。 □

¶度量空间中紧性的不同刻画的等价性

最后我们将上面所有的“拼图小块”凑在一起，得到：

定理 2.3.28.（度量空间中各种紧性的等价性）

♥

在度量空间 (X, d)中，以下“紧性”都是等价的：

(1) A是紧的。

(2) A是列紧的。

(3) A是极限点紧的。

(4) A是完全有界且完备的。

(5) A是可数紧的。

证明 我们已经看到 (1) =⇒ (3) ⇐⇒ (2) ⇐⇒ (4).由第 2.1节的习题，(2) =⇒ (5) =⇒ (3).

下面证明在度量空间中 (2) =⇒ (1)。假设 A ⊂ (X, d)是列紧的，并且设 U 是 A的

任意开覆盖。一方面，根据 Lebesgue数引理，存在一个 Lebesgue数 δ > 0，使得任何半

径小于 δ的集合都可以被 U 中的开集所覆盖。另一方面，根据命题 2.3.10，A是完全有

界的，因此可以被有限多个 δ/2-球覆盖。由此可见 U 有一个有限的子覆盖。 □
注 2.3.29. 我们将在后文中应用 Tietz延拓定理给出度量空间中子集 A的紧性的第 6个

等价刻画：（读者可以试试给出这个结果的直接证明）

(6) A是伪紧的，即任意连续映射 f : A → R是有界的。

于是，对于度量空间而言，第 2.1节开头的表格中列出的各种紧性都是等价的，且等价于

“完全有界且一致闭”。
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2.4 映射空间的拓扑

2.4.1 一致收敛拓扑

¶回顾：M(X,Y )上已知的三种拓扑

对于任意集合 X 以及任意拓扑空间 Y，我们考虑所有从 X 到 Y 的映射构成的空间

M(X,Y ) = {f : X → Y }.

作为集合，我们在M(X,Y )上可以定义离散拓扑，平凡拓扑，余有限/余可数拓扑等。下

面我们研究跟M(X,Y )作为“映射的集合”相关的拓扑。首先，作为映射的集合，我们

有M(X,Y ) = Y X，于是由乘积结构我们得到该空间上的两种拓扑：

(i)
:::::::::
乘积拓扑，即由子基

Sproduct =
{
π−1
x

(
BY (yx, rx)

) ∣∣∣ ∀x ∈ X, ∀yx ∈ Y, ∀rx > 0
}

生成的拓扑。我们在注 1.88中已经看到，该拓扑即M(X,Y )上的
:::::::::::::
逐点收敛拓扑.

(ii)
:::::::
箱拓扑，即由拓扑基

Bbox =

∏
x∈X

(
BY (yx, rx)

) ∣∣∣∣∣∣ ∀yx ∈ Y, ∀rx > 0


生成的拓扑。我们在注 1.93中已经看到该拓扑在研究连续映射时并不方便。

当 Y 是度量空间时, Y 上的度量 dY 在M(X,Y )上诱导了一个度量（见第 1.1节习题）15

du(f, g) := sup
x∈X

dY
(
f(x), g(x)

)
1 + dY

(
f(x), g(x)

) ,
且 fn在 X 上一致收敛于 f 当且仅当 fn在 (M(X,Y ), du)中度量收敛于 f . 我们定义

定义 2.4.1.（一致度量/拓扑）

♣

我们称 du 为 M(X,Y ) 上的 一致度量，而把由 du 诱导的度量拓扑 Tu.c. 称为
M(X,Y )上的一致收敛拓扑。

于是对于度量空间 (Y, d)，映射空间M(X,Y )上有第三种自然的拓扑：

(iii)
:::::::::::::
一致收敛拓扑，即由度量 du诱导的度量拓扑。

注 2.4.2. (1)类似于第 1.4节习题，可以证明一致拓扑弱于箱拓扑，但强于乘积拓扑，且

对于任何无限集 X 和“非平凡的”Y，这三个拓扑是两两不同的。

(2)不难验证，一致度量 du强等价于如下度量：

d̄(f, g) := sup
x∈X

min{dY (f(x), g(x)), 1}.

(3)另外，类似于第 2.3节习题中 B(X,Y )的完备性证明，我们有(留作练习)

命题 2.4.3.（一致度量的完备性）

♠若 Y 是完备度量空间，则 du是M(X,Y )上的一个完备度量。

15注意，要为M(X,Y )中的映射列定义“一致收敛”，我们仅需要 Y 上有度量结构，X 上无需任何结构。
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¶ C(X,Y )上的一致拓扑

现在假设 (X,T )是一个拓扑空间，而 Y 是一个度量空间，则我们可以讨论M(X,Y )

中映射的连续性。特别地，我们可以研究连续映射空间，
C(X,Y ) := {f ∈ M(X,Y ) | f 是连续的}.

一般来说 C(X,Y )不是 (M(X,Y ),Tproduct)中的闭集（见例2.4.7）。但是在第 1.1节习题

4(b)中，我们证明了连续映射列的一致极限是连续的。于是我们得到

命题 2.4.4.（连续映射空间在一致拓扑下的闭性）

♠C(X,Y )是 (M(X,Y ), du)的闭子集。

作为推论，

推论 2.4.5.（连续映射空间一致度量的完备性）

♥如果 X 是拓扑空间而 Y 是完备度量空间，则 (C(X,Y ), du)是完备度量空间。

注 2.4.6. 若 X 是紧拓扑空间，则 C(X,Y ) ⊂ B(X,Y )。在 B(X,Y )上，我们有度量
d∞(f, g) := sup

x∈X
|f(x)− g(x)|.

容易证明 du 和 d∞ 在 C(X,Y )上诱导了相同的拓扑. 特别地，在 du 下 fn → f 当且仅当

在 d∞下 fn → f . 故如果X 是紧拓扑空间，在考虑 C(X,Y )上的一致拓扑时，我们将使

用 d∞而不是 du，以使计算更简单一些.

¶ C(X,Y )上三种拓扑的缺点

我们想研究 C(X,Y )中函数列的收敛性。然而，以上三种拓扑皆不如人意：

例 2.4.7. 考虑 X = Y = R的情况，则

(1) 考虑乘积拓扑即逐点收敛拓扑：连续函数列 fn(x) = e−nx2 在 Tp.c. 下收敛到一个

坏的极限函数，即不连续函数 f0(x) =

 1, x = 0

0, x 6= 0.
.

根本原因: 逐点收敛拓扑太弱以至于不能保证收敛极限的连续性。

(2) 考虑一致收敛拓扑和箱拓扑：连续函数列 fn(x) = x2/n在 Tu.c.和 TBox下不收敛，

虽然它确实在逐点意义下收敛到一个很好的连续函数 f0(x) ≡ 0.

根本原因: 一致拓扑 (和箱拓扑)太强以至于序列难以收敛。

我们希望在 C(X,Y )上找到一个合理的拓扑，使得“坏收敛列”在这个拓扑中不再

收敛，而“好收敛列”仍然收敛。根据上面的分析，我们需要 C(X,Y )上的一个新拓扑

结构，它比 Tu.c.要弱，但是收敛的连续函数列的极限在这个新拓扑下仍然是连续的。

观察 连续性是“局部”的（强于“点态”而弱于“整体”）。逐点收敛是点

态的，太弱。一致收敛是整体的，太强。应该采用“局部的”一致收敛。

例如,虽然 fn(x) = x2/n在 R上并不一致收敛于 f(x) = 0,我们却有局部一致收敛性：

对于任意[a, b] ⊂ R, fn(x) = x2/n在 [a, b]上一致收敛于f(x) = 0.
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2.4.2 紧收敛拓扑与紧开拓扑

¶紧收敛拓扑

设 X 是一个拓扑空间，(Y, d)是一个度量空间。受上面最后一个例子的启发，我们

可以尝试在M(X,Y )上寻找一个描述“在每个紧子集上一致收敛”的拓扑。这不难找到。

我们可以类比一下 Tp.c.和 Tu.c.的构造：
描述“在 X 上一致收敛”的拓扑 Tu.c.，其拓扑基的组成元素为度量球，即

B(f ;X; ε) = {g ∈ M(X,Y ) | sup
x∈K

d(f(x), g(x)) < ε}.

描述“在X 上逐点收敛”，即“在X 的任意有限点集里一致收敛”的拓扑Tp.c.，其

拓扑基的组成元素为

B(f ;x1, · · · , xm; ε) = {g ∈ M(X,Y ) | sup
1≤i≤m

d(f(xi), g(xi)) < ε}.

于是对于任意紧集K ⊂ X 和任意 ε > 0,我们自然引入集合

B(f ;K, ε) = {g ∈ M(X,Y ) | sup
x∈K

d(f(x), g(x)) < ε}.

我们有

引理 2.4.8.（紧收敛拓扑的基）

♥

设 X 为拓扑空间，Y 为度量空间，则集族

Bc.c. = {B(f ;K, ε) | f ∈ M(X,Y ),K是X 的紧子集, ε > 0}

是M(X,Y )的一个拓扑基，且它所生成的拓扑 Tc.c.满足以下性质：

fn在 X 的所有紧子集上一致收敛于 f ⇐⇒ fn关于 Tc.c.收敛于 f .

证明 集族Bc.c.是M(X,Y )的一个拓扑基，因为对于任意 g ∈ B(f1;K1, ε1)∩B(f2;K2, ε2),

如果我们取

ε0 = min(ε1 − sup
x∈K1

d(f1(x), g(x)), ε2 − sup
x∈K2

d(f2(x), g(x))),

则有

B(g;K1 ∪K2, ε0) ⊂ B(f1;K1, ε1) ∩B(f2;K2, ε2).

拓扑 Tc.c.满足上面所述的性质，因为

fn在每个紧子集K ⊂ X 上一致收敛于f

⇐⇒∀ε > 0, ∀紧集K ⊂ X, ∃N 使得∀n > N, 都有 sup
x∈K

d(fn(x), f(x)) < ε

⇐⇒∀ε > 0, ∀紧集K ⊂ X, ∃N 使得∀n > N, 都有fn ∈ B(f ;K, ε)

⇐⇒fn关于(M(X,Y ),Tc.c.)收敛于f.

□

定义 2.4.9.（紧收敛拓扑）

♣我们称由拓扑基 Bc.c.生成的拓扑 Tc.c.为M(X,Y )上的紧收敛拓扑。
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根据定义，在M(X,Y )上我们总是有

Tproduct = Tp.c. ⊂ Tc.c. ⊂ Tu.c..

如果 X 是紧的，则 Tc.c. = Tu.c..

对于任意子集 A ⊂ X，又定义易知限制映射

rA : M(X,Y ) → M(A, Y ), f 7→ f |A

关于 Tp.c.,Tc.c.,Tu.c.都连续。由此可得

命题 2.4.10.（“限制”的连续性）

♠

限制映射

rA : C(X,Y ) → C(A, Y ), f 7→ f |A

关于 Tp.c.,Tc.c.,Tu.c.都是连续的.

证明 对 rA使用推论 1.61(1)即“连续映射限制在子集上仍然连续”，我们得到

rA : C(X,Y ) → M(A, Y ), f 7→ f |A

是连续的. 再次对 f ∈ C(X,Y )应用推论 1.61(1)，我们得到 rA(f) ∈ C(A, Y ). 最后应用

推论 1.61(2)即得欲证. □

¶局部紧 Hausdorff空间

回到我们原来的问题。假设 fn ∈ C(X,Y )且在 Tc.c. 下 fn → f0 。由引理 2.4.8，在

每个紧子集 K ⊂ X 上，fn 一致收敛于 f0，从而 f0 在 K 上是连续的。我们能否就断言

f0是连续的呢？换而言之，

“函数 f 在 X 的每个紧子集上连续”是否意味着“f 在 X 上连续”？

很遗憾，答案是否定的：

例 2.4.11. 考虑拓扑空间 (R,Tcocountable). 则 X 中仅有有限集是紧集，因为对于任意无

限集合 A，取可数无穷点集 {x1, x2, · · · } ⊂ A，则集族

A \ {xn, xn+1, · · · }, n ∈ N

是 A的开覆盖但没有有限子覆盖。显然，对于 (R,Tcocountable)中的任意有限集，其子空

间拓扑是离散拓扑。于是，定义 (R,Tcocountable)上的任意映射限制在 (R,Tcocountable)的

任意紧子集上都是连续映射，但这样的映射在 R上不必连续。

因为连续性是局部的，只要对于每个点，f 在该点的某个邻域里面连续，那么 f 就

是连续映射（见第 1.3节习题）.于是我们很自然地引入如下概念：

定义 2.4.12.（局部紧）

♣

如果拓扑空间 X 的每个点 x ∈ X 都有一个紧邻域，即存在一个开集 U 和一个紧

集K 使得 x ∈ U ⊂ K，则我们称 X 是局部紧空间。

由定义以及引理2.4.8，我们马上得到
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命题 2.4.13.（局部紧 +紧收敛 =⇒极限函数连续）

♠若局部紧空间 X 上的连续函数列 fn在紧收敛拓扑下收敛于 f，则 f 是连续的。

在绝大部分应用中，局部紧空间也是 Hausdorff的。注意如果 X 是 Hausdorff空间，

那么 X 是局部紧的当且仅当 X 中的每个点存在一个开邻域 U 使得 U 是紧致的. 我们把

局部紧 Hausdorff空间简称为 LCH空间.

例 2.4.14. 以下是 LCH空间和非 LCH空间的一些例子：

(1) 任意紧 Hausdorff空间是 LCH空间.

(2) Rn 是 LCH空间. 更一般地，若 Hausdorff拓扑空间 X 中任意一个点都有一个同胚

于 Rn的开邻域，则 X 是 LCH空间。

定义 2.4.15.（局部欧氏空间）

♣

设 X 是拓扑空间. 如果对于任意 x ∈ X ,存在 x的邻域 U 同胚于欧氏空间中

的开球，则我们称 X 是一个局部欧氏空间.

(3) Q ⊂ R和 (R,TSorgenfrey)都不是 LCH空间. [留作习题]

LCH空间在分析中起着重要作用。例如，

Rn上的实分析（测度理论和积分）可以扩展到一般的 LCH空间。16

可以证明空间 Qp，即 p进度量下 Q的完备化，是一个 LCH空间。因此，LCH空

间上的分析在 p进分析中非常有用。

在 LCH空间上处理分析问题时，我们往往需要以下命题：

命题 2.4.16.（LCH中紧集与闭集的分离）

♠

设 X 是 LCH空间，K 是 X 中的紧集，U 是 X 中包含 K 的开集. 那么存在开集

V 使得 V 是紧的，并且

K ⊂ V ⊂ V ⊂ U.

证明 先证明特殊情况：K = {x}为单点集。由局部紧性，存在 x的开邻域 W 使得 W

是 X 中的紧子集。令

U1 = U ∩W,

则 U1 ⊂ W 是紧集的闭子集，从而是紧集. 若 U1 = U1，则令 V = U1 即可。下设

U1 \ U1 6= ∅，则由 Hausdorff 性质，对于任意 y ∈ U1 \ U1，存在开集 Vy 3 x 以及开

集 Uy 3 y 使得 Vy ∩ Uy = ∅. 我们不妨假设 Vy ⊂ U1，否则我们将 Vy 替换为 Yy ∩ U1.

因为 U1 \ U1 作为紧集 U1 的闭子集，也是紧集，所以存在 y1, · · · , yk ∈ U1 \ U1 使得

Uy1 , · · · , Uyk 覆盖 U1 \ U1. 令

V = Vy1 ∩ · · · ∩ Vyk .

则 V 是 x的开邻域，且

V ⊂ Vy1 ∩ · · · ∩ Vyk ⊂ U1

16参考 G. Folland, Real analysis,第 7章,或 T. Tao, An Epsilon of Room I: Real Analysis,第 1.10节.
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是紧集的闭子集，从而是紧集。但根据构造，我们有

V ⊂ (Uy1 ∪ · · ·Uyk)
c

=⇒V ∩ (Uy1 ∪ · · ·Uyk) = ∅

=⇒V ∩ (U1 \ U1) = ∅.

于是我们得到 V ⊂ U1 ⊂ U . 于是 V 即为所求的集合.

对于一般的紧集 K，我们采用标准的紧性论证：由上面所证，对于每个 x ∈ K，均

可找到开集 Vx使得 Vx是紧集，且

{x} ⊂ Vx ⊂ Vx ⊂ U.

由紧性，存在 x1, · · · , xm使得 Vx1 , · · · , Vxm 覆盖K. 于是 V =Vx1∪· · ·∪Vxm 满足条件. □

¶阅读材料：紧生成空间

局部紧条件保证了

“函数 f 在 X 的每个紧子集上连续”=⇒“f 在 X 上连续”.

但是局部紧条件不是最一般的条件。现在我们考虑

问题 X 满足什么条件时，“函数 f 在 X 的每个紧子集上连续”意味着“f

在 X 上连续”？

设 V 是 Y 中的任何开集。那么我们想要的是“f−1(V )在 X 中是开集”，而我们已知的

是“对于 X 的每个紧子集K，f−1(V ) ∩K 在K 中是开集”。所以我们需要的条件是

子集 A ⊂ X 是开集当且仅当对于每个紧子集K，A ∩K 在K 中是开集. (?)

定义 2.4.17.（紧生成空间）

♣如果拓扑空间 X 满足条件 (?)，则我们称 X 是紧生成空间。

显然，在条件 (?)中，我们可以将“开集”替换为“闭集”。

注 2.4.18. 使用例 1.101的语言，我们得到

X 是紧生成的 ⇐⇒ X 是所有紧子空间 K ⊂ X 的拓扑并，其中每个紧子空

间都带有子空间拓扑。

这解释了“紧生成”的名称：X 上的拓扑是由其所有紧子空间上的拓扑生成的。

通过以上分析以及引理2.4.8，我们可以把命题2.4.13推广为

命题 2.4.19.（紧收敛 +紧收敛 =⇒极限函数连续）

♠如果 X 是紧生成的，fn ∈ C(X,Y )且 fn在 Tc.c.下收敛到 f0，则 f0 ∈ C(X,Y ).

显然，任何紧拓扑空间都是紧生成的。事实上，很多拓扑空间是紧生成的，例如

所有第一可数空间 (因此所有度量空间)都是紧生成的. (留作习题)

所有局部紧空间都是紧生成的. (留作习题)

所有 CW复形 (代数拓扑中重要的拓扑空间 17 )都是紧生成的.

17参见 A. Hatcher, Algebraic Topology, Appendix.
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¶紧开拓扑

紧收敛拓扑的定义中要求 Y 是度量空间。当 Y 只是拓扑空间时，M(X,Y )上无法

定义紧收敛拓扑. 但只要用标准的手段，即将度量球替换为开集，就不难定义如下“拓扑

空间版本的紧收敛拓扑”：

定义 2.4.20.（紧开拓扑）

♣

设 X,Y 为拓扑空间。对于任意紧的K ⊂ X 和开集 V ⊂ Y，我们记

S(K,V ) = {f ∈ M(X,Y ) | f(K) ⊂ V }.

我们称M(X,Y )上的由子基

Sc.o. = {S(K,V ) | K是X 的紧子集 , V是Y 的开子集 }

生成的拓扑 Tc.o.为M(X,Y )的紧开拓扑。

我们只对 C(X,Y )上的 Tc.o.感兴趣，因为它在这个子空间中最有用。

例 2.4.21. 取 X 为单点集 {∗}，那么 C({∗}, Y ) 中的函数一一对应于 Y 中的点。换言

之，作为集合，C({∗}, Y )与 Y 是等同的. 由紧开拓扑的定义，在上述等同下，拓扑空间

(C({∗}, Y ),Tc.o.)中的开集恰好一一对应于 Y 中的开集. 于是我们得到拓扑空间的同胚：

(C({∗}, Y ),Tc.o.) ' (Y, TY ).

由定义不难证明（留作习题）

命题 2.4.22.（度量空间）

♠

如果 Y 是一个度量空间，那么在 C(X,Y )上有

Tc.o. = Tc.c..

特别地，对于度量空间 Y，C(X,Y )上的紧收敛拓扑 Tc.c.只依赖于 Y 上度量所生成

的拓扑，而不依赖于拓扑等价的度量的选取。作为推论，若X 是紧的，则 C(X,Y )上由

度量诱导的一致收敛拓扑 Tu.c.与 Y 上拓扑等价的度量的选取无关。

下面我们考虑映射的复合。我们知道，连续映射的复合依然是连续映射，于是“映

射的复合”就给出了一个从 C(X,Y )×C(Y, Z)到 C(X,Z)的映射。在考虑该“复合映射”

的连续性时，我们需要在这些映射空间上赋予适当的拓扑。利用命题2.4.16，可以证明

命题 2.4.23.（“复合”的连续性）

♠

设X,Y 和 Z 是拓扑空间，其中 Y 是局部紧 Hausdorff空间。赋予以下每个空间紧

开拓扑，则复合映射

◦ : C(X,Y )× C(Y, Z) → C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f

是连续映射。

证明留作练习。
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推论 2.4.24.（赋值的连续性）

♥

设X 为局部紧 Hausdorff空间，Y 为任意拓扑空间。则当我们赋予 C(X,Y )紧开拓

扑时，赋值映射

e : X × C(X,Y ) → Y, (x, f) 7→ e(x, f) = f(x) ∈ Y

是连续的。

证明 根据例2.4.21，我们可以将X 与 C({∗}, X)等同起来，将 Y 与 C({∗}, Y )等同起来，

此时赋值映射 e恰好就是复合映射

◦ : C({∗}, X)× C(X,Y ) → C({∗}, Y ).

□
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2.5 映射空间的紧性：Arzela-Ascoli定理

2.5.1 等度连续性

¶经典 Arzela-Ascoli定理

分析中的一个核心问题是：

给定一列连续映射，或者更一般地，一族连续映射，能否在其中找到一个（一

致）收敛到某个连续函数的子列？

例如，为了证明某个偏微分方程或变分问题的解的存在性，可以先尝试构造该问题的一

列“近似解”。如果可以证明这一列“近似解”有一个收敛到某个很好的函数的子列，那

么通常加上一些额外的工作，就可以证明这个极限函数实际上是一个真正的解。这种方

法被称为“紧性论证”，其背景就是我们接下来要介绍的 Arzela-Ascoli定理。18

经典版本的 Arzela-Ascoli定理是：

定理 2.5.1.（Arzela-Ascoli定理：经典版本)

♥

设 {fn} ∈ C([0, 1],R)是一个连续函数列.

(1) 如果函数列 {fn}是一致有界且等度连续的，则它有一致收敛子列。
(2) 反之，如果函数列 {fn} 的每个子列都有一个一致收敛子列，那么它是一致
有界且等度连续的.

我们先回顾一下概念：我们称函数族 F ⊂ C([0, 1],R)是
(a) 一致有界的，如果存在M > 0使得对任意 x ∈ [0, 1]和任意 f ∈ F ,有

|f(x)| ≤ M.

(b) 等度连续的，如果对任意 x0 ∈ [0, 1] 和任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得对任意满足

|x− x0| < δ的 x ∈ [0, 1]和任意 f ∈ F ,都有

|f(x)− f(x0)| ≤ ε.

不难看出，这两个条件是必要的：

(1) 函数列 fn(x) = n是等度连续的，但没有收敛子列，因为它不是一致有界的（尽管

该序列中的每个函数都是有界函数）。

(2) 函数列 fn(x) = xn在 [0, 1]上一致有界但在 C([0, 1],R)中没有收敛子列（因为它在
x = 1处不是等度连续的（尽管该序列中的每个函数在 x = 1处都是连续的）。

¶等度连续性

不难把等度连续性的概念推广到从拓扑空间 X 到度量空间 Y 的连续映射族：

18阿斯科利（G. Ascoli，1943-1896）,意大利数学家，于 1884年引入等度连续性的概念并用它给出了连续函
数集紧致的充分条件；阿尔泽拉（C. Arzelà，1847-1912），意大利数学家，于 1895年推广了 Ascoli的定理，
证明了条件的必要性，从而给出了完整的 Arzela-Ascoli定理.
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定义 2.5.2.（等度连续）

♣

设X为拓扑空间, (Y, d)为度量空间，F ⊂ C(X,Y )是一族连续映射。对于 x0 ∈ X，

如果对于任意 ε > 0，都存在 x0的开邻域 U 使得

d(f(x), f(x0)) < ε, ∀x ∈ U, ∀f ∈ F ,

则我们称 F 在 x0 处等度连续. 如果 F 在任意点 x ∈ X 处都是等度连续的，则我

们称这族映射是等度连续的。

等度连续性是度量性质，它弱于 (C(X,Y ), du)的完全有界性：

命题 2.5.3.（完全有界 =⇒等度连续）

♠对于任意度量空间 (Y, d)，(C(X,Y ), du)中的任何完全有界子集 F 是等度连续的。

证明 对于任意 x0 ∈ X 和 ε > 0，我们需要找到一个 x0的开邻域 U 使得

d(f(x), f(x0)) < ε, ∀x ∈ U, ∀f ∈ F .

由于 F 是完全有界的，所以在 (C(X,Y ), du)中存在 F 的有限 ε
3 -网 {f1, · · · , fn}。由于每

个 fk 是连续的，因此集合

U =
n⋂

k=1

f−1
k

(
B(fk(x0),

ε

3
)
)

是 x0的开邻域。对任意 f ∈ F，根据我们的选取，存在 k使得 du(f, fk) < ε/4。因此对

任意 x ∈ U 以及任意 f ∈ F，

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fk(x)) + d(fk(x), fk(x0)) + d(fk(x0), f(x0)) < ε.

这就完成了证明。 □
为什么要引入等度连续族这么复杂的概念呢？我们知道逐点收敛拓扑刻画了映射“在

有限个点处的接近性”，而紧收敛拓扑刻画了映射“在紧集上的接近性”.对于一个连续

映射 f，要在紧集上逼近它，根据标准的紧性论证，只要在有限个点处足够逼近它就可

以了，但这个用于逼近的有限点集一般而言是强烈依赖于 f 的。然而，若 F ⊂ C(X,Y )

是等度连续族，由等度连续的定义，对于任意给定的紧集，我们可以为 F 中所有函数取
同一个有限点集. 换而言之，“等度连续”让我们把整族函数“在某个紧集上的接近性”

同时化归为“在某个有限点集的接近性”：

命题 2.5.4.（等度连续族：Tp.c. = Tc.c.）

♠设 F ⊂ C(X,Y )是等度连续族，则 Tp.c.与 Tc.c.限制在 F 上是相同的。

证明 因为我们总有 Tp.c. ⊂ Tc.c.，因此只要在 F 上证明相反的包含关系，即对于任意
f0 ∈ F 和任意 B(f0;K, ε) ⊂ M(X,Y )，其中 K ⊂ X 是紧集，我们需要证明：存在

(M(X,Y ),Tp.c.)中的开集 U 使得

f0 ∈ U ∩ F ⊂ B(f0;K, ε) ∩ F . (2.5.1)
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由等度连续的定义，对于任意 ε > 0以及 x0 ∈ K，存在 x0的开邻域 U0使得

d(f(x), f(x0)) <
ε

3
, ∀x ∈ U0, ∀f ∈ F .

因为K 是紧集，存在有限多个点 x1, · · · , xn以及 X 中覆盖K 的开集 U1, · · · , Un，使得

d(f(x), f(xi)) <
ε

3
, ∀x ∈ Vi, ∀f ∈ F .

我们取 U 为集合

U = ω(f0;x1, · · · , xn; ε) =
{
g ∈ M(X,Y )|d(g(xi), f0(xi)) <

ε

3
, 1 ⩽ i ⩽ n

}
.

易验证对于这个 U，(2.5.1)成立：设 f ∈ U ∩ F . 对于任意 x ∈ K，取 i使得 x ∈ Ui. 则

d(f(x), f0(x)) ⩽ d(f(x), f(xi)) + d(f(xi), f0(xi)) + d(f0(xi), f0(x)) < ε,

即 f ∈ B(f0;K, ε). □

¶等度连续族的闭包

我们知道一族连续映射在逐点收敛拓扑下的极限点不必是连续映射，即 C(X,Y )在

(M(X,Y ),Tp.c.) 中不是闭集。然而，等度连续族 F 里的映射在逐点收敛拓扑下的极限
点一定是连续映射：

命题 2.5.5.（等度连续族的闭包等度连续）

♠

设 F ⊂ C(X,Y )是等度连续的，那么 F 在M(X,Y )中关于 Tp.c.的闭包 K是等度
连续的. 特别地，K ⊂ C(X,Y ).

证明 对于任意 x0 ∈ X 和 ε > 0,，我们需要一个 x0的开邻域 U 使得

d(g(x), g(x0)) < ε, ∀x ∈ U, ∀g ∈ K. (2.5.2)

由 F 的等度连续性，我们可以找到 x0的开邻域 U 使得

d(f(x), f(x0)) <
ε

3
, ∀x ∈ U, ∀f ∈ F .

为了证明 (2.5.2)对于这个 U 成立，我们任取 g ∈ K, x ∈ U 并记 V = ω(g;x, x0;
ε
3),那么

V 是 (M(X,Y ),Tp.c.)中 g 的一个开邻域. 因为 g ∈ K且 K是 F 在 (M(X,Y ),Tp.c.)中

的闭包，我们有 V ∩ F 6= ∅.任取 f ∈ V ∩ F ,我们得到

whited(g(x), g(x0)) ⩽ d(g(x), f(x)) + d(f(x), f(x0)) + d(f(x0), g(x0)) < ε.

这就证明了 (2.5.2)，从而证明了 K的等度连续性。 □

2.5.2 一般版本的 Arzela-Ascoli定理

¶ Arzela-Ascoli定理（一般版本）

为了陈述一般版本的 Arzela-Ascoli定理，我们需要先引入几个定义：

定义 2.5.6.（预紧）

♣设 A是拓扑空间 X 的子集. 若 A是紧的，则我们称 A为预紧的（或相对紧的）.
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为简单起见，对于任意映射族 F ⊂ C(X,Y )，我们令

Fa = {f(a) | f ∈ F}.

我们引入以下定义：

定义 2.5.7.（逐点有界/预紧）

♣

设 F ⊂ C(X,Y )是一个连续映射族.

(1) 如果对于每个 a ∈ X，Fa是 Y 中的有界集,则我们称 F 逐点有界，
(2) 如果对于每个 a ∈ X，Fa是 Y 中的预紧集，则我们称 F 逐点预紧.

下面我们将证明以下一般形式19的 Arzela-Ascoli定理：

定理 2.5.8.（Arzela-Ascoli定理：一般形式）

♥

设X是拓扑空间，(Y, d)是度量空间，F 是 C(X,Y )的子集，赋有紧收敛拓扑Tc.c..

(1) 若 F 等度连续且逐点预紧，则 F 在 (C(X,Y ),Tc.c.)中的闭包是紧集。

(2) 如果 X 是局部紧 Hausdorff空间,则逆命题也对。

注意在上述一般形式的 Arzela-Ascoli定理中，结论非常弱，因为一般来说紧收敛拓

扑 Tc.c.不一定是度量拓扑，从而紧性并不蕴含列紧性。因此，对于等度连续且逐点预紧

的序列，我们甚至不能得出收敛子列存在的结论。

但是，如果X是紧的并且 Y 是度量空间，那么在 C(X,Y )上Tc.c. = Tu.c. 由于Tu.c.

是一个度量拓扑，紧性确实蕴含列紧性。所以由定理2.5.8，我们得到

定理 2.5.9.（紧空间上的映射的 Arzela-Ascoli定理）

♥

设 X 是紧空间，(Y, d)是一个度量空间，而 F ⊂ C(X,Y )是一个等度连续且逐点

预紧的子集。则 F 中的任何序列都有子列在 X 中一致收敛到某个连续映射.

因为在 Rn中，一个集合是预紧的当且仅当它是有界的，我们得到

推论 2.5.10.（紧空间上多元函数的 Arzela-Ascoli定理）

♥

设 X 是紧空间，F ⊂ C(X,Rn)是等度连续且逐点有界的子集。那么 F 中的任意
序列都有子列在 X 上一致收敛到某个连续函数.

Arzela-Ascoli 定理在分析学中应用广泛。以下是你可以从其他课程中学到的一些标

准的应用：

泛函分析: Frechet-Kolmogorov-Riesz紧性定理.

偏微分方程: Sobolev嵌入，等等

常微分方程: Peano存在性定理.

复分析: Montel定理

调和分析/Lie理论: Peter-Weyl定理

19Arzela-Ascoli定理还有更一般的形式，刻画了映到一致空间（这是度量空间的推广）的映射族的紧性.
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¶ Arzela-Ascoli定理（一般形式）的证明

现在我们来证明定理2.5.8。尽管该定理是关于紧收敛拓扑 Tc.c.的，但我们在证明中

也需要使用逐点收敛拓扑 Tp.c.和一致收敛拓扑 Tu.c.

我们先简要解释一下证明思路: 我们想要证明F在 (C(X,Y ),Tc.c.)中的闭包是紧集。

但是 (M(X,Y ),Tc.c.)中子集的紧性并不好证，关键的观察是

根据命题2.5.4，对于等度连续族，Tc.c.和 Tp.c.是一致的.

根据命题2.5.5，F 在 (C(X,Y ),Tp.c.) 中的闭包就是 F 在 (M(X,Y ),Tp.c.) 中的闭

包. 在 (M(X,Y ),Tp.c.)中证明紧性可以应用强大的 Tychonoff定理.

证明 [定理2.5.8的证明]

(1) 我们记 K = Fp.c.，即 F 在 (M(X,Y ),Tp.c.)中的闭包. 记 Fa在 Y 中的闭包为Ka.

根据假设，Ka是紧集，并且因为 Y 是度量空间 (从而是 Hausdorff空间)，Ka是闭

集. 所以 ∏
a∈X

Ka =
⋂
a∈X

π−1
a (Ka)

在 (M(X,Y ),Tp.c.)中既是紧集（根据 Tychonoff定理），也是闭集. 因为

F ⊂
∏
a∈X

Fa ⊂
∏
a∈X

Ka,

其闭包 K，作为紧集
∏
a∈X

Ka中的一个闭子集，在 (M(X,Y ),Tp.c.)中是紧集。

根据命题 2.5.5，K 是等度连续的. 再由命题2.5.4，在 K 上 Tp.c. 和 Tc.c. 两个拓扑

是相同的。于是 K也是 F 在 (M(X,Y ),Tc.c.)中的闭包（由于 Tp.c. ⊂ Tc.c.，K在
Tc.c.下也是闭集；K上的两个拓扑相同则告诉我们 K中没有更小的包含 F 的闭集
了），并且也是紧集。

(2) 现在假设X 是 LCH空间，且 F 在 C(X,Y )中的闭包 K是紧的。我们将证明 K是
等度连续的，且每个 Ka 是紧的，这蕴含了 F 是等度连续且逐点预紧的 (因为每个

Fa都是 Ka中的闭子集).

Ka的紧性来自推论 2.4.24：Ka是紧集 K在连续映射

C(X,Y )
ja−→ X × C(X,Y )

e−→ Y

f 7→ (a, f) 7→ f(a)

下的像，因此是紧的，其中 ja是“嵌入映射”ja(f) := (a, f).

为了证明在任意 x ∈ X 处 K的等度连续性，我们取 x的紧邻域 A。则只需证明

KA := {rA(f) | f ∈ K}

在 x处是等度连续的，其中 rA : C(X,Y ) → C(A, Y )是限制映射。由命题2.4.10，rA
是连续的，于是 KA = rA(K)在 C(A, Y )中是紧的。又由于 A是紧的，C(A, Y )上

的紧收敛拓扑与一致收敛拓扑是相同的. 换而言之，C(A, Y ) 上的紧收敛拓扑是度

量拓扑. 所以由定理2.3.28，C(A, Y )中KA的紧集关于 du是完全有界的。最后根据

命题 2.5.3，KA是等度连续的。这就完成了证明。

□
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¶局部紧且 σ-紧空间上的映射的 Arzela-Ascoli定理

对于局部紧空间，每个点都有紧邻域。显然，如果映射族F 是等度连续/逐点预紧的，

那么它在这样一个紧邻域上的限制也是等度连续/逐点预紧的。因此，如果 X 是局部紧

的，那么对于任意等度连续且逐点预紧的序列 {fn}，以及任意点 x，存在 x的紧邻域，使

得 {fn}在该紧邻域上有一致收敛子列。不幸的是，这还不足以证明序列 {fn}关于 Tc.c

具有收敛子列，因为在X 中可能存在“太多紧子集”。然而，如果我们假设X 可以写成

可数个紧子集的并集，那么我们就可以应用标准的对角化技巧来提取一个子列，该子列

在每个紧子集上（一致）收敛：

定义 2.5.11.（σ紧）

♣如果拓扑空间 X 可以写成可数个紧子集的并集，则我们称 X 是 σ-紧的.

定理 2.5.12.（局部紧且 σ-紧空间上的映射的 Arzela-Ascoli定理）

♥

设 X 为局部紧且 σ-紧空间，(Y, d)为度量空间。设 F ⊂ C(X,Y )是等度连续且逐

点预紧的子集。那么 F 中的任意序列都有一个子列，在X 的任意紧集上一致收敛

到某个极限映射 f ∈ C(X,Y ).

证明细节留作习题。

2.5.3 阅读材料：Blaschke选择定理

¶一些凸几何

我们给出一个凸几何中的应用。回想一下，子集 A ⊂ Rn是凸的当且仅当

x, y ∈ A =⇒ (1− λ)x+ λy ∈ A, ∀ 0 ⩽ λ ⩽ 1.

下面我们考虑

C(Rn) = Rn中所有非空紧凸子集构成的集族.

注意 C(Rn)是

C (Rn) = Rn中所有非空紧子集构成的集族

的子集。在例 1.6(8)中，我们在 C (Rn)上定义了所谓的 Hausdorff度量

dH(A1, A2) := inf{r | A1 ⊂ B(A2, r)且A2 ⊂ B(A1, r)},

其中 B(A, r) := ∪x∈AB(x, r)。所以特别地，C(Rn)是一个度量空间。我们不加证明地列

出一些凸几何的标准结果。

定义 2.5.13.（支撑函数）

♣

设 A ⊂ Rn为紧凸集。我们称函数

hA : Rn → R, hA(v) = sup
x∈A

〈x, v〉

为 A的支撑函数，其中 〈·, ·〉是标准的欧氏内积。
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事实上，支撑函数刻画了紧凸集 A：

命题 2.5.14.（支撑函数的性质）

♠

对于任意紧凸集 A ⊂ Rn，支撑函数 hA是连续函数，并且是正齐次的和次可加的，

即存在 α > 0使得对于任意 v, v1, v2 ∈ Rn，我们有

hA(αv) = αhA(v)

和

hA(v1 + v2) ≤ hA(v1) + hA(v2).

反之，对于任意连续的、正齐次的和次可加的函数 h，都存在唯一的一个紧凸域A，

使得 h = hA。

因此，支撑函数是凸几何中一个非常重要的工具：它将几何形状的问题转化为连续

函数的问题。事实上，两个紧集之间的 Hausdorff距离可以通过它们的支撑函数来计算。

注意，根据正齐次性，每个 hA都由其限制

h̃A = hA|Sn−1 : Sn−1 → R

唯一确定。这是 Sn−1上的一个连续函数。

命题 2.5.15.（Hausdorff距离 =一致度量距离）

♠

对于 Rn中的任意两个紧集 A和 B，

dH(A,B) = du(h̃A, h̃B),

其中 du是 C(Sn−1,R)上的一致度量。

我们还需要以下结果：

引理 2.5.16.（支撑函数的控制）

♥

假设 A ⊂ B(0, R),那么对于任意 u, v ∈ Rn，我们有

|hA(u)− hA(v)| ≤ R|u− v|.

¶ Blaschke选择定理

下面我们应用 Arzela-Ascoli定理证明凸几何中重要的 Blaschke选择定理：20

定理 2.5.17.（Blaschke选择定理）

♥

对于任意 R > 0，包含在 B(0, R)中的所有非空紧凸子集的集族关于拓扑 TdH 是

紧集.

因此，任何“有界”紧凸集列都有一个在度量 dH 下收敛到某个紧凸集的子列。

20布拉施克（Wilhelm Blaschke，1885-1962），奥地利/德国数学家，主要研究微分几何与积分几何。他建立了
凸几何里的紧性定理即 Blaschke选择定理，其著作《圆与球》是非常著名的关于凸体的书。布拉施克是陈
省身先生的博士导师，对于陈省身先生决定去汉堡大学去学习数学起到了重要作用。
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Blaschke选择定理的一种证法是先证明 C(B(0, R))是 C (B(0, R))中的闭子集，并证

明后者是完全有界且完备的，从而是紧的。这里我们通过 Arzela-Ascoli定理给出另一个

证明。

证明 [Blaschke选择定理的证明]

根据引理 2.5.16，函数族

F = {h̃A | A是紧凸集} ⊂ C(Sn−1,R)

是等度连续的。而且,根据定义，它是逐点有界的（界为R）. 根据 Arzela-Ascoli定理，F
中的任意函数列都有一个一致收敛到连续函数 h̃ ∈ C(Sn−1,R)的子列. 定义正齐次函数

h : Rn → R使得 h在 Sn−1 上的限制为 h̃。由于 h̃是一列“限制函数”的一致极限，其

“原始函数”是次可加的，很容易看出 h也是次可加的。由命题2.5.14，h是 B(0, R)中某

个紧凸集的支撑函数。最后结合命题 2.5.15就完成了定理的证明。 □
Blaschke选择定理可以用来证明许多几何问题的解的存在性，比如等周问题21，Lebesgue

万有覆叠问题等等.

21瑞士几何学家 Jakob Steiner在 1838年发展了对称化方法，证明了如果等周问题有解的话，那么解一定是球.
但是他的方法无法处理解的存在性问题而受到批评. Blaschke选择定理使得等周问题的这种几何证法得以完
善.
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2.6 连续函数代数与 Stone-Weierstrass定理

2.6.1 连续函数代数 C(X,R)

在本节中，我们假设X是紧Hausdorff空间（但在本节末尾我们将考虑更一般的 LCH

空间）. 我们考虑一类特殊的映射空间，即连续函数空间 C(X,R). 由注记 2.4.6，在X 紧

致时，C(X,R)上的度量

d∞(f, g) := sup
x∈X

|f(x)− g(x)|

跟一致度量 du 是拓扑等价的。再由由推论 2.4.5，(C(X,R), d∞) 是完备度量空. 在本节

里，如无例外说明，在谈及 C(X,R)时我们将一直使用 d∞度量及其生成的一致拓扑.

¶ Weierstrass逼近定理

我们先回忆一下在数学分析中学过的Weierstrass逼近定理，该定理是被誉为现代分

析之父的德国数学家Weierstrass在 1885年证明的，是后来函数逼近与插值理论的起点：

定理 2.6.1.（Weierstrass逼近定理）

♥

多项式集合 P([0, 1])在 (C([0, 1],R), d∞)中是稠密的。换言之，对于任意 ε > 0和

任意 f ∈ C([0, 1],R)，存在一个多项式 P，使得

sup
x∈[0,1]

|f(x)− P (x)| < ε.

该定理的最简洁的证明是 S. Bernstein 22 于 1912年给出的：对任意 f，他显式构造

了一列多项式，被称为 Bernstein多项式，

Bn(f)(x) :=
n∑

i=0

f(
i

n
) ·
Ç
n

i

å
xi(1− x)n−i, (2.6.1)

并用概率论方法证明了这一列多项式一致收敛于 f .

作为推论，我们得到

推论 2.6.2

♥

对于任意 0 < a < b以及任意 ε > 0，存在一个多项式 q = q(t)，满足 q(0) = 0且

q([a, b]) ⊂ (1− ε, 1 + ε).

证明 根据Weierstrass逼近定理，存在一个多项式 q1 ∈ P([0, b])使得：

|q1(t)− f0(t)| <
ε

2
, 其中 f0(t) =

t/a, t ∈ [0, a],

1, t ∈ [a, b].

然后令 q(t) = q1(t)− q1(0)即可. □

22伯恩施坦（Sergei Natanovich Bernstein，1880-1968），俄罗斯和前苏联数学家，以对偏微分方程、微分几何、
概率论和近似理论的贡献而闻名，函数构造论的创立者。
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¶作为含幺代数的 C(X,R)

我们的目标是将Weierstrass逼近定理扩展到更一般的拓扑空间。当然，一般来说，我

们将不再有拓扑空间上的多项式的概念。但我们仍然可以提问：

问题: 我们能否用一个相对简单的函数族来逼近 C(X,R)里的函数？

在Weierstrass逼近定理中，我们使用子集

P([0, 1]) = [0, 1]上的多项式空间

来逼近 C([0, 1],R)里的函数. 注意到 R上的加法与乘法自动给出了函数空间 C([0, 1],R)
及其子空间 P([0, 1])里的加法和乘法，而“函数之间的加法和乘法”是构成 Bernstein多

项式 (2.6.1)的基本组件. 用代数的语言来说，C([0, 1],R)是一个“代数”，而 P([0, 1])是

C([0, 1],R)中的“子代数”：

定义 2.6.3.（代数）

♣

设 (A,+)是数域 R(或 C)上的一个向量空间，且 A上还有一个乘法运算

· : A×A → A.

(1) 如果对任意 x, y, z ∈ A和标量 a, b，都有

(分配律) (x+ y) · z = x · z + y · z, x · (y + z) = x · y + x · z.

(相容性) (ax) · (by) = (ab)(x · y).
则我们称三元组 (A,+, ·)为一个代数. 换言之，代数就是一个赋有满足分配

律的双线性乘法运算的向量空间 A.

(2) 如果 (A,+, ·)是一个代数，B ⊂ A是一个乘法封闭的向量子空间，则称 B为
A的一个子代数.

(3) 如果代数 A中存在关于乘法的单位元，即存在元素 1 ∈ A使得

1 · x = x · 1 = x,

则称代数 A是含幺代数，并称 1为该代数的么元.

(4) 如果代数 A也是一个拓扑向量空间，且拓扑结构与乘法运算也相容，即

· : A×A → A

是连续映射，则我们称 A是一个拓扑代数.

(5) 如果拓扑代数 A的子代数 B是它的闭子空间，则称为 B是 A的闭子代数。

例如 C([0, 1],R)（赋予一致拓扑）是含幺拓扑代数，P([0, 1])是 C([0, 1],R)的含幺
子代数，但不是闭子代数。

利用拓扑结构与向量空间结构（向量加法与数乘）、乘法运算的相容性，可以证明

命题 2.6.4.（子代数的闭包是闭子代数）

♠设 A为拓扑代数，A1 ⊂ A为子代数。那么闭包 A1是 A的（闭）子代数。
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¶两个条件：“无处消失”和“分离点”

现在设A ⊂ C(X,R)是一个子代数。我们想要找出使得A在 C(X,R)中稠密的条件.

为此，我们先通过例子观察不稠密的子代数 A：
例 2.6.5.

(1) 考虑

A =

{
f =

n∑
k=1

akx
k

∣∣∣∣∣ n ∈ N, ak ∈ R

}
⊂ C([0, 1],R).

那么 A是 C([0, 1],R)中的一个子代数，但它不是稠密的：因为

f(0) = 0, ∀f ∈ A,

所以 A中的函数无法（在度量 d∞下）逼近任意在 x = 0处非零的函数。

(2) 考虑

A =

{
f =

n∑
k=0

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

∣∣∣∣∣ n ∈ N, ak, bk ∈ R

}
⊂ C([0, 2π],R).

那么 A是 C([0, 2π],R)中的一个子代数，但它不是稠密的：因为

f(0) = f(2π), ∀f ∈ A,

所以 A中的函数无法（在度量 d∞下）逼近任意满足 f(0) 6= f(2π)的函数 f .

我们将会看到，这两个例子是“仅有的坏例子”。为此，我们定义

定义 2.6.6.（无处消失与分离点性质）

♣

设 X 是拓扑空间，而 A是 C(X,R)的一个子代数.

(1) 若对任意 x ∈ X，存在 f ∈ A使得 f(x) 6= 0，则我们称 A是无处消失的.

(2) 若对任意 x 6= y ∈ X ,存在 f ∈ A使得 f(x) 6= f(y)，则我们称A是分离点的.

根据定义，如果 X 不是 Hausdorff的,则 C(X,R)没有分离点的子代数. 所以在谈及

“分离点”时我们将始终假设 X 是 Hausdorff空间.

¶ C(X,R)的含幺闭子代数

显然 C(X,R)的任何含幺子代数 A是无处消失的。反之，我们有

命题 2.6.7.（A无处消失 =⇒ A含幺）

♠设X 是紧拓扑空间. 如果 C(X,R)的子代数 A无处消失，那么 1 ∈ A，即 A含幺。

证明 对任意 x ∈ X ,存在 fx ∈ A使得 fx(x) 6= 0.设

Ux = {y | fx(y) 6= 0}.

则 {Ux}是 X 的开覆盖. 所以存在点 x1, · · · , xm使得 X ⊂ Ux1 ∪ · · · ∪ Uxm .令

f1(x) = f2
x1

+ · · ·+ f2
xm

∈ A.

则对所有 x ∈ X 有 f1(x) > 0. 由 X 的紧性, 存在 a, b > 0 使得对所有 x ∈ X 有
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a ⩽ f1(x) ⩽ b.对于任意 ε > 0，由推论 2.6.2，存在 q ∈ P([a, b])满足 q(0) = 0，且使得

f(x) := q(f1(x)) ⊂ (1− ε, 1 + ε),

即 d∞(f, 1) < ε. 最后，因为 q是多项式且 q(0) = 0,所以 f ∈ A. 于是 1 ∈ A. □
对于 C(X,R)的含幺闭子代数，通过同时使用代数结构和拓扑结构，我们有

命题 2.6.8.（含幺子代数的性质）

♠

设 X 是紧拓扑空间，A是 C(X,R)的一个含幺闭子代数，则

(1) f ∈ A =⇒ |f | ∈ A.

(2) f1, · · · , fn ∈ A =⇒ max{f1, · · · , fn} ∈ A, min{f1, · · · , fn} ∈ A.

证明 （1）因为 f 是有界的，根据Weierstrass逼近定理，在 [0, |f |2∞]上存在一列多项式

pn(t)一致收敛到函数 h(t) =
√
t。于是函数列 pn ◦ f2 一致收敛到函数

√
f2 = |f |. 但是

因为 A是含幺子代数且 f ∈ A，所以 pn ◦ f2 ∈ A. 由 A的闭性，我们得到 |f | ∈ A.

（2）这是因为

max{f, g} =
f + g + |f − g|

2
, min{f, g} =

f + g − |f − g|
2

.

结合 (1)以及归纳法即得欲证. □

2.6.2 Stone-Weierstrass定理

¶ Stone-Weierstrass定理（版本 1）

1937 年，M. Stone23将 Weierstrass 逼近定理推广到一般的紧 Hausdorff 空间，并在

1948年给出了一个简化证明：

定理 2.6.9.（紧 Hausdorff空间的 Stone-Weierstrass定理【版本 1】）

♥

设X 为任意紧 Hausdorff空间。若 C(X,R)的子代数 A无处消失且分离点，那么
A在 C(X,R)中是稠密的

Stone-Weierstrass定理是关于 C(X,R)的最重要的定理之一。美国数学家 J. Kelley在

他所著的拓扑学方面的经典著作《一般拓扑学》一书中评价 Stone-Weierstrass定理为“这

无疑是 C(X)上已知的最有用的结果。”

注 2.6.10. 对于一般的是非紧 Hausdorff 空间 X，若我们赋予 C∞(X,R) 紧收敛拓扑

Tc.c.，则 (C∞(X,R), Tc.c.)依然是拓扑代数，此时我们可以把紧 Hausdorff空间的 Stone-

Weierstrass定理翻译成如下的

23马歇尔.斯通（Marshall Stone，1903-1989)，美国数学家，对实分析、泛函分析、拓扑学和布尔代数的研究
做出了贡献。他以 Stone-von Neumann定理 (1930)、Stone-Čech紧化 (1934)、Stone表示定理和 Stone对偶
(1936), Banach-Stone定理 (1937), Stone-Weierstrass定理 (1937, 1948)等等而闻名. 在 1946年-1952年期间
担任芝加哥大学系主任时，聘请了 P. Halmos, A. Weil，S. Mac Lane, A. Zygmund和陈省身先生等一批著名数
学家前往工作. 注意不要跟后文中出现的英国数学家 Arthur Stone混淆.
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定理 2.6.11.（紧收敛拓扑版本的 Stone-Weierstrass定理）

♥

设 X 是 Hausdorff拓扑空间，A是 (C∞(X,R), Tc.c.)无处消失且分离点的子代数，
则 A在 (C∞(X,R), Tc.c.)中稠密.

证明 对于任意 f0 ∈ C∞(X,R)，X 中的任意紧集K 以及任意 ε > 0,我们需要证明

B(f,K, ε) ∩ A 6= ∅.

为此，我们令

AK = {f |K | f ∈ A.}

注意到AK 是 (C(K,R), d∞)的一个无处消失且分离点的子代数，于是由定理2.6.9，存在

f ∈ A使得 d∞(f |K , f0|K) < ε，而这正是我们需要的. □
当然，因为Tc.c.一般而言不是度量拓扑，所以需要加上一定的条件（比如定义 2.5.11

的 σ-紧），才能找到 A中一列函数，使之在每个紧集上一致收敛到给定的 f0.

接下来我们将证明 Stone-Weierstrass定理，并简要讨论它的一些推广，从中我们可以

管窥到该定理是如何以某种预料之中以及意想不到的方式继续进一步发展的。

¶ Stone-Weierstrass定理（版本 2）及证明

根据命题 2.6.4和命题 2.6.7，定理 2.6.9等价于

定理 2.6.12.（紧 Hausdorff空间的 Stone-Weierstrass定理【版本 2】）

♥

设 X 是紧致 Hausdorff 空间，A ⊂ C(X,R) 是一个分离点的含幺闭子代数。则

A = C(X,R).

证明 设 f ∈ C(X,R)。对于任意 ε > 0,我们需要找到 fε ∈ A使得

d∞(f, fε) < ε.

我们从任意点对 a 6= b ∈ X 开始. 因为 A分离点，所以存在 g ∈ A使得 g(a) 6= g(b)。令

fa,b(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

那么 fa,b ∈ A且 fa,b(a) = f(a), fa,b(b) = f(b)。考虑集合

Ua,b,ε := {x ∈ X | fa,b(x) < f(x) + ε}.

由 f 和 fa,b 的连续性，这个集合是开集。而且，对于任意取定的 b和 ε，{Ua,b,ε}a∈X 是
X 的开覆盖。由 X 的紧性，我们可以找到一个有限的子覆盖

{Ua1(b,ε),b,ε, Ua2(b,ε),b,ε, · · · , Uan(b,ε),b,ε}.

因此如果我们取

f ε
b := min{fa1(b,ε),b, fa2(b,ε),b, · · · , fan(b,ε),b},

则在X 上处处有 f ε
b < f + ε. 根据命题2.6.8，f ε

b ∈ A. 而且，根据定义，f ε
b (b) = f(b)。所
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以当我们改变 b时，由集合

Vb,ε := {x ∈ X | f ε
b (x) > f(x)− ε}

所构成的集族也是 X 的开覆盖。由紧性，我们可以找到一个有限的子覆盖

{Vb1,ε, Vb2,ε, · · · , Vbm,ε}.

最后，如果我们令

fε := max{f ε
b1 , f

ε
b2 , · · · , f

ε
bm},

再次使用命题2.6.8，我们得到 fε ∈ A. 而由构造可知，则在 X 上我们有

f + ε > fε > f − ε.

这就完成了证明。 □

¶ Stone-Weierstrass Theorem（版本 3）

Stone-Weierstrass定理的另一个等价表述形式是：

定理 2.6.13.（紧 Hausdorff空间的 Stone-Weierstrass定理【版本 3】）

♥

设 X 是紧 Hausdorff空间，A ⊂ C(X,R)是一个分离点的子代数。如果 A不稠密，
则存在唯一的 x0 ∈ X 使得

A = {f ∈ C(X,R)|f(x0) = 0}.

证明 由于 A分离点但 A 6= C(X,R)，必须存在一个 x0使得对所有 f ∈ A有 f(x0) = 0。

而且，因为 A分离点，这样的 x0必须是唯一的。所以存在唯一的 x0 ∈ X 满足

A ⊂ {f ∈ C(X,R) | f(x0) = 0}.

反之，我们证明 {f ∈ C(X,R) | f(x0) = 0} 中任意函数都可以被 A 中的元素逼近.

为此我们令 A1 为由 A和常值函数生成的 C(X,R)的含幺子代数，则 A = C(X,R). 设

f ∈ C(X,R) 是一个满足 f(x0) = 0 的函数，首先取一列函数 fn ∈ A1 逼近 f . 由定义，

fn − fn(x0) ∈ A. 因为 fn(x0) → f(x0) = 0，我们得到 fn − fn(x0) → f，即为欲证. □

¶复值函数的 Stone-Weierstrass定理

上面我们只对实值函数考虑了 Stone-Weierstrass 定理。复值连续函数代数 C(X,C)，

上面所表述的 Stone-Weierstrass定理对并不成立：

例 2.6.14. 记 C中的闭单位圆盘为 D，则 D上的复多项式代数 P (D,C)是一个分离点

的含幺复子代数，但它在 C(D,C)中并不稠密，因为函数 f(z) = z̄不能被复多项式逼近：

如果 pn(z) → f(z) = z̄，那么我们会得到

0 =

∫ 2π

0
pn(e

it)eitdt →
∫ 2π

0
e−iteitdt = 2π,

矛盾。【事实上，根据复分析里面有关函数项级数的Weierstrass定理，一列在单位圆盘里

内闭一致收敛的多项式，其极限在开圆盘里面一定是全纯函数！】
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事实上，我们只要把 z̄这样的元素加上，Stone-Weierstrass定理就依然成立！

定义 2.6.15.（自伴复子代数）

♣

设 A是 C(X,C)的一个复子代数a，如果它关于共轭运算是闭的，即

f ∈ A =⇒ f̄ ∈ A,

则我们称 A是自伴的复子代数.

a换句话说，定义 2.6.3中的标量 a和 b现在是任意复数。

加上自伴的条件后，我们就有复值函数的 Stone-Weierstrass定理：

定理 2.6.16.（复值函数的 Stone-Weierstrass定理）

♥

设X 为紧 Hausdorff空间，A ⊂ C(X,C)为分离点且无处消失的复子代数。如果A
还是自伴的，那么 A在 C(X,C)中是稠密的。

事实上，有了自伴性的假设，可以证明 f + f̄ 和 i(f − f̄)是分离点的实值函数，从而可

以用实值函数情形的 Stone-Weierstrass定理。细节留作练习。

¶ LCH空间的 Stone-Weierstrass定理

到现在为止我们都是考虑紧 Hausdorff 空间上的 Stone-Weierstrass 定理，从证明中

我们也可以看到，紧性起到了至关重要的作用。对于一般的非紧空间，Stone-Weierstrass

定理是不成立的。然后，对于在分析中起到重要作用的 LCH 空间，我们依然可以证明

Stone-Weierstrass 定理的一个变体。之所以对于非紧的 LCH 空间，依然可以证明某种

Stone-Weierstrass定理，其原因在第 2.5节的习题中已经出现了：根据非紧 LCH空间的结

构定理，只要对非紧 LCH空间做单点紧致化，就可以得到紧 Hausdorff空间，从而可以

应用紧 Hausdorff空间上的 Stone-Weierstrass定理. 为此，对任意非紧 LCH，我们考虑空

间

C0(X,R) := {f ∈ C(X,R) |任意ε > 0,存在紧集K ⊂ X使得在Kc上有|f(x)| < ε}.

我们称 C0(X,R)里的元素为在无穷远处消失的函数.可以证明，它是一个代数.另外，易

见 C0(X,R)是有界连续函数空间 (B(X,R) ∩ C(X,R), d∞)的一个闭子空间，从而 d∞ 是

C0(X,R)上的一个完备度量. 应用上面所提及的单点紧致化以及定理2.6.13，不难证明

定理 2.6.17.（非紧 LCH上的 Stone-Weierstrass定理）

♥

设 X 是一个非紧 LCH空间. 若 A是 C0(X,R)中的一个无处消失且分离点的子代

数，则 A在 C0(X,R)中稠密.

细节留作习题.
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¶【阅读材料】一个长长的注记：拓扑的代数化

回到紧 Hausdorff空间 X 的情况。注意 C(X,C)是关于范数

‖f‖∞ := d∞(f, 0).

的 Banach空间。显然，如果X,Y 是同胚的拓扑空间，则 C(X,C)和 C(Y,C)作为 Banach

空间是同构的：若 φ : X → Y 是一个同胚映射，我们考虑拉回映射

T : C(Y,C) → C(X,C), T f(x) := f(φ(x)),

则易验证它是向量空间 C(X,C)和 C(Y,C)之间的保范线性同构：

‖T (f)‖∞ = sup
x∈X

|Tf(x)| = sup
x∈X

|f(φ(x))| = sup
y∈Y

|f(y)| = ‖f‖∞.

反之，Banach和 Stone证明了 C(X1,C)事实上决定了 X：24，

定理 2.6.18.（Banach-Stone定理）

♥

两个紧 Hausdorff 空间 X1 和 X2 是同胚的当且仅当 Banach 空间 C(X1,C) 和

C(X2,C)是同构的。

事实上，C(X,C)除了是Banach空间（即有向量空间结构、范数结构且度量完备）外，

还有乘积结构（从而是一个代数）和共轭，且这些结构都是“相容的”，例如

‖fg‖ ≤ ‖f‖ · ‖g‖ 且 ‖f̄f‖2 = ‖f‖2.

对这样的对象，我们称之为 C∗-代数：

定义 2.6.19.（C∗-代数）

♣

设 (A,+, ·)是一个复结合代数.

(1) 若 A上具有对合运算 ∗ : A → A，使得
x∗∗ = x,

(x+ y)∗ = x∗ + y∗, (xy)∗ = y∗x∗,

(λx)∗ = λ̄x∗.

则我们称 (A,+, ·, ∗)是一个 ∗-代数.

(2) 若 A上面有范数 ‖ · ‖，使得 (A,+, ‖ · ‖)是一个 Banach空间,且

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖,

则我们称 (A,+, ·, ‖ · ‖)是一个 Banach代数.

(3) 若 (A,+, ·, ∗)是一个∗-代数，(A,+, ·, ‖ · ‖)是一个 Banach代数，且 ∗-代数结

构和 Banach范数结构相容，即

‖x∗x‖ = ‖x∗‖‖x‖,

则我们称 (A,+, ·, ∗, ‖ · ‖)是一个 C∗-代数.

(4) 若 C∗-代数 (A,+, ·, ∗, ‖ · ‖)里的乘法是交换的，即 xy = yx，则我们称它为

一个交换 C∗-代数.

241932年 Banach对紧度量空间证明了该定理，后来 1937年M.Stone将结论推广到了紧 Hausdorff空间.
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所以 C(X,C) 是一个含幺交换 C∗-代数。事实上，前苏联数学家 I. Gelfand 25 和 M.

Naimark在 1943年证明了：任何（抽象）含幺交换 C∗-代数都是以这种方式出现的，并

给出了从 C(X,C)到 X 的显式构造：

定理 2.6.20.（Gelfand-Naimark定理，交换版本）

♥对任意含幺交换 C∗代数 A，都存在紧 Hausdorff空间 X 使得 A同构于 C(X,C).

证明概要如下：考虑由 A的非零特征φ : A → C（也称为代数同态，即保乘法的线

性泛函）所组成的集合 Σ. 可以证明

首先证明每个特征 φ都是连续映射，于是每个特征都是 Banach空间A的对偶空间
A∗中的一个元素.

接着证明每个特征 φ在 A∗ 中都有（对偶）范数 ≤ 1，于是 Σ事实上是 A∗ 中的闭

单位球 B(A∗)的子集。

然后证明 Σ关于弱-*拓扑是B(A∗)的子集. 根据第 2.2节证明的 Banach-Alaoglu定

理，B(A∗)是关于弱-*拓扑的紧 Hausdorff空间，因此 Σ（关于弱-*拓扑）也是紧

Hausdorff的。

最后证明 A 与 C(Σ,C) 同构：对 A 中的每个元素，由 Gelfand 变换给出从 A 与
C(Σ,C)的同构，该变换把 a ∈ A通过赋值映射映为 C(Σ,C)中的元素 â，即 â(φ) :=

φ(a).

于是，由函数所组成的代数和作为背景的几何空间之间也存在了一种相互决定的对

偶关系，人们可以通过研究函数代数而得到背景空间的所有信息。这样的对偶关系不仅

出现在拓扑中，也出现在别的学科如代数几何中。更进一步地，数学家们将这种“对偶

性”思想延拓到研究更复杂的非交换代数，并由此导向了一个新的数学分支：非交换几

何学。

25盖尔范德（Israel M. Gelfand，1913-2009），出生于乌克兰的前苏联/俄罗斯著名数学家，被誉为 20世纪最伟
大的数学家之一，对群论、表示论、泛函分析、调和分析、积分几何等多个数学分支以及数学教育做出了重
大贡献。他在 1978年获得了第一届Wolf奖，曾先后三次获得列宁勋章.
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2.7 可数性公理

2.7.1 可数性公理

在前面几节中，我们仔细研究了拓扑中的“有限性”即紧性。紧空间可以被视为仅

由有限多个“拓扑元件”（即开集）就可以构建出来的空间，而我们已经一再看到，这样

的有限性是如何帮助我们从局部性质过渡到整体性质。

跟有限相对的是无限。一般而言，无限是很难处理的。但我们也已经多次看到，有

一种最简单的无限性是我们往往是可以处理的，即可数性。所以接下来我们转而讨论拓

扑中的可数性特征。

¶第一可数空间

事实上，我们对可数性并不陌生. 回忆一下，在定义 1.123里我们把具有可数邻域基

的拓扑空间称为第一可数空间,或者简称为 (A1)-空间. 换而言之，

X 是 (A1)空间⇐⇒∀x ∈ X,存在 x的邻域{Ux
n}n∈N使得 x每个开

邻域 U 都包含某个 Ux
k .

注意若X 是第一可数的，那么对于每个点，我们都可以选择一个可数邻域基 {Ux
n}使得

Ux
1 ⊃ Ux

2 ⊃ Ux
3 ⊃ · · · , (2.7.1)

因为如果 {V x
1 , V

x
2 , · · · }是 x处的一个可数邻域基，那么可以取

Ux
1 = V x

1 , Ux
2 = V x

1 ∩ V x
2 , Ux

3 = V x
1 ∩ V x

2 ∩ V x
3 , · · · .

则 {Ux
1 , U

x
2 , · · · }是 x的一个可数邻域基，且满足 (2.7.1).

我们已经看到第一可数空间有很多很好的性质，比如

(命题 1.124)(A1)空间 X 的子集 F ⊂ X 是闭集当且仅当包含其所有序列极限点.

（第 1.5节习题）若 X 是 (A1)的，则任何序列连续映射 f : X → Y 是连续的.

（命题2.3.26）如果 X 是 (A1)的并且还是 Hausdorff的, 则 X 中的极限点紧子集都

是列紧的.

例 2.7.1. 以下是 (A1)-空间和非 (A1)-空间的一些例子。

(1) 度量空间都是第一可数的，因为我们可以取 Ux
n = B(x, 1

n).

(2) Sorgenfrey直线 (R,Tsorgenfrey)是第一可数的，可以取 Ux
n = [x, x+ 1

n).

(3) 空间 (R,Tcocountable) 不是第一可数的: 对任意一列 x 的开邻域 {Un
x }, 集合

⋂
n U

n
x

依然是 x 的一个开邻域. 令 U 为从
⋂

n U
n
x 中去掉一个不同于 x 的点所得的集合，

则 U 是 x的一个开邻域，且它不包含任何一个 Un
x .

(4) 空间 (M([0, 1],R),Tp.c.)不是第一可数的,因为我们在例 1.119中已经看到，该空间

里存在非闭子集

A = {f : [0, 1] → R | 仅对可数多的 x有 f(x) 6= 0 }

包含其所有序列极限点。
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¶第二可数空间

对于欧氏空间 Rn，我们在注 1.73中看到，它不仅在每个点 x处有一个可数邻域基，

而且它有一个只包含可数个开集的拓扑基，

B = {B(x, r) | x ∈ Qn, r ∈ Q>0}.

这是一个更强的可数性性质，值得为之命名：

定义 2.7.2.（第二可数性公理）

♣

如果拓扑空间 (X,T )有一个可数基，即存在可数个开集 {U1, U2, U3, · · · }构成 T

的一个拓扑基，则我们称X 满足第二可数性公理，或者说它是第二可数的，简称

为 (A2)-空间.

显然，任何第二可数空间都是第一可数空间。但反之则不成立，例如，(R,Tdiscrete)

是一个度量空间，从而是第一可数空间，但它不是第二可数空间。

有一大类度量空间是第二可数的：

命题 2.7.3.（完全有界 =⇒第二可数）

♠任何一个完全有界的度量空间都是第二可数的。

证明 假设 (X, d)是完全有界的。根据定义，对于任意 n，都存在一个有限的 1
n -网，即存

在有限多个点 xn,1, xn,2, · · · , xn,k(n) ∈ X 使得

X =

k(n)⋃
i=1

B(xi,
1

n
).

我们断言可数开集族

B := {B(xn,i, 1/n) | n ∈ N, 1 ⩽ i ⩽ k(n)}

是度量拓扑 T 的一个拓扑基。为了证明这一点，我们取任意开集 U 和任意点 x ∈ U。则

∃ε > 0使得 B(x, ε) ⊂ U.现在我们选取 n ∈ N和 1 ≤ i ≤ k(n)使得

1/n < ε/2 且 d(x, xn,i) < 1/n.

由此得

B(xn,i, 1/n) ⊂ B(x, 2/n) ⊂ B(x, ε) ⊂ U,

故可数族 B是一个拓扑基。 □
由于紧度量空间都是完全有界的，因此我们得到推论

推论 2.7.4.（紧度量空间 =⇒第二可数）

♥任何一个紧度量空间都是第二可数的.

例 2.7.5. 考虑空间 X = [0, 1]N = {(x1, x2, · · · ) | xi ∈ [0, 1]}.
(1)

::::::::::::
(X,Tproduct)::::::::::::::

是第二可数的: 我们在第 2.2节习题中看到，X 上的乘积拓扑 Tproduct

是一个度量拓扑. 因此 (X,Tproduct)是一个紧度量空间，从而是第二可数的。该空

间同胚于例 1.6(3)中的 Hilbert立方体，因此我们也称它为 Hilbert立方体.
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(2)
:::::::::
(X,Tbox)::::::::::::::::

不是第一可数的 (因此也
::::::::::::::::
不是第二可数的): 我们用反证法以及标准的对角

线技巧. 设 {Un(x)}是 (X,Tbox)在 x = (xi)处的一个可数邻域基. 则存在 [0, 1]中

xi的开邻域 U
(n)
i (xi)，使得∏

i

U
(n)
i (xi) ⊂ Un(x), ∀n ∈ N.

取 ‹U (i)
i (xi) ⫋ U

(i)
i (xi)是 [0, 1]中包含 xi的严格更小的开邻域。则集合

U :=
∏
i

‹U (i)
i (xi)

是箱拓扑中点 (xn)的开邻域，但它不包含任意 Un(x)，矛盾。

¶可分空间

如果我们仔细审视一下我们上面所构造的欧氏空间 Rn的可数基，即

B = {B(x, r) | x ∈ Qn, r ∈ Q>0},

我们会发现一个关键的原因是 Rn 里存在一个可数稠密子集 Qn. 事实上，这是第二可数

空间的共同特征：

命题 2.7.6.（第二可数 =⇒可分）

♠任何第二可数拓扑空间都包含一个可数稠密子集.

证明 设 {Un|n ∈ N}是 (X,T )的一个可数基. 对于每个 n,我们选取一个点 xn ∈ Un.令

A = {xn | n ∈ N}.

则A是X中的可数子集。对于任意 x ∈ X和 x的任意开邻域U，存在 n使得 x ∈ Un ⊂ U.

特别地, U ∩A 6= ∅.所以由命题 1.135，A = X. □
注意我们实际上证明了

在任意拓扑空间中，都存在一个稠密子集，其基数 (即势)不超过拓扑基

的基数.

“存在可数稠密子集”是一种新的可数性，我们给它一个定义：

定义 2.7.7.（可分空间）

♣如果拓扑空间 (X,T )包含一个可数稠密子集，则我们称 X 为可分空间.

所以命题2.7.6可以被表述为“第二可数的拓扑空间都是可分的”。反之并不成立：

例 2.7.8. (R,Tsorgenfrey)是可分的，但不是第二可数的：

(1)
:::::::::::::::
(R,Tsorgenfrey) :::::::::

是可分的：在 Sorgenfrey拓扑下 Q = R,因为对任意 x ∈ R和任意

区间 [x, x+ ε),我们都有 r ∈ [x, x+ ε) ∩Q 6= ∅.

(2)
:::::::::::::::
(R,Tsorgenfrey) :::::::::::::::

不是第二可数的：设B是Tsorgenfrey的任意一个拓扑基。则 ∀x ∈ R,

存在开集 Bx ∈ B使得
x ∈ Bx ⊂ [x, x+ 1),

由此可得 x = inf Bx.于是我们得到一个从 B到 R的单射，故 B是一个不可数族.
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然而，对于度量空间而言，这两者是等价的：

命题 2.7.9.（度量空间：第二可数⇐⇒可分）

♠度量空间 (X, d)是第二可数的当且仅当它是可分的。

证明 设 (X, d)是一个可分的度量空间，A = {xn|n ∈ N}是一个可数稠密子集。则

B = {B(xn, 1/m)|n,m ∈ N}

是度量拓扑的一个可数基。 □
注 2.7.10. 可分性是泛函分析中一个非常有用的概念，常被用于证明某些紧性结果。另
一个众所周知的结果是

一个希尔伯特空间H是可分的⇐⇒它有一个可数正交基。

利用这个事实很容易构造不可分的希尔伯特空间。例如，令

whitefll2(R) = {f : R → R | 仅对可数多的 x有 f(x) 6= 0 , 且
∑
x

|f(x)|2 < ∞}.

在fll2(R)上可以定义内积
〈f, g〉 :=

∑
x∈R

f(x)g(x),

该内积诱导了一个度量结构. 对该空间进行度量完备化，由此所得到的希尔伯特空间没

有可数正交基.

¶ Hilbert方体作为紧度量空间的“通用”模型

粗略地说，可分性意味着你可以使用可数多的数据来“重构”整个空间：

定理 2.7.11.（紧度量空间 =Hilbert立方体的闭子空间）

♥任意紧度量空间 (X, d)都同胚于 Hilbert立方体 ([0, 1]N, d)的某个闭子集.

证明 因为 X 是紧空间，所以它有界。通过缩放度量 d，我们可以假设 diam(X) ⩽ 1.由

推论2.7.4以及命题2.7.9，X是可分的. 设A = {xn|n ∈ N}是X中的可数稠密子集。定义

F : X → [0, 1]N, x 7→ (d(x, x1), d(x, x2), · · · , d(x, xn), · · · ).

则有：

F 是连续的，因为 Td = Tproduct，且每个 πn ◦ F = d(x, xn)都是连续的。

F 是单射: 如果 F (x) = F (y),则对所有 n有 d(x, xn) = d(y, xn). 由于 A是稠密的，

所以存在 xnk
→ x.由 d的连续性，

d(x, y) = lim
k→∞

d(xnk
, y) = lim

k→∞
d(xnk

, x) = 0.

([0, 1]N,Tproduct)是 Hausdorff的，因为它是一个度量空间。

因此由推论2.1.21，作为从紧空间到 Hausdorff空间的连续双射，

F : X → F (X) ⊂ [0, 1]N

是同胚。最后，作为 Hausdorff空间中的紧子集，F (X)是闭的. □
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¶其他可数性概念

还有几个常见的跟紧性密切相关的可数性概念。我们在第 2.1 节习题中见过可数紧

性的概念，它可以被视为是一个跟可数性相关的紧性概念。同时，我们也有一些跟紧性

相关的可数性概念，比如

σ-紧性（见定义2.5.11）.

Lindelöf26空间，定义如下：

定义 2.7.12.（Lindelöf空间）

♣

如果拓扑空间 (X,T )的任意开覆盖 U 都存在可数子覆盖，则我们称 X 为

Lindelöf空间.

显然，如果一个拓扑空间既是 Lindelöf空间又是可数紧空间，则它是紧空间.

由定义不难证明 Lindelöf性质是一种比第二可数或者 σ-紧更弱的可数性：

命题 2.7.13.（Lindelöf弱于 (A2)以及 σ-紧）

♠

(1) 任意 (A2)空间是 Lindelöf空间.

(2) 任意 σ-紧空间是 Lindelöf空间.

注意反过来并不成立，例如

由 Tychonoff定理，([0, 1][0,1],Tproduct)是紧空间，从而自然也是 Lindelöf空间，但

它不是 (A2)空间，甚至不是 (A1)-空间.

(R,Tcocountable)是 Lindelöf空间但不是 σ-紧空间 (参见例2.4.11).

下面列举 Lindelöf空间的几个常用性质，证明留作习题：

命题 2.7.14.（Lindelöf空间的性质）

♠

(1) Lindelöf空间的闭子空间一定是 Lindelöf空间.

(2) Lindelöf空间在连续映射下的像集是 Lindelöf空间.

(3) 度量空间是 Lindelöf空间当且仅当它是 (A2)空间.

于是如同紧性一样，Lindelöf空间的子空间不一定是 Lindelöf空间（因为任意空间都

有单点紧致化），但其闭子空间依然是 Lindelöf的. 另一方面，跟紧性截然不同的是，在

习题中我们将会看到，两个 Lindeloöf空间的乘积空间不一定是 Lindelöf的.

26林德勒夫（E. Lindelöf, 1870-1946），芬兰数学家，主要研究实分析、复分析、拓扑学。
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2.8 分离性公理

我们在本书开头就提过，发展拓扑学的动机之一是理解分析学里面的核心概念如收

敛性和连续性，从而可以进一步在抽象空间上应用分析的思想和手段处理问题。在分析

里面，我们往往需要假定可以用开集来分隔特定的子集。例如，我们希望收敛列的极限

唯一，于是我们需要假定空间里任意两点可以被开集分离，即空间满足 Hausdorff性质，

参见命题2.1.18. 又如，在命题2.4.16中我们证明了在 LCH空间中，紧集和闭集可以分离，

并提到了该性质在处理 LCH空间上的分析问题是作用巨大。

2.8.1 分离性公理

¶四个分离性公理

在拓扑中，我们把“用（不相交的）开集来分离某些不相交的集合”这样一类性质称

为“分离性公理”. 【注意，它与上一节可数性公理里面的可分性概念是非常不同!】分

离性公理有很多，我们下面列举四种常用的分离性，其中两个我们已经见过：27

定义 2.8.1.（分离性公理）

♣

设 X 是拓扑空间。

(1) 若对于任意 x 6= y，存在 X 中的开集 U, V 使得

x1 ∈ U \ V 且 x2 ∈ V \ U,

则我们称 X 为 Frechét空间，简称为 T1空间.

(2) 若对于任意 x 6= y，存在 X 中的开集 U, V 使得

x1 ∈ U, x2 ∈ V, 且 U ∩ V = ∅,

则我们称 X 为 Hausdorff空间，简称为 T2空间.

(3) 若对于任意闭集 A以及任意点 x 6∈ A，存在 X 中的开集 U, V 使得

A ∈ U, x ∈ V, 且 U ∩ V = ∅,

则我们称 X 为正则空间，简称为 T3空间.

(4) 若对于任意不交闭集 A ∩B = ∅，存在 X 中的开集 U, V 使得

A ∈ U, B ∈ V, 且 U ∩ V = ∅,

则我们称 X 为正规空间，简称为 T4空间.

27分离公理往往简称为 (Tn)，其中字母“T”来自德语单词“Trennungsaxiom”，意思是“分离公理”。
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注 2.8.2. 在不同的文献中，“正则”、“(T3)”、“正规”、“(T4)”可能有不同的含义。在

文献中至少有 20种不同的分离公理。根据维基百科，“一般拓扑学中分离公理的历史是

错综复杂的，许多不同的含义争相使用相同的术语，而许多不同的术语争相表达相同的

概念”。例如，在某些书中，“正则”或“(T3)”表示同时满足我们上述定义中的 (T1)和

(T3)，而“正规”或“(T4)”意味着同时满足我们上述定义中 (T1)和 (T4);还有一些书则

区分正则和 (T3),比如“正则”与我们的这里的意思相同，而“(T3)”却意味着在我们上

述定义中的“(T1)和 (T3)”，并以类似的方式区分“正规”和“(T4)”的含义。

从这些定义中，大家不难想到：是否可以定义紧集与紧集的分离，或者紧集与闭集的

分离？事实上，通过标准的紧性论证，不难发现“不相交的紧集可分离”等价于Hausdorff

性质，“不相交的紧集与闭集可分离”等价于正则性。细节留作习题。

¶等价刻画

我们首先给出上述各个分离公理的等价刻画：

命题 2.8.3.（分离公理的等价刻画）

♠

设 (X,T )为拓扑空间。则

(1) (X,T )是 (T1)当且仅当

任意单点集 {x}是闭集.

(2) (X,T )是 (T2)当且仅当

对角线集合 ∆ = {(x, x)|x ∈ X}在 X ×X 中是闭集

(3) (X,T )是 (T3)当且仅当

∀x ∈ X 以及包含 x的开集 U , ∃开集 V 使得 x ∈ V ⊂ V ⊂ U.

(4) (X,T )是 (T4)当且仅当

∀闭集 A ⊂ X 以及包含 A的开集 U , ∃开集 V 使得 A ⊂ V ⊂ V ⊂ U.

证明 证明是标准的, (1)和 (2)根据定义得到,而 (3)和 (4)根据开-闭对偶得到:

1. (⇒) 对 ∀y 6= x, ∃Uy ∈ T 使得 x /∈ Uy.所以

{x}c =
⋃
y ̸=x

Uy

是开集,即 {x}是闭集。
(⇐) 对于 ∀x 6= y,取

U = {y}c 和 V = {x}c.

则 x /∈ V, y /∈ U 且 x ∈ U, y ∈ V.

2. (⇒) 对 ∀x 6= y, (T2)意味着 ∃ X ×X 中的开集 Ux × Vy 使得

(x, y) ∈ Ux × Vy 且 ∆ ∩ (Ux × Vy) = ∅.
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2.8 分离性公理

所以 ∆c是开集,即 ∆是闭集。

(⇐) 对于 ∀x 6= y,即 (x, y) ∈ ∆c, ∃开集 U 3 x, V 3 y使得

(x, y) ∈ U × V ⊂ ∆c.

由此 U ∩ V = ∅,因为如果 z ∈ U ∩ V ,则

(z, z) ∈ (U × V ) ∩∆ = ∅.

3. (⇒) 假设 x ∈开集 U，即 x /∈闭集 U c，则存在 V1, V2 ∈ T 使得

V1 ∩ V2 = ∅, x ∈ V1, 且U c ⊂ V2.

所以 x ∈ V1 ⊂ V1 ⊂ V c
2 ⊂ U.

(⇐) 设 x /∈闭集 A，即 x ∈开集 Ac，则存在 V ∈ T 使得 x ∈ V ⊂ V ⊂ Ac.由此

V ∩ V
c
= ∅, x ∈ V, 且A ⊂ V

c
.

4. (⇒) 设 A ⊂开集 U ,则 A ∩ U c = ∅. 所以存在 V1, V2 ∈ T 使得

V1 ∩ V2 = ∅, A ⊂ V1, 且U c ⊂ V2.

所以 A ⊂ V1 ⊂ V1 ⊂ V c
2 ⊂ U.

(⇐) 设 A,B 是闭集且 A ∩ B = ∅. 则 A ⊂ 开集 Bc. 所以存在 V ∈ T 使得

A ⊂ V ⊂ V ⊂ Bc.由此

V ∩ V
c
= ∅, A ⊂ V 且B ⊂ V

c
. □

¶不同分离公理之间的关系

我们可以研究这些分离公理之间的关系。显然我们有

(T2)=⇒ (T1) ,

反之，其他的蕴含关系都不成立：

(T1) 6⇒ (T2) , (T1) ⇏ (T3) , (T1) ⇏ (T4) : 反例为 (R,Tcofinite).

(T4) ⇏ (T3) , (T4) ⇏ (T2) , (T4) ⇏ (T1) : 反例为 (R,T ),其中

T = {(−∞, a)|a ∈ R}.

[它是 (T4)的，因为其中根本不存在不相交的闭集]

(T3) ⇏ (T2) , (T3) ⇏ (T1) : 反例为 (R,T ),其中 T 由拓扑基

B = {[n, n+ 1)|n ∈ Z}

生成。在这个拓扑中,闭子集和开子集是一样的。

(T2) ⇏ (T4) , (T2) ⇏ (T3) : 反例为 (R,T )，其中 T 是由子基

S = {(a, b)|a, b ∈ Q} ∪ {Q}

生成的. 在该拓扑中，Qc是闭集但不能与 {0}分离。
(T3) ⇏ (T4) : 反例为 Sorgenfrey平面 (R,Tsorgenfrey)× (R,Tsorgenfrey). [细节参见

Munkres《拓扑学》第 31节.]
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2.8 分离性公理

2.8.2 分离性的增强

虽然在这四个分离公理里面，仅有 (T2)蕴含 (T1)，但我们还是可以粗略地认为 (T4)

“强于”(T3)，(T3)“强于”(T2)，(T2)强于 (T1). 至少，我们有

(T1)+(T4)=⇒ (T3) ， (T1)+(T3)=⇒ (T2) 【于是 (T1)+(T4)=⇒ (T2) 】

事实上，紧性、可数性也可以用于“增强”分离性.

¶紧性“增强”分离公理

我们首先通过标准的“局部到整体”论证，证明紧性如何“增强”分离公理：

命题 2.8.4.（ 紧 + (T2) =⇒ (T3) ）

♠任何紧 Hausddorff空间都是正则空间。

证明 设 X 是紧 Hausdorff空间, x ∈ X,A ⊂ X 是闭集 (因此也是紧集)，且 x /∈ A.则对

于任意 y ∈ A，存在开集 Ux,y 3 x, Vy 3 y使得 Ux,y ∩Vy = ∅.由 A的紧性，∃Vy1 , · · · , Vyn

覆盖 A。因此

U := Ux,y1 ∩ · · · ∩ Ux,yn 和 V := Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn

分别是 x和 A的开邻域，且满足 U ∩ V = ∅. □

命题 2.8.5.（ 紧 + (T3) =⇒ (T4) ）

♠任何紧正则空间都是正规空间.

证明 设 X 是紧正则空间，A,B 是 X 中不相交的闭子集。则对于任意 x ∈ A,存在开集

Ux 3 x, Vx ⊃ B 使得 Ux ∩ Vx = ∅.由紧性, ∃Ux1 , · · · , Uxn 覆盖 A. 因此

U := Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn 且 V := Vx1 ∩ · · · ∩ Vxn

是 x和 A的开邻域，且 U ∩ V = ∅. □
作为这两个命题的推论，我们得到如下非常有用的

定理 2.8.6.（ 紧 + (T2) =⇒ (T4) ）

♥任何紧 Hausdorff空间都是 (T4)空间。

¶局部紧性“增强”分离公理 (T2)

事实上，命题 2.8.4中的条件“紧性”可以被减弱为“局部紧性”，从而有下面更强的

命题 2.8.7.（ 局部紧 + (T2) =⇒ (T3) ）

♠任意局部紧的 Hausdorff空间是正则的.

证明 设 X 是局部紧正则空间，x ∈ U. 由命题2.4.16. 存在 X 的开集 V 使得 x ∈ V ⊂
V ⊂ U，因此 X 是 (T3)空间. □
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2.8 分离性公理

¶可数性“增强”分离公理 (T3)

把命题 2.8.5证明中“从有限个局部过渡到整体”的过程稍加修改，可以“从可数个

局部到过渡整体”，从而证明下面更一般的“可数性增强分离公理”命题

命题 2.8.8.（ Lindelöf + (T3) =⇒ (T4) ）

♠任意 Lindelöf正则空间是正规的.

注意作为推论,由命题2.7.13我们有

(A2) + (T3) =⇒ (T4) , σ紧 + (T3) =⇒ (T4) .

证明 设 X 是 Lindelöf且正则的拓扑空间, A,B 是 X 中的不相交闭子集。由命题2.7.14，

Lindeöf性质具有“闭遗传性”，即闭子集 A,B也是 Lindelöf空间. 因为X 是 (T3)，所以

∀x ∈ A, ∃开集 Vx使得

x ∈ Vx ⊂ Vx ⊂ Bc.

由于这些 Vx 覆盖了 Lindeöf的 A，我们可以选择覆盖 A的可数子覆盖 V1, V2, · · · . 同理，
可以找到可数多开集 U1, U2, · · · 覆盖 B 使得 Ui ⊂ Ui ⊂ Ac.令

Gn := Vn \ (
n⋃

i=1

Ui) 和 Hn := Un \ (
n⋃

i=1

Vi).

则

A ⊂ (

∞⋃
n=1

Vn) ∩ (

∞⋂
i=1

Ui
c
) ⊂

∞⋃
n=1

(Vn ∩
n⋂

i=1

Ui
c
) =

∞⋃
n=1

Gn

类似地我们有

B ⊂
∞⋃

m=1

Hm.

最后,

(
∞⋃
n=1

Gn) ∩ (
∞⋃

m=1

Hm) = ∅,

因为对所有 n,m，根据构造我们有 Gn ∩Hm = ∅. □
注 2.8.9. 存在复杂的反例表明

局部紧正则空间不一定是正规空间。

Lindelöf且 Hausdorff空间不一定是正则空间.
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2.8 Urysohn引理与 Urysohn度量化定理

我们知道，相比于一般的拓扑空间，度量空间有很多非常特殊而优美的性质. 一个

自然的问题是：哪些拓扑空间的拓扑实际上是一个度量拓扑？这个问题的第一个重要结

果是由杰出拓扑学家 Urysohn 28所证明的 Urysohn 度量化定理. 在证明过程中，Urysohn

先证明了一个很重要的工具，即用于构造特定连续函数的 Urysohn 引理. 不少数学家称

Urysohn引理为“点集拓扑学的第一个非平凡结果”. 它之所以被称为“引理”，只是因

为它最早作为工具出现在 Urysohn 证明 Urysohn 度量化定理的论文中. 后面我们还会看

到它的很多应用.

2.8.1 Urysohn引理

¶ Urysohn引理

我们知道，正规空间所刻画的性质是“不相交的闭集可以被开集分离”。粗略地来说，

Urysohn引理告诉我们

“用开集分离不相交的闭集⇐⇒用连续实值函数分离不相交的闭集.”

我们先给出 Urysohn引理的完整叙述：

定理 2.8.1.（Urysohn引理）

♥

拓扑空间 (X,T )是正规的当且仅当对 X 中任意不相交的闭集 A,B，存在连续函

数 f : X → [0, 1]使得

f(A) = 0 且 f(B) = 1.

Urysohn 引理是拓扑学中一个非常重要的工具，可以用它构造满足特定性质的连续

函数. 例如，根据Urysohn引理，对于任意紧Hausdorff空间（从而是正规空间）的任意两

个不同的点 x和 y，都可以找到连续函数 f ∈ C(X,R)使得 f(x) = 0, f(y) = 1. 特别地，

对于紧 Hausdorff空间X，连续函数代数 C(X,R)是分离点的. 我们在接下来还将看到如

何使用 Urysohn引理构造连续函数来证明 Urysohn度量化定理，以及如何应用 Urysohns

引理延拓连续函数的定义域，即 Tietze延拓定理.

注意对于度量空间，Urysohn引理的证明是很简单的，因为对于度量空间，我们已经

有一个非常好的连续函数——距离函数，从而我们可以直接使用（参见第 1.1节习题）

f(x) =
dA(x)

dA(x) + dB(x)
. (2.8.1)

但是，对于一般的正规空间，构造连续函数是不平凡的. 我们如何在一个抽象拓扑空间上

构造连续函数呢？证明的
:::::::::
核心想法是：函数是由它的“等高线”（即水平集）刻画的. 于

是，要构造一个连续函数，我们只要为它指定足够密集 [且足够好]的“等高线”. 当然，

28乌雷松（Pavel Urysohn，1898-1924），前苏联数学家. 他是著名数学家 N. Luzin 的学生，1921 年博士毕业
（研究方向是积分方程）后转向拓扑学的研究，1924年在法国 Brittany海岸游泳时不幸溺水身亡，很多遗作
后由 Pavel Alexandrov代为发表. 在短短的三年时间里，Urysohn对维数论做出了重大贡献，并证明了许多重
要的基本定理，包括本节中我们要学的 Urysohn引理和 Urysohn度量化定理。此外，前文已提过，紧性的现
代定义 (即任意开覆盖有有限子覆盖)最早是他和 P. Alexandrov在 1923年给出的.
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2.8 Urysohn引理与 Urysohn度量化定理

在一般拓扑空间中我们并没有“线”的概念，但是我们可以通过指定函数的“下水平集”

来替代“等高线”. 怎么指定“下水平集”呢？当然是用特定的开集！

¶ Urysohn引理的证明

下面我们证明 Urysohn引理.

证明

(⇐=) 这是容易证明的部分: 设 A,B 是 X 中不交的闭集，且存在连续函数 f : X → [0, 1]

使得

A ⊂ f−1(0), B ⊂ f−1(1)

则 f−1([0, 13))和 f−1((23 , 1])是 A和 B 的不相交的开邻域，故 (X,T )是正规的。

(=⇒) 步骤 1: 构造一列“下水平集”.

我们假设 A是闭集，U 是开集且 A ⊂ U . 我们记 A = A0, U = U1。由于 X 是正规

的，我们可以找到开集 U1/2和闭集 A1/2（比如可以取 A1/2 = U1/2），使得

A0 ⊂ U1/2 ⊂ A1/2 ⊂ U1.

再重复两次上述过程，我们得到

A0 ⊂ U1/4 ⊂ A1/4 ⊂ U1/2 ⊂ A1/2 ⊂ U3/4 ⊂ A3/4 ⊂ U1.

通过归纳，对于每个二进有理数

r ∈ D :=
{ m

2n

∣∣∣ n,m ∈ N, 1 ⩽ m ⩽ 2n
}

我们可以构造一个开集 Ur 和一个闭集 Ar，使得

ÀUr ⊂ Ar, ∀r ∈ D.

ÁAr ⊂ Ur′ , ∀r < r′ ∈ D.

步骤 2: 从“下水平集”构造连续函数.

现在我们定义

f(x) = inf{r : x ∈ Ur} = inf{r : x ∈ Ar},

其中第二个等号来自于À和Á，且我们在这里“定义”inf ∅ = 1. 于是显然有

A ⊂ f−1(0) 且 B = U c ⊂ f−1(1).

下面证明 f 是连续的。因为

{[0, α)|α ∈ D} ∪ {(α, 1]|α ∈ D}

是 [0, 1]上标准拓扑的一个子基，故只需证明：对 ∀α ∈ D，f−1([0, α))和 f−1((α, 1])

都是开集. 这两条可由如下事实得到：

f−1([0, α)) =
⋃
r<α

Ur 且 f−1((α, 1]) =
⋃
r>α

Ac
r.

□
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注 2.8.2. 一个自然的问题是：正则空间是否有类似的性质？答案是否定的29. 于是，“点

与闭集可用函数分离”是跟“点与闭集可用开集分离”不同的分离性质：

定义 2.8.3.（完全正则空间）

♣

如果对于拓扑空间 X 中的任意闭子集 A 和任意 x0 6∈ A，都存在连续

函数 f : [0, 1] → X 使得

f(x0) = 0 且 f(A) = 1

则我们称拓扑空间 X 是完全正则空间.

显然完全正则空间必然是正则空间，但反之不成立. 读者不妨仔细分析一下定理2.8.1的

证明过程，看看为什么无法用同样的方法构造出用以分离点和闭集的连续函数.

¶ Fσ 集和 Gδ 集

注意 Urysohn引理的结论是 f(A) = 0，f(B) = 1，即
A ⊂ f−1(0), B ⊂ f−1(1).

一个自然的问题是：

问题 1：对于正规空间里不交的闭集 A和 B，是否存在连续函数 f 使得

A = f−1(0), B = f−1(1)?

对于度量空间，这个问题有一个简单的答案：由 (2.8.1) 定义的函数 f 满足要求。然而，

对于一般的正规空间，我们还需要对 A和 B作出额外假设。为了明白这一点，让我们先

考虑下面这个更基本的问题：

问题 2：拓扑空间里的子集 A是某个连续函数零点集的必要条件是什么？

当然，我们需要 A是一个闭集。但这还不够：因为

{0} =

∞⋂
n=1

(− 1

n
,
1

n
),

我们必须有

f−1(0) =
∞⋂
n=1

f−1

Å
(− 1

n
,
1

n
)

ã
.

换句话说，f−1(0)可以被表示成 X 中可数多个开集的交集。

定义 2.8.4.（Gδ-集与 Fσ-集）

♣

设 (X,T )是拓扑空间, A ⊂ X .

(1) 如果 A可以被表示成可数多个开集的交集，我们称 A是 Gδ-集；
(2) 如果 A可以被表示成可数多个闭集的并集，我们称 A是一个 Fσ-集.a

a在数学中，常常使用下标 σ（来自法语单词 somme，意思是“和、并”）来表示“可数并集”，使用下
标 δ（来自德语单词 Durchschnitt，意思是“交集”）表示“可数交集”，比如可以进一步定义“Gδσ

集”为“可数个 Gδ 集的并集”等等. 类似的概念还有 σ代数、σ紧、δ环等。

29一个相对简单的例子可见 A. Mysior, Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 81 (4), 1981, 652-653
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我们先看几个简单的例子：

例 2.8.5.
(1) 有理数集合 Q ⊂ R是 Fσ 集，而无理数集合 R \Q ⊂ R是 Gδ-集。

(2) 度量空间 (X, d)中的任意闭子集 F 都是 Gδ-集，因为由习题 1.1，x ∈ F 当且仅当

dF (x) = 0，从而我们有

F =
∞⋂
n=1

ß
x

∣∣∣∣ dF (x) < 1

n

™
.

(3) 考虑赋有乘积拓扑的空间 X = {0, 1}R，则 X 是紧 Hausdorff空间，从而它是 (T4)

空间，且每个单点集 {a}都是闭集。然而，{a}不是Gδ-集。事实上，X的每个非空

Gδ-集一定是无穷集：由乘积拓扑定义，X 中的每个开集 U 仅在有限多个位置处取

值不是整个 {0, 1}，这意味着每个 Gδ-集仅在可数多的位置处取值不是整个 {0, 1}，
因此它包含 (不可数)无穷多个元素。特别地，我们发现，{0, 1}R 上任意一个有零
点的连续函数一定同时在不可数多个点处为零.

我们刚刚说明了连续函数的零点集 f−1(0)一定是一个闭 Gδ 集。实际上，

命题 2.8.6.（水平集⇐⇒闭 Gδ 集）

♠

设X 是正规空间。则存在连续函数 f : X → [0, 1]满足 f−1(0) = A当且仅当 A是

X 中的闭 Gδ-集。

证明 只需证明正规空间里的闭 Gδ-集都是连续函数的零点集. 由于 A是 Gδ-集，在X 中

存在一族开集 Un 使得 A =
∞⋂
n=1

Un.根据 Urysohn引理，存在连续函数 gn : X → [0, 1]使

得

A ⊂ g−1
n (0), U c

n ⊂ g−1
n (1).

现在我们定义

f(x) =

∞∑
n=1

1

2n
gn(x).

则 f 是连续的（因为连续函数列
m∑

n=1

1
2n gn(x)一致收敛到 f(x)），且 f(A) = 0. 此外，对

于任意 x /∈ A，存在 n使得 x ∈ U c
n，即 gn(x) = 1，因此 f(x) 6= 0.于是

f−1(0) = A. □

¶ Urysohn引理的一个变体

有了命题 2.8.6，我们就可以应用在度量空间中用过的技巧给出问题 1的完整答案：

定理 2.8.7.（Urysohn引理的变体）

♥

设 (X,T )为正规空间，A,B ⊂ X.则存在连续函数 f : X → [0, 1]使得

f−1(0) = A, f−1(1) = B

当且仅当 A,B 是 X 中不相交的闭 Gδ 集.
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证明 显然，如果存在这样的连续函数 f，那么 A,B 必须是不相交的闭 Gδ 集。

反之，设 A,B是不相交的闭Gδ 集。由命题 2.8.6，存在连续函数 fi : X → [0, 1](i =

1, 2)使得

f−1
1 (0) = A, f−1

2 (0) = B.

因为 A ∩B = ∅,所以在 X 上恒有 f1 + f2 > 0. 于是我们可以定义

f(x) =
f1(x)

f1(x) + f2(x)
, ∀x ∈ X.

显然 f : X → [0, 1]是连续的，而且 f−1(0) = A, f−1(1) = B. □

¶ Urysohn引理：LCH版本

我们可以不假设X 是正规空间，而假设X 是 LCH空间，即局部紧 Hausdorff空间。

这里最关键的观察是：尽管局部紧 Hausdorff 空间不一定是正规的（因此我们可能无法

分离不相交的闭集），但我们仍然有一个很好的分离性质，即命题 2.4.16，它让我们可以

将不相交的紧集与闭集分开！于是很自然地会考虑用连续函数分离不相交的紧集与闭集。

事实上，我们可以还可以进一步要求“用于分离不交的紧集与闭集的连续函数”仅在某

个紧集上有非零的值。这类“仅在紧集上取非零值的函数”在应用中非常重要，为此我

们给出如下定义：

定义 2.8.8.（紧支撑函数）

♣

设 X 是拓扑空间，f ∈ C(X,R)是连续函数. 我们称闭集

supp(f) := {x | f(x) 6= 0}

为 f 的支撑集. 如果 f 的支撑集合 supp(f)是紧集，则我们称 f 是一个紧支函数.

拓扑空间 X 上所有紧支函数的集合记为 Cc(X,R)，它是有界连续函数集合的子集.

现在我们可以陈述 LCH空间的 Urysohn引理，注意其条件与结论跟标准的 Urysohn

引理均略有不同：

定理 2.8.9.（LCH空间的 Urysohn引理）

♥

设 X 是 LCH空间，K,F 是 X 中的不相交子集，其中 K 是紧集且 F 是闭集，那

么存在一个紧支的连续函数 f : X → [0, 1]使得 f(K) = 1和 f(F ) = 0.

证明 由命题2.4.16，存在开集 V 使得 V 是紧集，且K ⊂ V ⊂ V ⊂ F c. 注意到子空间 V

是紧 Hausdorff空间，从而是正规空间. 于是在 V 中对 K ⊂ V 应用 Urysohn引理，存在

连续函数 f0 : V → [0, 1]使得

f0(K) = 1, f0(V \ V ) = 0.

令 f1 : V c → [0, 1] 为恒零函数. 则 f0, f1 分别为定义在闭集 V 和 V c 上的连续函数，

且在交集 V ∩ V c = V \ V 上相同. 于是由粘结引理（见习题 1.3）, 可得到连续函数

f : X → [0, 1]. 最后因为 supp(f)是紧集 V 中的闭集，所以是紧集，即 f 是紧支函数. □
特别地，任意 LCH空间都是完全正则空间。
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2.8.2 Urysohn度量化定理

¶可度量化性质

我们已经多次看到，度量空间是一类非常特殊的拓扑空间，具有很多良好的性质。一

个自然的问题是：哪些拓扑空间的拓扑可以由度量生成？

定义 2.8.10.（可度量化空间）

♣

设 (X,T )是拓扑空间. 如果在 X 上存在度量结构 d使得度量拓扑 Td 与 T 一致，

则我们称 (X,T )是可度量化的.

例 2.8.11. ([0, 1]N,Tproduct)是可度量化的；而 ([0, 1]N,Tbox)和 ({0, 1}R,Tproduct)都不是

可度量化的，因为它们不是第一可数的。

我们在第 2.3节中已经看到，可度量化的拓扑空间必须是第一可数的、Hausdorff和

正规的. 然而，这些条件是不充分的。

例 2.8.12. Sorgenfrey直线 (R,Tsorgenfrey)是第一可数的, Hausdorff,正规的，但不是可

度量化的:

在例2.7.1(2)中我们已经证明了 (R,Tsorgenfrey)是第一可数的。

在例2.7.8中我们已经证明了它可分但不是第二可数的，从而由命题2.7.9，它不是可

度量化的.

它是 Hausdorff的,这是因为任意 x < y可以用开集 [x, y)和 [y, y + 1)分隔开。

还需要证明 (R,Tsorgenfrey) 是正规的, 即不相交的闭集可以被不相交的开集分隔

开. 设 A,B 是 (R,Tsorgenfrey)中不相交的闭集. 对任意 a ∈ A,我们有 a ∈ Bc. 因

为 Bc是开集,我们可以取 εa > 0使得 [a, a+ εa)∩B = ∅. 类似地，对于任意 b ∈ B

我们取 εb > 0使得 [b, b+ εb) ∩A = ∅. 注意对于 ∀a ∈ A和b ∈ B，我们总有

[a, a+ εa) ∩ [b, b+ εb) = ∅,

否则我们有 b ∈ [a, a+ εa)或 a ∈ [b, b+ εb),矛盾。因此

UA := ∪a∈A[a, a+ εa) 和 UB := ∪b∈B[b, b+ εb)

是分隔 A和 B 的不相交开集。

¶ Urysohn度量化定理

尽管一般的度量化问题很困难，但对于第二可数空间，这个问题有一个简单答案：

定理 2.8.13.（Urysohn度量化定理）

♥第二可数拓扑空间 (X,T )是可度量化的当且仅当它是 Hausdorff且正规的。

注意由例2.8.12，不能把 Urysohn度量化定理中的条件“第二可数”改为“可分离”.

因为紧 Hausdorff空间都是正规的，所以结合命题2.7.4我们得到
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推论 2.8.14.（CH空间：可度量化⇐⇒(A2)）

♥紧 Hausdorff空间是可度量化的当且仅当它是第二可数的。

Urysohn度量化定理的证明类似于定理 2.7.11：我们将 (X,T )嵌入到 Hilbert立方体

[0, 1]N，这样 (X,T )就继承了一个子空间度量！唯一的区别是：我们现在没有可数稠密

子集，所以无法用“到可数多个点的距离”来定义嵌入；作为替代，我们将利用可数基

以及 Urysohn引理构造足够多的连续函数来定义所需的嵌入.

¶ Urysohn度量化定理：证明

证明 只需证明第二可数的 Hausdorff正规空间是可度量化的. 正如我们上面提到的，我

们要构造一个“嵌入”

F : X → [0, 1]N.

我们设 B = {Bn|n ∈ N}是 T 的一组可数基。

步骤 1：分隔集合 对任意 x ∈ X 和 x的任意开邻域 U ,寻找 (m,n)使得

x ∈ Bn ⊂ Bn ⊂ Bm ⊂ U.

对任意 x ∈ X和 x的任意开邻域 U，我们首先选取Bm使得 x ∈ Bm ⊂ U。由于 {x}
和 Bc

m是 X 中不相交的闭集，根据正规空间的定义，存在开集 U1, V1使得

x ∈ U1, Bc
m ⊂ V1, U1 ∩ V1 = ∅.

又因为 B是一个拓扑基，所以存在 Bn ∈ B使得 x ∈ Bn ⊂ U1.因此

Bn ⊂ U1 ⊂ V c
1 ⊂ Bm.

所以 x ∈ Bn ⊂ Bn ⊂ Bm ⊂ U.

步骤 2：构造函数 构造连续函数列 f1, f2, · · · 满足：∀x ∈ X 和任意开集 U 3 x, ∃n使得

fn(x) = 1, fn(U
c) = 0.

首先，我们记

I := {(m,n) ∈ N× N | Bn ⊂ Bm}.

由步骤 1，I 6= ∅. 对于任意 (m,n) ∈ I，我们对不相交的闭集 Bn 和 Bc
m 应用 Urysohn引

理，得到一个连续函数 gn,m : X → [0, 1]使得

gn,m(Bn) = 1 且 gn,m(Bc
m) = 0.

因为 I 是可数集，我们可以将这些 gn,m 重新编号为 f1, f2, f3, · · · . 根据步骤 1，函数列

f1, f2, · · · 满足要求的性质。
步骤 3:完成度量化 将 X 嵌入到 Hilbert方体 [0, 1]N.

最后我们定义

F : X → [0, 1]N, x 7→ (f1(x), f2(x), · · · ).

我们想证明 F 是从X 到 F (X) ⊂ [0, 1]N的同胚. 因为 F (X)是度量空间 [0, 1]N中的一个
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子集，它上面存在一个子空间度量 d0 使得度量拓扑与子空间拓扑一致. 将该度量拉回到

X，即在X 上定义度量 d(x1, x2) := d0(F (x), F (y)). 由定义，F : (X, d) → (F (X), d0)是

等距同构. 从而我们还有同胚 F : (X,Td) → (F (X),Td0). 由此可得 X 上的度量拓扑 Td

与 X 上的原始拓扑 T 相同，从而 X 是可度量化的.

下面证明 F 是从 X 到 F (X) ⊂ [0, 1]N的同胚.

因为所有 fi都是连续的，所以 F 是连续的。

F 是单射：对任意 x 6= y，有 x ∈ {y}c，因此存在 n使得

fn(x) = 1 且 fn(y) = 0.

于是 F 是从 X 到 F (X)的连续双射.

F 从X到其像集 F (X)的一个开映射：设 U ⊂ X是开集，需要证明 F (U)是 F (X)

里面的开集。为此我们任取 z0 ∈ F (U)以及 x0 ∈ U 使得 z0 = F (x0).由步骤 2，存

在 n使得

fn(x0) = 1 且 fn(U
c) = 0.

设 V = π−1
n ((0,+∞)),其中 πn是从 [0, 1]N到它的第 n个分量的投影映射。则 V 在

[0, 1]N中是开集。所以

W := V ∩ F (X)

在 F (X)中是开集。为了证明 F 是开映射，只需证明 z0 ∈ W ⊂ F (U)：

– 我们有 z0 ∈ W ，这是因为

πn(z0) = πn(F (x0)) = fn(x0) > 0.

– 我们有W ⊂ F (U)，这是因为对任意 z ∈ W ,存在 x使得

F (x) = z 且 fn(x) > 0,

由此推出 x ∈ U，从而 z ∈ F (U). □
注 2.8.15. 仔细回顾上述证明的第三步，我们不难发现

设 X 是 (T1)空间，{fα | α ∈ J}是 X 上的一族连续函数，满足：∀x ∈ X 和

任意开集 U 3 x, ∃α ∈ J 使得

fα(x) = 1, fα(U
c) = 0.

则我们可以得到一个拓扑嵌入 F : X → [0, 1]J .

另一方面，根据定义2.8.3，我们可以找到这样一族函数当且仅当 X 是完全正则空间. 因

为完全正则空间必然是 (T3)空间，而在 (T3)空间里 (T1)与 (T2)等价，于是我们得到

命题 2.8.16.（完全正则 +Hausdorff=⇒嵌入方体）

♠若 X 是 Hausdorff且完全正则空间，则 X 可以被拓扑嵌入某个“方体”[0, 1]J 中.

特别地，任何 LCH空间可以被拓扑嵌入方体中，任何 (T2)且 (T4)空间可以被嵌入

方体中.
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2.9 Tietze扩张定理

尽管我们通过Urysohn引理得到的函数看起来太过特殊，但通过巧妙地运用Urysohn

引理所烧制出来的砖块，我们可以搭建出各种宏伟的建筑，这一点我们在证明 Urysohn

引理的变体 (定理2.8.7)以及 Urysohn度量化定理时已经有所了解. 下面应用 Urysohn引

理证明 Tietze扩张定理 30，并给出 Urysohn引理和 Tietze扩张定理的一些应用.

2.9.1 Tietze扩张定理

¶扩张

在分析中，将给定的函数或映射从较小的区域扩张到较大的区域【且同时保留一些

特定的性质，例如连续性（或光滑性）、有界性等等】总是很重要的. 为此，我们先给出

如下定义：

定义 2.9.1.（扩张）

♣

设 A ⊂ X 是一个子集，f : A → Y 是定义在 A上的一个映射. 如果定义在全空间

X 上的映射 f̃ : X → Y 满足

f̃(x) = f(x), ∀x ∈ A,

则我们称映射 f̃ 是映射 f 的一个扩张.

例如，任意函数 f : A → R都有一个简单的扩张，即零扩张

f̃(x) =

 f(x), x ∈ A,

0, x 6∈ A.

当然，对我们而言，最重要的性质之一是连续性. 所以我们希望把定义在子集上的连续

映射扩张为全空间的连续映射. 于是，自然的问题是：

给定子空间上的连续映射 f : A → Y，是否存在连续扩张 f : X → Y？如果

存在，是否唯一？

不难想见，唯一性一般是没有的，因为映射在 A上的取值无法控制映射在“跟 A中的点

较远处的点”上的取值. 但是，如果 A是稠密的，则我们有

引理 2.9.2.（稠密子集扩张的唯一性）

♦

设 Y 是 Hausdorff空间，A是X 的稠密子集，f : A → Y 是连续映射.则至多存在

一个连续扩张 f : X → Y .

其证明留作习题.

30蒂茨（H. Tietze，1880-1964），奥地利数学家，在一般拓扑学、地图着色、组合群论等领域均有重要贡献.
Tietze扩张定理有时候也被称为“Tietze-Urysohn-Brouwer扩张定理”：该定理最早由 Lebesgue在 1907年对
X = R2的特殊情况证明，然后 1915年被 Tietze推广到所有度量空间，之后 1918年 Brouwer对于欧氏空间
情形给出了另一个证明. 而这里所叙述的正规空间的版本是由 Urysohn在 1925年给出的.
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另一方面，如果 A不是闭集，则我们不能期望将所有定义在 A上的连续函数扩张

为定义在 X 上的连续函数：

例 2.9.3. 如果 A ⊂ R不是闭集，那么存在一个数 a ∈ A′但 a 6∈ A. 考虑 A上的（有界）

连续函数

f(x) := sin
1

x− a
,

它显然不能被扩张为 R上的连续函数.

¶ Tietze扩张定理

然而，如果 X 是正规空间且 A是 X 中的闭集，则下面的 Tietze扩张定理告诉我们

A上的
::::
任何连续函数 f 都可以连续扩张为X 上的连续函数，且若 f 是有界的，则扩张之

后的函数可以具有相同的界：

定理 2.9.4.（Tietze扩张定理）

♥

拓扑空间 (X,T ) 是正规空间当且仅当对于任意闭集 A ⊂ X，A 上的任意连续函

数 f : A → [−1, 1]可以被扩张为 X 上的连续函数 f̃ : X → [−1, 1].

Tietze扩张定理可以看作是 Urysohn引理的推广（尽管它们实际上是等价的），因此

可以直接适用于更多的情况，是拓扑学中最有用的定理之一.

构造扩张的
:::::
想法如下：我们考虑“限制映射”

rA : C(X, [−1, 1]) → C(A, [−1, 1]), g 7→ g|A.

我们只要证明 rA是满射即可，换言之，我们需要求解方程

rA(g) = f.

为此，我们应用分析中的标准技巧：
À首先找该方程的一个近似解；

思路：我们只会用 Urysohn引理构造全空间的连续函数. 于是，直

接对 f 操作是不方便的. 为此，我们把 f 做一个“截断”，即

f̄ : A → [0, 1], f̄(x) :=


1/3, 若 f(x) ⩾ 1/3,

f(x), 若 |f(x)| ⩽ 1/3,

−1/3, 若 f(x) ⩽ −1/3.

由定义，它是函数 f 的一个“近似”：

|f(x)− f̄(x)| ⩽ 2/3, ∀x ∈ A.

接下来我们用 Urysohn 引理构造连续函数 g : X → [0, 1]，使得

rA(g) ≈ f̄ .根据构造，f̄ 在一个闭子集上达到最大值 1/3，在另一

个闭子集上达到最小值 −1/3. 对这两个闭集用 Urysohn 引理即可

得到我们想要的函数.

Á然后迭代地寻找一列越来越好的近似解；

Â最后证明这一列近似解收敛到真正的解.
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¶ Tietze扩张定理的证明

证明

(⇐) 设 A,B 是在 X 中不相交的闭集. 那么 A ∪B 在 X 中是闭集并且

f : A ∪B → [−1, 1], f(x) =

 −1, x ∈ A

1, x ∈ B

是 A ∪ B 上的连续函数. 根据假设，f 可以扩张为连续函数 f̃ : X → [−1, 1] 且在

A∪B上 f̃ = f . 于是 f−1((−∞, 0))和 f−1((0,+∞))是 A和 B的不相交的开邻域，

从而 X 是正规的.

(⇒) 按照前面的分析，我们把证明过程分成三步：

步骤 1 [构造一个近似解]

我们取

A1 := {x ∈ A |f(x) ⩾ 1/3} 和 B1 := {x ∈ A |f(x) ⩽ −1/3} ,

则 A1 和 B1 是 X 中不相交的闭集. 由 Urysohn 引理，存在连续函数 g : X →
[−1/3, 1/3]使得

g(A1) = 1/3 且 g(B1) = −1/3.

不难验证，g(x)还满足 |f(x)− rA(g)(x)| ⩽ 2/3, ∀x ∈ A.

步骤 2 [进行迭代]

记 f = f1. 由步骤 1，我们得到了一个连续函数 g1 : X → [−1/3, 1/3]使得

|f1(x)− rA(g1)(x)| ⩽ 2/3, ∀x ∈ A.

将 f 替换为 f2 = f1 − rA(g1) 并重复步骤 1，我们可以得到连续函数 g2 : X →
[−1

3 · 2
3 ,

1
3 · 2

3 ]使得

|f2(x)− rA(g2)(x)| ⩽ (2/3)2, ∀x ∈ A.

继续重复这个过程，我们可以找到一列连续函数

gn : X →
ï
−1

3
(
2

3
)n−1,

1

3
(
2

3
)n−1

ò
使得：如果我们记 fn = fn−1 − rA(gn−1),则

|fn(x)− rA(gn)(x)| ⩽ (2/3)n, ∀x ∈ A.

步骤 3 [收敛到解]

定义函数

f̃(x) :=

∞∑
n=1

gn(x).

因为每个 gn在 X 上都是连续的，并且

|gn(x)| ⩽
1

3
(
2

3
)n−1,
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所以该级数一致收敛，从而 f̃ 在 X 上是连续的，并且

|f̃(x)| ⩽
∞∑
n=1

1

3
(
2

3
)n−1 = 1, ∀x ∈ X.

最后，对于 ∀x ∈ A以及 ∀N ∈ N，我们有∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=1

gn(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f2(x)−

N∑
n=2

gn(x)

∣∣∣∣∣ = |fN (x)− gN (x)| ⩽ (2/3)N .

所以对于 x ∈ A有 f(x) = f̃(x). □

¶扩张无界连续函数

显然，在 Tietze 扩张定理的叙述中，我们可以把像空间 [−1, 1] 替换为任意闭区间

[a, b]. 下面我们给出 Tietze扩张定理的一个不那么明显的变体：把 [−1, 1]替换为 R.

定理 2.9.5.（无界连续函数的 Tietze扩张定理）

♥

设X 是正规空间，且 A ⊂ X 是闭集，则任意连续函数 f : A → R都可以扩张为连

续函数 f̃ : X → R.

证明 将 f 与反正切函数 arctan : R → (−π
2 ,

π
2 )复合，我们得到一个连续函数

f1 := arctan ◦f : A → (−π

2
,
π

2
).

由 Tietze扩张定理，f1可以被扩张为连续函数31‹f1 : X → [−π

2
,
π

2
].

令

B = ‹f1−1
(±π

2
).

则 B 是 X 的闭子集且 B ∩A = ∅.由 Urysohn引理，存在连续函数 g : X → [0, 1]使得

g(A) = 1 且 g(B) = 0.

定义

h(x) = ‹f1(x)g(x).
那么 h是将 X 映射到开区间 (−π

2 ,
π
2 )的连续函数. 最后我们令

f̃(x) = tanh(x).

则 f̃ : X → R是连续的，并且对于 ∀x ∈ A，我们有

f̃(x) = tanh(x) = tan ‹f1(x) = tan f1(x) = x. □
类似地，我们还可以（保范地）扩张复值函数，或扩张 Lipschitz函数，甚至将光滑

函数扩张为光滑函数（Whitney扩张定理）等等.

31注意此处我们无法直接得到 f̃1 : X → (−π
2
, π
2
)，因为根据前面定理证明中的构造，f̃1 是一个级数的极限，

其值有可能会取到 ±π
2

.
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¶ LCH空间的 Tietze扩张定理

类似于 LCH空间的 Urysohn引理，我们也可以把条件“X 是正规空间”替换为“X

是 LCH 空间”. 此时，因为 LCH 空间未必是正规空间，一般而言我们无法将所有定义

在 X 的闭集上的连续函数作连续扩张，但是我们可以将所有定义在 X 的紧集上的连续

函数做连续扩张，而且，我们还能让扩张后的连续函数具有紧支集：

定理 2.9.6.（LCH空间的 Tietze扩张定理）

♥

设 X 为 LCH空间，K 为 X 的紧子集. 那么任意连续函数 f : K → [−1, 1]都可以

被扩张为
:::::::::::
具有紧支集的连续函数 f̃ : X → [−1, 1].

证明 证明跟定理2.8.9非常类似，即取开集V 使得V 是紧集，且K ⊂ V ⊂ V ⊂ X，然后对

子空间 V（它是紧Hausdorff空间，从而也是正规空间）应用 Tietze扩张定理：K∪(V \V )

是 V 中的闭集，函数 f1(x) =

 f(x), x ∈ K

0, x ∈ V \ V
是定义在该闭集上的连续函数，从

而可以被扩张为连续函数 f̃1 : V → [−1, 1]. 最后将 f̃1做零扩张得到函数 f̃ : X → [−1, 1].

由粘结引理，f̃ 是连续函数，而且 supp(f) ⊂ V 是紧集的闭子集，从而也是紧集. □

¶扩张连续映射的注记

注 2.9.7. 显然我们可以把“向量值”连续函数

f : A → [0, 1]n, f : A → Rn, 或 f : A → [0, 1]S

扩张为 X 上相应的向量值连续函数，即扩张为

f̃ : X → [0, 1]n, f̃ : X → Rn, 或 f̃ : X → [0, 1]S ,

其中 S 是任意集合. 为此，我们只需分别扩张 f 的每个分量即可.

注 2.9.8. 另一方面，对于一般的拓扑空间 Y，我们不能期望将闭子集 A上的任意连续函

数 f : A → Y 都扩张为 X 上的连续函数 f̃ : X → Y . 例如，

赋予 {0, 1}离散拓扑. 为了将函数 f : {0, 1} → Y 扩张为连续函数

f̃ : [0, 1] → Y,

一个必要条件是：存在一个连续函数 γ : [0, 1] → Y 满足 γ(0) = f(0), γ(1) = f(1).

用后文第 3.2节的语言，我们需要 f(0)和 f(1)位于 Y 的同一个道路连通分支中.

为了将连续函数 f : S1 → Y 扩张为连续函数 f̃ : D → Y ,其中 D 是平面上的单位

圆盘,我们需要像集 f(S1)在 Y 中是可缩的（这是一种更高级别的连通性）. 特别

地,我们将会看到恒等映射

f : S1 → S1, x 7→ x

不能被扩张为连续映射 f̃ : D → S1.

我们将在本书的后半部分深入研究这些连通性现象.
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2.9.2 Tietze扩张定理与 Urysohn引理的应用

下面我们给出 Tietze扩张定理以及 Urysohn引理的一些应用.

¶应用 1: 连续函数逼近可测函数

在实分析中，我们有如下的 Lusin 定理，它告诉我们“可测函数在很大一个区域上

是连续函数”：

定理 2.9.9.（Lusin定理）

♥

设X 是 LCH空间，µ是X 上的一个正则 Radon测度.a 设 f : X → R是X 上的一

个可测函数，且存在具有有限测度的 Borel集 E 使得 f 在 Ec 上为 0. 则对于任意

ε > 0，存在紧集K ⊂ E 使得 µ(E \K) < ε，且 f 在K 上连续.

a即 µ是一个定义在全体 Borel集上的测度，满足以下三个条件：
对于紧集K，由 µ(K) < +∞.
外正则性：对任意 Borel集 A，有 µ(A) = inf{µ(U) | A ⊂ U,U是开集}.
内正则性：对任意 Borel集 A，有 µ(A) = sup{µ(K) | K ⊂ A,K是紧集}.

应用 LCH版本的 Tietze扩张定理，我们可以得到

推论 2.9.10.（连续函数几乎处处逼近可测函数）

♥在 Lusin定理的假设下，存在一列紧支连续函数几乎处处收敛于 f .

证明 根据 Lusin定理，存在满足条件 µ(E \K) < ε的紧集K ⊂ E，使得 f 在K 上连续.

由 LCH空间的 Tietze扩张定理即定理2.9.6，存在 g ∈ Cc(X,R)使得 g|K = f . 另一方面，

由外正则性，存在开集 U ⊃ E 使得

µ(U \ E) < ε.

对于紧集K 跟闭集 U c应用 LCH空间的 Urysohn引理，可得连续函数 h ∈ Cc(X,R)使得

h(K) = 1, h(U c) = 0.

于是，对任意 ε > 0，我们得到紧支连续函数 gh ∈ Cc(X,R)使得

µ({x | g(x)h(x) 6= f(x)}) < 2ε.

最后分别取 ε = 1
n，我们得到一列紧支连续函数 gn依测度收敛于 f . 再由 Riesz定理，gn

有子列几乎处处收敛于 f . □

¶应用 2: 度量空间中的伪紧性

我们引入一个新的紧性定义：

定义 2.9.11.（伪紧）

♣若拓扑空间 X 上的所有连续函数都是有界的，则我们称 X 是伪紧的.

根据推论2.1.12，任意紧空间或者列紧空间都是伪紧的. 反之一般不成立：

159
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例 2.9.12. 考虑 X = R ∪ {∞}，赋以拓扑

T = {U | ∞ ∈ U或者U = ∅}.

则 X 上不存在不交的非空开集，于是 X 上的任意连续函数必须是常数. 但显然 X 是不

紧的，因为开集族 {{x,∞}x∈R}是一个没有有限子覆盖的开覆盖.

我们注2.3.29中提到，度量空间 X 是紧的当且仅当它是伪紧的. 现在我们证明该命

题：

命题 2.9.13.（度量空间：紧 =伪紧）

♠度量空间 (X, d)是紧的当且仅当任意连续函数 f : X → R是有界的.

证明 只要证明伪紧的度量空间是紧的. 我们用反证法. 假设度量空间 (X, d)是伪紧的但

不是紧的，则由定理2.3.28，(X, d)不是极限点紧的. 于是存在无限子集A = {x1, x2, · · · }
使得 A′ = ∅.特别地，A是闭集，并且每个 xn在 A中都是孤立点. 于是函数

f : A → R, f(xn) = n

是闭集 A上的连续函数. 由 Tietze扩张定理，f 可以被扩张为连续函数 f̃ : X → R. 于是

f̃ 是 X 上的无界连续函数，矛盾. □
注意：事实上我们证明了更强的结论：

(T4)+极限点紧 =⇒伪紧 .

¶应用 3: Cantor集的应用

我们的第三个应用涉及到 Cantor集

C = [0, 1] \
∞⋃
n=1

3n−1−1⋃
k=0

(
3k + 1

3n
,
3k + 2

3n
).

在第 2.2节的习题中，我们证明了映射

g : {0, 1}N → C ⊂ [0, 1], a = (a1, a2, · · · ) 7→
∞∑
k=1

2

3k
ak

是从 ({0, 1}N,Tproduct)到 Cantor集 C 的同胚，并证明了映射

h : {0, 1}N → [0, 1]2, a = (a1, a2, · · · ) 7→

( ∞∑
k=1

a2k−1

2k
,

∞∑
k=1

a2k
2k

)
是一个连续满射. 于是，我们得到一个连续满射

h ◦ g−1 : C → [0, 1]2.

由于 C 在 [0, 1]中是闭集，因此由 Tietze扩张定理，存在一个连续满射

f : [0, 1] → [0, 1]2.

一般而言，我们把从 [0, 1]到拓扑空间的连续映射叫做曲线，于是我们得到了一条填满单

位正方形的曲线！这种能填满正方形的曲线最早是 Peano 32在 1890年发现的：

32G. Peano（皮亚诺，1858-1932），意大利数学家、逻辑学家、语言学家. 他的知名工作包括：证明了有关微
分方程初值问题的 Peano存在性定理，提出了自然数的 Peano公理体系，构造填满正方形的 Peano曲线，以
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定义 2.9.14.（Peano曲线）

♣我们称任意一个从 [0, 1]到 [0, 1]2的连续满射为一条 Peano曲线或空间填充曲线.

所以，我们用 Cantor集构造出的函数 f 是一条 Peano曲线！存在 Peano曲线这一事

实，使得人们不得不仔细思考下面这个问题：什么是维数？连续映射可以把低维集合映

满高维集合，那维数还是拓扑不变量吗？幸运的是，欧氏空间的维数确实是拓扑不变量.

这个命题的证明远比我们想象的要复杂，我们将会在第 4章中给出详细证明.

注 2.9.15.
(1) 我们给出的是 Peano曲线存在性的“非构造性”证明. 文献中也有许多“构造性证

明”，可以从简单的曲线出发，迭代地构造一系列曲线，其极限是 Peano曲线.

(2) 空间填充曲线并不只是理论上的怪物. 它们在现实生活中也有重要应用. 例如，它

可被用于将多维数据（如地图数据）存储到计算机中（线性排列）：我们希望相近

的地图数据（高维数据）被存储在数据库相近的位置[这就是连续性！]，以便我们

在使用地图时不必同时读取分散在很多不同地方的数据.

用类似的方法，可以构造连续满射

f : [0, 1] → [0, 1]n

甚至可以构造连续满射

f : [0, 1] → [0, 1]N,

为此，我们只要把 N分解成可数个 N的无交并，例如

N =
⋃
n

{2n(2k + 1) | k ∈ N}

然后由 1.4节习题，可以得到同胚

h∞ : {0, 1}N → ({0, 1}N)N,

及用于严格定义曲线长度和曲面面积的 Jordan-Peano测度等.
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从而得到一个连续满射

f∞ = (h, h, · · · ) ◦ h∞ ◦ g−1 : C → [0, 1]N.

作为应用，我们证明

定理 2.9.16.（Cantor集的“通有”性）

♥对任意紧度量空间 (X, d)，均存在从 Cantor集 C 到 X 的连续满射.

证明 根据定理2.7.11，X 同胚于 [0, 1]N的某个闭子集 F . 由 f∞的连续性，f−1
∞ (F )是 C

的闭子集. 根据习题 2.2，存在连续映射 f : C → F 使得 f |F 是恒等映射.于是 f∞ ◦ f 就
是从 Cantor集合 C 到 X 的连续满射. □

¶应用 4: Stone-Čech紧化.

我们先回忆一下习题 2.1中所引入的如下概念：

定义 2.9.17.（紧化）

♣

设X 是拓扑空间，Y 是紧拓扑空间，且存在拓扑嵌入 f : X → Y 使得 f(X) = Y，

则我们称紧拓扑空间 Y（以及嵌入映射 f）是拓扑空间 X 的紧化.

注意紧化实际上包含两个数据：空间 Y 以及嵌入映射 f .

我们学过如何用单点紧化（又称为 Alexandrov紧化）的方式去紧化任意一个非紧的
拓扑空间 X . 直觉上来说，单点紧化 X∗ 是把 X 的所有“非紧的端口”粘接在一个“无

穷远点”处. 在很多应用中，这种“不分青红皂白全部粘在一起”的紧化方式是不便于使

用的.

一般而言，我们希望紧化的空间 Y 是 Hausdorff 的，因为我们知道紧 Hausdorff 空

间具有诸多良好的性质. 为此，我们假设 X 是 LCH 空间，或者更一般地，假设 X 是

Hausdorff且完全正则的空间. 根据命题2.8.16，映射

β : X → Q = [0, 1]C(X,[0,1]), x 7→ evx

是一个拓扑嵌入. 注意到方体 Q = [0, 1]C(X,[0,1])，作为紧 Hausdorff 空间 [0, 1] 的乘积空

间，依然是紧 Hausdorff空间. 特别地，

βX := β(X) ⊂ [0, 1]C(X,[0,1]) (2.9.1)

是一个紧 Hausdorff空间，且映射 β : X → βX 是一个稠密的拓扑嵌入. 于是 βX 是 X

的一个紧化. 这种紧化最早由M. Stone和 E. Čech33在 1937年分别显式给出的:

定义 2.9.18.（Stone-Čech紧化）

♣

设 X 是 LCH空间（或者更一般地，是 Hausdorff且完全正则的空间）. 我们称由

（2.9.1）所定义的空间 βX 为 X 的 Stone-Čech紧化.

33切赫（Eduad Čech,1893-1960）,捷克数学家，主要研究射影微分几何与拓扑学，以 Stone-Čech紧化和 Čech
上同调闻名. 前文提过，Čech是最早给出 Tychonoff定理证明的人. 另一方面，Stone-Čech紧化则最早（隐
含地）出现在 Tychonoff的 1930年的一篇文章中.
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注意如果 X 本身是紧 Hausdorff的，那么 βX 跟 X 是同胚的.

给定任意连续函数 f : X → [0, 1]，考虑“向 f 分量的投影映射”πf : [0, 1]C(X,[0,1]) →
[0, 1]，则我们有

πf ◦ β(x) = πf (evx) = f(x).

换而言之，如果我们把X 跟它的同胚像 β(X)等同起来，则 πf 是 f 在 Q上的一个扩张.

当然，因为 Q太大，一般而言扩张是不唯一的. 但是，如果我们限制在 Stone-Čech紧化

βX 上，则扩张是唯一的：【于是这是一个“任意连续函数存在唯一扩张”的例子！】

命题 2.9.19.（有界连续函数向紧化空间扩张）

♠

设X 是 LCH空间（或者更一般地，是 Hausdorff且完全正则的空间），则任意连续

函数 f : X → [0, 1]可以被唯一扩张为连续函数 f̃ = πf |βX : βX → [0, 1].

证明 上面已经说明了 f̃ = πf |βX 是 f 的“扩张”，其唯一性由引理2.9.2可得. □
下面假设 ϕ : X → Y 是一个连续映射. 则对任意 g ∈ C(Y, [0, 1]), 复合映射 g ◦ ϕ ∈

C(X, [0, 1]), 从而由命题2.9.19，存在唯一的扩张flg ◦ ϕ : βX → [0, 1]. 把所有这些函数放

在一起，我们得到一个映射

βϕ : βX → [0, 1]C(Y,[0,1]),

使得

πg(βϕ) =flg ◦ ϕ.
由定义，对于任意 x ∈ X ,

βϕ(βX(x)) = (flg ◦ ϕ(evx))g = (πg◦φ(evx))g = (g ◦ ϕ(x))g = evφ(x) = βY (ϕ(x))

根据命题1.5.20，βϕ的像落在 βY 里面：

βϕ(βX) = βϕ(β(X)) ⊂ βϕ(β(X)) ⊂ β(Y ) = βY.

换而言之，我们得到

命题 2.9.20.（ϕ : X → Y ⇝ βϕ : βX → βY）

♠

设 X,Y 是 LCH空间（或者更一般地，是 Hausdorff且完全正则的空间）. 则任意

连续映射 ϕ : X → Y 可以被唯一“提升”为连续映射 βϕ : βX → βY，使得

βϕ ◦ β = β ◦ ϕ. (2.9.2)

证明 上面已经说明了“提升映射”βϕ : βX → βY 的存在性. 至于唯一性，因为 βϕ在

稠密子集 β(X)上是由 (2.9.2)所唯一确定，故由引理2.9.2可得 βϕ在 βX 上的唯一性. □
作为推论，我们证明 Stone-Čech紧化的如下重要性质：

定理 2.9.21.（Stone-Čech紧化的泛性质）

♥

设X是 LCH空间，则对于任意紧Hausdorff空间 Y 以及任意连续映射 ϕ : X → Y，

存在唯一的连续映射 ϕ̃ : βX → Y 使得 f̃ ◦ β = f . 进一步，Stone-Čech紧化 βX 是

唯一具有该性质的 Hausdorff紧化.
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证明 存在唯一性是命题2.9.20的直接推论，因为对于紧 Hausdorff空间，βY 与 Y 同胚.

下面证明 βX 是唯一满足该性质的紧 Hausdorff空间：假设还有紧 Hausdorff空间 Z

以及映射 γ : X → Z 满足同样的性质. 则连续映射 β : X → βX 可被扩张为连续映射

β̃ : Z → βX，使得

β̃ ◦ γ = β.

同理 γ : X → Z 可被扩张为 γ̃ : βX → Z，使得

γ̃ ◦ β = γ.

注意到 β̃ ◦ γ̃ : βX → βX 是连续映射，且在稠密子集 β(X) 上有 β̃ ◦ γ̃ = Id. 于是由引

理2.9.2，我们在整个 βX 上有 β̃ ◦ γ̃ = Id. 同理 γ̃ ◦ β̃ = Id. 于是 Z 跟 βX 同胚. □
注 2.9.22. 非紧空间的紧化一般是不唯一的. 若 X 有两个紧化 ιi : X → Xi，i = 1, 2，

且存在连续映射 g : X1 → X2 使得 g ◦ ι1 = ι2，则我们称紧化 ι2 : X → X2 比紧化

ι1 : X → X1 更精细. 可以证明：对于非紧 LCH空间，单点紧致化是最粗糙的紧化，而

Stone-Čech紧化是最精细的紧化.

¶应用 5: 单位分解（简单版本）.

最后我们应用 Urysohn引理证明一个简单版本的“单位分解”. 下一节我们将对单位

分解做更深入地研究. 回忆一下：我们称集族 {Uα}是:::::::::
局部有限的，如果它满足

∀x ∈ X, ∃开集 Ux 3 x使得仅有有限个 α满足 Ux ∩ Uα 6= ∅.

我们证明

定理 2.9.23.（单位分解：简单版本）

♥

设X 是正规空间，且闭集族 {Fα}覆盖X（即
⋃

α Fα = X）. 设 Uα是Kα的开邻

域，且 {Uα}是局部有限的，则存在连续函数 ρα : X → [0, 1]使得

Àρα(Fα) > 0.

Áρα(U
c
α) = 0.

Â
∑
α
ρα(x) = 1, ∀x ∈ X.

证明 由 Urysohn引理，存在连续函数 gα : X → [0, 1]使得

gα(Fα) = 1, gα(U
c
α) = 0.

令 g(x) =
∑
α
gα(x).则在每个开集 Ux 上，g 是有限个连续函数的和，从而 g 是良好定义

的，且在每个 Ux是连续的.于是 g是 X 上的连续函数. 此外，因为
⋃
α
Fα = X，我们有

g(x) ≥ 1, ∀x.

最后，记 ρα(x) =
gα(x)
g(x) .易见这些 ρα即为所求. □
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2.10 仿紧性与单位分解

最后我们介绍仿紧的概念及其应用. 仿紧性最早由法国数学家 Dieudonné 34 于 1944

年首次引入. 就如紧性是“广义的有限性”，仿紧性可被视为是“广义的局部有限性”. 相

比于紧性、可数性、分离性，仿紧性显得不那么直观，但很快人们发现仿紧性（以及相

关的“可数局部有限性”）跟拓扑空间的可度量性密切相关. 而当人们发现需要仿紧性概

念以使得“任意开覆盖都存在单位分解”后（而单位分解是在流形上发展分析理论的基

石），仿紧性就成了拓扑学的标准研究对象和重要工具.

2.10.1 仿紧空间

¶仿紧性: 定义和例子

我们知道，对于紧空间，任何开覆盖都有有限子覆盖，从而我们可以通过考察局部

性质得到整体性质. 对于更一般的拓扑空间，我们无法期待可以“把局部性质粘接成整

体性质”. 然而，上一节末尾的单位分解为我们提供了一种较弱的把局部数据粘接成整

体数据的方式：虽然定理2.9.23中涉及到的求和
∑

α ρα(x)在整体上不是一个有限和，但

是在每个点附近，它依然是有限和.

当然，能够做到单位分解的原因之一在于该定理的条件中，我们假设了开覆盖 {Uα}
是局部有限的. 一般的开覆盖未必是局部有限的.

例 2.10.1. 考虑 X = Rn的开覆盖

U = {B(0, k)|k ∈ N}.

这当然不是一个局部有限开覆盖. 但是，如果我们把每个开球 B(0, k)替换成更小的“开

球壳”B(0, k) \B(0, k − 1)，则它们构成一个局部有限的开覆盖！注意到新覆盖

U1 = {B(0, k) \B(0, k − 1) | k ∈ N}

中的每个集合都包含在原覆盖的某个集合里面，用定义2.1.1的语言来说，新覆盖是原覆

盖的一个局部有限的开加细.

事实上，我们有

Rn的任意开覆盖都有一个局部有限的开加细.

证明如下：设U 是 Rn的任意开覆盖. 对于任意 x ∈ Rn,存在 0 < rx ⩽ 1和 U ∈ U 使得

B(x, rx) ⊂ U.令

U1 = {B(x, rx)|x ∈ Rn}.

那么 U1是 U 的一个加细. 另一方面，任意形如

B(0, k + 1) \B(0, k)

的“闭球壳”可以被 U1 中的有限多个开球所覆盖. 记 Ũ 为这些开球的集合. 那么 Ũ 也

是 Rn的一个开覆盖，是 U 的一个加细，并且是局部有限的.

34迪厄多内（Jean Dieudonné，1906-1992），法国数学家，Bourbaki学派的创始人之一，主要研究抽象代数，代
数几何和泛函分析.
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我们定义

定义 2.10.2.（仿紧）

♣若拓扑空间 (X,T )的任意开覆盖都有局部有限的开加细，则我们称 X 是仿紧的.

我们给出几个仿紧/非仿紧的例子：

例 2.10.3.
(1) 显然紧空间都是仿紧的.

(2) 任意离散拓扑空间都是仿紧的，因为由所有单点集构成的集族是任意开覆盖的局部

有限开加细.

(3) 我们刚刚证明了 Rn是仿紧的.

(4) 一个不仿紧的例子：考虑 X = R，赋以上半连续拓扑 Tu.s.c. = {(−∞, a)|a ∈ R}.
则它不是仿紧的，因为开覆盖

U = {(−∞, n) | n ∈ Z}

没有局部有限加细.

一般而言，仿紧空间的子空间未必是仿紧的. 但跟紧性类似，我们有

命题 2.10.4.（仿紧的闭遗传性）

♠仿紧空间中的闭子集是仿紧的.

证明 设 X 是仿紧的且 A ⊂ X 是闭集. 设 U 是 A的任意开覆盖. 令 U1 = U ∪ {Ac}. 那

么它是 X 的开覆盖. 根据定义，存在 U1的局部有限开加细 Ũ1. 令

Ũ = {U ∈ Ũ1 | U 6⊂ Ac}.

则 Ũ 是 A的开覆盖，且是 U 的局部有限加细. □

¶局部紧性 +可数性 +分离性 =⇒仿紧性

我们已经看到，仿紧性是如此复杂，以至于Rn的仿紧性都不是显然的. 我们也提到，

仿紧性最主要的用处之一在于构建分析中重要的工具“单位分解”. 此外，我们还知道，

分析中重要的空间往往具有良好的局部性质（“局部欧氏”，或者更一般地“局部紧”），

良好的可数性和良好的分离性. 于是一个自然的问题（或者美好的愿望）是：那些满足良

好的局部紧性、可数性、分离性的空间是否一定是仿紧的？

答案是确定一定以及肯定的：

定理 2.10.5.（ Lindelöf +局部紧 + (T2) =⇒仿紧 ）

♥任意局部紧、Hausdorff且 Lindelöf的拓扑空间是仿紧的.

注 2.10.6. 当然我们可以将 Lindelöf 替换为更强的可数性条件 (A2).35 另一方面，可以

证明2.10.3(4)是局部紧且第二可数的，故定理中的分离性条件是必要的；我们在下文命

35不难证明，在 LCH空间里，Lindelöf跟 σ-紧是等价的. （但 LCH空间里第二可数确实比 Lindelöf强：不难
构造出 Lindelöf但不第二可数的 LCH空间.）
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题2.10.11中将会证明仿紧的 Hausdorff空间是正规的，而我们在第 2.7节末尾也提过存在

LCH空间不是正规的，以及存在 Lindelöf且 Hausdorff不是正则（从而也不是正规）的空

间，于是定理中的可数性、局部紧条件都是不能去掉的.【但我们并不是说这些条件都是

仿紧的必要条件，比如离散度量空间不必是 Lindeöf的.】

由命题 2.7.21，局部紧 Hausdorff空间都是正则的. 故只需证明

命题 2.10.7.（ Lindelöf + (T3) =⇒仿紧 ）

♠任意 Lindelöf的正则空间是仿紧的.

证明 设X 是 Lindelöf且 (T3)的. 设 U = {Uα}是X 的任意开覆盖. 对于任何 x ∈ X,我

们选取 α(x)使得 x ∈ Uα(x).因为 X 是 (T3)的，所以我们可以找到开集 Vx和Wx使得

x ∈ Vx ⊂ Vx ⊂ Wx ⊂ Wx ⊂ Uα(x).

现在 V = {Vx}是 X 的开覆盖. 由于 X 是 Lindelöf，我们可以找到一个可数子覆盖

{V1, V2, V3, · · · } ⊂ V .

注意此时 {W1,W2,W3, · · · }也是 X 的开覆盖. 我们记 R1 = W1并迭代定义

Rn = Wn \ (V1 ∪ · · · ∪ Vn−1), n > 1.

我们断言R = {Rn}是 U 的局部有限开加细：

根据构造, R 是 U 的开加细.

R 是 X 的覆盖，因为对任意 x, 如果我们令 n 为满足 x ∈ Wn 的最小整数, 则

x 6∈ V1 ∪ · · · ∪ Vn−1，这是因为 Vi ⊂ Wi. 所以我们有 x ∈ Rn.

R 是局部有限的，因为对任意 x ∈ X ,我们可以找到 n使得 x ∈ Vn,而 x的开邻域

Vn仅与R 中的有限多个元素相交，这是因为对任意m > n都有 Vn ∩Rm = ∅.

所以 X 是仿紧的. □
由此我们就可以得到很多仿紧空间.

¶拓扑流形

我们在定义2.4.15中引入过一类非常好的空间，即局部欧氏空间. 然而，在本节习题

中我们可以看到，局部欧氏空间有可能在局部没有好的分离性（例如不是 Hausdorff 空

间），或者整体没有好的可数性（例如不是 (A2)空间）. 为此，我们引入下面这个概念：

定义 2.10.8.（拓扑流形）

♣

若拓扑空间 X 是 Hausdorff的和第二可数的，且 X 中的每点都有一个开邻域同胚

于 Rn中的开子集，则我们称 X 是一个 n-维拓扑流形.

拓扑流形是一类最重要的拓扑空间之一，在数学和物理中有广泛的应用. 根据定义，

若 X 是 n-维拓扑流形，那么对于 X 中的每个点 x，都存在一个开集 Ux 3 x和从 Ux 到

开集 Vx ⊂ Rn 的同胚 ϕx : Ux → Vx. 我们把三元组 (ϕx, Ux, Vx)称为流形 X 在点 x附近

的一个坐标卡.
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通常我们把一维流形称为曲线，把二维流形称为曲面，这两者将是我们本书最后一

部分的主要研究对象.

因为局部欧氏空间都是局部紧的，结合命题 2.7.22和命题 2.7.21我们得到

命题 2.10.9.（流形 (T4)且仿紧）

♠拓扑流形都是正规且仿紧的.

此外，由 Urysohn度量化定理，拓扑流形都是可度量化的.

¶阅读材料：度量空间的仿紧性

仿紧性的用处之一是刻画可度量性. 在 1948年 Stone36证明了

定理 2.10.10.（Stone定理）

♥任意度量空间都是仿紧的.

证明 设U = {Uα | α ∈ Λ}是度量空间 (X, d)的开覆盖. 根据良序定理，Λ上有一个良序

�. 在该良序下，Λ的任意子集都有极小元. 于是，对于任意 x，存在唯一的 α = αx ∈ Λ

使得

x ∈ Uα \
⋃
β≺α

Uβ .

对于任意 α ∈ Λ以及 n ∈ N，我们迭代地定义

Xα,n =

x ∈ X

∣∣∣∣∣∣ B(x,
3

2n
) ⊂ Uα且x 6∈

⋃
β≺α

Uβ ∪
⋃

β∈Λ,k<n

Vβ,k


并令

Vα,n =
⋃

x∈Xα,n

B(x,
1

2n
).

下面我们证明 V = {Vα,n}是 U 的局部有限开加细. 显然我们有

每个 Vα,n都是开集,

Vα,n ⊂ Uα,

对任意 x,令 α为如上所选取的极小元. 取 n使得 B(x, 3
2n ) ⊂ Uα. 则要么对于某个

β ∈ Λ和 k < n有 x ∈ Vβ,k，要么 x ∈ Xα,n ⊂ Vα,n.

所以 V 是 U 的覆盖 X 的开加细. 还需证明局部有限性.

对于任意 x ∈ X ,我们令 α为使得 x ∈ ∪nVα,n 的最小下标. 取 n, k使得 B(x, 2−k) ⊂
Vα,n. 则用三角不等式可以证明(细节略去)

(1) 对任意 l ≥ n+ k,球 B(x, 2−n−k)跟 Vβ,l 不相交.

(2) 对任意 l < n+ k,至多有一个 β ∈ Λ使得球 B(x, 2−n−k)跟 Vβ,l 相交.

于是任意 x都有一个开邻域 B(x, 2−n−k)，它跟 V 中不超过 n + k 个元素相交. 故 V 是

局部有限的. □

36斯通（Arthur Stone,1916-2000），英国数学家，主要研究拓扑学. Stone的原始证明比较复杂，这里给出 1968
年M. Rudin的简化证明.
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2.10.2 单位分解

¶仿紧性“增强”分离公理 (T2)和 (T3)

仿紧性对于在流形上发展分析理论非常重要. 事实上，我们引入仿紧概念的主要目

的之一就是用于在流形上构造单位分解. 在简单版本的单位分解定理即定理2.9.23中，我

们已经知道，构造单位分解时我们需要应用 Urysohn引理或者 Tietze扩张定理，于是我

们需要空间的正规性. 一般来说，一个仿紧空间可能不是正规的. 然而，正如紧性可以

“增强”分离公理 (T2)和 (T3)，仿紧性也可以做到同样的事情. 证明的关键还是“从局部

到整体”论证，以及习题 1.5中的如下事实：对于局部有限的子集族 A，⋃
A∈A

A =
⋃
A∈A

A.

命题 2.10.11.（仿紧性增强分离性）

♠

(1) 仿紧的 Hausdorff空间都是正则的.

(2) 仿紧的正则空间都是正规的.

证明

(1) 设X 是仿紧的 Hausdorff空间，B是X 的闭子集（因此也是仿紧的）并且 x 6∈ B.

由于 X 是 (T2)，∀y ∈ B，存在开集 Uy 3 x, Vy 3 y使得 Uy ∩ Vy = ∅.于是

U1 := {Vy | y ∈ B}

是 B 的开覆盖，从而有局部有限开加细 Ũ .由定义，对于任意 V ∈ Ũ，都存在某

个 Vy ∈ U1 使得 V ⊂ Vy，因而 V ⊂ Vy ⊂ U c
y . 特别地，对于任意 V ∈ Ũ，x 6∈ V .

令

U =
⋃

V ∈Ũ

V.

则 U 是开集并且 B ⊂ U . 由于 Ũ 是局部有限的，根据习题 1.5，我们有

U =
⋃

V ∈Ũ

V =
⋃

V ∈Ũ

V .

因此 U
c是 x的一个开邻域，它与 B 的开邻域 U 不相交. 所以 X 是 (T3)空间.

(2) 重复上面的证明，将点 x替换为闭子集 A并将“(Ti)”替换为“(Ti+1)”. □

¶仿紧 Hausdorff空间的好的加细

一般而言，在选取一个开覆盖的局部有限加细覆盖时，加细覆盖里的集合不必一一

对应于原覆盖的开集. 但是对于仿紧 Hausdorff空间，我们有

引理 2.10.12.（仿紧 (T2)空间的同指标加细）

♦

设 X 为仿紧 Hausdorff空间，U = {Uα}为 X 的开覆盖,则存在一个 U 的局部有

限的开加细 V = {Vα}，使得对任意 α有 Vα ⊂ Uα.
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证明 因为 X 仿紧且 (T2)，所以它也是 (T3)和 (T4). 所以如果我们令

A = {A ∈ T | ∃Uα ∈ U 使得A ⊂ Uα},

那么 A 是 X 的开覆盖(想一想为什么). 设

B = {Bβ | β ∈ Λ}

是 A 的局部有限开加细，其指标集可能与 A 的指标集不同. 对于每个 β,，我们选取

α = f(β)使得

Bβ ⊂ Uf(β).

现在对于集族 U 的每个指标 α，令

Vα =
⋃

f(β)=α

Bβ ,

其中，如果不存在这样的 β 则取 Vα = ∅. 由B的局部有限性，

Vα =
⋃

f(β)=α

Bβ =
⋃

f(β)=α

Bβ ⊂ Uα.

还需要验证局部有限性：对于任意 x ∈ X，存在 x的开邻域 Ux，它仅与有限多个 Bβ 相

交. 因此，Ux只与满足 f(β) = α的那些 α相交. □

¶单位分解

下面我们引入（从属于一个开覆盖的）单位分解的概念，这个概念最早是 Dieudonné

在 1937年正式引入的：

定义 2.10.13.（单位分解）

♣

(a) 若拓扑空间 X 上的一族函数 {ρα}满足
(1) 每一个 ρα : X → [0, 1]都是连续的. [注意: ρα定义在整个空间 X 上!]

(2) 集族 {suppρα}是 :::::::::::
局部有限的,

(3) 对任意 x ∈ X ,都有
∑

α ρα(x) = 1.

则我们称 {ρα}是 X 上的一个（连续的）单位分解 (简称 P.O.U.).
(b) 若 {Uα}是 X 的一个开覆盖，{ρα}是 X 上的一个单位分解，且

(4) 对任意 α, suppρα ⊂ Uα.

则我们称 {ρα}是从属于开覆盖 {Uα}的单位分解.

注意条件 (1)和 (2)共同保证了 (3)中的和函数是一个连续函数.

显然，如果存在从属于开覆盖 {Uα} 的单位分解 {ρα}，则由定义，{x | ρα(x) > 0}
就是 {Uα}的一个局部有限的开加细. 于是，如果 X 的任意开覆盖都有从属于它的单位

分解，那么 X 一定是仿紧的.

反之，我们有
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定理 2.10.14.（单位分解的存在性）

♥

设 X 为仿紧 Hausdorff空间. 那么对于 X 的任意开覆盖 {Uα}，都存在一个从属于
{Uα}的单位分解.

证明的
::::
想法很简单：对任何给定的开覆盖，我们构造一个“更小”的局部有限开覆

盖 {Vα}和“比更小还要小”的闭覆盖 {Kα}，这样我们可以应用定理 2.9.23. 但是，这里

还有一个微妙的小问题：我们想要的是集族 {supp(ρα)}是局部有限的，而应用定理我们
只能得到“在 V c

α 上有 ρα = 0”，从而 supp(ρα) ⊂ Vα，但 {Vα}并不显然是局部有限的.

解决这个问题的方法有两种：一是老老实实证明(请读者给出证明)

{Vα}是局部有限的 =⇒ {Vα}是局部有限的.

二是取巧，是构造“比‘比更小还要小’还要小”的开覆盖！

证明 设 U = {Uα}是X 的开覆盖. 应用命题2.10.12三次，我们得到 U 的局部有限开加

细 V = {Vα}，V 的局部有限开加细 W = {Wα}以及 W 的局部有限开加细 Z = {Zα}
（都具有相同的指标集）使得

Zα ⊂ Wα ⊂ Wα ⊂ Vα ⊂ Vα ⊂ Uα.

现在对 Zα ⊂ Wα应用定理 2.9.23，得到连续函数 ρα : X → [0, 1]使得

ρα(Zα) > 0,

ρα(W
c
α) = 0,∑

α ρα = 1.

函数族 {ρα}正是我们想要寻求的从属于 {Uα}的单位分解，因为

supp ρα ⊂ Wα ⊂ Uα,

而且 {supp ρα}是局部有限的，因为 supp(ρα) ⊂ Vα,而 {Vα}是局部有限的. □

¶ LCH空间的单位分解

现在我们假设X 是 LCH空间，为了保证仿紧性我们还假设X 是 σ-紧的. 于是X 是

仿紧的 Hausdorff空间，从而定理2.10.14对X 是成立的的. 但是，我们发现，这样的单位

分解未必是我们想要的，因为根据我们的经验，对于 LCH空间，我们往往希望所得到的

函数是紧支函数，而定理2.10.14所给的函数 ρα未必是紧支函数. 事实上，只要我们依然

要求对开覆盖中的每个开集 Uα 都恰好指定一个函数，那我们就未必能让我们得到的函

数是紧支的，例如如果X 是非紧 LCH空间而 U 是X 的一个有限开覆盖，则所得的单位

分解中的函数不可能是紧支的.

幸运的是，只要我们不再要求对开覆盖 {Uα} 中的每个开集 Uα 都恰好指定一个函

数，而是一次性构造可数多个连续函数 {ρn}，使得 {supp(ρn)}是 {Uα}的加细，即把单
位分解定义中的条件 (4)改成

(4′) 对于每个 n，存在 Uα ∈ U 使得 supp(ρn) ⊂ Uα；

则我们还是可以得到一个单位分解，且所得的每个 ρn是紧支的：
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定理 2.10.15.（LCH空间中单位分解的存在性）

♥

设 X 为局部紧 Hausdorff且 σ-紧空间. 那么对于 X 的任意开覆盖 U = {Uα}，存
在单位分解 {ρn}使得

(1) 每个 supp(ρn)是紧的,

(2) 对每个 n,存在 Uα ∈ U 使得 supp(ρn) ⊂ Uα.

其证明思路是构造满足特定条件的可数的局部有限开加细. 证明细节留作习题.

¶应用：将流形嵌入到 RN

我们知道，拓扑流形总是仿紧的. 有了定理 2.10.14，我们就可以着手在拓扑流形上

发展分析：由于流形是局部欧氏的，因此我们（通过坐标）可以在局部利用欧氏空间的

结构给出各种局部数据. 然后利用单位分解，我们可以将这些局部数据黏合为整体数据，

例如我们可以

将局部定义的连续函数黏合为整体的连续函数，

首先在局部定义积分，然后通过黏合来定义流形上的积分，

将局部定义的向量场黏合为全局向量场，

将局部定义的“内积结构”黏合为流形上的黎曼度量，

· · · · · ·
作为单位分解的一个应用，我们证明

定理 2.10.16.（紧流形嵌入到欧氏空间）

♥任意 n维紧拓扑流形都可以嵌入到 RN 中.

证明 设X 是一个拓扑流形. 在每个点 x ∈ X 附近取坐标卡 (ϕx, Ux, Vx). 因为X 是紧的，

我们可以取有限个坐标卡邻域 {U1, · · · , Um} 覆盖 X . 设 {ρ1, · · · , ρm} 是从属于这个覆
盖的单位分解. 定义 hi : X → Rn为

hi(x) =

 ρi(x)ϕi(x), x ∈ Ui

(0, · · · , 0), x 6∈ supp(ρi).

根据粘贴引理，每个 hi都是X上的连续映射. 现在我们令N = m+mn并定义 F : X →
RN 为

F (x) = (ρ1, · · · , ρm, h1, · · · , hm).

则我们有

F 是连续的，这是因为每个分量都是连续的.

F 是单射: 如果 F (x) = F (y),则存在 i使得 ρi(x) = ρi(y) > 0,因此 x, y ∈ Ui. 由此

得 ϕi(x) = ϕi(y)，所以有 x = y.

由于 X 是紧的且 RN 是 Hausdorff的，F 是 X 到其像集上的同胚，即拓扑嵌入. □
注 2.10.17. 同样的定理也对非紧拓扑流形成立，甚至可以证明更强的结论，即可以取

N = 2n+ 1，但证明较为复杂，Munkres《拓扑学》第 50节习题 6中给出了一个梗概.
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2.10.3 阅读材料：两个度量化定理

¶ Nagata-Smirnov度量化定理

仿紧性（或更准确地说，局部有限性）不仅用于构造单位分解，还用于刻画可度量

性. 刻画什么拓扑空间是可度量化的是一般拓扑学中的一个大问题. 寻找解决方案的第

一大步是 Urysohn度量化定理，该定理指出满足 (A2)、(T2)和 (T4)的拓扑空间都是可度

量化的. 当然，由于 (T2)蕴含 (T1)，我们可以将条件 (T4)替换为 (T3). 所以这些分离公

理是空间可度量化的必要条件. 但是，可数性假设 (A2)不是必要的. 因此，要刻画可度

量性，自然的想法是找到一个较弱的条件来替换 (A2). 正确的条件最终在 1950年左右被

Nagata和 Smirnov独立发现：σ-局部有限.

定义 2.10.18.（σ-局部有限）

♣

若 X 中的子集族 A 满足 A = ∪nAn，其中每个 An 都是局部有限族，则我们称

A 是一个 σ-局部有限族.

下面我们陈述 Nagata-Smirnov度量化的完整刻画：

定理 2.10.19.（Nagata-Smirnov度量化定理）

♥

拓扑空间 (X,T )是可度量化的当且仅当它是 (T2), (T3)并且存在一个 σ-局部有限

的基.

证明 首先假设X 是可度量化的. 然后是 (T2)和 (T4)，因此是 (T1)和 (T3). 根据 Stone定

理，它是仿紧的. 所以对于每个 n，开覆盖

Un = {B(x,
1

n
) | x ∈ X}

有一个局部有限的开加细 Bn. 还需要证明 σ-局部有限族 B = ∪nBn 是一个基. 证明是

标准的：对于任意 x ∈ X 和任意 ε > 0，我们选取 n使得 1
n < ε

2 . 在Bn中存在一个开集

B 使得 x ∈ B. 因此 B ⊂ B(x, 2
n) ⊂ B(x, ε).

反之，假设 X 是 (T2), (T3)并且存在 σ-局部有限基.

引理 2.10.20.（σ-局部有限基 +(T3)=⇒完美正规）

♦

设 X 是 (T3)空间并且存在 σ-局部有限基. 则

(1) X 中的任意闭集都是 Gδ-集.

(2) X 是 (T4).

所以在某种意义上，“σ-局部有限基”的存在性是另一个版本的可数性，它增

强了可分性 [类似于 (A2)或 Lindelöf]. 我们将把引理的证明留作练习.

让我们继续我们的证明.

根据引理，X 是 (T4) 并且 X 中的任意闭子集都是 Gδ-集. 设 B = ∪nBn 是一个

σ-局部有限基，其中每个Bn都是局部有限的. 对于任意 B ∈ Bn，我们选取一个连续函

数 fn,B : X → [0, 1/n]使得

f−1
n,B(0) = Bc.
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2.10 仿紧性与单位分解

现在定义

dn(x, y) =
∑

B∈Bn

|fn,B(x)− fn,B(y)|.

这是一个连续函数，因为和是局部有限的. 根据定义，函数 dn 满足 dn(x, y) = dn(y, x)

和 dn(x, z) ≤ dn(x, y)+ dn(y, z). 然而，dn不是一个度量，因为一般它不是点分离的：对

于某些 x 6= y，我们可能有 dn(x, y) = 0. 好消息是我们有足够多的 dn足以分离点：事实

上，我们有

事实. 对于任意闭集 F 和 x 6∈ F，存在 n和 B ∈ Bn使得

dn(x, y) ≥ a := fn,B(x) > 0, ∀y ∈ F.

为了证明上述事实，我们只需取n和B ∈ Bn使得x ∈ B ⊂ F c. 则 fn,B(x) > 0

且 fn,B(F ) = 0. 所以对于所有 y ∈ F 都有 dn(x, y) ≥ fn,B(x) > 0.

特别地，对于 y 6= x，如果我们取 F = {y}，则我们得到 dn(x, y) > 0. 现在我们定义

d(x, y) =
∑
n

2−ndn(x, y).

那么 d 是 X 上的一个度量. 还需证明度量拓扑与 T 一致. 因为 d 关于拓扑 T 是连续

的，所以度量球在 T 中都是开集. 因此 Td ⊂ T . 反之，对于任意开集 U ∈ T 和任意

x ∈ U，根据我们刚刚证明的事实，我们可以找到 n和 B ∈ Bn 使得对于所有 y ∈ U c 有

d(x, y) > r = 2−nfn,B(x) > 0，即 B(x, r) ⊂ U . 因此 U ∈ Td. 所以 T = Td. □

¶ Smirnov度量化定理

在习题中，我们引入了局部可度量化的概念. 显然可度量化空间都是局部可度量化

的. 反之，我们有

定理 2.10.21.（Smirnov度量化定理）

♥拓扑空间 X 可度量化当且仅当 X 是局部可度量化的仿紧 Hausdorff空间.

证明 定理的一半是显然的，故只需证明：若 X 是局部可度量化的仿紧 Hausdorff空间，

则 X 是可度量化的. 根据 Nagata-Smirnov定理，只需证明 X 具有 σ-局部有限基. 为此，

我们先用可度量化开集族覆盖 X . 由仿紧性，我们可得到一个局部有限的开集族 U，其
中每个元素都是可度量化的开集. 跟 Nagata-Smirnov定理证明的前半部分一样，我们令

Un = {BU (x,
1

n
) | x ∈ U,U ∈ U}

并取 Un 的局部有限开加细 Bn. 最后同样用标准的方式证明 B = ∪nBn 是一组基：任取

x ∈ X 以及 x的开邻域 U . 由局部有有限性，x仅落在 U 中的有限个元素中，不妨设他
们为 U1, · · · , Uk. 于是可以找到 ε > 0使得对每个 1 ≤ i ≤ k都有 BUi(x, ε) ⊂ Ui ∩ U . 最

后选取 n使得 1/n < ε/2，并选取 B ∈ Bn 使得 x ∈ B，存在 1 ≤ i ≤ k使得 B ⊂ Ui. 于

是由三角不等式，x ∈ B ⊂ BUi(x, ε) ⊂ U . □
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第 3章 从连通性到基本群

3.1 连通性

3.1.1 连通空间

¶连通性的定义

连通性是最简单且最有用的拓扑性质之一. 它不仅直观、相对容易理解，而且是用

以证明很多重要结果（例如中值定理）的强大工具.

对于有简单图像的拓扑空间，我们可以用直观判断它是否连通. 但对于较为复杂的

空间，判断它是否连通一般而言并不容易.

图 3.1: 连通还是不连通？

对于我们不知道怎么画出图像的抽象拓扑空间，我们也想提出连通性的问题. 例

如，（具有不止一个元素的）离散拓扑空间应该是“非常”不连通的. 但是，Sorgenfrey直

线是连通的还是不连通的？[0, 1]上的连续函数空间是连通的还是不连通的？当然，并非

每个抽象拓扑空间的连通性都是有价值去探讨的问题. 但是，人们确实关注以下在分析

中自然出现的问题：

•函数空间 C(S1,R2)以及 C(S1,R2 \ {0})是否连通?

•道路空间 {γ ∈ C([0, 1], X) | γ(0) = γ(1)}是否连通?

所以我们需要（通过开集族给出）一个严格的连通性定义. 在给出严格的定义之前，我们

先来看 R中的几个集合

(a) (0, 3) (b) (0, 1) ∪ [2, 3) (c) (0, 1) ∪ (1, 3] (d) (0, 1] ∪ (1, 3)

当然 (a)是连通的, (b)和 (c)是不连通的, 而 (d)是连通的！尽管 (d)看起来像两个区间

的并集，但它们实际上是一个区间 (0, 3)，只是被刻意写成了两个不相交子集的并集. 仔

细分析一下我们很容易发现：这两个不相交子集 (0, 1]和 (1, 3)实际上在 x = 1处是“连

接”在一起的，因为 1虽然只是 (0, 1]的一个元素，但却位于子集 (1, 3]的闭包内. 对于

(c)的情况，虽然 (0, 1)和 (1, 3]两个“组件”“相邻”，但它仍然是不连通的，因为 (0, 1)

并不包含 (1, 3]的闭包中的任何元素，而 (1, 3]也不包含 (0, 1)的闭包中的任何元素.



3.1 连通性

这个例子启发我们给出如下连通性的定义. 与我们学过的大多数其他概念不同，连

通性由“不连通性”所定义的：

定义 3.1.1.（连通性）

♣

设 (X,T )是拓扑空间.

(1) 如果存在非空子集 A,B ⊂ X 使得

X = A ∪B 且 A ∩B = A ∩B = ∅,

则我们称 X 是不连通的.

(2) 如果 X 不是不连通的，则我们称 X 是连通的.

类似地，如果X 中的子集 A关于关于子空间拓扑是连通的或不连通的，则我们称

A是 X 的连通子集或不连通子集.

注意：根据定义，空集和单点集都是连通的.

定义 3.1.2.（完全不连通空间）

♣如果拓扑空间 X 中仅有单点集合空集是连通子集，则我们称 X 是完全不连通的.

¶连通性的等价刻画

上面的定义很直观，但也有点复杂. 我们给出其他几种等价的方式来刻画连通性：

命题 3.1.3.（连通性的等价刻画）

♠

对于拓扑空间 X ,以下是等价的:
(1) X 是不连通的.

(2) 存在非空不相交开集 A,B ⊂ X 使得 X = A ∪B.

(3) 存在非空不相交闭集 A,B ⊂ X 使得 X = A ∪B.

(4) 存在 A 6= ∅, A 6= X 使得 A在 X 中是既开又闭的.

(5) 存在连续满射 f : X → {0, 1}.

证明 我们有 (2) ⇐⇒ (3) ⇐⇒ (4)，这是因为

X = A ∪B 且 A ∩B = ∅ ⇐⇒ Ac = B 且 A = Bc.

(1) =⇒ (3)是因为

A ∩B = ∅, X = A ∪B =⇒ B = B ∩B = X ∩B = B,

因此 B 是闭集. 同理 A也是闭集.

为证明 (3) =⇒ (1),我们取 X 中的闭集 A,B 使得

X = A ∪B.

则 A ∩B = A ∩B = ∅. 同理 A ∩B = ∅.

最后，(5) =⇒ (2) 是平凡的, 而 (2) =⇒ (5) 是因为我们可以定义 f(A) = 0 且

f(B) = 1,根据定义 f 是连续的. □

179



3.1 连通性

¶连通空间和不连通空间的例子

下面我们给出连通空间和不连通空间的一些例子.

例 3.1.4.
(1) (X,Ttrivial)是连通的,而 |X| ≥ 2时 (X,Tdiscrete)是不连通的.

(2) Q ⊂ R是不连通的,这是因为

Q = ((−∞,−
√
2) ∩Q) ∪ ((−

√
2,+∞) ∩Q).

事实上，因为任意两个有理数之间都存在无理数，所以重复上述论证，我们得到：

Q是完全不连通的. [但是：Q上的诱导子空间拓扑不是离散拓扑！]

(3) Qc, Cantor集,离散拓扑空间都是完全不连通的.

(4) Sorgenfrey 直线 (R,TSorgenfrey) 是完全不连通的：设 A ⊂ R 且 a, b ∈ A. 不妨设

a < b. 取 c ∈ (a, b). 根据定义, (−∞, c) = ∪x<c[x, c)和 [c,+∞)在 (R,TSorgenfrey)

中都是开集. 因此 A = A1 ∪A2,其中 A1 = A ∩ (−∞, c)和 A2 = A ∩ [c,∞)都是 A

中的非空开集，于是 A是不连通的.

下面我们给出实数 R的全部连通子集的刻画. 设 I ⊂ R是一个区间，即满足

“若 x, y ∈ I 且 x < y，则对于任意 x < z < y，均有 z ∈ I .”

区间可以是开区间、闭区间、半开半闭区间，以及单点集：

(a, b), [a, b], {a}, (a, b], [a, b), (a,+∞), [a,+∞), (−∞, b], (−∞, b), (−∞,+∞)

我们有

定理 3.1.5.（区间的连通性）

♥R的子集是连通的当且仅当它是一个区间.

证明 若 S 是 R的子集，且 S 不是一个区间，则存在 x < z < y 使得 x, y ∈ S 但 z 6∈ S.

重复例3.1.4 (2)的论证，可以将 S 写出两个开集的并

S =
(
S ∩ (−∞, z)

)
∪
(
S ∩ (z,+∞)

)
,

从而 S 不连通.

下证区间 I ⊂ R都是连通的. 假设 I 是不连通的. 则存在开集 U, V ⊂ R使得

U ∩ I 6= ∅, V ∩ I 6= ∅ 且 I ⊂ U ∪ V.

不失一般性,假设存在 a < b使得 a ∈ U ∩ I 且 b ∈ V ∩ I.令

A = {x ∈ U ∩ I | x < b}

并记 c = supA.则由 U 是开集可知 c 6= a，于是 a < c ≤ b. 特别地，c ∈ I . 但是，

c /∈ U : 如果 c∈U ,则 ∃ε > 0使得 b > c+ε ∈ U . 注意因为 I是区间，且 c < c+ε < b，

故 c+ ε ∈ I ∩ U . 这与 c = supA矛盾.

c /∈ V : 如果 c∈V ,则 ∃ ε > 0使得 (c−ε, c] ⊂ V . 因为 c > a，所以可取 ε充分小使

得 (c− ε, c] ⊂ I，从而与 c = supA矛盾.

所以 c /∈ U ∪ V，从而 c 6∈ I，矛盾! □
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注 3.1.6. 在证明区间的连通性时，我们仅使用了如下事实：R具有全序关系 <使得

(i)（Dedekind完备性）任意有上界的子集都有一个最小上界.

(ii)（稠密性）对任意 x < y, ∃ z使得x < z < y.

我们称满足这两个条件（且元素个数多于一个）的全序集为
:::::::::::
线性连续统. 除了 R外，还

有很多别的线性连续统，例如习题 2.10中的“长直线”. 重复上面的论证，可得：

赋有序拓扑的线性连续统 (X,<)的子集是连通集当且仅当它是区间.

¶连续性原理

区间（包括 R本身）的连通性这个结论虽然简单却非常有用：

连续性原理（连通性方法） 要证明某性质 P (t)对所有 t ∈ I 成立，只需验

证

(a) ∃ t0 ∈ I 使得 P (t0)成立.

(b) {t | P (t)成立}是 I 中的开集.

(c) {t | P (t)成立}是 I 中的闭集.

我们可以将连续性原理视为某种“连续版本”的数学归纳法. 下面我们用一个简单

的例子来说明如何使用该方法：

例 3.1.7. 如果 f : R → R是实解析函数,且存在 x0 ∈ R使得

f (n)(x0) = 0, ∀n.

则 f(x) ≡ 0.

证明 设 S = {x ∈ R | f (n)(x) = 0, ∀n}.则
x0 ∈ S =⇒ S 6= ∅.

S 是开集: x ∈ S =⇒ f 在 x处 Taylor展开的收敛半径以内的任意点 y都落在 S 中.

S 是闭集: xn ∈ S, xn → x0 =⇒ x0 ∈ S.

于是 S = R,即 f(x) ≡ 0. □

3.1.2 连通性的推论

¶一般的中值定理

我们列出连通空间的几个性质. 首先我们证明连通性是连续映射下保持的性质：

命题 3.1.8.（连通性被连续映射保持）

♠设 f : X → Y 是连续映射，且 A ⊂ X 是连通子集，则像集 f(A)是 Y 的连通子集.

证明 使用反证法. 我们假设 f(A)是不连通的. 则存在 Y 中满足 Vi ∩ f(A) 6= ∅ (i = 1, 2)

且 V1 ∩ V2 ∩ f(A) = ∅的开集 V1, V2,使得

f(A) = (V1 ∩ f(A)) ∪ (V2 ∩ f(A)).

令 Ai = f−1(Vi) ∩A.则 A1, A2 6= ∅, A1 ∩A2 = ∅,且 A = A1 ∪A2，跟 A连通矛盾. □
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特别地，连通性是一种拓扑性质：

推论 3.1.9.（连通性是拓扑性质）

♥如果 f : X → Y 是同胚,则 X 是连通的当且仅当 Y 是连通的.

由于 R中的连通子集都是区间，我们得到数学分析中中值定理的推广：

推论 3.1.10.（中值定理）

♥

设 f : X → R是连续映射. 如果X 是连通的，且存在 x1, x2 ∈ X 使得 f(x1) = a <

b = f(x2),则对任意 a < c < b,存在 x ∈ X 使得 f(x) = c.

证明 f(X)是包含 a和 b的区间,因此包含 c. □
上述推论中的 R换成任意一个线性连续统，结论依然成立. 另一个直接的推论是

推论 3.1.11.（Borsuk-Ulam定理, n = 1情形）

♥对任意连续映射 f : S1 → R,存在 x0 ∈ S1使得 f(x0) = f(−x0).

证明 考虑映射

F : S1 → R, F (x) = f(x)− f(−x).

任取 a ∈ S1. 如果 F (a) = 0,证明已经完成. 如果 F (a) 6= 0,则 F (a)和 −F (a) = F (−a)

都落在 S1在 F 下的像集中. 因为 S1是连通的,所以 0落在 F 的像集中. □

¶闭包的连通性

接下来我们给出几个有用的连通性判据：

命题 3.1.12.（介于连通集及其闭包间集合的连通性）

♠如果 A ⊂ X 是连通的, A ⊂ B ⊂ A,则 B 是连通的. 特别地，A是连通的.

证明 任取连续映射 f : B → {0, 1}. 则 f1 = f |A : A → {0, 1}是连续的，从而由命题3.1.3，

f1不是满射. 不妨设 f1(A) = {0}. 因为 A在 B 中的闭包是 B，由命题1.5.20，

f(B) ⊂ f(A) = {0},

即 f 不是满射. 故 B 是连通的. □
当然，上述命题也可直接用定义证明，请读者自行证明. 作为推论，我们得到

推论 3.1.13.（拓扑学家的正弦曲线）

♥

对任意子集 C ⊂ {(0, t) | − 1 ≤ t ≤ 1},集合

S = {(x, y) | 0 < x < 1, y = sin
1

x
} ∪ C ⊂ R2

是连通的.

¶并集的连通性

下一个命题虽然看起来很简单，但非常有用：
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3.1 连通性

命题 3.1.14.（“星形并”的连通性）

♠设 Aα ⊂ X 是 X 中的非空连通子集族. 若 ∩αAα 6= ∅，则 ∪αAα是连通的.

证明 记 Y = ∪αAα.设 Y = Y1 ∪ Y2,满足 Y1 ∩ Y2 = ∅,且

Y1 = Y ∩ U1, Y2 = Y ∩ U2,

其中 U1, U2是 X 中的开集. 任取 x ∈ ∩αAα.不失一般性,设 x ∈ Y1.对任意 α,我们有

Aα = (Aα ∩ U1) ∪ (Aα ∩ U2),

且 Aα ∩ U1 6= ∅（因为 x ∈ Aα ∩ U1）. 故由 Aα的连通性，我们得出 Aα ∩ U2 = ∅. 因此

Y2 = (
⋃
α

Aα) ∩ U2 =
⋃
α

(Aα ∩ U2) = ∅.

所以 Y 是连通的. □

推论 3.1.15.（“链形并”的连通性）

♥

设 A1, A2, · · · , AN (N ≤ +∞) 是连通的，且对任意 n < N 都有 An ∩ An+1 6= ∅，
则 ∪N

n=1An是连通的.

证明 根据归纳法和命题3.1.14，对于每个 n，集合

Bn := A1 ∪ · · · ∪ An

是连通的. 又因为 ∩N
n=1Bn 6= ∅，故 ∪N

n=1An = ∪N
n=1Bn是连通的. □

¶乘积的连通性

命题3.1.14的另一个推论是

推论 3.1.16.（有限积的连通性）

♥如果 X,Y 是连通的,则 X × Y 也是连通的

证明 不妨设 X,Y 非空. 固定 b ∈ Y.则集合 X × {b}，作为连通集 X 在连续映射

jb : X → X × Y, x 7→ (x, b).

下的像集，是连通的. 因此对于任意 x ∈ X ,集合 ({x} × Y ) ∪ (X × {b})是连通的. 而且，

因为 ⋂
x

({x} × Y ) ∪ (X × {b}) 6= ∅,

所以

X × Y =
⋃
x

(({x} × Y ) ∪ (X × {b}))

是连通的 □

推论 3.1.17

♥Rn, [0, 1]n和 Sn都是连通的.
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证明 对于 Sn,我们可以写成 Sn = Sn
+ ∪Sn

−,其中 Sn
± = Sn \ {0, · · · , 0,±1}是连通的，因

为他们通过球极投影映射同胚于 Rn □
事实上，连通性是可乘性质的：

命题 3.1.18.（任意积的连通性）

♠乘积空间
∏

αXα关于乘积拓扑是连通的当且仅当每个 Xα是连通的.

证明 如果
∏

αXα是连通的,则每个 Xα（作为
∏

αXα在投影映射下的像集）是连通的.

反之，设每个Xα是连通的. 对任意 α,取定元素 aα ∈ Xα.对任意有限指标集K ⊂ Λ,

由归纳法，乘积空间
∏

α∈K Xα是连通的. 不妨设指标集 Λ是无限集. 令

XK = {(xα) | xα = aα, ∀α /∈ K}.

则 XK 是典范嵌入映射

jK :
∏
α∈K

Xα →
∏
α∈Λ

Xα '
∏
α∈K

Xα ×
∏
α ̸∈K

Xα, (xα)α∈K 7→ ((xα)α∈K , (aα)α ̸∈K)

下的像集. 因为映射 jK 是连续的, 所以 XK 是连通的. 注意到根据构造, (aα) ∈ ∩KXK .

所以由命题 3.1.14,集合

X :=
⋃

有限的K⊂Λ

XK

是连通的. 下证 X =
∏

αXα. 事实上，由乘积拓扑定义，若 U 是
∏

αXα 中的非空开集，

则存在有限指标集K ′以及非空开集 Uα ⊂ Xα(α ∈ K)使得

U ⊃
∏
α∈K′

Uα ×
∏
α ̸∈K′

Xα.

特别地，若取有限指标集K 使得K ′ ∩K = ∅,则XK ∩ U 6= ∅，从而X ∩ U 6= ∅. 这就证

明了 X =
∏

αXα. 于是由命题 3.1.12，
∏

αXα是连通的. □
注 3.1.19. 该结论对箱拓扑不成立：考虑

X =
∏
s∈S

R = RS = M(S,R)

其中 S 是任何无限集. 则

A = {f : S → R | ∃M 使得|f(x)| ≤ M, ∀x ∈ S},

B = {f : S → R | sup
x∈S

|f(x)| = +∞}

都是 (X,Tbox)中的非空开集，且 RS = A ∪B. 所以 (X,Tbox)是不连通的.
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3.2 道路连通性

3.2 道路连通性

3.2.1 道路与道路连通性

¶道路

接下来我们研究一个跟连通性密切相关的概念：道路连通性. 它略强于连通性，更

加直观，而且，最重要的是，我们可以对道路做“代数操作”. 此外，在后文中，通过考

虑特定映射空间的道路，我们可以定义“更高层次的连通性”，这些连通性都是由可计算

的代数对象所描述，于是代数成为研究拓扑的重要工具.

定义 3.2.1.（道路）

♣

设 X 是拓扑空间, x0, x1 ∈ X.

(1) 若连续映射 γ : [0, 1]→ X 满足条件

γ(0) = x0, γ(1) = x1,

则我们称 γ 是一条从 x0到 x1的道路，称 x0和 x1为道路 γ 的起点/终点.

(2) 当 x0 = x1时,我们称道路 γ 是以 x0为基点的回路（或圈）.

我们把所有从 x0到 x1的空间叫做从 x0到 x1的道路空间，记为

Ω(X;x0, x1) = {γ ∈ C([0, 1], X) | γ(0) = x0, γ(1) = x1}.

类似地，我们也有以 x0为基点的回路空间：

Ω(X;x0) = {γ ∈ C([0, 1], X) | γ(0) = γ(1) = x0}.

在需要考虑其拓扑时，我们将赋予 Ω(X;x0, x1)以及 Ω(X;x0)紧开拓扑.

注 3.2.2. 根据定义，道路是一个连续映射，而不仅仅是一条“几何曲线”（即像空间的
一个点集）. 同一条“几何曲线”的不同参数化将被视为不同的道路.

注意对于任意 x ∈ X，总有一条特殊的从 x到 x的回路，即常值道路 γx，其定义为

γx : [0, 1]→ X, γx(t) ≡ x.

接下来我们对于道路定义一些“代数运算”：

定义 3.2.3.（道路的“积”与“逆”）

♣

设 X 是拓扑空间.

(1) 对于任意从 x0到 x1的道路 γ，我们称由

γ̄(t) := γ(1− t).

所定义的（从 x1到 x0的）道路 γ̄ 为道路 γ 的逆.

(2) 设 γ1是从 x0到 x1的道路，γ2是从 x1到 x2的道路. 我们称由

γ1 ∗ γ2(t) =

 γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

γ2(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

所定义的从 x0到 x2的道路 γ1 ∗ γ2为道路 γ1与 γ2的积.
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3.2 道路连通性

这两个定义是非常直观的：道路的逆无非就是把道路“反向”后所得的新道路，而

两条道路的积无非就是把这两条道路“首尾接在一起”所得到的新道路. 不幸的是，这些

操作不是“非常代数的”. 例如，γ ∗ γ̄与 γ̄ ∗ γ并不相同，因为前者是从 x0到 x0的道路,

而后者是从 x1到 x1的道路. 即使在 x0 = x1的情况下，它们仍然是不同的道路，因为它

们是“方向相反”的两个回路. 此外，我们希望常值道路 γx表现得像一个“单位元”，但

在上述定义下并非如此. 在第 3.3节我们将致力于解决这些问题，从而发展出一套正确的

“回路的代数理论”.

¶道路连通空间

有了道路的概念，我们就可以定义一种新的连通性：

定义 3.2.4.（道路连通性）

♣若拓扑空间 X 中的任意两点都可用一条道路相连接，则我们称 X 是道路连通的.

从直观上来看，连通性刻画的是“空间不能被分成相互隔开的两部分”，而道路连通

性刻画的则是“空间中任意两点可相连”. 容易证明道路连通性比连通性强：

命题 3.2.5.（道路连通 =⇒连通）

♠如果 X 是道路连通的,则 X 是连通的.

证明 采用反证法. 假设存在非空的不相交开集 A 和 B，使得 X = A ∪ B. 取 x ∈ A，

y ∈ B 以及从 x到 y的路径 γ，则

[0, 1] = γ−1(A) ∪ γ−1(B)

是非空的不相交开集的并集,这与 [0, 1]的连通性矛盾. □
反过来，我们不难找到连通但不道路连通的例子：

例 3.2.6. 在第 3.1节我们已经看到拓扑学家的正弦曲线

X = {(x, sin π

x
) | 0 < x ≤ 1} ∪ {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1}

是连通的，现在我们说明它
::::::::::::::::
不是道路连通的：

证明 假设在 X 中存在道路

γ : [0, 1]→ X, γ(t) = (γ1(t), γ2(t))

使得 γ(0) = (0, 0)和 γ(1) = (1, 0). 令

s = sup{t | γ1(t) = 0}.

则 s < 1, γ1(s) = 0且

γ1(t) > 0, ∀t > s.

因此我们得到

γ2(t) = sin
π

γ1(t)
, ∀t > s.
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3.2 道路连通性

由 s的定义以及 γ1的连续性，存在递减数列 tn → s使得 γ1(tn) =
2

2n+1 . 于是

γ2(tn) = (−1)n 6→ γ2(s),

矛盾. □
当然，很多很好的连通空间都是道路连通的，例如欧氏空间的凸子集都是道路连通

的，因为根据定义，凸子集中的任意两点都可以由直线段连接. 更一般地，我们有

命题 3.2.7.（局部欧 +连通开集 =⇒道路连通）

♠设 X 是局部欧氏空间，U ⊂ X 是连通开集，则 U 是道路连通的.

证明 我们采用连通性论证. 取定点 x ∈ U，并考虑集合

A = {y ∈ U | 在U中存在从 x到 y的道路}.

则

A是非空的：常值道路 γx是从 x到 x的道路，故总有 x ∈ A.

A是开集: 对任意 y ∈ A,取 y的开邻域 V 使得 V ⊂ U 且 V 同胚于欧氏空间的单位

球 B(0, 1). 记同胚映射为 ϕ : V → B(0, 1). 令 γ1 是 U 中从 x到 y 的一条道路. 对

任意 y1 ∈ V ,令 γ2为从 y到 y1的“线段道路”，即

γ2(t) = ϕ−1(tϕ(y1) + (1− t)ϕ(y)).

则 γ1 ∗ γ2是从 x到 y1的道路. 所以 y1 ∈ A. 故 V ⊂ A，从而 A是开集.

A是闭集: 通过同样的论证，我们可以证明如果 y 6∈ A，那么对于 y 的同胚于欧氏

开球的小邻域中的任意点 y1，我们也有 y1 6∈ A. 所以 Ac是开集，即 A是闭集.

于是由 U 的连通性可得 A = U . 换言之，U 中的任意点都可以通过 U 中的道路与 x相

连. 因此，U 中的任意两点 x1, x2 都可以通过 U 中的道路相连：设 γ1 是 U 中从 x到 x1

的道路，γ2是 U 中从 x到 x2的道路，则 γ1 ∗ γ2是 U 中从 x1到 x2的道路. □
作为推论，我们得到

推论 3.2.8

♥拓扑流形是道路连通的当且仅当它是连通的.

¶局部道路连通性

如果你仔细思考例3.2.6，你会发现对于任意“坏点”（比如原点），在其任意小的邻

域内，你都可以找到无限多条不连通的“纵向曲线”：
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换言之，空间“在这些坏点的任意小的局部范围内”都不是道路连通的：1

定义 3.2.9.（局部道路连通）

♣

设 X 是拓扑空间，x ∈ X . 如果对于 x的任意开邻域 U，存在 x的开邻域 V ⊂ U

使得 V 是道路连通的，则我们称拓扑空间X 在 x处局部道路连通. 如果X 在每个

点处都道路连通，则我们称 X 是局部道路连通空间.

例如, Rn 中的任意开集（或更一般地，任意拓扑流形或任意局部欧氏空间中的任意

开集）是局部道路连通的.

下面我们证明局部道路连通的连通拓扑空间都是道路连通的，其证明与上述连通局

部欧氏区域的道路连通性证明相仿：

命题 3.2.10.（连通 +局部道路连通 =⇒道路连通）

♠如果 X 是连通的且局部道路连通的,则 X 是道路连通的.

证明 固定点 x ∈ X . 考虑集合

A = {y ∈ X | y可以通过道路连接到x}.

则 A 6= ∅. 由局部道路连通性，
A是开集：如果一个点落在 A中,则该点的一个邻域也都落在 A中,

A是闭集：如果一个点落在 Ac中,则该点的一个邻域也都落在 Ac中.

故由 X 的连通性可知 A = X . □
注意道路连通集合未必是局部道路连通的：我们只要在拓扑学家的正弦曲线上添加

一条从 (0, 0)到 (1, 0)的曲线，即可得到一个道路连通但不局部道路连通的拓扑空间：

¶道路连通性的性质

我们知道连通性被连续映射保持. 类似的，我们有

命题 3.2.11.（道路连通性被连续映射保持）

♠设 f : X → Y 是连续映射，且 A ⊂ X 是道路连通子集，则 f(A)是道路连通的.

证明 对任意 f(x1), f(x2) ∈ f(A),取从 x1到 x2的道路 γ : [0, 1]→ A. 则

f ◦ γ : [0, 1]→ f(A)

是从 f(x1)到 f(x2)的道路. □

1类似地可以定义“局部连通性”的概念，其定义与基本性质见习题.
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3.2 道路连通性

类似的，我们也可以证明道路连通集的“星形并”以及乘积都是道路连通的，且证

明比连通性时更简单：

命题 3.2.12.（“星形并”的道路连通性）

♠设 Xα是道路连通的，且
⋂

αXα 6= ∅. 则
⋃

αXα是道路连通的.

证明 取 x0 ∈
⋂

αXα. 对于任意 x1 ∈ Xα1 和 x2 ∈ Xα2 ,存在 Xα1 中从 x1到 x0的道路 γ1

和 Xα2 中从 x0到 x2的道路 γ2. 因此 γ1 ∗ γ2是 x1到 x2的道路. □

命题 3.2.13.（任意积的道路连通性）

♠乘积空间 (
∏

αXα,Tproduct)是道路连通的当且仅当每个 Xα都是道路连通的.

证明 若乘积空间 (
∏

αXα,Tproduct)是道路连通的，则每个Xα，作为道路连通空间在连

续映射 πα下的像，是道路连通的.

反之设每个 Xα 是道路连通的。对任意 (xα), (yα) ∈
∏

αXα, 选取 xα 到 yα 的道路

γα : [0, 1]→ Xα. 则

γ : [0, 1]→
∏
α

Xα, γ(t) = (γα(t))

是从 γ(0) = (xα)到 γ(1) = (yα)的道路. 故 (
∏

αXα,Tproduct)是道路连通的. □
当然，并不是所有连通性的性质都可以推广到道路连通性上. 比如集合 {(x, sin π

x ) | 0 <

x ≤ 1}，作为道路连通集合的像，是道路连通的. 于是例3.2.6也告诉我们：

道路连通子集的闭包不一定是道路连通的.

这是连通性与道路连通性的一个区别.

¶弧连通

根据定义，道路是指连续映射 γ : [0, 1] → X . 我们并不要求 γ 是单射，因此道路是

允许“自相交”的. 当然，不自相交的道路在某些问题中更便于应用. 于是我们定义

定义 3.2.14.（弧与弧连通）

♣

设 X 是一个拓扑空间.

(1) 若道路 γ : [0, 1]→ X 是一个拓扑嵌入，则我们称 γ 为一条弧.

(2) 若 X 中任意两点都可以用弧连接，则我们称 X 是弧连通空间.

根据定义，弧连通是一种更强的连通性：弧连通必然是道路连通的，但反之未必. 例

如，不难证明“带有两个原点的直线”（见习题 2.10）是道路连通的，却不是弧连通的.

这个例子同时也告诉我们，弧连通性不是连续映射下保持的性质.

但是对于度量空间，一些较弱的连通性就可以保证弧连通性：

命题 3.2.15.（Peano空间是弧连通的）

♠任意紧连通且局部连通的度量空间是弧连通的.
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3.2 道路连通性

证明较为复杂，这里略去，有兴趣的读者可参见 Stephen Williard, General Topology，

Addison-Wesley,1970.

作为推论，我们证明：

推论 3.2.16.（Hausdorff：弧连通⇐⇒道路连通）

♥Hausdorff空间是弧连通的当且仅当它是道路连通的.

证明 假设 Hausdorff空间 X 是道路连通的. 任取 x, y ∈ X 以及连接 x, y 的道路 γ. 显然

γ(I)是紧连通空间. 此外，由闭映射引理，γ（作为从紧空间到 Hausdorff空间的连续映

射）是闭映射，从而由本节后面的习题，γ(I)是局部连通的. 最后，由期中考试最后一题

可知 γ(I)是度量空间. 于是 γ(I)是弧连通的，即存在落在 γ(I)里的弧连接 x与 y. □
于是对于道路连通的 Hausdorff空间，我们总可以用没有自相交的弧连接任意两点.

3.2.2 分支

¶连通分支和道路连通分支

对任意拓扑空间 X，根据连通性和道路连通性，我们可以定义两个等价关系：

x ∼ y ⇐⇒ ∃连通子集A ⊂ X 使得x, y ∈ A,

x
p∼ y ⇐⇒ ∃X 中的道路连接x和y.

不难验证 ∼和 p∼都是等价关系.2

定义 3.2.17.（连通分支与道路连通分支）

♣

设 X 是拓扑空间.

(1) 我们称等价关系 ∼的每个等价类为 X 的一个连通分支.

(2) 我们称等价关系 p∼的每个等价类为 X 的一个道路连通分支.

根据定义，每个连通分支都可以看作X 的一个（关于“集合包含”这个偏序关系的）

极大连通子集（从而跟我们在习题 3.1中所见的一致），而每个道路连通分支都可以看作

X 的一个极大道路连通子集. 显然

每个道路连通分支都完全包含在某个连通分支中.

不同的连通分支是两两无交的；不同的道路连通分支也是两两无交的.

我们列举一些连通分支和道路连通分支的不太显然的结论，其证明均留作习题：

(1) X 的任意连通分支都是闭子集，但不一定是开子集. 【然而，“拓扑学家的正弦曲

线”这个例子告诉我们，道路连通分支可能既不是闭集也不开集. 】

(2) 如果 X 是局部连通的，那么任意连通分支都是开集.

(3) 如果 X 是局部道路连通的，那么任意道路连通分支都恰好是连通分支（从而此时

任意道路连通分支都是即开又闭的）.

2注意弧连通性不能用于定义等价关系，因为自反性和传递性都不满足.
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3.2 道路连通性

¶连通分支的空间

我们知道，拓扑空间上的每个等价关系都定义了一个商映射，进而定义了一个商拓

扑空间. 因此由等价关系 ∼和 p∼,我们得到两个商空间，

πc(X) := X/∼

和

π0(X) := X/
p∼.

我们先考虑 πc(X)的拓扑. 从直觉上不难猜测，πc(X)应该是一个“非常不连通”的

空间. 我们可以用一个特例诠释何谓“非常不连通”：如果X 是完全不连通空间，则每个

连通分支仅包含一个元素，因此 πc(X)就是X 本身. 特别地，πc(X)也完全不连通空间.

事实上，该结论确实对任意拓扑空间 X 都成立：

命题 3.2.18.（连通分支空间完全不连通）

♠商空间 πc(X) (赋商拓扑)是完全不连通的. 特别地，πc(X)是 (T1)空间.

证明 设 p : X → X/∼ 是典范投影映射. 设 S ⊂ X/∼ 是至少包含两个元素的子集. 则

p−1(S)是不连通的. 所以存在 (关于子空间拓扑)既开又闭的非空子集 A ⊊ p−1(S). 我们

断言 A一定是 X 的连通分支的并集：

如果 X1 是 X 的一个连通分支且 A ∩ X1 6= ∅, 则 X1 ⊂ p−1(S) 且 X1 也是

p−1(S)的一个连通分支. 因此由

X1 = (X1 ∩A) ∪ (X1 ∩ (p−1(S) \A))

可得 X1 ⊂ A. 故 A是 X 的连通分支的并集.

因此 A = p−1(p(A)). 根据商拓扑的定义，p(A)在 X/∼中的既开又闭的非空子集. 因为

A ⊊ p−1(S)，所以 p(A) 6= S. 故 S 是不连通的，从而 πc(X)是完全不连通的.

最后我们说明 πc(X)是 (T1)空间. 事实上，任意完全不连通的空间都是 (T1)空间，

因为由完全不连通性，任意单点集 {x}都是一个连通分支，连通分支都是闭子集. □
接下来我们考虑 π0(X). 我们当然可以将其视为商拓扑空间. 然而，π0(X)上的商拓

扑可能很糟糕. 比如，我们自然会猜测，既然任意道路连通分支都“被捏成一个点”了，

那得到的商空间应该是“完全不道路连通”了. 遗憾的是，这是不对的：

例 3.2.19. 考虑X 为“拓扑学家的正弦曲线”，则商空间 π0(X)由两个元素组成. 让我们

用“v”来表示 y轴上的垂直线段部分，用“s”来表示正弦曲线段部分. 则我们有

π0(X) = {v, s}, Tquotient = {∅, {s}, {v, s}}.

可以证明（习题）：商空间 π0(X)是道路连通的，但不是 (T1)的.

因为在一般情况下 π0(X)上的商拓扑结构不够好，不能给我们提供多少有用的信息，

所以我们宁愿忘记 π0(X)上的商拓扑结构，而只是将 π0(X)视作一个集合：该集合的势

是空间X 的一个很好用的拓扑不变量. 【然而，当X 本身是拓扑群时，π0(X)也是一个

拓扑群.】【事实上，1980年Harris证明了：任何拓扑空间均可实现为某个拓扑空间的 π0.】
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3.2 道路连通性

¶鸟瞰: 范畴间的函子

回想一下，在第 1.5节中我们提到了范畴的概念：一个范畴 C 包括
由对象构成的类 Ob(C)，
由态射构成的类Mor(C)，其中我们把从 X 到 Y 的态射全体记为Mor(X,Y ).

下面我们引入函子的概念，用于在范畴之间建立起联系：

定义 3.2.20.（函子）

♣

设 C, D是范畴. 从 C 到 D的 (协变)函子a F 是一个对应，使得

(1) 将 Ob(C)中的每个对象 X 都对应到 Ob(D)中的某个对象 F (X)，

(2) 将范畴 C 中的每个态射 f ∈ Mor(X,Y ) 都对应到范畴 D 中的某个态射
F (f) ∈ Mor(F (X), F (Y )),且该对应满足：

对范畴 C 中的任意对象 X ∈ Ob(C)，有

F (IdX) = IdF (X),

对范畴 C 中的任意态射 f ∈ Mor(X,Y )和 g ∈ Mor(Y, Z)都有

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

a类似地我们可以定义反变函子的概念：反变函子也是一个对应，它将每个态射 f ∈ Mor(X,Y )对应
到态射 F (f) ∈ Mor(F (Y ), F (X))并且满足 F (IdX) = IdF (X) 和 F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).

我们给出一些函子的例子.

例 3.2.21.
(1) 设 T OP 是拓扑空间范畴,即:

对象是拓扑空间,

态射是拓扑空间之间的连续映射.

设 SET 是集合范畴,即：

对象是集合，

态射是关系.

则我们可以定义“遗忘函子”，将每个拓扑空间映射到其集合本身，将连续映射映

到其图像.

(2) 类似地，设 ALG 是 (结合)代数范畴,即

对象是 (结合)代数,

态射是代数同态.

则我们可以定义 T OP 到 ALG 的反变函子 C，将每个拓扑空间 X 映射到 X 上的

实值连续函数全体构成的代数 C(X,R),将每个连续映射 f : X → Y 映到代数同态

C(f) : C(Y,R)→ C(X,R), C(f)(ϕ) := ϕ ◦ f.

(3) 考虑 T OP 的两个子范畴，由局部紧 Hausdorff 空间组成的范畴 LCH （或者由
Hausdorff 且完全正则空间组成的范畴 HCR ）和由紧 Hausdorff 空间组成的范畴

CH. 则 Stone-Cěck紧化的过程 β 是一个函子（见习题 2.9）.
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3.2 道路连通性

¶函子 πc和 π0

下面设X,Y 是拓扑空间，f ∈ C(X,Y ). 根据习题 3.1，f 将X 的连通分支映射到 Y

的连通分支中. 这样我们就得到了一个映射

πc(f) : πc(X)→ πc(Y ), [x] 7→ [f(x)].

事实上 πc有如下很好的性质: (证明留作练习.)

命题 3.2.22.（πc的函子性）

♠

映射 πc(f) ∈ C(πc(X), πc(Y ))，且满足

πc(IdX) = Idπc(X), 和 πc(g ◦ f) = πc(g) ◦ πc(f).

换言之, πc是从拓扑空间范畴 T OP 到完全不连通拓扑空间范畴 T OP totdis的函子:

spa πc : T OP → T OP totdis

(X,T )⇝ πc(X) = (X/∼,Tquotient),

f ∈ C(X,Y )⇝ πc(f) ∈ C(πc(X), πc(Y ))

类似地，因为任意连续映射 f : X → Y 也将 X 中的道路连通分支映射到 Y 中的道

路连通分支中去，我们自然得到一个良定义的（集合之间的）映射

π0(f) : π0(X)→ π0(Y ), [x] 7→ [f(x)].

我们有(证明留作练习.)

命题 3.2.23.（π0的函子性）

♠

映射 π0(f)满足

π0(IdX) = Idπ0(X) 和 π0(g ◦ f) = π0(g) ◦ π0(f).

换言之, π0是从拓扑空间范畴 T OP 到集合范畴 SET 的函子3：

spa π0 : T OP → SET

(X,T )⇝ π0(X) = X/
p∼,

f ∈ C(X,Y )⇝ π0(f) ∈M(π0(X), π0(Y ))

注 3.2.24. 当然，在应用函子 πc 或 π0 时，我们丢失了原空间的很多信息. 但这正是代

数拓扑背后的哲学：区分拓扑空间可能非常困难，但通常区分更简单的范畴（如 SET ,

GROUP 或 VECT ORSPACE）中的对象更容易. 例如，通过计算 πc(X)或 π0(X)的基

数，我们能够区分许多拓扑空间. 例如，我们知道

第二组图形在拓扑上是不同的，因为它们有不同的 π0. 对于第一组图形，可以用 π0，方

法是小心地删除每边的点，也可以考察基本群 π1，即计算图中“洞”的个数.

3事实上 π0(f) : π0(X) → π0(Y )关于商拓扑也是连续的，因此是从拓扑空间范畴到拓扑空间范畴的函子. 因
为我们习惯于“忘掉”π0(X)上的商拓扑,这里 π0 实际上是“拓扑 π0 函子”和“遗忘函子”的复合.
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3.3 同伦

3.3.1 连续形变

¶作为连续的连续映射族的连续变形

我们知道，“连续变形”在几何拓扑中是最基本的操作之一，但我们还没有给出其精

确定义. 现在有了一般拓扑学的知识，当我们谈及抽象的“连续”对象时，我们可以给出

其精确的含义：

在抽象拓扑空间中，元素 a的一个连续形变是指一个从某个参数空间 T 到该

空间的连续映射，使得对于参数空间的某元素 t0，有 f(t0) = a（并且 f 往往

需要满足其他由问题而定的额外条件）.

例如，我们可以把以一点 x0 为起点的道路视为对该点的一个连续形变. 更一般地，设映

射 f ∈ C(X,Y ),其中X,Y 是拓扑空间. 则 f 的以某个拓扑空间 T 为“形变参数空间”的

连续形变就是一个连续映射（其中 C(X,Y )上的拓扑是紧开拓扑 Tc.o.）

F : T → C(X,Y ), t 7→ F (t) = ft ∈ C(X,Y )

使得对某个 t0 ∈ T 有 ft0 = f .

在很多问题中，我们取参数空间 T = [0, 1]或 T = R（“单参数”）并取 t0 = 0. 例如，

设 γ 是空间 X 内从 x0到 x1的一条道路，道路 γ 的
:::::::::
端点固定的连续形变是连续映射

F : [0, 1]→ Ω(X;x0, x1) = {γ ∈ C([0, 1], X) | γ(0) = x0, γ(1) = x1}

且满足

F (0) = γ,

F (t)(0) = x0,

F (t)(1) = x1.

当然，在谈及映射 F 的连续性时，我们需要在 Ω(X;x0, x1)上指定一个拓扑. 因为根据

道路的定义，Ω(X;x0, x1)是 C([0, 1], X)的子空间，所以我们同样可以采用紧开拓扑. 4

¶作为一个连续映射的连续形变

现在假设我们有一个映射 F ∈ C(T, C(X,Y ))，即一个连续族的连续映射. 这在概念

上仍然很复杂. 但是任意给定这样的 F，我们可以定义一个更简单的映射

G ∈M(T ×X,Y ), G(t, x) := F (t)(x).

事实上在较弱的条件下，F 是连续的当且仅当 G是连续的！

4我们不希望在这里使用逐点收敛拓扑，因为逐点收敛拓扑丢失了“道路参数区间”[0, 1]本身的拓扑信息，而
且即使道路列 γn 在逐点收敛拓扑下收敛于某道路 γ，该收敛过程也没有好的“局部控制”.
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命题 3.3.1.（连续形变 v.s.乘积空间的连续映射）

♠

设 X,Y, T 为拓扑空间. 考虑对应关系（即双射）

M(T,M(X,Y ))←→M(T ×X,Y )

F (t)(x)←→ G(t, x) := F (t)(x)

则我们有

(1) 若 G ∈ C(T ×X,Y )，则 F ∈ C(T, C(X,Y )).

(2) 若 X 是 LCH空间，则 F ∈ C(T, C(X,Y ))当且仅当 G ∈ C(T ×X,Y ).

证明 (⇐=)设 G ∈ C(T ×X,Y ).则给定任意 t ∈ T ,映射 F (t) : X → Y 是连续的，因为

F (t)可以写成连续函数的复合：

X
jt

↪−→ T ×X
G−→ Y,

其中 jt(x) = (t, x)是“在 t处的典范嵌入”. 故 F 将 T 映到 C(X,Y ).

为了证明 F 作为 T 到 C(X,Y )的映射是连续,只需证明

对任意紧集K ⊂ X 和开集U ⊂ Y, F−1(S(K,U))在T 中是开集. (*)

设 F (t) ∈ S(K,U). 则根据 G的定义, G({t} ×K) ⊂ U,即

{t} ×K ⊂ G−1(U).

由 G的连续性, G−1(U)在 T ×X 中是开集. 又因为 K 是紧集，由引理2.2.1即管形邻域

引理，存在 T 中的开集 V 3 t使得

V ×K ⊂ G−1(U).

因此对任意 t ∈ V ,

F (t)(K) ⊂ G(V ×K) ⊂ U.

所以 V ⊂ F−1(S(K,U)),这就证明了 (*).

(=⇒)设 F ∈ C(T, C(X,Y )).为了证明 G是连续的,我们需要证明

对任意开集U ⊂ Y,G−1(U)在T ×X 中是开集. (**)

设 (t, x) ∈ G−1(U)，则由定义，F (t) ∈ S({x}, U).因为 X 是 LCH空间，由习题 2.4，

S({x}, U) =
⋃

x的紧邻域K

S(K,U).

所以存在 x的开邻域Wx使得Wx是紧集,且

F (t) ∈ S(Wx, U).

因为 F 是连续的,而且 t ∈ F−1(S(Wx, U)),故存在 t的开邻域 V 使得

V ⊂ F−1(S(Wx, U)),

即 G(V,Wx) ⊂ U.因此

V ×Wx ⊂ V ×Wx ⊂ G−1(U).

这就完成了证明. □
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3.3.2 映射与空间的同伦

¶映射的同伦

我们定义

定义 3.3.2.（同伦）

♣

设X 和 Y 是拓扑空间，f0, f1 ∈ C(X,Y ). 若存在连续映射 F : [0, 1]×X → Y 使得

F (0, x) = f0(x) 且 F (1, x) = f1(x), ∀x ∈ X,

则我们称 f0 和 f1 是同伦的（homotopic），且称 F 是 f0 和 f1 之间的一个同伦

(homotopy).

记号 如果 f0同伦于 f1,将其写作 f0 ∼ f1.

根据定义，如果 f0 ∼ f1，则 f0可以通过一个“单参数的映射族”被连续地形变到 f1. 由

命题3.3.1，f0 ∼ f1 蕴含了“f0 和 f1 都在 (C(X,Y ),Tc.o.)的同一道路连通分支中”. 此

外,如果X 是 LCH空间，那么任意从 f0到 f1的连续形变都由一个同伦给出，即 f0 ∼ f1
当且仅当 f0, f1位于 (C(X,Y ),Tc.o.)中的同一道路连通分支中.

容易验证同伦关系是 C(X,Y )上的一个等价关系. [当然，如果 X 是 LCH空间，那

么同伦等价关系就是由 C(X,Y )中的道路定义的道路等价关系. ]

记号 对于每个 f ∈ C(X,Y ),我们记

[f ] = f 的同伦等价类

并且记

[X,Y ] = C(X,Y )/∼ = C(X,Y )中的同伦类集合.

【因此如果 X 是 LCH空间，那么 [X,Y ] = π0(C(X,Y )).】

一个特殊情况: 如果X = {pt}是一个单点集，那么任一连续映射 f : X → Y 都对应于 Y

中的一个点. 在这种情况下，“两个连续映射 f0, f1 是同伦的”就等价于“对应的两个点

可以由 Y 的道路连接”. 换而言之,我们有

[{pt}, Y ] = π0(Y ).

¶映射的同伦类上的运算

如同映射可以复合、拉回、前推一样，我们也可以对映射的同伦类做同样的操作.为

此我们需要（留作练习）

命题 3.3.3.（复合、拉回、前推不依赖于代表元的选取）

♠

(1) 若 fi ∈ C(X,Y ), gi ∈ C(Y, Z)（i = 1, 2），且 f0 ∼ f1, g0 ∼ g1，则 g0◦f0 ∼ g1◦f1.
(2) 设 ϕ ∈ C(X0, X1)，fi ∈ C(X1, Y )（i = 1, 2），且 f0 ∼ f1，则 f0 ◦ ϕ ∼ f1 ◦ ϕ.

(3) 设 ψ ∈ C(Y0, Y1)，fi ∈ C(X,Y0)（i = 1, 2），且 f0 ∼ f1，则 ψ ◦ f0 ∼ ψ ◦ f1.
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于是，在同伦类上，下面定义的复合、拉回、推出都是良定的：

(a) 同伦类的复合 (composition)

[X,Y ]× [Y, Z]→ [X,Z]

([f ], [g]) 7→ [g ◦ f ].

(b) 同伦类的拉回 (pull-back)

ϕ ∈ C(X0, X1) ⇝ ϕ∗ : [X1, Y ]→ [X0, Y ]

[f ] 7→ ϕ∗([f ]) = [f ◦ ϕ].

(c) 同伦类的推出 (push-forward)

ψ ∈ C(Y0, Y1) ⇝ ψ∗ : [X,Y0]→ [X,Y1]

[f ] 7→ ψ∗([f ]) = [ψ ◦ f ].

¶零伦

最简单的连续映射是常值映射. 故最简单的同伦类是常值映射所在的同伦类：

定义 3.3.4.（零伦）

♣如果 f ∈ C(X,Y )同伦于某个常值映射，则我们称 f 是零伦的 (null-homotopic).

这个概念在几何中非常有用. 我们给出两个简单而常用的例子：

例 3.3.5.
(1) 令 X = Y = S1 ⊂ C,并取 fn ∈ C(X,Y )为映射

fn(z) = zn.

我们将会看到所有的 fn 彼此互不同伦，特别地，当 n 6= 0时 fn 不零伦. 此外，我

们还会看到任何连续映射 f ∈ C(S1, S1)都恰好同伦于 fn中的某一个.

(2) 令 Y ⊂ Rn是凸集，或者更一般的，设 Y ⊂ Rn是一个“星形域”，即

存在“中心点”y0 ∈ Y 使得∀y ∈ Y,都有：线段y0y ⊂ Y.

则对于任意拓扑空间 X 和 Z，

任意连续映射 f ∈ C(X,Y )是零伦的.

原因：从 f 到常值映射可以建立下述同伦：

ghostghostF : [0, 1]×X → Y, t 7→ F (t, x) = ty0 + (1− t)f(x).

任意连续映射 f ∈ C(Y, Z)是零伦的.

原因：从 f 到常值映射可以建立下述同伦：

ghostghostF : [0, 1]× Y → Z, t 7→ F (t, y) = f(ty0 + (1− t)y).
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¶可缩空间

定义 3.3.6.（可缩空间）

♣

设 X 是拓扑空间. 若恒等映射 IdX ∈ C(X,X)是零伦的，则我们称 X 是可缩空间

(contractible space).

例 3.3.7.
(1) 由例3.3.5(2)，Rn 中的任意星形域是可缩的，而例3.3.5(1)则告诉我们 S1 不是可缩

的.

(2) 更一般地，Sn−1不是可缩的.

事实上，可以证明 (作为练习): Sn−1是可缩的当且仅当存在一个收缩映射

f : Bn = {x ∈ Rn
∣∣|x| ⩽ 1} → Sn−1.

（根据定义，f ∈ C(Bn, Sn−1)是一个收缩映射是指 f 满足条件 f ◦ i = IdSn−1，其

中 i为嵌入映射 i : Sn−1 ↪→ Bn，见习题 2.9.）我们将在下一章证明这样的 f 不存

在（这等价于 Brouwer的不动点定理，参见习题）.

(3) 对于任意拓扑空间X，它的锥空间 C(X)（见第 1.4节）是可缩空间（留作习题）.

比如，Sn−1的锥空间 Bn是可缩的. 作为推论我们得到：

任意拓扑空间都能被嵌入到某个可缩空间.

¶拓扑空间的同伦等价

回顾一下，两个拓扑空间 X,Y 是同胚的，记作 X ' Y ,是指

∃f ∈ C(X,Y ), g ∈ C(Y,X) 使得 f ◦ g = IdY 且 g ◦ f = IdX .

同胚拓扑空间之间的一个非常强的等价关系: 如果 X ' Y,那么 X,Y 有相同的拓扑性质

(紧性,连通性,可度量性,可数性,分离性质等等). 下面我们用映射的同伦在拓扑空间之间

定义一个弱很多的等价关系：

定义 3.3.8.（同伦等价）

♣

对于拓扑空间 X 和 Y，如果存在 f ∈ C(X,Y )和 g ∈ C(Y,X)使得

f ◦ g ∼ IdY 且 g ◦ f ∼ IdX ,

则我们称X 和 Y 是同伦等价的 (homotopy equivalent),记作X ∼ Y，并称映射 f 和

g 为 X 和 Y 之间的同伦等价（homotopy equivalence），且称 g 为 f 的一个同伦逆

(homotopy inverse).

注 3.3.9.
(1) 在定义中, f 和 g仅在同伦意义上互逆，它们本身不需要是可逆映射.

(2) 如果 X ' Y ,那么 X ∼ Y，反之显然并不成立.

(3) 不难验证拓扑空间之间的同伦等价是一个等价关系.

(4) 绝大多数拓扑性质 (包括紧性, (Ti), (Ai),可度量性等)都不能在同伦等价下保持.
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例 3.3.10. 我们有 Sn ∼ Rn+1 \ {0}：

所需的同伦等价可以由以下方式显式地构造出来：令

f : Sn → Rn+1 \ {0}, x 7→ x

和

g : Rn+1 \ {0} → Sn, x 7→ x/|x|.

那么显然 g ◦ f = IdSn ,而 f ◦ g ∼ IdRn+1\{0}可由如下同伦给出：

F (t, x) = tx+ (1− t)x/|x|.

下图是一些同伦等价 (但不同胚)的例子:

3.3.3 道路同伦

¶道路上的运算

下面我们考虑一个特殊的映射空间，C([0, 1], X)【即X上全体道路（不固定端点）所

构成的空间】. 在该空间上，我们定义过两个“代数运算”以及一些预备作为“运算单位

元”的特殊道路：

任意 x0 ∈ X 处的常值道路

γx0(t) = x0, ∀t ∈ [0, 1].

给定任意从 x1到 x2的道路 γ,我们可以“反转”道路得到它的“逆”：

γ̄(t) := γ(1− t).

给定从 x1 到 x2 的道路 γ1 及从 x2 到 x3 的道路 γ2，我们可以将它们接起来得到

“积”：

γ1∗γ2(t) =

 γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

γ2(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

遗憾的是，这些简单运算并不是我们想要的“真正的代数运算”. 例如，我们希望“道路

的积”是一个某个群的乘法，常值道路扮演该乘法下“单位元”的角色，而“道路的逆”

则是该乘法运算下的“逆元”. 然而，在仅仅考虑道路的情况下，这些预期的性质事实上
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都不成立:
对于γi ∈ Ω(X;xi, xi+1) : (γ1∗γ2)∗γ3 6= γ1∗(γ2∗γ3),

对于γ ∈ Ω(X;x1, x2) : γx1∗γ 6= γ, γ∗γx2 6= γ,

对于γ ∈ Ω(X;x1, x2) : γ∗γ̄ 6= γx1 , γ̄∗γ 6= γx2 .

不过，情况也并没有那么糟糕. 比如，对于上面所列的前两组“不相等”，虽然作为

道路，不等号两边是不同的，但它们作为“曲线”它们是一样的: 实际上，不等号两边只

是同一曲线的不同参数化.

¶重新参数化的同伦不变性

定义 3.3.11.（重新参数化）

♣

设 γ1 : [0, 1] → X 和 γ2 : [0, 1] → X 都是 X 中的道路. 如果存在连续映射

f : [0, 1]→ [0, 1]满足 f(0) = 0, f(1) = 1，且使得

γ2 = γ1 ◦ f,

则我们称 f2是 f1的重新参数化（reparametrization）.

例 3.3.12.
以下分段线性映射 f : [0, 1]→ [0, 1]将 (γ1∗γ2)∗γ3重参数化为 γ1∗(γ2∗γ3)：

f([0,
1

2
]) = [0,

1

4
], f([

1

2
,
3

4
]) = [

1

4
,
1

2
], f([

3

4
, 1]) = [

1

2
, 1].

以下分段线性映射 f : [0, 1]→ [0, 1]将道路 γ 重参数化为道路 γx1∗γ：

f([0,
1

2
]) = 0, f([

1

2
, 1]) = [0, 1].

以下分段线性映射 f : [0, 1]→ [0, 1]将道路 γ 重参数化为 γ∗γx2：

f([0,
1

2
]) = [0, 1], f([

1

2
, 1]) = 1.

道路的运算最终能够被“包装”成代数运算，最关键的观察在于：

命题 3.3.13.（重新参数化的道路是同伦的）

♠令 γ2 = γ1 ◦ f 为 γ1的重新参数化，那么 γ2 ∼ γ1.

证明 [我们要用到 [0, 1]的凸性. 可以与例3.3.5(2)做比较.] 令

F (t, s) = γ1((1− t)s+ tf(s)).

则 F 是 F (0, s) = γ1(s)和 F (1, s) = γ1(f(s)) = γ2(s)之间的同伦. □

¶同伦类的代数运算

现在我们证明前面所列的“我们希望相等但实际上不相等的道路”，其实都在同一个

同伦类中：
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3.3 同伦

命题 3.3.14.（道路运算保同伦类）

♠

对于任意 γi ∈ Ω(X;xi, xi+1)（i = 1, 2）以及 γ ∈ Ω(X;x1, x2),我们有

(1) (γ1∗γ2)∗γ3 ∼ γ1∗(γ2∗γ3).
(2) γx1∗γ ∼ γ, γ∗γx2 ∼ γ.
(3) γ∗γ̄ ∼ γx1 , γ̄∗γ ∼ γx2 .

证明 (1)(2)由例3.3.12和命题3.3.13可得. 下证 (3). 因为“推出”在同伦类上的良定性，有

如果f ∈ C(X,Y )且在 X 中γ1 ∼ γ2, 则在 Y 中f ◦ γ1 ∼ f ◦ γ2. (a)

现在我们取 [0, 1]上的两条从 0映射到 0的道路,即

λ1(s) =

 2s, 0 ≤ s < 1
2 ,

2− 2s, s ≥ 1
2

和 λ2(s) ≡ 0.

[0, 1]的凸性蕴含着 λ1 ∼ λ2,从而我们得到

γ∗γ̄ = γ ◦ λ1 ∼ γ ◦ λ2 = γx1 .

同理可证 γ̄∗γ ∼ γx2 . □
由上述命题并结合“复合”在同伦类上的良定性，我们可以得到：

推论 3.3.15

♥

设 γi ∈ Ω(X,xi, xi+1)（i = 1, 2），则

γ1∗(γ2∗γ̄2) ∼ γ1, (γ̄1∗γ1)∗γ2 ∼ γ2.

¶道路同伦

上述结果启发我们去研究道路的同伦类的代数运算. 例如，我们自然想去定义

[γ1]∗[γ2] = [γ1∗γ2].

但是这里仍然有一个问题：对于任意 γ̃1 ∈ [γ1], γ̃2 ∈ [γ2], 一般而言 γ̃2(0) 6= γ̃1(1), 从

而 γ̃1 ∗ γ̃2 没有意义. 为了解决这个问题，我们需要考虑同伦类中具有相同端点的道路，

即
::::::::::::::::
固定端点的同伦. 我们将这样的同伦称为道路同伦，区别于之前定义的一般的同伦.

定义 3.3.16.（道路同伦）

♣

令 γ0, γ1 : [0, 1]→ X 为具有相同端点的两条道路，即

γ0(0) = γ1(0) = x0, γ0(1) = γ1(1) = x1.

如果存在连续映射 H : [0, 1]× [0, 1]→ X 满足

H(t, 0) = γ0(t), H(t, 1) = γ1(t), ∀t ∈ [0, 1],

H(0, s) = x0, H(1, s) = x1, ∀s ∈ [0, 1],

则我们称 γ0 和 γ1 是道路同伦的（path homotopic），并称 H 是 γ0 和 γ1 之间的一

个道路同伦（path homotopy）.
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记号
γ0和 γ1是道路同伦：γ0 ∼

p
γ1.

γ 的道路同伦类: [γ]p.

固定端点 x0, x1的道路同伦类集合: π(X;x0, x1).

可以验证，前面出现的各种运算/操作下道路之间的同伦，都可以取为道路同伦：

命题 3.3.17.（运算与道路同伦）

♠

(1) 对于 γi ∈ Ω(X;xi, xi+1)，有 (γ1∗γ2)∗γ3 ∼
p
γ1∗(γ2∗γ3).

(2) 对于 γ ∈ Ω(X;x1, x2)，有 γx1∗γ ∼p γ, γ∗γx2 ∼p γ.

(3) 对于 γ ∈ Ω(X;x1, x2)，有 γ∗γ̄ ∼
p
γx1 , γ̄∗γ ∼

p
γx2 .

(4) 对于 γi ∈ Ω(X;xi, xi+1)，有 γ1∗(γ2∗γ̄2) ∼
p
γ1, (γ̄1∗γ1)∗γ2 ∼

p
γ2.

(5) 若 f ∈ C(X,Y )且在 X 中 γ1 ∼
p
γ2，则在 Y 中有 f ◦ γ1 ∼

p
f ◦ γ2.

(6) 如果 γ2是 γ1的一个重新参数化，则 γ2 ∼
p
γ1.

¶道路同伦类上的运算

有了前面的准备工作，我们最终可以在道路同伦类之前定义代数运算：

(a) 乘法运算:

m : π(X;x1, x2)× π(X;x2, x3)→ π(X;x1, x3)

([γ1]p, [γ2]p) 7→ [γ1]p∗[γ2]p := [γ1∗γ2]p,

(b) 取逆运算:

i : π(X;x1, x2)→ π(X;x2, x1), [γ]p 7→ [γ]−1
p := [γ̄]p.

我们需要验证这两个运算是良定的，为此我们需要证明

命题 3.3.18.（乘法与取逆的良定性）

♠

(1) 若 γi ∼
p
γ′i（i = 1, 2），则 γ1∗γ2 ∼

p
γ′1∗γ′2.

(2) 若 γ ∼
p
γ′，则 γ̄ ∼

p
γ̄′.

证明 (1)设H1 : [0, 1]×[0, 1]→ X是 γ1与 γ′1之间的一个道路同伦，H2 : [0, 1]×[0, 1]→ X

是 γ2与 γ′2之间的一个道路同伦，则

H : [0, 1]× [0, 1]→ X, H(t, s) =

 H1(t, 2s), 0 ≤ s ≤ 1/2

H2(t, 2s− 1), 1/2 ≤ s ≤ 1

是 γ1∗γ2与 γ′1∗γ′2之间的一个道路同伦.
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(2)设H : [0, 1]× [0, 1]→ X是 γ与 γ′之间的一个道路同伦，则H(t, s) := H(1− t, s)
是 γ̄ 与 γ̄′之间的道路同伦. □
由前面所列的运算与道路同伦之间的关系，不难得到

命题 3.3.19.（道路同伦类运算的性质）

♠

(1) 乘法是结合的：如果 [γi]p ∈ π(X;xi, xi+1), i = 1, 2, 3,则

([γ1]p∗[γ2]p)∗[γ3]p = [γ1]p∗([γ2]p∗[γ3]p),

特别地，表达式 [γ1]p∗[γ2]p∗[γ3]p是良好定义的.

(2) [γx1 ]p和 [γx2 ]p分别是左单位元和右单位元：对于 [γ]p ∈ π(X;x1, x2),

[γx1 ]p∗[γ]p = [γ]p, [γ]p∗[γx2 ]p = [γ]p.

(3) i是逆运算：对于 [γ]p ∈ π(X;x1, x2).

[γ]p∗[γ]−1
p = [γx1 ]p, [γ]−1

p ∗[γ]p = [γx2 ]p, ([γ]−1
p )−1 = [γ]p

并且对于 [γi]p ∈ π(X;xi, xi+1),

([γ1]p∗[γ2]p)−1 = [γ2]
−1
p ∗[γ1]−1

p .

(4) 特别地，如果 [γi]p ∈ π(X;xi, xi+1), i = 1, 2,则

[γ1]p∗[γ2]p∗[γ2]−1
p = [γ1]p, [γ1]

−1
p ∗[γ1]p∗[γ2]p = [γ2]p.

注 3.3.20. 注意“道路同伦类之间的乘法”运算不是对于所有道路同伦类都有定义的：只
有“首尾相连”的道路同伦类之间才能（按照给定的顺序）相乘. 所以如果我们令

π(X) =
⋃

x,y∈X
π(X;x, y),

那么“取逆运算”是在整个 π(X) 上处处有定义的一元运算，但“乘法运算”只是一

个
:::::::::::::::::::::::::::::::
在部分元素间有定义的二元运算：

如果 a ∗ b和 b ∗ c是有定义的，则 (a ∗ b) ∗ c和 a ∗ (b ∗ c)是有定义的并且它们相等.

反之，如果 (a ∗ b) ∗ c或 a ∗ (b ∗ c)是有定义的，则 a ∗ b和 b ∗ c都是有定义的，并
且 (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).
a−1 ∗ a和 a ∗ a−1都是有定义的.

如果 a ∗ b是有定义的，那么 a ∗ b ∗ b−1 = a并且 a−1 ∗ a ∗ b = b.

一般来说，一个带有逆运算和满足上述条件的“部分定义的乘法”的集合被称作一个群

胚或者广群（groupoid）.5 特别地，我们称集合 π(X)（赋予该群胚结构）为基本群胚

（fundamental groupoid）.

5群胚最早是由德国数学家 H. Brandt 在 1927 年引入的，后来被广泛用于代数几何（始于 Grothendieck 的工
作）、代数拓扑、李理论、辛几何等. 可以证明：对于一个广群，我们有

(a−1)−1 = a.
如果 a ∗ b是定义良好的，那么 (a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1.

关于群胚性质以及它在代数拓扑中的应用（基本群胚），参见 R. Brown, Topology and Groupoids, BookSurge
Publishing, 2006.
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3.4 基本群

3.4.1 基本群的概念

¶基本群：定义

一般而言，π(X)和 π(X;x0, x1)都不是群. 然而，如果 x0 = x1,那么

π1(X,x0) := π(X;x0, x0)

是一个群，这是因为

π1(X,x0)中任意两个元素 [γ1]p, [γ2]p ∈ π1(X,x0)可以相乘，得到

[γ1]p∗[γ2]p = [γ1∗γ2]p ∈ π1(X,x0).

π1(X,x0) 中有一个单位元 e = [γx0 ]p ∈ π1(X,x0), 使得对于任意 [γ]p ∈ π1(X,x0)，
都有

[γ]p∗[γx0 ]p = [γ]p = [γx0 ]p∗[γ]p.

任意 [γ1]p ∈ π(X,x0)都是可逆的，并且其逆元恰为 [γ]−1
p := [γ̄]p ∈ π1(X,x0)：

[γ̄]p∗[γ]p = [γx0 ]p = [γ]p∗[γ̄]p.

于是我们得到

命题 3.4.1.（基本群的运算）

♠

集合 π1(X,x0) = Ω(X,x0)/∼
p
在乘法运算

[γ1]p∗[γ2]p = [γ1∗γ2]p, ∀γ1, γ2 ∈ Ω(X,x0),

下形成一个群，其单位元为 e = [γx0 ]p，而逆运算为

[γ]−1
p := [γ̄]p, ∀γ ∈ Ω(X,x0).

这个群最早由著名数学家 Poincaré6引入，叫做基本群：

定义 3.4.2.（基本群）

♣我们将 π1(X,x0)称为以 x0为基点的基本群（fundamental group）.

我们研究一个简单的例子：

例 3.4.3. 令 X ⊂ Rn 为星形域，并且令 x0 ∈ X 为 X 的一个“中心点”，即 x0 可以跟

X 中任意一个点通过线段相连. 在第 3.3节我们构造了一个从恒等映射 F (0, x) = x到常

6庞加莱（Henry Poincare，1854-1912），法国数学家、物理学家、科学哲学家，在数学与应用数学的多个分
支以及数学物理、天体力学方面做出了很多原创而基础性的工作，被评价为“史上最后一位数学全才”. 在
拓扑学方面，庞加莱开创性地开启了对高维空间拓扑的研究，因而被认为是现代拓扑学的奠基人之一. 他在
1895年发表了一篇奠基性文章“Analysis situs”，之后在 1899年到 1904年又发表了五篇文章作为补充. 在这
些文章中 Poincaré引入了基本群和单纯同调的概念,给出了 Poincaré对偶定理的早期表述,引入了链复形的
Euler–Poincaré示性数,并提出了几个重要的猜想（包括著名的 Poincaré猜想）. 根据 Dieudonné的说法,这
一系列论文首次系统地研究了拓扑学，并通过使用代数结构来区分不同胚的拓扑空间，使这一领域发生了
革命性的变化，开创了代数拓扑学这一领域.
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值映射 F (1, x) ≡ x0的同伦

F : [0, 1]×X → X, (t, x) 7→ tx0 + (1− t)x.

现在我们令 γ ∈ Ω(X,x0)为任意以 x0为基点的圈. 则

H : [0, 1]× [0, 1]→ X, (t, s) 7→ F (t, γ(s))

是 γ 和 γx0 之间的一个道路同伦(这里我们用到了 F (t, x0) ≡ x0). 于是我们得到如下结

论：星形域的基本群 π1(X,x0)是平凡群

π1(X,x0) ∼= {e}.

具有平凡基本群的空间被称为单连通空间：7

定义 3.4.4.（单连通空间）

♣

设 X 是道路连通空间. 如果 X 的基本群是平凡群，即

π1(X) = {e},

则我们称 X 是单连通空间（simply connected space）.

于是 Rn 中任意星形域都是单连通的. 特别地，Rn 以及 Rn 中的凸集都是单连通的.

一般来说，计算给定空间的基本群是一件不平凡的事情. 我们将会证明

π1(S
n, x0) ∼=

 Z, n = 1,

{e}, n ≥ 2.

于是，S1 不是单连通的，而 Sn（n ≥ 2）是单连通的. 事实上，我们将采用不同的方法

计算 S1和 Sn（n ≥ 2）的基本群：映射提升法（该方法最终发展为覆叠空间的理论）以

及开覆盖方法（该方法最终发展为 van Kampen定理）.

¶基本群元素的几何含义：圈的形变等价类

因为 [0, 1]是 LCH空间,我们有

π1(X,x0) = Ω(X,x0)/∼
p
= π0(Ω(X,x0)),

其中 Ω(X,x0) 是 X 中以 x0 为基点的圈的集合（赋予紧开拓扑）. 换句话说，基本群

π1(X,x0)所衡量的是圈空间 Ω(X;x0)的道路连通性：

对应于 π1(X,x0)中单位元的圈⇐⇒能在 X 中连续收缩到一个点的圈.

对应于 π1(X,x0)中同一元素的两个圈⇐⇒能在 X 中通过连续形变相互转化的圈.

特别地，基本群 π1(X)群“越大”，圈空间中“拓扑上不同的”圈就越多，而单连通空间

则是“所有圈都能收缩成一个点”的空间.

7单连通这个概念最早起源于复分析，且在其中也扮演了一个基本的角色：
单连通的概念是由 Riemann于 1851年在他的博士论文中首次引入的，在这篇文章中他证明了著名的
Riemann映照定理：C中任意“边界多于一个点的单连通区域”能够被共形地映为单位圆盘.
Cauchy积分定理表明：如果 U 是一个 C中的单连通区域,并且 f : U → C是全纯的，那么“f 沿着
U 中任意道路的线积分的值”仅取决于 f 在该道路两个端点处的值.
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3.4 基本群

¶作为函子的 π1

下面我们说明，类似于 π0 和 πc，π1 也是一个函子. 因为基本群的定义是带基点的，

所以我们要考虑“带有标定点的拓扑空间范畴”PointedT OP，其中
对象是“带有标定点的拓扑空间”(X,x0),即拓扑空间 X 以及标定点 x0 ∈ X;

态射是“带有标定点的连续映射”f ∈ C((X,x0), (Y, y0))，即满足条件 f(x0) = y0

的连续映射 f ∈ C(X,Y ).

根据基本群的定义，对于PointedT OP中的任意对象 (X,x0)，π1将它对应到群π1(X,x0).

我还需要把把态射即 f ∈ C((X,x0), (Y, y0)) 对应到群范畴 GROUP 中对应对象之间的
态射，即 π1(X,x0) 到 π1(Y, y0) 之间的群同态. 不难找到这样一个自然的群同态：设

f : X → Y 为连续映射，且 y0 = f(x0).则由命题3.3.17(5)，f 诱导了基本群之间的映射

f∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, y0), [γ]p 7→ [f ◦ γ]p. (3.4.1)

我们有

命题 3.4.5.（诱导同态 f∗的函子性）

♠

(1) f∗是一个群同态：f∗([γ1]p∗[γ2]p) = f∗([γ1]p)∗f∗([γ2]p).
(2) 恒等映射 IdX 诱导了恒等同态：(IdX)∗ = Idπ1(X,x0) : π1(X,x0)→ π1(X,x0).

(3) 如果 f ∈ C((X,x0), (Y, y0))且 g ∈ C((Y, y0), (Z, z))),那么 (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

证明 (1)因为 f ◦ (γ1∗γ2) = (f ◦ γ1)∗(f ◦ γ2)，所以

f∗([γ1]p∗[γ2]p) = f∗([γ1∗γ2]p) = [f ◦ (γ1∗γ2)]p = [(f ◦ γ1)∗(f ◦ γ2)]p = [f ◦ γ1]p∗[f ◦ γ2]p.

从而由 f∗的定义即得欲证.

(2)由定义即得.

(3) (g ◦ f)∗([γ]p) = [g ◦ f ◦ γ]p = g∗([f ◦ γ]p) = g∗ ◦ f∗([γ]p). □
于是对应关系 π1 : PointedT OP → GROUP，其中

(X,x0)⇝ π1(X,x0),

f ∈ C((X,x0), (Y, y0))⇝ π1(f) = f∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, y0).

是从范畴 PointedT OP 到范畴 GROUP 的一个函子.

函子性的一个基本推论是“等价的对象”会被映为“等价的对象”：

推论 3.4.6.（基本群是拓扑不变量）

♥

如果 f : X → Y 是一个同胚，那么 f∗是基本群之间的同构

f∗ : π1(X,x0) ' π1(Y, f(x0)).
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3.4 基本群

证明 任取 x0并记 f(x0) = y0. 则我们得到

f∗ ◦ (f−1)∗ = (f ◦ f−1)∗ = (IdY )∗ = Idπ1(Y,y0),

(f−1)∗ ◦ f∗ = (f−1 ◦ f)∗ = (IdX)∗ = Idπ1(X,x0),

于是 f∗与 (f−1)∗是互为逆的群同构. □
还可以证明，π1函子把“乘法对象”映为“乘法对象”（证明留作习题）：

命题 3.4.7.（乘积空间的基本群）

♠π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X,x0)× π1(Y, y0).

¶作为范畴 PointedT OP 中同伦类集合的 π1

根据定义，π1(X,x0) 中的元素为圈空间 Ω(X,x0) 中元素的 :::::::::::
道路同伦类，而圈空间

Ω(X,x0)的元素为满足 γ(0) = γ(1) = x0 的连续映射 γ : [0, 1] → X . 于是，每个圈 γ 自

动给出了一个把商空间 S1 = [0, 1]/{0∼1}映到X且将等价类 [0]映为 x0的连续映射. 换

而言之，如果我们取 p = [0] = (1, 0) ∈ S1 = ∂D ⊂ R2，则圈空间 Ω(X,x0)的元素恰好一

一对应于将 (S1, p)映入 (X,x0)的“带有标定点的连续映射”，从而我们可以将 Ω(X,x0)

与 C((S1, p), (X,x0))等同起来.

更进一步地，我们可以在“带有标定点的连续映射空间”C((X,x0), (Y, y0))中考虑同
伦（即连续形变），此时我们自然需要要求在形变过程中标定点要保持不变：设 f1, f2 ∈
C((X,x0), (Y, y0)) 是两个带有同样标定点的连续映射，则 f1, f2 之间的保持标定点不变

的同伦是指连续映射 F : [0, 1]×X → Y，使得

F (0, x) = f1(x), F (1, x) = f1(x), ∀x ∈ X,

F (t, x0) = y0, ∀t ∈ [0, 1].

跟上节一样，可以证明这是一个等价关系. 我们将商空间，即“保持标定点不变的同伦”

所给出的同伦类集合，记为 [(X,x0), (Y, y0)].

回到 π1(X,x0)的情形. 不难看出，不仅仅圈空间Ω(X,x0)的元素对应于将 (S1, p)映

入 (X,x0)的“带有标定点的连续映射”，而且在该对应关系下，圈空间 Ω(X,x0)中元素

的
:::::::::::
道路同伦类恰好对应于“带有标定点的连续映射空间”C((S1, p), (X,x0))中的 ::::::

同伦类.

于是我们得到基本群的另一个解释，即 π1(X,x0) 是“在带标定点的范畴里，连续映射

f : (S1, p)→ (X,x0)的同伦类的集合”：

π1(X,x0) = [(S1, p), (X,x0)].

¶作为范畴 PointedT OP 中同伦类集合的 π0

类似地，我们也可以把 π0(X)解释为“在带标定点的范畴里，连续映射的同伦类的

集合”，跟 π1唯一的差别在于 (S1, p)被换为 (S0, p)，其中 p = 1 ∈ S0 = {±1} = ∂I ⊂ R：

π0(X) = π0(X,x0) = [(S0, p), (X,x0)].

我们来解释为什么：
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3.4 基本群

一个从 (S0, p)到 (X,x0)的带标定点的连续映射 f

⇐⇒一个满足条件 f(1) = x0的映射 f : {±1} → X

⇐⇒一个点 f(−1) ∈ X.
两个带标定点的映射 f1, f2({±1}, 1)→ (X,x)是同伦的

⇐⇒存在一个连续形变 F : [0, 1]× {±1} → X 使得

F (t, 1) ≡ x, F (0,−1) = f1(−1), F (1,−1) = f2(−1)

⇐⇒存在连接 f1(−1)和 f2(−1)的连续曲线 γ(t) := F (t,−1)
⇐⇒ f1(−1)和 f2(−1)位于 X 的同一道路连通分支中.

¶阅读材料：高阶同伦群 πn

更一般地，对于 n ⩾ 2,我们可以取 p = (1, 0, · · · , 0) ∈ Sn = ∂Bn+1 ⊂ Rn+1，并考

虑带标定点的连续映射空间 C((Sn, p), (X,x0))的同伦类的集合 [(Sn, p), (X,x0)].

跟基本群类似，我们可以在 [(Sn, p), (X,x0)]上定义群运算，为此我们需要给出集合

[(Sn, p), (X,x0)]的一个略微不同的描述方式. 记 I = [0, 1],从而 In ⊂ Rn是单位方体. 我

们可以将 Sn视作商空间 In/∂In，并且将点 p ∈ Sn与 [∂In] ∈ In/∂In等同起来. 由此我

们得到 [(Sn, p), (X,x0)]的一种等价描述：

[(Sn, p), (X,x0)] = [(In, ∂In), (X,x0)].

现在对于任意 f1, f2 ∈ C((In, ∂In), (X,x0))，通过分别“收缩"In 的第一个坐标”，我们

可以得到两个连续映射

f̃1 : [0, 1/2]× In−1 → X, f̃2 : [1/2, 1]× In−1 → X.

因为 f̃1 和 f̃2 将各自定义域的“边界”均映为 x0，这两个映射可以被粘合到一起得到

f1 ∗ f2 ∈ C((In, ∂In), (X,x0)). 重复前面对基本群运算的处理方式，可以证明该乘法给出
了同伦类集合 [(Sn, p), (X,x0)]的一个群结构.

于是，对于任意拓扑空间，我们得到一系列的群，他们被称为同伦群8：

定义 3.4.8.（同伦群）

♣

我们称赋予了上述群结构的同伦类的集合

πn(X,x0) := [(Sn, p), (X,x0)]

为 X 的以 x0为基点的 n阶同伦群.

跟基本群类似，πn 是一个从 PointedT OP 到 GROUP 的函子. 不同之处在于，对

于任意 n ⩾ 2, πn(X,x0)是一个交换群，而基本群 π1(X,x0)则未必是交换群. 同伦群是

代数拓扑的重要研究对象，我们在此不做过多展开.

8高阶同伦群的概念是由 Čech在 1932年首次定义的. 他在文章中证明了这些群是交换群，但遗憾的是，他在
Alexandroff和 Hopf的建议下撤回了该文章，因为他们认为这些群不包含比同调群更多的信息，然后也该被
视为是基本群的合理推广，因为基本群一般来说非交换的. 最终事实证明他们错了！例如，跟当 n > k时同
调群 Hn(S

k) = 0，然而此时同伦群 πn(S
k)一般来说是非平凡的，例如，用所谓的 Hopf不变量可以证明，

在第 1.4节末尾给出的 Hopf纤维化映射是非零伦的，从而 π3(S
2) ̸= {0}. 而且令人惊讶的是，球面同伦群

的计算远远难于基本群的计算.
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3.4 基本群

3.4.2 基本群的基本性质

¶基本群与基点选取的无关性

我们首先考虑如下问题：给定拓扑空间 X 和两个基点 x0, x1 ∈ X , π1(X,x0) 和

π1(X,x1)之间的关系是什么？

不难看出，若 X0 是 x0 所在的道路连通分支，则 Ω(X,x0) = Ω(X0, x0)，从而

π1(X,x0) = π1(X0, x0). 于是，如果 x0 与 x1 在不同的道路连通分支中，则 π1(X,x0)

和 π1(X,x1)之前是没有关联的.

但是，如果 x0, x1 位于 X 的同一个道路连通分支中，则跟据命题3.3.17，任意连接

x0, x1的道路 λ ∈ Ω(X;x0, x1)都诱导了基本群 π1(X,x0)与 π1(X,x1)之间的一个映射

Γλ : π1(X,x0)→ π1(X,x1), [γ]p 7→ [λ̄∗γ∗λ]p. (3.4.2)

我们证明

命题 3.4.9.（基本群的基点无关性）

♠

假设 x0 和 x1 位于 X 的同一道路连通分支中，则对于任意从 x0 到 x1 的道路 λ，

映射 Γλ : π1(X,x0)→ π1(X,x1)是一个群同构.

证明 我们首先说明 Γλ是一个群同态，为此我们作如下计算

Γλ([γ1]p∗[γ2]p) = Γλ([γ1∗γ2]p) = [λ̄∗γ1∗γ2∗λ]p

= [λ̄∗γ1∗λ∗λ̄∗γ2∗λ]p

= [λ̄∗γ1∗λ]p∗[λ̄∗γ2∗λ]p

= Γλ([γ1]p)∗Γλ([γ2]p).

注意到映射 Γλ是可逆的，且 (Γλ)
−1恰好是由道路 λ̄所诱导的映射：

(Γλ)
−1([γ̃]p) = [λ∗γ̃∗λ̄]p = [¯̄λ∗γ̃∗λ̄]p = Γλ̄([γ̃]p).

所以 (Γλ)
−1也是一个群同态，从而 Γλ是一个群同构. □

注 3.4.10. 一个自然的问题是：群同态 Γλ是如何依赖于 λ的选取的？注意若 λ1, λ2是两

条从 x0到 x1的道路，则 λ1∗λ̄2是以 x0为基点的一个圈. 在习题中我们将证明：

Γλ1 = Γλ2 当且仅当 λ1∗λ̄2是零伦的，即 [λ1∗λ̄2]p = e ∈ π1(X,x0).

根据上面的论述，在研究 X 的基本群时，我们通常假设 X 是道路连通的，从而由

命题3.4.9，对于任意 x0, x1，都有

π1(X,x0) ' π1(X,x1),

即X的基本群“与基点的选取无关”. 此时我们可以省略基点，把X的基本群记为 π1(X).

然而，需要注意的事情是：虽然在这种情况下 π1(X,x0) ' π1(X,x1)，但是这两个群之

间的群同构 Γλ是依赖于从 x0到 x1的道路 λ的选取的，即不同的 λ所诱导的群同构 Γλ

可以是不同的. 因此，跟群 π1(X,x0)不同的是,群 π1(X)不是一个具体的群，而只是一

个群的同构类！（换而言之，群 π1(X,x0)中的元素有具体的几何意义，而 π1(X)则只是

用以表征群元素之间的关系，其中的元素则并没有确定的几何意义.）
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¶诱导映射 f∗的“同伦不变性”

在π1的函子性中我们知道，任意 f ∈ C(X,Y )诱导了一个从π1(X,x0)到π1(Y, f(x0))

的群同态，见公式 (3.4.1). 下面我们考察该诱导同态对 f 的依赖性. 假设 f1, f2 ∈ C(X,Y ),

且 f1 ∼ f2.固定 x0 ∈ X . 令 F : [0, 1]×X → Y 为 f1和 f2之间的一个同伦. 则

λ(t) := F (t, x0), 0 ⩽ t ⩽ 1

是从 y1 = f1(x0)到 y2 = f2(x0)的一条道路，从而诱导了群同态

Γλ : π1(Y, y1)→ π1(Y, y2), [γ]p 7→ [λ̄∗γ∗λ]p.

我们证明

引理 3.4.11.（诱导映射的“同伦不变性”）

♦

若 f1, f2 ∈ C(X,Y ),且 f1 ∼ f2，则作为从 π1(X,x0)到 π1(Y, y2)的群同态，我们

有 (f2)∗ = Γλ ◦ (f1)∗.

证明 任取 [γ]p ∈ π1(X,x0).我们想要构造 f2 ◦ γ和 λ̄∗(f1 ◦ γ)∗λ之间的一个道路同伦. 令

G : [0, 1]× [0, 1]→ Y, G(t, s) = F (t, γ(s)).

取 λt 为从 λ(t) 到 λ(1) = y2 沿着 λ 的道路(对 λ 里相应的参数作线性重新参数化即可).

那么 λ̄t∗G(t, s)∗λt是从 λ̄∗(f1 ◦ γ)∗λ到 f2 ◦ γ 的一个道路同伦. □

¶基本群的同伦不变性

在推论3.4.6中我们证明了同胚的拓扑空间具有相同的基本群. 下面我们证明一个非

常有用的定理，即同伦等价的拓扑空间具有相同的基本群：

定理 3.4.12.（基本群的同伦不变性）

♥设 X,Y 是同伦等价的拓扑空间，则 π1(X) ∼= π1(Y ).

证明 设 f : X → Y 和 g : Y → X 为同伦等. 从 f ◦ g ∼ IdY ,我们得到

Γλ ◦ f∗ ◦ g∗ = Id : π1(Y, f(x0))→ π1(Y, f(x0)),

从而由 Γλ是群同构可知 f∗是满射. 同理，g ◦ f ∼ IdX 蕴含

Γλ̃ ◦ g∗ ◦ f∗ = Id : π1(X,x0)→ π1(X,x0).

因此 f∗是单射. 所以 f∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, f(x0))是群同构. □
因为弱形变收缩核同伦等价于原空间（见上节习题），我们得到

推论 3.4.13.（形变收缩 =⇒相同基本群）

♥若 A是 X 的（弱）形变收缩核，则 π1(A)同构于 π1(X).

特别地，我们得到：

推论 3.4.14.（可缩 =⇒单连通）

♥任意可缩空间都是单连通的.
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3.5 圆与球的基本群及其应用

3.5.1 Sn（n ≥ 2）的基本群

我们先计算 Sn（n ≥ 2）的基本群. 设 γ : [0, 1] → Sn 是 Sn 中的一个圈. 若 γ 不是

满射，则由第 3.3节的习题，γ 是零伦的. 然而，遗憾的是，利用空间填充曲线，我们不

难构造出映满 Sn的曲线，从而无法利用上述简单论证说明 Sn是单连通的.

我们将采用开覆盖的方法计算 Sn（n ≥ 2）的基本群. 为此我们证明

命题 3.5.1.（并集的单连通性）

♠

如果X = U ∪ V,其中 U, V 是X 中的单连通开集，且 U ∩ V 是道路连通的，则X

是单连通的.

证明 取 x0 ∈ U ∩ V 作为基点. 令 γ : [0, 1] → X 为任意以 x0 为基点的圈. 由连续性

{γ−1(U), γ−1(V )}是 [0, 1]的开覆盖，从而由 Lebesgue数引理，

∃0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = 1 使得 γ([ti, ti+1]) ⊂ U 或 V.

对于任意 i，取一条从 x0到 γ(ti)的道路 λi，且使得：

若 γ(ti) ∈ U，则取 λi ⊂ U；
若 γ(ti) ∈ V，则取 λi ⊂ V
（于是若 γ(ti) ∈ U ∩ V，则取 λi ⊂ U ∩ V）.

因为 U, V 以及 U ∩ V 都是道路连通的，上述选取是可实现的. 令 γi 为沿着 γ 从 γ(ti−1)

到 γ(ti)的 (重新参数化后的)道路. 则

γ ∼
p
γ1∗γ2∗· · ·∗γn

∼
p
(γ1∗λ̄1)∗(λ1∗γ2∗λ̄2)∗· · ·∗(λn−1∗γn)

∼
p
γx0∗γx0∗· · ·∗γx0 = γx0 ,

其中第三步我们用到了如下事实：每个圈 λi∗γi+1∗λ−1
i+1 都完全位于单连通空间 U 或 V

中，从而这些圈都道路同伦于常值圈. □
我们注意到 Sn（n ≥ 2）可以被写成两个连通开集的并，即 U = Sn−{(0, · · · , 0, 1)}

和 V = Sn − {0, · · · , 0,−1}. 利用球极投影（见第 1.3节习题）我们知道 U, V 均同胚于

Rn，从而都是单连通的. 又因为当 n ≥ 2时 U ∩ V = Sn − {(0, · · · , 0,±1)是道路连通的，
所以我们得到

推论 3.5.2

♥当 n ≥ 2时，π1(Sn) ∼= {e}.

因为 Rn \ {0}同伦等价于 Sn−1，由同伦不变性我们得到

推论 3.5.3

♥对任意 n ≥ 3，有 π1(Rn \ {0}) ' {e}.
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3.5.2 S1的基本群

¶计算 π1(S
1)

为了计算 π1(S
1)，我们将 S1嵌入 C中并取基点 x0 = 1. 对于任意 n ∈ Z，我们考虑

如下“沿着 S1逆时针匀速旋转 n周的圈”，

γn : [0, 1]→ S1, t 7→ ei·2πnt.

我们要证明

定理 3.5.4.（S1的基本群）

♥π1(S
1, x0) ∼= Z，且 π1(S

1, x0)的生成元为 [γ1]p和 [γ−1]p.

为证明定理3.5.4，我们需要构造一个从 Z 到 π1(S
1, x0) 的群同构. 显然定理3.5.4是

如下命题的推论：

命题 3.5.5.（构造群同构）

♠

定义

Φ : Z→ π1(S
1, x0), n 7→ [γn]p,

则映射 Φ是一个群同构.

证明的核心想法如下：首先注意到 S1同胚于商空间 R/Z，商映射为

p : R→ S1, x 7→ e2πix.

因为直接在 S1 上处理有一点麻烦,我们将 S1 上以 x0 = 1为基点的对象（圈，道路同伦

等）都“提升”为 R上起点为 0的对象（道路，同伦等）.这样处理起来较容易，因为 R

是单连通的. 例如，我们可以将 γn“提升”为 R上起点为 0的道路 γ̃n，使得以下图表可

交换（即满足 p ◦ γ̃n = γn）：

R
p
��

I = [0, 1]

γ̃n

::u
u

u
u

u γn // S1

比较 γn和 p的表达式并注意到 γ̃n(0) = 0，我们得到“提升道路”γ̃n的表达式:

γ̃n(t) = nt.

证明 我们分三步证明 Φ是群同构：

第一步. Φ是群同态.

由定义，Φ(m+n)是一个道路同伦等价类，它的一个代表元是 γm+n(t) = e2πi(m+n)t.

为了将 γm+n的“提升”同 γm和 γn各自的“提升”联系起来，我们引入平移映射

Tm : R→ R, x 7→ x+m.

因为道路 γ̃m+n 与道路 γ̃m ∗ (Tm ◦ γ̃n)是 R中具有相同的起点和相同的终点的道路，而
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R是单连通的，根据第 3.4节习题，

γ̃m+n ∼
p
γ̃m ∗ (Tm ◦ γ̃n).

因此

γm+n = p ◦ γ̃m+n ∼
p
p ◦ (γ̃m ∗ (Tm ◦ γ̃n)) = γm ∗ γn.

换言之，

Φ(n+m) = [γn+m]p = [γm ∗ γn]p = [γm]p · [γn]p = Φ(m) · Φ(n).

第二步. Φ是满射.

令 γ : [0, 1]→ S1为任意满足 γ(0) = γ(1) = 1的道路. 我们将会证明：

引理 3.5.6.（道路提升性质）

♦

对于 S1 中任意起点 γ(0) = 1的道路 γ : [0, 1] → S1，存在 R中唯一一

条起点为 γ̃(0) = 0的道路 γ̃ : [0, 1]→ R，使得 p ◦ γ̃ = γ.

先假设这是正确的，那么由 1 = γ(1) = p ◦ γ̃(1)可知 γ̃(1) ∈ Z，即

∃n ∈ Z使得γ̃(0) = 0, γ̃(1) = n.

因为 R是可缩的，我们得到 γ̃ ∼
p
γ̃n.令 ‹F : [0, 1]× [0, 1]→ R为一个连接 γ̃ 和 γ̃n的道路

同伦. 那么

F = p ◦ ‹F : [0, 1]× [0, 1]→ S1

是连接 γ 和 γn的道路同伦. 因此 [γ]p = [γn]p = Φ(n).

第三步. Φ是单射.

假设 Φ(n) = Φ(m),即存在一个连接 γn和 γm的道路同伦 F : [0, 1]× [0, 1]→ S1. 这

次我们将该道路同伦从 S1“提升”到 R. 我们将会证明：

引理 3.5.7.（同伦提升性质）

♦

(1) 对于 S1 中任意具有固定起点 F (s, 0) ≡ 1 的同伦 F : [0, 1] ×
[0, 1] → S1，存在 R 中唯一具有固定起点 ‹F (s, 0) ≡ 0 的同伦‹F : [0, 1]× [0, 1]→ R，使得 p ◦ ‹F =F.

(2) 若同伦 F 是道路同伦，即还具有固定终点 F (s, 1) = x0 ∈ S1，则‹F 也是道路同伦，即存在 x ∈ p−1(x0)使得 ‹F (s, 1) ≡ x.

先假设这是正确的，则存在同伦 ‹F : [0, 1]× [0, 1]→ R使得 p ◦ ‹F = F，于是我们有

p ◦ ‹F (0, t) = γn(t), p ◦ ‹F (1, t) = γm(t).

因为 ‹F (0, 0) = 0且 ‹F (1, 0) = 0,由上面道路提升的唯一性，我们必有‹F (0, t) = γ̃n(t), ‹F (1, t) = γ̃m(t).

于是由同伦提升性质引理的第二部分，

n = γ̃n(1) = ‹F (0, 1) = ‹F (1, 1) = γ̃m(1) = m.

这就完成了证明. □
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¶提升引理

我们记 I = [0, 1]. 下面我们证明上面出现的
::::::::
道路提升与

::::::::
同伦提升性质. 我们将给出

这两个性质的一个统一的证明，即证明下述更强的结果，即任意具有“初始提升”的连

续映射 F : P × I → S1可被唯一提升到 R：

引理 3.5.8.（S1情形的提升引理）

♦

设 P 是拓扑空间，F : P × I → S1是连续映射. 若映射

F0 = F |P×{0} : P × {0} → S1

可以被“提升”为连续映射 ‹F0 : P × {0} → R，即 p ◦ ‹F0 = F0，则存在 F 的提升

(lifting)映射 ‹F : P × I → R，使得 ‹F0 = ‹F |P×{0}，且满足该条件的提升是唯一的.

R
p ⇝
��

P × {0}

F̃0

;;vvvvvvvvv
F0 // S1

R
p
��

P × I

‹F ;;x
x

x
x

x
F // S1

在提升引理里分别取 P 为单点集和 [0, 1]，即得道路提升性质和同伦提升性质：

证明 [引理3.5.6和引理3.5.7的证明]

取 P 为单点集，则条件 γ(0) = 1及 γ̃(0) = 0就是引理3.5.8中所需的“初始提升”.

类似地，取 P = [0, 1]，则条件 F (s, 0) ≡ 1以及 ‹F (s, 0) ≡ 0正是引理3.5.8中所需的“初

始提升”. 这就证明了引理3.5.6和引理3.5.7的前半部分.

对于引理3.5.7的后半部分，由 p ◦ ‹F (s, 1) = F (s, 1) ≡ x0 可知 ‹F (s, 1) ∈ p−1(x0). 但

是 p−1(x0)是完全不连通的，而 [0, 1]在连续映射 ‹F (·, 1)下的像是连通的，故存在一个点
x ∈ p−1(x0)使得 ‹F (s, 1) ≡ x. □

¶提升引理的证明

[证明背后的思想. ] 我们想要构造一个提升，即满足条件 p ◦ ‹F = F 的映射 ‹F . 如果

p是可逆的，那我们可以取 ‹F = p−1 ◦ F.但显然这里的 p不是可逆的！

关键的观察： p在“局部”是可逆的！

具体来说，我们可以找到 S1的一个覆盖,例如“U1 = S1 \ {1}, “U2 = S1 \ {−1},

使得

p−1(“Ui) =
⋃
j∈Z

V i
j 是 R中开集的不交并，其中

V 1
j := (j − 1, j), V 2

j := (j − 1

2
, j +

1

2
).

对于任意 i = 1, 2以及 j ∈ Z，pij := p|V i
j
: V i

j → Ui都是同胚.

因此我们可以通过局部可逆性（即局部同胚 pij）构造“局部提升”，然后再将它们“依次

粘合起来”得到“整体提升”.
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证明 我们再次把证明分成三步：

第一步. 在 s0 ∈ P 附近的局部提升.

任取 s0 ∈ P . 由 Lebesgue数引理，存在一个划分

0 = t0 < t1 < · · · < tn+1 = 1

使得 F ({s0} × [ti, ti+1])要么包含于 “U1，要么包含于 “U2. 再由管形领域引理，存在 s0的

开邻域 V，使得 F (V × [ti, ti+1])要么包含于 “U1，要么包含于 “U2.为了陈述的简单性起

见，对于任意 0 ≤ i ≤ n，我们记

Ui =


“U1, 如果 F (V × [ti, ti+1]) ⊂ “U1,“U2, 如果 F (V × [ti, ti+1]) ⊂ “U2.

类似地，我们也将对应的 V i
j 和 pij 的指标改变为 0 ⩽ i ⩽ n, j ∈ Z.因为

p ◦ ‹F0(s0, 0) = F0(s0, 0) = F (s0, 0) ⊂ U0,

必然存在 j ∈ Z使得 F̃0(s0, 0) ⊂ V 0
j .由连续性，存在 s0的开邻域 V0 ⊂ V，使得‹F0(V0, 0) ⊂ V 0

j .

现在定义(第一段局部提升)

F̃1 = (p0j )
−1 ◦ F : V0 × [0, t1]→ V 0

j .

因为

F 在 V0 × [0, t1]上是连续的，

F (V0 × [0, t1]) ⊂ U0，且 p0j : V
0
j → U0是同胚.

所以 ‹F1是连续的，此外，对于 ∀s ∈ V0，都有‹F0(s, 0) ∈ V 0
j ,
‹F (s, 0) ∈ V 0

j ,

p0j ◦ ‹F0(s, 0) = F0(s, 0) = F (s, 0) = p0j ◦ ‹F1(s, 0).

于是 ‹F0(s, 0) = ‹F1(s, 0)，即 ‹F1|V0×{0} = ‹F0|V0×{0}.

接着我们用“新的初值”‹F1|V0×{t1}取代“旧的初值”‹F0|V0×{0}，继续这一构造,可以

得到 s0的开邻域 V1 ⊂ V0和一个定义在 V1 × [0, t2]上的连续映射 ‹F2，使得在 V1 × [0, t2]

上有 p ◦ ‹F = F，并且 ‹F2|V1×{0} = ‹F0|V1×{0}.

具体构造方法如下：因为 p ◦ ‹F1(s0, t1) = F (s0, t1) ∈ U1,所以存在 j ∈ Z使

得 ‹F (s0, t1) ∈ V 1
j . 于是存在 s0的开邻域 V1 ⊂ V0，使得 ‹F1(V1, t1) ⊂ V 1

j .定义‹F2 = (p1j )
−1 ◦ F : V1 × [t1, t2]→ V 1

j ⊂ R.

和之前一样，可以验证 ‹F2是连续的，并且 ‹F2|V1×{t1} =
‹F1|V1×{t1}. 于是由粘

结引理，‹F2和 ‹F1|V1×[0,t1]可以粘接成一个新的连续映射，仍记为‹F2 : V1 × [0, t2]→ R

它是 F |V1×[0,t2]的提升，且 ‹F2|V1×{0} = ‹F0|V1×{0}.

重复相同的构造，我们最终得到 s0 的一个开邻域 ‹V 以及连续映射 ‹F : ‹V × [0, 1] → R，

使得 ‹F |‹V×{0} =
‹F0|‹V×{0}，且

‹F 是 F |‹V×[0,1]
的一个提升，即

p ◦ ‹F = F |‹V×[0,1]
.
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第二步. P 是单点集时提升的存在唯一性.

假设 P 是一个单点集，此时 F 为映射 F : [0, 1] → S1. 由第一步, F 可以被提升为‹F : [0, 1]→ R. 为了证明这个提升的唯一性，我们假设 ‹F ′ : [0, 1]→ R是另一个提升，则‹F (0) = ‹F0(0) = ‹F ′(0). 我们采用连通性论证. 记 S = {t ∈ [0, 1] | ‹F (t) = ‹F ′(t)}. 则
S 6= ∅，因为 0 ∈ S.

S 是闭集，因为 ‹F 和 ‹F ′都是连续的.

S是开集：设 t0 ∈ S，即 ‹F (t0) = ‹F ′(t0). 不妨设 F (t0) ∈ “U1且 ‹F (t0) = ‹F ′(t0) ∈ V 1
j .

则由连续性，存在 t0的开邻域 T0使得

F (T0) ⊂ “U1, ‹F (T0) ⊂ V 1
j , 且 ‹F ′(T0) ⊂ V 1

j .

于是由 p : V 1
j → “U1是同胚以及 p ◦ ‹F = p ◦ ‹F ′可知 T0 ∈ S.

所以由区间的连通性得 S = [0, 1]，即在整个 [0, 1]上，都有 ‹F = ‹F ′.

第三步. 一般 P 时提升的存在性和唯一性.

我们在第一步中证明了对于任意 s ∈ P,存在 P 中的 s的开邻域 Vs以及 Fs = F |Vs×I

的“提升”‹Fs : Vs × I → R，使得‹Fs|Vs×{0} = ‹F0|Vs×{0}.

现在假设 s0 ∈ Vs1 ∩ Vs2 .那么‹Fs1,s0 := ‹Fs1 |{s0}×I : I → R 和 ‹Fs2,s0 := ‹Fs2 |{s0}×I : I → R

都是 Fs0 = F |{s0}×I : I → S1的提升，并且‹Fs1,s0(0) =
‹F0(s0, 0) = ‹Fs2,s0(0).

于是由第二步, ‹Fs1,s0 = ‹Fs2,s0 .因此如果我们定义 ‹F : P × I → R为对每个 s ∈ P 都满足‹F |Vs×I = ‹Fs

的映射，那么由粘接引理，‹F 是良定的连续映射. 由构造，它是 F 的提升，且在“初值”

P × {0}上跟给定的初始提升 ‹F0一致.

最后，这样的提升必然是唯一的，因为如果 ‹F 和 ‹F ′ 是 F 的两个提升，那么对于每

个 s ∈ P , ‹F |{s}×I 和 ‹F ′|{s}×I 都是 F |s×{0}的提升，从而由第二步，它们是相同的. □

3.5.3 Sn基本群的应用

π1(S
1)不仅是我们遇到的第一个非平凡的基本群，而且也是最重要的基本群.

¶计算简单空间的基本群

根据基本群的保乘积性，我们可以算出很多基本群，例如我们有

π1(S
1 × Rn) ' Z, ∀n

以及

π1(S
1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

r

) ' Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

, ∀r.
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注意到 π1(S
1 × S1) ' Z2，即 S1 × S1的基本群是一个由两个生成元生成的交换群. 下图

给出了这两个生成元并说明了为什么它们是交换的：

类似的，基本群的同伦不变性也是计算基本群的重要工具. 例如，

π1(R2 \ {0}) ' Z, ∀n ≥ 2.

右图展示了Möbius带的“中心圆”是Möbius
带的形变收缩核，故 Möbius 带同伦等价于
S1，从而

π1(Möbius带) ' Z.
图 3.2: Möbius带

¶区分拓扑空间

基本群作为拓扑不变量，被广泛应用于区分不同的拓扑空间. 例如

π1(S
1 × S2) ∼= Z, π1(S

3) ∼= {e}

蕴含了 S1 × S2 6' S3（见第 1.4节末尾）. 下面我们证明

命题 3.5.9.（R2 6' Rn(n ≥ 3)）

♠对于任意 n ⩾ 3，Rn和 R2是不同胚的.

证明 假设 Rn ' R2,那么由习题 1.3，我们有 Rn \ {0} ' R2 \ {0}.但是

Rn \ {0} ∼ Sn−1, R2 \ {0} ∼ S1

从而 π1(Rn \ {0}) = {e}, π1(R2 \ {0}) ' Z,矛盾! □
注 3.5.10. 注意到

用道路连通性 (即 π0)，可以证明：对 n ⩾ 2，R不同胚于 Rn.

用 π1,我们证明了：对 n ⩾ 3，R2不同胚于 Rn.

一般情况下，用 πk 可以证明：对 n ⩾ k + 1，Rk 不同胚于 Rn .

因为 Sn \ {pt}同胚于 Rn，作为推论，我们得到

推论 3.5.11.（S2 6' Sn(n ≥ 3)）

♥对于任意 n ⩾ 3，Sn和 S2是不同胚的.
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¶非收缩核

设 A ⊂ X 是 X 的收缩核，且 r : X → A是收缩映射，则由定义，

r ◦ ι = IdA,

其中 ι : A ↪→ X 为包含映射. 任取 a ∈ A. 根据 π1的函子性，我们得到

r∗ ◦ ι∗ = Idπ1(A,a) : π1(A, a)→ π1(A, a).

由此我们得到

命题 3.5.12.（收缩映射诱导基本群之间的满同态）

♠

如果存在收缩映射 r : X → A，那么对于任意 a ∈ A，r∗ : π1(X, a) → π1(A, a)是

满同态，而 ι∗ : π1(A, a)→ π1(X, a)是单同态.

利用这个性质，我们可以通过 π1证明一个子空间不是全空间的收缩核：

命题 3.5.13.（圆盘不能收缩至边界圆）

♠单位圆周 S1不是闭单位圆盘 D的收缩核.

证明 用反证法. 如果存在收缩映射 r : D → S1，则存在满同态

r∗ : {e} ∼= π1(D)→ π1(S
1) ∼= Z,

而这是不可能的. □
类似地可以证明：S1 (作为赤道)不是 S2的收缩核，或者更一般地，只要 A ⊂ X 且

A的基本群“大于”X 的基本群，则 A不可能是 X 的基本群.

事实上，即使 A的基本群“不大于”X 的基本群，也有可能通过基本群的运算规则

判定 A不是 X 的收缩核：

命题 3.5.14.（Möbius带不能收缩至边界圆）

♠Möbius带的边界圆周（见上页的图）不是Möbius带的收缩核.

证明 设 M 是 Möbius 带，B 是它的“边界圆周”而 C 是它的“中心圆”. 记将 M 中

的点沿着图中“纤维”方向映到 C 中的收缩映射为 f , 则 f(B) 为绕 C 两圈的满射. 令

ι : B →M 为包含映射，则诱导映射 ι∗为

ι∗ : π1(B) ' Z→ π1(M) ' Z.

通过合适地选取生成元，我们有 ι∗(1) = 2. 如果存在一个收缩映射 r : M → B，那么

r ◦ i = Id蕴含着 r∗(2) = 1，从而 r∗不是从 Z到 Z的群同态，矛盾. □

¶ Brouwer不动点定理 (n = 2)

依然记平面上的单位闭圆盘为 D. 下面我们证明

定理 3.5.15.（Brouwer不动点定理, n = 2）

♥对于任意连续映射 f : D → D,存在 p ∈ D使得 f(p) = p.
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证明 假设存在连续映射 f : D → D 使得对于任意
p ∈ D，都有 f(p) 6= p.那么我们令

r(p) = “S1与射线f(p)p的交点”.

则 r : D → S1 是一个从 D 到 S1 的收缩映射，这跟
命题3.5.13矛盾. □ 图 3.3: 收缩映射 r

¶代数基本定理.

下面我们用基本群证明著名的代数基本定理9：

定理 3.5.16.（代数基本定理）

♥

设 p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 为一个复系数的多项式，则存在 z0 ∈ C

使得 p(z0) = 0.

证明 假设多项式 p没有根，则 a0 6= 0. 我们考虑连续映射

f : S1 → S1, z 7→ p(z)/|p(z)|.

则 f 通过同伦

F : [0, 1]× S1 → S1, (t, z) 7→ p(tz)/|p(tz)|.

与常值映射

f0 : S
1 → S1, f0(z) ≡ a0/|a0|

同伦等价，从而 f 是零伦的. 于是由引理3.4.11，f 诱导的群同态 f∗ : π1(S
1)→ π1(S

1)是

“零”同态，即对于所有的m ∈ Z ' π1(S1)，都有 f∗(m) = 0成立.

另一方面，f 同伦于映射

f1 : S
1 → S1, z 7→ zn,

因为它们之间有同伦10

G : [0, 1]× S1 → S1, (t, z) 7→ zn + an−1tz
n−1 + · · ·+ a1t

n−1z + a0t
n

|zn + an−1tzn−1 + · · ·+ a1tn−1z + a0tn|
.

然而，因为 f1(γ1) = γn, 它所诱导的群同态 (f1)∗ : π1(S
1) → π1(S

1)由 (f1)∗(1) = n给

出，从而 f∗不是零同态，矛盾. □

9代数基本定理最早由出生于法国的荷兰数学家吉拉德（Albert Girard，1595-1632）在 1629年提出. 直到 1746
年法国数学家达朗贝尔（Jean d’Alembert，1717-1783）才给出了该定理的第一个证明，但遗憾的是，他的证
明并不完整. 之后有很多数学家都曾经试图证明代数基本定理，包括欧拉（1749），佛朗索瓦（1759），拉格
朗日（1772），拉普拉斯（1795），伍德（1798），高斯（1799）等，不过这些证明也都是有瑕疵的. 该定理的
第一个完整证明是由业余数学家阿尔冈（Jean-Robert Argand, 1768-1822）在 1806年给出，之后高斯又给出
了三个不同证明（1816年两个，1849年），并称之为“代数方程的基本定理”. 迄今，人们陆续给出了该定
理的上百种不同证明，而所有这些证明都或多或少地涉及到实函数或者复函数的“连续性”这一拓扑概念.
所以在 Aigner和 Ziegler所著的《数学天书中的证明》（第 (≥ 5)版）中，作者写道：“代数基本定理并不真
的基本，它也不必是一个定理（因为有时候它是作为定义出现的），而且它的原始形式也不是一个关于代数
的结果，而是一个关于分析的定理”.

10注意：分母是连续的，在 t = 0时分母是非零的，在 t ̸= 0时分母也是非零的，因为此时它等于 tnp(z/t)：
换言之，G(t, z) = p(z/t)/|p(z/t)|，于是当 t → 0时我们实际上在考虑 p在“无穷远”处的性态.
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¶阅读材料：Borsuk-Ulam定理 (n = 2)

在推论3.1.11中我们用连通性（即 π0）证明了一维 Borsuk-Ulam定理，即

任给连续映射 f : S1 → R,都存在 x0 ∈ S1使得 f(x0) = f(−x0).

下面我们使用 π1证明二维 Borsuk-Ulam定理：

定理 3.5.17.（Borsuk-Ulam定理，n = 2）

♥对于任意连续映射 f : S2 → R2,存在 x0 ∈ S2使得 f(x0) = f(−x0).

证明 假设结论不成立，即存在连续映射 f : S2 → R2，使得对于任意 x，有 f(x) 6= f(−x).
定义一个映射 g : S2 → S1为

g(x) =
f(x)− f(−x)
|f(x)− f(−x)|

.

则 g是连续的，并且 g保持对径点，即 g(−x) = −g(x).
令 ι : S1 → S2 为“将赤道嵌入球面”的包含映射，并且令 h := g ◦ ι : S1 → S1. 在

将 h复合一个简单的旋转后，我们不妨设 h(1) = 1. 于是对于任意的 [γ]p ∈ π1(S1, 1),

h∗([γ]p) = [h ◦ γ]p = [g ◦ ι ◦ γ]p = g∗([ι ◦ γ]p) = g∗(e) = e.

根据本节习题，h可以被提升到一个连续映射 h̃ : S1 → R. 注意到 h是保持对径点的，即

h(−x) = −h(x). 因此对于任意的 x ∈ S1,

p ◦ h̃(−x) = h(−x) = −h(x) = −p ◦ h̃(x).

由此可得 h̃(−x)− h̃(x) ∈ Z+ 1
2 ,因此由连通性，存在m ∈ Z使得

h̃(−x)− h̃(x) = m+
1

2
, ∀x ∈ S1.

最后我们令 F (x) = h̃ ◦ p(x)，则对于任意的 x ∈ R,

F (x+
1

2
) = h̃ ◦ p(x+

1

2
) = h̃(−p(x)) = h̃(p(x)) +m+

1

2
= F (x) +m+

1

2
.

从而我们得到

F (1) = F (
1

2
) +m+

1

2
= F (0) + 2m+ 1 6= F (0),

这跟 p(0) = p(1)矛盾. □
作为 Borsuk-Ulam定理的推论，不存在从 S2到 R2的连续单射，于是我们得到

推论 3.5.18.（S2不同胚于 R2的子集）

♥R2中没有同胚于 S2的子集.

注 3.5.19. 用高阶的不变量例如同伦群 πk 或同调群，可以证明高维 Borsuk-Ulam定理：

定理 3.5.20.（Borsuk-Ulam定理）

♥对于任意连续映射 f : Sn → Rn,存在 x0 ∈ Sn使得 f(x0) = f(−x0).
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该定理最早由 Ulam11所猜测，并在 1933年被 Borsuk12证明. 该定理有很多等价形式，如

不存在一个保持对径点的连续映射 f : Sn → Sn−1.

对于任意保持对径点的连续映射 f : Sn → Rn,存在 x0 ∈ Sn使得 f(x0) = 0.

不存在连续映射 f : Bn → Sn−1使得 f 限制到边界 Sn−1上是保持对径点的.

令F1, F2, · · · , Fn+1为Sn的一个闭覆盖，那么存在 1 ⩽ i ⩽ n+1使得Fi∩(−Fi) 6= ∅.
令U1, U2, · · · , Un+1为 Sn的一个开覆盖，那么存 1 ⩽ i ⩽ n+1使得Ui∩(−Ui) 6= ∅.

上面最后两条一般被称为 Lusternik-Schnirelmann-Borsuk定理，最早由前苏联数学家 Lus-

ternik和 Schnirelmann在 1930年证明. 此外，Borsuk-Ulam定理定理跟组合学中的 Tucker

引理也等价. 关于 Borsuk-Ulam定理及其应用，尤其是在组合和几何中的应用，可参见 J.

Matousek，Using the Borsuk-Ulam Theorem，Springer-Verlag, 2002.

¶烙饼定理

作为二维 Borsuk-Ulam定理的应用，我们证明如下的烙饼定理（Pancake Theorem)：

推论 3.5.21.（烙饼定理）

♥任给R2中两个有界可测集，存在一条直线将每个集合都平分成测度相等的两部分.

证明 [证明摘要.] 对于 u = (u0, u1, u2) ∈ S2,如果 u1或 u2 6= 0,那么记

Lu = {(x1, x2)|u1x1 + u2x2 < u0};

如果 u = (±1, 0, 0),那么记

L(1,0,0) = R2, L(−1,0,0) = ∅.

将两个集合记为 A和 B. 我们可以验证映射

f : S2 → R2, u 7→ (area(A ∩ Lu), area(B ∩ Lu))

是连续的. 因此存在 u0 = (u00, u
0
1, u

0
2) ∈ S2使得 f(u) = f(−u),蕴含了直线

u01x1 + u02x2 = u00

将每个集合分割为测度相等的两部分. □
类似地，用 n维版本的 Borsuk-Ulam定理，可以证明

推论 3.5.22

♥

任给Rn中 n个有界可测集，存在一个超平面将每个集合都平分成测度

相等的两部分.

当 n = 3时该推论就是所谓的“火腿三明治定理”(Ham-Sandwitch Theorem).

11乌拉姆（Stanislaw Ulam，1909-1984），波兰数学家、核物理学家，曾参与曼哈顿计划. 在纯数学方面，他主
要研究集合论、拓扑学、遍历论等. 他是波兰利沃夫学派重要成员，该学派 1930-1940年代在利沃夫（Lvov，
现属乌克兰）的苏格兰咖啡馆讨论数学问题（主要是泛函分析和拓扑学方面），这些问题后来被集结成册，
即《苏格兰咖啡馆数学问题集》，共 193个问题，其中有 40个是 Ulam提出的，另有 26个是 Ulam跟别的数
学家共同提出的.

12博苏克（Karol Borsuk，1905-1982），波兰数学家，主要研究拓扑学和泛函分析.
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3.6 Van Kampen定理

3.6 Van Kampen定理

在上一节开头，我们通过用两个单连通开集覆盖 Sn的方法证明了 π1(S
n) = {e}. 今

天我们将会把这种方法拓展到这些开集不必单连通甚至开集个数有很多的情形.

3.6.1 一些群论

¶ S1 ∨ S1的基本群

我们考虑以下 “8字形"S1 ∨ S1:

几何上看，显然 π1(S
1 ∨ S1)是由两个生成元生成的，将它们分别记为 [α]和 [β]，如上

图所示. 然而此时它们没有理由是交换的（即未必有 [α][β] = [β][α]），因为从直觉上看，

我们没法将圈 α“移动”到圈 β. 因此，由乘积 [α]3[β]2[α]−2的所表示的圈是先沿着 α绕

三圈，然后沿着 β绕两圈，最后再沿着 α反向绕两圈. 它不同于由 [α][β]2所表示的环路.

更一般地，任何 (有限长的)由 [α], [β], [α]−1和 [β]−1组成的字都代表了“8字形”S1 ∨S1

中的一个圈，并且除了平凡的消去关系如

[α]m([α]−1)n = [α]m−n

外，不同的字代表了不同 (伦) 的圈. 因此 π1(S
1 ∨ S1) 的基本群不再是群的直积 Z × Z,

而
:::::
应当是 Z ∗ Z,两个 Z的自由积. 下面我们简要给出自由积的定义和基本性质.

¶自由群

我们定义

定义 3.6.1.（自由群）

♣

给定任意集合 S,我们记 S−1 = {c−1 : c ∈ S}，并称

〈S〉 = {c1c2 · · · cn | n ≥ 0, ci ∈ S ∪ S−1}

中的元素为由 S 中的字母生成的字（word). 我们赋予 〈S〉群结构：
群的乘法运算定义为 c1c2 · · · cn · cn+1 · · · cn+m := c1c2 · · · cncn+1 · · · cn+m,

群的单位元定义为“空字”，用 e或 1表示，

群的逆运算为 (c1c2 · · · cn)−1 := c−1
n · · · c−1

2 c−1
1 ，其中我们规定 (c−1)−1 = c.

这样得到的群 〈S〉被称为由集合 S 生成的自由群 (free group).

根据定义，除了上面列出来的乘法和取逆外，〈S〉中仅有的“运算关系”为诸如

cm(c−1)n = cm−n

之类的消去关系.
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例 3.6.2.
(1) 如果 S = {a, b, c},那么字

abbba−1a−1ccb−1 · aa−1bbb = abbba−1a−1ccb−1aa−1bbb = ab3(a−1)2c2b2 ∈ 〈S〉,

这里我们用到了 b−1aa−1b = b−1b = e ∈ 〈S〉.
(2) 如果 S = {c},那么 〈S〉 ' Z，因为

〈S〉 = {cn | n ∈ Z},

且群结构恰由 cn · cm = cn+m给出.

自由群 〈S〉最重要的性质是如下的泛性质，该性质常常被用于作为自由群的定义：

命题 3.6.3.（自由群的泛性质）

♠

任给群 G和映射 f : S → G,存在唯一的群同态

ϕ : 〈S〉 → G

使得如果我们记 i : S ↪→ 〈S〉为包含映射，则

f = ϕ ◦ i.

作为推论，对于任意群G和它任一生成元集 S(可以取 S = G),都存在唯一的满同态

ϕ : 〈S〉 → G，于是

命题 3.6.4.（任意群是自由群的商）

♠

任意群都同构于某个自由群 〈S〉的商

G ∼= 〈S〉/ kerϕ.

¶群的表现

群同态 ϕ : 〈S〉 → G的核是自由群 〈S〉的一个正规子群，且我们可以视 G为在 〈G〉
中将所以 ker(ϕ)中的元素等同于单位元而得到群. 当然，因为 ker(ϕ)是一个群，所以只

要将 ker(ϕ)的一组生成元等同于单位元就够了. 这样“将某些群元素等同于单位元”所

给出的方程被称作关系 (relation). 于是，任何一个群都可以用生成元和关系来表示：

G = 〈S | R〉,

其中 S 是一组生成元，而 R是形如 s1 · · · sn = 1的方程构成的一组关系. 这种表示方法

被称为群 G的一个表现 (presentation). 当然，对于任何一个群，它的表现都是不唯一的.

在具体问题中，一般会尽量选取尽可能少的生成元集和关系集.

反之，任给一个具有表现 〈S|R〉的群 G，其中 S 是生成元集，R是关系集，我们可

以将群 G写成商群

G = 〈S〉/N,

其中，N 是由 R生成的 〈S〉中的最小正规子群.
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例 3.6.5.
(1) 令 G = Zn. 那么 G由单个元素 a生成.令 〈S〉 = 〈a〉 ' Z. 那么满同态由

ϕ : 〈S〉 → G, ak 7→ [k],

给出，它的核 kerϕ = {· · · , a−2n, a−n, 1, an, a2n, · · · }为由 an生成的子群. 因此

Zn = 〈a | an = 1〉.

(2) 对于 G = Z2 = Z⊕ Z,它是两个生成元生成的交换群，从而有

Z2 = 〈a, b | aba−1b−1 = 1〉.

¶群的自由积

接下来我们定义群的自由积.

定义 3.6.6.（群的自由积）

♣

设 G,H 为两个群. 我们称 (形式上的)乘积

g = g1g2 · · · gn, （其中 si ∈ G或 H，且 n ≥ 0）

为一个字 (word). 全体字组成的集合形成了一个群

G ∗H = {g1g2 · · · gn | gi ∈ G或H},

其中群的运算跟自由群一样，分别为“字的连接”和“反转取逆”. 我们称这个群

为 G和 H 的自由积 (free product).

类似地，我们可以定义一族群 Gα的自由积为

∗αGα = {g1g2 · · · gn |对任意i, 存在α使得gi ∈ Gα}.

由定义可知，如果 Gα = 〈Sα|Rα〉,那么 ∗αGα = 〈∪αSα| ∪α Rα〉.
例 3.6.7.

(1) Z ∗ Z = 〈a, b〉. (因此交换群的自由积有可能是非交换的.)

(2) 〈a | a3 = 1〉 ∗ 〈b | b4 = 1〉 = 〈a, b | a3 = b4 = 1〉. (因此有限群的自由积可能无限.)

(3) Z2 ∗ Z2 = 〈a, b | a2 = b2 = 1〉 = {1, a, b, ab, ba, aba, bab, abab, · · · }.
(4) 对于任意集合 S，〈S〉 = ∗s∈SZ.

群 Gα的自由积 ∗αGα具有如下泛性质：
命题 3.6.8.（自由积的泛性质）

♠

对于任意群 H 和一族群同态 ϕα : Gα → H ,存在唯一的群同态

ϕ : ∗βGβ → H,

使得对于任意 gk ∈ Gαk
,都有

ϕ(g1 · · · gn) = ϕα1(g1) · · ·ϕαn(gn). (*)

注意我们可以用 (*)去定义提升的群同态 ϕ : ∗βGβ → H .
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¶群的融合自由积

更一般地，设 F , G, H 为三个群，而

ϕ : F → G, ψ : F → H

为两个群同态. 令 N 为 G ∗H 中包含所有形如

ϕ(a)ψ(a)−1, a ∈ F

的元素的最小正规子群.

定义 3.6.9.（群的融合自由积）

♣

我们称群

G ∗F H := G ∗H/N

为 G和 H 相对于群同态 ϕ和 ψ的融合自由积 (free product with amalgamation).

设 S 是 F 的一个生成元集. 根据定义，G ∗F H 是自由积 G ∗H 模掉所有关系

ϕ(a)ψ(a)−1 = 1, ∀a ∈ S

后得到的商群.

例 3.6.10.
(1) 假设 G = 〈a〉,H = 〈b〉, F = 〈c〉.那么 G和 H 相对于同态

ϕ : F → G, c 7→ a3, 以及 ψ : F → H, c 7→ b4

的融合自由积是 G ∗F H = 〈a, b | a3 · b−4 = 1〉
(2) 我们有

{e} ∗F {e} = {e},
G ∗{e} H = G ∗H ,

相对于恒等同态：G ∗G G = G,

相对于同态 ϕ : F → G：G ∗F {e} = G/N ,其中 N 是由 Im(ϕ : F → G)生成

的最小正规子群.

3.6.2 van Kampen定理及应用

¶ van Kampen定理

下面我们陈述本节的主要定理，van Kampen 定理13. 该定理跟代数拓扑中用于计算

同调群/上同调群的Mayer-Vietoris序列类似，都是通过计算（一般而言较为简单的）子空

间的拓扑不变量，并细致考察子空间的交相对于全空间的拓扑，最终得到全空间的拓扑

量. van Kampen定理是计算拓扑空间基本群最重要的工具之一，我们将会利用它计算包

括紧曲面在内的很多拓扑空间的基本群.

13范坎彭（Egbert van Kampen，1908-1942），荷兰数学家，英年早逝的拓扑学家，1933年证明了用以计算基
本群的 van Kampen 定理. 该定理的一个版本在 1930 年已经出现在德国拓扑学家塞弗特 (Herbert Seifert，
1897-1996)的博士论文中，因此这个定理也被称作 Seifert-van Kampen定理.
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定理 3.6.11.（van Kampen定理）

♥

设 X = U1 ∪ U2，其中 U1, U2 是 X 中的道路连通开集，且 U1 ∩ U2 也是道路连通

的. 则对任意 x0 ∈ U1 ∩ U2，

π1(X,x0) ' π1(U1, x0) ∗π1(U1∩U2,x0) π1(U2, x0),

其中群同态

ϕ : π1(U1 ∩ U2, x0)→ π1(U1, x0) 和 ψ : π1(U1 ∩ U2, x0)→ π1(U2, x0)

是由相应的包含映射 U1 ∩ U2 ↪→ U1和 U1 ∩ U2 ↪→ U2所诱导的诱导同态.

注 3.6.12. 注意我们并不能用 van Kampen定理去计算 π1(S
1): 如果我们令 U1 = S1 \{1}

和 U2 = S1 \ {−1},则 π1(U1) = π1(U2) = {e},从而 π1(U1, x0) ∗π1(U1∩U2,x0) π1(U2, x0) =

{e} 6= π1(S
1, x0)，其原因在于：U1 ∩ U2并不道路连通.

下面我们给出用 van Kampen定理计算基本群的一些例子.

¶ van Kampen定理的应用：“8字型”的基本群

考虑本节开头提到的“8字形”，即X = S1 ∨ S1. 取 U, V 为 α和 β的开邻域，如下

图所示：

因为 U, V 都同伦等价于圆 S1，我们有

π1(U) ∼= 〈α〉 ∼= Z, π1(V ) ∼= 〈β〉 ∼= Z.

显然 U ∩ V 是可缩的，即 π1(U ∩ V ) = {e}. 于是由 van Kampen定理，我们得到

π1(S
1 ∨ S1) ∼= 〈α〉 ∗{e} 〈β〉 = 〈α, β〉 (∼= Z ∗ Z),

从而证实了我们在本节开头的观察.

¶ van Kampen定理的应用：图的基本群

在第 2.2节我们介绍了图的概念. 我们通过一个例子来解释如何用 van Kampen定理

计算图的基本群.

例 3.6.13.

G =

首先，我们选取图 G 的一个“极大子树”

(maximal subtree) G0，比如图中被标为红色

的部分. 剩余 3 条边，我们将它们分别记为

e1, e2, e3.
为了计算 G的基本群,我们从 G0开始. 因为 G0是树，是单连通的，所以

π1(G0) ' {e}.
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下面我们添加一条边，比如 e1，然后计算 G1 = G0 ∪ e1 的基本群. 为此我们将 G1 分解

为如下图所示的开集 U1与 V1的并：

因为 U1 ∩ V1是可缩的，而 V1同伦等价于 S1,我们得到

π1(G1) ' π1(G0) ∗{e} Z = Z.

接下来我们通过添加边 e2并重复相同的步骤，得到

π1(G2) = π1(G1 ∪ e2) ' π1(G1) ∗{e} Z ' Z ∗ Z.

最后添加边 e3，得到

π1(G) ' Z ∗ Z ∗ Z.

一般地，给定任意连通图 G，我们有以下结论：

(a) 任何图都存在一个极大子树G0（它是G的包含所有顶点的单连通子图：对有限图

可以用归纳法证明存在极大子树，对一般的图可以用 Zorn引理证明存在极大子树）

(b) 如果我们记 G中不在 G0里面的边的集合为 {eα}，那么

π1(G) ' ∗eαZ.
(c) 对于有限图 G,如果我们记

|V (G)| = G中顶点数, |E(G)| = G中边数,

那么 G0的边数为 |V (G)| − 1. 由此可得

π1(G) ' Z ∗ · · · ∗ Z︸ ︷︷ ︸
k

,

其中 k = |E(G)| − |V (G)|+ 1.

¶ van Kampen定理的应用：再次计算 T2的基本群

接下来，我们计算Σ1 = T2的基本群. 虽然我们已经知道 π1(T2) = π1(S
1×S1) ' Z2,

但我们将利用 van Kampen定理重新计算它的基本群，因为这个方法为如何计算 Σg (有 g

个洞的可定向闭曲面）的基本群提供了思路.

我们首先将 T2写作

U1 = T2 \D 和 U2 = ‹D
的并集，其中D是一个小圆盘，‹D是一个包含D的稍微大一点点的开圆盘. 我们首先计

算基本群 π1(T2 \D). 根据下图，
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我们得到

π1(U1) ' π1(S1 ∨ S1) ' Z ∗ Z = 〈a, b〉.

另一方面，显然 U2是可缩的，而 U1 ∩ U2是一个同伦等价于圆周的“细圆环”，因此

π1(U2) ' π1(“pt”) = {e} 和 π1(U1 ∩ U2) ' π(S1) ' Z.

不幸的是，以上信息不足以决定 π1(T2),因为我们仍然需

要显式地写出映射

ϕ = ι∗ : π1(U1 ∩ U2)→ π1(U1).

这个群同态由包含映射诱导. 根据右图，π1(U1 ∩U2)的生

成元是一个在 U1 中可被形变到边界环路 aba−1b−1 的圆

周. 换句话说，

ϕ(1) = aba−1b−1.

因此我们得到

π1(T2) ' (Z ∗ Z) ∗Z {e} = 〈a, b |aba−1b−1 = 1〉 ' Z2.

¶ van Kampen定理的应用：Σg = T2# · · ·#T2的基本群

下面我们用同样的方法计算 Σ2 = T2#T2的基本群. 该空间可以按下图分解：

注意到在计算 π1(T2)中，我们已经计算了 U1和 U2的基本群. 因此我们得到了

π1(U1) ' 〈a1, b1〉, π1(U2) ' 〈a2, b2〉, π1(U1 ∩ U2) ' Z.

此外，我们刚才也解释了包含映射给出的两个诱导同态分别由

ϕ(1) = a1b1a
−1
1 b−1

1 , ψ(1) = b2a2b
−1
2 a−1

2

给出，因此由 van Kampen定理可以得到

π1(T2#T2) ' 〈a1, b1, a2, b2 | a1b1a−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2︸ ︷︷ ︸
φ(1)ψ(1)−1

= 1〉

注意这个群不再是交换群.

一般地，由归纳法可以计算“亏格”为 g的紧无边曲面即 Σg = T2# · · ·#T2︸ ︷︷ ︸
g

的基本

群，
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其结果为

π1(T2# · · ·#T2︸ ︷︷ ︸
g

) ' 〈a1, b1, · · · , ag, bg | a1b1a−1
1 b−1

1 · · · agbga
−1
g b−1

g = 1〉

3.6.3 阅读材料：van Kampen定理的证明

¶ van Kampen定理（多个开集的版本）

van Kampen 定理可以被推广为 X 被多个开集 Uα 所覆盖的情形，此时我们取基点

x0 ∈ ∩αUα并分别记由包含映射 Uα ↪→ X 和 Uα ∩ Uβ ↪→ Uα所诱导的群同态为

jα : π1(Uα, x0)→ π1(X,x0) 和 ιαβ : π1(Uα ∩ Uβ , x0)→ π1(Uα, x0)

根据泛性质，jα诱导了唯一的从自由积到 π1(X,x0)的群同态

Φ : ∗απ1(Uα, x0)→ π1(X,x0).

van Kampen定理告诉我们如何由群同态 Φ计算 π1(X,x0). 下面我们陈述并证明它：

定理 3.6.14.（van Kampen定理,一般版本）

♥

设 {Uα}是 X 的一个由道路连通开集组成的开覆盖，且设 x0 ∈ ∩αUα.

(1) 若每个交集 Uα ∩ Uβ 都是道路连通的，则 Φ是满射.

(2) 若除此之外，每个交集 Uα ∩Uβ ∩Uγ 也都是道路连通的，则 Φ诱导了群同构

∗απ1(Uα, x0)/N ' π1(X,x0).
其中 N 是由全部形如 ιαβ(ω)ιβα(ω)

−1的元素生成的正规子群.

我们通过注记3.6.12中 S1 的例子可以看到，没有“Uα ∩ Uβ 是道路连通”这个条件，
Φ不一定是满射.现在我们给一个例子说明条件“Uα ∩Uβ ∩Uγ 是道路连通的”对于定理
中的断言 (2)也是必要的：

例 3.6.15.

X =

令 X 为左边的图. 那么通过同伦等价或者应

用上述计算图的基本群时所得的公式，我们

有 π1(X) ' Z ∗ Z.
但是如果我们令 U1 = X \ {a}, U2 = X \ {b}和 U3 = X \ {c}并对覆盖 {U1, U2, U3}

应用 van Kampen定理的结论，则由 π1(Ui) ' Z（1 ≤ i ≤ 3）我们会
::::
错误地得出 π1(X) '

Z ∗ Z ∗ Z.14这里 van Kampen定理不适用的原因在于 U1, U2, U3的交集不是道路连通的.

14我们并不能简单地认为 Z ∗ Z比 Z ∗ Z ∗ Z“小”，因为 Z ∗ Z有子群同构于 Z ∗ Z ∗ Z，甚至由子群同构于有
可数个生成元的自由群！所以 Z ∗ Z ∗ Z ̸∼= Z ∗ Z并不显然. 证明该结论的方法之一是去证明它们有不同的交
换化（这又是通过函子把复杂问题简单化的一个例子）.参见本节习题.
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¶一般版本 van Kampen定理的证明

证明

(1) 映射 Φ是满射.

任给以 x0为基点的圈 γ : [0, 1]→ X ,由 Lebesgue数引理，存在区间 [0, 1]的一

个划分 0 = s0 < s1 < · · · < sm = 1，使得每个 γ([si, si+1])都被包含于某个 Uα 中.

重复命题3.5.1的证明过程，即对每个 i取定一个 Ui，使得 γ([si, si+1]) ⊂ Ui+1，并

取 λi为道路连通集合 Ui ∩ Ui+1中从 x0到 γ(si)的一条道路，则我们得到

γ ∼
p
(γ1∗λ̄1)∗(λ1∗γ2∗λ̄2)∗· · ·∗(λm−1∗γm).

因为每个圈 λi∗γi+1∗λ̄i+1都在某个 Uα中，所以 [γ]p ∈ Image(Φ),即 Φ是满射.

[注意：以上论证也说明了 Φ通常而言不是单射，因为 f([si, si+1])有可

能同时被包含于 Uα 和 Uβ 中，因此圈 λi∗γi+1∗λ̄i+1 同时位于 Uα 和 Uβ

中,从而既可以被视作 Uα中的圈，也可以被视作 Uβ 中的圈,于是我们得

到了 [γ]p在∗απ1(Uα, x0)中两个不同的表示方法.]

(2) 我们分三步证明.

第一步. 转化问题.

我们记 kαβ : Uα ∩ Uβ ↪→ X 为包含映射，则由

Φ(ιαβ(ω)ιβα(ω)
−1) = jαιαβ(ω) · jβιβα(ω−1) = (kαβ)∗(ω)kαβ(ω

−1) = e

可知 N ⊂ ker(Φ). 于是满同态 Φ诱导了满同态

Φ : ∗απ1(Uα, x0)/N → π1(X,x0).

我们需要证明 Φ是单射. 为此，我们考虑 ∗απ1(Uα, x0)中的字的如下两种操作：
操作 1： 若一个字中的相邻两项 [γi]p, [γi+1]p都在同一个 π1(Uα, x0)中，则用 [γi∗γi+1]p

代替 [γi]p[γi+1]p.

操作 2： 若一个字中有一项 [γi]p ∈ π1(Uα, x0)，且 γi 是 Uα ∩ Uβ 中的圈，则将该项替
换为 [γi]p ∈ π1(Uβ , x0).

注意操作 1 不改变该字所对应的∗απ1(Uα, x0) 的元素，而操作 2 不改变该字在商

群∗απ1(Uα, x0)/N 中的像. 于是为证 Φ是单射，我们只要证明：

转化后的问题： 如果Φ([γ1]p[γ2]p · · · [γM ]p) = Φ([γ′1]p[γ
′
2]p · · · [γ′N ]p)，则

[γ1]p[γ2]p · · · [γM ]p 可以通过有限次运用上述两种操作（及其逆操作）变

成 [γ′1]p[γ
′
2]p · · · [γ′N ]p.

第二步. 准备工作：[0, 1]× [0, 1]的“砖块分解”.

现在假设 Φ([γ1]p[γ2]p · · · [γM ]p) = Φ([γ′1]p[γ
′
2]p · · · [γ′N ]p) = [γ]p. 由定义，

γ1∗· · ·∗γM ∼
p
γ ∼

p
γ′1∗· · ·∗γ′N ,

且每个 γi或 γ′i都是一个基点为 x0且完全落在某个Uα中的圈. 令 F : [0, 1]× [0, 1]→
X为连接 γ1∗· · ·∗γM和 γ′1∗· · ·∗γ′N的一个道路同伦. 由管形邻域引理以及Lebesgue

数引理，我们能够将 [0, 1]× [0, 1]分解为有限多个小矩形Rij = [tij , t
i
j+1]× [si, si+1],

230



3.6 Van Kampen定理

其中 0 = s0 < s1 < · · · < sK < sK+1 = 1且 0 = ti0 < ti1 < · · · < tik(i) = 1,使得

每个 F (Rij)都被包含于某个 Uα中,我们将其记为 Uij .

k(0) =M,k(K) = N ,且 t0j = j/M, tKj = j/N .（此处我们用了管形邻域引理）

[0, 1]× [0, 1]中的每个点位于至多三个矩形 Rij 当中.

这样的分解15看起来如下图：

为方便起见，我们将这些“砖块”按从左到右、从下到上的顺序，记为R1, R2, · · · , RL.

注意同伦 F 将矩形 [0, 1] × [0, 1] 的左边线和右边线都映到 x0. 因此如果 λ 是

[0, 1]× [0, 1]中从左边线到右边线的道路，那么 F |λ是以 x0为基点的一个圈. 此外，

砖块分解图中每个砖块的每个顶点 v落在至多三个砖块里，从而 F (v)属于至多三

个砖块所对应的开集 Uij 的交集中. 由定理条件，在这样的交集中存在一条从 x0到

F (v)的道路 λv. （若 F (v) = x0，我们取该道路为常值道路.）

第三步. 从“底”到“顶”，完成证明.

对于每个 0 ≤ r ≤ L,我们令λr为从左边线到右边线的将前 r个矩形R1, R2, · · ·,
Rr 和剩余的矩形分隔开的“折线道路”，每条折线 λr 是由若干段矩形的边（含多

条水平线段和至多一条竖直线段）组成. 和满射性的证明类似，对于 λr 途径的每

个顶点 v，我们可以在圈 F |λr 中插入一些道路 µv 和 µ̄v，从而将圈 F |λr 分解为
若干以 x0 为基点的环路，使得每个圈都位于某个 Uα 当中. 于是，每条折线给出

了∗απ1(Uα, x0)中的一个字. 例如 λ0就是下边线，对应于字 [γ1]p[γ2]p · · · [γM ]p，而

λL就是上边线，对应于字 [γ′1]p[γ
′
2]p · · · [γ′N ]p.

下面我们证明 λr对应的字可以通过有限次运用上述操作 1和操作 2（及它们的

逆操作）变成 λr+1对应的字. 因为 λr 跟 λr+1的差别只是把 Rr 的左、下两条边换

成上、右两条边，所以对应的字只有连续若干个元素（主要取决于矩形 Rr 的上下

水平边上的顶点个数）不同. 我们首先通过操作 2，把所有涉及到的这些“有变化的

线段（在添加上前述 λv 以及 λv 后）所得到的圈的道路同伦类”全部换成“该圈在

Rr 所对应的 Uij 中的圈所对应的道路同伦类”. 因为 F |Rr 给出了这两组替换后的

圈在 Uij 中的道路同伦，所以可以通过操作 1把第一组圈的道路同伦类替换成第二

组圈的道路同伦类. 于是我们证明了 λr 对应的字可以通过有限次运用操作 1 和操

作 2（及它们的逆操作）变成 λr+1对应的字. 于是从 λ0对应的字 [γ1]p[γ2]p · · · [γM ]p

开始，通过重复上述过程，可以通过有限次运用操作 1和操作 2（及它们的逆操作）

变成，得到 λL对应的字 [γ′1]p[γ
′
2]p · · · [γ′N ]p，这样我们就完成了证明.

□

15这是一个“砖块”分解. 也可以用“六边形分解”替代，同样能让每个点位于分解中的至多三个元素中.
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3.7 覆叠空间

3.7.1 覆叠空间的概念与例子

¶覆叠空间的定义

我们在计算 π1(S
1)时，核心步骤是证明 S1 的提升引理即引理3.5.8，而该引理证明

的关键要点是投影映射 p : R→ S1的“局部可逆性”，即存在 S1的开覆盖 {Ui}使得
p−1(Ui) =

⋃
j
V i
j 是 R中开集的不交并，

每个 pij = p|V i
j
: V i

j → Ui是一个同胚.

事实上，这样的“覆叠结构”广泛存在于几何中，且与基本群密切相关：不仅覆叠结构

可被用于计算特定空间的基本群，而且基本群也可以用于分类覆叠结构. 因此我们定义

定义 3.7.1.（覆叠空间）

♣

设X 是一个拓扑空间. 若存在拓扑空间 ‹X 以及连续映射 p : ‹X → X 使得对于任意

x ∈ X，存在于 x的一个开邻域 U 满足如下性质：

(1) p−1(U) = ∪αVα，其中 Vα是 ‹X 中的不交开集.

(2) 对于任意的 α,映射 pα := p|Vα : Vα → U 是一个同胚.

则我们称 ‹X 为 X 的一个覆叠空间（covering space），称映射 p 是一个覆叠映射

（covering map）,并且对于任意 x ∈ X，称 p−1(x)为该覆叠映射在 x处的纤维 (fiber).

注 3.7.2.
(1) 我们总假设 X 和 ‹X 都是道路连通的. 事实上，

若 ‹X 是 X 的覆叠空间, X0 ⊂ X 是一个子空间，那么‹X0 := p−1(X0)

是 X0 的一个覆叠空间. 所以我们总可以通过限制到道路连通分支的方法，使

得 X 是道路连通的.

如果X 是道路连通的，‹X 是X 的覆叠空间，那么 ‹X 的道路连通分支是X 的

覆叠空间. 所以我们总可以通过限制到道路连通分支的方法，使得 ‹X 是道路
连通的.

(2) 在 X 道路连通的条件下，可以验证（留作习题）：

p总是满射 (假设 ‹X 6= ∅).
对于任意 x ∈ X，纤维 p−1(x)都有着相同的势，称为覆叠的叶数（number of

sheets）. 若 |p−1(x)| = n,则我们称该覆叠为一个 n-重覆叠（n-fold covering）.

¶覆叠空间：例子

例 3.7.3. 以下是一些覆叠空间的例子：

(1) R是 S1的覆叠空间，其覆叠映射 p : R→ S1, x 7→ e2πix.
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(2) S1以多种不同的方式成为 S1的覆叠空间：对于任意整数 n ∈ Z \ {0},

pn : S1 → S1, z 7→ zn

给出了 S1的一个 |n|-重覆叠.

(3) 类似地，对于任意整数 n ∈ Z \ {0}，映射

pn : C∗ → C∗, z 7→ zn

是一个 |n|重覆叠映射.

[然而，pn : C→ C, z 7→ zn不是一个覆叠映射. ]

(4) 复指数映射

exp : C→ C∗ = C \ {0}

是一个覆叠映射：对于任意的 z = reiθ ∈ C∗,我们有

exp−1(z) = {log r + (2kπ + θ)i | k ∈ Z},

由此可以验证 exp是一个覆叠映射.

(5) Sn是实射影空间 RPn（参见例1.4.35）的一个覆叠空间，覆叠映射为

p : Sn → RPn = Sn/∼, x→ [x],

其中 x1, x2 ∈ Sn, x1 ∼ x2 ⇐⇒ x1 = ±x2. 这是一个二重覆叠.

[然而，Rn+1 \ {0}不是 RPn的一个覆叠空间.]

(6) 在例1.4.44(5)中，我们定义透镜空间 L(p, q) (p和 q为互质的整数)为商空间

L(p; q) := S3/ ∼,

其中 (z1, z2) ∼ (z′1, z
′
2) ⇐⇒ ∃ k ∈ Z 使得z′1 = e2πki/pz1, z

′
2 = e2πkqi/pz2.可以验证

在商映射之下，S3是 L(p, q)的一个 p-重覆叠空间.

(7) 如果 p : ‹X → X 和 p′ : ‹X ′ → X ′都是覆叠映射，那么映射

p× p′ : ‹X × ‹X ′ → X ×X ′, (x̃, x̃′) 7→ (p(x̃), p′(x̃′))

也是覆叠映射. 特别地，‹X = Rn是 Tn = S1 × · · · × S1的覆叠空间.

(8) 同上节一样，我们记“亏格”为 g 的紧无边曲面为 Σg. 则 Σ11 是 Σ3 的（5重）覆

叠空间，如下图所示. 类似地，可以构建从 Σkr+1到 Σk+1的 r重覆叠映射.

下面这些图给出了 (1),(2),(8)所描述的覆叠映射：
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¶覆叠空间 v.s. 群作用

注意到例3.7.3中的 (1), (2), (5), (6)已经在例1.4.44中作为特定的群作用下的商空间出

现过. 一般地，假设 G是一个群，作用在拓扑空间 ‹X 上，
X = ‹X/G := ‹X/ ∼,

为该群作用下的商空间. 一个自然的问题是：

问题 ：商映射 p : ‹X → X 是一个覆叠映射吗？

事实上，在习题 1,4中我们已经给出了商映射 p : ‹X → X 是覆叠映射的一个充分条件：

∀x̃ ∈ ‹X, ∃x̃的开邻域‹U,使得对∀g 6= e ∈ G,有(g · ‹U) ∩ ‹U = ∅. (⋆)

定义 3.7.4.（纯不连续作用）

♣

如果群 G 在拓扑空间 X 上的作用满足条件 (⋆)，则我们称该作用是纯不连续的

（properly discontinuous）.

在习题 1.4中我们证明了如下结果，为了完整性起见我们给出详细证明：

命题 3.7.5.（特定群作用下商映射是覆叠映射）

♠

假设群G作用在拓扑空间 ‹X上. 若该作用是纯不连续的,则 ‹X是商空间X = ‹X/G
的一个覆叠空间,且商映射 p : ‹X → X 是一个覆叠映射.

证明 令 x ∈ X, x̃ ∈ p−1(x)，‹U 为 x̃的满足条件 (⋆)的开邻域. 记 U = p(‹U). 则由定义，

p−1(U) = p−1(p(‹U)) =
⋃
g∈G

g · ‹U
是 ‹X 中开集的并集. 因此由商拓扑的定义,集合 U 为 X 中的开集. (这蕴含了 p是一个开

映射. ) 由此 p(‹U)是 x的一个开邻域，且满足覆叠空间中的条件 (1).

下面验证覆叠空间定义中的条件 (2). 我们首先注意到由条件 (⋆), p|‹U : ‹U → U 是单

射，由 U 的定义它是满射. 作为商映射它是连续的. 由上一段相同的论证可得它是一个

开映射. 因此 p|‹U : ‹U → p(‹U)是一个同胚. 由此可知对于任意的 g ∈ G,映射

pg : g · ‹U → p(‹U)

是以下两个同胚的复合

g · ‹U g−1

−→ ‹U p−→ p(‹U),

从而也是一个同胚. □
可以验证例1.4.44中所涉及的群作用都是纯不连续的，故所得的商映射都是覆叠映

射.

例 3.7.6. 考虑 Z2 = {1,−1}在 T2 = S1 × S1 ⊂ C2的作用，

1 · (z, w) = (z, w), (−1) · (z, w) = (z̄,−w).

这是一个纯不连续作用，给出了 T2到 · · · · · ·Klein瓶的二重覆叠! [验证!]
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3.7.2 映射的提升

¶提升引理

我们先给出映射提升的定义：

定义 3.7.7.（映射的提升）

♣

设 p : ‹X → X 为一个覆叠映射，而 f : Y → X 是一个连续映

射. 若连续映射 f̃ : Y → ‹X 使得右边的图表交换，即
p ◦ f̃ = f,

则称 f̃ 为 f 的一个提升（lifting）.

‹X
p

��
Y

f̃
??�

�
�

� f // X

通过重复引理3.5.8的证明，可以得到任意具有“初始提升”的连续映射F : P×I → X

可被唯一提升：

引理 3.7.8.（一般提升引理）

♦

设 P 是拓扑空间，p : ‹X → X 是一个覆叠映射. 若映射

F0 = F |P×{0} : P × {0} → X

可以被“提升”为连续映射 ‹F0 : P × {0} → ‹X，则存在 F 的提升 ‹F : P × I → ‹X，
使得 ‹F0 = ‹F |P×{0}，且满足该条件的提升是唯一的.‹X

p

��
P × {0}

F̃0

;;wwwwwwwww
F0 // X

⇝

‹X
p

��
P × I

‹F <<y
y

y
y

y
F // X

特别地，分别取 P 为单点集以及 P = [0, 1],我们可以得到

推论 3.7.9.（道路提升性质）

♥

设 p : ‹X → X 是覆叠映射，则对于 X 中任意起点为 γ(0) = x0 的道路 γ : [0, 1]→
X，以及任意 x̃0 ∈ p−1(x0),在 ‹X中有唯一一条起点为 γ̃(0) = x̃0的道路 γ̃ : [0, 1]→‹X，使得 γ̃ 是 γ 的提升,即 p ◦ γ̃ = γ.

以及

推论 3.7.10.（同伦提升性质）

♥

设 p : ‹X → X 是覆叠映射

(1) 对于 X 中任意具有固定起始点 F (s, 0) ≡ x0 的同伦 F : [0, 1] × [0, 1] → X，

和任意 x̃0 ∈ p−1(x0)，在 ‹X 中存在唯一具有固定起点 ‹F (s, 1) ≡ x̃0 的同伦‹F : [0, 1]× [0, 1]→ ‹X，使得 ‹F 是 F 的一个提升，即 p ◦ ‹F = F.

(2) 若同伦 F 是道路同伦，即还具有固定终点 F (s, 1) ≡ x1 ∈ X，则 ‹F 也是道路
同伦，即存在 x̃1 ∈ p−1(x1)使得 ‹F (s, 1) ≡ x1.
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注 3.7.11.
(1) 若 γ 是一个圈，即 γ(1) = γ(0)，提升后的道路 γ̃ 一般不再是圈，即 γ̃(1) 6= γ̃(0).

但是由同伦提升可知，如果 γ是道路同伦等价于常值道路的圈，则提升后的道路 γ̃

依然是圈. 在习题中我们将给出圈提升后依然是圈的充要条件.

(2) 虽然道路同伦的提升是道路同伦，但是跟 x̃0 可以从 p−1(x0) 中任选不同，只要

选定了起点 x̃0，则终点 x̃1 ∈ p−1(x1) 就已经被唯一确定下来了（这是因为道路

Fs(·) = F (s, ·)具有唯一的提升）. 特别地，“圈的道路同伦”的提升一般不再是“圈

的道路同伦”，而只是一般道路的道路同伦. 当然，如果是同伦于常值圈的“圈的道

路同伦”，那么提升后依然是“圈的道路同伦”（这还是因为道路具有唯一提升）.

作为推论，我们证明

命题 3.7.12.（覆叠映射诱导基本群的单同态）

♠设 p : ‹X → X 是覆叠映射，且 p(x̃0) = x0. 则 p∗ : π1(‹X, x̃0)→ π1(X,x0)是单射.

证明 设 γ̃是 ‹X中以 x̃0为基点的一个圈，且 p∗([γ̃]p) = e，即 γ := p ◦ γ̃道路同伦于 x0处

的常值道路 γx0 . 则由同伦提升引理，γ̃（作为 γ 的以 x̃0 为起点的提升道路）与 γx̃0（作

为 γx0 的以 x̃0为起点的提升道路）是道路同伦等价的，从而 [γ̃]p = e ∈ π1(‹X, x̃0). □

¶提升的唯一性

现在我们考虑一般的提升. 事实上，即使没有引理3.7.8中的额外假设（注意引理3.7.8要

求具有初始提升但不要求连通性，而此处要求 Y 连通），一般的提升也总是唯一的：

命题 3.7.13.（提升的唯一性）

♠

设 p : ‹X → X 是覆叠映射，f : Y → X 为连续映射，且 f̃1, f̃2 : Y → ‹X 是 f 的两

个提升. 若 Y 是连通的,且存在 y0 ∈ Y 使得 f̃1(y0) = f̃2(y0)，则在 Y 上有 f̃1 = f̃2.

证明 对于任意 y ∈ Y ,我们取 f(y)在 X 中的开邻域 U，使得 p−1(U)是无交并

p−1(U) =
⋃
α

‹Uα,
且使得每个

pα := p|‹Uα
: ‹Uα → U

都是同胚. 在这些 Uα中，分别记包含 f̃1(y)和 f̃2(y)的开集为 ‹U1和 ‹U2.下面我们采用连

通性论证说明 f̃1 ≡ f̃2. 为此我们令

Y0 = {y ∈ Y | f̃1(y) = f̃2(y)}.

则我们有

Y0 6= ∅，因为我们有 y0 ∈ Y0.
Y0是闭集：假设 y 6∈ Y0，即 f̃1(y) 6= f̃2(y). 因为 p(f1(y)) = p(f2(y))，所以 ‹U1 6= ‹U2,

从而由无交性，‹U1 ∩ ‹U2 = ∅. 由连续性，存在一个 y在 Y 中的开邻域 N 使得

f̃1(N) ⊂ ‹U1, f̃2(N) ⊂ ‹U2.
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由此可得 N ∩ Y0 = ∅. 因此 Y c
0 是开集，即 Y0是闭集.

Y0 是开集：假设 y ∈ Y0，则 ‹U1 ∩ ‹U2 6= ∅，从而 ‹U1 = ‹U2. 同理我们可以找到 y 的

一个开邻域 N 使得 f1(N) ⊂ ‹U1 = ‹U2. 因为 p在 ‹U1 = ‹U2上是单射,并且

p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2,

所以我们能推出在 N 上有 f̃1 = f̃2. 于是 N ⊂ Y0,从而 Y0是开集.

最后，由 Y 的连通性可知 Y0 = Y ,即在 Y 上恒有 f̃1 = f̃2. □

¶提升的存在性

一般提升的存在性通常更为复杂. 假设映射 f 可被提升为 f̃，那么我们就会有如

下
::::::::::::::::::::::::
带标定点的提升交换图表. 特别地，由 π1的函子性，我们得到提升存在的必要条件

f∗(π1(Y, y0)) = p∗(f̃∗(π1(Y, y0))) ⊂ p∗(π1(‹X, x̃0)).
反之我们证明，只要 Y 是道路连通且局部道路连通的，那么上述必要条件也是充分的：

定理 3.7.14.（提升存在性的判别准则）

♥

设 p : (‹X, x̃0) → (X,x0) 是一个覆叠映射，并且 f :

(Y, y0) → (X,x0) 是连续的. 如果 Y 是道路连通且局部

道路连通的，那么 f 可被提升a为 f̃ 当且仅当

f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(‹X, x̃0)). (*)

a注意，此处提升为带有标定点的提升，即还要满足 f̃(y0) = x̃0.

(‹X, x̃0)
p

��
(Y, y0)

f̃
::u

u
u

u
u f // (X,x0)

证明 我们已经看到 (*)是存在提升 f̃ 的必要条件.

现在我们假设 (*)成立. 为证明提升的存在性，我们任取 y ∈ Y . 由 Y 的道路连通性，

存在一条 Y 中的从 y0 到 y 的道路 γ. 于是 f ◦ γ 是一条 X 中的以 x0 为起点的道路，从

而可以被唯一提升为 ‹X 中以 x̃0为起点的道路flf ◦ γ. 定义

f̃(y) =flf ◦ γ(1).
下面我们证明 f̃ : Y → ‹X 就是我们所求的提升. 因为由定义我们有 f̃(y) ∈ p−1(f(y)),我

们仅需要验证 f̃ 是良定的并且是连续的.

[f̃ 是良定的]: 设 γ′是 Y 中从 y0到 y的另一条道路. 则 (f ◦γ′)∗(f ◦ γ) = f ◦ (γ′∗γ̄)
是 X 中以 x0为基点的圈，且满足

[(f ◦ γ′)∗(f ◦ γ)]p = f∗([γ
′∗γ̄]p) ∈ f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(‹X, x̃0)).

因此存在一个道路同伦 F : [0, 1] × [0, 1] → X 连接了圈 (f ◦ γ′)∗(f ◦ γ)和“X 中
以 x0为基点某个形如 γ1 = p ◦ γ̃1的圈 γ1”,其中 γ̃1是 ‹X 中以 x̃0为基点的一个圈.

我们可以道路同伦 F 提升成起点为 ‹F (s, 0) = x̃0的道路同伦 ‹F : [0, 1]× [0, 1]→ ‹X .

我们有‹F (0, t)是以 x̃0为起点的道路 F (0, t) = (f ◦ γ′)∗(f ◦ γ)的唯一提升. 由道路提

升的唯一性，我们必然有 ‹F (0, t) = (flf ◦ γ′)∗(flf ◦ γ),其中flf ◦ γ是道路 f ◦ γ的
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以flf ◦ γ′(1)为起点的唯一提升.

同理 ‹F (1, t)是 γ1的以 x̃0为起点的唯一提升，因此我们有 ‹F (1, t) = γ̃(t).

因为 ‹F 是道路同伦，故 ‹F (0, 1) = ‹F (1, 1)，即
(flf ◦ γ′)∗(flf ◦ γ)(1) = ‹F (0, 1) = ‹F (1, 1) = γ̃(1) = x̃0.

由此 (flf ◦ γ)(1) = x̃0. 因此 (flf ◦ γ)是以 x̃0为起点的 f ◦ γ的提升，由道路提升的唯

一性，(flf ◦ γ) =flf ◦ γ. 从而有flf ◦ γ(1) = (flf ◦ γ)(1) = (flf ◦ γ)(0) = flf ◦ γ′(1).
[f̃ 是连续的]: 我们首先固定一条从 y0 到 y 的道路 γ. 取 f(y)的邻域 U ⊂ X 以及

f̃(y)的邻域 ‹U ⊂ ‹X，使得 p|‹U : ‹U → U 是一个同胚. 由 Y 的局部道路连通性,我们

可以找到一个 y 的道路连通开邻域 V ⊂ f−1(U). 对于任意 y′ ∈ V ,我们令 λ是 V

中从 y 到 y′ 的一条道路. 则 f ◦ λ是 U 中的一条从 f(y)从 f(y′)的道路. 因为 p|‹U
是一个同胚，flf ◦ λ = (p|‹U )−1 ◦ f ◦ λ是 f ◦ λ的以 f̃(y)为起点的唯一提升.

因为flf ◦ γ 是 ‹X 中从 x̃0 到 f(y) 的一条道路，道路 (flf ◦ γ)∗ (flf ◦ λ) 是道路
(f ◦ γ)∗(f ◦ λ) = f ◦ (γ∗λ)的以 x̃0为起点的提升道路. 因为 γ∗λ是 Y 中一条从 y0

到 y′的道路,由 f̃ 的定义，我们有

f̃(y′) = (flf ◦ γ)∗(flf ◦ λ)(1) = (p|‹U )−1 ◦ f ◦ λ(1) = (p|‹U )−1 ◦ f(y′).

由此可得 f̃(V ) ⊂ ‹U 且 f̃ |V = (p|‹U )−1 ◦ f . 因此 f̃ 在 V 上连续. □

¶应用：零伦的判定

我们给出提升存在性的一个简单应用：

命题 3.7.15.（球到圆的映射零伦）

♠对任意 n ≥ 2，任意连续映射 f : Sn → S1是零伦的.

证明 因为 Im(f∗) = {e}, f 可以被提升到映射 f̃ : Sn → R. 但是因为 R是可缩的，因此

f̃ 是零伦的，从而 f = p ◦ f̃ 也是零伦的. □
翻译成同伦群的语言，该命题告诉我们：对于任意 n ≥ 2，有 πn(S

1) = {e}.

¶在复分析中的一个应用

我们之前就已经看到指数映射

exp : C→ C∗ = C \ {0}

是一个覆叠映射. 现在我们尝试去定义复对数函数. 我们知道，对于 0 6= z = reiθ, 我们

有一个多值函数 log z = ln r + i(θ + 2kπ)（k ∈ Z）.现在我们希望对于某些给定的子集

U ⊂ C∗,定义一个 (单值的)复函数 log : U → C，使得

exp ◦ log = Id.
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核心观察：因为 exp : C → C∗ 是覆叠映射，所以如果在 U 上存在单值的对数函数

log : U → C，那么它就是嵌入映射 ι : U ↪→ C∗的提升映射.

根据提升存在性的判别准则：

(1) 因为 Id∗(π1(C∗)) 6⊂ exp∗(π1(C))，故 Id : C∗ → C∗不能被提升，从而 log不能被定

义在 C∗上.

C
exp
��

C∗

̸∃ log
=={

{
{

{
Id // C∗

C
exp
��

U

∃ log?
>>}

}
}

} i // C∗

(2) 对数函数 log : U → C存在当且仅当

i∗(π1(U)) ⊂ exp∗(π1(C)) = {e},

即当且仅当 i∗(π1(U)) = {e}，即
::::::::::::::::::::::::::
U 不包含任何环绕原点的圈. 特别地，我们看到

若区域 U ⊂ C∗单连通，则 log是良好定义的（但单连通并非必要条件）.

若 i∗(π1(U)) = {e}，即 U 不包含任何环绕原点的圈. 则对于任意 t，函数

zt = et log z

是在 U 上良定的连续函数. 注意：F (t, z) := zt 不是一个在 S1 上良定的函数，

因而并不是 S1上的恒等映射和常值映射之间的同伦.

类似地，对于任意正整数 d > 1,映射

pd : C∗ → C∗, z 7→ zd

是一个 p-重覆叠映射，而 z 7→ z1/d是在该覆叠映射下包含映射 ι的提升：

C∗

pd(z)=z
d

��
C∗

̸∃z1/d
=={

{
{

{
Id // C∗

C∗

pd(z)=z
d

��
U

∃z1/d?
>>}

}
}

} i // C∗

于是，由

(pd)∗(π1(C∗)) ' dZ 6⊃ Z ' π1(C∗) = Id∗(π1(C∗))

可知不存在定义在整个C∗上的映射 z1/d. 事实上，重复之前的论证，易见 z1/d在U ⊂ C∗

上良定的当且仅当 U 不包含任何环绕原点的圈（因为 i∗(π1(U))要么是 Z要么是 {e}）.

更一般地，给定任意多项式 f = f(z),记 Zf 是 f 的零点集. 我们可以问：

问题：能否在区域 U ⊂ C \ Zf 上定义 f1/d？

答案是：f1/d在 U 上良定当且仅当

f∗(π1(U)) ⊂ dZ ⊂ Z ' π1(C∗).

例如，如果 a1 < a2 < · · · < a2n为实数，并且

f(z) = (z − a1)(z − a2) · · · (z − a2n),

那么我们可以在集合

U = C \ ∪1≤k≤n[a2k−1, a2k]

上定义
√
f(z)，因为 U 中每条闭曲线必然环绕 f 的零点偶数次，从而 [γ]p (和 f∗([γ]p))
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是一个“偶”的类. 这个事实在黎曼面 (Riemann surface)的理论中扮演了重要角色.

3.7.3 用覆叠计算基本群

¶基本群与终点集

下面我们用覆叠空间的方法去研究底空间的基本群. 在第 3.5节中我们用覆叠映射

p : R→ S1, t 7→ e2πit,

证明了 π1(S
1, 1) ' Z,其中 Z实际上是所有 γ̃n : [0, 1]→ R, t 7→ nt的终点，换言之，作

为集合，Z = p−1(1). 一般情况下，我们有

命题 3.7.16.（基本群与终点集）

♠

设 p : ‹X → X 为一个覆叠映射，x̃0 ∈ ‹X 且 x0 = p(x̃0). 我们定义提升对应

α : π1(X,x0)→ p−1(x0), α([γ]) := γ̃(1) ∈ p−1(x0)

其中 γ̃ 是 γ 的满足条件 γ̃(0) = x̃0的唯一提升. 则

(1) α : π1(X,x0)→ p−1(x0)是良定的.

(2) 如果 ‹X 是道路连通的，那么 α是满射.

(3) 如果 ‹X 是单连通的，那么 α是双射. a

a注：这可以告诉我们基本群这个集合有多“大”，但并没有告诉我们群结构.

证明

(1) 因为 γ̃ 是 γ 的提升，p(γ̃(1)) = γ(1) = x0. 因此

γ̃(1) ∈ p−1(x0).

现在假设 γ′ ∈ [γ]p,即 γ′ ∼
p
γ. 由道路提升引理，γ′ 可被唯一提升为具有起点 x̃0 的

道路 γ̃′. 由同伦提升引理，γ̃′与 γ̃是道路同伦的，从而 γ̃′(1) = γ̃(1).因此映射 α是

良定的.

(2) 设 ‹X 是道路连通的. 对于任意 x̃1 ∈ p−1(x0), 令 λ为 ‹X 中从 x̃0 到 x̃1 的道路，则

γ = p ◦ λ : I → X 是一个以 x0 为基点的圈，从而 [γ]p ∈ π1(X,x0).由道路提升的
唯一性，γ 的满足 γ̃(0) = x̃0的提升 γ̃ 必然是道路 λ. 由此可得

α([γ]p) = γ̃(1) = λ(1) = x̃1.

因此 α是满射.

(3) 最后设 ‹X 单连通，γ, γ′都是以 x0为基点的圈并且

α([γ]p) = α([γ′]p).

也就是说，若 γ̃和 γ̃′分别是 γ和 γ′的以 x̃0为起点的提升,那么 γ̃(1) = γ̃′(1). 于是

γ̃ ∗ γ̃′是 ‹X 中以 x̃0为基点的圈. 因为 ‹X 是单连通的，我们有
γ̃ ∗ γ̃′ ∼

p
cx̃0 .
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故

γ ∗ γ′ = p(γ̃ ∗ γ̃′) ∼
p
p(cx̃0) = cx0 .

因此我们得到 [γ]p = [γ′]p ∈ π1(X,x0),即 α是单射.

□
注 3.7.17. 更一般地，在 ‹X 不是单连通时，可以证明：π1(X,x0)的子群 p∗(π1(‹X, x̃0))的
指标是 |p−1(x0)|. 换句话说，存在一个 π1(X,x0)中 p∗(π1(‹X, x̃0))的陪集到纤维 p−1(x0)

之间的双射.

¶在万有覆叠空间上的群作用⇝基本群

因为单连通的覆叠空间非常重要，我们定义

定义 3.7.18.（万有覆叠空间）

♣

如果 ‹X 是 X 的覆叠空间，且 ‹X 是单连通的，则我们称 ‹X 是 X 的万有覆叠空间

（universal covering space）.

例 3.7.19.
R是 S1的一个万有覆叠，而 S1并不是.

S2 是 S2 的一个万有覆叠, R2 是 T2 的一个万有覆叠，单位圆盘 D是 Σ2 = T2#T2

的一个万有覆叠 (如下所示)16.

Sn是RPn (n ≥ 2)的一个万有覆叠. S3是 L(p; q)的一个万有覆叠. SU(2)是 SO(3)

的一个万有覆叠17.

S1 ∨ S1的万有覆叠是 〈a, b〉的 Cayley图，如下所示. 18

¶在万有覆叠空间上的群作用⇝基本群

如果 ‹X 是 X 的万有覆叠,那么作为集合，我们有

π1(X,x0) = p−1(x0).

16根据单值化定理, D是所有 Σn 的万有覆叠，其中 n ≥ 2.

17一般地，旋量群 Spin(n)是 SO(n)的一个万有覆叠，其中 n ≥ 3.

18一般地，由 n个生成元生成的自由群的 Cayley图是 S1 ∨ · · · ∨ S1 的一个万有覆叠.
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这里没有给出 π1(X,x0)的群结构，因为我们在 p−1(x0)上没有群结构. 然而，如果覆叠

映射是由某个群作用给出的商映射，那么我们将会有一个群结构：

命题 3.7.20.（群作用与基本群的群结构）

♠

设群 G在 ‹X 上的作用是纯不连续的，从而 p : ‹X → X = ‹X/G为覆叠映射，则
(1) 对于任意 x0 ∈ X = ‹X/G以及 x̃0 ∈ p−1(x0)，存在一个群同态

β : π1(X,x0)→ G.

(2) 如果 ‹X 是道路连通的，那么 β 是满射，.

(3) 如果 ‹X 是单连通的，那么 β 是双射.

证明 令 α : π1(X,x0)→ p−1(x0)为由 x̃0 ∈ p−1(x0)确定的提升对应. 由 (⋆)和定义，对

于任意 x̃1 ∈ p−1(x0),存在唯一元素 g ∈ G使得 g · x̃0 = x̃1. 记

ρ : p−1(x0)→ G, x̃1 7→ g,

于是我们得到一个映射

β = ρ ◦ α : π1(X,x0)→ G, [γ]
α7−→ γ̃(1) = x̃1

ρ7−→ g ∈ G

因为 x̃1 ∈ p−1(x0)
ρ←→ g ∈ G是双射，从命题3.7.16中得到 (2)和 (3).

现在我们证明 β 是一个群同态. 为此我们令 g1 = β([γ1]p), g2 = β([γ2]p)，即

g1 · x̃0 = γ̃1(1), g2 · x̃0 = γ̃2(1).

则 g1 · γ̃2 是 ‹X 中从 g1 · x̃0 = γ̃1(1)到 g1 · γ̃2(1) = g1g2 · x̃0 的一条道路. 由道路提升唯一

性可知 γ̃1∗ (g1 · γ̃2)是 ‹X 中 γ1∗γ2的以 x0为起点的提升,即flγ1∗γ2 = γ̃1∗ (g1 · γ̃2).

于是flγ1∗γ2(1) = g1 · γ̃2(1) = g1g2 · x̃0. 从而由定义我们得到

β([γ1]p · [γ2]p) = β([γ1∗γ2]p) = ρ((flγ1∗γ2)(1)) = g1g2 = β([γ1]p)β([γ2]p),

从而完成了证明. □
作为推论，我们立刻得到

推论 3.7.21

♥

π1(RPn) ' Z2.

π1(L(p; q)) ' Zp.

有了这些基本群，我们马上得到

推论 3.7.22.（更多的零伦）

♥任意从 RP2或者 L(p; q)（p > 1）映到 S1的连续映射都是零伦的.

证明 因为从 Z2 或 Zp 到 Z的群同态一定是平凡同态，故我们有 Im(f∗) = {e}，从而可
以被提升为到 R的映射 f̃ . 因为 R可缩，所以 f̃ 是零伦映射，于是 f = p ◦ f̃ 也零伦. □
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3.8 覆叠空间的分类

3.8.1 万有覆叠

设 p : (‹X, x̃0) → (X,x0) 是覆叠映射. 由命题3.7.11，我们知道 p∗ : π1(‹X, x̃0) →
π1(X,x0)是单同态. 因此 π1(X,x0)的子群 p∗(π1(‹X, x̃0))同构于 π1(‹X, x̃0). 在本节中我
们将建立 π1(X,x0)的子群与 X 的覆叠空间之间的 (反序)一一对应. 我们先从 π1(X,x0)

中最小的子群即 {e}开始. 由定义3.7.18，若X 的覆叠空间 ‹X 满足 π1(‹X) ' {e}，则我们
称 ‹X 是X 的万有覆叠. 我们首先证明（在适当的条件下）万有覆叠空间的存在性，最终

我们会发现它确实是 X 的“最大”的覆叠空间.

¶万有覆叠的存在性

给定拓扑空间X ,我们想要构造它的万有覆叠空间. 然而，并非每个空间都有万有覆

叠空间. 事实上，若 p : ‹X → X 是一个万有覆叠，则对于任意 x ∈ X ,存在 x的邻域 U 和‹X 中一个开集 ‹U 使得 p|‹U : ‹U → U 是一个同胚. 于是 U 每个圈 γ 能够通过映射 (p|‹U )−1

被提升成 ‹U 中的一个圈 γ̃. 因为 π1(‹X) = {e},提升的圈 γ̃ 在 ‹X 中是零伦的. 复合上投影

映射 p后，我们发现 γ 必然是 X 中的零伦圈. 于是我们得到存在万有覆叠的必要条件：

对于任意 x,存在 x的一个邻域 U 使得 U 中的任意圈在 X 中都是零伦的.

用基本群的语言来说，该条件意味着包含映射 i : U ↪→ X 诱导的群同态 i∗ : π1(U, x) →
π1(X,x)是平凡同态，即 i∗(π1(U, x)) = {e}. (粗略地讲，这表明X 不能有任意小的“洞”

. ) 我们把满足该条件的拓扑空间称为半局部单连通空间：19

定义 3.8.1.（半局部单连通）

♣

若对于任意 x ∈ X ,存在 x的邻域 U 使得包含映射 i : U ↪→ X 的诱导同态 i∗满足

i∗(π1(U, x)) = {e},

则我们称 X 是半局部单连通空间 (semi-locally simply connected space).

于是由上述讨论知，拓扑空间 X 具有万有覆叠的必要条件是它是半局部单连通的.

注意如果 i∗(π1(U, x)) = {e}而 x ∈ V ⊂ U，则我们自动有 i∗(π1(V, x)) = {e}.

例 3.8.2. 我们在习题 1.4 中见过的夏威夷耳环 (Hawaii

earing)X 是如图所示的一族越来越小的圆所构成的空间.

它是道路连通且局部道路连通的，但是不是半局部单连通

的，因此它不存在万有覆叠. 另一方面，夏威夷耳环的锥

空间 C(X)是可缩的，因此是半局部单连通的，但却不是

局部单连通的.

19照例，如果对于X 中任意点 x的任意邻域 V，都存在 x的邻域 U ⊂ V，使得 U 是单连通的，则我们称X
是局部单连通的（locally simply connected）. 这个条件比半局部单连通强，因为它要求 U 中的任意圈在 U
中是零伦的，而半局部单连通则只要求 U 中的任意圈在X 中是零伦的.
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下面我们证明半局部单连通条件也是充分的：

定理 3.8.3.（万有覆叠的存在性）

♥

假设X 是道路连通且局部道路连通的，那么X 存在万有覆叠 ‹X 当且仅当X 是半

局部单连通的.

思路. 如何从 S1 出发构造拓扑空间 R？在 S1 中固定起点 x0 = 1，在 R中固

定起点 x̃0 = 0. 则 R中任意一点都是 S1 中一条道路的提升道路的终点，且

两条提升道路具有相同终点当且仅当它们投影到 S1的道路是道路同伦的. 因

此 R中的点与 S1上的道路同伦类是一一对应的！

那么，如何在道路同伦类空间上定义拓扑呢？一种备选是取道路空间上

的紧开拓扑，然后取同伦类空间上的商拓扑. 但是为了我们的目的即得到覆

叠（局部同胚），我们采取另一种更为直接的方法：先证明“局部上”商映射

是双射，然后选定 S1的一组由“很小的开集”组成的拓扑基，并将这些集合

的“提升”定义为道路同伦类空间的开集，用它们在道路同伦类空间生成一

个拓扑基. 这就是我们所需要的.

证明 我们已经看到半局部单连通是必要条件. 下面证明充分性.

第零步. 术语：基本开集.

为简单起见，若 U 是 X 中的道路连通开集，且 i∗(π1(U, x)) = {e}，则我们称 U 是

X 中的
:::::::::
基本开集. 注意任意 x ∈ X 都有邻域是基本开集：由半局部单连通性，存在 x的

邻域 V 使得 i∗(π1(V, x)) = {e}. 再由局部道路连通性，存在 x的更小的邻域 U ⊂ V 使得
U 是道路连通的.于是 U 就是 x的一个

:::::::::::
基本开邻域.

第一步. 构造集合 ‹X .

设 X 道路连通，局部道路连通且半局部单连通，x0 ∈ X . 我们定义‹X = {[γ]p | γ 是以x0为起点的一条X 中的道路}.

考虑投影映射

p : ‹X → X, [γ]p → γ(1).

因为 X 道路连通，所以 p是满射.

第二步. p是“局部”双射.

对于任意起点 γ(0) = x0 的道路 γ : [0, 1] → X , 令 U ⊂ X 为 γ(1)的一个基本开邻

域. 考虑

U[γ]p = {[γ∗λ]p | λ是 U 中满足λ(0) = γ(1)的一条道路} ⊂ ‹X.
注意 U[γ]p 是良定的，即仅依赖于集合 U 跟道路同伦类 [γ]p，而不依赖于同伦类中道路 γ

的选取. 我们有

(a) 如果 [γ′]p ∈ U[γ]p，那么 U[γ]p = U[γ′]p .

原因：设 [γ′]p = [γ∗λ]p,则 U[γ′]p 中的元素都形如 [γ∗λ∗λ′]p,从而在 U[γ]p

中. 同理 U[γ]p 中的元素都形如 [γ∗λ′]p = [γ∗λ∗λ̄∗λ′]p,从而也在 U[γ′]p 中.
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(b) 映射 pU,[γ]p = p|U[γ]p
: U[γ]p → U 是双射.

原因：因为 U 是道路连通的，所以 pU,[γ]p(U[γ]p) = U，即 pU,[γ]p 是满射.

下证它是单射. 若 pU,[γ]p([γ∗λ1]p) = pU,[γ]p([γ∗λ2]p) = x，则 λ1 和 λ2 都

是 U 中从 γ(1)到 x道路，于是 λ1∗λ2是 U 中的圈，从而在X 中是零伦

的，于是 [γ∗λ1]p = [γ∗λ1∗λ1∗λ2]p = [γ∗λ2]p.即 pU,[γ]p 是单射.

第三步. 在 ‹X 上定义拓扑.

为了在 ‹X 上定义一个拓扑，我们首先考虑 X 中的开集族

U = {U ⊂ X | U 是基本开集.}

则 U 是 X 的拓扑的一个拓扑基：由命题1.4.10，只需验证“对于 X 中任意开集 V 以及

x ∈ V，存在 x的基本开邻域 U 使得 x ∈ U ⊂ V”. 为此，我们只要取 x的任意一个基

本开邻域 V1，然后取 U 为 V1 ∩ V 的包含 x的道路连通分支即可.

断言：集族

Ũ := {U[γ]p | U ∈ U , γ 是X 中一条从x0到U中某点的道路}

构成了 ‹X 上的一个拓扑基.

原因：显然这些集合之并是 ‹X . 现在假设 [γ′′]p ∈ U[γ]p∩V[γ′]p，则 γ′′(1) ∈ U∩V .

因为 U 是 X 上的一组拓扑基，存在集合 W ∈ U 使得 γ′′(1) ∈ W ⊂ U ∩ V .

根据第二步的 (a),我们有 U[γ]p = U[γ′′]p 和 V[γ′]p = V[γ′′]p . 由此可得

[γ′′]p ∈W[γ′′]p ⊂ U[γ′′]p ∩ V[γ′′]p = U[γ]p ∩ V[γ′]p .

第四步. p是一个覆叠映射.

我们在第二步已经看到了 pU,[γ]p : U[γ]p → U 是双射. 进一步的，对于任意基本开集

V ⊂ U，以及任意满足 γ′(1) ∈ V 的道路同伦类 [γ′]p ∈ U[γ]p，我们有 V[γ′]p ⊂ U[γ]p，且

pU,[γ]p |V[γ′]p = pV[γ′]p，于是 pU,[γ]p 同样也给出了从 V[γ′]p ⊂ U[γ]p 到 V 的双射. 由此可知，

关于第三步所构造的拓扑，pU,[γ]p : U[γ]p → U 是一个同胚.

因为 p 在每个开集 U[γ]p 上是连续的, 所以 p : ‹X → X 是连续的. 又因为对于任意

U ∈ U，p−1(U) =
⋃

[γ]p
U[γ]p ,且由第二步的结论 (a)，该并集是无交并，故 p是覆叠映射

第五步. ‹X 是道路连通的.

我们取常值道路类 [γx0 ]p 作为 ‹X 中的基点. 对于任意起点 γ(0) = x0 的道路 γ :

[0, 1]→ X，我们令 γt(s) = γ(st),则 γt是起点为 x0的道路，从而我们得到一个映射

f : [0, 1]→ ‹X, f(t) := [γt]p.

下证 f 是 ‹X 中一条连接 [γx0 ]p和 [γ]p的道路，从而 ‹X 是道路连通的. 为此我们只要证明

断言： f 是连续的.
原因：任取 U[γ′]p . 设 f(t0) ∈ U[γ′]p，即 [γt0 ]p ∈ U[γ′]p，则存在 U 中起点为

γ′(1)而终点为 γt0(1)的道路 λ，使得 [γt0 ]p = [γ′∗λ]p. 由 γ 的连续性，存在

ε > 0使得 γ(t0 − ε, t0 + ε) ⊂ U . 对于任意 t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)，令 λt为沿着 γ

从 γ(t0)到 γ(t)的道路，则由 U 是基本开集可知 [γt]p = [γt0∗λt]p = [γ′∗λ∗λt]，
即对于任意 t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)都有 f(t) ∈ U[γ′]p . 这就证明了 f 的连续性.

245



3.8 覆叠空间的分类

第六步. ‹X 是单连通的.

设 f : [0, 1] → ‹X 是基点为常值道路同伦类 [γx0 ]p 的任意圈，则 p ◦ f 是 X 中

基点为 x0 的一个圈. 我们想要证明 f 是零伦的. 注意到 p∗ 是单同态，故只需证明

[p ◦ f ]p = p∗([f ]p) = e. 为此，我们在 ‹X 中找一条连接 [γx0 ]p和 [p ◦ f ]p的道路：令

µt : [0, 1]→ X µt(s) := p◦f(st).

则 µt为 X 中起点为 x0的道路，且 µ1 = p ◦ f . 由第五步的断言，

g : [0, 1]→ ‹X, g(t) := [µt]p

是连续映射，从而是 ‹X 中一条从 [γx0 ]p到 [p ◦ f ]p的道路. 我们有

p(g(t)) = p([µt]g) = µt(1) = p ◦ f(t),

即道路 g是圈 p◦f 在 ‹X 中以 [γx0 ]p为起点的提升. 另一方面，根据定义，f 也是 p◦f 的
以 [γx0 ]p为起点的提升. 由道路提升的唯一性，我们有 g(t) = f(t). 于是我们得到

[p◦f ]p = [µ1]p = g(1) = f(1) = [γx0 ]p = e ∈ π1(X,x0).

因此 p◦f 是零伦的，从而 ‹X 是单连通的. □

3.8.2 覆叠空间的分类

在构造了万有覆叠空间以后，下面我们建立 π1(X,x0)的子群和 X 的覆叠空间之间

的一一反序对应. 该理论被称为
::::::::::::::::::::::
覆叠空间的 Galois理论，因为它跟代数中所学的域论中

的
::::::::::::::::::::::
Galois理论的基本定理有很大的相似性：

Galois理论的基本定理：对于给定的域 k 及其有限 Galois扩张 E/k，在介于 k 与

E 的中间域扩张 F 与 Galois群 Gal(E/k)的子群之间有一一反序对应.

覆叠空间的 Galois理论：对于道路连通，局部道路连通且半局部单连通空间X，在

X 的覆叠空间与基本群 π1(X,x0)的子群之间有一一反序对应.

¶具有一般基本群的覆叠空间的存在性

首先我们证明对于 π1(X,x0)的任意子群 H，存在一个以 H 为基本群的覆叠空间：

定理 3.8.4.（一般覆叠空间的存在性）

♥

设X 是道路连通，局部道路连通且半局部单连通空间. 则对于 π1(X,x0)的任意子

群 H ,存在 X 的覆叠空间 p : ‹XH → X 和基点 x̃0 ∈ p−1(x0)使得

p∗(π1(‹XH , x̃0)) = H.

证明 给定 π1(X,x0)的子群 H，我们在所构造的 X 的万有覆叠空间 ‹X 中定义等价关系
[γ]p ∼

H
[γ′]p ⇐⇒ γ(1) = γ′(1)且[γ∗γ̄′]p ∈ H.

因为 H 是一个子群，不难验证这是一个等价关系. 我们定义 ‹XH 为商空间‹XH = ‹X/ ∼
H
,
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并且令 x̃0 ∈ ‹XH 为包含 [γx0 ]p的等价类. 只需要验证

由 [γ]p 7→ γ(1)诱导的自然投射 p : ‹XH → X 是一个覆叠映射.

原因：假设 [γ]p ∼
H

[γ′]p,并且假设 U ⊂ X 是 γ(1)的基本开邻域. 则对于

U 中任意满足 λ(0) = γ(1)的道路 λ, λ∗λ̄在 X 中是零伦的，从而

[γ∗λ∗γ′∗λ]p = [γ∗λ∗λ∗γ′]p = [γ∗γ′]p ∈ H,

即 [γ∗λ]p ∼
H

[γ′∗λ]p. 换言之，邻域 U[γ]p 和 U[γ′]p 在 ‹XH 中是相同的. 因

此由 ‹X 是 X 的一个覆叠空间可知 p是一个覆叠映射.

p∗(π1(‹XH , x̃0)) = H .

原因：令 γ 为 X 中以 x0 为基点的一个圈. 根据定理3.8.3证明的第六步，

γ 在 ‹X 中以 x̃0 = [γx0 ]p 为起点的提升道路 γ̃ 的终点是 [γ]p. 因此这个

提升的道路 γ̃ 在商映射 ‹X → ‹XH 下的像 γ̃H 是 ‹XH 中的圈当且仅当

[γ]p ∼
H

[γx0 ]p,即当且仅当 [γ]p ∈ H . 另一方面，γ̃H 恰好是 γ 在 ‹XH 中的

提升，从而由习题 3.7，γ̃H 是圈当且仅当 [γ]p ∈ p∗(π1(‹XH , x̃0)). 于是结

论得证.

□

¶覆叠空间的同构

在证明了子群H ⊂ π1(X,x0)与X 的覆叠空间之间的对应的存在性后，接下来我们

研究这种对应的唯一性. 我们需要如下定义以区分 X 上不同的覆叠空间.

定义 3.8.5.（覆叠空间同构）

♣

设 p1 : ‹X1 → X 和 p2 : ‹X2 → X 是 X 上的两个覆叠空间.

如果存在一个同胚 h : ‹X1 → ‹X2使得

p1 = p2 ◦ h,

则我们称这两个覆叠空间是同构的（isomorphic），并称映

射 h为一个覆叠空间同构（covering space isomorphism）.

‹X1

p1   @
@@

@@
@@

@
h
≃

// ‹X2

p2~~~~
~~
~~
~~

X

注 3.8.6.
(1) 不难验证同构关系是 X 上所有覆叠空间所构成的集合上的等价关系.

(2) 设 p : ‹X → X 为一个覆叠空间，则

Aut(p) := {h : ‹X → ‹X | h是一个覆叠空间的同构}
在映射的复合下构成了一个群.

定义 3.8.7.（覆叠变换群）

♣

我们称群 Aut(p)为覆叠映射 p : ‹X → X 的覆叠变换群 (covering transforma-

tion group). [该群也被称为该覆叠的 Deck变换群或 Galois群. ]
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3.8 覆叠空间的分类

对于任意纤维 p−1(x)，根据定义覆叠变换群Aut(p)的每个元素都给出了 p−1(x)中

元素的一个置换. 注意由道路提升的唯一性，只要 h ∈ Aut(p)不是恒等映射（且 ‹X
道路连通），则该置换没有不动点.

现在假设 h : ‹X1 → ‹X2 是一个 X 上覆叠空间的同构. 那么对于任意 x0 ∈ X , h是一

个从集合 p−1
1 (x0)到集合 p−1

2 (x0)之间的一一映射. 特别地，如果我们选取 x̃1 ∈ p−1
1 (x0)

并且令 x̃2 = h(x̃1) ∈ p−1
2 (x0),则如下“带标定点的图表”交换：

(‹X1, x̃1)

p1 %%JJ
JJJ

JJJ
JJ

h
≃

// (‹X2, x̃2)

p2yyttt
ttt

ttt
t

(X,x0)

即 p2 ◦ h = p1, p1 ◦ h−1 = p2. 对这两个等式应用基本群的函子性，我们得到

(p1)∗(π1(‹X1, x̃1)) = (p2)∗(π1(‹X2, x̃2)).

这给出了同一个拓扑空间X 上两个覆叠空间之间存在（保基点）同构的必要条件：同构

的覆叠空间对应于 π1(X,x0)中相同的子群.

¶覆叠空间的唯一性

下面我们证明在同构的意义下，具有给定基本群的覆叠空间是唯一的：

命题 3.8.8.（覆叠空间的唯一性）

♠

设X是道路连通且局部道路连通的拓扑空间，那么X的两个道路连通的覆叠空间

p1 : (‹X1, x̃1)→ (X,x0)和 p2 : (‹X2, x̃2)→ (X,x0)之间存在保基点的覆叠空间同构

h : (‹X1, x̃1)→ (‹X2, x̃2)当且仅当

(p1)∗(π1(‹X1, x̃1)) = (p2)∗(π1(‹X2, x̃2)).

证明 刚才已经证明了必要性，下证充分性，即如果条件成立，那么存在一个覆叠空间的

同构 h : (‹X1, x̃1)→ (‹X2, x̃2). 由提升存在性的判别准则，我们可以将 p1提升为一个连续

映射 p̃1 : (‹X1, x̃1)→ (‹X2, x̃2)，使得

p1 = p2 ◦ p̃1.

类似地，我们将 p2提升为连续映射 p̃2 : (‹X2, x̃2)→ (‹X1, x̃1)，使得

p2 = p1 ◦ p̃2.

由提升的唯一性，我们得到

p̃1 ◦ p̃2 = Id‹X2
且 p̃2 ◦ p̃1 = Id‹X1

.

因此 p̃1就是我们所寻找的覆叠同构. □
特别地，我们得到：对于任意道路连通，局部道路连通且半局部单连通空间，其万

有覆叠空间在同构的意义下是唯一的.
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¶覆叠空间的分类

结合定理3.8.4和命题3.8.8，我们得到

定理 3.8.9.（带基点覆叠空间的分类定理）

♥

设 X 为道路连通，局部道路连通且半局部单连通拓扑空间. 那么对应关系

(‹X, x̃0) ↭ p∗(π1(‹X, x̃0)).
给出了集合

{道路连通覆叠空间 p : (‹X, x̃0)→ (X,x0)在保基点同构下的同构类}

与集合

{π1(X,x0)的子群}

之间的一个一一对应，且该对应是反序的，即如果 p1 : (‹X1, x̃1) → (X,x0) 和

p2 : (‹X2, x̃2)→ (X,x0)是 X 的两个道路连通覆叠空间，则

(p1)∗(π1(‹X1, x̃1)) ⊂ (p2)∗(π1(‹X2, x̃2))

当且仅当存在一个覆叠映射 p3 : (‹X1, x̃1)→ (‹X2, x̃2)使得 p1 = p2 ◦ p3.

我们还可以忽略对应中的基点，此时我们有

定理 3.8.10.（无基点的覆叠空间分类定理）

♥

设 X 是道路连通，局部道路连通且半局部单连通的拓扑空间. 那么集合

{道路连通覆叠空间 p : ‹X → X 的同构类}

和集合

{π1(X,x0)的子群的共轭类}

之间存在一一对应.

证明 由习题 3.7，对于一个覆叠空间 p : (‹X, x̃0) → (X,x0), 如果我们将基点从 x̃0 变为

x̃1 ∈ p−1(x0),两个子群 p∗(π1(‹X, x̃0))和 p∗(π1(‹X, x̃1))是彼此共轭的.

另一方面，假设我们给定任意子群 H = p∗(π1(‹X, x̃0)) 和任意 H ′ = g−1Hg, 其中

g = [γ]p ∈ π1(X,x0). 我们令 γ̃ 为 γ 的以 x̃0为起点的提升，并且记 x̃1 = γ̃(1) ∈ p−1(x0)，

则不难证明 p∗(π1(‹X, x̃1)) = g−1Hg. □
作为覆叠空间分类定理的推论，我们可以说明为什么万有覆叠空间是“万有”的:

推论 3.8.11.（万有覆叠的万有性）

♥

如果 “X 是 X 的一个万有覆叠空间，并且 ‹X 是 X 的任意覆叠空间，那么 “X 是 ‹X
的 (万有)覆叠空间.

¶在代数中的应用：Nielsen-Schreier定理

应用覆叠空间理论及图的基本群的结论，可以给出如下代数定理的简单拓扑证明：
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定理 3.8.12.（Nielsen-Schreier定理）

♥自由群的任意子群都是自由群.

证明 [概要]设 F 是自由群，而H 是它的一个子群. 取一个线性图 G使得 π1(G) ' F.可
以验证 G道路连通，局部道路连通且半局部单连通. 因此存在覆叠空间 p : ‹G → G使得

π1(‹G, ẽ) ' H.但 ‹G也是线性图，故 π1(‹G)是自由群.（参见Munkres的书 §83和 §84.）□

¶应用：寻找所有的覆叠空间

由分类定理，我们可以通过基本群得到一个拓扑空间的所有覆叠空间.

例 3.8.13. 因为
π1(RPn × RPm) ' Z2 ⊕ Z2 = {e, a} ⊕ {e, b}

的子群为

{e}, {e, a}, {e, b}, {e, ab},Z2 ⊕ Z2.

所以 RPn × RPm全部的覆叠空间是：

Sn × Sm, RPn × Sm, Sn × RPm, RPn × RPm, Sn × Sm/(v, w) ∼ (−v,−w).
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第 4章 几何拓扑中的几个重要定理

4.1 Brouwer不动点定理

4.1.1 Brouwer不动点定理

¶ Brouwer不动点定理

在第 3.6节我们证明了二维 Brouwer1不动点定理，即任意连续映射 f : D → D都有

一个不动点,其中 D 是 R2 中闭圆盘. 下面我们要证明任意维数的 Brouwer不动点定理.2

该定理是数学中最重要的存在性定理之一，并在微分方程、泛函分析、经济学、博弈论

等领域有着广泛的应用. 事实上，随着人们证明越来越多的不动点定理，目前不动点定

理已经发展成数学的一个分支.

我们记 Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1}以及 Bn = {x ∈ Rn : |x| ⩽ 1}.

定理 4.1.1.（Brouwer不动点定理）

♥对于任意连续映射 f : Bn → Bn,存在 p ∈ Bn使得 f(p) = p.

由习题 3.3中我们知道，Brouwer不动点定理蕴含了任意 Sn（n ≥ 1）是不可缩的.

注 4.1.2.
(1) 对于拓扑空间X，如果任意连续映射 f : X → X 都有一个不动点，则我们称X 具

有不动点性质（fixed point property）. 显然，不动点性质是一个拓扑性质. 因此任

意同胚于 Bn的拓扑空间 X 都有不动点性质.

(2) 显然，以下空间都没有不动点性质：

平面圆环 Ar,R = B(R) \B(r)（考虑旋转映射）,它不是单连通的，

Sn (考虑对径点映射)，它是单连通的但却不可缩，

开球 Bn（考虑往边界上一点的“收缩”映射），它是可缩的但却非紧.

在 1932年 Borsuk猜想任意紧可缩区域都有不动点性质，但是 1953年 Kinoshita给

出了一个反例.

Brouwer不动点定理有多种证明. Brouwer原始的证明是基于映射度的概念，而对于

一般连续映射定义映射度往往需要代数拓扑中的同调理论. 该证明将在代数拓扑课程中

介绍，而本书中尚未建立起相关的工具. 该定理还可以用组合学的 Sperner 引理予以证

1布劳威尔（L. E. J. Brouwer，1881-1966），荷兰数学家、哲学家，在拓扑学、集合论、测度论、复分析等领域有突
出贡献，被誉为二十世纪最杰出的数学家之一. 布劳威尔在拓扑学方面的主要贡献是我们本节即将证明的不
动点定理以及区域/维数不变性定理，以及下一节将要提到的 Jordan曲线定理的高维推广即 Jordan-Brouwer
定理. 有意思的是，虽然 Brouwer 是是数学哲学领域直觉主义流派的创始人，坚持数学对象必须可以构造，
并不承认排中律，但他关于 Brouwer不动点定理的证明却并非构造性的. （事实上，在进一步发展他的直觉
主义观点之后，Brouwer本人已经开始否定自己关于不动点定理的证明. ）

2该定理 n = 3 的情况最早是在 1904 年由拉脱维亚数学家 P. Bohl 证明，但他的文章没有引起注意. 后来在
1909年由 Brouwer再次给出了 n = 3时的证明. 在 1910年，Hadamard首次证明了一般情形，同年 Brouwer
采用不同的方法证明了该定理. Brouwer方法的创新性在于他系统性地应用了来自代数拓扑的工具.



4.1 Brouwer不动点定理

明. 下面我们将给出基于“微分拓扑”的证明. 这个证明最早是由 J. Milnor3给出的，后被

Rogers简化过. 其证明思路是:

首先证明一个“简单”版本，即该定理对光滑映射成立.

然后通过逼近定理将连续映射约化到光滑映射的情形.

我们在本书中选用这个证明的原因有两条：第一、我们希望通过这个证明，介绍拓扑学

的另一个分支即“微分拓扑”的基本思想；第二、这个证明是一个纯“初等”的证明（即

不涉及到高深的工具），而在（本定理以及下个定理）证明中我们将看到在本书前半部分

所学的点集拓扑知识是如何应用的.

¶光滑性的优势

通常对于光滑映射证明一个定理要比对连续映射证明该定理要简单很多，因为我们

有一个非常强有力的工具：
:::::
微分（即

:::::::::
线性逼近).

回顾一下：如果 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm是开集且

f = (f1, · · · , fm) : U → V

是一个 C1映射,那么 f 在 x ∈ U 处的微分 dfx是一个线性映射

dfx =

Å
∂fi
∂xj

(x)

ã
1⩽i⩽m
1⩽j⩽n

: Rn → Rm,

~v 7→ dfx(~v) =

Å
∂fi
∂xj

ã
~v =

Å∑
j

∂f1
∂xj

vj , · · · ,
∑
j

∂fm
∂xj

vj

ãT
.

在数学分析中我们已经看到了

d(f ◦ g)x = dfg(x) ◦ dgx,

d(IdU )x = IdRn .

因此微分 d是一个从“对象为（带标定点的）欧氏空间区域、态射为 C1映射的范畴”到

“对象为线性空间、态射为线性映射的范畴”的函子. 为了直观地看到微分的优势，我们

用微分的函子性来证明（这不过是再次证明“函子把等价的对象变为等价的对象”）

定理 4.1.3.（维数不变性定理，光滑版本）

♥

令 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm为开集. 如果m 6= n,那么不存在 C1微分同胚 f : U → V a.

a如果 f 是可逆的 C1映射且 f−1也是 C1的，则我们称它是一个 C1微分同胚（C1 diffeomorphism）.

证明 假设 f : U → V 是一个 C1 微分同胚. 通过取微分我们得到线性映射, dfx : Rn →
Rm和 (df−1)f(x) : Rm → Rn.由函子性，

f ◦ f−1 = IdV =⇒ dfx ◦ df−1
f(x) = IdRm

f−1 ◦ f = IdU =⇒ df−1
f(x) ◦ dfx = IdRn .

因此线性映射 dfx和 df−1
f(x)互为逆映射,从而m = n. □

3米尔诺（John Milnor, 1931-），杰出的美国数学家，主要研究微分拓扑，K理论和动力系统，先后获得过菲
尔兹奖 (1962)、沃尔夫奖 (1989)、阿贝尔奖 (2011). 他在 1956年发现具有非标准微分结构的七维怪球，从此
微分拓扑开始作为拓扑学的一个独立分支蓬勃发展.

252



4.1 Brouwer不动点定理

在数学分析中我们学过，微分还有一个非常重要的性质，即反函数定理，我们可以

粗略地把它解释为函子 d具有很高的“保真性”：

定理 4.1.4.（反函数定理）

♥

若 U ⊂ Rn是开集，f : U → Rn是 C1映射，且 dfx是可逆线性映射，则存在 x的

邻域 Ux ⊂ U 以及 f(x)的邻域 Vx使得 f : Ux → Vx是微分同胚.

一般地，若对于任意 x ∈ U，都存在 x 的邻域 Ux ⊂ U 以及 f(x) 的邻域 Vx 使得

f : Ux → Vx 是微分同胚，则我们称 f 是一个局部微分同胚（local diffeomorphism）. 由

定义易知任意局部微分同胚都是开映射，作为推论，我们马上得到

推论 4.1.5.（区域不变性，光滑版本）

♥

若 U ⊂ Rn 是开集，f : U → Rn 是 C1 映射，且对于任意 x ∈ U，dfx 是可逆线性
映射，则 f 是开映射.

一个自然的问题是：什么时候局部微分同胚是一个整体微分同胚？我们有

命题 4.1.6.（双射 +局部微分同胚 =⇒微分同胚）

♠

若 C1 映射 f : U → V 在任意 x附近都是局部微分同胚，且 f 是双射，则 f 是微

分同胚.

证明是显然的：为了证明 f−1是 C1映射，只需证明它在任意 f(x)附近是 C1映射，

而这是由反函数定理保证的. 细节留作习题.

¶从“无光滑收缩”到 Brouwer的不动点定理

下面我们证明 Brouwer 不动点定理. 在证明之前让我们重温我们在第 3.6 节给出的

n = 2时 Brouwer不动点定理的论证，该定理的整个证明分三步：

(1) 首先我们证明 π1(S
1) ∼= Z,

(2) 其次我们证明 π1(S
1) 6= {e} =⇒“不存在收缩映射 r : D → S1”，

(3) 最后我们证明“不存在收缩映射 r : D → S1”=⇒ Brouwer不动点定理（n = 2）.

前两步跟基本群有关，显然无法用在高维，因为我们已经知道当n ≥ 2时有 π1(S
n) = {e}.

但第三步跟维数关系不大，我们回顾一下：

如果对于任意 p ∈ D 都有 f(p) 6= p,那么存在一个收缩映射 r : D → S1，其

表达式如下

r(p) = p+ λ(p)(p− f(p)).

如果作进一步的计算，我们不难得到

λ(p) =
−p · (p− f(p)) +

[
(p · (p− f(p)))2 + |p− f(p)|2(1− |p|2)

] 1
2

|p− f(p)|2
.

关键的观察:

对于任意维数，可以用同样的方法构造 r，且 λ(p)具有相同表达式.
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4.1 Brouwer不动点定理

上式分子 [· · · ]
1
2 中的项是正的，从而如果 f 是 C1的，则映射 r : D → S1是 C1的.

于是重复该论证，我们得到

结论 1 ：若不存在从 Bn到 Sn−1的 C1收缩，则任意 C1映射 f : Bn → Bn有不动点.

接下来我们通过用光滑映射逼近连续映射的方法，证明

结论 2 ：若任意 C1映射 f : Bn → Bn有不动点，则任意连续映射 f : Bn → Bn有不动点.

证明 令 f : Bn → Bn 为连续映射. 由 Stone-Weierstrass定理，对于任意 l ∈ N存在一个

光滑映射 (实际上可取为“多项式”) pl : Bn → Rn使得

|pl(x)− f(x)| <
1

l
, ∀x ∈ Bn.

这样得到的 pl 的像集可以落在单位球的外面，但是我们可以通过定义

fl :=
l

l + 1
pl

将其收缩至单位球内. 于是 fl : Bn → Bn是 C1的，且 fl 在 Bn上一致收敛到 f .

根据条件，对于任意的 l, 存在 xl ∈ Bn 使得 fl(xl) = xl. 取一个收敛子列满足

xli → x0,我们得到

f(x0) = lim
i→∞

fli(xli) = lim
i→∞

xli = x0.

于是结论得证. □
由结论 1 和结论 2，我们把 Brouwer 不动点定理化归为如下光滑版本的“无收缩定

理”：

定理 4.1.7.（无光滑收缩）

♥不存在 C1映射 f : Bn → Sn−1使得 f |Sn−1 = Id.

¶无光滑收缩：证明

下面我们证明“无光滑收缩”定理。其证明思路如下：假设存在一个光滑收缩 f . 因

为 Bn 是凸集，我们可以找到一个具体的 C1-同伦 ft 连接恒等映射 Id 和收缩映射 f .

为了找到矛盾，我们需要仔细研究某个在该同伦下变化的量. 例如，我们可以研究体积

Vol(ft(Bn))的变化. 一方面当 t = 1上我们有 Vol(f1(Bn)) = 0. 另一方面当 t很小时 ft

“接近于”f0 = Id，我们可以想象此时 Vol(ft(Bn)) ≡ Vol(Bn). 不过 Vol(ft(Bn))跟 t的

依赖关系并不明确. 因此我们可以先假装 ft 是微分同胚，并应用积分的换元公式，改而

研究 F (t) =
∫
Bn det(dft)xdx.

【无光滑收缩定理的证明】

证明 假设存在一个 C1映射 f : Bn → Sn−1使得

f |Sn−1 = Id.

对于 t ∈ [0, 1],我们令 ft : Bn → Bn 为如下连接恒等映射 IdBn 和 f (视为到 Bn 的映射)

的同伦,

ft(x) = (1− t)x+ tf(x) = x+ t(f(x)− x) =: x+ tg(x).
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4.1 Brouwer不动点定理

为了研究这一族映射的微分关于 t的变化并最终导出矛盾,我们定义

F : [0, 1]→ R, F (t) =

∫
Bn

det(dft)x dx =

∫
Bn

det(I + tdgx) dx.

由线性代数, F 是关于 t ∈ [0, 1]的一个
:::::::
多项式.

一方面，在 t = 1时我们有

f1(x) = f(x) ∈ Sn−1, ∀x ∈ Bn.

因此对于任意 x ∈ Bn，以及任意 |~v| < 1− |x|（从而 x+ t~v ∈ Bn），我们有

2〈(df1)x~v, f1(x)〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈f1(x+ t~v), f1(x+ t~v)〉 = d

dt

∣∣∣∣
t=0

1 = 0.

于是

Im((df1)x) ⊂ f1(x)⊥ = {u ∈ Rn | u⊥f1(x)}.

这说明 rank((df1)x) ⩽ n− 1,从而 det((df1)x) = 0, ∀x ∈ Bn.故

F (1) =

∫
Bn

det(df1)x dx = 0,

另一方面,由于 f0|Bn = Id,我们有理由猜测

断言: ∃t0 > 0使得对于 0 ⩽ t ⩽ t0, ft : Bn → Bn是一个 C1-微分同胚.

我们首先假设这个断言是成立的. 由变量代换公式，

F (t) =

∫
ft(Bn)

dx = Vol(Bn), ∀t ∈ [0, t0].

因此 F 是一个在区间 [0, t0] 上为常值的多项式. 于是由例3.1.7或者由代数基本定理，F

必然对所有的 t ∈ [0, 1]都恒等于该常值. 特别地，

F (1) = Vol(Bn) > 0,

从而得到矛盾. □
【断言的证明】

证明 记 g(x) = f(x)− x，则 ft(x) = x+ tg(x).

我们首先证明存在 t1 > 0 使得 ft 在 t ∈ [0, t1] 上是单射. 假设存在 x1 6= x2, 使得

ft(x1) = ft(x2),则

|x1 − x2| = t|g(x1)− g(x2)|.

由于 f 是 C1的，g同样是 C1的. 因此存在 C > 0使得

|g(x1)− g(x2)| ⩽ C|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ Bn.

由此可得

|x1 − x2| ⩽ Ct|x1 − x2|.

因为 x1 6= x2，所以我们得到 t ≥ t1 := 1
C . 换言之，如果t < t1, 那么ft 是 单射.

接着我们证明存在 t2 > 0使得 ft在 t ∈ [0, t2]上是满射. 因为 det(dft)关于 t是连续

的，且 det(df0) = 1,所以存在 t2 > 0使得

det(dft) > 0, ∀t ∈ [0, t2].

于是由定理4.1.4以及推论4.1.5，当 t ∈ [0, t2]时映射 ft : B
n → Rn 是局部微分同胚，从
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4.1 Brouwer不动点定理

而是开映射. 特别地，

Gt := ft(B
n)

是开集. 下面我们证明当 t < t2 时，Gt = Bn. 我们再次运用反证法，假设 Gt 6= Bn.取

y0 ∈ ∂Gt ∩Bn.取 xl ∈ Bn使得 ft(xl)→ y0.由 Bn的紧性,存在一个子列

xli → x0 ∈ Bn.

由 ft 的连续性, ft(x0) = y0. 由于 Gt 是开集，y0 /∈ Gt. 从而我们必然有 x0 /∈ Bn, 即

x0 ∈ Sn−1.因此我们有

y0 = ft(x0) = x0 ∈ Sn−1.

这与 y0 ∈ Bn矛盾.

最后取 t0 = min{t1, t2}.则我们已经证明了当 t ∈ [0, t0]时 ft是双射且是局部微分同

胚，所以由命题4.1.6，对于任意 t ∈ [0, t0]，ft是一个 C1的微分同胚. □

¶ Brouwer不动点定理：第二种形式

下面我们给出 Brouwer不动点定理的另一种被广泛应用的形式：

定理 4.1.8.（Brouwer不动点定理，第二形式）

♥令K ⊂ Rn为非空的紧凸集. 那么任意连续映射 f : K → K 都有一个不动点.

证明思路如下 (细节留作习题)：通过平移，我们可以假设 0 ∈ K.令 V = spanRK.那

么 V 是 Rn 的一个子空间,因此存在 m使得 V ' Rm. 此外, K ⊂ V 不位于 V 中任何真

超平面，因此K 有非空内点. [这个事实需要证明.] 从而由K 的凸性得到K ' Bm.

¶在无穷维的 Brouwer不动点：一个反例

一个自然的问题是：Brouwer不动点定理对于无穷维空间是否成立?

例 4.1.9. 考虑 l2-空间

X = l2 = {(a1, a2, · · · )|
∞∑
i=1

a2i < +∞}.

在第 1.1节中，我们已经看到了 X 是度量空间，其度量为

d((ai), (bi)) =

Ã
∞∑
i=1

(ai − bi)2.

记 l2中的单位球为 B = B(0, 1). 考虑映射

f : B → B, a = (a1, a2, · · · ) 7→ (
»

1− ‖a‖22, a1, a2, · · · ).

那么 f 是连续的，因为当 d(a, b)→ 0我们有

[d(f(a), f(b))]2 = (
»

1− ‖a‖22 −
»
1− ‖b‖22)

2 + ‖a− b‖22 → 0.

然而, f 没有不动点：如果 f(a) = a,那么

a1 = a2 = · · · =
»
1− ‖a‖22,
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4.1 Brouwer不动点定理

而这组方程无解.

¶ (阅读材料)无穷维版本的不动点定理：Schauder不动点定理

以上论证表明不动点定理的原始形式在无穷维空间中不成立. 一个原因在于：l2 闭

单位球是非紧的. 不过，1930年 J. Schauder 4证明了不动点定理的第二形式 (其中我们用

紧凸集取代闭单位球)在无穷维空间中成立：

定理 4.1.10.（Schauder不动点定理）

♥令 ∅ 6= K 为赋范向量空间 V 中的紧凸集. 则任意连续映射 f : K → K 有不动点.

证明 因为 K 是度量空间中的紧集，对于任意 ε > 0 可以找到一个 K 的有限的 ε-网

{x1, · · · , xn}. 对于任意 x ∈ K 和 1 ⩽ i ⩽ n我们定义

ρi(x) =

 0, d(x, xi) > ε,

ε− d(x, xi), d(x, xi) ⩽ ε.

显然每个 ρi是连续的，并且对于任意的 x ∈ K,存在 i使得 ρi(x) > 0.于是映射

ρε : K → K, x 7→

n∑
i=1

ρi(x)xi

n∑
i=1

ρi(x)

是良定的 (这里我们用K 的凸性)，连续的，且满足

d(ρε(x), x) < ε, ∀x ∈ K

因为 ρε(x)是这些位于 B(x, ε)的 xi的凸组合. 现在对于每个 n,考虑有限维线性空间

Vn = span{x1, · · · , xn} ⊂ V.

记

Kε = conv(x1, · · · , xn)

为 x1, · · · , xn 的 (闭)凸闭包，则 Kε ⊂ Vn 是非空紧凸集,并且 fε = ρε ◦ f : Kε → Kε 是

连续的. 因此存在 xε ∈ Kε ⊂ K 使得 fε(xε) = xε.这蕴含着

d(xε, f(xε)) = d(fε(xε), f(xε)) = d(ρε(f(xε)), f(xε)) < ε

从而

inf{d(x, f(x))|x ∈ K} = 0.

因为K 是紧集，上述最小值是可以取到的，即存在 x0使得 f(x0) = x0. □

4.1.2 Browwer区域不变性定理

¶ Brouwer的区域不变性和维数的拓扑不变性.

作为 Brouwer不动点定理的应用，我们可以去掉定理4.1.3中的光滑性假设，证明

4绍德尔（Juliusz Schauder，1899-1943），波兰数学家，波兰利沃夫学派重要成员，主要研究泛函分析及相关
领域，以 Schauder不动点定理、Schauder基、Leray-Schauder原理而闻名. 二战期间受纳粹迫害而亡.
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4.1 Brouwer不动点定理

定理 4.1.11.（维数的拓扑不变性）

♥令 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm为开集. 如果m 6= n,那么 U 6' V.

虽然这个定理看起来很显然，但它的证明并不容易. 这个定理首先由 Brouwer证明.

事实上，他证明了下面这个更强的定理：

定理 4.1.12.（Brouwer区域不变性定理）

♥如果 U ⊂ Rn是开集，并且 f : U → Rn是连续单射，那么 f 是开映射.

注 4.1.13. 相比于推论4.1.5，这个定理的条件是非常若的. 注意这个定理在 n = +∞时
失效. 例如，如果我们取

f : l2 → l2, (a1, a2, · · · ) 7→ (0, a1, a2, · · · ),

那么 f 是连续单射，但是 f(l2)不是 l2中的开集.

【Brouwer区域不变性 =⇒维数的拓扑不变性】
证明 假设存在一个同胚 f : U → V . 不妨设 n > m (否则考虑 f−1). 令

i : Rm → Rn, i(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0).

那么连续单射

i ◦ f : U → Rm ↪→ Rn

的像集包含于一个真子空间，从而不是开集. 这与 Brouwer区域不变性定理矛盾. □

¶ Brouwer区域不变性定理：局部版本及其证明

因为开集是一个局部条件，并且开集的平移和伸缩仍然是开集，因此只要证明以下

局部版本就能得到 Brouwer区域不变性定理.

定理 4.1.14.（Brouwer区域不变性定理，局部版本）

♥令 f : Bn → Rn为连续单射. 那么 f(0)位于 f(Bn)的内部.

下面我们证明“局部 Brouwer区域不变性定理”. 其证明思路是：假设 f(0)不是一

个内点，即 f(Bn)以外存在任意接近 f(0)的点. 为了导出矛盾，我们将构造一个连续映

射 h : f(Bn)→ Rn，使得

(1) h“接近于 f−1”：对于任意 x ∈ Bn，都有 |x− h(f(x))| ⩽ 1.

(2) h ◦ f 没有零点.

由 (1)，我们得到一个连续映射

Id− h ◦ f : Bn → Bn, x 7→ x− h(f(x)),

而由 (2)，该映射没有不动点，从而得到矛盾！为了构造这样的 h，我们首先构造一个非

常接近于 f−1的连续映射,然后扰动它使得它在 f(Bn)上没有零点.

【局部 Brouwer区域不变性定理的证明】
证明 假设 f(0) 不是 f(Bn) 的内点. 那么对于任意 ε > 0 (我们将会在稍后选取), 存在
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c ∈ Rn \ f(Bn)使得 |c− f(0)| < ε.记

Σ1 = {y ∈ f(Bn) : |y − c| ⩾ ε}, Σ2 = {y ∈ Rn : |y − c| = ε}.

那么 Σ := Σ1 ∪ Σ2是紧集，并且 f(0) /∈ Σ.

根据假设, f : Bn → f(Bn)是一个从紧集到 Hausdorff集的可逆连续映射. 因此 f 是

一个同胚，即它有一个连续逆 f−1 : f(Bn) → Bn. 因为 f(Bn) 是紧集，从而也是闭集，

根据 Tietze扩张定理,存在一个连续映射 g : Rn → Rn使得在 f(Bn)上有

g = f−1.

由以上构造,

f(0) /∈ Σ1 且 Σ1 ⊂ f(Bn).

因此在 Σ1上 g 6= 0. 由 g的连续性和 Σ1的紧性,存在 0 < δ < 1
2 使得

|g(y)| ⩾ δ, ∀y ∈ Σ1.

由 Stone-Weierstrass定理，存在“多项式映射”p : Rn → Rn使得

|p(y)− g(y)| < δ

2
, ∀y ∈ Σ.

特别地，对于所有的 y ∈ Σ1, p(y) 6= 0. 然而, p在 Σ2上可能为 0. 为了解决这个问题，我

们需要轻微地“扰动 p”.

事实 1. 存在 a0 ∈ B(0, δ2)使得 a0 /∈ p(Σ2).

假设这一点正确. 我们定义 p̃ = p− a0,那么在 Σ上有 p̃ 6= 0,这是由于

|p̃(y)− g(y)| < δ ⇒ p̃(y) 6= 0, ∀y ∈ Σ1.

由构造，对于 y ∈ Σ2, p̃(y) 6= 0.

因为仍然可能存在一些 f(Bn)中的点不在 Σ中，我们定义

Φ : f(Bn)→ Σ, y 7→

 y, |y − c| ⩾ ε,
c+ ε y−c|y−c| , |y − c| ⩽ ε.

因为 c /∈ f(Bn),所以 Φ是良定的，并且是连续的. 因此若我们令

h : f(Bn)→ Rn, y 7→ p̃(Φ(y)),

则 h是连续的，并且 h(y) 6= 0, ∀y ∈ f(Bn). 另一方面，我们将证明

事实 2. 我们有 |h(f(x))− x| ⩽ 1, ∀x ∈ Bn.

我们依然先假定事实 2成立. 于是我们得到一个没有不动点的连续映射 Id − h ◦ f :

Bn → Bn，从而得到矛盾！这样就完成了定理的证明. □
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最后我们证明事实 1和事实 2.

【事实 1的证明】
证明 [测度论的证明.] 因为 p是一个多项式，它是 C1的. 因此 ∃A > 0使得

|p(y1)− p(y2)| ⩽ A|y1 − y2|

对于任意的 y1, y2 ∈ B(c, 2ε)成立. 于是对于任意箱体

B := [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ B(c, 2ε),

我们有

Vol(p(B)) ⩽ AnVol(B).

另一方面，我们能够用很多箱体 B1, · · · , Bm覆盖 Σ2 = ∂B(c, ε),且使得

Vol(B1) + · · ·+Vol(Bm) ⩽
1

An
· 1
2
Vol(B(0,

δ

2
)).

于是我们可以得到结论

Vol(p(Σ2)) ⩽
1

2
Vol(B(0,

δ

2
)).

因此，存在 a0 ∈ B(0, δ2)使得 a0 /∈ p(Σ2). □
[注意，同理可知，不存在光滑的“Peano曲线”.]

【事实 2的证明]

证明 我们固定一个足够小的 ε使得

|y − f(0)| < 2ε =⇒ |g(y)| = |g(y)− g(f(0))| < 1

4
.

根据定义，

|p̃(y)− g(y)| < δ, ∀y ∈ Σ.

如果 y = f(x) ∈ Σ1,那么

|h(f(x))− x| = |p̃(Φ(f(x)))− g(f(x))| = |p̃(f(x))− g(f(x))| < δ <
1

2
.

如果 y = f(x) /∈ Σ1,即 |y − c| < ε,我们有：

|g(y)| < 1
4 是因为 |y − f(0)| ⩽ |y − c|+ |c− f(0)| < 2ε,

|g(Φ(y))| < 1
4 是因为 |Φ(y)− f(0)| ⩽ |Φ(y)− c|+ |c− f(0)| < 2ε,

从而

|h(f(x))− x| = |h(y)− g(y)|

⩽ |p̃(Φ(y))− g(Φ(y))|+ |g(Φ(y))− g(y)| < δ +
1

4
+

1

4
< 1.

这就是我们所需要的. □

¶拓扑流形

我们回顾一下拓扑流形的定义：
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定义 4.1.15.（拓扑流形）

♣

如果 X 是第二可数的 Hausdorff空间，且满足
:::::::::::
局部欧条件，即

对于任意 x ∈ X，都存在 x开邻域 Ux ⊂ X，Rn中的开集 Vx ⊂ Rn以及同胚

映射 ϕx : Ux → Vx,

则我们称 X 是一个 n 维拓扑流形（topological manifold of dim n），并称三元组

(ϕx, Ux, Vx)为 x处的一个坐标卡（coordinate chart）.

类似地我们可以定义

定义 4.1.16.（带边拓扑流形）

♣

(1) 如果 X 是第二可数的 Hausdorff空间，且满足
::::::::::::::::::::::
带边版本的局部欧条件，即

对于任意 x ∈ X，都存在 x开邻域 Ux ⊂ X，开集

Vx ⊂ Rn+ = {(x1, · · · , xn)|xn ⩾ 0},

以及同胚映射 ϕx : Ux → Vx,

则我们称 X 是一个 n维带边拓扑流形（topological manifold with boundary of

dim n），并称三元组 (ϕx, Ux, Vx)为 x处的一个坐标卡（coordinate chart）.

(2) 若 X 是一个 n 维带边拓扑流形，且存在 x 处的坐标卡 (ϕx, Ux, Vx) 使得

ϕx(x) = (x1, · · · , xn−1, 0)，则我们称 x是 X 的一个边界点 (boundary point).

X 的所有边界点的集合记为 ∂X，称为带边流形 X 的边界（boundary）.

根据区域不变性定理，可以证明（留作习题）

n维拓扑流形及 n维带边拓扑流形的维数 n是良定的.

带边拓扑流形的一个点“是否是边界点”不依赖于坐标卡的选取.

我们知道，拓扑流形都是局部紧的，仿紧的，局部道路连通的，半局部单连通的，可

度量化的并且能够嵌入到高维欧式空间. 下面是一些简单的例子：

例 4.1.17.
(1) Sn，Bn，Rn，RPn都是 n维流形. Bn, [0, 1]n都是 n维带边流形.

(1) 两个拓扑流形的乘积依然是拓扑流形，维数是两个流形维数之和.

(1) 两个 n-维拓扑流形的连通和仍然是一个 n-维拓扑流形.

(1) S2 ∨ S1不是一个拓扑流形. S1 ∨ S1也不是.

在接下来的几节，我们主要研究一维、二维（带边或不带边）拓扑流形.
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4.2 Jordan曲线定理

4.2.1 弧和 Jordan曲线

¶弧和 Jordan曲线

最简单的 1维紧流形是 S1,最简单的 1维紧带边流形是 [0, 1].

定义 4.2.1.（弧与 Jordan曲线）

♣

(1) 我们称同胚于 [0, 1]的拓扑空间为简单弧（simple arc）或 Jordan弧（Jordan

arc）.

(2) 我们称同胚于 S1 的拓扑空间为简单闭曲线（simple closed curve）或 Jordan
曲线（Jordan curve）.

定义中“简单”表示无自交. 注意弧 (arc)、曲线 (curve)和道路 (path)、圈 (loop)的区

别：弧、曲线是几何对象 (点集)，而道路、圈是分析对象 (映射).

我们主要研究 R2或 S2(或曲面)中的弧和曲线. 我们从三个简单的观察开始：

命题 4.2.2.（补集的连通分支）

♠

设 γ 为 R2中的一条简单弧或简单闭曲线. 那么

(1) R2\γ 恰好有一个无界连通分支.

(2) R2\γ 的连通分支就是 R2\γ 中的道路连通分支.

(3) 对于 R2\γ 的任意连通分支 A,我们有 ∂A ⊂ γ.

证明 (1)因为 γ是紧的，所以存在R > 0使得 γ ⊂ B(0, R). 于是连通集B(0, R)c ⊂ R2\γ.
(2)因为 γ是紧的，它必然是闭的，从而 R2\γ是 R2中的开集. 由命题3.2.7，它的连

通分支都是道路连通的.

(3)如果 x 6∈ γ,那么 x ∈ R2\γ,从而存在 ε > 0使得 B(x, ε)包含于 R2\γ 的一个连
通分支. 因此 x不在 R2 \ γ 的任何一个连通分支的边界上. 特别地, x 6∈ ∂A. □

¶弧不分割性质

一般地，对于一个连通拓扑空间X 以及子空间 A，如果X \A是不连通的，则我们
称 A分割 X(A separates X). 我们首先证明平面上的简单弧无法分割平面：

定理 4.2.3.（弧不分割定理）

♥对于任意简单弧 C ⊂ R2, R2 \ C 是连通的.

证明 设 C ⊂ R2 为简单弧. 假设 R2 \ C 是不连通的. 根据命题4.2.2(1), R2 \ C 至少有一
个有界连通分支 A. 取任意 x0 ∈ A. 取 r > 0充分大使得 C ⊂ B(x0, r).

事实. 存在一个收缩映射 f : B(x0, r) −→ C.

原因: 根据简单弧的定义，存在一个同胚 ϕ : [0, 1] −→ C. 考虑映射 ϕ−1 :

C −→ [0, 1]. 根据 Tietze扩张定理，存在连续映射 g : B(x0, r) −→ [0, 1]使得
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4.2 Jordan曲线定理

在 C 上有 g = ϕ−1. 现在令 f 为复合映射

f = ϕ ◦ g : B(x0, r)
g−→ [0, 1]

φ−→ C.

那么 f 是连续的，并且在 C ⊂ B(x0, r)上有 f = Id.

注意到由 r的选取方式, A ⊂ B(x0, r). 我们通过以下方式定义 h : B(x0, r) −→ B(x0, r),

h(x) =

 f(x), x ∈ A,
x, x ∈ Ac ∩B(x0, r).

则 h在 A和 Ac ∩B(x0, r)上都是连续的. 由命题4.2.2(3),交集

A ∩ (Ac ∩B(x0, r)) = ∂A ∩B(x0, r) = ∂A

是 C 的一个子集. 因此 x ∈ ∂A ∩B(x0, r)时 f(x) = x,于是 h在 B(x0, r)上连续. 此外,

x0 /∈ h(A) 且 x0 /∈ h(Ac ∩B(x0, r)) = Ac ∩B(x0, r).

因此 h事实上是一个映到 B(x0, r) \ {x0}的连续映射

h : B(x0, r) −→ B(x0, r) \ {x0}.

将 h与标准的收缩映射

h1 : B(x0, r) \ {x0} −→ ∂B(x0, r), x 7→ x0 + r
x− x0
|x− x0|

复合，我们得到一个连续映射

h̃ = h1 ◦ h : B(x0, r) −→ ∂B(x0, r).

因为当 x ∈ ∂B(x0, r)时 h(x) = x，所以此时 h̃(x) = x，即 h̃是一个收缩映射，矛盾. □
通过类似的论证，可以证明上述定理的高维版本：

定理 4.2.4.（收缩核不分割定理）

♥设K ⊂ Rn是紧集并且是 Rn的一个收缩核. 那么 Rn \K 是连通集.

作为推论，我们可以把命题4.2.2(3)改进为5

命题 4.2.5.（补集连通分支的边界）

♠

设 γ 为 R2 中的一条简单弧或简单闭曲线，且 A 是 R2 \ γ 的一个连通分支，则
∂A = γ.

证明 先设 R2 \ γ 是连通的，即 A = R2 \ γ. 因为 γ 同胚于 [0, 1]或 S1，所以作为 R2 的

子集它没有内点. 于是 A = R2，从而 ∂A = A ∩Ac = γ.

再设 R2 \ γ 是不连通的，并设 B 是 R2 \ γ 的另一个连通分支. 此时 γ = J 必然是

Jordan曲线. 由命题命题4.2.2(3),我们有 ∂A ⊂ J.如果假设 ∂A 6= J ,那么存在 a ∈ J \ ∂A.

由此可得

a /∈ A ∪ ∂A = A.

5在证明命题4.2.2(3)时我们只用了 γ 是闭集这一点，从而该结论对任意闭集都成立. 但是命题4.2.5的结论对
于更复杂的集合是不成立的：例如图形“A”.
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4.2 Jordan曲线定理

因此存在一个开集 U 3 a使得 U ∩ A = ∅.因为 J ' S1, a ∈ J, ∂A ⊂ J，所以 ∂A落在包

含于 J 内的某条弧 C 中 (这条弧能通过切掉 J ∩ U 中包含 a的一小段弧得到).

由弧不分割定理，R2 \C 是连通的. 所以对于任意 x ∈ A, y ∈ B,存在一条 R2 \C 中
从 x到 y的道路 β. 于是 β ∩ C = ∅.但这是不可能的，因为如果我们令 t0 ∈ [0, 1]为最小

的使得 β(t) ∈ Ac的数，那么 β(t0) ∈ A ∩Ac = ∂A ⊂ C. □

4.2.2 Jordan曲线定理

¶ Jordan曲线

虽然根据定义，Jordan曲线是“简单”的，但几何上它可能非常不简单. 我们已经在

引言中看到过这样的例子. 以下有一个更复杂的例子：

这是一条 Jordan曲线，最早由美国数学家W. Osgood发现，因此被称为 Osgood曲线，它

具有正测度. [注意，Peano曲线不是 Jordan曲线.]

尽管存在各种复杂的 Jordan曲线，Jordan曲线在下述意义下
:::::::
依然是简单的：6

定理 4.2.6.（Jordan曲线定理）

♥

对于任意 Jordan曲线 J ⊂ R2, R2 \ J 恰好有两个连通分支,并且每个连通分支的边

界都是 J .

¶ Poincare-Miranda定理和它的推论

因为 Jordan曲线定理在低维拓扑以及复分析中非常重要，人们先后给出了很多不同

的证明. 我们采用 R. Maehara在 1984年给出的证明. 我们需要 Brouwer不动点定理的一

个等价形式，Poincare-Miranda定理，见习题 4.1：

6B. Bolzano最早明确陈述了这个定理，并指出它并非是不证自明的，而是需要一个证明. 在 1893年, C. Jordan
首次给出了证明. 一些数学家认为他的这个证明不够完备, 因为他假设了该定理对于简单多边形成立 (但这
个情形并不难证明). 因此，不少数学家认为第一个给出完备证明的是美国数学家 O. Veblen(1905).
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定理 4.2.7.（Poincare-Miranda定理）

♥

设 f = (f1, · · · , fn) : [0, 1]n → Rn为连续的. 若对于任意 1 ≤ i ≤ n,我们有

fi ≤ 0 在 {x ∈ [0, 1]n | xi = 0},

fi ≥ 0 在 {x ∈ [0, 1]n | xi = 1}.

则存在 p ∈ [0, 1]n使得 f(p) = 0.

作为推论，我们证明

引理 4.2.8.（关键引理）

♦

设

h(t) = (h1(t), h2(t)) 和 v(t) = (v1(t), v2(t)) (0 ⩽ t ⩽ 1)

是 [0, 1]× [0, 1]中的两条连续道路，满足

h1(0) = 0, h1(1) = 1, v2(0) = 0, v2(1) = 1.

那么这两条道路相交，即存在 s, t ∈ [0, 1]使得 h(s) = v(t).

证明 考虑映射 f : [0, 1]2 → R2，

f(s, t) = (f1(s, t), f2(s, t)) := (h1(s)− v1(t), v2(t)− h2(s)).

我们有
当s = 0时，f1 ⩽ 0, 当s = 1时，f1 ⩾ 0,

当t = 0时，f2 ⩽ 0, 当t = 1时，f2 ⩾ 0.

由 Poincaré-Miranda定理,存在 (s, t) ∈ [0, 1]2使得 f(s, t) = 0,即

h1(s) = v1(t) 和 h2(s) = v2(t). □

¶ Jordan曲线定理的证明

下面我们证明 Jordan曲线定理：根据命题4.2.2(1), R2 \ J 恰好有一个无界连通分支.

因此我们需要找到一个有界连通分支并证明它是唯一的.

第一步 . 曲线 J 的两段弧.

因为 J 是紧致的,存在 a, b ∈ J 使得

d(a, b) = sup{d(x, y)|x, y ∈ J} = diam(J).

不失一般性,我们可以假设 a = (−1, 0), b = (1, 0). 记 R = [−1, 1] × [−2, 2]，那么 J ⊂ R

且 J ∩ ∂R = {a, b}.记 n = (0, 2), s = (0,−2).
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由引理4.2.8, ns∩ J 6= ∅.因为 ns∩ J 是紧致的，在 ns∩ J 存在唯一具有最大 y-坐标

的点，记为 l. 点 a, b将 J 分为两段弧. 记 Jn为包含 l的弧, Js为另一条弧. 令m ∈ ns∩Jn
为 ns ∩ Jn中使得 y-坐标最小的点. (它可以与 l相同).

断言: ms ∩ Js 6= ∅.

事实上，如果ms ∩ Js = ∅，那么

(nl + ılm+ms) ∩ Js = ∅,

这与关键引理矛盾.

令 p, q分别为ms ∩ Js中使得 y-坐标最大和 y-坐标最小的点（其存在性由紧性保证）.

第二步 . R2 \ J 至少有两个连通分支.

令 z0 为 m和 p的中点，并且令 U 为 R2 \ J 中包含 z0 的连通分支. 我们想要证明

U 是一个有界连通分支. 假设结论不成立，即 U 是 R2 \ J 中唯一的无界连通分支. 那么

存在一条道路 α ⊂ R2 \ J , 连接了 z0 到 R 以外的某点. 令 w 为道路 α 与 ∂R 首次相交

的点，并且将道路 α 中从 z0 到 w 的部分记为 αw(其位于 R 中). 注意到 w 6= a, b, 因为

α ⊂ R2 \ J .

情形 1: w位于 ∂R的下半段.

如果我们将 ∂R中从 w到 s、既不包含 a也不包含 b的道路记为 ıws,那么
(nl + ılm+mz0 + αw + ıws) ∩ Js = ∅,

这与关键引理矛盾.

情形 2: w位于 ∂R的上半段. 那么

(n̂w + αw + z0s) ∩ Jn = ∅,

再次导致矛盾.

因此 U 必然是 R2 \ J 的有界连通分支.

第三步 . R2 \ J 恰好有两个连通分支.

假设 U 是包含 z0的有界连通分支. 如果 R2 \ J 还有另一个有界连通分支 ‹U，我们记
β = nl + ılm+mp+ Ùpq + qs,
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则 β ∩ ‹U = ∅.因为 a, b /∈ β,由 β 的紧性,存在小圆盘 Va 3 a, Vb 3 b使得

Va ∩ β = Vb ∩ β = ∅.

由命题4.2.5, a, b ∈ ∂‹U ⊂ ‹U,因此存在 a1 ∈ Va ∩ ‹U 和 b1 ∈ Vb ∩ ‹U.因为 ‹U 是连通的，所
以可以找到连接 a1和 b1的道路 γ ⊂ ‹U . 于是我们得到

(aa1 + γ + b1b) ∩ β = ∅,

这与关键引理矛盾. 从而我们完成了定理的证明.

¶一些注记

注 4.2.9.
(1) 我们可以将 R2 视作 S2 − {pt}. 从而 R2 的一条 Jordan曲线也是 S2 的一条 Jordan

曲线. 在这个框架下我们有：

定理 4.2.10.（S2的 Jordan曲线定理）

♥S2中任意 Jordan曲线将 S2分为两部分，每个部分都以 J 为边界.

事实上，Jordan曲线定理可以被加强为：

定理 4.2.11.（Jordan-Schoenflies定理）

♥

对于 S2中的任意 Jordan曲线 J，存在一个同胚 ρ : S2 → S2使得 ρ(J)为 S2

中的赤道（从而 S2 \ J 的每个连通分支是可缩的）.

对于 R2中的 Jordan曲线 J，Jordan-Schoenflies定理告诉我们 R2 \ J 的有界连通分
支同胚于圆盘 D，而 R2 \ J 的无界连通分支同胚于 R2 \D.

(2) 1911年 Brouwer将 Jordan曲线定理推广至高维：

定理 4.2.12.（Jordan-Brouwer分割定理）

♥

假设 X ⊂ Rn 并且 X ' Sn−1,那么 Rn \X 恰好有两个连通分支，其中一个
是有界的，另一个是无界的，并且 X 是它们公共的边界.

不过，Jordan-Schoenflies 定理在高维情况不
成立. 一个著名的反例是 Alexander角球.

下面是一个类似的 (反) 例. 我们知道如果我们移除 R3 中一条线段, 剩余部分是单

连通的. 但是如果我们移走 R3中一条弧，同样的结论可能不成立,虽然弧是同胚于

[0, 1]的. 例如，R3中如下所示的弧的补集不是单连通的：
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(3) R2中“非紧的曲线”即 R在同胚映射下的像集可能会更复杂. 例如，考虑“曲线”

γ : R→ R2, t 7→ (et, e−t sin(e−t))

则 R2 \ γ 仅有一个连通分支，但是有三个道路连通分支.

(4) 平面几何甚至会更加复杂. 例如，存在三个 (甚至更多)开集 U1, U2, U3 ⊂ R2,使得

U1, U2, U3是不相交的;

U1, U2, U3是连通开集;

∂U1 = ∂U2 = ∂U3 (因此边界不可能是一条 Jordan曲线)

这样的集合被称作和田湖（Wada lake），最早由日本数学家和田健雄（Takeo Wada）

发现并由他的学生米山国藏（Kunizo Yoneyama）于 1917年发表. 后来人们发现这

样的结构很“自然地”出现在动力系统理论之中.

每个人都知道什么是曲线，直到他学习了足够多的数学，

于是在层出不穷的例外情况里迷惘彷徨. aaaaa

– F.克莱因
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4.3 曲线

4.3.1 曲线的分类

在本节我们将证明 1维流形的分类定理：

定理 4.3.1.（一维流形的分类定理）

♥在同胚意义下，仅有两种不同的连通 1-维流形：S1和 R1.

注 4.3.2.
(1) 根据流形的定义，如果M 是一个 1维流形，那么对于任意 x ∈ M ,都存在 x附近

的一个坐标卡 (ϕ,U, V )，其中 U 是 x的开邻域，V 是 R的开子集而 ϕ : U → V 是

一个同胚. 因为开区间同胚于 R，所以我们总可以取 V = R.7 我们把这种 V = R

类型的坐标卡简写为 (ϕ,U).

(2) 类似地，对于带边 1维拓扑流形，我们有

定理 4.3.3.（带边一维流形的分类）

♥在同胚意义下，仅有两种不同的边界非空的连通 1维带边流形：[0, 1]和 [0, 1).

于是，对于连通 1维（带边或不带边）流形，通过它是否紧致以及是否带边，我们

就可以把它完全确定下来.

下面我们证明定理4.3.1，其证明思路是清晰的：将“相邻的坐标卡”粘合成更大的

坐标卡，直至无法进一步粘合. 稍微探索一下我们不难发现，粘合两段同胚于 R的坐标

卡时，有两种可能性：第一种是两个坐标卡的交集是连通的，此时我们可以把它们粘成

一个“更长”的同胚于 R的坐标卡；第二种是两个坐标卡的交集是各自的两段，此时我

们可以把它们粘合为 S1.

¶两个坐标卡的交集

我们首先刻画两个坐标卡的交集：

引理 4.3.4.（两个 1维坐标卡的交集）

♦

设 (ϕ1, U1)和 (ϕ2, U2)为 1维流形M 的两个坐标卡，满足 U1 6⊂ U2和 U2 6⊂ U1. 设

W ⊂ U1 ∩ U2 是一个连通分支，ϕ1(W ) = (a, b)且 ϕ2(W ) = (c, d),其中 a, b, c, d ∈
R ∪ {±∞}. 此外，假设“转移映射”

ϕ12 := ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : (a, b)→ (c, d)

是单调递增的. 那么我们有

a ∈ R, b=+∞, c=−∞, d ∈ R 或者 a=−∞, b ∈ R, c ∈ R, d=+∞.

7同样的，对于 n维流形我们也总是可以取 V 为 Rn 本身，因为总可以缩小 U 使得 V 是 n维开球，而 n维
开球是同胚于 Rn 的.
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证明 我们需要排除其他的情况. 我们知道

a, c < +∞ 和 b, d > −∞,

而从条件“U1 6⊂ U2和 U2 6⊂ U1”我们知道

(a, b) 6= (−∞,+∞) 且 (c, d) 6= (−∞,+∞).

需要排除的其余情况是

a, c ∈ R: 此时 ϕ−1
1 (a)和 ϕ−1

2 (c)都是M 中定义好的点.

首先我们断言在这种情况下，必有 ϕ−1
1 (a) = ϕ−1

2 (c). 假设 ϕ−1
1 (a) 6= ϕ−1

2 (c).

那么对于 ϕ−1
1 (a)的任意充分小的邻域Ua, ϕ1(Ua)是 a的一个开邻域. 类似地，对于

ϕ−1
2 (c)任意充分小的邻域Uc,ϕ2(Uc)是 c的一个小邻域. 因为ϕ12 : (a, b)→ (c, d)是

一个单调递增的同胚，它必然将任意小的集合 (a, a+ε1)映射到某个集合 (c, c+ε2).

由此可得

ϕ12(ϕ1(Ua) ∩ (a, b)) ∩ ϕ2(Uc) 6= ∅.

这说明

ϕ2(Ua ∩ ϕ−1
1 ((a, b))) ∩ ϕ2(Uc) 6= ∅,

从而 Ua ∩ Uc 6= ∅. 这与M 是 (T2)空间矛盾.

于是我们有 ϕ−1
1 (a) = ϕ−1

2 (c)，故 ϕ−1
1 (a)是 U2的一个内点，从而也是 U1 ∩U2

的内点. 因此 a是 ϕ1(U1 ∩ U2)的一个内点,这导致了矛盾，因为 a是 ϕ1(W )的一

个边界点，而 ϕ1(W )是 ϕ1(U1 ∩ U2)的一个连通分支. 因此我们不能有 a, c ∈ R.

b, d ∈ R：用和以上相同的论证，我们将会得到矛盾. □

¶区间上的映射

要研究 1维流形，我们必然需要先研究区间上的映射. 以下引理的证明都是初等的，

将被留作习题：

引理 4.3.5

♦任意连续单射 f : (a, b)→ R必然是严格单调的.

引理 4.3.6.（坐标卡粘法 I）

♦

设 (ϕ1, U1)和 (ϕ2, U2)是两个坐标卡，满足

ϕ1(U1 ∩ U2) = (a,+∞) 且 ϕ2(U1 ∩ U2) = (−∞, d).

如果

ϕ12 := ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : (a,+∞)→ (−∞, d)

是单调递增的，那么存在一个同胚 ϕ : U = U1 ∪ U2 → R.
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引理 4.3.7.（坐标卡粘法 II）

♦

设 (ϕ1, U1) 和 (ϕ2, U2) 为两个坐标卡并且 U1 ∩ U2 由两个连通分支 W1,W2 组成.

如果存在 f < a以及 d < g使得

ϕ1(W1) = (a,+∞), ϕ2(W1) = (−∞, d),

ϕ1(W2) = (−∞, f), ϕ2(W2) = (g,+∞),

那么存在一个同胚 ϕ : U1 ∪ U2 → S1.

¶坐标卡的粘合

现在我们可以粘合：

命题 4.3.8.（坐标卡的粘合）

♠

假设M 是 1维流形，(ϕ1, U1)和 (ϕ2, U2)是两个坐标卡，则 U1 ∩U2至多有两个连

通分支，且

(1) 如果 U1 ∩ U2是连通的，那么存在一个坐标卡 (ϕ,U)使得 U = U1 ∪ U2.

(2) 如果 U1 ∩ U2有两个连通分支，那么 U1 ∪ U2同胚于 S1.

证明 若 U1 ∩ U2 = ∅，命题自动成立. 我们剩下三种情况需要讨论，即 U1 ∩ U2 由一个，

两个或至少三个连通分支构成.

情形 1. U1 ∩ U2是连通的.

如果 U1 ⊂ U2 或 U2 ⊂ U1,结论是显然的. 因此我们假设 U1 6⊂ U2 且 U2 6⊂ U1. 因为

U1 ∩ U2是连通开集，像集 ϕ1(U1 ∩ U2)和 ϕ2(U1 ∩ U2)是 R的连通开子集. 故

ϕ1(U1 ∩ U2) = (a, b), ϕ2(U1 ∩ U2) = (c, d),

其中 a, b, c, d ∈ R ∪ {±∞}. 由此可知“转移映射”

ϕ12 := ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : (a, b)→ (c, d)

是一个同胚. 由引理4.3.5, ϕ12 是单调的. 不失一般性，我们可以假设 ϕ12 是单调递增的

(否则我们可以用 −ϕ1取代 ϕ1).

由引理4.3.4,我们必然有

a ∈ R, b=+∞, c=−∞, d ∈ R 或 a=−∞, b ∈ R, c ∈ R, d=+∞.

因此不失一般性，我们可以假设

a ∈ R, b=+∞, c=−∞, d ∈ R,

否则我们只需要交换 (ϕ1, U1)和 (ϕ2, U2). 【注意在对调 ϕ1与 ϕ2时，不改变 ϕ12的单调

性，即：若 ϕ12 是单调递增的，那么对调后得到的 ϕ1 ◦ ϕ−1
2 = (ϕ2 ◦ ϕ−1

1 )−1 依然是单调

递增的. 所以此处的“不失一般性”操作不会破坏前面的“不失一般性”.】这样，由引

理4.3.6就得到欲证的结论.

情形 2. U1 ∩ U2有两个连通分支.

分别记 U1 ∩ U2的两个连通分支为W1和W2. 先考虑W1. 跟情形 1类似，通过两个
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“不失一般性”我们可以把条件化归为

ϕ1(W1) = (a,+∞), ϕ2(W1) = (−∞, d),

并且 ϕ12 = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : (a,+∞)→ (−∞, d)是单调递增的. 由连通性，我们有

ϕ1(W2) = (e, f), ϕ2(W2) = (g, h).

因为 (a,+∞) ∩ (e, f) = ∅, 我们必然有 f ∈ R. 同理 g ∈ R. 这蕴含着 ϕ12 = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 :

(e, f) → (g, h)是单调递增的，因为否则我们有 (−ϕ2) ◦ ϕ−1
1 : (e, f) → (−h,−g)是单调

递增的，并且 f,−g ∈ R,这与引理4.3.4矛盾. 因此我们可以对W2应用引理4.3.4得到

ϕ1(W2) = (−∞, f), ϕ2(W2) = (g,+∞).

注意到我们有 f < a以及 d < g，于是应用引理4.3.7就可以得到欲证的结论.

情形 3. U1 ∩ U2至少有三个连通分支.

这种情况不会发生. 事实上，若W1,W2 和W3 是 U1 ∩ U2 的连通分支，那么 ϕ(Wi)

中的某一个是有界区间. 运用引理 4.3.4并重复情形 2中的论证可以得到矛盾. □

¶分类定理的证明

【定理4.3.1的证明】
证明 因为M 是 (A2)的,可以找到可数多个坐标卡 (ϕk, Uk)覆盖M . 定义 ‹U1 = U1,然后

归纳地定义 ‹Un+1 = ‹Un ∪ Uk(n),
其中 k(n)是使得 Uk ∩ ‹Un 6= ∅且 Uk 6⊂ ‹Un的 ::::::::::

最小下标 k.

事实. 我们有
⋃
n
‹Un =M .

证明 记 M̃ =
⋃
n
‹Un. 根据构造, M̃ 是M 的连通开集. 假设 M̃ 6= M . 取任意

x ∈M \ M̃ . 取使得 x ∈ Um的最小下标m. 我们断言 Um ∩ M̃ = ∅.

事实上，如果存在 n 使得 Um ∩ ‹Un 6= ∅, 则对于任意 n′ > n 都有

Um ∩ ‹Un′ 6= ∅. 因此存在 l ≤ m使得 Uk(n+l) = Um.

因此M \ M̃ 是开集. 这与M 的连通性矛盾. □
现在我们应用命题4.3.8进行粘合.

情形 1：存在 n使得 ‹Un ∩ Uk(n)有两个连通分支.

我们取使得 ‹Un ∩ Uk(n) 有两个连通分支的:::::::
最小的n. 因为从 ‹U1 开始，在应用命

题4.3.8(1)粘合 n − 1 次后，我们得到一个将 ‹Un 映为 R 的坐标卡，所以可以应用命

题4.3.8(2)粘合 ‹Un和 Uk(n)后所得的 ‹Un+1同胚于 S1. 于是 ‹Un+1是紧集，从而在 (T2)空

间 M 中也是闭集. 但由构造，‹Un+1 是 M 中的开子集. 所以由 M 的连通性，我们得到

M = ‹Un+1 ' S1.

情形 2：对每个 n，‹Un ∩ Uk(n)都仅有一个连通分支.

此时我们得到了坐标卡的一个递增序列‹U1 ⊂ ‹U2 ⊂ ‹U3 ⊂ · · ·
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以及相应的坐标卡映射 ϕ̃n : ‹Un ≃−→ R.

情形 2.1：如果在有限步以后这个序列停止了，那么我们应用命题4.3.8(1)进行有限次粘合

就完成了证明.

情形 2.2：如果该序列一致持续下去，那么我们先选择一个同胚 φ1 : ‹U1
≃−→ (0, 1). 在定

义 φn : ‹Un ≃−→ (an, bn)之后，我们可以归纳定义 φn+1 : ‹Un+1
≃−→ (an+1, bn+1)使得（请

读者自行写出该同胚）

要么 (an+1, bn+1) = (an − 1, bn) 要么 (an+1, bn+1) = (an, bn + 1),

并且使得 φn+1 和 φn 在 ‹Un 上相同. 我们记 a = limn→∞ an, b = limn→∞ bn（它们是整数

或者 ±∞），并定义 ϕ :M = ∪‹Un → (a, b)如下：

若 x ∈ ‹Un，则令ϕ(x) = φn(x).

则 ϕ是从M 到 (a, b)的同胚（请读者验证：它为什么是良定的以及为什么是同胚？）. 最

后，若区间 (a, b) 6= R，则我们再复合一个从 (a, b)到 R的同胚. 总之，我们可以得到从

M 到 R的同胚. 这样就完成了证明. □

4.3.2 纽结和链环初步

¶纽结

根据分类定理，在同胚意义下，圆周 S1是唯一的连通紧致 1维流形. 似乎在拓扑上

对紧 1维流形的研究到此为止了. 然而，事实并非如此！

事实上，数学中有一个目前依然非常活跃的领域，叫做纽结理论（knot theory）,研

究的就是如何在空间 R3中放置圆周 S1. 8 下面我们对扭结做一个非常简要的介绍.

定义 4.3.9.（扭结）

♣我们称任何一个嵌入 f : S1 → R3的像集K 为一个纽结（knot）.

这里有一些纽结的简单例子：

图 4.1: 部分不超过 7个交叉点的扭结表

8我们都知道，在远古时代的中国，人们就会使用纽结 (绳结)计数和记事. 纽结的数学理论最早是在 1771年
由法国数学家 A. Vandermonde所发展的：在讨论跟位置的几何相关的纽结的性质时，他明确注意到了其拓
扑特性的重要性. 在 1833年，也许是受其地磁场研究的启发，Gauss在他的日记的一个简短注记中引入了计
算两个链环的环绕数 (linking number)的环绕积分（linking integral），但并没有给出推导. 在 1860年代,英国
数学物理学家、热力学之父开尔文勋爵（Lord Kelvin）提出了“原子打结涡旋理论”，即原子是以太中的纽
结，不同的元素可能是由不同的纽结决定的. 虽然这个物理理论被证明是错误的，但它启发苏格兰数学物理
学家 P. Tait制作史上第一张扭结表，开始对纽结进行数学上的分类）.
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（此处数字表示“交叉点”数，而下标并无具体含义，只是它们在最早的扭结表中出现的

次序. 7个交叉点的扭结共有 7个，8个交叉点的扭结共有 21个，而 9个交叉点的扭结则

有 36个.）

如果一个扭结是 R3 中有限条线段的并，则我们称它是一个多边形纽结（polygonal

knot），例如：

图 4.2: 多边形扭结

¶纽结等价

像绝大多数的数学理论一样，我们需要在扭结之间定义“等价”这个概念，并且对不

同的纽结进行分类. 粗略地讲，两个纽结是等价的是指我们可以将一个纽结
::::::::
在 R3中“形

变”到另外一个扭结，并且在这个形变过程中始终不破坏纽结本身.

图 4.3: 扭结形变

因此在定义纽结的“等价”这个概念时，我们并不是要寻找两个像集K1和K2之间

的同胚 (它们都同胚于 S1)，而是尝试寻找背景空间 R3 中的一族同胚，使得沿着这族背

景空间上的同胚，一个纽结可被形变成另外一个.

定义 4.3.10.（等价扭结）

♣

设K1和K2是两个纽结. 如果存在一个连续映射 H : [0, 1]× R3 → R3使得

(1) 对于每个 t ∈ [0, 1],映射 H(t, ·) : R3 → R3都是同胚.

(2) H(0, ·) = IdR3 .

(3) H(1,K1) = K2.

则我们称K1和K2是等价的（equivalent），并称H 为背景同痕（ambient isotopy）.

注 4.3.11. 根据 Jordan-Schoenflies 定理，嵌入 R2 的 S1 一定可以同痕到标准的单位圆.

而在本节习题中我们看到，嵌入 Rn（n ≥ 4）的 S1也都可以同痕到标准的 S1. 这就是为

什么我们仅考虑 R3 中的扭结（当然，这等价于在 S3 中研究扭结. 也有人研究可嵌入特

定曲面的扭结.）.
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为了简单起见，我们只考虑驯顺纽结（tamed knots），即等价于多边形纽结的纽结.

特别地，我们不考虑如下图所示的“野纽结”（wild knot）

图 4.4: 野扭结

¶纽结群

那么，我们如何区分不同的纽结呢？因为纽结作为像集都是同胚的，所以研究 π1(K)

是没有意义的. 然而由定义4.3.10我们很容易看到，等价的纽结在R3中的补集是同胚的9.

作为推论，等价纽结的补集的基本群是同构的. 因此很自然地定义

定义 4.3.12.（扭结群）

♣设K ⊂ R3为一个纽结. 我们称 π1(R3 \K)为K 的纽结群（knot group）.

例 4.3.13. 我们已经在习题 3.5中通过同伦形变的方法得到平凡结的纽结群是

π1(R3 \ {(0, y, z) |y2 + z2 = 1}) ∼= Z.

下面我们用 van Kampen定理给出该结论一个简单的证明：记

X = R3 \ {(0, y, z) |y2 + z2 = 1}.

考虑

U = X ∩ {z > −1/2}, V = X ∩ {z < 1/2}.

则不难发现

π1(U) = 〈a〉, π1(V ) = 〈b〉, π1(U ∩ V ) = 〈α, β〉

且

(j1)∗(α) = a, (j1)∗(β) = a−1, (j2)∗(α) = b, (j2)∗(β) = b−1.

于是我们发现 π1(U ∩ V )的两个生成元所给出的两个关系中，有一个是多余的，也就是

我们只有一个“有效”关系 ab−1 = 1，从而

π1(X) = 〈a, b|ab−1 = 1〉 = 〈a〉 ∼= Z.

一般来说，有一个非常简单的方式计算驯顺纽结K 的扭结群，最早由Wirtinger10给

出: 不妨设K是多边形扭结. 把K放置在上半空间中“好的位置”,使得K在平面 z = 0

上有“好的”投影：K 上任意三点都不能经投影而重合于一点，经投影而重合的点对只

9反过来，H. Tietze在 1908年提出如下猜想：R3中的两个扭结等价（即存在背景同痕）当且仅当它们的补空
间之间有保持定向的同胚. 该猜想在 1987年最终被美国拓扑学家 C. Gordan和 J. Luecke证明.

10W. Wirtinger（维尔丁格，1865-1945），奥地利数学家，其工作涉及复分析、几何、代数、数论、李理论、扭
结理论等多个领域.
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有有限对. 根据投影，我们可以如图所示地将纽结分为“过街天桥”和“地下通道”：

图 4.5: 三叶结与正方结

因为扭结同胚于 S1，我们可以给它指定一个方向. 对于每段“过街天桥”，我们作一个

环绕它的小圆圈，并按照右手法则赋予它一个方向（即右手握拳，拇指伸出朝向扭结线

段的方向，则右手剩余手指环绕的方向该圆圈的方向），我们把这样得到的小圆圈记为

x1, · · · , xm（准确地说，我们还需要事先取定一个“上帝视角”的点作为基点，并把所有
小圆圈连接到该基点. 下面总默认如此并且不再赘述. ）. 它们是纽结群的生成元.

下面观察所有的“地下通道”：每个“地下通道”都连接了两段“过街天桥”，且绝

大部分“地下通道”上方都有一段“过街天桥”.

若一段“地下通道”连接了 xj 和 xk 这两个“过街天桥”，且其上方还有“过街天

桥”xi，则我们写出一个关系

xixjx
−1
i x−1

k = 1.

直观地说，这表示 xixj 与 xkxi所代表的圈在基本群里是同一个元素，如下图所示.

若一段“地下通道”连接了 xj 和 xk 这两个“过街天桥”，但其上方没有“过街天

桥”，则我们写出关系

xix
−1
k = 1.

这表示 xi和 xk 所代表的圈在基本群里是同一个元素，其意义是明显的.

因为“过街天桥”和“地下通道”是交错出现的，于是我们总共得到 n个关系. 稍微细致

研究一下会发现，这些关系中任意 n− 1个蕴含了第 n个，因此有效的关系总共有 n− 1

个，我们将其记为 r1, · · · , rn−1. 现在我们可以写下纽结K 的纽结群的一个表现：

定理 4.3.14.（扭结群的Wirtinger表现）

♥

任意一个驯顺纽结K 的纽结群是一个有限表现群

π1(R3 \K) = 〈x1, · · · , xn| r1, · · · , rn−1〉.

其中 x1, · · · , xn, r1, · · · , rn−1如上描述.
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证明 【不难想见，证明的核心工具是 van Kampen定理. 不过真正计算时还是需要一些技

巧以使得相应子空间的基本群便于计算.】因为我们所考虑的是驯顺扭结，所以不妨假设

它是一个多边形扭结. 首先我们注意到，根据同伦不变性，可以把该扭结的“地下通道”

都“加厚”成“方形管子”，其纵截面是边长为 ε的正方形. 为了便于计算，在放置扭结

时，我们把“地下通道”全部摆平，使得地下通道都是宽度和厚度均为 ε的长方体方块，

且恰好位于 0 ≤ z ≤ ε区域里，而“过街天桥”则全部在 z ≥ ε区域. 如前所述，我们总

共有 n个“过街天桥”和 n个“地下通道”.

下面取 U 为 R3 \ K 中 z > 0 部分，而 V 为 R3 \ K 中 z < ε 部分. 则由构造，

π1(V ) = {e}，因为该区域同伦等价于 R3 中的 z < 0部分. 因为 U ∩ V 为 R3 中“薄片”

即 0 < z < ε部分，且挖掉了 n个对应于“地下通道”的上下通透的洞，所以它同伦等

价于挖掉 n个洞的平面，从而其基本群为

π1(U ∩ V ) = 〈α1, · · · , αn〉,

其中 αi为“围绕第 i个地下通道”的圈. 类似地，我们可得

π1(U) = 〈x1, · · · , xn〉,

其中 xi 为“围绕第 i个‘过街天桥’”的圈. 为了应用 Van Kampen定理，我们还需要计

算每个 αi 在 π1(U)中诱导的元素. 为此，对每个“地下通道”，我们按照其上方是否有

“过街天桥”进行讨论：

若某个“地下通道”连接了圈 xj 和 xk 所绕的两个“过街天桥”，且其上方还有圈

xi所绕的“过街天桥”，则由下图可知

图 4.6: 关系示意图

b∗α∗b̄ ∼ b∗c∗xj∗c̄∗d∗x̄k∗d̄∗b̄

∼ (b∗c∗ā)∗(a∗xj∗ā)∗(a∗c̄∗b̄)∗(b∗d∗x̄k∗d̄∗b̄)

∼ (f ∗xi∗f̄)∗(a∗xj∗ā)∗(f ∗x̄i∗f)∗(b∗d∗x̄k∗d̄∗b̄)

即在 π1(U, x0)中，圈 α所代表的圈跟 xixjx
−1
i x−1

k 是一致的. 因为在 V 中 α所代
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表的的圈是可缩的，所以我们得到关系

xixjx
−1
i x−1

k = 1.

若某个“地下通道”连接了圈 xj 和 xk所绕的两个“过街天桥”，且其上方没有“过

街天桥”，则通过同样但跟简单的分析，显然有

xix
−1
k = 1.

最后我们要说明，所有这 n 个关系中，我们可以略去其中任意一个. 事实上，在选定

π1(U ∩ V )的生成元时，我们可以做一个小小的变动：我们只要选定前 n− 1为生成元分

别为绕某 n− 1个“地下通道”的圈，然后选定第 n个生成元为绕所有 n个地下通道的

“大圈”. 则这个元素不仅在 V 中是可缩的，而且在 U 中也是可缩的，从而并不会给我们

新的关系. 于是定理证明完毕. □
我们举两个简单的例子：

例 4.3.15.
(1) 上述三叶结的扭结群为

π1(R3 \K) ∼= 〈x1, x2, x3 | x1x3x−1
1 x−1

2 = 1, x2x1x
−1
2 x−1

3 = 1〉
∼= 〈x1, x2 | x1x2x1x−1

2 x−1
1 x−1

2 = 1〉

这说明三叶结跟平凡结是不等价的.

(2) 考虑“五角星”扭结 51. 则我们得到

π1(R3 \ 51) ∼= 〈x1, x2, x3, x4, x5 | x1x3 = x4x1 = x2x4 = x5x2 = x3x5〉.

我们可以解出 x2, x4, x5如下

x5 = x−1
3 x1x3, x4 = x1x3x

−1
1 , x2 = x−1

5 x1x3 = x−1
3 x1x3x1x3.

代入 x1x3 = x2x4，最后得到

π1(R3 \ 51) ∼= 〈x1, x3 | x3x1x3x1 = x1x3x1x3x1x3〉.

遗憾的是，一般而言并没有简单的办法判定两个用生成元和关系给出的群是否同构.

事实上，对于扭结群，我们无法像对于曲面那样，通过阿贝尔化来区分它们的扭结群：所

有扭结群的阿贝尔化都同构于 Z（见习题）.

除了扭结群之外，人们还陆陆续续发现了扭结的很多不变量，用于区分不同的扭结，

例如美国数学家 J. Alexander在 1923年发现的 Alexander多项式，以及新西兰数学家 V.

Jone在 1984年发现的 Jones多项式等（该多项式很快被用于解决 Tait在 19世纪所提出

的关于扭结的若干猜想）并因此而在 1990年荣获 Fields奖. 另一位 Fields奖获得者、美

国数学家和理论物理学家 E. Witten则在 20世纪 80年代末发现了 Jones型扭结多项式跟

Chern-Simons理论11关系密切.

11该理论最早可追溯至中国数学家陈省身先生跟他的学生、数学家和金融大鳄 J. Simons 在 1974 年所引入的
Chern-Simons形式.
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4.3 曲线

¶链环

至今为止，当研究流形或其他简单类型的拓扑空间时，我们往往会说一些类似于“不

失一般性，我们假设我们所研究的对象是连通的，因为不连通的对象仅仅是它的连通分

支的并集 (并且当我们的研究对象是紧的时候，这个并集还是有限并). 但是事实上，在研

究 R3中的紧曲线时，考虑不连通的曲线会导致很多复杂而有趣的现象.

定义 4.3.16.（链环）

♣我们称有限多个不交的圆周嵌入到 R3时的像集 L为链环（link）.

下面是一些两个圆周构成的链环：

正如纽结的情形一样，我们可以定义链环的等价并计算基本群 π1(R3 \ L)，且其计算方
法跟扭结群一样.

例 4.3.17.
(1) 设 L为两个圆组成的平凡链环,即图中环绕数为 0的链环. 它的补集的基本群为

π1(R3 \ L) ∼= 〈x1, x2〉 ∼= Z ∗ Z.

(2) 设 L为 Hopf链环，即图中环绕数为 1的链环. 它的补集的基本群为

π1(R3 \ L) ∼= 〈x1, x2|x1x2x−1
1 x−1

2 = 1〉 ∼= Z2.

特别地，我们发现 Hopf链环跟平凡链环不等价.

给定一个由两个圆周组成的链环 (由嵌入给出自然的定向), 我们可以定义一个被称

为环绕数（linking number）的数值不变量. 粗略地说，如果我们将两个圆周构成的链环

放在一个“好的”位置，那么交错处存在四种可能的构型. 我们根据下图将每处交错标记

为 +1或 −1，并定义为环绕数（linking number）为所标记值之和的一半.

神奇的是，环绕数可以通过一个二重积分计算. 因为该公式最早是由 Gauss发现的，

因此被称作 Gauss环绕积分（Gauss linking integral）:

定理 4.3.18.（Gauss环绕积分）

♥

设 γ1, γ2 : S
1 → R3为 S1在 R3中的不交嵌入，则它们的环绕数为

Link(γ1, γ2) =
1

4π

∫∫
S1×S1

det(γ̇1(s), γ̇2(t), γ1(s)− γ2)
|γ1(s)− γ2(t)|3

dsdt
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4.4 紧曲面及其分类

4.4 紧曲面及其分类

4.4.1 曲面和多边形表示

¶曲面的多样性

在引言中我们提到，任意 (可定向)无边紧曲面一定同胚于某个 Σg，例如

不过，同一个曲面嵌入 R3后可能看起来很不一样，例如下面两个曲面都是 Σ5：

还有很多看起来更复杂的例子 (每个都与某个 Σg 同胚)：

你能数清上面每个曲面的“洞”的数量吗？

我们还可以研究带边紧曲面12：

注意任何带边紧曲面的边界都必然是一个无边的紧 1维流形，即要么是一个圆（当嵌入

到 R3时就是一个纽结），要么是有限个圆的无交并（当嵌入到 R3是就是一个链环）. 反

之，任给 R3 中纽结 K 或者链环 L，可以找到 R3 中的定向曲面 S，其边界恰好是 K 或

L. 这样的曲面被称作 Seifert曲面.

12在本书中，我们不考虑非紧曲面及其分类.
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4.4 紧曲面及其分类

此外，还有很多不可定向的紧曲面 (带边或不带边),例如

¶曲面的连通和

连通和是曲面间的一种重要“运算”. 通过使用连通和运算，我们可以构造更多更复

杂的曲面. 事实上，我们将要证明：所有复杂的紧曲面在拓扑上都是简单曲面的连通和.

我们回忆一下连通和的定义：

设M1,M2 都是 n维连通流形13. 从M1,M2 中各去掉一个小球 B1, B2，然后

通过某个同胚映射 f : ∂B1 → ∂B2 粘合两个小球的边界球面，使它们“粘接

在一起”，所得的商拓扑空间称为M1与M2的连通和，即

M1#M2 = (M1 −B1) ∪f (M2 −B2).

这个定义颇有些“语焉不详”之处：所取小球的位置是否会影响连通和？小球的取法与

粘接方式 f 是否会影响连通和？

不难看出，在假定流形连通（从而道路连通）的情况下，小球所在的位置不会影响

所得的连通和，因为我们可以找到一条连接“球心”的简单折线道路，然后构建它

的一个“管状”邻域，并在该邻域里将小球从一个点附近“滑到”另一个点附近.

但是，小球的取法与粘接方式 f 确实有可能会影响所得的连通和：

首先，我们需要取“充分好且充分小”的小球14，即“局部平坦嵌入球”(locally

flat embedded ball).

对于曲面而言，由 Jordan-Schoenflies定理，不会有坏圆盘，且两个拓扑圆

盘之间是一个拓扑圆环，所以挖掉任意充分小的圆盘都可以.

对于高维流形，还需要用到拓扑学中一个看似简单但实际上很非平凡的

结果，即所谓的圆环定理（Annulus theorem），该定理的 n ≥ 5维情形是

1969年 Kirby证明的，而最难的 4维情形直到 1982年才由 Quinn解决.

其次，对于一般的 n 维流形而言，连通和
:::::
确实依赖于粘接方式，一个经典的

例子就是复射影平面 CP2 和它自身做连通和，可以给出两种不同的连通和：

CP2#CP2和 CP2#CP2（它们不仅不同胚，甚至不同伦等价）.

13不难发现，如果M1或M2不连通，则连通和所得到的结果强烈依赖于做连通和的位置，且此时连通和本质
上只跟做连通和的位置所在的连通分支有关.

14这意味着我们希望把小球 B 取在某个欧氏邻域里，且使得 ∂B 有一个同胚于 ∂B × (−ε, ε)的邻域. 特别地，
我们不能取像 Alexander角球那样的“坏球”.
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4.4 紧曲面及其分类

不过好在情况也没有特别复杂：可以证明，本质上只有两种可能的粘接 ∂B的方法，

即“保持定向进行粘接”和“翻转定向粘接”.

于是，一般 n维连通流形之间连通和的良定性跟流形的定向性（后文我们会讨论曲面的

定向）有关，且已经超出了本书的范围，我们仅仅列举一下相关结论：

(1) 若M1 或M2 是不可定向的 n维连通流形，则M1#M2 是良定的.（原因：对于不

可定向流形，可以找到一条简单折线闭道路，使得小球沿着闭路一圈后，其边界定

向被翻转了）

(2) 若M1或M2都是可定向流形，则在规定粘接方式后，总可以定义“定向连通和”.

(a). 若M1,M2是可定向的，且其中至少有一个有“翻转定向的自同胚”，则M1#M2

是良定的，即不依赖于粘接的方式（因为可以通过该“翻转定向的自同胚”给

出两种不同粘接方式所得流形之间的同胚）.

(b). 若M1,M2 是可定向的，且二者均不存在“翻转定向的自同胚”，则可能有至

多两个不同的连通和M1#M2.

而对我们而言，一个好消息是：任何定向曲面都存在“翻转定向的自同胚”. 于是根据上

面的结论，我们得到

命题 4.4.1.（曲面“连通和”是良定的）

♠无论所涉及到的曲面是否可定向，两个连通曲面之间的“连通和”总是良定的！

此外，根据定义，球面是连通和运算的“零元”，即对于任意曲面M，

S2#M 'M.

此外，连通和运算显然还是“交换”和“结合”的，即对于任意曲面M1,M2,M3，我们有

M1#M2 'M2#M1

以及

(M1#M2)#M3 =M1#(M2#M3).

¶曲面的多边形表示

在第 1.4节，我们介绍过一种非常有用的方式以构造和理解曲面，即商空间的方法.

事实上，对于任意紧曲面，我们总可以从某个平面多边形开始，通过某些特定的方式“粘

合”边界，得到该紧曲面. 例如，我们在第 1.4节已经看到了如何通过以不同方式粘合矩

形的边界得到圆柱，Möbius带，环面和 Klein瓶，以及如何粘合一个八边形的边界得到

一个 2-洞环面. 我们甚至可以从“两角形”开始得到 RP2或 S2：

300



4.4 紧曲面及其分类

当然，曲面的多边形表示不是唯一的. 例如以下都是 Klein瓶的多边形表示：

¶连通和的多边形表示

如果我们有曲面的多边形表示，那么可以轻易的得到它们连通和的多边形表示. 下

图展示了如何从 T2的多边形表示中得到 2-洞环面 Σ2 = T2#T2的多边形表示：

同样的构造方法在一般情况也有效. 于是我们得到

命题 4.4.2.（连通和的多边形表示）

♠

设 X,Y 是紧曲面，则 X#Y 的多边形表示可以通过将 X 的多边形表示和 Y 的多

边形表示中各“打开一个顶点，再将它们连接成一个多边形”而得到.

利用这个方法，我们证明：

推论 4.4.3

♥

(1) RP2#RP2 ' Klein瓶.

(2) RP2#RP2#RP2 ' T2#RP2.
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4.4 紧曲面及其分类

证明 (1)

(2)

□
注 4.4.4. 特别地，“连通和”没有消去律，因为

RP2#RP2 ' Klein瓶 6' T2.

另一方面，由归纳我们得到

RP2#RP2# · · ·#RP2︸ ︷︷ ︸
2n+1

' T2# · · ·#T2︸ ︷︷ ︸
n

#RP2.

¶沿着边界圆粘合带边曲面

我们也可以用多边形表示来研究带边曲面，例如，我们从Möbius带和圆盘开始. 因

为它们的边界都是 S1,我们可以将它们沿着 S1粘合. (注意：我们不是在做连通和，而仅

仅是粘合边界. 所以我们小心地将Möbius带的边界圆分成两段，分别标记为 b和 c,并且

将对应的圆盘的边界两段也同样标记为 b和 c,以表明如何粘合它们.)

因此我们得到：

推论 4.4.5

♥RP2可以通过将Möbius带和圆盘沿着边界粘合得到.

也就是说，RP2中挖去一个小圆盘得到的“交叉帽”空间跟Möbius带同胚. 类似地，

可以证明：沿着边界粘合两条Möbius带，会得到 Klein瓶！于是我们有

推论 4.4.6.（嵌入Möbius带）

♥Möbius带可以被嵌入 RP2以及 Klein瓶.
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4.4 紧曲面及其分类

4.4.2 曲面的组合拓扑

¶单形与单纯复形

我们已经看到了多边形表示在研究曲面中十分有用. 一个自然的问题是：是否任意

(紧)曲面都有一个多边形表示？答案是肯定的. 为了说明这一点，我们先介绍组合拓扑中

的两个概念：单形和单纯复形.

定义 4.4.7.（单形）

♣

(1) 考虑点集 {x0, x1, · · · , xm} ⊂ Rn. 如果向量集

{x1 − x0, · · · , xm − x0}

线性无关，则我们称 {x0, x1, · · · , xm}为在一般位置的（in general position）.

(2) 若点集 {x0, x1, · · · , xm}是在一般位置的，则我们称它的凸包为一个m-维单
形或m-单形（m-simplex）,并且被记之为 σ = 〈x0, x1, · · ·xm〉，即

σ = 〈x0, x1, · · · , xm〉 =

{
m∑
i=0

aixi|0 ⩽ ai ⩽ 1,
m∑
i=0

ai = 1

}
.

(3) 对于任意m-单形 σ = 〈x0, x1, · · ·xm〉和任意指标集

{τ(0), · · · , τ(k)} ⊂ {0, 1, · · · ,m},

我们称 k-单形 〈xτ(0), · · · , xτ(k)〉为 σ的一个 k-维面（face）.

定义 4.4.8.（单纯复形）

♣

设K 是一个由 Rn中一些单形组成的集合，记 |K| =
⋃
σ∈K

σ.a 如果

(1) σ ∈ K =⇒ σ的任意一个面都在K 中.

(2) σ1, σ2∈K =⇒要么 σ1∩σ2 = ∅,要么 σ1∩σ2是 σ1和 σ2的一个公共面.

(3) 对于任意 x ∈ |K|,存在开集 U 3 x使得 U 仅与有限多个 σ ∈ K 相交.

则我们称K为一个单纯复形（simplicial complex），且称 |K|为其承载空间（under-

lying space）.

a注意K 不是 Rn 的子集（因为作为集合，K 的元素不是点而是单形），但 |K|是 Rn 的子集.

下面是单纯复形和非单纯复形的例子：
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4.4 紧曲面及其分类

如果单纯复形 K 中所包含的单形的维数最高是 m维的，则我们称 K 为 m 维单纯

复形. 例如，1维单纯复形就是 (可被嵌入到欧氏空间的)图 (graph)，它的边为 1-单形而

顶点为 0-单形.

定义 4.4.9.（细分）

♣

(1) 设K,K ′都是单纯复形. 如果

(a). |K| = |K ′|.
(b). 对于任意 σ′ ∈ K ′,存在 σ ∈ K,使得 σ′ ⊂ σ.
则我们称单纯复形K ′是K 的一个细分（subdivision）.

(2) 设K,L为两个单纯复形. 若存在细分K ′, L′以及双射 f : |K ′| → |L′|使得

〈x0, x1, · · · , xm〉 ∈ K ′ ⇐⇒ 〈f(x0), f(x1), · · · , f(xm)〉 ∈ L′,

则我们称K,L是等价的（equivalent）.

对于单纯复形，有一种很有用的细分方法，叫做重心重分（barycenter subdivision）：

对于 K 中的每个单形，添加其重心，并将每个 m-单形分为 (m + 1)!个较小的 m-单形.

以下是对一个 2-单形连续进行两次重心重分的过程：

对于任意单形 σ，我们记Kσ 为由 σ及其所有的面组成的复形. 注意根据定义，我们

有：如果K ′是K 的细分，则对于任意 σ ∈ K,

K ′
σ := {σ′ ∈ K ′ | σ′ ⊂ σ}

是Kσ 的一个细分.

¶紧曲面的三角剖分

有了单纯复形的概念，我们就可以定义

304



4.4 紧曲面及其分类

定义 4.4.10.（三角剖分）

♣

设M 为一个曲面. 如果存在单纯复形K 以及同胚映射 ϕ : |K| →M，则我们称K

为M 的一个三角剖分（triangulation）.

以下是一些简单和不简单的三角剖分：

设单纯复形 K 是紧连通曲面 M 的一个三角剖分. 根据定义以及连通性，我们容易

得到

(a) K 是由一些三角形（2-单形）和它的所有顶点（0-单形）、边（1-单形）所组成【即：

不存在不是 2-单形的面的 0-单形和 1-单形】.

(b) K 中任意两个三角形的交集只能是
:::::
一条公共边或

:::::
一个公共顶点.

(c) 任意两个顶点可由一串首尾相接的边连接.

事实上，曲面的三角剖分还有如下特性（证明留作习题）：

命题 4.4.11.（曲面三角剖分的特性）

♠

设K 是紧无边曲面M 的三角剖分，那么

(1) K 中的任意 1-单形（边）都
::::::
恰好是两个 2-单形（三角形）的边，

(2) 对于K中任意 0-单形（顶点）v，包含 v的 2-单形（三角形）可以“循环”排

成一圈 σ1, σ2, · · · , σk, σk+1 = σ1，使得对于任意 1 ≤ i ≤ k，σi 与 σi+1 的交

集是它们的一条公共边.

反之，任意满足 (a),(b),(c),(1),(2)【或 (1′),(2′)】的有限单纯复形K，其承载空间 |K|
都是一个紧连通拓扑曲面.

如果K 是紧带边曲面 S 的三角剖分，类似的结论也成立：

命题 4.4.12.（带边曲面三角剖分的特性）

♠

设K 是紧带边曲面M 的三角剖分，那么

(1′) K 中的任意 1-单形（边）都
::::::
至多是两个 2-单形（三角形）的边，

(2′) 对于K中任意 0-单形（顶点）v，若 v对应于M 的内点，则同 (2)；若 v对应

于M 的边界点，则包含 v的 2-单形（三角形）可以排成一列 σ1, σ2, · · · , σk，
使得对于任意 1 ≤ i ≤ k − 1，σi与 σi+1的交集是它们的一条公共边.

反之，任意满足 (a),(b),(c),(1′),(2′)的有限单纯复形K，其承载空间 |K|都是一个紧
连通拓扑带边曲面.

注意上述条件 (1)、(2)帮我们去掉了如下两类的“不构成曲面的坏单纯复形”：
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我们还可以把条件 (1)，(2) 统一成一个条件. 为简单起见，我们只考虑无边的情形.

我们设 v是单纯复形K 中的任意 0-单形（顶点），并将K 中所有包含 v的 2-单形（三角

形）中 v 的对边（1-单形及其顶点 0-单形）的集合叫做 v 的链接（link）. 则条件 (1),(2)

可被统一为

(d) K 中任意顶点 v的“链接”构成一个简单闭多边形.15

该条件不难被推广到高维：K 中任意 k-单形 σ的“链接”（即跟单形 σ不交且跟 σ同为

某更高维单形的面的单形 τ 的集合）构成一个拓扑球面. 我们把满足这样条件的三角剖

分叫做组合三角剖分（combinatorial triangulation）. 虽然大部分我们能够想到的三角剖分

都是组合三角剖分，但是确实存在某些拓扑流形（例如对 Poincaré所发现的三维同调球

做两次纬垂操作所得五维拓扑球），它的某些三角剖分不是组合三角剖分.

¶三角剖分存在唯一性

根据定义，流形是 (A2)，(T2)且局部欧的. 但是这些定义中的条件无法告诉我们流

形的整体结构. 三角剖分是组合拓扑（combinatorial topology）（即“用组合方法”研究流

形或者更一般拓扑空间的整体拓扑结构）这个拓扑学分支的基石. 例如，我们下面会展

示如何用三角剖分定义拓扑曲面的定向、Euler示性数等拓扑量. 进一步的，还可以用三

角剖分定义同调群等代数拓扑不变量.

对流形做三角剖分以研究其整体拓扑性质的想法起源于 H. Poincaré 在 1895 年发表

的长文 Analysis Situs. 后来在 1899年，H. Poincaré在为 Analysis Situs写的第一个附录中

研究了如下问题：

问题 1：是否任意光滑流形都有三角剖分？

在 1924年，德国数学家 H. Kneser将该问题拓广至拓扑流形：

问题 2：是否任意拓扑流形都有三角剖分？

事实上，人们甚至期待更多.

问题 3：是否任意光滑/拓扑流形都有组合三角剖分？

当然，人们也关心三角剖分的唯一性问题. 早在 1908年，德国数学家 Steinitz和奥地利

数学家 Tietze就提出了所谓的“组合拓扑的主猜想（Hauptvermugung）”，

主猜想：任意可被三角剖分的空间，其不同的三角剖分是等价的.

这些问题对于 20世纪拓扑学的研究起到了很重要的引领作用. 事实上，H. Poincaré

认为问题 1 的答案是肯定的，并给出了一个不太严谨的论证. 后来美国数学家 S. Cairns

15对于带边且顶点 v对应于边界点的情形，v的“链接”构成一条简单折线.
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（1935年）和英国数学家 J.H.C. Whitehead16（1940）年对问题 1给出了完整的回答：任意

光滑流形具有唯一跟光滑结构相容的组合三角剖分.

对于二维拓扑流形即曲面，其三角剖分的存在性最早是 1925 年由 T. Rado 17给出.

Rado定理的证明比较长，后来 1969年Doyle和Morgan给出了一个基于 Jordan-Schoenflies

定理的简短证明. 1943年希腊数学家 C. Papakyriakopoulos证明了任何二维单纯复形的主

猜想. 总而言之，我们有

定理 4.4.13.（曲面三角剖分的存在唯一性）

♥

(1) 任意曲面都存在一个组合三角剖分.

(2) 同一个曲面的任意两个三角剖分是等价的.

在后文中，我们将会不加证明地承认该定理.

对于三维拓扑流形三角剖分的存在唯一性，直至 1952年才由美国数学家 E. Moise完

成. 他证明了任意 3维拓扑流形有光滑结构（后来人们也证明了 3维拓扑流形光滑结构的

唯一性），从而其组合三角剖分是存在且唯一的. 然而，对于一般的 n（n ≥ 4）维拓扑流

形，问题 2、问题 3以及主猜想的答案都是否定的. 事实上，1969年 Kirby和 Siebenmann

对于任意 n ≥ 5，构造了不可被组合三角剖分的 n维拓扑流形的例子，之后直到 2016年

才由 C. Manolescu完成了最后一击，证明了对于任意 n ≥ 5，存在 n维的拓扑流形不可被

三角剖分. 四维是拓扑学中一个非常特殊的维数. 1982年M. Freedman在这个维度首先取

得了突破，构造不可被组合三角剖分的 4维拓扑流形的例子，之后 1985年 A. Casson证

明了 Freedman所构造的 4维流形不可被三角剖分. 此外，主猜想首先在 1961年被Milnor

证否，不过他给出的例子是单纯复形但不是拓扑流形. 之后 1969年 Kirby和 Siebenmann

才给出了具有不同三角剖分的 n维拓扑流形（n ≥ 5）的例子.

在拓扑学中，对于 n ≥ 5维流形和 n = 2, 3, 4维流形的研究，无论是方法还是结论往

往都有着较大的差异. 因此人们习惯于把 n ≥ 5维的拓扑称为高维拓扑，而把 n = 2, 3, 4

维的拓扑称为低维拓扑. 当然，我们在第 4.3节所提到的扭结理论就是低维拓扑的一个重

要分支.

¶多边形表示的存在性

我们已经看到了多边形表示是有用的. 为了应用 Rado定理即组合三角剖分的存在性

去证明多边形表示的存在性，我们还需要

引理 4.4.14.（组合三角剖分的“强连通性”）

♦

设 K 是紧连通曲面M 的一个组合三角剖分. 则对于 K 中任意 2-单形 σ, σ′，存在

K 中 2-单形 σ0 = σ, σ1, · · · , σk, σk+1 = σ′ 使得对任意 0 ≤ i ≤ k，σj 与 σj+1 交于

一条公共边.

16怀特海德（John Henry Constantine Whitehead，1904-1960）,英国数学家，同伦论的创始人之一，引入了比单
纯复形更一般的 CW复形的概念. 他的叔叔是著名数学家、哲学家 A.N.Whitehead.

17拉多（Tibor Rado，1895-1965），匈牙利数学家. 他的另一项非常有名的工作是解决 Plateau问题（跟 Douglas
同时而独立解决该问题）.
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证明 假设引理不成立，即存在 2-单形 σ 和 σ′，不能通过一组 2-单形如引理中所述那样

“相连”. 把所有能跟 σ“相连”的 2-单形（含 σ）列为 σ1, · · · , σm，而不能跟 σ“相连”的

列为 σ′1, · · · , σ′m，则任意 σk 与 σ′l 都不能“相连”. 令 K1 = ∪σj，K2 = ∪σ′j . 由连通性，
K1 ∩K2 6= ∅. 由选取方式，K1 ∩K2中不包含 1-单形，于是该交集仅包含 0-单形即顶点.

任取交集中的顶点 v，则由命题4.4.11，所有包含 v的 2-单形是“相连”的，矛盾. □
下面我们证明

定理 4.4.15.（多边形表示的存在性）

♥任意紧曲面M 都存在一个多边形表示.

证明 不失一般性，我们假设曲面M 是连通的 (否则它是有限多个紧连通曲面的无交并，

分别处理即可). 根据 Rado定理，任何紧曲面M 都存在一个组合三角剖分 K. 紧性和局

部有限性蕴含了K 是有限集. 我们记K 中所有的 2-单形为

σ1, σ2, · · · , σk.

将这些 2-单形的边 (1-单形）都标记字母（当然，我们用同一个字母标记相邻 2-单形的公

共边）. 取 σ1. 如果 k > 1，那么由引理4.4.14，存在 σi2 使得

σ1 ∩ σi2 =一条公共边.

令 P2 = σ1 ∪ σi2（擦掉粘合的公共边上所标记的字母）. 那么 P2是一个各边都有标记字

母的四边形. 如果 k > 2，再次由由引理4.4.14，存在 σi3 使得

σi3 ∩ P2 =至少一条公共边.

有可能 σi3 与 P2 的交集超过一条边，但我们仅把 σi3 的一条边粘合到 P2 从而得到各边

都有标记字母的五边形 P3.重复这个过程，我们最终可以得到一个各边都被标记了字母

的 (k + 2)-边形，且每个字母最多标记这个多边形的两条边. 它就是我们所需要的M 的

多边形表示. □

¶在多边形表示上做三角剖分

通常在曲面上直接画三角剖分会很复杂，但在其多边形表示上处理则会容易一些. 然而，

在多边形表示上画三角剖分时要小心：必须避免出现“不同的三角形有相同的三个顶点”

这种情形 (否则这两个三角形的交集就是三条边，跟单纯复形的定义矛盾！)

以下是用多边形表示做 S2的三角剖分时，错误的剖分方法：

例如，对于最后一个，即使我们已经将多边形分割为很多小的三角形，它们之间仍然是

冲突的，因为存在两个三角形，具有相同的顶点 A, D和 O.

以下是 T2, RP2和 Klein瓶 (正确的)三角剖分(区别在哪里？)):
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这里是上述三个曲面的顶点更少的三角剖分方法：

¶定向

利用三角剖分，对于任意紧曲面M，我们得到一个有限单纯复形K 与其同胚. 事实

上，曲面M 的很多拓扑信息都被蕴含于K 的组合信息当中. 我们首先定义

定义 4.4.16.（单形的定向）

♣

给定任意单形 σ = 〈x0, x1, · · · , xm〉,
(1) 对于 {0, 1, · · · ,m} 的任意置换 {τ0, · · · , τm}，我们称顶点的排序

[xτ(0) · · ·xτ(m)]为单形 σ的一个定向（orientation）.

(2) 对于顶点的两个不同排序，如果它们对应的置换具有相同的奇偶性（即它们

之间相差偶数个对换），则我们称这两个排序定义了相同的定向（define the

same orientation）.

根据定义，任何单形都有两个 (相反)的定向：

[x0x1x2 · · ·xm] 和 [x1x0x2 · · ·xm] = −[x0x1x2 · · ·xm].

以下是 1-单形和 2-单形上的不同定向：

现在我们通过 2-单形和 1-单形的定向定义曲面的定向. 我们首先定义

定义 4.4.17.（单纯复形的定向）
假设K 是一个二维单纯复形.

(1) 设 〈A,B,C〉是一个 2-单形，且具有定向 [ABC]. 则定义它在边 〈A,B〉, 〈B,C〉
和 〈A,C〉上的诱导定向（induced orientation）分别为 [AB], [BC], [CA].

(2) 设 2-单形 σ1 和 σ2 是“相邻的”，即它们的交集是一条公共边. 如果它们在
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♣

公共边上诱导的定向是
:::::::
相反的，则我们称 σ1 的定向和 σ2 的定向是相容的

（compatible）.

(3) 如果可以给 K 的每个 2-单形赋予定向，使得所有相邻单形的定向是相容的，

则我们称K 是可定向的（orientable）.

注意单纯复形未必可定向. 不过，如果 K 是 2-单形即三角形的细分所对应的复形，

则K 一定是可定向的，且它跟三角形一样恰有两个定向：

引理 4.4.18

♦

设有限单纯复形 K 是三角形复形 K⟨A,B,C⟩ 的一个细分. 则对于 〈A,B,C〉 的任一
定向，可以赋予K 一个定向使得该定向不改变 〈A,B,C〉的边上的定向.

证明 如果单形 〈A,B,C〉是“逆时针”定向，则赋予于 K 中所有的小三角形“逆时针”

定向. 如果 〈A,B,C〉是“顺时针”定向，则赋予于K 中所有的小三角形“顺时针”定向.

易见该定向不改变三角形 ABC 三条边上的定向（但是有可能会把每条边都分割成很多

小段）.

反之，设K的某个定向不是由上述两种方式给出来的，即K中有两个小三角形，一

个是“顺时针”定向，另一个是“逆时针”定向. 在这两个三角形各取一个内点，使得连

接它们的线段不经过任何 0-单形，则该线段途径的小三角形中，一定有两个相邻的小三

角形，其中一个是“顺时针”定向而另一个是“逆时针”定向，从而它们在交集上诱导

相同的定向，即定向不相容，矛盾. □
我们将用三角剖分的可定向性定义曲面的可定向性. 为此我们还需要一点准备工作：

我们知道，曲面的三角剖分并不唯一，但是曲面的不同三角剖分是等价的. 因此，我们自

然想到要证明

命题 4.4.19.（细分的可定向性）

♠

设K 是紧连通曲面M 的一个三角剖分，而K ′是K 的一个细分，则K ′是可定向

的当且仅当K 是可定向的.

证明 设K是可定向的，并赋予K一个定向. 对于K中的每个 2-单形σ，按照引理4.4.18的

方式赋予它的细分

K ′
σ := {σ′ ∈ K ′ | σ′ ⊂ σ}

定向. 由K 中定向相容性可知K ′中这样赋予的定向是相容的.

反之，若K ′是可定向的，则对于K中的每个 2-单形 σ，K ′
σ上的定向给出了 σ的一

个定向，且由K ′的定向相容性知由此所得到的K 的定向是相容的. □
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因为曲面的任意两个三角剖分都是等价的，即有公共的细分，所以如下的定义不依

赖于三角剖分的选取，从而是合理的：

定义 4.4.20.（可定向曲面）

♣如果曲面M 的一个三角剖分K 是可定向的，我们称M 是可定向的（orientable）.

注意到可定向性是拓扑性质：如果M 是可定向的（即存在M 的一个三角剖分K且

K 是可定向的）且如果 N 'M ,那么同胚映射 f :M → N 将会自动给出 N 上的一个三

角剖分 ‹K,而且我们可以通过“移植K 上的定向”的方式赋予 ‹K 一个定向.

下图展示了 T2是可定向的，而实射影空间 RP2和Möbius带则不可定向：

对于可定向性，我们有以下命题，其证明我们留作练习：

命题 4.4.21.（紧连通曲面的可定向性）

♠

令M,M1,M2维紧连通曲面. 那么

(1) 如果M 是可定向的，那么在M 上恰好有两种相反的定向.

(2) 如果M1,M2是可定向的，那么M1#M2也可定向.

(3) 如果存在一个Möbius带到M 的嵌入，那么M 是不可定向的.

特别地，由推论4.4.6知，RP2，Klein瓶，以及更一般地 RP2#S（其中 S 是任意紧

曲面）都是不可定向的. 而从下文的曲面分类定理来看，每个不可定向连通紧曲面里面

都可以找到嵌入其中的Möbius带. 于是，对于紧曲面而言，“存在嵌入M 的Möbius带”

与M 不可定向是等价的. 事实上，有很多书直接把“存在嵌入M 的Möbius带”作为曲

面M 不可定向的定义. 【几何上，这就是说我们可以从曲面的一侧出发，沿着该曲面上

的某个圆走一圈，不跨过边界即可达到曲面的另一侧】

¶ Euler示性数

在组合拓扑里，通过运用组合剖分地方式，我们不仅可以定义可定向性这样“定性”

的拓扑性质，还可以定义 Euler示性数、同调群等“定量”的拓扑不变量. 例如，

定义 4.4.22.（单纯复形的 Euler示性数）

♣

设K 是有限单纯复形K，记K 中m-维单形的个数为 |K(m)|. 我们称

χ(K) =
∑

(−1)m|K(m)|,

为K 的 Euler示性数（Euler characteristic）为
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例如，若K 是有限图，则其 Euler示性数为

χ(K) = |V | − |E|,

其中 |V |和 |E|分别为该图的顶点数和边数，而我们在第 3.6节已经看到了此时 K 的基

本群是由 χ(K)决定的. 若K 是紧曲面的三角剖分，则它的 Euler示性数为

χ(K) = |V | − |E|+ |F |,

其中 |V |, |E|, |F |分别是K 中的顶点数，边数和 2维面数.

我们证明

命题 4.4.23.（细分不改变 Euler示性数）

♠如果K 是紧曲面M 的三角剖分，而K ′是K 的细分，那么 χ(K ′) = χ(K).

证明 若在细分 K 成 K ′ 时，在 K 中所有三角形的内部总共添加了 m 个点，在其所有

“内部边”（即 K 的不对应于 M 的边界的那些 1-单形）上共添加了 n1 个点，在其所有

“边界边”（即K 的对应于M 的边界的那些 1-单形）上共添加了 n2个点，则新的单纯复

形K ′比原来的单纯复形K 多了m+ n1 + n2个 0-单形. 这些增加的点导致K ′中所有三

角形的内角和比K 总共增加了m · 2π+n1 · 2π+n2π，从而K ′比K 多了 2m+2n1 +n2

个 2-单形.

K ′比K多了多少个 1-单形呢？为区别起见，我们称连接到“新内部点”的 1-单形为

“新边”，K中“内部边”被增加的点分割后得到的边叫做“新内部边”，K中“边界边”被增

加的点分割后得到的边叫做“新边界边”. 则新内部边比原内部边多 n1条，新边界边比原

边界边多 n2条. 于是问题转化为：新边有多少条？新增的 2m+2n1+n2个三角形共多出

来 6m+6n1+3n2条边（其中“新边”和“新内部边”都重复算了两遍），其中有n2条是“新边

界边”，有 n1条是“新内部边”，这些“新内部边”需要算两遍，即 2n1条边，剩下的是新边，

每条边也被算了两遍，所以新边的条数是 (6m+6n1+3n2−2n1−n2)/2 = 3m+2n1+n2

条. 于是共增加了 3m+ 3n1 + 2n2条边，跟增加的“点数 +面数”一致，从而命题得证.

□
因为曲面的任意两个三角剖分都有一个公共子划分,所以我们可以定义

定义 4.4.24.（紧曲面的 Euler示性数）

♣

设 S 为一个紧曲面，而K 是 S 的一个三角剖分，则我们称 χ(S) := χ(K)为 S 的

Euler示性数（Euler characteristic）.

例 4.4.25. 根据以下图片，
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4.4 紧曲面及其分类

我们立刻得到了：

χ(S2) = 4− 6 + 4 = 2,

χ(T2) = 9− 27 + 18 = 0,

χ(RP2) = 10− 27 + 18 = 1,

χ(Klein瓶) = 9− 27 + 18 = 0,

χ(Möbius带) = 9− 24 + 15 = 0.

注记: T2, Klein瓶和 Möbius带两两不同胚. 因此仅有 Euler示性数是不能决定一个曲面

的拓扑.

从以上公式我们看到 χ不是“可加的”18,即 χ(S1#S2) 6= χ(S1) + χ(S2). 然而，我

们有

定理 4.4.26.（连通和的 Euler示性数）

♥χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2)− 2.

证明 因为圆盘同胚于三角形即 2-单形，所以在做连通和的时候，可以将两个曲面做三角

剖分，然后各取一个三角形，去掉三角形的内部，并粘接边界. 这样，原来两个曲面的三

角剖分恰好变成新的连通和的三角剖分. 比较一下，可知新的单纯复形比原来的两个单

纯复形少了三个顶点，两条边和两个面. 故

χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2)− 3 + 3− 2 = χ(S1) + χ(S2)− 2,

从而定理得证. □

4.4.3 紧曲面的分类

¶从多边形表示到符号表示

多边形表示对于研究曲面而言非常有用，但有时用起来并不很方便，因为要画一个

(边数非常多的) 多边形并且标记每条边是非常耗费时间的. 不过，仔细想一下我们会发

现，我们完全可以把多边形区域换成一些别的形状比如圆盘：只要把圆盘的边界即圆周

分成 n段圆弧，并按照顺序跟 n边形一样标记字母，这样得到的效果跟用 n边形表示是

完全一样的. 把这个想法再往前发展一步，我们发现：多边形表示的核心是边之间的排

列顺序以及“哪条边与哪条边以什么方向粘贴”的粘贴关系，所以我们完全可以不用画

图，而只要简单地用符号表示这些边的排列顺序与粘贴关系即可.

下面我们就引入这样一个符号系统，用字母去表示多边形：给定一个紧曲面的多边

形表示，我们用符号将其记为

〈S | A 〉,

其中

18然而，它确实是“可乘的”，即对于紧曲面或者更一般的紧流形，我们有 χ(M ×N) = χ(M)χ(N). 这个公
式将在后续课程中学到.
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(a) S 是一个字母集，用以标记多边形的边，

(b) A由一个或多个字组成，使得 S中每个字母（包括它的逆：我们按照逆时针方向记

录多边形的边，用字母的逆表示在粘贴该边时要“反向”即沿顺时针方向粘）在 A

中至多出现两次. 此外，如果 A由超过一个字组成，那么对于每个字，都至少有一

个字母出现在另外一个字里面（因此可以将他们粘起来得到一个连通曲面）.

例如，对于 Klein瓶，我们已经看到了

通过使用以上新的符号系统，我们就不用画出这些图，而只要写出如下的符号串：(这里

我们仅需用符号记录上面的第一、三、四、五共四张图就足够了)

〈a, b | aba−1b〉 → 〈a, b, c | abc, c−1a−1b〉 → 〈a, b, c | acb−1, bca〉 → 〈a, c | aacc〉

这样就大幅简化了我们的工作.

根据命题4.4.2，如果M1,M2 分别有多边形表示 〈S1|A1〉和 〈S2|A2〉，其中 S1 和 S2

中的字母是不重复的，那么M1#M2就有多边形表示 〈S1S2|A1A2〉. 于是我们可以把“曲
面的连通和”这个过程用符号表示成

〈S1|A1〉#〈S2|A2〉 = 〈S1, S2|A1A2〉.

例如，我们有

〈a | aa〉#〈c | cc〉 = 〈a, c | aacc〉,

而这是K ' RP2#RP2的一个“符号证明”.

注 4.4.27.
(1) 正如以上例子所看到的，对于给定曲面的多边形表示，其符号表示不是唯一的.

(2) 虽然我们是从三角剖分开始得到了多边形表示，但多边形表示不必与任何三角剖分

有关. 它仅仅是一种通过“粘合多边形边界”来得到曲面的方法.

¶初等变换

于是一个自然的问题是：如何判断两个不同的符号表示是代表相同的曲面还是不同

的曲面？或者反过来，如何将给定曲面的符号表示转化为一个新的 (与原先的符号表示等

价，但是更简单)符号表示？下面我们对符号表示引入一些初等变换 (elementary transfor-

mations)，这些变换前后的符号表示代表的是同一个曲面的不同多边形表示. 后面我们将
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利用这些初等变换把给定的符号表示变换称某些特定“标准型”，从而可以认出该符号表

示所代表的曲面.

(I) 剪切：

〈S|A1A2〉⇝ 〈S, e|A1e, e
−1A2〉,

其中 e是一个不在 S 中的新字母.

从几何上看，“剪切”变换就是用符号的方式记录下图所代表的过程，即：沿着连

接两个顶点的对角线剪开多边形，得到两个新的多边形. 如图所示，所剪出的新边

只要按照相反的方向粘贴就得到原来的多边形，所以我们用新字母 e以及 e−1来标

记所剪出的新边)：

(II) 粘合：

〈S, e|A1e, e
−1A2〉⇝ 〈S|A1A2〉.

显然这就是剪切变换的逆变换.

(III) 折叠：

〈S, e|A1ee
−1A2〉⇝ 〈S|A1A2〉.

该变换所记录的是下图所代表的过程：

(IV) 展开：

〈S|A1A2〉⇝ 〈S, e|A1ee
−1A2〉.

这是折叠的逆变换. （在后文中，如果字或字的某部分太短以致后续的操作会出现

问题时，那我们将默认对其进行展开操作.）

(V) 轮换：

〈S|a1a2 · · · am〉⇝ 〈S|ama1a2 · · · am−1〉.

该变换代表着从另外一个顶点开始记录边的标记.

(VI) 反射：

〈S|a1a2 · · · am〉⇝ 〈S|a−1
m a−1

m−1 · · · a
−1
1 〉.

该变换代表着通过“镜像对称”将多边形做反射. 这样就同时改变了所有标记的方
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向，但是不会改变粘合的方式.

(VII) 替代：

我们有三种不同的替代变换，分别为

〈S, b1, · · · , bk|A1b1 · · · bkA2〉 ⇝ 〈S, b|A1bA2〉,

〈S, e1, e2|A1e1e2A2e1e2A3〉 ⇝ 〈S, e|A1eA2eA3〉,

〈S, e1, e2|A1e1e2A2e
−1
2 e−1

1 A3〉⇝ 〈S, e|A1eA2e
−1A3〉.

它们所代表的含义如下：

第一个变换表示“将多条相连的边界线段重新标记为一条线段”. [注意：所涉

及到的字母在字中别处都不出现，表示这些边不会粘到任何其他边上.]

第二个和第三个变换表示“如果两条相连的边在不同的地方出现两次，且以

给定的顺序正向或反向粘贴，那么我们就把它们重新标记为一条边”.

注意对于形如

aaaaa〈S, e1, e2|A1e1e2A2e2e1A3〉 或者 〈S, e1, e2|A1e1e2A2e
−1
1 e−1

2 A3〉

的符号表达式里，我们不能将 e1e2重新标记为一条边.

(VIII) 连通和：

〈S1, S2|A1A2〉⇝ 〈S1|A1〉#〈S2|A2〉,

其中 Ai仅包含 Si的字母.

这表示形如 〈S1, S2|A1A2〉（其中字 Ai 仅由 Si 的字母构成）的符号表示所代表的

曲面可以由连通和得到.

¶符号表示的化简

现在假设我们有一个紧连通曲面，它具有符号表示 〈S|A〉.为了能够“认出”该曲面，
我们将通过初等变换将其转化为一个更简单的形式. 注意我们总是可以通过粘合以及反

射将 A中所有的字连成一个字.

步骤 1 . 设字母 a ∈ S 以 a的形式（即没有 a−1）在字 A中出现了两次，即该符号表示

形如 〈S, a|A1aA2aA3〉，则我们采用以下变换：

〈S, a|A1aA2aA3〉
(5)⇝ 〈S, a|A3A1aA2a〉
(1)⇝ 〈S, a, b|A3A1ab, b

−1A2a〉
(5),(6)⇝ 〈S, a, b|bA3A1a, a

−1A−1
2 b〉

(2)⇝ 〈S, b|bA3A1A
−1
2 b〉

(5)⇝ 〈S, b|bbA3A1A
−1
2 〉

(8)⇝ 〈b|bb〉#〈S|A3A1A
−1
2 〉.

我们得到了 RP2！该过程在几何上可以用下图来解释：
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因为所得字的长度缩短了，所以将这个过程重复有限次，我们得到：

结论 1 . 如果 A包含 · · · a · · · a · · · ,那么我们有

M ' RP2# · · ·#RP2#M1,

其中M1是由符号表示 〈S1|A1〉所代表的曲面，其中在 A1中没有字母以相同的形式出现

两次，换言之，A1中的字母都以 · · · a · · · 或 · · · a · · · a−1 · · · 的形式出现.

步骤 2 . 假设M1 = 〈S|A〉,其中 A包含了 · · · a · · · b · · · a−1 · · · b−1 · · · ,那么我们可以

〈S, a, b|A1aA2bA3a
−1A4b

−1A5〉⇝ 〈S, a, b|A5A1aA2bA3a
−1A4b

−1〉

⇝ 〈S, a, b, c|A5A1aA2c, c
−1bA3a

−1A4b
−1〉

⇝ 〈S, a, b, c|A2cA5A1a, a
−1A4b

−1c−1bA3〉

⇝ 〈S, b, c|A2cA5A1A4b
−1c−1bA3〉

⇝ 〈S, b, c|c−1bA3A2cA5A1A4b
−1〉

⇝ 〈S, b, c, d|c−1bA3A2cd, d
−1A5A1A4b

−1〉

⇝ 〈S, b, c, d|A3A2cdc
−1b, b−1d−1A5A1A4〉

⇝ 〈S, c, d|A3A2cdc
−1d−1A5A1A4〉

⇝ 〈S, c, d|cdc−1d−1A5A1A4A3A2〉

⇝ 〈c, d|cdc−1d−1〉#〈S|A5A1A4A3A2〉.

我们得到了环面 T 2！该过程在几何上可以用下图来解释：

这里有一个重要观察：

所得的字 A5A1A4A3A2的长度缩短了且依然不会包含 · · · a · · · a · · · .

于是我们可以重复这个过程有限次（而不必担心会回到步骤 1的情形），得到

结论 2 . 我们有

M ' RP2# · · ·#RP2#T2#T2# · · ·#T2#M2,
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其中M2能被表示为 〈S2|A2〉,且在A2中既没有 · · ·a· · ·a· · · 也没有 · · ·a· · ·b· · ·a−1· · ·b−1· · · .
断言：

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
如果M 是一个无边紧曲面，那么我们已经完成了，即

M ' RP2# · · ·#RP2#T2#T2# · · ·#T2.

原因：若M 是无边紧曲面，则每个被标记的字母都恰好出现两次. 如果在剩

下的字 A2中不存在字母 a使得 A2形如 · · · a · · · a · · · ,并且 A2至少还留有两

个字母，那么所有留下的字母都以一个 a一个 a−1 的形式出现的. 此时必然

存在字母 a, b 使得 A2 形如 · · · a · · · b · · · a−1 · · · b−1 · · · 的字. 为了看到这点，

我们只要在所有剩下的字母中，取 a是“离它的逆最近”的字母即可. 此时唯

一的例外情况是类似于 aa−1bb−1的字,但它代表的曲面就是 S2，在做连通和

的时候是“零元”.

如果M 是带边紧曲面，那么我们还需要继续下面的步骤.

步骤 3 . 假设M 是带边曲面. 那么M2 = 〈S|A〉有以下形式 A = · · · a · · · a−1 · · · ,但是没
有 · · · a · · · b · · · a−1 · · · b−1 · · · .取a为“离它的逆最近”的字母. 那么A = A1ab1 · · · bka−1A2,

其中 b1, · · · , bk 将不会出现在 A1和 A2中. 因此我们得到

〈S, a, b1, · · · , bk|A1ab1 · · · bka−1A2〉⇝ 〈S, a, b|A1aba
−1A2〉

⇝ 〈S, a, b|aba−1A2A1〉

⇝ 〈a, b|aba−1〉#〈S|A2A1〉,

其中 〈a, b|aba−1〉所表征的是圆盘. 我们再次注意到：A2A1长度缩短了，且不包含步骤 1

和步骤 2中的两种类型. 因此我们可以重复步骤 3有限次直到所得字中不包含互逆的元

素. 至此，每个字母恰好出现一次. 注意到 〈b1, · · · , bn|b1 · · · bn〉所表征的依然是圆盘. 于

是我们得到

结论 3 . 我们有

M ' RP2# · · ·#RP2#T2#T2# · · ·#T2#D#D# · · ·#D,

其中 D是平面圆盘.

将这些结论放到一起，我们得到

命题 4.4.28

♠

任意紧曲面都同胚于如下形式的曲面

S2#RP2# · · ·#RP2#T2# · · ·#T2#D# · · ·#D.

注 4.4.29.
(1) 如果存在至少一个 RP2或 T2或 D，则我们可以移除 S2.

(2) 如果存在至少一个 RP2, 那么我们可以将每个 T2 替代为 RP2#RP2，因为我们有

RP2#T2 ' RP2#RP2#RP2.

(3) 对于任意曲面M , M#D 在几何上表示的是“M 上挖去一个圆盘”，即M 上带有

一个穿孔. 于是M#D# · · ·#D代表的是M 上带有多个穿孔.
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¶紧曲面的分类

现在我们可以证明

定理 4.4.30.（紧连通曲面分类定理）

♥

设M 为一个紧连通曲面. 那么

(1) 如果M 没有边界，那么M 同胚且仅同胚于下列曲面之一：

S2, Σk = T2# · · ·#T2︸ ︷︷ ︸
k

, Σ̃l = RP2# · · ·#RP2︸ ︷︷ ︸
l

.

(2) 如果M 有边界，且 ∂M 有 m个连通分支，那么M 同胚且仅同胚于下列曲

面之一：

带有m个小孔的S2, 带有m个小孔的Σk, 带有m个小孔的Σ̃l.

证明 我们已经证明了任何紧曲面都同胚于上面所列出曲面中的一个. 剩下的就是证明这

些曲面在拓扑上是两两不同的. 这可以通过计算基本群来实现.

(1) 我们有（参见第 3.6节及其习题）

π1(S
2) ∼= {e},

π1(Σk) ∼= 〈a1, b1, · · · , ak, bk|a1b1a−1
1 b−1

1 · · · akbka
−1
k b−1

k = 1〉,

π1(Σ̃l) ∼= 〈a1, · · · , al|a21a22 · · · a2l = 1〉.

[我们可以比较基本群的表现与“最自然的那个多边形表示”的所对应的符号表示.]

我们只需要证明这些群两两不同. 为了说明 π1(Σk)和 π1(Σ̃l)是不同的,我们可以计

算它们的交换化 (参见第 3.6节习题):

[π1(Σk)]
ab ∼=

2k︷ ︸︸ ︷
Z⊕ · · · ⊕ Z,

[π1(Σ̃l)]
ab ∼= Z2 ⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

l−1

.

因为这些空间的基本群的交换化两两不同，所以这些空间有不同的基本群，从而它

们是彼此不同胚的.

(2) 将这些空间分别记为 S2
m,Σk,m, Σ̃l,m. 我们还是可以用 van Kampen定理计算它们的

基本群,得到 (k, l,m ≥ 1)

π1(S
2
m)
∼=〈c1,· · ·, cm−1〉,

aaaaπ1(Σk,m)∼=〈a1, b1,· · ·, ak, bk, c1,· · ·, cm|a1b1a−1
1 b−1

1 · · ·akbka
−1
k b−1

k =c1· · ·cm〉,

π1(Σ̃l,m)∼=〈a1,· · ·, al, c1,· · ·, cm|a21 · · · a2l = c1· · ·cm〉.

注意边界连通分支的个数, m,是一个拓扑不变量.

我们想证明这些群是不同的. 通过计算它们的交换化，我们得到:

[π1(Σk,m)]
ab ∼=

2k+m−1︷ ︸︸ ︷
Z⊕ · · · ⊕ Z = Z2k+m−1,

[π1(Σ̃l,m)]
ab ∼= Zl+m−1.
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因此交换化可以被用来区分大多数情况，唯一的例外是:

[π1(Σk,m)]
ab ' [π1(Σ̃2k,m)]

ab.

然而，这也不算一个问题，因为我们知道 Σk,m是可定向的，Σ̃l,m是不可定向的,而

可定向性是一个拓扑性质!

□

¶由 Euler示性数给出的紧曲面分类定理

我们还可以考虑这些曲面的 Euler示性数. 我们知道

χ(S2) = 2, χ(T2) = 0, χ(RP2) = 1, χ(D) = 1

以及

χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2)− 2.

于是，我们可以计算我们列表中的曲面的 Euler示性数：

χ(S2) = 2, χ(S2
m) = 2−m,

χ(Σk) = 2− 2k, χ(Σk,m) = 2− 2k −m,

χ(Σ̃l) = 2− l, χ(Σ̃l,m) = 2− l −m.

注意这给出了定理4.4.30的一个更简单的证明.

特别地，我们得到了

命题 4.4.31.（2维版本的 Poincaré猜想）

♠对于任意紧曲面M，我们有 χ(M) ⩽ 2，并且 “=’’成立当且仅当M ' S2.

使用 Euler示性数，我们可以将分类定理重新表述为:

定理 4.4.32.（紧曲面分类定理，第二形式）

♥

任意紧连通曲面由以下三个数据唯一决定:

(1) 边界连通分支的个数，

(2) 是否可定向，

(3) 它的 Euler示性数.

特别地，对于无边的可定向紧连通曲面，Euler示性数是其唯一的拓扑不变量.

4.4.4 阅读材料：曲面的 Poincare-Hopf定理

¶曲面上的向量场 Vector fields on surfaces

下面我们假设 S是一个“光滑地”嵌入到 R3中的连通可定向紧无边曲面.于是在每

个点 x ∈ S 处,存在经过 x的一个平面与曲面 S 相切，它被称作 x处的切平面.每个以 x

为起点，位于切平面的向量被称作 x处 S 的切向量.
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4.4 紧曲面及其分类

现在假设 V 是 S 上的一个连续向量场，即它在每点 x ∈ S 处指定了一个切向量 Vx，

且 Vx关于 x是连续的. 例如，下图分别给出了球面和环面上的一个向量场：

注意，在第一个例子中，有两个不同的点，N 和 S，在这两个点上，所分配的向量为零

向量，而在第二个例子没有这样的点.

定义 4.4.33.（临界点）

♣

令 V 为曲面 S 上一个连续向量场，x ∈ S.

(1) 若在 x处的切向量 Vx = 0，则我们称 x是 V 的一个临界点 (critical point).

(2) 若 x是 V 的一个临界点，且存在 x的一个邻域使得 V 在该邻域里没有其他

临界点，则我们称 x是 V 的一个孤立临界点（isolated critical point）.

注意如果 S 是紧曲面，并且 V 是 S 上的一个只有孤立临界点的连续向量场,那么它

只有有限个临界点.

¶临界点的指标

现在设 V 是曲面 S 上的一个向量场，p为 V 的一个孤立临界点. 于是在 p的一个小

邻域中，曲面同胚于一个平面圆盘，并且 p是向量场 V 在该邻域中唯一的临界点. 在这

种情况下，我们可以将这个小邻域“摊平”成以 p为中心的圆盘，并且将 V 视为该圆盘

上的一个平面向量场，它仅在中心 p 处为零向量. 下面是一些“摊平后的向量场”的例

子: (图中所画的线是相应向量场的“流线”)
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对于每个孤立临界点，我们可以按照以下的方式给它指定一个整数：在驻点 p周围

取一个小圆周 S1，使得 p是圆内唯一的临界点. 那么向量场 V 在圆周上的每个点 x处指

定了一个非零向量 Vx. 从而我们得到一个映射

γ = V |S1 : S1 → R2 − {0}.

在习题 3.5中，对于这样的映射 γ，我们定义了其环绕数W (γ, 0)，即曲线 γ 围绕 0逆时

针转过的总圈数. 根据该习题，环绕数W (γ, 0)等于映射 γ′ = γ/|γ| : S1 → S1的映射度，

从而是一个同伦不变量. 于是W (γ, 0)只依赖于 V 和 p而跟小圆周的选取无关.

定义 4.4.34.（指标）

♣

设 p 是曲面 S 上向量场 V 的一个孤立临界点. 我们称如上给出的环绕数 W (γ, 0)

为 V 在 p处的指标（index），并把它记为 indp(V ).

下面是一些简单向量场的指标的例子：

¶ Poincare-Hopf定理

设 V 是曲面 S 上的一个只有孤立临界点的向量场. 我们可以计算它所有临界点的指

标，例如

注意前两个例子给出了 S2 上的两个不同向量场，一个有两个临界点，另一个只有

一个临界点，但在每种情况下其临界点的指标之和都等于 2. 第三个例子给出了 T2 上的

一个向量场，它有四个驻点，其指标之和为 0. 而最后一个例子则给出了 Σg 上的一个向

量场，它有 2g + 2个临界点，其指标之和 2− 2g：在所有这些例子中，向量场的全指标

（total index）即指标之和都等于该曲面 Euler示性数 χ(Σg).

虽然从定义上来看，向量场的指标是一个纯分析的量，但事实上，曲面上向量场的

全指标跟向量场的选择无关，只依赖于曲面的拓扑性质即曲面的 Euler 特征数，从而是

一个拓扑量：
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定理 4.4.35.（曲面的 Poincare-Hopf定理

♥

令 S 为 R3中的一个连通可定向紧无边曲面a，V 为 S 上的一个只有孤立临界点的

连续向量场. 则 ∑
p

indpV = χ(S).

a事实上定理对高维的光滑流形（甚至光滑带边流形，此时要求边界处的向量是“朝外”的）均成立.
该定理最早是由 H. Poincare对于曲面的情形予以证明，后来被 Hopf推广到高维流形的情形.

证明 [证明概要.] 根据定理4.4.30,我们不妨设 S 就是 Σg. 上面已经在 Σg 上构造了向量

场 ‹V，使得∑
p indp

‹V = χ(Σg). 以下只需证明对于 S上的任意只有孤立临界点的向量场

V，总有
∑

p indpV =
∑

p indp
‹V .

首先我们“将所有临界点移动”到一个小圆盘内：给定任意小 ‘‘圆盘" D ⊂ Σg,存在

从 Σg 到 Σg 的 (微分)同胚 φ，将 V 的所有驻点映射到 D中(证明它). 利用映射 φ，我们

可以构造一个向量场 V ′，使得它的临界点都在D里面，并且与 V 的临界点一一对应 (对

应的临界点指标也相同). 我们可以对 ‹V 做相同的操作得到向量场 ‹V ′. 为简单起见，我们

让曲面 Σg“躺平”,并让 D是以最右端的点为中心的小圆盘. 注意到由我们的构造，∑
p

indpV
′ =

∑
p

indpV 且
∑
p

indp‹V ′ =
∑
p

indp‹V .
现在我们在 Σg 上有两个向量场，即 V ′和 ‹V ′,使得 V ′和 ‹V ′在 Σg \D上都非零. 于

是对于任意点 x ∈ Σg \ D, 我们有在同一个平面内的两个
::::
非零向量，V ′(x) 和 ‹V ′(x). 令

θ(x)为从 V ′(x)到 ‹V ′(x)的夹角. 于是我们得到了一个连续映射

θ : Σg \D → S1.

现在我们考虑 Σg \D上“从左到右”的一族圆圈. 下图说明了 θ限制到这些圆周上

的映射度是相同的! (在某些地方我们的圆圈事实上是两个圆圈，我们要计算的映射度是

θ分别限制到这两个圆上的 θ的映射度之和.) (写下细节.)

注意当 C1非常靠近“最左边的点”时, θ|C1 不是满射. 因此由习题 3.5, deg(θ|C1) = 0. 于

是根据以上论证, deg(θ|∂D) = 0，从而由习题 3.5可知

θ|∂D : ∂D = S1 → S1

同伦于常值映射. 如果我们记 V̂ ′ = V ′/|V ′|,那么我们得到 V̂ ′|∂D ∼ ‹̂′
V |∂D，从而

deg(V̂ ′|∂D) = deg(‹̂′
V |∂D).

最后，由映射度的同伦不变性和下图，我们得到：如果在圆盘D中存在多个临界点，
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4.4 紧曲面及其分类

那么D中临界点的全指标等于在边界 ∂D上的向量场的“环绕数”(更确切地说，它等于

∂D = S1上的映射“将 S1的一点映为该点处单位化的向量 “V = V/|V |”的映射度).

由此结论成立. □
因为 χ(S2) = 2 6= 0,我们得到了著名的

推论 4.4.36.（毛球定理）

♥球面 S2上的任何连续向量场必有零点.
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