
拓扑学 H 作业解答

原生生物

* 对应王作勤老师《拓扑学 H》课程作业，包含几乎全部 Not Required 部分。
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1 第一周作业

1.1

(1) a. Π,Σ,Ψ,Γ,Υ,Ω, π, γ, µ, τ, ϵ,+,×,∪,∼,→

b. ♡, φ, α, δ,∇,∝

c. Φ, ϕ, θ, β

d. ⊗

e. Θ

f. Ξ

(2) 若其每个面均为六边形，设面数为 F，由于每个面有六条边，两个面共用一条边，因此边数 E = 6F
2

= 3F，

同理顶点数 V = 6F
3

= 2F，因此 V − E + F = 0，与多面体 V − E + F = 2 矛盾。

(3) 由 C 为简单闭曲线可知 f 在 (0, 1) 上不为 0，不妨设恒大于 0。再令 [0, 1] 外 f(x) = 0，使其在 R 上
连续。设 g(x) = f(x)− f(x+ f(x))，则 g 也在 R 上连续。下证其在 (0, 1) 上有零点。若否，其必然

恒正或恒负：

恒负：由于 f(x) < f(x+ f(x))，取 a0 ∈ (0, 1), an+1 = an + f(an)，由于 f ≥ 0 知此数列单调，且不

会超过 1 +max[0,1] f(x)，因此存在极限，设为 a，由两边取极限知 a = a+ f(a)，因此 f(a) = 0，但

f(an) 单调增加且 f(a0) > 0，矛盾。

恒正：类似地，取 a0 ∈ (0, 1), an = an+1 + f(an+1)。由于 0 + f(0) < an, an + f(an) > an，必存在

0 < an+1 < an 满足递推，与上方类似得矛盾。

由此，设 g(t) = 0, t ∈ (0, 1)，可验证 (t, 0), (t, f(t)), (t + f(t), 0), (t + f(t), f(t)) 即构成了满足要求的

正方形。

(4) (a) 计算端点处的值与 0 处、 1
n
处左右导数验证即可。

(b)

lim
n→∞

F (un) = lim
n→∞

∫ 1
n

0

n2π2x2

4
sin2(nπx)dx = lim

n→∞

1

n

∫ 1

0

π2x2

4
sin2(πx)dx = lim

n→∞

C

n
= 0

(c) 若存在，由于 u(1) = 1 且连续，F (u) > 0，因此存在 m 使 F (u) > F (um)，矛盾。

1.2

(1) 良定：若 p(x1) = p(x2), p(y1) = p(y2)，则由于

d(y2, y1) + d(y1, x1) + d(x1, x2) ≥ d(y2, x2)

d(y1, y2) + d(y2, x2) + d(x2, x1) ≥ d(y1, x1)
，且

d(x1, x2) = d(y1, y2) = 0，由此 d(x1, y1) = d(x2, y2)，从而此距离良好定义。

正定：d̄(p(x), p(y)) = d(x, y) ≥ 0, d̄(p(x), p(y)) = 0 ⇔ d(x, y) = 0 ⇔ p(x) = p(y)

对称：d̄(p(x), p(y)) = d(x, y) = d(y, x) = d̄(p(y), p(x))

三角不等式：d̄(p(x), p(y)) + d̄(p(y), p(z)) = d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) = d̄(p(x), p(z))

(2) (a) f(0) = f(d(x, x)) = d̃(x, x) = 0，若 f 还有其他零点，考虑 R 上 d(x, y) = |x− y| 即知矛盾。

若有 f(α) + f(β) < f(α+ β)，在上方度量中考察 d̃(α, 0), d̃(0,−β), d̃(α,−β) 即知矛盾。

(b) 由 f−1({0}) = {0} 可知正定，由 f(d(x, y)) = f(d(y, x)) 可知对称，故只须证明三角不等式。

(i) d̃(x, y) + d̃(y, z) ≥ f(d(x, y) + d(y, z)) ≥ f(d(x, z)) = d̃(x, z)
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(ii) 只须证明其满足第一小问条件。以下利用凹函数性质：设 x < y，则 t > y 时 f(t) ≤ l(t)，其

中 l 为连接 (x, f(x)), (y, f(y)) 的直线 (此性质可由斜率的不等式证明)。
不减：若否，存在 x < y, f(y) > f(x)，连线与 x 轴有交点，此后只能 f < 0，与值域矛盾。

次可加：(α, f(α)), (β, f(β)), 0 < α < β 连线为 l(x) = f(β)−f(α)
β−α x+ βf(α)−αf(β)

β−α ，由此

f(α+ β) ≤ l(α+ β) = f(α) + f(β)− βf(α)− αf(β)

β − α
≤ f(α) + f(β)

最后一步是由于连接 (0, 0), (α, f(α)) 可知 f(α)
α

≥ f(β)
β
，于是 βf(α)− αf(β) ≥ 0

由此即得证。

(iii) f(d(x, y)) + f(d(y, z)) ≥ c+ c = 2c ≥ f(d(x, z))

(3) (a) 设 xn → x0，对任意 a ∈ A，

d(x0, a) + d(x0, xn) ≥ d(xn, a)

d(xn, a) + d(x0, xn) ≥ d(x0, a)
，由此

infa∈A d(x0, a) + d(x0, xn) ≥ infa∈A d(xn, a)

infa∈A d(xn, a) + d(x0, xn) ≥ infa∈A d(x0, a)

取极限后 limn→∞ d(x0, xn) = 0，因此有 limn→∞ dA(xn) = dA(x0)。

(b) 当：由条件，若 x /∈ A，则 dA(x) = c > 0，由此 B c
2
(x) ⊂ Ac，Ac 为开集，A 为闭集。

仅当：由定义 Ac 开，由此 ∀x /∈ A, ∃ε,Bε(x) ⊂ Ac，由此 dA(x) ≥ ε，即得证。

(c) 定义 f(x) = dA(x)
dA(x)+dB(x)

，由 (b) 与两集合不交可知分母不可能为 0，再由 (a) 知连续，可验证符
合要求。

(4) (a) ∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃N, ∀n > N, d(fn(x), f(x)) < ε

(b) 设 xm → x0，对任意 ε，取 N 使 ∀n > N, d(fn(x), f(x)) < 1
3
ε，再取 M 使 m > M 时

d(fn(xm), fn(x0)) <
1
3
ε，则 m > M 时 d(f(xm), f(x0)) ≤ d(f(xm), fn(xm)) + d(f(x0), fn(x0)) +

d(fn(xm), fn(x0)) < ε，即证明连续。

(c) (i) 记 ϕ(x) = x
1+x
，其满足 (2)(b)(ii) 条件，由此只需证明 d(f, g) = supx∈X dY (f(x), g(x)) 是度

量 (上界不存在定义为 d̄ 中 1)。
正定：由 dY 正定性知 d ≥ 0，d(f, g) = 0 ⇔ ∀x ∈ X, dY (f(x), g(x)) = 0 ⇔ f = g。

对称：由 dY 对称知结论。

三角不等式：由于 dY (f(x), g(x)) + dY (g(x), h(x)) ≥ dY (f(x), h(x))，取 sup 后仍保持性质。
(ii) 由 ϕ(x) 单调且在 0 处连续，

∀δ, ∃N, ∀n > N, d̄(fn, f) < δ ⇔ ∀ε, ∃N, ∀n > N, sup
x∈X

dY (fn(x), f(x)) < ε

左侧即为度量空间意义下收敛，右侧即为一致收敛。

2 第二周作业

2.1

(1) (a) 由于 arctanx 在 R 上单调增可知正定，由形式知对称，且

| arctanx− arctan y|+ | arctan y − arctan(z)| ≥ | arctanx− arctan(z)|

由此成立。
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(b) 由于 arctanx 为单调连续函数，∀ε, ∃δ, |x− y| < δ ⇒ | arctanx− arctan y| < ε。

另一方面，由 tan 连续类似可得 ∀ε, ∃δ, | arctanx− arctan y| < δ ⇒ |x− y| < ε，由此考虑开集中

每个点所属于的开球可知拓扑等价。

由 d0(x, y) < π，d(x, y) 无界可知不强等价。

(c) 由于 arctanx 导函数有界，在 R 上一致连续，可知 f : (R, d) → (R, d0) 一致连续。

f : (R, d0) → (R, d) 并不一致连续。取 ε = 1，由于 limx→∞ arctanx = π
2
，由柯西收敛定理可知

∀δ, ∃t, ∀x, y > t, | arctanx− arctan y| < δ，因此 |x− y| 可以任意大，矛盾。

(d) 满足一致连续。设 d′X 与 dX 强等价，d
′
Y 与 dY 强等价，f : (X, dX) → (Y, dY ) 一致连续，下证

f : (X, d′X) → (Y, d′Y ) 一致连续。

设 dX ≤ C1d
′
X , d

′
Y ≤ C2dY，∀ε > 0, ∃δ > 0, dX(x1, x2) < δ ⇒ dY (f(x1), f(x2)) <

ε
C2
，由此

d′X(x1, x2) <
δ

C1

⇒ dX(x1, x2) < δ ⇒ dY (f(x1), f(x2)) <
ε

C2

⇒ d′Y (f(x1), f(x2)) < ε

由此得证。

(2) (a) W = U × V,∅ = ∅×∅ 均为开集。

若 W1,W2 开集，对每个 (x, y) ∈ W1 ∩ W2，设 x ∈ U1, y ∈ V1, U1 × V1 ⊂ W1;x ∈ U2, y ∈
V2, U2 × V2 ⊂W2，则考虑邻域 U1 ∩ U2 × V1 ∩ V2 即知 W1 ∩W2 为开集。

若有一族开集，对并中每个 (x, y) 直接取其原来所在某个中邻域即知其并为开集。

由此即验证了其为拓扑空间。

(b) (i) 对某个 (x, y) ∈ U × V，设 B(x, a) ⊂ U,B(y, b) ⊂ V，则考虑 B((x, y),min(a, b))。此球中的
点 (s, t) 满足 dX(x, s) + dY (y, t) ≤ min(a, b)，因此 s ∈ U, t ∈ V，从而得证。

(ii) 当：由于 B(x, r)×B(y, r) ⊂W，可验证 B((x, y), r) ⊂W，由此满足开集定义。

仅当：对 (x, y)，由开集知存在 r 使得 B((x, y), r) ⊂W，可验证 B(x, r
2
)×B(y, r

2
) ⊂W，由

此得证。

(c) 与 (b) 中证明过程完全相同，可直接估算验证。

(3) (a) O1: 由定义空集为开集，由邻域非空与 N2 可知 X 为开集。

O2: 由 N3 可知两开集的交仍为开集。
O3: 由 N2 可知开集的任意并仍为开集。

(b) N1: 由定义知成立。
N2: 由 U ⊂ N,N ⊂M 可知 U ⊂M，因此成立。

N3: 设 x ∈ U1, U1 ⊂ N1;x ∈ U2, U2 ⊂ N2，由于 U1, U2 为开集，其交集亦为开集，且包含于

N1 ⊂ N2，由此得证。

N4: 取 M 为 U，由定义可验证成立。

(c) 如果不存在 N4，不同邻域结构可能对应相同的拓扑：
设 X = {1, 2, 3}，1 邻域为 {1}, {1, 2}, {1, 3}, X，2 邻域为 {1, 2}, X，3 邻域只有 X 或为 X 与

{2, 3}，对应的拓扑中开集均为 ∅, {1}, {1, 2}, X。

(d) 拓扑 → 邻域 → 拓扑：若 U 为开集，根据诱导邻域定义，其必在其中每个点的邻域中，因此为

邻域诱导的开集。若 U 为邻域诱导的开集，根据邻域定义，对每个点 x ∈ U，存在原本开集 Ux，

x ∈ Ux, Ux ⊂ U，因此 U =
⋃
x Ux，由 Ux 为原本开集知 U 为原本开集。

邻域 → 拓扑 → 邻域：若 N 原本为 x 邻域，考虑所有以 N 为邻域的点组成的集合 A，利用 N4
考虑每个点对应的 M 可知 A 中任何点都以 A 为邻域，从而 A 为包含 x 的开集，N 为诱导邻域
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系统中 x 的邻域。若 N 为诱导邻域系统中 x 的邻域，由于其中有包含 x 开集，而开集为其中任

何点邻域，由 N2 知 N 原本即为 x 邻域。

由以上两点知 (a)(b) 的过程可逆，从而两系统等价。

(4) (a) (i) 空集由定义为开集，∀a,Na,1 ⊂ Z，故为开集。
对两个开集的交，设 a ∈ U1 ∩U2, Na,b1 ⊂ U1, Na,b2 ⊂ U2，可验证 Na,b1b2 ⊂ U1 ∩U2，从而得

证。

由定义可知任意开集的并仍为开集，由此其为拓扑。

(ii) ∀x ∈ Na,b, Nx,b = Na,b，从而其为开集。

(iii) 由开集的并为开集可知
⋃n−1
i=1 Nb+i,b 为开集，可验证其补集即为 Na,b，故为闭集。

(iv) 由于正负 1 外的任何整数至少有一个素因子，原式成立。
(v) 若此集合有限，根据 (iii) 可知 (iv) 中定义的集合为闭集的有限并，因此为闭集，从而其补集

{−1, 1} 为开集，这与开集定义矛盾，从而素数有无穷多个。

(b) (i) 由定义知正定、对称。当 a, b, c 有相等时三角不等式成立，否则设 τ(a− b) = x, τ(b− c) = y，

则 ∀t < min(x, y), t|a − b, t|b − c ⇒ t|b − c，因此 τ(b − c) ≥ min(x, y)，从而 d(a, c) ≤
max(d(a, b), d(b, c))，自然小于其和。

(ii) 每个 B(a, r) 都代表着与 a 的差距能整除某个 lcm(1, 2, . . . , k), k ∈ N∗ 的整数集合。

(iii) 对度量诱导拓扑下开集 U，其若非空，由 (ii) 知必有 Na,t ⊂ U, t = lcm(1, 2, . . . , k)，由此为

拓扑下开集。

对拓扑下非空开集 U，∀a, ∃Na,b ⊂ U，取 t = lcm(1, 2, . . . , b)则 Na,t ⊂ U，由此 B(a, 2−b) ∈ U，

从而为度量诱导拓扑下开集。

因此此拓扑即为度量诱导的拓扑。

2.2

(1) (a) 空集与全集为开集。开集的交取 ε1, ε2 中较小者可知仍为开集，开集的并由定义仍开，由此其为拓

扑。

(b) 开集对任意 x 直接取 ε = b− x 即可。其补集中，若 x < a，取 ε = a− x，否则取 ε = 1，即可知

补集为开集，因此其为闭集。

(c) 对 R 上任何寻常开集，由于其对每个 x 包含 (x− ε, x+ ε)，必然包含 [x, x+ ε)，由此为此拓扑开

集。而 [0, 1) 不为寻常拓扑中开集，因此严格强。

(d) 考虑 [x, x+ ε) 这样的开集即知需要通常意义收敛且只有至多有限多项在 x 左侧。

(e) 当：由于连续必然序列连续，而由 (d) 可得此拓扑下收敛即为右极限，从而知右连续。
仅当：设 f(x) 包含于某通常开集 U，由右连续，∀ε, ∃δ, t ∈ [x, x + δ) 时 |f(t) − f(x)| < ε，从而

可知存在 x 的邻域使其像包含于 U，因此 U 的原像是开集，即证明了连续。

(f) 定义 U ⊂ R 为开集当且仅当 U = ∅,R 或 ∃a ∈ R, U = (−∞, a)。对并集
⋃
i Ui 取 a′ = supi ai 可

知其为开集，从而可验证其为拓扑。

当：此拓扑下 xn 收敛于 x 即为 ∀ε, ∃N, ∀n > N, xn < x + ε，从而由连续必然序列连续可推出上

半连续。

仅当：与 (e) 中仅当类似验证，利用上半连续定义可得连续。

(2) (a) 对 Y 中任何闭集，其在 f |A 与 f |B 下原像 U, V 均为子空间拓扑意义下闭集，由 A,B 为闭集与

闭集交集为闭集可知 U, V 均为闭集。由此其在 f 下原像为两原像并集 U ∪V，两闭集的并仍为闭
集，从而 f 任意闭集的原像是闭集，因此连续。
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(b) X = [0, 1], Y = R, An =

{0} n = 1[
1
n
, 1
n−1

]
n > 1

, f(x) =

0 x = 0

1
x

x > 0
即为反例。

(c) 将 (a) 中的闭集替换为开集，通过开集的并集仍为开集即得证。

(3) (a) 对球上任何点 (x1, . . . , xn+1)，将其与 N 点连线得到 (tx1, . . . , txn, 1− t+ txn+1), t ∈ R，与 Rn 交
点为 ( x1

1−xn+1
, . . . , xn

1−xn+1
, 0)，由此球极投影 (x1, . . . , xn+1) → ( x1

1−xn+1
, . . . , xn

1−xn+1
) 即为所求同胚。

(b) 不妨设 n > m，由于 Rm 可看作 Rn 子集，由区域不变性定理可知若存在同胚 f : Rn → Rm ⊂ Rn，
由于其为连续双射，必为开映射。但开集 Rn 的像 Rm 不为开集，矛盾。

(c) 由于 f 为连续双射，限制后的 f 仍为连续双射。由于 X\A中开集为原开集与 X\A的交，其像集
为原本像集与 Y \f(A) 之交。由原本为开映射可知限制后的 f 仍为开映射，结合连续双射知同胚。

(d) Id 映射即为单位元，由同胚的复合与逆也是同胚、映射复合具有结合律可知构成群。
若有同胚 φ : X → Y，则可验证 φ∗ : Homeo(X) → Homeo(Y ), φ∗(f) = φ ◦ f ◦ φ−1 即为同构。

(4) * 此题将几乎处处相等的函数视为同一函数

(a) 由几乎处处相等视为同一函数可知正定，由定义可知对称，分类讨论验证 min(|f(x)− g(x)|, 1) +
min(|g(x)− h(x)|, 1) ≥ min(|f(x)− h(x)|, 1)，从而满足三角不等式。因此其为度量。

(b) 当：由于度量意义下收敛，∀ε > 0, ∃N, ∀n > N, d(fn, f) < ε，从而 ∀σ > 0，m{|fn(x) − f(x)| ≥
σ} < ε

σ
。由此，∀ε, δ > 0 取 N 使 n > N 时 d(fn, f) < δε，即有 m{|fn(x)− f(x)| ≥ δ} < ε，故

依测度收敛。

仅当：由依测度收敛定义，∀ε, σ > 0, ∃N, ∀n > N,m{|fn(x)− f(x)| ≥ δ} < ε，设 |f(x)| ≤M，则

d(fn, f) < δ +Mε，变化 δ, ε 即可知度量意义下收敛。

(c) 构造 f(x) = 0，fn(x) = 1 当且仅当 ∃0 < t < 1
n+1

, x = {
∑n

k=1
1
k
+ t}(大括号代表小数部分)，否则

为 0。
由于 fn 仅在长度为

1
n+1
的区间上为 1，其依测度收敛于 f，但由调和级数发散可知除 1 外每个

点会无穷次取到 1，因此不满足几乎处处收敛。
此例子结合提示过程即可得到完整证明。

3 第三周作业

3.1

(1) (a) N (x) = {N |∃B ∈ B(x), B ⊂ N}

(b) 设集族 S(x) ⊂ P(X) 满足 ∀S ∈ S(x), x ∈ S，记 B(x) = {B|∃S1, . . . , Sm ∈ S,B = S1 ∩ · · · ∩ Sm}，
则 B(x) 成为邻域基，S(x) 成为邻域子基。

(c) 记 f : Y → X, f(y) = x，则 f 在 y 连续

⇐⇒ ∀B ∈ B(x)，f−1(B) 为 y 邻域

⇐⇒ ∀S ∈ S(x)，f−1(S) 为 y 邻域

根据邻域的定义与邻域基包含邻域子基，只需证明 ∀S ∈ S(x)，f−1(S)为 y 邻域 =⇒ f 在 y 连续。

由于邻域的有限交仍为邻域，f−1(S1)∩ f−1(S2) = f−1(S1 ∩S2) 可知 ∀B ∈ B(x)，f−1(B) 为 y 邻

域。而对任何 x 的邻域 N，设 B0 ⊂ N，则 f−1(B0) ⊂ f−1(N)，从而 x 的任何邻域原像为 y 邻

域，命题得证。
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(2) (a) 由于子基 (基) 生成的拓扑是包含子基 (基) 的最小拓扑，只需证明乘积拓扑的子基都是一致拓扑
下的开集，一致拓扑的基都是箱拓扑下的开集。

乘积拓扑的一组子基中元素 S 为第 i 个分量是通常 R 上开集 U，其余分量为 R 的笛卡尔积。
∀x ∈ S, ∃r,B(xi, r) ⊂ U，由此一致拓扑下 B(x,min(r, 1

2
)) ⊂ S，从而为开集。

一致拓扑的基为 B(x, r), r > 0，可验证其为

(x1 − r, x1 + r)× (x2 − r, x2 + r)× · · · r ≤ 1

X r > 1
，每

个分量均为开集，由此是箱拓扑下开集。

(b) 由例 1.80 可知逐点收敛拓扑的一个子基为全体某分量是 (xi − ε, xi + ε), xi ∈ R, ε > 0，其余为 R
的集合。由于 (xi − ε, xi + ε), xi ∈ R, ε > 0 是 R 上通常拓扑的一组基，此子基亦为乘积拓扑的一
组子基。由此两拓扑子基相同，故拓扑相同。

(c) 对乘积拓扑，考虑的一组子基 (一个分量为开集，其余分量为 R)，由于每个分量为连续映射，R
的原像为 R，开集分量的原像为开集，因此子基的原像为开集，由此乘积拓扑下连续。

对箱拓扑，考虑的一组基 (每个分量均为开集)，由于每个分量为连续映射，基的原像的每个分量
仍为开集，由此基的原像为开集，因此箱拓扑下仍连续。

(3) (a) 当：由命题 1.83知只需说明 f−1(f−1
β (Vβ))为开集，其中 Vβ ⊂ Yβ 为开集，而其即为 (fβ ◦f)−1(Vβ)，

由此为开集。

仅当：由连续映射复合连续知结果。

唯一：若还有某拓扑满足，考虑其与 X 的诱导拓扑之间作恒等映射。利用泛性质可知此映射与逆

均连续，由此两拓扑相同。

(b) 当：由条件，对 Z 的任何开集 U，f−1
α (f−1(U)) 为开集，由此 f−1(U) 在每个 fα 下的原像开，由

余诱导拓扑的显示表达可知其为开集，从而得证。

仅当：由连续映射复合连续知结果。

唯一：若还有某拓扑满足，考虑其与 Y 的诱导拓扑之间作恒等映射。利用泛性质可知此映射与逆

均连续，由此两拓扑相同。

(4) 构造恒等映射 Id :
∏
αXα →

∏
β

∏
α∈Λβ

Xα。利用乘积映射泛性质，f 为连续映射当且仅当其每个

πβ ◦ Id :
∏
αXα →

∏
α∈Λβ

Xα 为连续映射，再次使用即得当且仅当 πα ◦ πβ ◦ Id :
∏
αXα → Xα 为连

续映射，而此映射即为
∏
αXα 上投影映射，由此连续。

另一方面，恒等映射 Id :
∏
β

∏
α∈Λβ

Xα →
∏
αXα 连续当且仅当 πα ◦ Id :

∏
β

∏
α∈Λβ

Xα → Xα 连续，

而此映射可拆为
∏
β

∏
α∈Λβ

Xα →
∏
α∈Λβ

Xα 与
∏
α∈Λβ

Xα → Xα 两个投影映射的复合，因此连续。

由以上两方面可得两拓扑相同。

3.2

(1) 构造映射 ϕ : RP2 → R4，φ(x : y : z) = 1
x2+y2+z2

(y2 − x2, xy, xz, yz)。

良定性：由于分母不可能为 0 且分式上下每项都为两次，对等价的 (x : y : z) 映射到同一点。

连续：记商映射 g : S2 → RP2，g(x, y, z) = (x : y : z)，可验证 f = φ ◦ g。由于每个分量均为初等函
数，f 连续，从而由商映射泛性质可知 φ 连续。

满射：同样由 f = φ ◦ g 可知满射。

单射：当且仅当 x, y, z 均不为 0 时，后三个分量均不为 0，从而考虑倒数之比可还原出 (x : y : z)。再

分类讨论一个分量为 0 与两个分量为 0 的情况可知为单射。

综合以上，利用闭映射引理 (紧集到豪斯多夫空间的连续双射为同胚) 可知 φ 为同胚，从而得证。
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(2) (a) 设 x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn, t ∈ [0, 1]，定义 φ : C(Sn) → Bn+1，φ(x, t) = tx，可验证符合要求。

(b) 仍沿用 (a) 中记号，定义 φ : S(Sn) → Sn+1，φ(x, t) = (2
√
t− t2x, 2t − 1)，由于 2

√
t− t2 =√

12 − (2t− 1)2，可验证符合要求。

(c) 设 x = (x1, . . . , xn) ∈ Bn，定义 φ : Bn/Sn−1 → Sn，φ(x) =

(
2

√
||x|| − ||x||2

||x||
x, 2||x|| − 1

)
，类

似 (b) 可验证符合要求。

(3) (a) 开映射：当 V ⊂ Y 为开集时，由连续知 p−1(V )为开集。当 p−1(V )为开集时，由于 p(p−1(V )) = V

与开映射可知 V 为开集，从而得证。

闭映射：仿照开映射的证明，取补集即可。

(b) 设 X = {1, 2, 3}，开集为 ∅, {1}, {1, 2}, X。令 Y = {1, 2}，p(1) = p(3) = 1, p(2) = 2。可验证 p

诱导的商拓扑只有 ∅, Y 为开集，取开集 {1} 与闭集 {3} 可知 p 非开非闭。

(c) (i) 满射：计算可知 f 的结果为矩阵的最后一列构成的向量，取包含这个向量的一组 Rn 的标准
正交基组成矩阵 (若此时行列式为 −1 将第一列取为相反数即可)，即为 Sn−1 中元素的原像。

连续：f 可看作 Rn2

到 Rn 的投影映射，由此连续。
开：由于 x 在 Rn2

中的邻域在投影后仍然为邻域，此映射为开映射。

(ii) 由 (i) 知 f 的纤维为所有最后一列相同的 SO(n) 中矩阵，而 A

(
B 0

0 1

)
不改变最后一列，

由此所在轨道必然包含于纤维。

对于 A,A′ 满足 Ae1 = A′e1，可知 A′TAe1 = e1，即 A′TA =

(
B 0

c 1

)
，由于正交阵的逆与

乘积仍正交，可知 c = 1，从而 A′TA =

(
B 0

0 1

)
，利用正交基可验证 B ∈ SO(n − 1)，而

A′(A′TA) = A，因此 A′ 与 A 位于同一轨道。

综合以上可知群作用的轨道与 f 的纤维相同。

(iii) 利用 (ii)，构造映射 p : SO(n) → SO(n)/SO(n − 1)，p(A) = [A]，[A] 代表所有满足 A′ =

A

(
B 0

0 1

)
, B ∈ SO(n − 1) 的矩阵构成的等价类。利用 (ii) 可知 f∗(p(A)) = f(A) 良好定

义，从而由上方证明可验证 f∗ 即为同构。

(4) (a) 由群作用定义，∀g, τg(x) 为连续映射，由于 U 为开集，在此映射下的原像 (τg)
−1U 为开集。由于

τg−1 ◦ τg = τg ◦ τg−1 = Id，τg 为双射且其逆即为 τg−1。由此，τg−1(U) 为开集。由于 g−1 可取遍群

中元素，τg(U) 为开集。当

利用商映射的性质，欲证明 p(U) 为开集，只需说明 p−1(p(U)) 为开集，由轨道定义，此即为⋃
g∈G τg(U)，由开集的并为开集可知其开。

(b) 连续：由商映射与群作用定义可知 p, τg 连续，由此其复合连续。

双射：(a) 中证明了 τg 为双射，从而只需要证明 U → p(U) 为双射。满射由定义成立。若其不为

单射，也即存在不同元素 u1, u2 在同一轨道中，设 g · u1 = u2，则 u2 ∈ g · U ∩ U，矛盾。

逆映射连续：由 τg 与 τg−1 互逆已说明了此部分连续，故只需说明 p : U → p(U) 为开映射。对 U

中任何开集 U0，与 (a) 完全相同方法可说明 p(U0) 开，由此得证。
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4 第四周作业

4.1

(1) 当：由于序列连续，对 f(x0) 的任何邻域 N，若 f−1(N) 不是 x0 的邻域，考虑 x0 的一组可数邻域

基 Un，并每次将前 k 个取交得到一组越来越小的可数邻域基 U ′
n。由于 f−1(N) 不为 x0 邻域，其不

包含邻域基中的任何一个，故可在每个 U ′
i 中取出一个 xi 使得其不在 f−1(N) 中，从而得到了一个

f(xi) /∈ N, xi → x0 的序列，与序列连续矛盾。

仅当：之前讲义已证明连续必然序列连续。

(2) (a) 左包含于右：若 x ∈ A ∪B，由定义 x 的任何开邻域与 A ∪ B 有交。若 x 的任何开邻域与 A 有

交，则 x ∈ A，已得证。若否，设 U 为 x 所有与 A 交为空的开邻域之并，仍为 x 的开邻域。对 x

的任何开邻域 V，V ∩U 与 A 交为空，且仍为开邻域，故 V ∩ U ∩B ̸= ∅，因此 V ∩B ̸= ∅，从
而 x ∈ B。

右包含于左：见 (b)。

(b) 由定义，存在 α 使得 x 任何开邻域与 Aα 交非空，从而与
⋃
αAα 交非空，因此得证。

(c) An = ( 1
n
, 1),

⋃∞
n=1An = (0, 1],

⋃∞
n=1An = [0, 1]

(d) 由 (b)，只需证右包含于左。若 x ∈
⋃
αAα，设开邻域 U 与只与有限个 Aα(记为 A1, . . . , An) 交非

空，对 n 归纳证明 x 在至少其中之一的闭包中。

n = 1时，对 x的任何开邻域 V，V ∩U 与 A1 外的集合交为空，且仍为开邻域，故 V ∩U ∩A1 ̸= ∅，
因此 V ∩A1 ̸= ∅，从而 x ∈ A1。

n = k 时若成立，n = k+1 时，若 x ∈ A1 则已得证，否则存在开邻域 V 与 A1 交为空，则 V ∩U
为只与 A2, . . . , Ak+1 交非空的开邻域，由归纳假设知结论成立。

综合以上即得证。

(3) f 连续当且仅当 ∀B ⊂ Y, f−1(B◦) ⊂ f−1(B)◦。

当：对任何开集 V ⊂ Y，f−1(V ◦) = f−1(V ) ⊂ f−1(V )◦，又由于 f−1(V )◦ ⊂ f−1(V ) 可知 f−1(V ) =

f−1(V )◦，从而为开集，由此得证。

仅当：由于 B◦ 为开集，f−1(B◦) 为开集，且包含于 f−1(B)，由此包含于 f−1(B)◦。

(4) (a) 设 U, V ∈ N (x)，U ⪯ V ⇔ V ⊂ U，则 U, V ⪯ U ∩ V，由此可验证其为定向集。

(b) 当：取定向集为 (a) 中构造，由定义 x 的任何邻域与 A 有交，对每个邻域，任取一交中的点构成

网 (xα)。对 x 的任意邻域 U，取 α = U，则所有满足 α ⪯ β 的 V 有 V ⊂ U，故 xβ ∈ U，由此

得证。

仅当：若存在这样的网 (xα)，由网收敛定义知 x 的任何邻域与 A 交均非空，由此得证。

(c) 当：利用 (b) 可知，∀A ⊂ X，若 x ∈ A，则 f(x) ∈ f(A)，从而 f(A) ⊂ f(A)，由此可知连续。

仅当：由于 f 连续，f(A) ⊂ f(A)，即 x ∈ A⇒ f(x) ∈ f(A)，由此利用 (b) 知结论。

4.2

(1) 闭映射：紧空间中闭集为紧集，其连续映射下像为紧集，Hausdorff 空间中紧集为闭集，由此得证。

逆紧映射：Hausdorff空间中紧集为闭集，其连续映射下原像为闭集，紧空间中闭集为紧集，由此得证。

同胚：由 2.1.20 其为闭映射，从而其逆映射闭集的原像为闭集，连续，因此其为同胚。

非 Hausdorff：考虑紧 Hausdorff 拓扑到较弱拓扑恒等映射，由于包含关系可知其为连续映射，且其为
双射，若满足 Hausdorff 则由 2.1.21 其为同胚，但由包含关系知逆映射不连续，矛盾。
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非紧：考虑较强拓扑到紧 Hausdorff 拓扑的恒等映射，由于包含关系可知其为连续映射，且其为双射，
若满足紧则则由 2.1.21 其为同胚，但由包含关系知逆映射不连续，矛盾。

(2) (a) 紧：考虑开覆盖
⋃∞
n=1(−∞, n) 可知不紧。

序列紧：考虑序列 xn = n 可知不序列紧。

极限点紧：任何无穷子集，比其中某个元素大的点均为极限点，由此极限点紧。

(b) 一切满足 supE = maxE < +∞ 的集合 E。

若 E 满足此条件，任何 E 的开覆盖必然包含 (−∞, a), a > supE，取出此开集即可覆盖 E。

若 E 无上界，类似 (a) 中构造即得矛盾；若 E 无法取到其上界，设 E 中的点列 ei 在 R 上通常
意义下趋于上界，取开覆盖

⋃∞
n=1(−∞, en) 则不存在有限子覆盖。

(c) 紧集上的上半连续函数必可取到最大值。
设 A 为 X 中紧集，其到 R 的上半连续函数即为上半连续拓扑下的连续函数，由此紧集的像为上
半连续拓扑中的紧集，由 (b) 知可取到最大值。

(3) (a) 对其闭子集 B 任何开覆盖
⋃∞
n=1 Un，B

c ∪
⋃∞
n=1 Un 为空间的可数开覆盖，由此可取出有限个，再

去除 Bc 即得子集的有限开覆盖。

(b) 假设 S 无极限点，由导集为空可知其为闭集，若 S 为无穷集合，可从中取出可数子集 T，仍为闭

集。对 T 中每个点取邻域 Un 使其中无 T 中其他点，与 T c 构成空间的可数开覆盖，由此存在有

限子覆盖，考虑 T 中点知 T 只能为有限集，矛盾。

(c) 当：对任何可数开覆盖
⋃∞
n=1 Un，记 Vk =

⋃k
i=1 Uk 为开集，Fk = V c

k，由于 Fk 为递减且交为空的

闭集，其中必然存在空集，由此即得到有限子覆盖。

仅当：若
⋂∞
n=1 Fn = ∅，

⋃∞
n=1 F

c
n 构成空间的可数开覆盖，因此存在有限子覆盖

⋃k
i=1 F

c
nk
，故⋂k

i=1 Fnk
= ∅，但

⋂k
i=1 Fni

= maxni
Fni
，矛盾。

(d) 利用 (c)，对任何闭集套 Fi，在每个中取点 xi，由序列紧可知有收敛子列。由于闭集中的收敛点

列收敛到闭集中，且对任何 Fi，当 k > i 时 xk ∈ Fi，极限必然在每个闭集中，由此在其交中，即

交集非空。

(e) 由开集的原像开，对可数紧集像的可数开覆盖可通过原像成为对此集合的可数开覆盖，从而可取
出有限，即得证。

(4) (a) 构造映射 f : R → S1, f(x) =
(

x
x2+1

, 1
x2+1

)
，g : R → [0, 1], g(x) = 1

π
arctanx+ 1

2
，可验证成立。

(b) 引理 1：两紧集之并为紧集。若 K1,K2 为紧集，对 K1 ∪K2 的任意开覆盖，从中取出覆盖 K1 的

有限个开集与覆盖 K2 的有限个开集即有有限子覆盖。

引理 2：紧集与闭集之交为紧集。若 K 为紧集，B 为闭集，对 K ∩B 的任意开覆盖，增加 Bc 可

覆盖 K。从中取出包含 K 的有限子覆盖，去除 Bc 即得到 B ∩K 的有限子覆盖。

拓扑：全集与空集由定义在其中。若两开集不全包含 ∞，其交即为原本 X 中开集。若某开集

为 X∗，交为另一开集自身，亦满足。由此只需要考虑两开集均为 Kc ∪ ∞ 的形式，此时其交为

(K1 ∪K2)
c ∪∞，利用引理 1 知此仍为开集。若取一族开集，不包含 ∞ 结论成立，包含则利用引

理 2 知其仍为开集。由此其为拓扑。
紧化：考虑 f : X → X∗, f(x) = x，由于不包含 ∞ 的开集保持不变，X 到 f(X) 为同胚。由于 X

不紧，{∞} 不开，故 ∞ 的任何开邻域与 X 有交，由此在 X 的闭包中，从而为紧化。

紧性：对其任何开覆盖，先找包含无穷远点的开集，剩余的为某个紧集的开覆盖，由此即可取出

有限子覆盖。

(c) 由于 N中的紧集即为有限子集，新开集即为任意无穷子集与∞之并，由此构造映射 f : N∪{∞} →
R, f(n) = 1

n+1
, f(∞) = 0，可验证其为同胚。
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(d) 考虑 X\{x0} 的离散拓扑，再在 x0 作单点紧化。下证其即为紧 Hausdorff 拓扑：
紧：由于离散拓扑中每点都开，紧集为有限集合，因此紧化后新增开集为余有限集合与 x0 取并。

由此，对任何开覆盖，先找到含 x0 的开集，再将剩下的有限个点对应开集即得到了有限子覆盖。

Hausdorff：由定义可验证对任何 x ̸= x0，{x} 与 {x}c 均开，因此任两点可用开集分割。

5 第五周作业

5.1

(1) (a) 每次挖去后均为闭集，对任何点 x，令 xn 为挖去第 n 次开集后 x 所在区间的左端点，则可验证

xn ∈ C 且 |xn − x| ≤ 1
3n
，从而得证。

(b) 由 (1) 知 C 闭，故 C = C，直接计算可知 C 测度为 0，因此无内点，从而无处稠密。

(c) 由于 R上开集为至多可数个不交开区间的并，F c 亦为如此。对每个满足 ai, bi ∈ F, (ai, bi)∩F = ∅
的开区间 (ai, bi)，由 C 无处稠密可取出一点 di /∈ C。

定义 f(x) =



x x ∈ F

minF x < minF
maxF x > maxF
ai ai < x < di

bi di < x < bi

，可发现 f 单调不减，且任意开区间的原像为 C ∩ (e1, e2)，其

中 ei 为某个 di 或 ±∞，由此为开集，而全体开集构成一组拓扑基，故 f 连续。

(d) 单射：假设 a, b的像相同，绝对值估算知 |a1− b1| ≤
∑∞

k=2
|ak−bk|
3k−1 ≤

∑∞
k=2

1
3k−1 = 1

2
，由此 a1 = b1，

同理归纳可知 ∀i, ai = bi，即证为单射。

满射：此极限过程即为 (a) 中的 xn，从而知为满射。

连续：对 C 开集的一组拓扑基，即 C ∩ (a, b)，记 M = [− log3(b− a)] + 2，则由于 1
3M−1 < b− a，

C ∩ (a, b) 的原像为 U × {0, 1}N−M，U ⊂ {0, 1}M，由于 {0, 1} 上为离散拓扑可知 U 开，由此知

其为乘积拓扑中开集，故连续。

逆映射连续：由乘积拓扑泛性质，只需证明 ai = 0 与 ai = 1 的原像均为闭集。类似单射验证可知

ai = 0, ai = 1 原像可写为

C ∩
⋃

ak={0,1},k<i

[ i−1∑
m=1

2am
3m

,
i−1∑
m=1

2am
3m

+
1

3i

]
, C ∩

⋃
ak={0,1},k<i

[ i−1∑
m=1

2am
3m

+
2

3i
,
i−1∑
m=1

2am
3m

+
1

3i−1

]

从而知为闭集。

(e) 满射：考虑二进制表示逼近可知为满射。
连续：利用 (d) 中的同胚与 C 上的拓扑为度量拓扑可定义 {0, 1}N 中度量 d(a, b) = |g(a) − g(b)|。
对任意 ε，取 N = [−2 log2 ε] + 1，由 (d) 中证明可控制 d(a, b) < δ 使 an = bn, n ≤ 2N，从而

d(h(a), h(b)) ≤

√√√√(∑
n>N

1

2n
− 0

)2

+

(∑
n>N

1

2n
− 0

)2

=
1

2(2N−1)/2
< ε

由此对任何 ε 可取出合适的 δ 使 d(a, b) < δ 时 d(h(a), h(b)) < ε，故连续。

不为单射：可验证 h(1, 1, 0, 0, 0, . . . ) = h(0, 0, 1, 1, 1, . . . ) =
(
1
2
, 1
2

)
，由此不为单射。

(2) (a) 对 X1 × · · · ×Xn 的每个无穷序列，先取出子列使得 X1 上的投影收敛，再从中取出子列使 X2 上

的投影收敛，这样取出 n 次后即得到每个分量都收敛的子列。
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由乘积拓扑的拓扑基定义，乘积空间中每点邻域必须在每个分量上投影亦为邻域，由此将取 n 个

数最大值可知每个分量都收敛必然在原空间收敛，从而找到了收敛子列，得证。

(b) 考虑 ak ∈ {0, 1}N 满足 akn =

0 n ≤ k

1 n > k
。由于每个 {0, 1} 上为离散拓扑，由箱拓扑定义任意点

都为开集，但此序列并不存在某个点出现无穷多次，由此不存在收敛子列，从而箱拓扑下不序列

紧。

(c) 先说明度量拓扑的基是乘积拓扑下的开集。B((xn), r)中的任何一点 (zn)，设其与 (xn)距离为 t，由

三角不等式知 B((zn), r−t) ⊂ B((xn), r)，再取N 使 1
2N

< r−t
2
，取 rk, k ≤ N 使 rk

1+diam(Xk)·2k <
r−t
2N
，

则
∏N
k=1B(zk, rk)×

∏
k>N Xk ⊂ B((xn), r)，而左为乘积拓扑下开集，由此 B((xn), r) 中任意点为

内点，故乘积拓扑下开。

再说明乘积拓扑的子基是度量拓扑下的开集。一组子基为
∏
k ̸=mXk × U，U ⊂ Xm 为开集。对任

何属于此集合的 (xn)，存在 r 使得 B(xm, r) ⊂ U，由此取 r0 =
r

1+diam(Xm)·2m 可验证 B((xn), r0)

包含于此集合，从而任意点为其内点，故度量拓扑下开。

综合以上两点即得证。

(3) 当：{x|x > a}, a ∈ X 若可以覆盖 X，可验证空集不存在上确界，而 {x|x < a}, a ∈ X 若可以覆盖 X，

可验证全集不存在上确界，均矛盾。由 Alexander子基定理，X 的任意子基覆盖必然既包含 {x|x < a}
类型也包含 {x|x > a} 类型。

设 X 的某个开覆盖为 {x|x < a}, a ∈ A, {x|x > b}, b ∈ B，若 ∀a ∈ A, b ∈ B, a ≤ b，则 A 的上确界不

能被覆盖 (若其属于某个 {x|x < a}，则不为上界，若属于某个 {x|x > b}，则 b 是更小的上界)，矛盾。
从而存在某个 a0 > b0，取出 {x|x < a0} 与 {x|x > b0} 即构成了有限子覆盖。

仅当：若有某个集合 A 不存在上确界，下证 X 不紧。

当 A = ∅ 时，令开集族为 {x|x > a}, a ∈ X。若其不为开覆盖，存在 t 使 t < x, ∀x ∈ X，由此 t 即为

∅ 的上确界，矛盾。对任意有限个 {x > a1}, . . . , {x > an}，考虑 ai 在序关系下的最小元 (可归纳证
明存在) 知不能覆盖 X，从而其不存在有限子覆盖。

当 A ̸= ∅ 时，先证明 A 亦不存在上确界。若 A 有上确界 t，由于 A ⊂ A，∀a ∈ A, a ≤ t，另一方面，

∀t′ < t, ∃a′ ∈ A, a′ > t′，取 a′ 的邻域 {x|x > t′}，由闭包性质其与 A 有交，记交为 a∗，则 a∗ > t′，由

此即证明了 t 也是 A 的上确界。由 A 无上确界，A 亦无上确界，取开集族 {x|x < a}, x ∈ A 与 A
c
，

与上一种情况类似可验证其为开覆盖且不存在有限子覆盖。

综合以上知结论。

(4) (a) 由定义知线性，sup an ≤ ai ≤ inf an，从而 Lm 是一个平均函数。

limm→∞ |Lm(T ({an}))− Lm(an)| = limm→∞
∣∣a1−am+1

m

∣∣，由 ai 有界知为 0。

(b) M ⊂
∏

{an}∈X [inf an, sup an]，右侧 Tychonoff 定理可知紧，从而由紧集闭子集紧只需说明M 是

闭集。

考虑映射下的像的极限知 M 的任何极限点仍满足 ∈
∏

{an}∈X [inf an, sup an]，且考虑分量知线性
映射的极限点仍为线性映射，从而M′ ⊂ M，故其闭，从而紧。

(c) 由 (b) 紧性可知极限点紧，找到 Lm,m ∈ N∗ 的一个极限点，即为所需的 Banach 极限。

(d) 由 Stolz 定理可知对收敛列 Banach 极限即为极限，(0, 1, 0, 1, 0, . . . ) 的 Banach 极限为 1
2
。

5.2

(1) (a) 由定义可知自反、对称。由 dY 三角不等式可知每点满足三角不等式，从而取 sup 后满足。
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(b) 若一列 fn 构成柯西列，当 supx∈X dY (fn(x), fm(x)) < ε 时，∀x, dY (fn(x), fm(x)) < ε，由此可知

fn(x) 对每个 x 构成柯西列，由 Y 完备性设其收敛到 f(x)。

若 fn 不收敛到 f，由定义 fn 存在子列 fkn 使 ∃ε, x, dY (fkn(x), f(x)) > ε，但 ∃N,m, n > N 时

d∞(fkn , fkm) <
ε
2
，设 dY (fkN+1

(x0), f(x0)) > ε，则对 n > N 均有 dY (fkn(x0), f(x0)) >
ε
2
，与逐

点收敛矛盾。再利用 d∞ 下收敛可知 f 有界连续，从而得证。

(c) 由三角不等式 |fa(x)| ≤ dX(a, x0)，由此得证。

(d) |fa(x)− fb(x)| = |dX(a, x)− dX(b, x)| ≤ dX(a, b)，且取 x = a 时 fa(x)− fb(x) = dX(a, b)，故为

等距嵌入。

(e) 利用 (d) 构造等距嵌入，再由 (b) 与 R 完备性取出所有 fa 的闭包即为完备化。

(f) 设到 Y1, Y2 的等距嵌入为 f1, f2，可构造 φ : Y1 → Y2，满足 φ(y1) = y2 当且仅当存在一列 xn ∈ X，

limk→∞ f1(xk) = y1, limk→∞ f2(xk) = y2。

良好定义：由于 f1(X) 中的点为 f1(X) 点列极限，利用完备化定义可知像非空。若 f1(X) 中两列

点趋于同一极限，交替排列后仍为 Cauchy 列，因此每点的像唯一。
双射：由定义的对称性，与良好定义类似可证明每点存在唯一原像，由此可知为双射。

等距：由定义可验证度量空间中 d
(
limk→∞ xk, limk→∞ yk

)
= limk→∞ d(xk, yk)，因此等距。

同胚：由于等距，φ(B(y, r)) = B(φ(y), r)，由此考虑拓扑基知开集的像为开集，即逆映射连续，同

理得映射连续，由此为同胚。

(2) (a) 由 A1 可知每点附近存在可数邻域基 Ux
n，取 V x

n =
⋂n
k=1 U

x
n 即得到递降的可数邻域基。

由于 T2 比 T1 强，在 (b) 中证明 T1 可推出第二句后即得证。

(b) 先说明 T1可推出第二句：若 x为 A的极限点，假设 x的某邻域 U 中只有 A中有限个点 a1, . . . , an，

取出包含 x 但不包含 ai 的开集 Ui，则 U ∩
⋂n
i=1 Ui 仍为邻域，且其中无 A 的点，矛盾。

由 A1 可推出第一句，组合即可得结论。

(c) T1 等价于任何单点集是闭集。
左推右：对某个 x，假设 X 中每个点 a 可取出 Ua 包含 a 而不包含 x，则 X\{x} =

⋃
a ̸=x Ua，因

此为开集，从而 {x} 为闭集。

右推左：取 U = X\{y}, V = X\{x} 即可。

(3) (a) 由于 ∀k, d((xn), (yn)) ≥ d(xk, yk)，此度量下的柯西列每个分量必然收敛。下证整体收敛 (同减去
收敛结果可不妨设收敛到 0)。
对任意 ε，取 N 使得 ∀m,n > N, ||(xk)n − (xk)m|| < ε，再取 M 使得

∑∞
k=M (xk)

2 < ε2，取前 M

项极限后拆分估算可知收敛。

(b) S(0, 1)：取 (xi)为只有有限项不为 0的数列，考虑所有 B((xi), 1)，考虑极限知其可以覆盖 S(0, 1)。

若取出有限个 B((xi)k, 1)，任取一个所有 (xi)k 都为 0 的分量为 1，其余为 0，不能覆盖。
B(0, 1)：取上一种情况中的所有开集与 B(0, 1) 即可说明不紧。

(c) 若 K 有内点，可知包含某闭球，类似 (b) 中构造 Ui = B((xi), δ)，与 U =
(⋃

i Ui
)c
构成不存在

有限子覆盖的开覆盖，矛盾。

(4) (a) Lebesgue 性质 + 完全有界 = 紧

(b) 考虑逆否命题。假设某度量空间不完备，即柯西列 {xn} 不存在极限，其闭包为自身，由此为闭集。
取 U = {xn}c, Uk = B(xk, εk)，其中 εk <

1
k
，且保证只有 xk 在其中 (由于其不为极限点，εk 存

在)，其构成开覆盖且无 Lebesgue 数。
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(c) 当：考虑逆否命题。取不存在 Lebesgue 数的开覆盖 {Uα}，取子列 {xn} 使得 B(xi,
1
i
) 不包含在

任何一个开集中，若 {xn} 有收敛子列，则类似讲义列紧推 Lebesgue 性质可知矛盾，由此 {xn}
无收敛子列，因此为闭集。

取 yi ∈ B
(
xi,

1
i

)
̸= xi(若不存在 yi 则其为 xi 本身，必被某开集包含，矛盾)，B

(
yi,

2
i

)
包含 B

(
xi,

1
i

)
，

因此不在任何开集中，类似知 {yn} 为闭集。
由习题 1.2(3)(c)可构造 {xn}上为 0，{yn}上为 1的连续函数，由 d(xi, yi) <

1
i
, f(yi)− f(xi) = 1

可知不一致连续。

仅当：对任何 ε，考虑 f(X) 中每个点 yi 的 B(yi,
ε
2
)，其构成像集的开覆盖，故原像构成 X 的开

覆盖，设勒贝格数为 δ，可知 ∀dX(x1, x2) < δ 时像必然落在某个 B(yi,
ε
2
) 中，从而距离不超过 ε，

由此得证。

(d) 若否，可找到两列点使其距离趋近 0，考虑其闭包，利用 (c) 可类似构造连续但不一致连续的函数，
矛盾。

6 第六周作业

6.1

(1) (a) (i) 直接取原本的分割开集与 X 的交即可知 Hausdorff 性。由 KHausdorff 性，∀x ∈ X，取分割

x 与 p 的开集 U, V，下证 U 在 X 中为紧集，即有 LCH。
由于 U 闭，其在 K 中为紧集，而对 U 在 X 中的任何有限开覆盖，考虑每个开集还原为 K

中开集可取到有限子覆盖，这些开集在 X 中仍覆盖 U，即得证。

(ii) 由定义可得紧性。对两个 x, y ∈ X，直接取 X 中原本开集即可分割。对 x ∈ X 与 ∞，取 X

中 x 的开邻域 U 与包含其的紧集 V，U 与 V c ∪ {∞} 即构成分割，从而有 Hausdorff 性。
(b) (i) Q 中任何点的邻域均包含某开区间与 Q 的交，由其为度量拓扑，紧即为列紧，而任取此区间

中收敛于无理数的柯西列可知其不列紧，从而不紧。从而 Q 每点都不存在紧邻域，因此不局
部紧。

(ii) 由 q1 /∈ A 可知 d(q1, A) ̸= 0，定义 f(q) = d(q,A)
|q−q1|+d(q1,A)

即满足要求。

(iii) 由拓扑基，(q0, f0) 的任何邻域包含 q0 的邻域 U 与 f0 的邻域 V。取出 V 包含的 f0 的拓扑

基，设其中函数在某紧集 K 上与 f0 接近，由 (a) 可知 K 不包含 U，取 q1 ∈ U\K，由 (b)
构造 f1，则有 e(q1, f1) = 1，由此可知不连续。

(2) (a) 先说明紧收敛拓扑的基是紧开拓扑的开集：对于 B(f ;K, ε)的每一点 g，∀x ∈ K 可找到邻域 U 使

得 ε− supy∈K d(f(y), g(y))− supy,z∈U d(f(y), f(z)) > 0，记其为 cx。由此作开覆盖并取出有限子

覆盖
⋃n
k=1 Uk。由紧集的闭子集紧可知 Uk(K 中闭包) 在 K 中紧，由此对其任何开覆盖取与 K 的

交的有限子覆盖可知其也在 X 中紧。取 g 的邻域
⋂n
k=1 S(Uk, Vk)，其中 Vk 为 Y 中的 B(xk, cxk

)，

即知包含于 B(f ;K, ε) 中。

再说明紧开拓扑的子基是紧收敛拓扑的开集：对 S(K,V ) 中的任何函数 f，假设 B(maxK f, ε1) ⊂
V,B(minK f, ε2) ⊂ V，考虑 B(f ;K,min(ε1, ε2)) 可知其包含于 S(K,V )，从而得证。

(b) 只需证明拓扑子基的原像是开集，也即 S(KX , VZ) 的原像是开集。对任何映射 g ◦ f ∈ S(KX , VZ)，

由 f, g 连续可知 f(KX)为紧集 KY，而 g−1(VZ)为开集 VY，KY ⊂ VY，由此利用命题 2.4.16可构
造满足要求的开集 UY。取 f 的邻域 S(KX , UY )与 g的邻域 S(UY , VZ)，则 S(KX , UY )×S(UY , VZ)
包含于 S(KX , VZ) 的原像，由此得证。

(c) 由定义可知左包含右。为证右包含左，只需证 f(x) ∈ U 可推出存在 x的紧邻域 K 使得 f(K) ⊂ U。

由于 {x} 为紧集，f−1(U) 为开集，利用命题 2.4.16 可构造满足要求的开集 V，则 f(V ) ⊂ U，从

而得证。
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(3) (a) 当：考虑与任何紧子集交为其中开集的集合 A。∀x ∈ A，取 x 的紧邻域 V，由定义 A ∩ V 为 V

中开集，设其为 B ∩ V，B ⊂ X 为开集，则 A ∩B 即为 x 在 A 中邻域，从而得证。

仅当：利用子拓扑开集定义知成立。

(b) 当：考虑与任何紧子集交为其中闭集的集合 B。若 B 不为闭集，由 A1 可取出一列点 xk，其序列

极限点 x0 不在 B 中，令 K = {xk, k ∈ N∗} ∪ {x0}。由极限点定义，对其任意开覆盖可取出包含
x0 的开集，不在其中的最多只有有限项，由此可取出有限子覆盖，故 K 紧，但 B ∩K 不包含序
列极限点，不闭，矛盾。

仅当：利用子拓扑开集定义知成立。

(c) 考虑 Q，由度量拓扑可知紧生成，(1)(b)(i) 说明不局部紧。
(或由习题 5.2(3)(c) 知 l2 不局部紧，由度量拓扑知紧生成，即得证。)

(d) 定义开集为所有与原拓扑紧子集相交为其中开集的集合，由此原拓扑开集与 ∅, X 为开集。由于
(A ∩ B) ∩K = (A ∩K) ∩ (B ∩K),

⋃
αAα ∩K =

⋃
α(Aα ∩K)，开集有限交与并仍为开集，因此

新定义的开集构成拓扑。

由于开集增多，紧集必为原拓扑紧集，只需证明原拓扑紧集 K 仍为紧集。对任意开覆盖
⋃
α Uα，

由于 Uα ∩K 为 K 作为子空间的开覆盖，可取出紧子空间的有限子覆盖，由此得证。

(4) (a) 由有界定义知 ∃M, ∀f ∈ F , x, |f(x)| < M。证明其像集包含在某紧集中，只需证明其闭包为紧集。

由于一致收敛度量 d∞ 在紧区间下即构成紧收敛拓扑，由 AA 定理只需证明等度连续与逐点预紧。
由
∣∣ ∫ 1

0
k(x, y)f(y)dy

∣∣ ≤ |max k|M 与 R 上有界即为预紧可知其逐点预紧。而∣∣∣∣ ∫ 1

0

(k(x, y)− k(x0, y))f(y)dy
∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|k(x, y)− k(x0, y)||f(y)|dy ≤M

∫ 1

0

|k(x, y)− k(x0, y)|dy

由于 k 在紧集上连续，可知一致连续，从而存在 δ 使得 (x − x0)
2 + (y − y20) < δ2 时 |k(x, y) −

k(x0, y0)| < ε
M
，由此即有 |x − x0| < δ 时

∣∣ ∫ 1

0
k(x, y)f(y)dy −

∫ 1

0
k(x0, y)f(y)dy

∣∣ < ε，从而等度

连续，由此得证。

(b) (i) 下界为 0，由于连续可知积分不可能为 0，因此不能取到。
(ii) FC 在每点的取值为闭区间，因此逐点预紧。由于对任何 ε 取 δ = Cε 可知等度连续。利用

紧空间上的 AA 定理可知下界能取到。当 C ≤ 1 时取 f(x) =

−Cx+ 1− C x ≤ 0

Cx+ 1− C x > 0
，当

C > 1 时取 f(x) =


−Cx+ 1− C x ≤ 1−C

C

0 1−C
C

< x ≤ C−1
C

Cx+ 1− C x > C−1
C

即能取到下界。

(c) 由条件知存在并为全空间的紧集列 Bn，先说明存在一列紧集 Kn 满足
⋃∞
n=1Kn = X 且 ∀n,Kn ⊂

K◦
n+1。取 K0 = ∅，当已有 Kn 时，如下构造 Kn+1：先取 B = Kn

⋃
Bn+1，习题 4.2(4)(b) 中

已证明紧集有限并为紧集，因此 B 为紧集。由局部紧考虑 B 中每个点 x 的邻域 Ux 满足 Ux 为

紧集，从所有 Ux 中选出有限子覆盖 Ux1
, . . . , Uxt

，令 Kn+1 =
⋃t
i=1 Uxi

，由紧集有限并为紧集知

Kn+1 紧，而
⋃t
i=1 Uxi

为开集，由此 Kn ∪Bn+1 ⊂ K◦
n+1，从而得证。

由定义知 F 在紧子集上的限制映射等度连续且逐点预紧，由在习题 (4)(b) 中已证明紧集的有限
并为紧集，因此可取出子列使其在 K1 上一致收敛，再取它的子列使其在 K2 上一致收敛，对每个

n 取出子列后取对角线即可使其在所有 Kn 上一致收敛。

下证任何紧集 K 一定包含于某个 Kn，因此必然在每个紧集上一致收敛。若否，∀n,K\Kn ̸= ∅，
从中取出不同的 xn(若不能取出说明存在某一个里只有至多有限个点，可直接推出矛盾)，利用紧
集极限点紧可知这些 xn 存在极限点。若此极限点在某个 Kn 中，考虑其在 Kn+1 中的邻域，其中

有无穷多个 {xn} 中的点，与 m > n 时 xm /∈ Kn+1 矛盾，从而得证。
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6.2

(1) (a) 加法：考虑拓扑子基，若 (f + g)(K) ⊂ V,B(a, ε) ⊂ V，取 f(K) ⊂ B(a, ε
2
), g(K) ⊂ B(a, ε

2
) 即为

原像中 (f, g) 的邻域，由此知原像为开集，因此连续。

乘法：考虑拓扑子基，若 (fg)(K) ⊂ V,B(a, ε) ⊂ V，可取 ε足够小，从而 f(K) ⊂ B(1, ε
|a|+2

), g(K) ⊂
B(a, ε

|a|+2
) 即为原像中 (f, g) 的邻域，由此知原像为开集，因此连续。

数乘：考虑拓扑子基，若 (λg)(K) ⊂ V,B(a, ε) ⊂ V，可取 ε 足够小，从而 λ ⊂ B(1, ε
|a|+2

), g(K) ⊂
B(a, ε

|a|+2
) 即为原像中 (λ, g) 的邻域，由此知原像为开集，因此连续。

(b) 由定义只需验证其为子代数。考虑拓扑基可知 A1 ×A1 的闭包即为 A1 ×A1，而连续函数 f(X) ⊂
f(X)，从而得证。

(2) (a) 可一致逼近：[0, 1] 为紧 Hausdorff 空间，验证可知所给的函数集合构成含幺子代数，直接取 ex 即
分离点，从而由 SW 定理得证。
积分为 0推 f = 0：设 ∀x, |g(x)−f(x)| < ε，计算可知

∣∣ ∫ 1

0
f(x)g(x)dx−

∫ 1

0
f2(x)dx

∣∣ < ε
∣∣ ∫ 1

0
f(x)dx

∣∣，
从而若

∣∣ ∫ 1

0
f2(x)dx

∣∣ ̸= 0 可取足够逼近的函数得矛盾，再由连续可知 f = 0。

偶数项为 0 时：由于只取偶数项仍然构成含幺子代数，且 e2x 分离点，结论仍然成立。

(b) 有限乘积保持紧性与 Hausdorff 性，验证可知所给的函数集合构成含幺子代数，对不同的两点
(x0, y0) 与 (x1, y1)，若 x0 ̸= x1 可构造 g = 1，f 分离 x0, x1 从而分离两点，y0 ̸= y1 时类似，从

而由 SW 定理得证。

(3) (a) 由自伴性与原函数和差可知只需证明 f 的实部、虚部分别在 C(X,R) 中稠密。由含幺可知 1 ∈ A，
从而 1, i ∈ A，由此只需说明实部与复部可分离点。

若实部不可分离点，也即 ∃x, y ∈ X, ∀f ∈ A, f(x) + f(x) = f(y) + f(y)，取 g = if，代入化简得
f(x)− f(x) = f(y)− f(y)，从而 f(x) = f(y)，由此利用 SW 定理即得证。

(b) S1 为度量空间，由列紧可知紧，而验证可知所给的函数集合构成自伴的含幺子代数，取 e−2πix 即

可分离点，由此利用复函数上的 SW 定理即得证。

(4) (a) 利用紧集的并仍为紧集，对乘积可取紧集 K1 使 |f1(x)| <
√
ε在 Kc

1 上成立，紧集 K2 使 |f2(x)| <
√
ε 在 Kc

2 成立，再取紧集 K1 ∪K2；对加法把
√
ε 替换为 ε

2
即可；对数乘取 K 使 |f(x)| < ε

λ
即

可。由此知构成子代数，

(b) 加上 ∞ 作单点紧化，可定义 C0(X,R) 中所有函数在 ∞ 为 0，由单点紧化定义知仍然连续。另一
方面，若某 X∗ 中连续函数在 ∞ 为 0，由连续性定义可知其在 X 上的限制映射 ∈ C0(X,R)。

由无处消失可知其可分离任何点与 ∞，再由分离 X 中任何两点可知其分离 X∗ 中任何两点，利

用定理 2.6.13 可知其闭包即为在 ∞ 处为 0 的所有连续函数，因此即得证。

(c) [0,+∞) 为 LCH 空间，验证可知所给的函数集合构成子代数，其与 C0([0,+∞),R) 的交包含 e−x，
其分离点且无处消失，从而由 LCH 上的 SW 定理得证。

7 第七周作业

7.1

(1) (a) A2：考虑一组可数拓扑基 Un，对每个 n，若有某个开集包含 Un 则选出此开集。由于每点必有邻

域包含在某个开集中，可知这样选取即得可数开覆盖。

σ-紧：考虑并为全空间的可数个紧集 Kn，对每个紧集选取有限子覆盖再取并即得可数开覆盖。
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(b) 闭子空间：对闭子空间 Y 的任何开覆盖 Uα，假设每个 Uα 为 Y ∩ Vα，Vα 为开集，则
⋃
α Vα ∪ Y c

构成原空间的开覆盖，选出可数子覆盖后去掉 Y c 与 Y 取交即得 Uα 中选出的可数子覆盖。

像集：若 Uα 构成像集的开覆盖，由开集原像开知 f−1(Uα) 构成原空间的开覆盖，取出可数子覆

盖后利用 f(f−1(U)) = U 即得像集的可数子覆盖。

度量空间：只需证明度量空间 Lindelöf 可推出 A2。构造开覆盖 B(x, 1
n
), x ∈ X，由定义对任何

n ∈ N∗ 都可取出可数子覆盖
⋃∞
k=1 Unk，下证一切 Uij 构成拓扑基。对任何开集 U，假设其中包含

B(x0, ε)，取 n > 2
ε
，利用 X =

⋃∞
k=1 Unk 可知某个 Unt ⊂ U，从而得证。

(c) Lindelöf：由于余可数拓扑中任何开集不包含至多可数个点，对任何开覆盖先取一个开集，再将剩
下的点逐个对应开集即为可数开覆盖。

不 σ-紧：若某集合有无穷个元素，从中取出可数无穷子集 xn，再令 Un =
(⋃

k ̸=n{xk}
)c
，可发现

其无有限子覆盖，故紧集只能为有限集合，而 R 不可数，故不 σ-紧。

(d) 类似紧性，只需要考虑拓扑基构成的覆盖，设其为
⋃
α[aα, bα)，先证明 R\

⋃
α(aα, bα) 可数。∀x /∈⋃

α(aα, bα), ∃β, x = aβ，由此对每个 x = aβ，(aβ, bβ) 为不交开区间，从而可数。

由于
⋃
α(aα, bα) 为通常拓扑中开集，可找到可数个 (an, bn) 将其覆盖，再取上一部分中的 [aβ, bβ)

即得到了可数开覆盖。

(2) (a) A1：对每个点 (x0, y0)，考虑 [x0, x0 + q)× [y0, y0 + q), q ∈ Q，由有限乘积拓扑的拓扑基可知其为
可数邻域基。

可分：取 Q×Q，任何点的邻域中必存在有理点，从而其闭包为全空间。

不 A2：由拓扑基可知开集的投影仍为开集，从而若此平面有一组可数拓扑基 Bn，取投影得 Un，

由于任何开集可写为拓扑基的并，考虑 U ×R，U 为 Sorgenfrey 直线上的任意开集，可知 U 可写

为某些 Un 的并，从而 Un 构成 Sorgenfrey 直线的可数拓扑基，与例 2.7.8 矛盾。

(b) 对 (x0, y0), (x1, y1)，取 [x0, x0+ε)× [y0, y0+ε), [x1, x1+ε)× [y1, y1+ε), ε < min(|x0−x1|, |y0−y1|)
即可分离，从而 Hausdorff。

(c) 是闭集。由于 Sorgenfrey拓扑包含通常平面上的拓扑，直线为通常拓扑中的闭集，因此为 Sorgenfrey
拓扑中闭集。由于对此直线上任何点 (x0,−x0) 均可作与直线其他点不交的开集 [x0, x0 + 1) ×
[−x0,−x0 + 1)，在其上的子拓扑为离散拓扑。

(d) 在 (1)(b) 中已证明 Lindelöf 空间的闭子空间 Lindelöf，而 (c) 中的例子作为 Sorgenfrey 平面的闭
子空间并不 Lindelöf(直接取每个单点集作为开覆盖)，由此 Sorgenfrey 平面不 Lindelöf。

(3) (a) 左推右：若某 (x0, y0) /∈ Gf，由 Hausdorff可存在开集 U, V 分割 f(x0)与 y0。考虑W = f−1(U)×V，
由开集原像为开集可知此为 (x0, y0) 邻域，又由 U, V 不交可知 Gf ∩W = ∅，从而 Gcf 为开集，因

此 Gf 为闭集。

右推左：考虑恒等映射 Id : Y → Y，由于其图像为闭，考虑 (y1, y2), y1 ̸= y2 可知存在开集 U, V

满足 y1 ⊂ U, y2 ⊂ V，且 ∀y ∈ Y, (y, y) /∈ U × V，也即 U ∩ V = ∅，从而得证。

(b) f(x) =

 1
x

x ̸= 0

0 x = 0
即可。

(c) 左推右：由 (a) 知成立。
右推左：由于图像为闭，考虑 (x, y), y ̸= f(x) 可知存在开集 U, V 满足 x ⊂ Uy, y ⊂ Vy，且

∀x ∈ X, (x, f(x)) /∈ Uy × Vy。对 f(x) 的任何开邻域 V0，由定义 Vy, y ∈ V c
0 构成 V c

0 的开覆

盖，且其中不可能包含 f(x)。由于 V c
0 为闭，其为紧集，因此可取出有限子覆盖 Vy1 , . . . , Vyn。取

U0 =
⋂n
k=1 Uyn，可验证 f(U0) ⊂ V0，由此知 f(x) 在每点处连续，故 f 连续。
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(4) (a) A1/A2：取原空间每点处邻域基/全空间拓扑基与子空间的交，利用子空间拓扑定义得可遗传。
T4：考虑 R 上的余有限拓扑，其不 T4。但将其看作 R ∪ {∞} 的子空间，并令原空间开集为子空
间所有开集与 R ∪ {∞}，由此时原空间任意非空闭集包含 ∞，不交的非空闭集不存在，可知原空
间 T4，从而 T4 不可遗传。

(b) 紧/列紧：考虑 [0, 1] 的子空间 (0, 1) 知不可遗传。

局部紧：考虑 [0, 1] 的子空间 [0, 1] ∩Q，由习题 6.1(1)(b)(i) 知不可遗传。
可分：不可遗传，与下方 Lindelöf 构造类似。
Lindelöf：对 R 上的离散拓扑，其不 Lindelöf，但将其看作 R∪{∞} 的子空间，并令原空间开集为
子空间所有开集与 U ∪ {∞}，其中 U 为 R 上的余可数集合，由此时原空间任意开覆盖可先取包
含 ∞ 的开集，再将剩下的点逐个对应开集即为可数开覆盖，可知原空间 Lindelöf，从而 Lindelöf
不可遗传。

T1,T2：取原空间中的分割方式与子空间的交，利用子空间拓扑定义得可遗传。
T3：将闭集还原为原空间闭集后仍不交，取原空间中的分割方式与子空间的交，利用子空间拓扑
定义得可遗传。

(c) T4：由定义可验证闭集的闭子集为闭集，因此可直接取原空间中的分割方式与子空间的交，利用
子空间拓扑定义得闭遗传。

紧/列紧：由命题 2.1.16 知闭遗传。
局部紧：利用习题 4.2(4)(b) 中已证，紧集与闭集之交为紧集，由此取原空间紧邻域包含的开邻域
的闭包与子空间的交，利用子空间拓扑定义得闭遗传。

Lindelöf：由 (1)(b) 知闭遗传。

7.2

(1) (a) T1,T2：直接考虑两个点不相同的分量作开集分割，其他分量取全空间即可。
T3：T3 等价于对任何包含点 (xα) 的开集 U，存在开集 V 使得 V ⊂ U，考虑开集中的拓扑基知

只需证明对拓扑基成立。利用 A ∩B ⊂ A ∩B 可知只需证明对拓扑子基成立。不妨设拓扑子基的
第一个分量为包含 x1 的开集 U1，其他分量为全空间，则取第一个分量对应的 V，其他全空间即

可分割，从而结论成立。

(b) 类似 (a) 中 T3 证明中，将在某个空间上的投影看作乘积拓扑的子拓扑，利用习题 7.1(4)(b) 可知
每个分量上都 T1/T2/T3。

(c) T4、Lindderlöf 均不满足可乘。由例 2.8.12 可知 Sorgenfrey 直线满足 T4，由习题 7.1(d) 知其
Linderlöf。由习题 7.2(d) 知 Sorgenfrey 平面不 Linderlöf，下证其不 T4：利用习题 7.1(2)(c) 过程
可知 {(x,−x)}直线上任何点集为闭集 (利用 {(x, y)|y ̸= −x}为通常开集，因此为 Sorgenfrey平面
开集)。假设对点集 A存在连续函数 fA(x)满足 f(A) = 1, f(Ac∩{(x,−x)}) = 0，由于 Sorgenfrey平
面有可数稠密点集，所有连续函数被此点集取值完全确定，因此基数不超过 ℵℵ0

1 = ℵ1，而 {(x,−x)}
子集的基数为 2ℵ1 = ℵ2，矛盾。

(d) 均不可乘。考虑 {0, 1}ℵ2，类似例 2.8.5 可知不 A1，从而不 A2，不可度量化。下说明其不可分：设
其有可数稠密子集 A，对其中任何一个分量 β，考虑此分量取 {0}，其他取全空间所构成的开集与
A 的交。由于 A 在任何分量的投影均为 {0, 1}，这构成了所有分量到 A 的全部子集的单射，而分

量基数为 ℵ2，A 子集基数为 ℵ1，从而矛盾。

(e) 定义为在可数乘积
∏∞
n=1Xn 下保持。

可分：假设 An 为 Xn 中的可数稠密子集，任取点 b，则 Bn =
∏n
k=1Ak ×

∏∞
k>n{bk} 闭包包含前

n 个空间，从而
⋃∞
n=1Bn 即为所求。
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可度量化：可先将每个度量空间的度量有界化 (d′n = max(1, dn))，再利用习题 5.1(2)(c) 中的构造
即可证明。

A1：与可分类似，对任何点，取第 n个分量在Xn的一族可数邻域基 Ank，考虑
⋃∞
n=1

{∏n
m=1Amtm×∏

m>nXm, ti ∈ N∗}，即为一族可数邻域基。
A2：将 A1 证明过程中的邻域基替换为拓扑基即可。

(2) (a) 可数个无内点的闭集之并无内点。

(b) 考虑无内点闭集之并
⋃∞
n=1Bn，假设有内点 x0 满足 B(x0, ε) 在其中，由于 x0 不为 B1 内点，

∃x1 ∈ B(x0, ε) ∩ Bc
1，由于右侧为开集，可假设 B(x1, ε1) ⊂ B(x0, ε) ∩ Bc

1，且 ε1 <
ε
2
。以此类推

可取出一系列互相包含的 B(xi, εi)，使得每次半径至少减半。此时 xi 构成柯西列，由完备性知收

敛，且考虑第二次取出的半径可知收敛在 B(x0, ε) 中，但其不在任何 Bn 中，矛盾。

(c) 由于紧蕴含局部紧，由 (d) 可知结论。

(d) 考虑无内点闭集之并
⋃∞
n=1Bn，假设有内点 x0 满足邻域 U 在其中，利用命题 2.4.16 可构造开集

V，其闭包 V ⊂ U 为紧集。反复利用命题 2.4.16 类似 (b) 可取出 Vi 使得 Vi+1 ⊂ Vi，若其交为空，

可取出有限个 Vi
c
覆盖 V，矛盾，因此交非空，而其交不在任何 Bn 中，即导出矛盾。

(3) (a) 通过平移可不妨设 f(x0) = 0，从而利用连续函数性质，(−ε, ε)原像是 x0的邻域W，取 U0 = U∩W，
利用命题 2.4.16 可构造 V 满足 V ⊂ U0 且为紧集。取连续函数 h 满足 h(x) ∈ [0, 1], h(V ) =

0, h(U c
0 ) = 1，记 g = fh，可验证成立。

(b) 由支撑集定义知其为 C0(X,R) 子集，有界函数上的 d∞ 拓扑即为紧开拓扑，利用定理 2.6.17 只需
要说明其为无处消失且分离点的子代数。

子代数：由两紧集的并为紧集，相加/相乘后的支撑集为原支撑集并的闭子集，因此紧，而数乘会
变为恒 0 或不改变支撑集，从而构成子代数。
无处消失：对任何 x，取包含开邻域 U 的紧邻域 K(由 Hausdorff 知 K 闭)，构造 x 上为 1，U c

上为 0 的连续函数，其支撑集为 U 子集，从而为 K = K 子集，因此紧，由此即得到 x 上不消失

的紧支函数。

分离点：单点集为紧集，由 Hausdorff 知闭，因此可构造分离闭集与紧集的连续函数。利用无处消
失，对任何满足 f(x) ̸= 0 的紧支函数 f，构造在 x 上为 1，y 上为 0 的连续函数 g，则 fg 即为

紧支且分离 x, y 的函数。

(4) 只需证明当。设每个点对应的可度量化的开邻域为 Ux，由紧 Hausdorff 可知 T3，从而存在开邻域 Vx

满足 Vx ⊂ U，可从 Vx 中取出有限个覆盖全空间，则全空间可被紧集 Vx1
, . . . , Vxn

覆盖。利用归纳法，

不妨设 n = 2，则空间被分为两紧集 K1,K2 之并。由于 K1,K2 均为度量化的紧 Hausdorff 空间，其
必然第二可数，而任何开集 A = (A ∩K1) ∪ (A ∩K2) 为两子空间开集之并，由此取出两空间的各一

组可数拓扑基即构成全空间可数拓扑基，由推论 2.8.14 知结论。

8 第八周作业

8.1

(1) (a) 若有两个扩张 g, h，假设 g(x) ̸= h(x)，构造开集 U, V 分割 g(x), h(x)，g−1(U) ∩ h−1(V ) 为 x 邻

域，由稠密其必然包含 a ∈ A，因此 g(a) = h(a)，与分割矛盾。

(b) 对 T1 不成立。考虑 R 上余有限拓扑到自身的连续函数。由于 Z 为其中稠密集，假设其上有

f(x) = x，可以发现任何 f(x) =

x x ̸= t

0 x = t
，对某个 t /∈ Z，都为其扩张。
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(2) 引理：X → R 上有连续函数 f(x), g(x)，则 max(f, g),min(f, g) 为连续函数。

证明：只需说明 |f |与 f+g 为连续函数即可类似构造出 max与 min。考虑拓扑子基 (a,+∞), (−∞, b)，

分类讨论得 |f | 连续，而 {x : f(x) + g(x) > a} =
⋃
q∈Q{x : f(x) > a − q} ∩ {x : g(x) > q}，因此

(a,+∞) 原像为开集，类似可得 (−∞, b) 的情况，从而 f + g 为连续函数，由此引理得证。

(a) 设 f(x) = u(x) + iv(x) 为实部虚部的分解，利用 Tietze 扩张定理扩张实部可得 X 上连续

的 u0(x)，又由于 |u(x)| ≤ |f(x)| ≤ 1，可使 |u0(x)| ≤ 1。接着扩张虚部得 v0(x)，记 v1 =

min
(
max(v0,−

√
1− u20),

√
1− u20

)
，由引理与连续函数复合连续可知 v1 连续，且由于 |f(x)| ≤ 1

可知 A 上仍有 f(x) = u0(x) + iv1(x)，从而 u0(x) + iv1(x) 即为所需扩张。

(b) 由引理，扩张为 f0(x) 后取 f̃ = min
(
max(f0, g1), g2

)
即可。

(3) (a) 假设 A 不闭，设 a ∈ A 且不在 A 中，若存在满足要求的 r，假设 r(a) = r(b), b ∈ A，作开集 U, V

分割 a, b，则 r−1(U ∩ A) 与 r−1(V ∩ A) 不交，但 r−1(V ∩ A) 包含 a 的某邻域，其中有 U ∩ A
中的点，矛盾。

(b) 当：取 Y = A, f = Id，则 f̃ 即为 r。

仅当：对任何 f，取 f̃ = f ◦ r 即可。

(c) f 可以看作 A → RJ 的连续映射。利用乘积映射的泛性质，将每个分量分别扩张为 R 上的连续
映射后，即得到 X → RJ 上的连续映射，再与 r : RJ → A 复合即可。

(4) (a) 单点紧化：利用球极投影可知结果同胚于 S2。

Stone-Cech 紧化：不同的趋于无穷的点列将被紧化到不同的极限。
还可以将 R2 同胚至 B(0, 1) 后紧化为 B(0, 1)。

(b) 利用 Stone-Cech 紧化的泛性质可构造出连续映射 F 满足 F ◦ β = φ，由闭映射引理知 F 为闭映

射，从而 F (β(X)) = ϕ(X) = Y，因此其为满射，从而得证。

(c) 先说明 LCH 空间的 Hausdorff 紧化映射 φ : X → Y 为开映射，由拓扑嵌入定义，只需说明

φ(X) 为开集，即可利用开集之交为开集得到开映射。对任何 x，取紧邻域 U，U 为开集，由

连续映射保持紧集与 Hausdorff 空间紧集为闭集可知 f(U) 为闭集，从而其即为 f(U)。于是

Y = f(X) = f(U) ∪ f(X)\f(U)，而 f(X)\f(U) 为闭集，且与 f(U) 不交，又由 f(U) 在 f(X)

中开，f(U) ⊂ f(X) 可知 f(U) 在 f(U) 中开，假设 f(U) = A ∩ f(U)，A 为 Y 中开集，则

f(U) = A ∩ f(X)\f(U)
c
，由此为开集，而 X 为所有 f(U) 之并，故开。

对 X 的任何 Hausdorff 紧化 K，定义 F : K → X∗，F (k) =

x φ(x) = k

∞ k /∈ φ(X)
，此必然为满射，

利用闭映射引理只需证明连续。不包含无穷远点的原像必然为开集，而包含无穷远点的开集 U 补

集为 X 中紧集 B，其原像即为 φ(B)，利用 φ 连续知 φ(B) 为紧集，从而闭，因此补集为开，即

得证。

(d) (i) 由于 IdβX ◦β = β = β ◦ Id，满足 β IdX 定义，利用提升的唯一性可知 β IdX = IdβX。

(ii) 利用映射结合性知 βψ ◦ βφ ◦ β = βψ ◦ β ◦ φ = β ◦ ψ ◦ φ，由提升唯一性得证。

8.2

(1) (a) Sorgenfrey 直线仿紧：习题 7.1(1)(d) 知其 Lindelöf，由例 2.8.12 知其 T2,T4，因此 T3，从而利
用命题 2.10.7 知仿紧。
Sorgenfrey 平面不仿紧：反证。考虑闭子集 {−x, x}，其上的子拓扑为离散拓扑，考虑每点作为开
集构成的开覆盖知不仿紧，从而由闭遗传性知平面不仿紧。
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(b) 由 (a) 知不可乘。考虑 R 上通常拓扑到上半连续拓扑的恒等映射，由于通常拓扑包含上半连续拓
扑可知连续，但其不保持仿紧。

(c) 先取每个点 (x, y) 在某个开集中的邻域 Ux,y × Vx,y，对固定的 y0，Ux,y0 构成了 X 的开覆盖，从

而取出有限子覆盖 Ux1
, . . . , Uxn

。由于开集的有限交为开集，这个有限子覆盖盖住了 y0 的某开邻

域，由此其并为 X ×Wy0，找到局部有限的开加细 W ′
yα
(假设 W ′

yα
⊂Wyα) 后，所有 Uxi,yα ×W ′

yα

即为所求。

(2) (a) 引理：若开集 A,B,C,D 满足 A ⊂ B,C ⊂ D，则 A\D ⊂ B\C。

证明：U ∩ V ⊂ U ∩ V，且右侧为闭集，因此 U ∩ V ⊂ U ∩ V。Dc ⊂ Dc，且右侧为闭集，因此

D
c ⊂ Dc。从而 A\D ⊂ A ∩Dc ⊂ A ∩Dc ⊂ B ∩ Cc = B\C，即得证。

假设 x有开邻域 Bx 使闭包紧，取 Ux 为包含 x的某个 Uα 与 Bx 的交，寻找开集 Z1x, Z2x, Z3x, Z4x

使得 x ∈ Z1x ⊂ Z1x ⊂ Z2x ⊂ Z2x ⊂ Z3x ⊂ Z3x ⊂ Z4x ⊂ Z4x ⊂ Ux ⊂ Bx ⊂ Bx，考虑 Z1x 构成

的开覆盖中取出可数个，记为 Z1n，令 Vn = Z4n\
⋃n−1
i=1 Z1i,Wn = Z3n\

⋃n−1
i=1 Z2i，与命题 2.10.7

过程类似可知 Wn, Vn 均为局部有限开加细，而利用引理与有限个集合闭包的并等于并的闭包可知

Wn ⊂ Vn，又由 Vn ⊂ Z4n ⊂ Bn，从而紧，由此得证。

(b) 类似可构造更小的 Zn，对 Zn ⊂Wn 运用定理 2.9.23，此时 supp ρn ⊂ Vn，由此紧，从而得证。

(3) (a) 若点 x 附近与 Rn 的开邻域 Ux 有同胚映射 fx，设 B(x, ε) ⊂ Ux，由拓扑基定义可找到包含于

f−1
x

(
B(x, ε

2
)
)
的拓扑基，由同胚知其闭包即为紧集。由于对每个 x 找到的都是某个拓扑基的闭包，

最终找到了可数个紧集覆盖 X。

(b) 局部欧：考虑 φk : RPn ∩ {ak ̸= 0} → Rn，φk(a1 : a2 : · · · : an+1) = ( a1
ak
, . . . , ak−1

ak
, ak+1

ak
, . . . , an+1

ak
)，

考虑拓扑基可知其每个都为与 Rn 的同胚，而 RPn 中每个元素至少属于其中一个，即得证。

T2：任何两点若处于同一坐标卡中，其像可以通过 Rn 中开集分离，再考虑原像知可分。若否，直
接通过坐标卡即可分离。

A2：由于每个坐标卡都是 A2，取所有坐标卡中有理数半径的有理点即为可数拓扑基。

(c) A2：由于原空间存在可数拓扑基 {B(q, r)× 0}∪ {B(q, r)× 1}, q, r ∈ Q，利用商拓扑开集定义与此
商拓扑为开映射可知其像构成商拓扑的可数拓扑基。

局部欧：对 x ̸= 0，
[
B(x, |x|

2
)× {0}

]
可同胚于 B(x, |x|

2
)，而 [B(0, 1)× {0}] 与 [B(0, 1)× {1}] 均

同胚于 B(0, 1)。

不 T2：利用商拓扑开集定义可知 (0, 0), (0, 1) 不能被分离。

(d) (i) 对任何 x = (a, p)，可取 b < a, q > p，即有 (b, p) ≺ x ≺ (a, q)，因此这些区间覆盖全空间。

考虑序关系可知区间交若非空，仍为区间，从而其构成一族拓扑基。

(ii) 引理：Ω 中任何 a 有后继。若 Ω 中有最大元，设为 m，由 {b : b < m} 可数可知 Ω 可数，矛

盾。由此对任何 a，{b : b > a} 非空，由良序存在最小元，即为 a 后继，记为 a′。

T2：对 (a, x) 与 (b, y)，若 a < b，利用
(
(a, x

2
), (a′, y

2
)
)
与
(
(a′, y

2
), (b′, 1)

)
可分割，a > b 时

同理，若 a = b，不妨设 x < y，利用
(
(a, x

2
), (a, x+y

2
)
)
与
(
(a, x+y

2
), (a′, 1)

)
可分割。

局部欧：对任何 a，可定义映射 φ : {a}× (0, 1]∪{a′}× (0, 1)，满足 φ(a, t) = t−1, φ(a′, t) = t。

利用区间的对应关系即知此为到 (−1, 1) 的同胚，从而知其局部欧。

不 A2：由于有不可数个不交开集 {a} × (0, 1)，不可能存在可数拓扑基。

(4) 由下半连续性，存在 x 邻域 Ux 使得 ∀u ∈ Ux, f(u) > f(x) − ε，同理存在 x 邻域 Vx 使得 ∀v ∈
Vx, g(v) < g(x) + ε，由此，取 ε = f(x)−g(x)

2
，则可在 Wx = Ux ∩ Vx 上取 hx(t) =

f(x)+g(x)
2

，满足此邻

域中 f > hx > g。取从属于 Wx 的一个单位分解 ρx，令 h(t) =
∑

x ρx(t)hx(t) 即得结果。
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9 第九周作业

9.1

(1) (a) 由于 A ∩B = A ∩ Y ∩B，而利用闭包为被包含的最小闭集可由子空间拓扑定义知 Y ∩B 即为 B

在 Y 中的闭包，从而等价。

(b) 由 A ∩ Y 与 B ∩ Y 均为 Y 中开集与 Y 中开集都能写为 U ∩ Y，U 为 X 中开集可知等价。

(c) 不等价。在 R 上定义开集为空集与包含 0 的所有集合，R\{0} 上为离散拓扑，因此不连通，但所
有 X 中非空开集包含 0，从而无法找到 A,B。

(d) 不等价。将 (c) 中例子的开集定义改为闭集定义即为反例。

(e) 不等价。(c) 中例子即为反例。

(f) 由命题 3.1.3 知等价。

(2) (a) 由取并可知最大性，利用命题 3.1.14，其交至少包含 x，因此连通，从而得证。

(b) 若其不闭，由连通集合闭包连通取闭包即知矛盾。

(c) 考虑 Sorgenfrey 直线上的单点集。由完全不连通知其连通分支就是自身，但其不开。

(d) 利用命题 3.1.14 可反证得连通分支彼此不交，由此可对连通分支计数。
假设 A =

⋃
αAα, f(A) =

⋃
β Bβ，其中 α ∈ IA, β ∈ IB，每个 Aα, Bβ 为不同的连通分支。对某个

Aα，假设有 xα ∈ Aα，f(xα) = yβ，其所在连通分支为 Bβ，由 f(Aα) 连通知 f(Aα) ⊂ Bβ，因此

可构造 IA 到 IB 的满射，从而得证。

(e) 假设包含它的连通分支为 C，由投影映射连续可知 πα(C) 连通，而 C ⊂
∏
α πα(C)，后者利用乘

积保持连通性知连通，因此 C =
∏
α πα(C)。再分别考虑每个分量的连通分支即得证。

(3) (a) Z 不连通，其余连通，因此与其他不可能存在同构。

R 去掉任何一个点后都有两个连通分支，而剩下四个均存在去掉点仍连通的去法，考虑去掉点后
的原像集可知 R 不可能与剩下四个同构。

R2 去掉任意有限个点后仍连通，而剩余三个去掉三点则不连通，类似得不同构。

[0, 1] 去掉 0, 1 两点后仍连通，而剩下两个去掉两点则不连通，类似得不同构。

S1 紧，[0, 1) 不紧，从而不同构。

综合以上得证。

(b) 定义 f(x) =

x x ≠ 2

1 x = 2
, g(x) =


x
2

x ∈ (0, 1]

x
2
− 1 x ∈ (3, 4)

x− 3 x > 4

，考虑拓扑基可发现即为符合要求的连续双

射。

若存在同构 h : B → A，类似 (2)(b) 可知 h((0, 1]) 为 A 中的某个连通分支，但 A 中没有连通分

支与 (0, 1] 同胚，矛盾。

(4) (a) 由 T1 可知单点集为闭集，利用 T4，考虑其中某两点 a, b，由 Uryson 引理知存在映射 f : X → R
使得 f(a) = 1, f(b) = 0，由连通可知 [0, 1] ⊂ f(X)，从而其不可数。

(b) 若 X 至多可数，其 Lindelof，̈再利用 T3 知 T4，从而矛盾。

(c) (i) 其并构成全空间，而类似中国剩余定理得 Da1,b1 , Da2,b2 的交只要非空，一定为某些 Dc,[b1,b2]

的并，且 c 与 [b1, b2] 互素，从而知为拓扑基。

(ii) 对任何 0 < x < y，取素数 p > y，则 {x+ pk|k ≥ 0}, {y + pk|k ≥ 0} 即构成分割。
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(iii) 若其不连通，一定可以划分为两个不交的非空开集 A1, A2，假设 A1 =
⋃
αDaα,bα , A2 =⋃

αDaβ ,bβ，由中国剩余定理可知任何 bα, bβ 不互素。假设某个 bα 的素因子为 p1, . . . , pn，

某个 bβ 的素因子为 q1, . . . , qm，若 qi|bα，可知 Daα,bα 不能覆盖 qi 的任何倍数，从而∏n
k=1 pk

∏m
t=1 qm /∈ A1，同理其不属于 A2，矛盾。

利用 (b) 可知其不 T3，不可度量化。考虑所有拓扑基构成的开覆盖，假设存在有限子覆盖，
设对应的 b 为 b1, . . . , bn，则

∏n
k=1 bk 不可能被覆盖，从而矛盾，由此不紧。

(iv) 等价于全体素数为稠密集。
由任何 Da,b 中有无穷个与拓扑基定义可知其闭包为全空间，因此稠密。若有某个 Da,b 中只

有有限个素数，可取 t 使得 tb+ a 大于其中最大的素数，此时 Dtb+a,b 不包含任何素数，因

此其补集包含全体素数，而其补集闭，因此不稠密。

9.2

(1) (a) 0.1：Rn(n ≥ 2) 去掉可数集后道路连通。

0.2：X,Y 道路连通，U ⊂ X,V ⊂ Y，则 U × Y ∪X × V ⊂ X × Y 道路连通。

(b) 对单点，考虑恒等函数即可知连通。对 v, s，考虑 γ(t) =

v t ∈ [0, 1
2
]

s t ∈ ( 1
2
, 1]
可发现连通。

(2) (a) 局部连通定义：存在一族连通邻域基 (即每个邻域存在包含于其中的连通邻域)。

(b) 连通：由于不存在非空不交开集，因此连通。
局部连通：任何点的任何邻域都不可数，而其中的闭集至多可数，开集不可数，因此任何邻域都

连通，从而局部连通。

道路连通：由于 [0, 1] 到余可数拓扑的连续函数只能是常函数，因此只有单点集道路连通，从而不

道路连通。

局部道路连通：只有单点集道路连通可知不局部道路连通。

(c) 1：0, 1 上的离散拓扑。

2：R 上的通常拓扑。

3：与讲义类似考虑拓扑学家正弦曲线即为例子 (与不局部道路连通相同可证不道路连通)。
4：与讲义类似考虑拓扑学家正弦曲线添加连接 (0, 0) 到 (1, 0) 的曲线即为例子。

5：(b) 中即为例子。
6：作为 R 子空间的 (0, 1) ∪ (1, 2)。

(d) 利用每个点的连通邻域作为开覆盖可找到有限个连通开集覆盖全空间，又由连通分支唯一性可知
每个连通开集属于且仅属于一个连通分支，由此可知连通分支有限。

去掉局部连通结论不成立，如 Cantor 集紧，但连通分支个数不可数。

(e) 当：对任何 x 与其邻域 V，假设 V 包含开集 U，x 在 U 中的连通分支为 Ux，由于其开，其为 x

邻域，且 Ux ⊂ V，故得证。

仅当：对开集 U 中任何一个点 x，假设其所在连通分支 Ux，对任意 y ∈ Ux，由局部连通可取出

开邻域 Vy 包含 y 且连通。利用连通分支最大性可知 Ux =
⋃
y Vy，为开集之并，因此为开集。

(f) 利用习题 3.2(3)(a)，由 f 开/闭知 f 为 X 到 f(X)的商映射，由此只需证明商映射保持局部连通。

设 V ⊂ f(X) 为开集，V0 为 V 的某个连通分支，记 U = f−1(V ), U0 = f−1(V0)，假设 U0 的某个

连通分支为 T，设 U 包含 T 的连通分支为 T ′，由于 f(T ′) 与 f(T ) 包含于 V 的同一个连通分支，

因此 T ′ ⊂ U0，从而知 T = T ′，也即 U0 的连通分支都是 U 的连通分支。
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由局部连通，U0 的每个连通分支都为开集，因此 U0 可写为开集之并，为开集，而由商映射定义

可知 V0 为开集，即得证。

对一般的 f，结论不成立，如记 A = {(t, sin 2π
t
), t ∈ (0, 2]}∪{(x, y)|(x−1)2+(y+5)2 = 26, y ≤ 0}，

B = [0, 3)，考虑 f : B → A，y > 0 的部分投影到 A 的第一段，其余圆周与后一段对应，可发现

为连续映射，但 A 不局部连通。

(3) (a) (i) 由于其完全不连通，连通分支与道路连通分支均为单点集。
(ii) 由 (2)(b) 可知其连通，而道路连通分支为单点集。
(iii) * 此处拓扑定义为一致度量 d((an), (bn)) = min{supn |bn − an|, 1} 生成的拓扑。

任何点 (an) 所在连通与道路连通分支为 {(bn) : supn |bn − an| <∞}。
为证其为连通与道路连通分支，只需说明其既开又闭，且其中任何两点可用道路连接。由

于其中每点 (xn)，B((xn), 1) 仍在其中，而不在其中的每点 (yn)，B((yn), 1) 亦不在其中，

从而既开又闭。对于其中两点 (an), (bn)，由定义可知存在 M 使 ∀n, |bn − an| < M，定义

f : [0, 1] → RN，每个分量 fn(t) = tan+(1−t)bn，下证其连续。对任何拓扑基 B((zn), ε), ε ≤ 1，

若 f(t) ∈ B((zn), ε)，可设 supn |fn(t) − zn| = δ < ε，考虑 B(t, ε−δ
M

)，由 |f ′
n(t)| < M 可知

任何分量在 B(t, ε−δ
M

) 中改变量小于 ε− δ，从而其仍在 B((zn), ε) 中，因此开集的原像为开

集，从而得证。

(b) πc 连续：由于商拓扑中开集当且仅当原像为原拓扑开集，假设 V ∈ πc(Y ) 开，则 π−1
c (V ) 为

开集，因此 f−1(π−1
c (V )) 为开集，而其为所有映入连通分支 π−1

c (V ) 中的 X 的连通分支，因此

πc(f
−1(π−1

c (V ))) = πc(f)
−1(V )，由商拓扑知 πc(f

−1(π−1
c (V ))) 开，从而得证连续。

π0, πc 保持恒等映射：恒等映射不改变连通/道路连通分支，从而知成立。
π0, πc 保持复合：若 πc(f)([u]) = [v], πc(g)([v]) = [w]，即存在 u ∈ U ⊂ X, v ∈ V ⊂ Y,w ∈W ⊂ Z，

U, V,W 为连通分支且 f(U) ⊂ V, g(V ) ⊂ W，此时 g(f(U)) ⊂ W，因此 πc(g ◦ f)([u]) = [w]，即

得证。

(4) *m(g, h) = gh 为乘积映射，i(g) = g−1 为求逆映射。

(a) 由定义需验证在其商拓扑与商群结构下乘积映射与求逆映射连续。对某开集 V ⊂ G/N，其在乘

积映射下原像为 U，利用 aNbN = abN 可知 m−1(V N) = {(at, bt)|(a, b) ∈ U, t ∈ N}，而左
右分别作商即为 V, U，利用商拓扑性质可知乘积映射。类似地，V 在取逆映射下原像为 W，则

i−1(V N) =WN，同样利用商拓扑性质可知求逆映射连续，从而得证。

(b) 由 (a)，只需说明 1 所在的连通分支、道路连通分支均为正规子群。
先证明对任何子空间 g ∈ G，φg : G→ G,φg(t) = gt为 G的自同胚。构造 ϕg : G→ G×G,ϕg(t) =
(g, t)，利用乘积拓扑泛性质，其一个分量为恒等一个分量为常值，因此连续，从而连续映射的复合

m ◦ ϕ 仍连续，此即为 φg。又由其为双射且逆映射 φg−1 连续可知其为同胚。同理可知 ψg(t) = tg

为同胚。

设 1 所在的 (道路) 连通分支为 N，下证 N 为正规子群。设有 g, h ∈ N，由 φg−1 连续知 g−1N(道
路) 连通，从而 N 与 g−1N 由于有交 1，其并 (道路) 连通，由最大性知 g−1N ⊂ N，从而

g−1h ∈ g−1N ⊂ N，由此 N 为子群。对 g ∈ G，由于 g−1Ng 与 N 有交 1，其并 (道路) 连通，由
最大性知 g−1Ng ⊂ N，从而知为正规子群。再利用 φg 为同胚可知其陪集构成全部 (道路) 连通分
支，从而得证。

由于 1 所在的道路连通分支 N1 包含于连通分支 N2，因此 πc(G) = G/N2 为 π0(G) = G/N1 的商

群。

(c) 由于 πc(G) 亦 T1，只需说明拓扑群 T3 即有 T2。记 f(g, h) = gh−1 = m(g, i(h))，由其为连续

函数复合知连续。对拓扑群 G 中的点 x 与不含 x 的闭集 C，由连续知 f−1(Cc) 为 G × G 中开
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集，且其包含 (x, 1)，由乘积拓扑定义知存在开集 U, V ⊂ G 满足 (x, 1) ∈ U × V，从而 U 可与⋃
c∈C c

−1V 分离，由 φc−1 为同胚知右侧为开集的并，因此开，从而得证 T3。
而 π0(G) 未必 T2，反例：

(d) 设 1 在 G1 ×G2 中所在的道路连通分支为 N，在 Gi 中所在的道路连通分支为 Ni，利用乘积拓扑

连通性知 N1×N2 ⊂ N，而利用投影映射连续性与连续映射保持道路连通可知 N ⊂ N1×N2，从而

N = N1×N2。由此 (G1×G2)/N ∼= G1/N1×G2/N2。构造自然同构映射，利用 (a, b)(N1×N2) =

aN1 × bN2 与商映射性质知其为同胚，即 π0(G1 ×G2) 同胚于 π0(G1)× π0(G2)。

10 第十周作业

10.1

(1) (a) (1) 假设 F : [0, 1] × X → Y,G : [0, 1] × Y → Z 为 f0 与 f1、g0 与 g1 间的同伦，定义 H :

[0, 1] × X → Z，H(t, x) = G(t, F (t, x))，由连续函数复合连续与乘积拓扑性质可知 H 连续，且

H(0, x) = g0 ◦ f0(x),H(1, x) = g1 ◦ f1(x)，从而其为同伦。

(2),(3) 由于函数与自身同伦，由 (1) 直接得 2 结论。

(b) 自反性：直接取 Id 映射知同伦。
对称性：由定义对称可知同伦。

传递性：假设 X,Y 以 f, g0 同伦等价，Y, Z 以 g1, h 同伦等价，下证 X,Z 以 g1 ◦ f, g0 ◦ h 同伦等
价。利用 (a)，g1 ◦ f ◦ g0 ◦ h ∼ g1 ◦ IdY ◦h = g1 ◦ h ∼ IdZ，另一边同理知成立。

(c) (1) 直接利用例 3.3.12 与命题 3.3.13 的构造，利用 f(0) = 0, f(1) = 1 可知为道路同伦。

(3) 类似命题 3.3.14 证明中，构造 λ1, λ2 间的道路同伦 H(t, s) = (1− t)λ(s)，类似 (a) 中构造可
发现复合在道路同伦下亦良定，而 Id 为道路同伦，因此“推出”在道路同伦下良定，从而得证。

(2) (a) 不妨设 x0 = (0, . . . , 0, 1) /∈ f(x)，构造 g : Rn → Sn\{x0}, f(x) =
(

2x1

||x||2+1
, . . . , 2xn

||x||2+1
, ||x||

2−1
||x||2+1

)
，可

发现其为同胚，因此类似例 3.3.5(2) 构造 F (t, x) = g((1− t)g−1(f(x)))，即为同伦。

(b) 构造 H(t, x) = (1−t)f(x)+tg(x)
||(1−t)f(x)+tg(x)||，由 f(x)+g(x) ̸= 0可知分母不会为 0，将其看作 [0, 1]×Sn → Rn+1

上函数时连续，因此由子拓扑性质知其连续，从而即为同伦。

(c) 当：假设映射 F (t, x) 为 IdSn 到常值的同伦，定义 f(x) =

F (1− ||x||, x
||x||) x ̸= 0

F (1, s) x = 0
，其中 s 为

Sn 上任意点，由 t = 0 时为常值可知良定，由连续函数复合连续可知其连续，从而即为满足要求

的收缩映射。

仅当：若存在这样的 f，构造 F (t, x) = f((1 − t)x)，当 t = 0 时由 f 为收缩映射可知其为 IdSn，

由连续函数复合连续知其连续，从而恒等映射可同伦为常值。

(3) (a) 构造 F (t, x) = ( t
||x|| + 1− t)x，可验证其连续，从而满足要求。

(b) 此处假设 S1 上坐标为 [−π, π)，并且挖掉了 (−π,−π)，则令 F (t, (x, y)) = (x− tδxm, y − tδym)，

其中 m = min(|x|, |y|)，δx, δy 为 x, y 的符号，可发现 t = 1 时像集为 {0} × S1 ∪ S1 × {0}，且由
于 δxm 与 δym 连续可知连续，从而满足要求。

(c) 题干中的 ι 与 r 即为所求的同伦等价。

(d) 利用习题 8.1.3(b) 可知第一个条件等价于 A 是收缩，从而只需证明收缩是弱形变收缩核当且仅当

第二个条件成立。

当：取 Y = X，f 为 IdX，g 为收缩映射 r′ 复合嵌入 ι 形成的 ι ◦ r′，由条件可知 IdX 与 ι ◦ r′ 同
伦，因此 r′ 即为所求的 r，从而得证。
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仅当：由于 f |A = f ◦ ι，由 f |A ∼ g|A 可知 f ◦ ι ∼ g ◦ ι，从而 f ◦ ι ◦ r ∼ g ◦ ι ◦ r，由条件
f ◦ IdX ∼ g ◦ IdX，因此 f ∼ g。

(4) (a) 1 推 2：假设恒等映射 IdX 同伦于常值映射 f，取 f0 : X → {x0} 为 f 在值域上的限制映射，

ι : {x0} → X 为嵌入，则 ι 与 f0 即为所求的同伦等价。

2 推 3：假设 f : X → {x0} 与 g : {x0} → X 为同伦等价，假设 g(x0) = x1，可构造 h : X → {x1}
为 g ◦ f 在值域上的限制映射，即为所求的收缩映射。

3 推 1：弱形变收缩核的条件中的 ι ◦ r 即为与恒等映射同伦的常值映射。

(b) (i) 构造 F (t, (x, c)) = (x, (1− t)c) 即为 IdC(X) 与常值映射的同伦。

(ii) 当：定义 F (t, x) = f̃(x, 1− t)，由连续映射复合连续可知为同伦。

仅当：假设存在 f 到常值映射的同伦 F (t, x)，定义 f̃(x, c) = F (1 − c, x)，由连续映射复合

连续与 F (1, x) 为常值映射可知即为良定的连续扩张。

(c) 由 (a) 与 (2)(c) 知只需证明不存在 Bn 到 Sn−1 的收缩映射 f。若存在，考虑 g(x) = −f(x)，由
连续映射复合可知连续，但其没有不动点，矛盾。

(d) * 详见 Hatcher《代数拓扑》第 0 章
设其为 X，可考虑 X0 =

⋃
x∈X B(x, ε)，取 ε 足够小可使 X0 与 X 同伦，再将两个空洞通过同伦

膨胀至补满，可发现其与长方体同伦，从而可缩。

10.2

(1) (a) 1 推 2：由于基本群为平凡群，圈的同伦等价类只有一个，而恒等映射为道路，因此任何圈同伦于
单点。

2 推 3：由于 γ1 ∗ γ2 为圈，其可同伦等价于单点 γx0
，从而 γ1 ∗ γ2 ∗ γ2 与 γx0

∗ γ2 道路同伦，左右
分别与 γ1, γ2 道路同伦，因此得证。

3 推 1：由于任何两条道路等价，任何两圈亦等价，从而圈的同伦等价类唯一，即基本群平凡。

(b) 由于若 F : [0, 1]× [0, 1] → X 连续，f : X → X0 为同胚，则 f ◦ F 仍连续，因此同胚保持道路的
同伦，从而其为拓扑概念。

可乘：由乘积拓扑泛性质，f : [0, 1] →
∏
αXα 作为乘积拓扑上的道路，其每个分量亦为道路，从

而乘积空间中的圈每个分量亦为圈，假设每个分量由 Fα : [0, 1] × [0, 1] → Xα 同伦于点，则令

F = (Fα) 利用乘积拓扑泛性质可知连续，从而其即将乘积空间的圈同伦为了点。

连续映射保持：未必保持，如 f : [0, 2π] → S1，f(θ) = θ。

可遗传：不可遗传，如 R2\B(0, 1) 作为 R2 闭子空间并不单连通。

(2) (a) 见 (b)。

(b) π1(
∏
αXα, (xα)) 同构于

⊗
α π1(Xα, xα)。类似 (1)(b) 可乘性证明可知乘积空间中的圈的每个分量

都是圈，从而构造出 π1(
∏
αXα, (xα)) 到

⊗
α π1(Xα, xα) 的映射，下面说明其为同构。

良定：若 f, g 为乘积空间中两个道路同伦的以 (xα) 为起点的环，F : [0, 1]× [0, 1] →
∏
αXα 为同

伦映射，由乘积拓扑的泛性质可知 F 的每个分量连续，从而每个分量亦为道路同伦，由此同一等

价类中的圈映射到了同一等价类中，从而良定。

单射：若每个分量都道路同伦，类似 (1)(b) 构造 F = (Fα) 即得到了两个圈的道路同伦，由此不

道路同伦的圈映射到了不同的分量，因此为单射。

满射：若每个分量 fα : [0, 1] → Xα 为圈，则 f = (fα) 由乘积拓扑泛性质可知为圈，从而原像存

在，因此为满射。

同态：可发现两个圈的乘积的每个分量即为各个分量圈的乘积，因此为群同态。
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由此即证明了两群同构。

(3) (a) Γγ1∗γ2([γ]p) = [γ1 ∗ γ2 ∗ γ ∗ γ1 ∗ γ2]p = [γ2 ∗ γ1 ∗ γ ∗ γ1 ∗ γ2]p = Γγ2 ◦ Γγ1([γ]p)，从而得证。

(b) 当：若其不交换，不妨设 [γ1]p 与 [γ2]p 不同伦，则 [γ1 ∗ γ2]p = Γγx0
([γ1 ∗ γ2]p) ̸= Γγγ1 ([γ1 ∗ γ2]p) =

[γ2 ∗ γ1]p，而 γx0
与 γ1 均为 x0 到 x0 的道路，即找到了不同的自同构映射。

仅当：若有两条道路 δ1 与 δ2 诱导的自同构映射不同，类似 (a) 可知 γ = δ1 ∗ δ2 与 γx0
诱导的自

同构映射不同，假设 Γγ([γ0]p) ̸= Γγx0
([γ0]p)，即有 [γ ∗ γ0 ∗ γ]p ̸= [γ0]p，即 [γ0 ∗ γ]p ̸= [γ ∗ γ0]p，从

而不可交换。

(c) f∗ 与 x0 到 x1 的道路 λ 可诱导群同态 g∗ : π1(X,x1) → π1(Y, f(x1))，g∗([γ]p) = f∗([λ ∗ γ ∗ λ]p)。

证明：λ : [0, 1] → X 为 x0 到 x1 间道路，则 f ◦ λ 即为 f(x0) 到 f(x1) 间的道路，由此设 λ, f ◦ λ
诱导的群同构为 Γλ,Γf◦λ，则 g∗ = Γf◦λ ◦ f∗ ◦ Γλ，由此为同态。

(4) (a) 由其为连续函数的复合可知连续，而由 γe ∗ γ1 与 γ2 ∗ γe 定义在 s = 0, 1 时分类 t ≤ 1
2
与 t > 1

2
可

知符合要求。

(b) (i) F (s, t) =
(
γ1(ts)

)−1 • γ1(t) • γ2(t) • γ1(ts)

(ii) F (s, t) = (γ1 ∗ γe)
(
t− st

2

)
• (γe ∗ γ2)

(
(1− s)t+ s 1+t

2

)
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11.1

(1) * 记 X 为全空间

(a) 构造 f : X × [0, 1] → X，f((x1, . . . , xn+k), t) = ((1− t)x1, . . . , (1− t)xn, xn+1, . . . , xn+k)，可发现

{0, . . . , 0} × Rk\{0} 是 X 的强形变收缩核，而其与 Sk−1 同伦，从而基本群为

Z k = 2

{e} k > 2
。

(b) 对 R3 去掉两个点 (0, 0, 0), (0, 0, 1)，可将其剖分为 z < 2
3
与 z > 1

3
，利用命题 3.5.1 可知单连通，

从而类似归纳可知 R3 去掉任意有限个点均单连通。

由于任何道路 γ : [0, 1] → X 为紧集上连续函数，有界，因此可找到一个 B(0, r)\Z3 包含这条道

路，由于其中只去掉了有限个点，其单连通，从而存在将其收缩为一点的同伦，再复合嵌入映射

即得 X 中将其收缩为一点的同伦，由此知 X 单连通，基本群为 {e}。

(c) 不妨设其为 ∂B((0, 0, 1), 1) ∪ ∂B((0, 0,−1), 1)，将其分为 z > 1
3
，z ∈ (− 2

3
, 2
3
), z < − 1

3
三部分，第

一、三部分同胚于单位圆盘从而单连通，第二部分同胚于零点粘合的两个单位圆盘，考虑上下分

别收缩映射可知零点为强形变收缩核，从而单连通，而相邻两部分的交同胚于圆环，从而道路连

通，两次运用命题 3.5.1 知 X 单连通，基本群为 {e}。

(d) 对其中任何一条曲线 γ，由 S2 单连通可将 γ 每次经过 S2 的部分连续映射到交点，从而任何道路

可同伦于只经过 S1 的道路，基本群与 S1 相同，为 Z。

(e) 构造映射 f : X × [0, 1] → X，f(x, y, z, t) = ((1 − t)x, g(y, t), z)，其中 |g(y, t)| = (1 − t)|y| +
tmax(|y|, 1)，符号与 y 相同，可发现含底边的半圆为 X 的强形变收缩核，其与 S1 同伦，从而 X

的基本群为 Z。

(f) 每个包含 z 轴的平面都被分为了左右两部分，且各挖去一个点，将左右分别同伦到以此点为中心
1
2
为半径的圆，并对所有平面同时同伦，可发现 X 与 T 2 同伦，从而基本群为 Z2。
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(g) 对于其中任何道路，由 R3\{(x, y, 0)|x2+ y2 ≤ 1}单连通可将不穿过中间的部分同伦到 B(0, 2) 上，

并且经过 (0, 0, 2) 与 (0, 0,−2)，又由 {(x, y, z)|x2 + y2 < 1} 单连通可将穿过的部分同伦到连接
(0, 0, 2) 与 (0, 0,−2) 的线段，由此可知 X 与用线段连接 S2 的一对对称点后得到的图形同伦。类

似 (d) 可将其中的道路同伦到只通过线段与某个半圆形的道路，因此基本群与 S1 相同，为 Z。

(h) 将 X 分为 x > 1
3
, x < 2

3
两部分，左侧同伦于 S1，右侧同伦于 S2，且两部分之交可缩，从而类似

(g) 收缩可知 X 同伦于 S2 ∨ S1，从而与 (d) 相同，为 Z。

(2) * 记 S1 上坐标为 [0, 2π)

(a) *(iii) 打错，应为 H : D → X。

1 推 2：由诱导定义可知任何圈的像都同伦于单点，取圈为 γ(t) = 2πt，假设 F : [0, 1]2 → X 是

h ◦ γ 到单点的同伦，则 F ′ : [0, 1]× S1 → X，F ′(t, x) = F (t, γ−1(x))，由于 F (t, 0) = F (t, 1)，此

映射良定，其即为 h 到恒等映射的同伦。

2 推 3：假设 G : [0, 1]×S1 → X 为 h 到恒等映射的同伦，取 H(r, θ) = G(1− r, θ) 即为所求映射。

3 推 1：取圈为 γ(t) = 2πt，则 F : [0, 1]2 → X，F (s, t) = H(1− s, h ◦ γ(t)) 即为 h ◦ γ 到单点的
同伦，从而 h∗([γ]p) = e，而 [γ]p 为 S1 基本群的生成元，从而可知 h∗ 为平凡同态。

(b) 2 推 4：假设 G : [0, 1]×S1 → S1 为 h 到常值映射的同伦，由于 G|1×S1 为常值映射，因此可提升，

从而利用提升引理知 G 可提升为 G̃，再取 h̃(x) = G̃(0, x) 即可。

4 推 2：构造映射 G : [0, 1]× S1 → S1，G(t, x) = p
(
(1− t)h̃(x)

)
即为 h 到恒等映射的同伦。

(3) (a) 由习题 10.1(2)(a) 知结论。

(b) (f ◦ g)∗([γ1]p) = f∗([γ1]p) ◦ g∗([γ1]p) = [γdeg f ◦ γdeg g]p = [γdeg f+deg g]p，从而得证。

(c) 当：由条件知 f ◦ γ1 与 g ◦ γ1 同伦，假设 F : [0, 1]2 → S1 为同伦映射，则 G : [0, 1] × S1 → S1，

G(t, x) = F (t, γ−1
1 (x)) 由 F (t, 0) = F (t, 1) 可知良定，因此即为 f 到 g 的同伦。

仅当：由 f 与 g同伦，假设 G : [0, 1]×S1 → S1为同伦映射，令 F : [0, 1]2 → S1，F (s, t) = G(s, γ1(t))

即为 f ◦ γ1 到 g ◦ γ1 间的同伦，从而 deg f = deg g。

(d) 类似例 3.3.10 知 ∂B(p, 1) 为 R2\{p} 的强形变收缩核，由此取例中的收缩映射 g，则 W (γ, p) 即

为 deg g ◦ γ。

(4) (a) 由基本群知任意 S1 上圈都可同伦于 γ1 或其逆复合，由此只需说明 γ1 可在伪同伦到单点。

记 F : [0, 1]2 → S1，F (s, t) = γ1(t
1−s)，且 F (1, 0) = 1，由于 γ1(0) = γ1(1) = 1 可知其为伪同伦

映射，从而得证。

(b) 由于对任何以 x0 为起点的圈 γ : [0, 1] → X 可构造 F : [0, 1]2 → X，F (s, t) = γ(t1−s)，可验证此

即为伪同伦映射，从而均伪同伦至单点。

(c) 提升引理证明中需要 F 将紧集映射到紧集，从而需要连续性。

11.2

(1) (a) 由 g−1a1b1a
−1
1 b−1

1 · anbna−1
n b−1

n g =
∏n
k=1 g

−1akgg
−1bkgg

−1a−1
k gg−1b−1

k g 可知其正规。

(b) 商群中一切 [a][b][a]−1[b]−1 = [aba−1b−1] = 1，从而 [a][b] = [b][a]，因此为阿贝尔群。

(c) 先说明其对任何同态 f : G → H 可诱导同态 Ab(f) : Ab(G) → Ab(H)，f(g) = h 时 Ab(f)([g]) =

[h]。若 [g1] = [g2]，有 g1 = g2
∏n
k=1 akbka

−1
k b−1

k ，由此 f(g1) = f(g2)
∏n
k=1 f(ak)f(bk)f(ak)

−1f(bk)
−1，

[f(g1)] = [f(g2)]，从而 Ab(f) 良定，即为同态。由定义可知 Ab(IdG) = IdAb(G)，Ab(f ◦ g) =

Ab(f) ◦Ab(g)，从而为函子。
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(d) 利用商群定义可发现其为 ⟨a1, . . . , an|∀i, j, aiaj = ajai⟩，即为 Zn。

(e) 由于阿贝尔化已保证了
∏n
k=1 akbka

−1
k b−1

k = 1，此与自由群作商结果一致，即为 Z2n。

(f) 类似 (d) 可知其为 Zn/((2, 2, . . . , 2))，商后的等价类可任取前 n− 1 个分量，最后一个分量只能取

0, 1，构造映射可知其同构于 Zn−1 × Z2。

(2) (a) (i) 利用例 3.6.13，由此连通图有 1 个点，n 条边知结论 (或类似“8 字形”基本群归纳)。
(ii) 记去除 n 个点的基本群为 Gn，归纳。当去除一个点时同伦于 S1，因此 G1 = Z，去除 n 个

点时，可将平面分为去除 n− 1 个点的部分与一个点周围的开邻域，两者的交单连通，从而

Gn = Z ∗Gn−1，由此可知 Gn = ⟨a1, . . . , an⟩。

(iii) 考虑每个整点附近的 ∂B(x, 1
3
)，类似习题 11.1(1)(b) 可知每条道路包含至多有限个整点，从

而可同伦于这些中有限个与其逆的乘积，从而其基本群包含在 ∗NZ 中。另一方面，对其中任
何两个不同的字，可取包含所有涉及的整点的子空间，考虑其中的道路可知不同，因此基本

群即为 ∗NZ。

(iv) 假设去除了 n 条直线。考虑收缩映射 f(x) = x
|x|，由 F (t, x) = (1− t)x+ t x|x| 可构造其与恒

等映射的同伦，从而此映射的像同伦于原空间。而映射的像为 S2 挖去 2n 个点，其同胚于

R2 挖去 2n− 1 个点，因此基本群为 ⟨a1, . . . , a2n+1⟩。

(v) 假设 S 中有 n 个元素，考虑 S1 的 n 次楔和 X，每个 S1 为 a1, . . . , an。对 R 中的每一个

字，可添加一个锥使其底边与字对应的道路等同，于是 R 中对应的道路可收缩为单点，从而

添加后的基本群即为 G。

(b) (i) 考虑每个 Cn 上的道路 γ1，类似 (a)(iii) 可知基本群为 ∗NZ。

(ii) 类似 (a)(iii) 可知基本群仍为 ∗NZ，由于 X 去除一点后即有无穷多个道路连通分支，其与 Y

不同胚，而其均同伦于 R2 挖去可数个点，由此可验证同伦等价。

(iii) 构造映射 f : π1(Z) = π1(Z, 0) →
∏
n≥1 Z，令第 k 个分量为 1，其余为 0 的原像为 C1/k 对

应的 [γ1]p，由此可生成同态，利用此同态即为 f([γ]p) = (W (γ, (1, 0)),W (γ, ( 1
2
, 0), . . . ))。由

于有某个分量相同代表在某个 C1/k 上绕转圈数不同，不可能道路同伦，因此良定，从而只需

验证其为满同态。

对 (xn)，可构造道路 γ : [0, 1] → Z，[1− 1
2k−1 , 1− 1

2k
) 部分在 C1/k 上绕 xk 圈，且 γ(1) = 0，

可验证其连续且对应的同伦等价类为 (xn) 原像，因此即得证。

(iv) 考虑 D =
⋃∞
k=1Dk ⊂ R2\Q2，其中 Dk 为以 (

√
3
k

+
√
2, 0) 为中心，以 (

√
2, 0) 为一边中点的

正方形，类似 (iii)，可构造 π1(D) 到
∏
n≥1 Z 的满同态，而由于任何正方形内部与两正方形

之间都有有理点，D 到 R2\Q2 的嵌入映射诱导的群同态为单射，因此 π1(R2\Q2) 的势不低

于 π1(D) 的势，从而不可数。

(3) (a) 将 RP2 看作 S2 商去对径点可发现即为 (c) 中 n = 2 时情形，利用 (c) 结论可知即为 Z/2Z。

(b) 类似讲义计算 T2 基本群分割，边界的基本群仍为 Z ∗ Z，而 π1(U1 ∩ U2) 的生成元可被形变到边

界环路 baba−1 的圆周，从而基本群为 ⟨a, b|baba−1 = 1⟩。

(c) 类似讲义计算 T2 基本群分割，边界的基本群为 Z，而 π1(U1 ∩ U2) 的生成元可被形变到边界环路

an 的圆周，从而基本群为 ⟨a|an = 1⟩ ≃ Z/nZ。

(d) 考虑 4n 边形，每条边依次标上 a+1 , b
+
1 , a

−
1 , b

−
1 , a

+
2 , b

+
2 , a

−
2 , b

−
2 , . . . , a

+
n , b

+
n , a

−
n , b

−
n，其中 + 为逆时针

箭头，− 为顺时针箭头，并将相同编号的边按箭头方向粘贴，分为 n 部分归纳可知其即为 Σg，类

似讲义计算 T2 基本群分割，边界为 2n 个 S1 楔和，基本群为 2n 个 Z 自由积，而 π1(U1 ∩U2) 的

生成元可被形变到边界环路
∏n
k=1 akbka

−1
k b−1

k 的圆周，从而可得结论。
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(e) 当 m = 0 时即为 (d) 中情况，设 m ≥ 1，则可看作将多边形的内部挖去 m 个小圆盘，其可同伦

为边界增添 m− 1 条边，从而粘贴后同伦于 2g+m− 1 个 S1 的楔和，基本群为 2g+m− 1 个 Z
自由积。

(f) 考虑 2n 边形，每条边依次标上 a1, a1, a2, a2, . . . , an, an，且均同向，类似 (c) 知粘贴后即为所求空
间，类似讲义计算 T2 基本群分割，边界为 n个 S1 楔和，基本群为 n个 Z自由积，而 π1(U1∩U2)

的生成元可被形变到边界环路
∏n
k=1 a

2
k 的圆周，从而所求基本群为 ⟨a1, . . . , an|

∏n
k=1 a

2
k = 1⟩。

(4) (a) 假设 x的邻域 U 由映射 f 同胚于B(x, r)，将X 分割为 U = f−1
(
B(x, 1

3
r)
)c
与 V = f−1

(
B(x, 2

3
r)
)
，

其交与 SdimX−1 同伦，由此基本群为 {e}，由 van Kampen定理可知 π1(X) ≃ π1(X\U)∗{e} {e} ≃
π1(X\U)，而 U 可收缩为单点 x，从而 π1(X\U) ≃ π1(X\x)，即得证。

(b) 类似讲义计算“8 字形”基本群作分割，由于 U ∩ V 与 B(0, 1) ∨B(0, 1) 同胚，其可缩，而 U 与

X ∨B(0, 1)同胚，利用 B(0, 1)可缩可知 π1(U) ≃ π1(X)，同理 π1(V ) ≃ π1(Y )，因此 π1(X ∨Y ) ≃
π1(U) ∗{e} π1(V ) ≃ π1(X) ∗ π1(Y )。

(c) 类似讲义计算 Σ2基本群作分割，由于 U∩V 与 SdimX−1同伦，其单连通，而类似 (a)知 U 与X\{x}
同伦，从而由 (a) 知 π1(U) ≃ π1(X)，同理 π1(V ) ≃ π1(Y )，因此 π1(X#Y ) ≃ π1(U) ∗{e} π1(V ) ≃
π1(X) ∗ π1(Y )。

(d) * 详见 GTM218 第一章
每点 x 处存在邻域 Ux 同胚于 B(x, r)，利用拓扑流形 A2 可在全体 Ux 构成的开覆盖中取出可数

子覆盖 Un，由 A2 与连通分支开可知每个 Ui ∩Uj(i, j 可相等) 的连通分支至多可数，在其每个连
通分支中取出 x，构成集合 A，对 A 中任何位于同一坐标卡的两点可添加道路，从而产生了至多

可数条道路，设这些道路的等价类集合为 H。下面证明任何圈可同伦于 H 中至多有限条的乘积，

从而按照条数分类取并可知等价类个数可数。

由于任何道路 γ : [0, 1] → X，其每个 Un 的原像构成 [0, 1] 的开覆盖，因此存在有限子覆盖，也

即其只穿过 Un 中的有限个。利用开集的交为开集可知存在 a0 = 0 < a1 < · · · < an = 1 满足

γ([ai, aj ]) 在同一个 Ut 中，而每个 ai 都在某个 Us ∩Ut，考虑每一段从 Ut 中的点到 Us ∩Ut 中与
γ(ai) 处于同一个连通分支的点的道路，这些道路或其逆乘积即可与 γ 同伦，因此任意道路都同伦

于 H 中至多有限条的乘积，任何圈亦满足此性质，即得证。
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12.1

(1) (a) 满射：由覆叠映射定义，由于 p|Vα
为同胚，其为满射，因此任何 x 都有邻域 Ux 被 p 映满，从而

p 为满射。

原像势相同：由定义可得所有 Ux 中的点的原像集的势均与 α 所在指标集的势相同，从而势相同。

对任何两点 x, y，考虑连接两点的道路 γ([0, 1])，由其为紧集像集可知其紧，从而每点取出符合要

求的邻域 U 后存在有限个 Un 覆盖此道路。由开集的原像为开集可知这些 Un 不可能分为不相交

的两部分，因此必可排序使得一切
⋃k
i=1 Ui ∩Uk+1 非空，由此利用每个 Ui 中原像等势可知所有之

并中原像等势，从而 x, y 原像等势。

(b) 假设 x1 ∈ X 有邻域 U1，其在 p 下原像为
⋃
α Vα，x2 ∈ X ′ 有邻域 U2，其在 p′ 下原像为

⋃
βWβ

且满足对应性质，则 (x1, x2) 在 p× p′ 下有邻域 U1 × U2，原像为
⋃
α,β Vα ×Wβ，由于有限乘积

拓扑开集的乘积为开集可知仍满足对应性质，从而仍为覆叠映射。

(c) 若 x 有开邻域 U 满足要求的性质，可发现 U 的任何子集仍有此性质，因此开邻域可取为拓

扑基。而无穷乘积的任何拓扑基只有有限个分量为对应空间中的开集，其余为全空间，假设点
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(1, 1, . . . , 1) 的邻域 U1 × · · · × Un × S1 × · · · 满足要求的性质，其中 U1 到 Un 不为全空间，其原

像为 p−1(U1)× · · · × p−1(Un)× R× · · ·。但利用习题 10.2(2)(b) 可知前者不单连通，后者的道路
连通分支单连通，从而不存在同胚，因此矛盾。

(2) (a) 当：由定义可知存在圈 γ0 使得存在 f ◦ γ0 到 γ 的道路同伦 F，利用推论 3.7.10 得到 F 的提升

F̃，则 γ̃(t) = F̃ (1, t) 即为 γ 的提升。

仅当：由于 [γ] /∈ p∗(π1(X̃, x̃0))，不存在以 x̃0 为基点的圈 γ0 满足 p ◦ γ0 与 γ 道路同伦，从而不

可能相等，由此知不存在。

(b) 任取 x̃0到 p−1(x0)中每一点 xα的一条道路 γα。下面说明，[p(γα)]p即为 p∗(π1(X̃, x̃0))对 π1(X,x0)

的一组右陪集代表元。

良好定义：由于 p(γα) 均为以 x0 为基点的圈，其良定。

属于不同陪集：若有 γ0 ∗ p(γα) 与 p(γβ) 道路同伦，γ0 ∈ p∗(π1(X̃, x̃0))，则由推论 3.7.10 可知提
升后仍道路同伦，但提升后终点不同，不可能道路同伦，因此矛盾。

为一组代表元：对 π1(X,x0) 中的任何元素，假设其在提升后终点为 xα，则其连接 γα 可得到以

x̃0 为基点的圈，从而可同伦于以 x̃0 为基点的圈连接 γα，从而利用 p∗(γ0 ∗ γα) = p∗(γ0) ∗ p∗(γα)
即可知结论。

由此，所求指数为 α 的指标集的势，也即 p−1(x0) 的势。

(c) 由于 π1(X,x0) 为平凡群，利用 (b) 知 π−1(x0) 只能为单元集合，又由于对所有 x0 均如此可知 p

为双射，由此欲证同胚只需说明 p−1 连续。由于每个点都存在邻域使 p 限制在邻域上为同胚，p−1

亦在此邻域为同胚，因此 p−1 在每点处连续，即知其连续。

(d) 假设 x̃0 到 x̃1 有道路 γ1，类似 (b) 可证明 p∗(π1(X̃, x̃0)) ∗ [p(γ1)]p 与 [p(γ1)]p ∗ p∗(π1(X̃, x̃1)) 均为
所有提升后起点为 x̃0 终点为 x̃1 的圈，因此相等，从而两子群共轭。

(3) (a) (i) 对任何点，考虑以其为中心，半径 1
3
的开圆盘，由于作用后的像与原像距离至少为 1，此邻

域与非单位元作用后的结果不交，从而为纯不连续作用。

此作用下的商相当于在 [0, 1]2 中上下反向粘合，左右正向粘合，由此即为 Klein 瓶，利用命
题 3.7.20 可知 G 即同构于 Klein 瓶的基本群。

(ii) 将 T2 从两个 S1 的 1 处展开后，得到正方形纸 [0, 2π]2，此等价关系事实上相当于 (x, y) 与

(2π − x, y + π) 等价，也即将 x = π 反向粘贴到边上，又由上下两边正向粘贴可知商空间为

Klein 瓶。

(b) 对任何 x ∈ X̃，假设其在 gi ̸= e 下的像为 xi，由 Hausdorff 存在开邻域 Ui, Vi 分割 x 与 xi，令

U =
⋂
i Ui ∩ g

−1
i (Vi)，由开集有限交知其开，从而满足纯不连续条件。

(c) 纯不连续：对任何 x，考虑其开邻域 U 使 U 紧，由条件可知至多有限个 g 使 g · U ∩ U ̸= ∅，从
而类似 (b) 即知其纯不连续。
商空间局部紧：假设商空间中一点 x 的邻域 U 满足原像

⋃
α Vα，Vα 彼此不交且由商映射 p 与 U

同胚，利用命题 2.4.16 可取出某个 Vα 中的紧集 C，则 p(C) 即为 x 紧邻域。

商空间 Hausdorff：对商空间中两点 x, y，取邻域 Ux, Uy 使得原像
⋃
α Vα,

⋃
βWβ 满足覆叠的性质。

利用命题 2.4.16 可取出某个 Vα 中的开集 U 使得 U ⊂ Vα 紧，由于 B =
⋃
g g ·U 为闭集，取 p(U)

与 p(Bc ∩Wβ) 即可分割 x 与 y。

(4) (a) 直接利用方程知 SU(2) 中元素可写为

(
z w

−w z

)
，其中 |z|2 + |w|2 = 1。记 z = a+ bi, w = c+ di，

构造映射 f : SU(2) → S3，f

(
z w

−w z

)
= (a, b, c, d)，则其为双射。由于 SU(2) 与 S3 均为度量

空间，由 f 定义可知其与其逆序列连续，因此连续，从而为同胚。
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(b) 类似 (a) 可知其与单位四元数乘法群同构，考虑其在单位纯虚四元数 bi + cj + dk 上的共轭作用。
由单位四元数可知 a = a−1，而 aba = aba = −aba，因此作用后仍为单位纯虚四元数，计算可发
现作用为恒等变换当且仅当元素为 ±1，且实质上任何元素的作用为将 ijk 其看作三个坐标轴的单
位矢量后的旋转变换。另一方面，将 SO(3) 看作三维旋转可自由作用于 bi+ cj+ dk，因此利用作
用结果相同构造映射可得单位四元数到 SO(3) 的二重覆盖，计算得其为满射，由此可说明其即为

所求的覆叠映射。

(c) 利用 (2)(b)，由于 SU(2) 基本群平凡，阶为 1，因此 SO(3) 基本群阶为 2，只能为 Z2。

12.2

(1) (a) 对每个 y ∈ Y，考虑 g(y) 的邻域 W1 使 g−1(W1) 满足覆叠性质，W2 使 (g ◦ f)−1(W2) 满足覆叠性

质，取 W =W1 ∩W2，则 g−1(W ) =
⋃
α Vα 满足覆叠性质，又由于 f−1(g−1(W )) =

⋃
β Uβ 满足覆

叠性质，由连通，每个 Uβ 都映入某个 Vα。设 f 限制在 Uβ → Vα 上为 f0，g 限制在 Vα →W 上

为 g0，则 g0 ◦ f0 与 g0 均为同胚，因此 f0 = g−1
0 ◦ (g0 ◦ f0) 为同胚，考虑 y 所在的 Vα 即得结论。

(b) 由 g◦f 为满射可知 g为满射。对每个 z ∈ Z，考虑 z的道路连通邻域W 使得 (g◦f)−1(W ) =
⋃
β Uβ

满足覆叠性质，下证 g−1(W ) 亦满足覆叠性质。

假设 g−1(W ) 的道路连通分支为 Vα，其均开且互相不交。设对某个 V = Vα0
，f−1(V ) 由 Uβ 中的

一些构成，利用 (a) 可知这些 Uβ 构成 V 的覆叠，从而限制在每个上均为同构，由此限制在 V 到

W 上的 g 可写为 (g ◦ f)0 ◦ f−1
0 ，其中下标 0 代表在 Uβ 上的限制映射，即得证。

(c) 对每个 z ∈ Z，考虑考虑 z 的邻域 W 使得 g−1(W ) =
⋃n
k=1 Vk 满足覆叠性质，再记 yk ∈ Uk 满足

g(yk) = z，假设 yk 有邻域 V ′
k 使得 f−1(V ′

k) 满足覆叠性质，取 W0 = ∩kn=1g(V
′
k) 即为满足要求的

z 的邻域。

(d) 由定理 3.8.3 知存在 Z 的万有覆叠 Z̃，利用定理 3.8.9，假设 pz : Z̃ → Z 为覆叠映射，则存在覆叠

映射 py : Z̃ → Y 使 pz = g ◦py，从而存在覆叠映射 px : Z̃ → X 使 py = f ◦px，由于 pz = g ◦f ◦px
与 px 均为覆叠映射，利用 (b) 可知结论成立。

(e) Y → Z：将下方的 R 作为 Z 最外侧 S1 的覆叠，上方每个夏威夷耳环对应覆叠 Z 中内部的 S1。

X → Y：先将上下的 R 对应等价，此时无论是原本的圈还是连通为两条线的部分都成为了圈，再
对应二重覆叠即可。

g ◦ f 不为覆叠：考虑零点处某邻域的原像，由于其必然包含某小圆，而小圆在 g ◦ f 的原像中被
拆为了左右两部分，无法分割为不交的分支，从而不可能为覆叠映射。

(2) (a) 由作业 11.1(1)(d)可知其基本群为 Z，{0}对应的万有覆叠空间为 R上每个整点处与 S2 楔和，nZ
对应的覆叠空间为 S1 上 n 等分点处与 S2 楔和，利用 R 与 S1 到 S1 的覆叠映射即可通过在顶点

处楔和 S2 的方式得到对应的覆叠映射。

(b) {(0, 0)}对应的万有覆叠空间为 R2，且以下假设覆叠映射为 (x, y) → (e2πix, e2πiy)，此时元素 (p, q)

在 R2 上的作用为 (x, y) → (x+ p, y + q)。

{k(p, q)|k ∈ Z} 对应的覆叠空间为 R2/(x, y) ∼ (x+ p, y + q)，可看作 0 ≤ px+ qy ≤ p2 + q2 的部

分并将边界同向粘合所得到的柱面。

{k1(p, q) + k2(r, s)|k1, k2 ∈ Z}, ps − qr ̸= 0 对应的覆叠空间为 R2/(x, y) ∼ (x + p, y + q) ∼
(x+ r, y + s)，可看作平行四边形区域 0 ≤ px+ qy ≤ p2 + q2, 0 ≤ rx+ sy ≤ r2 + s2 将两对边界同

向粘合所得到的环面。

(3) (a) (i) 利用 G̃×G̃局部同胚 G×G可知局部道路连通。由定义可知 G̃×G̃的道路的像一定为 γ1 ·γ2，
其中 γ1, γ2 为 G 中道路，又由作业 10.2(4)(b)(2) 知 m∗(π1(G̃ × G̃, (ẽ, ẽ))) = p∗(π1(G̃, ẽ)) ·
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p∗(π1(G̃, ẽ))，而 p∗(π1(G̃, ẽ)) 为 π1(G, e) 子群，因此与自己乘积仍为 p∗(π1(G̃, ẽ))，利用定

理 3.7.14 可知存在满足要求的提升。
(ii) 记 m̃(ã, b̃) 为 ã · b̃，下证 (G̃, ·) 构成群且取逆的映射 ĩ 连续，由此结合 (i) 即成为拓扑群。。
单位元：记 f(ã) = ẽ · ã，g(ã) = ã，由条件可得 p ◦ f = p ◦ g，且 f(ẽ) = g(ẽ) = ẽ，从而 f

与 g 均为 p ◦ f 的提升，由提升唯一性知相等，同理 ã = ẽ · ã，由此 ẽ 为单位元。

逆元：考虑映射 i : G̃ → G，i(g̃) = p(g̃)−1，类似 (i) 可知存在唯一提升 ĩ 满足 ĩ(ẽ) = ẽ，将

此映射下的像定义为 G̃ 中的逆元，由提升唯一性可知逆元唯一，且由于 p(g̃ · ĩ(g̃)) = e 类似

单位元部分可知 g̃ · ĩ(g̃) = ẽ，同理 ĩ(g̃) · g̃ = ẽ，因此满足要求。

结合律：记 h1, h2 : G̃3 → G̃，h1(ã, b̃, c̃) = (ã · b̃) · c̃, h1(ã, b̃, c̃) = ã · (b̃ · c̃)，类似单位元部分，
由于 p ◦ h1 = p ◦ h2 且 (ẽ, ẽ, ẽ) 像均为 ẽ，其为同一个映射的提升，由提升唯一性知相等，从

而满足结合律。

(b) (i) 由局部欧可知满足半局部单连通，从而存在万有覆叠。
(ii) 局部欧：对 M 的覆叠 M̃ 中任何点 x̃，假设覆叠映射 p 下 p(x) 的邻域 U 使得 p−1(U) 满足

覆叠性质，V 可同胚于欧氏空间，则 U ∩ V 既与 x 的某邻域同胚，又与欧氏空间同胚，因

此 M̃ 局部欧。

T2：对 x̃, ỹ ∈ M̃，由其像可分离与开集的原像为开集可知可分离。

A2：假设任何 x ∈M 的邻域 Ux 使得 p−1(Ux)满足覆叠性质，由 M 满足 A2知其 Linderlöf，
从而 Ux 存在可数开覆盖 Un。另一方面，利用命题 3.7.16 可知覆叠的叶数不超过底空间基
本群的基数，从而由习题 11.2(4)(d) 可知覆叠的叶数至多可数，从而 M̃ 可写为可数个开集

Vk 的并，每个开集同胚于某个 Un，利用 M 满足 A2 在每个 Un 中可取出一族可数拓扑基，

由此每个 Vk 存在可数拓扑基，将所有 Vk 中的拓扑基取并即得到了 M̃ 的可数拓扑基。

(4) (a) 对万有覆叠 R 与覆叠映射 x → e2πix，由于要保证每个点的像都落在与其相差整数的位置，自同

胚只能为 x→ x+ n, n ∈ Z，从而 Deck 变换群同构于 Z。

对 n 重覆叠，类似可知自同胚只能为旋转 2kπ
n
, k ∈ Z，从而 Deck 变换群同构于 Zn。

(b) 左：由等价粘贴考虑 x̃0 到自身的圈可知覆叠映射将 S1 ∨S1 基本群中 a2, b, aba−1 都映射为 1，从
而 Deck 变换群为 ⟨a, b|a2 = 1, b = 1, aba−1 = 1⟩，同构于 Z2。

右：类似左得 Deck 变换群为 ⟨a, b|a2 = 1, b2 = 1, aba−1 = 1, bab−1 = 1⟩，即平凡群。

(c) 考虑 φg : X̃ → X̃，φg(x̃) = g · x̃，由群作用定义知其为同胚，又由轨道空间定义知其为覆叠空间
同胚。构造映射 g → φg 知一切 φg 可同构于 G，下证覆叠空间同胚只能为某个 φg。

由定义知覆叠空间同胚需要保证元素所在轨道不变，由此对某个 ã 可设 φ 满足 φ(ã) = g0 · ã。对
任何 b̃，考虑 ã 到 b̃ 的道路 γ̃，p ◦ γ̃ = γ，利用道路提升的唯一性可知 γ 有以 g0 · ã 为起点的唯一
提升，但 φg0 ◦ γ̃ 已经为此提升，从而 φ ◦ γ̃ = φg0 ◦ γ̃，由此 φ(b̃) = g0 · b̃，即有 φ = φg0。

(d) 对 π1(X,x0) 中某元素 [γ]p，对 x̃ ∈ X̃，任取 x0 到 p(x̃) 的道路 γx，记 γ̃x 为 γx ∗ γ ∗ γx 的满足起
点在 x̃ 的提升，定义其终点为 [γ]p · x̃，下证此映射符合要求。

良定：利用道路同伦可提升，同伦等价的道路提升后保证起点相同则终点亦相同，由此可知良定。

e · x̃ = x̃：由于单位元为恒等道路，γx ∗ e ∗ γx 同伦于恒等，由此提升后亦为恒等。

[γ1]p · ([γ2]p · x̃) = [γ1 ∗ γ2]p · x̃：右侧为 γx ∗ γ1 ∗ γ2 ∗ γx 的满足起点在 x̃ 的提升的终点，而左侧由定

义先到达 γx ∗ γ2 ∗ γx 的终点，再将 γx ∗ γ1 ∗ γx 以此为起点提升，类似习题 10.2(3)(a) 可验证相等。
连续、纯不连续：对任何 x̃ ∈ X̃，考虑 x = p(x̃)，取 x 的一个邻域 U 使 p−1(U) =

⋃
α Vα 满足覆

叠性质，x̃ ∈ V0，则 V0 在群作用下同胚于某个 Vβ，且非单位元作用时 V0 ̸= Vβ，由此可得每点处

连续，因此连续，而由 Vα 互不相交可知纯不连续。

综上即知其为满足要求的作用。
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13 第十三周作业

13.1

(1) (a) 由于 x · f(x) > 0 蕴含 −f(x) /∈ {αx, α > 0}，由 (b) 可直接知结论。

(b) 若结论不成立，考虑映射 g : Bn → Sn−1，g(x) = f(x)
||f(x)||，由其存在不动点可知有 Sn−1 上的点满

足 f(x) = ||f(x)||x，与条件矛盾。

(c) 设 K = {x : x ∈ Rn, ||x|| = 1 且各分量非负 }，则 K 同胚于 Bn−1。设 f(x) = Ax
||Ax||，由条件可发

现其为 K 到 K 的连续映射，因此有不动点。对于 ∂K 上的点，由 ||x|| = 1 可知其至少有一个分

量非 0，从而 Ax 所有分量非零，但其至少有一个分量为 0，因此不动点不在边界上，从而在内部，
即满足条件。

(d) 利用 (b) 可知必存在 x 使 f(x) = 0，下证对任意 t ∈ Bn，存在 Bn 的自同胚 φt 使得 φt(t) = 0，

且 φ|Sn−1 = Id，由此对 φ ◦ f 运用 (b) 可知 Bn ⊂ f(Bn)，又由紧集的像为紧集可知 f(Bn) = Bn。

构造 Bn 到 Rn 的同胚 ψ(x) = arctan π||x||
2
x，设 φt(x) =

x x ∈ Sn−1

ψ−1 ◦ Tψ(t),0 ◦ ψ(x) x ∈ Bn
，其中

Ta,b : Rn → Rn 为 a 到 b 的平移，考虑极限可发现其与逆映射连续，且为双射，由此为同胚，从

而原命题得证。

(2) (a) 由平移不妨设 0 为 K 内点，对任何 x ̸= 0，定义 p(x) 满足 α = 1
p(x)

⇔ αx ∈ ∂K,α ≤ 1
p(x)

⇔
αx ∈ ∂K，并补充定义 p(0) = 0，下证 p(x) 良定且在 Rn 上连续。

良定：对 x ̸= 0，记 Lx = {tx : t > 0}，若 Lx ∩ ∂K = ∅，则 Lx = (Lx ∩K◦)∪ (Lx ∩Kc)，由 0 为
内点与 K 有界可知左右均为 Lx 上非空开集，与连通性矛盾，于是存在 t0 > 0 使 t0x ∈ ∂K。考

虑 0 附近的小圆中每点与 t0x 连线可发现每个 t < t0 都有 tx 为 K 内点，类似反证可知 t > t0 有

tx /∈ K，否则 t0x 为 K 内点，由此即知 t0 唯一，定义 p(x) = 1
t0
即良定。由定义可知，当 a > 0

时 p(ax) = ap(x)。

连续：先说明存在 C 使 p(x) ≤ C||x||。x = 0 时显然成立，否则不妨考虑 ||x|| = 1，由于 0 为内
点，可设 B(0, r) ∈ K，由定义可知 ||x|| = 1 时 p(x) ≤ 1

r
，从而得证。此外，当 x, y ̸= 0 时由于

x+y
p(x)+p(y)

= p(x)
p(x)+p(y)

x
p(x)

+ p(x)
p(x)+p(y)

y
p(y)

∈ K，p
(

x+y
p(x)+p(y)

)
≤ 1，有 p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)，且 x 或

y 为 0 此式成立，从而 |p(x)− p(y)| ≤ max(p(x− y), p(y− x)) ≤ C||x− y||，因此 Lipschitz 连续。

由此，构造 f(x) =


p(x)x
||x|| x ̸= 0

0 x = 0
，可验证其为 K 到 Bn 的连续双射，再由闭映射引理即知其为

同胚。

(b) 当：由平移不妨设 0 ∈ K，由条件可知 K 包含 Rn 的一组基 x1, . . . , xn，利用凸性有
∑n

i=1 ti < 1

时
∑n

i=1 tixi =
∑n

i=1 tixi + (1−
∑n

i=1 ti)0 ∈ K，从而 1
2n

∑n
i=1 xi ∈ K◦。

仅当：若包含于某超平面，由内点定义可知其空。

(c) 设 V 为 K 在 Rn 中张成的线性空间，则存在 m 使 V ≃ Rm，由于 K 不在 V 中任何超平面中，

利用 (b) 知 K 在 V 中有内点，再由 (a) 即有 K ≃ B
m
，从而满足不动点定理条件。

(3) (a) 由 f 连续可知其将紧集映射到紧集，从而有界，从而 h(x) 值域 B 为紧集。而 h(x) 定义在 [0, 1]n

上的像集与 Rn 上相同。从而取包含 B 与 [0, 1]n 的闭球 K 即有 h(K) ⊂ K，利用 Brouwer 不动
点定理知 h 在 K 中有不动点。假设此不动点 x = (x1, . . . , xn) 满足 xi < 0，则 h(x) 的第 i 个分

量为 r(xi)− fi(r(x)) = −fi(r(x)) ≥ 0，矛盾，类似可知 xi > 1 时矛盾，因此不动点在 [0, 1]n 中，

而此时 r(x) = x，故有 r(x)− f(r(x)) = x⇔ f(x) = 0。

(b) 利用 (2)(a)，只需说明 [0, 1]n 到自身的连续映射必有不动点。假设此映射为 g，记 f(x) = x−g(x)，
其满足 Poincaré-Miranda 定理条件，从而在 [0, 1]n 中有零点，此即为 g 的不动点。
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(4) (a) 不存在 Sn 到 Rn 的连续单射：由于 Sn 去掉任何点均同胚 Rn，由 Brouwer 区域不变性定理可知
f(Sn\{x0}) 与 f(Sn\{x1}) 均为开集 (x0 ̸= x1)，因此 f(Sn) = f(Sn\{x0})∪ f(Sn\{x1}) 为开集，
但由连续可知其为紧集，从而不可能存在这样的 f。

不存在 Sn 真子集到 Sn 的同胚：若存在同胚 φ : Sn → U ∈ Sn，由于 U 包含于某个 Sn\{x0}，假
设 ψ : Sn\{x0} → Rn 为同胚，则 ψ ◦ φ 即为 Sn 到 Rn 的连续单射，矛盾。

(b) 带边拓扑流形良定：若 x 在某坐标卡 (φ,U, V ) 下为边界点，另一个坐标卡 (φ′, U ′, V ′) 下不为边

界点，考虑 U ∩ U ′ 中的 x 邻域 U0 使得 φ(U0) = B(φ(x), ε) ∩ Rn+, φ′(U0) 嵌入 Rn 中为开集，则
考虑限制在 φ(U0) 上的 φ′ ◦ φ−1 即为 B(φ(x), ε) ∩ Rn+ 到 φ′(U0) 的同胚。从而说明 Bn ∩ Rn+ 与
Rn 中开集不同胚有矛盾。假设有同胚映射 ψ，有 ψ−1 为 Rn 上开集 U 到 Bn ∩Rn+ 的同胚，从而
复合嵌入后得到连续单射，但 Bn ∩ Rn+ 不开，与 Brouwer 区域不变性定理矛盾。
边界为 n− 1 维拓扑流形：由于 A2、T2 可遗传，只需说明局部同胚于 Rn−1 中开集。由于当 x 在

坐标卡 (φ,U, V ) 下为边界点时，φ−1(V ∩ {(x1, . . . , xn−1, 0)}) 中的每个点均为边界点，且其由 φ

同胚于 Rn−1 × {0} 中的开集 V ∩ {(x1, . . . , xn−1, 0)}，因此即为满足要求的邻域。

13.2

*Jordan 曲线的内部指划分出的有界连通集合，外部指划分出的无界连通集合。

(1) (a) 将 A 记为 0，B 记为 1，α, β 上的坐标分别记为 [0, 1]，则恋人所在的位置可以看作 (0, 0) 到 (1, 1)

的道路，仇人所在的位置可以看作 (1, 0) 到 (0, 1) 的道路 (可不妨将 γ1, γ2 看作时间到两人位置的

映射)。利用引理 4.2.8 可知两条道路相交，交点则表示恋人与仇人在不同的时刻分别在 α, β 上处

于相同位置，无论此两位置距离大于还是小于 10 公里，总有一对将死亡。

(b) 道路不一定为函数的图像 (某个 x 未必对应唯一的 y)。

(2) (a) 由紧性可知其有界，从而有唯一无界连通分支，假设其分割 Rn，则必存在有界连通分支 A。任取

x0 ∈ A，并取 r 充分大使 K ⊂ B(x0, r)。由于 Rn 可收缩为 K，通过限制映射即知存在 B(x0, r)

到 K 的收缩映射 f。构造 h(x) =

f(x) x ∈ A

x x ∈ Ac ∩B(x0, r)
，与定理 4.2.3 证明完全相同过程知

矛盾。

(b) 先说明存在 R2 到 f(D) 的收缩映射：利用闭映射引理可知 f 限制在 D → f(D) 上为同胚，因此

存在限制在 f(D) → D 上的 f−1，类似注 2.9.7 可将其扩张为 R2 → R2 的连续函数 φ，使得限制

在 f(D) 上为 f−1。设 R2 到 D 的收缩映射为 r，则 f ◦ r ◦ φ 即为所求的收缩映射。

利用 Brouwer区域不变性定理可知 f(D)为开集，因此其包含于 f(S1)的内部中，若其不为 f(S1)

的内部，即某点 x0 未取到，则 f(D) 可收缩为某 ∂B(x0, ε)，其中 B(x0, ε) 包含于 f(S1) 的内部，

而由于 R2 可收缩为 f(D)，这意味着存在 R2 到 S1 的收缩映射，从而矛盾。

(c) 若 f : Bn → Rn 为连续单射，则 f(Bn) 为 f(Sn−1) 的内部。

与 (b) 类似，扩展可知 f(Bn) 为 Rn 的收缩核，利用 Jordan-Brouwer 分割定理可知若 f(Bn) 不

为 f(Sn−1)的内部，则 f(Bn)可收缩为某个与 Sn−1 同胚的集合，这与 Brouwer不动点定理矛盾。

(3) 引理：对不交的 Jordan 曲线 γ1, γ2，若 γ1 包含于 γ2 的内部 A，则 γ1 的内部 A0 ⊂ A(取补集可知外
部时情况相同)。

证明：假定 A0 中有一点 x0 在 Ac 中，由于 Ac 无界连通 (其为 γ1 的外部的闭包，从而连通) 且不包
含 γ1 中的点，x0 所在的 R2\γ1 中的区域包含 Ac，与有界矛盾。

将 C 绕原点逆时针旋转 π
2
得 C0，若 C 与 C0 不交，利用 Jordan 曲线定理可知 C0 必然包含于 C 的

内部或外部中，不妨设 C0 包含于 C 的内部 (否则 C 包含于 C0 的内部)。将 C0 绕原点逆时针旋转
π
2
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得 C1，由对称性可知 C1 亦包含于 C0 的内部，从而由引理得其包含于 C 的内部。然而由条件可知

C1 = C，因此 C 包含于自己的内部，矛盾，从而 C0 与 C 有交点 (x, y)，由对称得交点 (±x,±y)，即
构成正方形。

(4) 引理：若弧 ab, bc, cd, da 仅首尾相接，围城 Jordan 曲线 C，则连接 ac, bd 若同在其围成的有界区域

中，则必然相交。

证明：利用 Jordan-Schoenflies 定理可将 C 同胚于圆，从而可同胚于正方形，类似可将 ac 合成 cd, da

后同胚为正方形，再与三角形同胚使 ab, bc, cd, da 仍为正方形，同理操作 bd 后，通过重新参数化可使

a, b, c, d 落在 (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)，从而由引理 4.2.8 可知必然相交。

(a) 若存在嵌入，由条件可知 a1a2 ∪ a2a3 ∪ a3a4 ∪ a4a5 ∪ a5a1 构成 Jordan 曲线 C。利用引理，a1a3

与 a2a4(去掉端点) 不可能同时落在 C 的内部中，不妨设 a1a3 落在外部中，下说明 a2a4 与 a2a5

均落在 C 的内部中：若否，假设 a2a4 落在外部中，则 a1a3 ∪ a3a2 ∪ a2a4 ∪ a4a5 ∪ a5a1 中每条边
都在 C 或 C 的外部中，且其亦构成 Jordan 曲线 C ′，从而落在 C 或 C 的内部中的线或落在 C ′

上，或落在 C ′ 的内部中，因此 a1a2 与 a3a4 均落在 C ′ 的内部中，由引理得矛盾。再次利用引理

得 a1a4 与 a3a5 均只能在 C 的外部中，考虑 Jordan 曲线 a1a2 ∪ a2a3 ∪ a3a5 ∪ a5a4 ∪ a4a1，类似
C ′ 知 a3a4 与 a5a1 均落在其的内部中，从而矛盾，因此其不为平面图。

(b) 由条件可知 A ∪ B 为 Jordan 曲线，由于 C 去掉端点后连通，必包含于 A ∪ B 的内部或外部中。
若在内部中，则 R2\(A∪B ∪C) 的无界连通分支边界即为 A∪B，而有界连通分支与 R2\(A∪C)
与 R2\(B ∪ C) 的有界连通分支分别相同 (类似 (3) 的引理考虑包含关系即可)，因此边界分别为
A∪C 与 B ∪C。若在外部中，则 R2\(A∪B ∪C) 存在有界连通分支边界为 A∪B，考虑 B 去掉

端点后落在 A ∪ C 的内部/外部中即可类似得结论。

(c) 若存在嵌入，由条件可知 a1b2∪b2a3∪a3b1∪b1a2∪a2b3∪b3a1构成 Jordan曲线 C，若 a1b1, a2b2, a3b3

中任意两条 (去掉端点) 落在 C 的内部中，利用引理可知矛盾，而若任意两条落在 C 的外部中，

类似 (a) 可推知矛盾，从而其不为平面图。

14 第十四周作业

14.1

(1) (a) 4.3.5：若不严格单调，若有两点相等直接矛盾，否则有 f(x) > f(y), x < y，与 f(w) > f(z), w > z，比

较大小讨论可知存在 x1 < x2 < x3 满足 f(x2) > f(x1), f(x2) > f(x3) 或 f(x2) < f(x1), f(x2) <

f(x3)，利用介值定理知矛盾。

4.3.6：定义 φ(x) =


φ1(x)− a+ arctan a x ∈ U1\U1 ∩ U2

arctanφ1(x) x ∈ U1 ∩ U2

φ2(x)− b+ π
2

x ∈ U2\U1 ∩ U2

，由 φ12 单调递增可知交界处均连续，

从而其为连续双射，同理由 φ−1
1 , φ−1

2 连续可知其逆映射连续，因此为同胚。

4.3.7：设 S1 上坐标为 (−π, π]，类似 4.3.6，将 U1\U1 ∩U2 由伸缩同胚于 [−π
2
, 0]，利用 arctan 将

W1 同胚于 (0, π
2
)，将 W2 同胚于 (−π,−π

2
)，再将 U2\U1 ∩ U2 由伸缩同胚于 [π

2
, π]，类似可验证

其与其逆映射在交界处连续，从而为同胚。

(b) 考虑限制在 U1 = X\{(0, 0)} 到 x 轴的投影映射 φ1 与限制在 U2 = X\{(0, 1)} 到 x 轴的投影映

射 φ2，此时转移映射单调增但 a = c = −∞, b = d = 0。

(2) (a) 对一维带边流形，定义某点所在的坐标卡为其同胚于 (0,+∞) 或 [0,∞) 的邻域 (考虑边界是否为
空)。
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假设 M 是边界非空的一维带边流形，(φ1, U1) 和 (φ2, U2) 是两个坐标卡，则 U1 ∩ U2 若非空则连

通。若 U1 ∩U2 边界非空或 U1, U2 的中某一个边界为空，则存在坐标卡 (φ,U1 ∪U2)，否则 U1 ∪U2

同胚于 [0, 1]。

(b) 与定理 4.3.1 证明相同构造 Ũn，同样有 M =
⋃
n Ũn。考虑 Ũn ∪Uk(n)，若存在 n 使得 (a) 中第二

种情况发生，由于 [0, 1] 紧，与情形 1 相同可知 M ≃ Ũn+1 ≃ [0, 1]；否则类似情形 2。
若有限次后序列停止，利用 (a) 有限粘合即完成证明 (由于边界非空，粘合后必然同胚于 [0,∞)，

从而同胚于 [0, 1)，因此得证)。
若序列不停止，由于M 带边，必有一个 Ũn包含边界点，设 Ũn同胚于 [0, 1)，可使此后每次区间右端

增加 1且保持之前的同胚不动 (考虑 Uk(n)\Ũn构造映射)，由此类似证明中构造 φ :
⋃
n Ũn → [0,∞)

即有同胚，由此可同胚于 [0, 1)。

(3) (a) 利用定理 4.3.14，由于 xixjx
−1
i x−1

k = 1 与 xixjx
−1
i x−1

j = 1 可以推出 xj = xk，右端的 ri 在阿贝

尔化后可全部转化为 xj = xk 的形式，由于有 n − 1 条独立的限制，最终只有一个自由变量，由

此即可知为 Z。

(b) 类似例 4.3.15知 41 结纽结群为 ⟨x1, x2, x3, x4|x4x3x−1
4 x−1

2 = 1, x1x4x
−1
1 x−1

3 = 1, x2x1x
−1
2 x−1

4 = 1⟩，
71 结纽结群为 ⟨x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7|x1x3 = x3x5 = x5x7 = x7x2 = x2x4 = x4x6 = x6x1⟩。

(c) 由于平凡结纽结群可交换，31, 41 均不可交换，因此不同。

41 结可同痕为镜面对称，但 31 结由于三个反转无法抵消，不可能镜面对称，因此不同 (详细证明
需通过纽结群具体构造/说明)。

(4) (a) 考虑 φ : K ×K\{(a, a) : a ∈ K} → S3，将 x − y 投影为对应方向，由左侧为多边形纽结可知 φ

除有限点外光滑性，从而由流形中的 Sard 定理可知像为 S3 中零测集，因此存在所需的 v。

(b) 由于可以旋转，不妨设 v 为 (0, 0, 0, 1)，此时可发现 K 上任何不同两点前三个分量不同，因此可

看作 prv(K) → R 的连续函数的图像。由于 K 为闭集，prv(K) 亦为闭集，利用 Tietze 扩张定理
可将其扩张为连续 f : R3 → R，此时其图像即为 R4 中包含 K 的曲面，定义 H : [0, 1]×R4 → R4，

H(t, (x, y, z, w)) = (x, y, z, w − tf(x, y, z))，其即为符合要求的背景同痕。

(c) 对 K 进行 (b) 中操作后，可得到 R3 中纽结，且由于其仍为多边形纽结，类似 (a) 取好的在 R2

上的投影可得至多有限次相交。将每一个相交处拉起一块到 R4\R3 中，剩下的部分是有限条简单

弧，类似 Jordan-Schoenflies 定理可将这些简单弧同痕为标准圆的一部分，使得拉起的部分对应缺
失处，而被拉到 R4\R3 中的部分仍为简单弧，在上一步同痕后可同痕使得投影在标准圆上的缺失

处，再类似 (b) 构造投影映射对应的同痕即有结论。

14.2

(1) * 每张图中，红色为切割线，黑色为边界线，相同颜色的线按照箭头方向对应粘贴。

莫比乌斯带 (a) (b) (c)

(a) 如图，由于两次反向粘贴实质为同向，最终结果为圆环。

(b) 如图，边界部分类似 (a) 知为圆环，中间为 Möbius 带，因此结果为一个圆环一个 Möbius 带。

(c) 如图，与切割顺序无关，为两个圆环。

(d) 若其中无中间圆，类似 (b) 可知为 k 个圆环与一个 Möbius 带，否则类似 (c) 可知为 k 个圆环。
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(2) (a) 记切割处为 x，将两个 a 拼接后多边形成为 xxc−1dbcb−1d，两个 x 可分离为右侧连通和第一个部

分，剩余为 c−1dbcb−1d，再切割出 c−1d，设切割线为 y，将两个 d 拼接后多边形成为 yybcb−1c，

两个 x 可分离为右侧连通和第二个部分，剩余 bcb−1c 恰好为第三个部分，从而得证。

(b) 记切割处为 x，将两个 a 拼接后多边形成为 xbcdx−1c−1d−1b−1，再切割出 c−1b−1d−1，设切割线

为 y，将两个 b拼接后多边形成为 x−1yxyd−1c−1cd，可分离为 x−1yxy 与 d−1c−1cd，由讲义 Klein
瓶的两种多边形表示可知即为对应连通和。

(3) (a) (i) 不可能是 1 个 2-单形：否则考虑 1-单形上的点，利用习题 13.1(4)(b) 可知其不存在邻域与
平面同胚，矛盾。

不可能是大于等于 3 个 2-单形：否则考虑 1-单形上的点的同胚于 R2 的邻域，在周边的两

个 2-单形中各取一个足够小半圆，形成一维紧流形，但去掉此一维紧流形后此邻域仍然连通，
与 Jordan 曲线定理矛盾。

(ii) 利用 (i)，考虑顶点周围的边可知每个顶点周围的 2-单形一定可以分为若干个圈，而若超出一
个这样的圈，考虑顶点的同胚于 R2 的小邻域，在取出顶点后连通分支超过一个，从而矛盾。

(b) 由其包含于有限个 2-单形可知满足 A2、T2，从而只需说明局部同胚于 R2 开集。

若一点在 2-单形上而不在 1-单形上，说明其存在邻域只与此 2-单形相交，由此局部同胚于平面。
若一点在 1-单形上而不在顶点上，取其在两个 2-单形中各为半圆的小邻域，从而可同胚于 R2 中

的开圆。

若一点在顶点上，假设有 n 个 2-单形环绕，可类似 1-单形情况在每个 2-单形中取一段弧相接成
圈，此邻域即同胚于 R2 中的开集。

(4) (a) 若任何 σi3 与 P2 交为至多一点，由连通性考虑其中任意一点处，P2 与剩下的 2-单形至少排成了
两个圈，因此矛盾；若 σi3 ∩ P2 的公共边在 P2 内部，此条边至少为 3 个 2-单形相交，因此矛盾。
从而每次都能取出符合要求相交于边界的 σi，即补完了证明。

(b) 考虑多边形划分所对应的三角剖分，边界粘合后满足 (3)(b) 的条件，因此构成曲面。

14.3

(1) (a) ⟨a, b, c, d|acadbcb−1d⟩⇝ RP2#⟨b, c, d|dbcb−1dc−1⟩⇝ RP2#RP2#⟨b, c|c−1bc−1b−1⟩

⇝ RP2#RP2#RP2#RP2 = Σ̃4

(b) ⟨a, b, c, d, e|abcb−1adede−1⟩⇝ RP2#⟨b, c, d, e|dede−1bcb−1⟩⇝ RP2#RP2#⟨b, c, e|e−1bcb−1e−1⟩

⇝ RP2#RP2#RP2#⟨b, c|bcb−1⟩⇝ RP2#RP2#RP2#D = Σ̃3,1

(c) 将中间的交叉处上下交换后利用几何形变可知其为 Σ1,1。

(d)“过街天桥”与“地下通道”的交换不影响曲面的同胚，先不考虑右上角的 #T2，可发现交换后剩

下部分为 Σ1,1，故最终结果为 Σ2,1。

(2) (a) 1：考虑其任何一个三角剖分的定向，由于三角剖分的性质，类似证明多边形表示的存在性，通过
边界相接可以将一个三角形上的定向扩展到每个三角形上，因此反转任何三角形的定向都会反转

所有三角形的定向，而此恰为与反转前相反的定向，从而对给定定向存在唯一一个与它不同的定

向，即得证。

2：利用连通和的良定性可不妨假设分别在 M1,M2 三角剖分的某个三角形三边各取一点，从中挖

去小三角形，此时剩下三个三角形的边界由原三角形的边界有定向，再将两个小三角形对应边按

相同定向粘贴，则剪开的两个三角形在粘贴后成为六个三角形，且保持定向、与其他部分无关，从

而 M1#M2 可定向。
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3：利用加细可考虑有一部分三角形能同胚于 Möbius 带的三角剖分，若此三角剖分存在定向，则
去除此部分外的三角形后保持定向，从而 Möbius 带可定向，矛盾。

(b) 对 S2，可不妨设其为 max(|x|, |y|, |z|) = 1 的立方体，由此 f(x, y, z) = (x, y,−z) 即构成反转定向
的同胚，下面就 k 与 m 增加时归纳，使 f 仍为反转定向的同胚：

在 k 增加时，在 x = −1 的一侧可任意增添 1× 1× 1 但中间被竖直挖去的立方体并将相交的面移

出，在 m 增加时可在 x = 1 的面上挖去沿 z 轴对称的小正方形，由此两操作独立可知任何 Σk,m

可通过有限操作得到，而由于 z = 1, y = 1, z = −1 的面没有改变，考虑这三个面的三角剖分可知

操作后 f 仍为反转定向的同胚，从而得证。

(3) (a) χ(S2) = 2χ(RP2) = 2, χ(Σ11) = 5χ(Σ3) = −20

(b) χ(S1) = kχ(S2)

证明：由紧性，考虑每点处邻域可取三角剖分使得每一个三角形 K 的内部既在某点的局部欧氏邻

域中，又在满足覆叠性质的邻域中。此时，p−1(K) 同胚于 k 个三角形，且由覆叠映射性质可知不

同三角形对应的 p−1(K) 内部不交，利用 Jordan-Schoenflies 定理可将所有 p−1(K) 的边界调整为

所需的三角形，从而可从边界构造三角剖分，此时顶点的提升仍然为顶点，边的提升仍然为边，面

的提升仍然为面，因此 |V |, |E|, |F | 均成为对应的 k 倍，从而由欧拉示性数定义得证。

(c) 当 n− 1|m− 1 时，类似构造 Σ11 到 Σ3 覆叠可构造覆叠，而不满足此条件时由 (b) 可知不存在覆
叠，从而此即为充要条件。

(d) 先考虑 Σ̃l，其覆叠一定为无边紧连通曲面，又由条件可定向考虑欧拉示性数知为 Σl−1，而在其挖

去 m 个圆盘后，利用分离性可知二重覆叠空间中将挖去 2m 个圆盘，因此 Σl−1,2m 为 Σ̃l,m 的二

重覆叠。

(4) (a) 由每条边周围有两个面，每个面有三条边可知结论成立。

(b) 由 χ(S) = |V | − |E|+ |F | 与 (a) 即有结论。

(c) 由边数不超过任何两点连线可知 |E| ≤ |V |(|V |−1)
2

，代入 (b) 化简得 |V |2 − 7|V |+6χ(S) ≥ 0，由于

二次方程另一解导致 |V | 不超过 3，不可能，因此结论成立。


