
实分析 H 作业解答

原生生物

* 对应教材为周民强《实变函数论》，每次作业为两次讲义后的习题。
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1 第一次作业 2

1 第一次作业

1. (P13 思考题 1)

单射：若有 f(x1) = f(x2)，则 x1 = fn0
(x1) = fn0

(x2) = x2，由此知为单射。

满射：若存在 t ∈ R 使 f(x) = t 无解，则 fn0
(x) = t 无解，与 fn0

(t) = t 矛盾。

因此 f 必然为一一映射。

2. (P13 思考题 2)

[理解一] f(R/Q) = R/Q, f(Q) ⊂ Q，证明双射。

假设 f 在无理数集上是一一映射，下证其在有理数集上亦为一一映射：

单射：若有 f(q1) = f(q2) = q, q1, q2 ∈ Q, q1 ̸= q2，若 ∀q1 ≤ x ≤ q2, f(x) = q，则考虑其中无理数已

矛盾。否则，由连续，f 必然在 (q1, q2) 取到 [q1, q2] 上的最大值或最小值，不妨设 f(x0) = t > q 为

最大值。任取一 (q, t) 间的无理数 s，由介值定理知 (q1, x0) 与 (x0, q2) 上至少各有一点取值为 s，与

其在无理数上为一一映射矛盾。

满射：由于其在无理数上为满射，由介值定理知值域连续，因此必然能取到所有有理数。

[理解二] R/Q 到 f(R/Q) 为一一映射 (即 f 在无理数上为单射)，证明 f 在有理数上为单射。

若有 f(q1) = f(q2) = q, q1, q2 ∈ Q, q1 ̸= q2，设 f([q1, q2]) = [s, t]，利用介值定理可知，(s, t) 上的点

在 [q1, q2] 上至少有两个原像，而 s, t 若不存在两个原像，必然只有一个原像，因此 [q1, q2] 上除了至

多两点外，对每一点 x 都存在 y ̸= x 使得 f(x) = f(y)。由此，考虑 [q1, q2] 上存在这样的 y 的无

理数点，由于 f 在无理数上是单射，对不同的无理数，找到的 y 必然是不同的有理数，因此构造了

[q1, q2] 上除了至多两个外的全部无理数到 [q1, q2] 上有理数的单射，矛盾。

3. (P13 思考题 3)

当：f−1(B) = {x ∈ X|∃b ∈ B, f(x) = b}，由满射，∀b ∈ B, ∃x ∈ X, f(x) = b，从而 x ∈ f−1(B)，因

此 B ⊂ f(f−1(B))。另一方面，由原像定义可知 f(f−1(B)) ⊂ B，于是 f(f−1(B)) = B。

仅当：若 Y 只有一个元素，则不为满射可知 X 必为空集，不满足映射定义，由此 Y 至少有两个元

素，任何单元集为其真子集。若不为满射，设 y ∈ Y 不在其值域中，则 f(f−1(y)) = ∅，因此原式不
成立。

2 第二次作业

1. (P54 习题 1.4)

(i) 成立。由于 f : X → Y，f−1(Y ) = X，于是

f−1(Y \B) = {x|f(x) /∈ B} = X\{x|f(x) ∈ B} = f−1(Y )\f−1B

(ii) 不成立。令 X = {1, 2}, Y = {1}, f(1) = f(2) = 1，取 A = {1} 即矛盾。

2. (P50 思考题 1)

由 P49 例 19 知完全集是不可数集。若对某个 x，∀y ∈ E, x − y ∈ Q，则由 y → x − y 可以建立 E

到 Q 的单射，矛盾。

3. (P50 思考题 2)
1
4 (10)

= 0.0̇2̇(3),
1
13 (10)

= 0.0̇02̇(3)，由此三进制表示不出现 1，都在 Cantor 集中。
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4. (Stein P38 3)

(a) 由于每一次挖去的开集互不相交，Cξ 的补集是若干开集的无交并。第 n 次挖去的长度是 (1 −
ξ)n−1ξ，由此补集中开集的总长度为

∑∞
n=1(1− ξ)n−1ξ = 1。

(b) 由于开区间的外测度即为其长度，且可测集的可数并依然可测，无交并的测度即为各个集合测度
之和，由 (a) 可知其对 (0, 1) 的补集外测度为 1，因此其内测度为 0。

5. (Stein P38 4)

(a) 与上一题类似，其对 (0, 1) 补集的测度为
∑∞

k=1 2
k−1lk < 1，由此其测度为 1−

∑∞
k=1 2

k−1lk > 0。

(b) 归纳构造 xn。取 xk 为第 k 次挖去的区间中点，若 x 在 xk 左侧，则 xk+1 取 xk 所在区间左侧

相邻的第 k + 1 次挖去的区间中点，反之亦然。

由 limk→∞ lk = 0，可知 limn→∞ |In| = 0，而 |xk − x| ≤ 1
2k
，由此 limn→∞ xn = x。

(c) 由闭集可知 Ĉ ′ ⊂ Ĉ，与 Cantor 集完全相同方式取区间端点可知其为完全集。由 (b) 可知 Ĉ 中

没有点的邻域在其中，因此不可能包含开集。

(d) 由完全集不可数知结论。

3 第三次作业

1. (P25 思考题 14)

全体代数数可以由整系数方程的根确定，所有整系数方程的基数为 NN，利用对角线可以与 N 建立
一一对应，从而基数为 ℵ0，而每个方程至多有限个根，因此代数数可数。由于超越数为代数数补集，

其基数必为 c。

2. (P43 思考题 2)

收敛点集 {x|∀ε, ∃N, ∀m,n > N, fn(x)− fm(x) < ε}，即为
∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
m,n=N

{x|fn(x)− fm(x) ≤ 1

k
}。

由于闭集的交仍为闭集，由连续每个右侧的集合为闭集，
∞⋂

m,n=N

{x|fn(x)− fm(x) ≤ 1

k
} 为闭集，因此

收敛点集为 Fσδ 集。

3. (P55 习题 1.19)

先说明每点左极限存在。假设在点 x 处左上极限 a 大于左下极限 b，分别找趋于 a 的子列 f(an) 与

趋于 b 的子列 f(bn)。

由于极限保序，可分别取出子列 (此后子列仍记为 an, bn) 使得任意 ai 的函数值大于任意 bj。

对 an，由于 limn→∞ an = x, limn→∞ f(an) = a, x ≥ ai, a ≥ f(ai)，可取出单调增趋于 x 的子列，进

一步从中取出函数值单调增趋于 a 的子列 an，同理可取出单调增趋于 x 且函数值单调减趋于 b 的

子列 bn。

利用极限性质，可进一步取出子列满足 a1 < b1 < a2 < b2 < . . .。

任取 f(a1) < t < f(b1), t ∈ Q, t ̸= f(x)，利用介值性可知每个 ai, bi 之间都存在值为 t 的点，从而存

在 xn → x 使得 f(xi) = t，但 f(x) ̸= t，与闭集矛盾。

同理可知右极限亦存在，结合介值性即知函数连续。

4. (P55 习题 1.30)

由 Darboux 定理，导函数具有介值性，再利用习题 1.19 得结果。
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5. (P94 习题 2.1)

先说明 m(E ∩ (0, 1)) = 0。

由题意，取出一列开区间 I1n 使得 E ∩ (0, 1) ⊂
⋃∞

n=1 I1n 且
∑∞

k=1 m(I1k) < q。接着，对每个 I1i，取

出一列开区间使 E ∩ I1i ⊂
⋃∞

n=1 In,
∑∞

k=1 m(Ik) < qI1i，由于 N2 = N，对每个 I1i 取出的这些 Ik 仍

为可数个，重新排列为 I2i，则 E ∩ (0, 1) ⊂
⋃n

i=1 I2i，且
∑∞

k=1 m(I2k) < q
∑∞

k=1 m(I1k) < q2。由此，

可构造出总长度小于任意 qn 的开区间列覆盖 E ∩ (0, 1)，从而 m(E ∩ (0, 1)) = 0。

由于 E ⊂
(⋃

k∈Z E ∩ (k, k + 1)
)
∪ Z，后方为可数个零测集，故 m(E) = 0。

6. (P94 习题 2.2)

对任意点集 T，m∗(T ) = m∗(T ∩ A1) + m∗(T ∩ Ac
1)。由于 A1 ⊂ A2，m∗(T ∩ Ac

1) ≥ m∗(T ∩ Ac
2)。

另一方面，m∗(T ∩ A2) ≤ m∗(T ∩ A1) +m∗(A2\A1)。若 m∗(A2\A1) > 0，则 m∗(A2) ≥ m∗(A1) +

m∗(A2\A1) > m∗(A1) 矛盾，由此知其为 0，故 m∗(T ∩A2) ≤ m∗(T ∩A1)。综合两式可知 m∗(T ) ≥
m∗(T ∩A2) +m∗(T ∩Ac

2)，由此 A2 可测。

7. (P94 习题 2.7)

lim∞
k=1Ek =

⋂∞
n=1

⋃∞
t=n Et。由于后方为递减可测集列可知

m
(
lim∞

k=1Ek

)
=

∞
lim
n=1

m

( ∞⋃
t=n

Et

)
≥

∞
lim
n=1

∞sup
t=n

m(Et) = lim∞
k=1m(Ek)

8. (P94 习题 2.8)

由于 m(Ek) = 1，可知 m([0, 1]\Ek) = 1− 1 = 0，有 m
(⋃∞

k=1([0, 1]\Ek)
)
≤

∑∞
k=1 m([0, 1]\Ek) = 0，

故其为 0。而
⋃∞

k=1([0, 1]\Ek) = [0, 1]\
⋂∞

k=1 Ek，由此 m
(⋂∞

k=1 Ek

)
= 1。

4 第四次作业

1. (P78 思考题 1)

先说明第二句：若 E̊ ̸= ∅，∃B(x, ε) ⊂ E，由此 m(E) ≥ 2ε，不可能为 0。

由于 m(E) = 1，m([0, 1]\E) = 0，由上方证明知 [0, 1]\E 无内点，又由 E ⊂ [0, 1] 知 Ē = [0, 1]。

2. (P78 思考题 2)

m∗
( ∞⋃

n=1

Bn

)
= m∗

(
A1 ∩

∞⋃
n=1

Bn

)
+m∗

(
Ac

1 ∩
∞⋃

n=1

Bn

)
= m∗(B1) +m∗

( ∞⋃
n=2

Bn

)
由此归纳知 m∗(⋃∞

n=1 Bn

)
≥

∑k
i=1 m

∗(Bi) 对任意 k 成立，又由于 m∗(⋃∞
n=1 Bn

)
≤

∑∞
i=1 m

∗(Bi)，

取极限可知只能相等。

3. (P78 思考题 5)

由于 m(E) = limn→∞ m(E ∩ B(0, n))，必然存在某个 n 使得 m(E ∩ B(0, n)) > α，从而不妨设

E ⊂ [−n, n] 有界，由此只需寻找 E 中闭集。

由 E 可测，m∗([−n, n]\E) = 2n − m(E)，由外测度定义，存在可数个开区间并集 (记为 U) 覆盖
[−n, n]\E，且总测度为大于 2n−m(E) 的任何数，令其为 2n− α。

由于 U 为开集，U c 为闭集，故 U c ∩ [−n, n] 为闭集，且测度为 2n− (2n−α) = α，又由定义知其包

含于 E，由此得证。
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4. (P94 习题 2.9)

记 Fi = [0, 1]\Ei，则
⋂k

i=1 Ek = [0, 1]\
⋃k

i=1 Fi，由 m
(⋂k

i=1 Ek

)
= 0 知 m

(⋃k
i=1 Fi

)
= 1，有

k∑
i=1

m(Ei) = k −
k∑

i=1

m(Fi) ≤ k −m

( k⋃
i=1

Fi

)
= k − 1

由此得矛盾。

5. (P84 思考题 2)

m∗(B) = m∗(A ∩B) +m∗(Ac ∩B),m∗(A ∪B) = m∗(A ∩ (A ∪B)) +m∗(Ac ∩ (A ∪B)) = m∗(A) +

m∗(Ac ∩B)，综合两式得证。

6. (P95 习题 2.12)

记 Ck = Bk\
⋂∞

k=1 Bk，则 Ck 可测，有 m∗(A ∩ Bk) = m∗(A ∩ Bk ∩ Ck) + m∗(A ∩ Bk ∩ Cc
k) =

m∗(A ∩ Ck) +m∗(E)，由于 limk→∞(Bk) =
⋂∞

k=1 Bk，由可测知 limk→∞ m(Ck) = 0，由夹逼原理知

limk→∞ m∗(A ∩ Ck) = 0，从而得证。

7. (P95 习题 2.13)

是等测包。

若 H 不是等测包，可知m(H) > m∗(E)，任取 E 的等测包 H∗，记 H ′ = H∩H∗，其可测，由m∗(E) ≤
m(H ′) ≤ m(H∗) 可知 H ′ 亦为等测包。由此 m(H\H ′) = m(H)−m(H ′) = m(H)−m∗(E) > 0，但

此集合为 H\E 的可测子集，矛盾，从而得证。

8. (P95 习题 2.14)

充分：对任意点集 A，由 G1, G2 关系可知

m∗(A) = m∗(A ∩G1) +m∗(A ∩Gc
1) ≥ m∗(A ∩G1) +m∗(A ∩G2)−m∗(A ∩ (G2\Gc

1))

≥ m∗(A ∩G1) +m∗(A ∩G2)−m∗(G2\Gc
1) = m∗(A ∩G1) +m∗(A ∩G2)−m∗(G2 ∩G1)

= m∗(A ∩G1) +m∗(A ∩G2)− ε ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec)− ε

令 ε → 0 可知 m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec)，从而 E 可测。

必要：由定理 2.13，构造包含 E 的开集 G，与 E 包含的闭集 H 满足 m(G\E) < ε
2
,m(E\H) < ε

2
，

再取 G1 = Hc, G2 = G 可验证成立。

5 第五次作业

1. (P107 思考题 1)

由可测定义，∀t ≥ 0, {x : f2(x) > t2} 可测，即 {x : f(x) > t 或 f(x) < −t} 可测，与 {x : f(x) > 0}
及其补取交可知对非负的 t，{x : f(x) > t}, {x : f(x) < −t} 可测，而 {x : f(x) > −t} =

⋃∞
n=1{x :

f(x) < −t+ 1
n
}c，从而可测，综合可知 f(x) 可测。

2. (P109 思考题 6)

未必。f(x) = 0，g(x) 为迪利克雷函数即为反例。

3. (P126 习题 3.2)

由 z 连续，(t,+∞) 的原像为 R2 中开集 U，由 g1(x), g2(x) 可测，(g1(x), g2(x)) 可测，由此 U 在

(g1(x), g2(x)) 下的原像可测，即 {x : F (x) > t} 可测，即得证。
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4. (P126 习题 3.3)

利用右连续考虑振幅知 f(x)不连续点至多可数，故几乎处处连续，可测，而 f ′
+(x) = limn→∞ n(f(x+

1
n
)− f(x))，为可测函数列极限，仍然可测。

5. (P119 思考题 1)

正确。同减去 f(x) 后可不妨设 fn(x) 几乎处处收敛到 0，下证 g(x) 几乎处处为 0。

若 m({x : |g(x)| > 0}) > 0，由 {x : |g(x)| > 0} = limn→∞{x : |g(x) > 1
n
|} 考虑测度极限可知存在

ε > 0使 m({x : |g(x)| > ε}) > 0，记其为 δ。由依测度收敛定义，∃N, ∀n > N,m({x : |fn(x)−g(x)| >
ε
2
}) < 1

2
δ，从而至少有 δ − 1

2
δ = 1

2
δ 长度使得 |fn(x)| > ε− ε

2
= ε

2
, ∀n > N，与几乎处处收敛到 0 矛

盾。

6. (P119 思考题 4)

是。其几乎处处有限，且除 x = 0, π 外收敛于 0，由定理 3.14 知依测度收敛。

7. (P127 习题 3.12)

∀ε > 0, lim
k→∞

m({x : |fk(x)gk(x)| > ε}) ≤ lim
k→∞

m
(
{x : |fk(x)| >

√
ε} ∪ {x : |gk(x)| >

√
ε}
)

≤ lim
k→∞

(
m({x : |fk(x)| >

√
ε}) +m({x : |gk(x)| >

√
ε})

)
= 0

从而得证。

8. (P109 思考题 7)

未必。f(x) =

 1
x

x ̸= 0

0 x = 0
，可发现不存在这样的 g。

6 第六次作业

1. (P119 思考题 5)

取 fn(x) =
1
n
即为反例。

2. (P119 思考题 6)

必有几乎处处收敛。由单调可知存在逐点收敛极限 f(x)(值为有限或 −∞)，对任何 ε, δ，∃N,n >

N,m({x : |fn(x)| > ε}) < δ。若存在 fk(x) 在某正测集上小于 0，取有界闭子集，设其中最小模为 ε，

测度为 δ，即可得矛盾。由此知 f(x) ≥ 0 几乎处处成立，若在某正测集大于 0，取有界闭子集，设其
中最小模为 ε，测度为 δ，利用 fn(x) > f(x) 知矛盾。

3. (P123 思考题 1)

取 f(x) =

1 x ≥ 0

0 x < 0
即为反例，由连续函数振幅为 0，必有 0 附近某邻域与 f(x) 几乎处处不等。

4. (P123 思考题 2)

取连续函数列 fn(x) 几乎处处逼近可测函数，再利用 Bernstein 多项式一致连续逼近 fn(x)，取出

Pn(x) 使 ∀x ∈ [a, b], |Pn(x)− fn(x)| < 1
n
，则 fn(x) 收敛处 Pn(x) 收敛于相同结果，从而得证。

5. (P189 习题 4.1)

若 m(E) > 0，记 K = {x : f(x) = 0}，则 m(E\K) = m(E)。由 Lusin 定理，取有界闭集 F ⊂
E\K,m(F ) > m(E)

2
使得 f 为 F 上的恒正连续函数，由其紧可取到最小值 t，因此

∫
E
f(x)dx ≥

m(E)
2

t > 0，矛盾。
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7 第七次作业

1. (P143 思考题 9)

定义 gk(x) = maxkn=1 fn(x)，则其亦非负可测，满足逐点收敛，利用非负渐升列积分定理得证。

2. (P149 思考题 3)∫
E
kI{x:|f(x)|>k} ≤

∫
E
|f(x)|dx = t，由此 m({x : |f(x)| > k}) ≤ t

k
，从而得证。

3. (P159 思考题 4)

由于 fk(x) = f(x)IEk
满足依测度收敛于 0 且绝对值不超过 |f(x)|，由控制收敛定理可知结论。

4. (P189 习题 4.9)

由积分可数可加性与 R 上开集为至多可数个不交开区间，假设一列开区间构成 U =
⋃

n(an, bn) 覆盖

E，则
∫
U
f(x)dx =

∑
n

∫ bn
an

f(x)dx，将每个平移可知 ≥
∫
[0,t]

f(x)dx，又由于可使 m(U)−m(E) < ε，

且 f(x) ≤ f(1) = M，可知对任何 ε，
∫
E
f(x)dx+Mε ≥

∫
[0,t]

f(x)dx，即得证。

5. (P159 思考题 3)

当 t ≥ 0, x, x0 > 0时，
∣∣ 1
x+t

− 1
x0+t

∣∣ = ∣∣ x−x0

(x+t)(x0+t)

∣∣ ≤ ∣∣ 1
x
− 1

x0

∣∣，从而 |g(x)−g(x0)| ≤
∫∞
0

∣∣ 1
x
− 1

x0

∣∣|f(t)|dt，
由 f ∈ L((0,+∞)) 知 x → x0 时 |g(x)− g(x0)| → 0，从而连续。

6. (P160 思考题 6)

由一致收敛定义，可取 N 使 n > N 时 |fn(x)− f(x)| < 1，从而 |fn(x)| < |fN+1(x) + 2|。由区域测
度有限知常数可积，因此可积函数之和可积，从而由控制收敛定理知结论。

7. (P190 习题 4.10)

假设 E ⊂ B(0, R)。由
∫
Rn |f(x)|dx 存在可知正项级数

∫
nR<|x|<(n+1)R

|f(x)|dx 收敛，从而极限为 0，
因此任何 ε 可取 N 使得 n > N 时

∫
nR<|x|<(n+1)R

|f(x)|dx < ε
2
，再取 |y| > NR，E 一定可以包含

在两个 nR < |x| < (n+ 1)R 中，从而
∫
{y}+E

f(x)dx < ε，即得证。

8. (P191 习题 4.12)

记 x′ = ax 可不妨设 a = 1。S(x) 由定义知以 1 为周期，记此级数绝对和为 T (x)。

利用可数零测集之并零测，假设 T (x) 在某非零测集 E0 上不收敛，存在 k ∈ Z 使 T (x) 在 E =

E0 ∩ [k, k + 1] 上不收敛，由此利用单调收敛定理可知∫
E

T (x)dx =
∑
n∈Z

∫
E

|f(x+ n)|dx =
∑
n∈Z

∫
E+{n}

|f(x)|dx =

∫
E+Z

|f(x)|dx

但 T (x) 在 E 上处处为无穷，矛盾。同理，由于
∫
[0,a]+Z |f(x)|dx =

∫
[0,a]

T (x)dx，可知 S(x) 在 [0, a]

可积，

8 第八次作业

1. (P190 习题 4.13)∑∞
n=1

∫
R n

−p|f(nx)|dx =
∑∞

n=1 n
−1−p

∫
R |f(x)|dx < ∞，从而由逐项积分定理得证。

2. (P190 习题 4.14)
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由于 ∀x > 0, |xu| < |xs| + |xt|，从而
∫
R+ |xuf(x)|dx ≤

∫
R+(|xsf(x)| + |xtf(x)|)dx < ∞，由此知可

积，记为 φ(u)。

|φ(u)− φ(u0)| ≤
∫ 1

0

|xδ − xu0−u+δ||xu−δf(x)|dx+

∫ ∞

1

|x−δ − xu0−u−δ||xu+δf(x)|dx

取 δ > 0 满足 B(u, δ) ⊂ (s, t)，当 u0 − u → 0 时，|x−δ − xu0−u−δ|, x > 1 与 |xδ − xu0−u+δ, x ∈ (0, 1)|
都一致趋于 0，因此 |φ(u)− φ(u0)| → 0，从而连续。

3. (P190 习题 4.15)

若 f 在某正测集上大于 1，利用 Lusin 定理，设在其中某正测闭集上最小值 1 + ε，计算知高次方会

超过 c，矛盾，由此 f 几乎处处不超过 1。若在某正测集上大于 0 小于 1，可设在其中某正测闭集上
值落在 [ε, 1− ε] 以内，可发现

∫
[0,1]

f2(x)dx <
∫
[0,1]

f(x)dx，从而矛盾。由此 f(x) 几乎处处为 0 或
1，再由可积知为 1 的点落在可测集上。

对一般的 f，先考虑 f2n(x) 可知 f2(x) 几乎处处为 0 或 1，若 f(x) 在某正测集上为 −1，则有∫
[0,1]

f2(x)dx >
∫
[0,1]

f(x)dx，矛盾，从而结论仍成立。

4. (P190 习题 4.16)

由可积知几乎处处有限。对某个函数值有限的 x，n → ∞ 时 n ln
(
1 + f2(x)

n2

)
∼ f2(x)

n
→ 0，再由

ln(1 + x2) ≤ x 知不超过 |f(x)|，从而由控制收敛定理得证。

5. (P190 习题 4.17)∫
Ek

f(x)dx =
∫
E1

f(x)IEk
dx，集合由极限定义知 limn→∞ IEn

= IE，再利用 |f(x)IEk
| ≤ |f(x)| 在 E1

上利用控制收敛定理得证。

6. (P190 习题 4.18)

记 E1 = {x ∈ E : f(x) ≤ 1}, E2 = {x ∈ E : f(x) > 1}，分别利用控制收敛定理与单调收敛定理即
得

∫
E1

f(x)
1/kdx → m(E1),

∫
E2

f(x)
1/kdx → m(E2)，而 E1, E2 不交，从而 m(E1)+m(E2) = m(E)，

即得结论。

7. (P190 习题 4.19)

记 gk(x) = min(fk(x), f(x)), hk(x) = max(fk(x), f(x))，由 |gk(x)− f(x)|+ |hk(x)− f(x)| = |fk(x)−
f(x)| 知仍依测度收敛。利用控制收敛定理可知

∫
E
gn(x)dx →

∫
E
f(x)dx，由 gk(x)+hk(x) = f(x)+

fk(x) 得
∫ 1

0
hn(x)dx →

∫ 1

0
f(x)dx。对任何子区间，若有

∫
E
hn(x)dx 不收敛于

∫
E
f(x)dx，利用

hn(x) ≥ f(x) 知可取出
∫
E
(hnk

(x)− f(x))dx > ε 的子列，则
∫ 1

0
(hnk

(x)− f(x))dx > ε，矛盾。再次

利用 gk(x) + hk(x) = f(x) + fk(x) 即得证。

8. (P192 习题 4.20)

由于 limk→∞ maxki=1 fi(x) = max∞i=1 fi(x)，利用单调收敛定理可知 max∞i=1 fi(x) 在 E 上可积，再由

fk(x) ≤ max∞i=1 fi(x) 利用控制收敛定理得证。

9. (P192 习题 4.21)

对于其中任何满足 limk→∞
∫
E
fnk

(x)dx 存在的子列，可从中取出几乎处处收敛子列，由 Fatou 引理
得极限 ≥

∫
E
f(x)dx，即得证。
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9 第九次作业

1. (P192 习题 4.22)

设积分结果为 I(t)，由于积分内求导后为 −2xe−x2 sin 2xt，其模不超过 2xe−x2

，因此

I ′(t) =

∫
[0,∞)

−2xe−x2 sin 2xtdx =

∫
[0,∞)

sin 2xtd
(
e−x2)

分部积分知 I ′(t) = −2tI(t)，结合 I(0) =
√
π
2
即得结果。

2. (P192 习题 4.23)

由于不可能在非零测集上有 fk(x) > fk+1(x)，fk(x) 几乎处处单调递增，而零测集的可数并仍然零

测，故去掉某零测集 Z 后 fk(x) 单调递增，因此存在极限 f0(x)。又由于任何可测集上积分都收敛，

f0(x) > f(x) 与 f0(x) < f(x) 的点集测度均为 0，由此得证。

3. (P189 习题 4.3)

记 E′
k =

⋃k
i=1 Ek，再记 fk(x) = f(x)χE′

k
(x)，则 fk(x) 关于 k 单调不减且几乎处处收敛于 f(x)，在

E 上利用单调收敛定理即得证。

4. (P189 习题 4.4)

利用积分对定义域可数可加可知
∫
R f(x)dx =

∑
k∈Z

∫
[k,k+1)

f(x)dx，由 f(x) 非负知后为正项级数，

因此若积分不为 0 可知存在 n 使
∫
(−∞,n]

f(x)dx = t > 0，由于 F (x) 非负可知 c ≥ n 时 F (x) ≥ t，

从而
∫
(−∞,c]

F (x)dx ≥ (c− n)t，c → ∞ 时极限不存在，同样利用可数可加性知不可积。

5. (P190 习题 4.5)

由条件可知 fk+1(x) ≥ fk(x) 几乎处处成立，由于零测集可数并仍零测，在某零测集 Z 之外 fk(x) 关

于 k 单调不减，由单调收敛定理可知 E\Z 上积分与极限可交换，再由积分绝对连续性知结论。

6. (P190 习题 4.8)

假设 m({x : f(x) > 1}) > 0，由 {x : f(x) > 1} =
⋃∞

n=1{x : f(x) > 1 + 1
n
} 可知存在某个

{x : f(x) > 1+ 1
n
} = t > 0，由此任何 |χEk

(x)− f(x)| 在 R 上积分至少为 t
n
，不收敛于 0，矛盾。同

理可证 m({x : 0 < f(x) < 1}) = 0,m({x : f(x) < 1}) = 0，因此 f(x) 几乎处处为 0 或 1。再由每个
χEk
可积可推出 f(x) 可测，从而几乎处处为某可测集的特征函数。

10 第十次作业

1. (P193 习题 4.29)

由于 g(x)为实值函数，E 测度有限，
⋂∞

n=1{x : g(x) > n} = ∅，可知必有 n使得 m({x : g(x) > n}) <
m(E)

2
，由此 m({x : g(x) ≤ n}) ≥ m(E)

2
，记 E0 = {x : g(x) ≤ n}，由可积知

∫
E×E0

|f(x)+g(y)|dxdy <

∞，而 |f(x) + g(y)| ≥ |f(x)| − n，由此∫
E×E0

|f(x)|dxdy ≤
∫
E×E0

|f(x) + g(y)|dxdy + n ·m(E × E0) < ∞

利用 Tonelli 定理由 f 可测知可积，同理 y 可积。

2. (P193 习题 4.30)

(i) 由 Tonelli 定理知可交换次序，于是原式化为 π
2

∫
y>0

dy
(1+y)

√
y
= π arctan√y

∣∣+∞
0

= π2

2
。

(ii) 由 (i) 对 y 积分即可得到此题的式子的两倍，因此结果为 π2

4
。
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3. (P193 习题 4.31)

利用 Tonelli 定理可知 m(E)
∫
R f(x)dx =

∫
R F (x)dx < ∞，又由非负可测知可积。

4. (P189 习题 4.1)

由 {x : f(x) > 0} =
⋃∞

n=1{x : f(x) > 1
n
} 与测度可数可加知若 m(E) > 0，必有某个 n 使得

m({x : f(x) > 1
n
}) = t > 0，从而积分至少为 t

n
，矛盾。

5. (P189 习题 4.2)

由条件知 limx→0
f(x)
x

= t 存在，由极限定义知存在 δ 使得 |x| < δ 时 f(x)
x

∈ (t− 1, t+ 1)，从而∣∣∣∣ ∫
[0,+∞)

f(x)

x
dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
[0,δ]

f(x)

x
dx+

∫
[δ,+∞)

f(x)

x
dx

∣∣∣∣ < δ(|t|+ 1) +
1

δ

∫
[δ,+∞)

|f(x)|dx

因此有限，再由可测知积分存在。

6. (P162 思考题 7)

令 Ek = {x ∈ E : | cosx| < 1 − 1
k
}，由于 limk→∞ Ek = E\Z，Z 为 | cosx| = 1 的零测集，因此由∫

E\Z f(x)dx = 1 与单调收敛定理可知存在 En 使得
∫
En

f(x)dx > 1
2
，而其上

∫
En

f(x)| cosx|dx ≤
(1− 1

n
)
∫
En

f(x)dx ≤
∫
En

f(x)dx− 1
2n
，由此

∫
E
f(x) cosxdx ≤

∫
E
f(x)| cosx|dx ≤ 1− 1

2n
< 1，即得

证。

7. (P162 思考题 8)

∀ε > 0,m({x : |fn(x) − f(x)| > ε}) < 1
n2ε
，从而

∑∞
n=1 m({x : |fn(x) − f(x)| > ε}) < ∞，利用

Borel-Cantelli引理知 m(lim supn→∞{x : |fn(x)−f(x)| > ε}) = 0，此即为几乎处处收敛的等价定义。

8. (P163 思考题 9)

由于右侧级数绝对收敛，将每项写为积分形式后利用逐项积分定理即得证。

9. (P163 思考题 10)

对 yn → y，由连续知 ∀x, f(x, yn) → f(x, y)，又由于其不超过 g(x)，且 g(x)可积，可知每个 f(x, yn)

对 x 可积，利用控制收敛定理知 limn→∞
∫
E
f(x, yn)dx =

∫
E
f(x, y)dx，即得证。

11 第十一次作业

1. (P193 习题 4.32)

由 Tonelli 定理，∫ ∞

0

|F (x)|dx ≤
∫ ∞

0

dx
∫
R
|f(t)|χt<xdt =

∫
R
dt

∫ ∞

0

|f(t)|χt<xdx =

∫ ∞

0

|tf(t)|dt < ∞

从而存在，同理 F (x) 在负数上也可积，因此在实轴可积。

2. (P193 习题 4.33)

法一：将积分区间分为 [0, ε] 与 [ε, π
2
]，前一部分不超过 π

2
ε，后一部分中 arctannx 一致趋于 π

2
，因

此极限与积分可交换，令 ε → 0 即知整体极限与积分可交换，从而计算结果为 π
2
。

法二：由于区间上积分有界可直接利用控制收敛定理即得结果。

3. (P193 习题 4.34)

类似习题 4.32，将积分记为 f(t)
t
χt>x 即可交换。
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4. (P192 习题 4.24)

利用 Fatou 引理，
∫
R(g(x)± f(x))dx ≤ lim infn→∞

∫
R(gn(x)± fn(x))dx，由此提出 g(x) 可知∫

R
±fn(x)dx ≤ lim inf

n→∞

∫
R
±fn(x)dx

再由 lim supn→∞ fn(x) ≥ lim infn→∞ fn(x) 可知结论。

5. (P192 习题 4.25)

也即说明有可列极限点的点集 E 零测。假设极限点集 F = {x1, x2 . . . }，考虑

Fn = [a, b]\
∞⋃
i=1

B

(
xi,

1

2in

)
Fn 中每个点可取出没有其他 E 中点的邻域，考虑有限覆盖知 Fn ∩E 中只有有限个点，因此并中至

多可列个点。而 [a, b] = F ∪
⋃∞

n=1 Fn，从而 E 可列，因此零测。

6. (P192 习题 4.26)

考虑 ω(x) > 1
n
的点，由每点有极限可取出足够接近区间，利用有限覆盖知有限，由此对 1

n
取并可知

不连续点可数，从而得证。

7. (P192 习题 4.27)

可发现 χE(x)的不连续点即为不在 E中的 E的极限点与不在 Ec中的 Ec极限点，即为 E\E∪Ec\Ec，

而 Ec = (E◦)c，从而即为 E\E◦，即得证。

12 第十二次作业

1. (P211 思考题 1)

不可能有原函数。若其有原函数 F (x)，由导函数处处非负知单调。利用 Lebesgue 定理可知导函数
勒贝格可积，从而矛盾。

2. (P211 思考题 2)

由于 G(t) 连续与 F ′(t) 的定义，计算可发现右侧积分求导即为 G(x)F ′(x)，从而题中构造求导即得

g(x)F (x)，由此得证。

3. (P241 习题 5.2)

类似 P210 例 5 的构造，将 rn 改换为 xn 即可。由一致收敛性，每个函数的连续点必然为和函数的

连续点，从而知满足条件。

4. (P241 习题 5.3)

若否，假设在某正测集 B ⊂ E 上非零，可取出测度为 t 的正测集 C ⊂ B 使得 C 上导函数 f ′(x) ≥
δ > 0。取 ε < tδ 即有

∑
i[f(bi)− f(ai)] ≥

∫
E
f ′(x)dx ≥

∫
C
f ′(x)dx ≥ tδ > ε，矛盾。

5. (P231 思考题 1)

不妨设 y > x，则 |f(y)− f(x)| =
∫ y

x
f ′(x)dx ≤

∫ y

x
|f ′(x)|dx ≤ M(y − x)，从而得证。

6. (P232 思考题 3)

利用定理 5.10 与定理 5.14，设和函数 f，则 f(x) = f(a) +
∑∞

n=1

∫ x

a
f ′
n(x)dx，由于 f ′

n(x) 非负，由

单调收敛定理可知
∑∞

n=1

∫ x

a
f ′
n(x)dx =

∫ x

a

∑∞
n=1 f

′
n(x)dx，即得证。
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13 第十三次作业

1. (P218 思考题 8)

当：F (b)− F (a) 即为所求界。

仅当：记 F (x) =
∨x

a f，由于
∨x′′

a f ≥
∨x′

a f +
∨x′′

x′ f，可知 F (x) 满足要求。

2. (P218 思考题 10)

假设有 y > x, f(y) < f(x)，则取分点 x, y 可知
∨b

a f ≥ |f(b)− f(y)|+ f(y)− f(x) + |f(x)− f(a)| >
f(b)− f(a)，矛盾。

3. (P222 思考题 1)

记 f(x) = χE(x)，由条件可知 [0, 1] 中 f(x) = 0 的点定义式积分的的极限至少为 l，从而不为

Lebesgue 点，由可积知其零测，即得证。

4. (P222 思考题 2)

由定义可知 Lebesgue 点为全体无理点 (有理点定义式积分的极限为 1)。

5. (P231 思考题 2)

由本节例 1 知其绝对连续，导数几乎处处存在，又由导数定义可知其绝对值不超过 M。

6. (P232 思考题 4)

由条件，f(x) = f(ε) +
∫ x

ε
f ′(t)dt 对任何 0 < ε ≤ x ≤ 1 成立，而右侧积分对 ε 绝对连续，将

ε = 1
n
取并可知 f ′(x) 在 [0, 1] 几乎处处存在，从而 ε → 0 时积分为

∫ x

0
f ′(t)dt，再由连续性即得

f(x) = f(0) +
∫ x

0
f ′(t)dt，因此得证。

7. (P242 习题 5.4)

引理：当 g(x) 单调增时， 1
x

∫ x

0
g(t)dt 单调增。

证明：当 x2 > x1 时，

1

x2

∫ x2

0

g(t)dt ≥
∫ x1

0
g(t)dt
x2

+
x2 − x1

x2

g(x1) ≥ (
1

x2

+
x2 − x1

x1x2

)

∫ x1

0

g(t)dt = 1

x1

∫ x1

0

g(t)dt

由此 f(x) 的 Jordan 分解即对应 F (x) 的 Jordan 分解，从而得证。

8. (P242 习题 5.5)

根据逐点收敛可知对任何分化，f 的变差为 fn 的变差的极限，从而不超过 M，由此即有
∨b

a f ≤ M。

9. (P242 习题 5.6)

对任何 ε，可取 δ 使得 x1, x2 ∈ B(x0, δ) 时 |f(x1)− f(x2)| < ε
2
，从而可作 ||∆|| < δ 的分划 ∆ 使得

分划求和与
∨x0

a 的差距不超过
ε
2
，从而去除最后一个分点 x0 后分划求和与

∨x0

a 的差距不超过 ε，由

单调有界可知
∨x

a 必然 x0 处有右极限，利用上述推导即知为
∨x0

a ，同理左极限亦为此，即得证。

14 第十四次作业

1. (P250 思考题 3)

将 |f(x)| 分为大于等于 1 与小于 1 两部分，第一部分利用非负可测函数单调收敛定理可知收敛，第
二部分利用 1 可控制收敛，从而合并后仍收敛。
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2. (P253 思考题 5)

记 f0(x) = f(x)r, g0(x) = g(x)r，由于 r
p
+ r

q
= 1，对 f0(x), g0(x) 应用 Höler 不等式即得结论。

3. (P289 习题 6.1)

与定义 6.1 后的证明类似，由 w(x) 积分为 1 可找到其大于某 ε 的正测度区间，考虑区间上积分可知

大于等于 ||f ||∞，而整体通过本性上界控制可知不超过 ||f ||∞，从而得证。

4. (P289 习题 6.2)

若在某正测集上绝对值大于 M，取 f 为此集合的特征函数即得矛盾。

5. (P289 习题 6.4)

记 1
|x−t|1/2 = k(x, t)，则

||g||22 =
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∫ 1

0

k(x, t)f(t)dt
∣∣∣∣2dx ≤

∫ 1

0

(∫ 1

0

k(x, t)2dt
∫ 1

0

f(t)2dt
)
dx = ||f ||22||k(x, t)||22

代入计算即得证。

6. (P289 习题 6.5)

由三角不等式，||f(x)− sinx||2 + ||f(x)− cosx||2 ≥ || sinx− cosx||2 =
√
π > 1，即矛盾。

7. (P290 习题 6.8)

∫
E

f2(x)g(x)dx ≤
∫
E

f2(x)|g(x)|dx ≤ ||f2||3/2||g||3 = ||f ||23||g||3

由于左右相等可知中间取等，考虑取等条件可知 |f(x)| = |g(x)| 几乎处处成立，且由于∫
E

f2(x)(|g(x)| − g(x))dx = 0

假设 g 在某正测集上不为 |f | 可推矛盾，从而得证。

8. (P290 习题 6.15)

由 2 ⟨f, g⟩ = ||f + g||22 − ||f ||22 − ||g||22 类似定理 6.15 可计算得结论。


