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中国科学技术大学数学科学学院 

2021～2022 学年第 1 学期考试试卷 

A 卷 

课程名称：  线性代数(A2)    课程代码：  MATH1005     

开课院系：  数学科学学院    考试形式：  闭卷      

姓名：      学号：       专业：      

题号 一（50 分） 二（20 分） 三（30 分） 总分 

得分     

说明：解答需写在试卷上，可以写在试卷背面，写在草稿纸上无效。需给出详细解答过

程，结果需化简。可以引用课本上的定理和例题的结论，不可以使用习题或其它

参考书中的结论。禁止使用计算器等电子设备。 

一、设𝑉 = ℂଶ×ଶ是实数域ℝ上的线性空间，𝜌(𝑋, 𝑌) = tr ቀ𝑋்𝑌 + 𝑋𝑌்ቁ，𝑋, 𝑌 ∈ 𝑉。 

（1）证明：𝜌是𝑉上的内积。并求内积空间(𝑉, 𝜌)的一组标准正交基。 

（2）证明：𝒜(𝑋) = 2𝑋 + 3𝑋்是𝑉上的可逆线性变换。并求𝒜ିଵ(𝑋)的表达式。 

（3）求𝒜在内积空间(𝑉, 𝜌)上的伴随变换𝒜∗。 
（4）求𝒜的所有特征值及其所有特征向量。并求𝒜的最小多项式。 
（5）把V 分解成一些𝒜-循环子空间的直和 kVVV  1 ，使得 k最小。 
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二、设𝒜是𝑛维实内积空间𝑉上的任意线性变换。证明： 

（1）𝒜可以表示成𝑉上两个规范变换的乘积。 

（2）𝒜可以表示成𝑉上三个自伴变换的乘积。
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三、设𝐺 = ൛𝐴 ∈ ℝଷ×ଷ ห det(𝐴𝑢, 𝑣, 𝑤) = det(𝑢, 𝐴𝑣, 𝑤)，∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ ℝଷൟ。 

（1）证明：若𝐴 ∈ 𝐺，则det(𝐴𝑢, 𝑣, 𝑤) = det(𝑢, 𝑣, 𝐴𝑤)，∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ ℝଷ。 

（2）证明：若𝐴, 𝐵 ∈ 𝐺，则𝐵𝐴 = 𝐴𝐵 ∈ 𝐺。 

（3）求所有𝐴 ∈ 𝐺。  
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参考答案与评分标准 

一、（1）验证𝜌满足双线性、对称性、正定性，过程略。从而𝜌是内积。   (6 分) 

𝑉的一组标准正交基𝑇 = ቄ
ଵ

√ଶ
𝐸ଵଵ,

ଵ

√ଶ
𝐸ଵଶ,

ଵ

√ଶ
𝐸ଶଵ,

ଵ

√ଶ
𝐸ଶଶ,

୧

√ଶ
𝐸ଵଵ,

୧

√ଶ
𝐸ଵଶ,

୧

√ଶ
𝐸ଶଵ,

୧

√ଶ
𝐸ଶଶቅ。 (4 分) 

（2）验证𝒜保加法和数乘，过程略。从而𝒜是线性变换。      (4 分) 

设𝒜ିଵ(𝑋) = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑋்。由ቄ
2𝑎 + 3𝑏 = 1
3𝑎 + 2𝑏 = 0

解得𝑎 = −
ଶ

ହ
，𝑏 =

ଷ

ହ
。     (6 分) 

（3）𝒜在𝑇下的矩阵𝐴 = diag ቀ5, ቀ
2 3
3 2

ቁ , 5,1, ቀ
−2 3
3 −2

ቁ , 1ቁ。     (5 分) 

由于𝐴是对称方阵，故𝒜∗ = 𝒜。            (5 分) 

（4）𝐴与diag(5,5,5,1,1,1, −1, −5)相似，故𝒜的特征值为5,1, −1, −5。   (4 分) 

5的特征向量ቀ
𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

ቁ，1的特征向量ቀ
i𝑎 i𝑏

−i𝑏 i𝑐
ቁ，其中𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ不全为 0。 

−1的特征向量ቀ
0 𝑏

−𝑏 0
ቁ，−5的特征向量ቀ

0 i𝑏
−i𝑏 0

ቁ，其中𝑏 ∈ ℝ不为 0。   (4 分) 

𝑑𝒜(𝑥) = (𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(𝑥 + 5) = 𝑥ସ − 26𝑥ଶ + 25。      (2 分) 

（5）设𝑉௜由𝑋௜生成。𝑑𝒜(𝑥)无重根⇒ 𝑑𝒜,௑೔
(𝑥)无重根⇒ 𝑘 ≥ 3。     (5 分) 

𝑋ଵ = ቀ
1 + i 1 + i

−1 − i 0
ቁ，𝑋ଶ = ቀ

0 1 + i
1 − i 0

ቁ，𝑋ଷ = ቀ
0 0
0 1 + i

ቁ满足要求。  (5 分) 

二、任取𝑉的一组标准正交基𝑇 = {𝑒ଵ, ⋯ , 𝑒௡}，设𝒜在𝑇下的矩阵是𝐴。 

（1）根据奇异值分解定理，存在正交方阵𝑈, 𝑉和对角阵Σ，使得𝐴 = 𝑈Σ𝑉。  (5 分) 

设线性变换ℬ, 𝒞在𝑇下的矩阵分别是𝐵 = 𝑈Σ𝑈ିଵ和𝐶 = 𝑈𝑉。由𝐴 = 𝐵𝐶，𝐵是对称方阵， 

𝐶是正交方阵，得𝒜 = ℬ𝒞，ℬ是自伴变换，𝒞是正交变换，ℬ, 𝒞都是规范变换。 (5 分) 

（2）根据正交相似标准形定理，存在正交方阵𝑃，使得 

𝑃ିଵ𝐶𝑃 = diag ቆ൬
cos𝜃ଵ −sin𝜃ଵ

sin𝜃ଵ cos𝜃ଵ
൰ , ⋯ , ൬

cos𝜃௦ −sin𝜃௦

sin𝜃௦ cos𝜃௦
൰ , 𝐼, −𝐼ቇ      (5 分) 

= 𝑆ଵ𝑆ଶ，其中𝑆ଵ = diag ቆ൬
−sin𝜃ଵ cos𝜃ଵ

cos𝜃ଵ sin𝜃ଵ
൰ , ⋯ , ൬

−sin𝜃௦ cos𝜃௦

cos𝜃௦ sin𝜃௦
൰ , 𝐼, −𝐼ቇ和 

𝑆ଶ = diag ቆቀ
0 1
1 0

ቁ , ⋯ , ቀ
0 1
1 0

ቁ , 𝐼ቇ都是对称方阵。设线性变换𝒞ଵ, 𝒞ଶ在𝑇下的矩阵分别是

𝐶ଵ = 𝑃𝑆ଵ𝑃ିଵ，𝐶ଶ = 𝑃𝑆ଶ𝑃ିଵ。由𝐶 = 𝐶ଵ𝐶ଶ，𝐶ଵ, 𝐶ଶ都是对称方阵，得𝒞 = 𝒞ଵ𝒞ଶ，𝒞ଵ, 𝒞ଶ都是

自伴变换。故𝒜 = ℬ𝒞ଵ𝒞ଶ。              (5 分) 

三、（1）det(𝐴𝑢, 𝑣, 𝑤) = −det(𝐴𝑢, 𝑤, 𝑣) = −det(𝑢, 𝐴𝑤, 𝑣) = det(𝑢, 𝑣, 𝐴𝑤)。  (5 分) 

（2）根据（1），det(𝐴𝐵𝑢, 𝑣, 𝑤) = det(𝐵𝑢, 𝑣, 𝐴𝑤) = det(𝑢, 𝐵𝑣, 𝐴𝑤) = −det(𝐵𝑣, 𝑢, 𝐴𝑤) 

= −det(𝐴𝐵𝑣, 𝑢, 𝑤) = det(𝑢, 𝐴𝐵𝑣, 𝑤)。故𝐴𝐵 ∈ 𝐺。        (5 分) 

det(𝐵𝐴𝑢, 𝑣, 𝑤) = det(𝐴𝑢, 𝐵𝑣, 𝑤) = det(𝑢, 𝐴𝐵𝑣, 𝑤) = det(𝐴𝐵𝑢, 𝑣, 𝑤) ⇒ 𝐵𝐴 = 𝐴𝐵。(5 分) 

（3）注意到det(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 

𝑤ଵ𝑢் ൭
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

൱ 𝑣 + 𝑤ଶ𝑢் ൭
0 0 −1
0 0 0
1 0 0

൱ 𝑣 + 𝑤ଷ𝑢் ൭
0 1 0

−1 0 0
0 0 0

൱ 𝑣。    (5 分) 

由det(𝐴𝑢, 𝑣, 𝑤) = det(𝑢, 𝐴𝑣, 𝑤)，可得𝐴்𝑃௜ = 𝑃௜𝐴，∀𝑖 = 1,2,3。     (5 分) 

其中𝑃ଵ = 𝐸ଶଷ − 𝐸ଷଶ，𝑃ଶ = 𝐸ଷଵ − 𝐸ଵଷ，𝑃ଷ = 𝐸ଵଶ − 𝐸ଶଵ。解得𝐴 = 𝑎𝐼ଷ，𝑎 ∈ ℝ。 (5 分) 


