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1.（10 分）设实线性空间 V 中向量 α1, α2, · · · , αn 线性无关，n ⩾ 3，求向量组

S = {αi − αj | 1 ⩽ i < j ⩽ n} 的秩．

2.（15 分）设 A =

(
In−1

0

)
．(1) 证明：V = {X ∈ Rn×n | AX = XAT} 在矩阵的

加法和数乘运算下构成实线性空间．(2) 求 V 的维数和一组基．

3.（20 分）设 A ∈ Rn×n，r = rank(A)，U 是 A 的行向量组生成的 Rn 的子空间，V

是 A 的列向量组生成的 Rn 的子空间．证明：

(1) dimU = dimV = r．

(2) U = V 当且仅当存在可逆方阵 P,Q 使得 PAP T =

(
Q O

O O

)
．

4.（10 分）设 V1, V2 都是 F 上线性空间 V 的子空间，W = V1 ∩ V2．证明：

(V1 + V2)/W = (V1/W )⊕ (V2/W ).

5.（10 分）设实线性空间 V = {ax2 + bx + c | a, b, c ∈ R}，x 是变元，A ∈ L(V ) 分

别把 (x+ 1)2, (x+ 2)2, (x+ 3)2 映射成 (x− 3)2, (x− 2)2, (x− 1)2．求 A 在 V 的

基 x2, x, 1 下的矩阵表示．

6.（15 分）设实线性空间 V = {f(x) e−x | f ∈ R[x], deg f ⩽ n}，x 是变元，

S = {α0, α1, · · · , αn} 是 V 的基，αk = xk e−x,∀k，S∗ 是 S 的对偶基，

A ∈ L(V ) : g(x) 7→ g′(x)，A∗ 是 A 的伴随映射，σ ∈ V ∗ : g 7→
∫ +∞
0

g(x)dx．

(1) 证明：A 是可逆变换．(2) 求 σ 在 S∗ 下的坐标．(3) 求 A∗(σ)．

7.（20 分）设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )．证明：V = ImA⊕ KerA 当且仅
当 A 在 ImA 上的限制映射是一一映射．



参考答案

1. 一方面，αi − αj = (α1 − αj) − (α1 − αi)．另一方面，若 λ2, · · · , λn ∈ R 使得
λ2(α1 − α2) + · · · + λn(α1 − αn) = (λ2 + · · · + λn)α1 − λ2α2 − · · · − λnαn = 0，
则 λ2 = · · · = λn = 0．故 α1 − α2, · · · , α1 − αn 是 S 的极大线性无关组．因此，

rank(S) = n− 1．

2. (1) 略．(2) V = {X | xi+1,j = xi,j+1, ∀i, j}，X =

t1 t2 · · · tn

t2 · · · tn 0
... . .

.
. .
. ...

tn 0 · · · 0

．dimV = n．

3. (1) 设 A = (β1 · · · βr)

(
αT

1

...

αT
r

)
，则 α1, · · · , αr 是 U 的基，β1, · · · , βr 是 V 的基．

(2) (⇒)若 U = V，则存在可逆方阵 Q ∈ Rr×r 使得
(
β1 · · · βr

)
=
(
α1 · · · αr

)
Q．

把
(
α1 · · · αr

)
扩充为可逆方阵 P−1，则 PAP T =

(
Q O

O O

)
．

(⇐) 设 P−1 =
(
γ1 · · · γn

)
．由 A = (γ1 · · · γr)Q

(
γT
1

...

γT
r

)
，得 U = V =

Span(γ1, · · · , γr)．

4. (i) V1/W 和 V2/W 都是 (V1 + V2)/W 的子空间．(ii) ∀α ∈ V1 + V2，α = v1 +

v2 ⇒ [α] = [v1] + [v2]，其中 vi ∈ Vi．即 (V1 + V2)/W ⊂ (V1/W ) + (V2/W )．(iii)
[α] ∈ (V1/W ) ∩ (V2/W ) ⇒ α ∈ V1 ∩ V2 ⇒ [α] = 0．即 (V1/W ) ∩ (V2/W ) = {0}．

5. A : f(x) 7→ f(x− 4)．故 A =

(
1 0 0

−8 1 0

16 −4 1

)
．

6. (1) 由 A : f(x) e−x 7→ (f ′(x)− f(x)) e−x，得 A+ I : f(x) e−x 7→ f ′(x) e−x．

因此，(A+ I)n = O，A−1 = −
n∑

k=1

Ck
nAk−1．

(2) σ 在 S∗ 下坐标 = (σ(α0), σ(α1), · · · , σ(αn)) = (0!, 1!, · · · , n!)．

(3) A∗(σ) : f(x) e−x 7→ σ(A(f(x) e−x)) = −f(0)．

7. 记 U = ImA，W = KerA．

(⇒) (i) α ∈ U 使得 Aα = 0 ⇒ α ∈ U ∩W = {0}．故 A|U 是单射．
(ii) ∀α ∈ ImU，存在 u ∈ U, w ∈ W 使得 α = A(u+ w) = Au．故 A|U 是满射．

(⇐) (i) ∀α ∈ V，存在 u ∈ U 使得 Aα = Au ⇒ α− u ∈ W．故 V = U +W．

(ii) ∀α ∈ U ∩W，由 A|U 可逆，Aα = 0 ⇒ α = 0．即 U ∩W = {0}．


