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一 概率空间与独立性

§1.1 事件与概率

样本点-具体结果 样本空间 Ω-样本点的全体 事件 A-样本空间的子集

例 1.1 掷硬币 Ω = {H,T}, A = {H}
电子自旋 Ω = {↑, ↓}, A = {↑}
掷骰子 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 4, 6}

* 上方的例子中，样本点均只有有限多个。

例 1.2 道琼斯指数 样本点-连续曲线 x(t), t ∈ [0, T ] 样本空间 Ω = {x(t) ∈ C[0, T ]}

事件运算 ←→ 集合运算
事件 A 发生 ←→ 试验结果 ω ∈ A
A = ∅ 不可能事件 A = Ω 必然事件

事件交、并、余 ←→ A ∩B,A ∪B,Ac

事件的交-两事件均发生 事件的并-两事件至少发生一个 事件的余-事件未发生
* 可记 A ∩B 为 AB

A 与 Ac 称对立事件。

A 发生则 B 亦发生 ←→ A ⊂ B
A ∩B = ∅ 时称 A,B 不相容。

* 由此亦可定义 A1, . . . , An, . . . 互不相容

问题：是否要将 Ω 的所有子集定义为随机事件？

* 良好定义的随机事件为 Ω 的一个子集族，且至少要求对交、并、余三种运算封闭。

例 1.3 掷硬币第一次正面向上的时刻 Ω = {1, 2, . . . } 此时样本空间为无限集合，有限交并性质不足！

定义 1.1 F 为 Ω 某些子集构成的子集族，称其为事件域 (σ 域)，若：
1. Ω ∈ F
2. A ∈ F =⇒ Ac ∈ F

3. An ∈ F , n ∈ N∗ =⇒
∞⋃

n=1

An ∈ F

并称 (Ω,F) 为一个可测空间。

例 1.4 最大 σ 域，Ω 的幂集

最小 F = {Ω,∅}
中间域，如 A ̸= ∅,Ω 时 F = {Ω,∅, A,Ac}

定义概率：直观想法-频率稳定性 (重复试验后计数发生次数)
重复 N 次，A 发生 NA 次，经验表明 lim

N→∞

NA

N
= c，记 c 为 P (A)。明显性质：P (∅) = 0, P (Ω) = 1。

若 A ∩B = ∅，NA∪B = NA +NB =⇒ P (A ∪B) = P (A) + P (B)

定义 1.2 P : F → R 为 (Ω,F) 上的概率测度，若：
1. 非负性 P (A) ≥ 0

2. 规范性 P (Ω) = 1

3. 可列可加性 若 {An} 互不相容，则 P

(⋃
n

An

)
=
∑
n

P (An)

并称 (Ω,F , P ) 为一个概率空间。
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例 1.5 掷硬币 Ω = {H,T},F = 2Ω, P ({H}) = p, P ({T}) = q, p+ q = 1

例 1.6 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6},F = 2Ω 假定公平，则 P (A) =
|A|
6

样本点有限，且每个样本点等概率发生，则称古典概型。

定理 1.1 概率测度基本性质
1. P (Ac) = 1− P (A)
2. A ⊂ B 时 P (B) = P (B\A) + P (A) ≥ P (A)
3. P (A ∪B) = P (B) + P (A)− P (AB)

4. Jordan 公式 P

( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

∑
i1<···<ik

(−1)k−1P (Ai1 . . . Aik)

定理 1.2 概率测度连续性

1. 单调增事件列 A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·，记 A =
∞⋃
i=1

Ai = lim
n→∞

An，则 P (A) = lim
n→∞

P (An)。

2. 单调减事件列 B1 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ · · ·，记 B =
∞⋂
i=1

Bi = lim
n→∞

Bn，则 P (B) = lim
n→∞

P (Bn)。

证明：A = A1 ∪ (A2\A1) ∪ · · · ∪ (An\An−1) ∪ · · ·。此处的并均为无交并，因此可由定义与引理计算即得
结果。对于 B，取余即可化为 A 的情况。

§1.2 条件概率与独立性

直观想法-重复试验，B 发生 NB 次，B 发生条件下 A发生次数 NAB，次数足够多时条件概率可看作
NAB

NB

。

定义 1.3 条件概率
设 P (B) > 0，B 发生条件下 A 的条件概率 P (A|B) =

P (AB)

P (B)
变形有乘法公式 P (AB) = P (B)P (A|B)

*B1, . . . , Bn 为 Ω 的互不相容子集，且
⋃
i

Bi = Ω，则称其为 Ω 的一个划分。

定理 1.3 全概率公式
B1, . . . , Bn 为 Ω 的一个划分，P (Bi) > 0，则 A = A ∩ Ω =

⋃
i

(Bi ∩A)⇒ P (A) =
⋃
i

P (Bi)P (A|Bi)。

例 1.7 坛子里有 3 白 2 红共 5 个球，每次无放回摸出一个球，A ={第二次摸到白球}，按第一次抽到白
或红划分可知 P (A) =

3

5
· 1
2
+

2

5
· 3
4
=

3

5
(注意到，在每个轮次抽出白球的概率一致)。

定理 1.4 贝叶斯公式
A1, . . . , An 为 Ω 的一个划分，P (Ai) > 0，则 P (B) > 0 时 P (Ai|B) =

P (Ai)P (B|Ai)∑
j P (Aj)P (B|Aj)

例 1.8 发出 s 时，收到 s 概率为 0.8，收到 t 概率为 0.2；发出 t 时，收到 s 概率为 0.1，收到 t 概率为
0.9。且发出 s 概率为 0.6，发出 t 概率为 0.4。

收到 s 的情况下，发出 s 的概率为： 0.6 · 0.8
0.6 · 0.8 + 0.4 · 0.1

= 0.923

掷硬币，B 代表第一次正面，A 代表第二次正面，则 P (A|B) = P (A)，即 P (AB) = P (A)P (B)，由此引

出定义：
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定义 1.4 独立性
称 A,B 独立，若 P (AB) = P (A)P (B)

更一般，称 A1, . . . , An 相互独立是指 ∀2 ≤ k ≤ n, i1 < · · · < ik, P (
k∏

j=1

Aik) =
k∏

j=1

P (Aik)；

两两独立是指只需 k = 2 时满足。

两两独立与相互独立不同，举例如下：

例 1.9 古典概型中，Ω = {1, 2, 3, 4}, A = {1, 3}, B = {1, 2}, C = {1, 4}。
计算可知 A,B,C 两两独立，但不相互独立。

定理 1.5 若 A,B 独立，则 A 与 Bc，Ac 与 B，Ac 与 Bc 独立。更一般地，若一些事件相互独立，将其

中部分改为其对立事件后仍然相互独立。

证明：两事件时，由对称，只需证明 A 与 Bc 独立。由 P (ABc) + P (AB) = P (A) 可算出结果。多事件时

类似两事件一个个调整即可。

例 1.10“重复独立试验，小概率事件必发生”

记事件为 A，Ak ={第 k 次试验中 A 发生}，则
n⋃

k=1

Ak 表示 {前 k 次试验中 A 发生}。

P (
n⋃

k=1

Ak) = 1− P (
n⋂

k=1

Ac
k)，由独立性，此式为 1−

n∏
k=1

(1− P (Ak))，由此知结果。

§1.3 概率模型

例 1.11 对称随机游走
赌徒财富 k，庄家 N − k，掷均匀硬币，正面则赌徒赢庄家 1，否则庄家赢赌徒 1，赌至一方输光，问赌
徒输光概率。

记赌徒初始为 k 且输光的事件为 Ak，B 为首局正面，由此 P (Ak) = P (B)P (Ak|B) + P (Bc)P (Ak|Bc) =
P (Ak−1) + P (Ak+1)

2
，且 P (A0) = 1, P (AN ) = 0，由等差数列知 P (Ak) =

N − k
N
。

计数问题

例 1.12 坛子里有 4 白 6 红共 10 个球，随机取 4 个，求 2 白 2 红概率。

样本点数目 C4
10，事件发生的样本点数目 C2

4C2
6，结果为

3

7
。

* 古典概型重要应用：排列组合计算样本点数目
经典问题：n 个对象中选 m 个，问选法种数 (是否可重复？是否考虑顺序？)。
有序不重复：Am

n 无序不重复：Cm
n 有序可重复：n

m

无序可重复：插板法，看作 m 个小球 n 个盒子 (n− 1 个挡板)，知结果为 Cm
n−1+m

例 1.13 将 n 个小球投入到 N ≥ n 个盒子中，投法等可能，求前 n 个盒子中各一个球的概率 (球是否可
分辨？盒子是否有容量限制？)。

(1) 球可区分，盒子无限制 (麦克斯韦-玻尔兹曼统计)：样本点个数 Nn，合要求个数 n!，概率
n!

Nn

(2) 球不可区分，盒子无限制 (玻色-爱因斯坦统计)：化为无序可重复，样本点个数 Cn
n+N−1，合要求个数

1，概率 1

Cn
n+N−1

(3) 球不可区分，盒子容量一 (费米-狄拉克统计)：样本点个数 Cn
N，合要求个数 1，概率为 1

Cn
N
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例 1.14 Polya 模型
坛子里有一些球，b 黑 r 红，先摸出一个记下颜色后放回，并且再放入 c 个同色球。记 Bn 表示第 n 次抽

到黑球，求概率。

观察可发现，n 次抽取抽中 k 次黑球，任意给定次序概率相同，为 Dk(b) =

∏k−1
i=0 (b+ ic)

∏n−k−1
i=0 (r + ic)∏n−1

i=0 b+ r + ic
，

有 Bn+1 =
n∑

k=0

Ck
nDk(b)

b+ kc

b+ r + nc
=

b

b+ r

n∑
k=0

Ck
nDk(b + r)，而由概率含义

n∑
k=0

Ck
nDk(b + r) 构成整个样

本空间，因此为 1，因此 Bn+1 =
b

b+ r
。

*c = −1 即为无放回，c = 0 即为有放回。

二 随机变量与分布函数

§2.1 随机变量

F1,F2 为 Ω 上的 σ 域，可验证其交亦为 σ 域。更一般地，给定某指标集 I，Fi, i ∈ I 的交集亦为 σ 域。

R 上 Borel 域定义为包含所有 (a, b], a, b ∈ R 的最小 σ 域 (最小定义：所有包含的取交)，记为 B(R)。

{b} =
⋂
n

(
b− 1

n
, b

]
∈ B(R)，类似知 (a, b), [a, b], [a, b) ∈ B(R)。

B(Rn) 为包含所有左开右闭区间笛卡尔积形成的矩形的最小 σ 域，Borel 域中的集合称 Borel 集。

定义 2.1 随机变量、概率分布函数
(Ω,F , P ) 中，称 X : Ω→ R 为一个随机变量，若 ∀x ∈ R，有 {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F。
此时记后方集合为 {X ≤ x}，称 F (x) = P ({X ≤ x}) 为随机变量 X 的 (概率) 分布函数。

例 2.1 掷均匀硬币
Ω = {H,T}, X : Ω→ R, X(H) = 1, X(T ) = −1

P ({X ≤ x}) =


1 x ≥ 1

0.5 −1 ≤ x < 1

0 x < −1

定理 2.1 分布函数 F (x) 性质

1. 单调增
2. 负无穷极限 0，正无穷极限 1
3. 右连续 lim

σ→0+
F (x+ σ) = F (x)

证明：

1. 利用包含关系说明。
2. 取一列数趋向正/负无穷，利用概率的极限等于极限的概率知结论。
3. 类似 2，取子列说明。
注：

(1) 若某函数这三条性质，一定为某随机变量的概率分布函数，因此，一般将满足三条性质的函数称为分
布函数。

(2) 另一种定义分布函数的方式：G(x) = P ({X < x})，此时其具有左连续性，一二两条不变。
(3) 分布函数丢失了关于样本空间的信息，与样本空间无关。

例 2.2 若 X = c 概率为 1，称 X 几乎处处常值，则 F (x) =

1 x ≥ c

0 x < c
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例 2.3 Bernoulli 两点分布

若 P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, p+ q = 1，则 F (x) =


1 x ≥ 1

q 0 ≤ x < 1

0 x < 0

特别地，A ∈ F，示性函数 IA(ω) =

1 ω ∈ A

0 ω /∈ A
亦为随机变量，满足 Bernoulli 两点分布，且有 P (IA =

1) = P (A)。

定理 2.2 随机变量性质
1. P (X > x) = 1− F (x)
2. P (x < X ≤ y) = F (y)− F (x)
3. P (X = x) = F (x)− F (x−)

定理 2.3 设 X 为 (Ω,F , P ) 上随机变量，则任意 Borel 集的原象为事件域中元素。

证明：记 A = {A ⊂ R : X−1(A) ∈ F}，由于 X−1(Ac) = X−1(A)c, X−1

(⋃
n

An

)
=
⋃
n

X−1(An) 分别验

证三条性质可知 A 为 R 上 σ 域，。因此，(a, b] = (−∞, b]− (−∞, a] ∈ A，进一步可知 B(R) ⊂ A，即可

得证。

* 随机变量相加后仍为随机变量

证明：令 rn 为一切有理数的一个排列，证出 {X + Y ≤ x} =
∞⋂

n=1

({X ≤ rn} ∪ {Y ≤ x− rn}) 即可说明结

论。

右包含左易证，故只需证明 ω 不属于左侧时亦不属于右侧。若其不属于左侧，取 m使 X(ω) > rm > Y (ω)

即发现其不属于右侧。

§2.2 随机向量

定义 2.2 离散型随机变量
随机变量 X 取值至多可列个 x1, x2, . . .，则称 X 为离散型随机变量。

记 pk = P (X = xk)，则 {pk} 为 X 的分布列，此时分布函数 F (x) =
∑

k:xk≤x

pk 在 xk 处跳跃，又称原子分

布。

定义 2.3 连续型随机变量
若随机变量 X 的分布函数 F (x) =

∫ x

−∞
f(u)du，其中 f 非负可积，则称 X 为连续型随机变量，称 f 为

X 的密度函数。

注：

(1) 密度函数含义：当 x = x0 为 f 连续点时，∆x→ 0，则 P (x0 < X ≤ x0 +∆x) = f(x0)∆x。

(2) 密度函数改变有限多个值仍为密度函数。
(3) P (X = a) ≤

∫ a

a−1/n

f(u)du→ 0，因此 X 在任意有限多个点取值概率为 0。

(4) 若 F 连续且除去有限多个点外 F ′(x) 存在且连续，则 X 为连续型随机变量，且 F ′ 可作为一个密度函

数。

(5) X 为连续型随机变量，则 F 绝对连续。

例 2.4 钟表指针
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Ω = [0, 2π),F = B(R) ∩ Ω, P (A) =
|A|
2π
，|A| 指勒贝格测度。

令 X(ω) = ω, Y (ω) = ω2，则

FX(x) =


x < 0 0
x

2π
x ∈ (0, 2π]

x ≥ 2π 1

, FY (x) =


x < 0 0√
y

2π
x ∈ (0, 4π2]

x ≥ 4π2 1

，求导知 fX , fY。

分布函数 F 性质：

(1) 单调 → 不连续点至多可数
(2) 勒贝格分解 F = c1Fd + c2Fc + c3Fs 其中 ci ≥ 0,

∑
i

ci = 1，Fd 为离散型随机变量的分布函数，Fc 为

连续型随机变量的分布函数，Fs 为奇异的。

定义 2.4 随机向量
X1, . . . , Xn 为 (Ω,F , P ) 上的随机变量，称 X⃗ = (X1, . . . , Xn) 为 n 维随机向量，F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤
x1, . . . , Xn ≤ xn) 为 X⃗ 的联合分布函数。

离散型：X⃗ 取值至多可列多个，联合分布列f(x1, . . . , xn) = P (X1 = x1, . . . , Xn = xn)。

连续型：F (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un)du1 . . . dun，f 非负可积，称 f 为 X 的联合密度函数。

定理 2.4 考虑二维随机向量的联合分布函数 F (x, y)：

1. F (x, y) 关于 x, y 均单调增。

2. F (x, y) 关于 x, y 均右连续。

3. F (x, y) 在 x, y 趋近负无穷时极限均为 0，x, y 均趋近正无穷时极限为 1。
4. x1 ≤ x2, y1 ≤ y2 时 F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) = P (X ∈ (x1, x2], Y ∈ (y1, y2]) ≥ 0

注：

(1) 取极限可发现 4 蕴含 1，反之不然 (举例：F (x) =

1 x+ y ≥ 0

0 x+ y < 0
满足 1,2,3 但不满足 4)。

(2) 若某二元函数满足 2,3,4 三条性质，一定为某随机向量的联合分布函数。
FX(x) = P (X ≤ x) = lim

y→+∞
F (x, y) 称为边际分布。

连续型随机变量 FX(x) =

∫ x

−∞

∫ +∞

−∞
f(u, v)dvdu，fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, v)dv 称为边际密度。

例 2.5 三项分布
Ω = {H,T,E}，均匀“三面硬币”，设扔 n 次后三种次数分别为 Hn, Tn, En，有 Hn + En + Tn = n，则

P
(
(Hn, Tn, En) = (h, t, e)

)
=

n!

h!t!e!

1

3n

例 2.6 G ⊂ Rn 为有限区域，则联合密度函数 f(x1, . . . , xn) =
1

|G|
, x⃗ ∈ G

特别地，G = [0, 1]2 时，f(x, y) =

1 (x, y) ∈ G

0 (x, y) /∈ G

三 离散型随机变量

§3.1 分布列与独立性

回顾：离散型随机变量 X 取值至多可列个 x1, x2, . . .，记 pk = P (X = xk)，则 {pk} 为 X 的分布列。
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例 3.1 二项分布
P (x = k) = Ck

np
kqn−k, p+ q = 1 时称 X 符合二项分布，记为 X ∼ B(n, p)。

背景：抛 n 次硬币，X 为正面向上次数，

例 3.2 几何分布
P (X = k) = qk−1p, p+ q = 1 时称 X 符合几何分布，此时 P (X > k) = qk。

背景：抛 n 次硬币，X 为第一次正面向上时抛的次数。

几何分布具有无记忆性：P (X −m = k|X > m) = P (X = k)。反之，若取值为 N∗ 的某随机变量满足无

记忆性，即对任意 m, k 符合上式，则必须服从几何分布。

例 3.3 泊松分布
P (X = k) =

λk

k!
e−λ, λ > 0 时称 X 符合泊松分布，记为 X ∼ P (λ)。

背景：网站访问量、百科新词条

* 放射性粒子数：体积为 V 的小物块分为 n 等份，每一小块 ∆v =
V

n
，假设每一小块在 7.5s 内放出 1 个

α 粒子的概率为 p = µ ·∆v，放出更多概率为 0，且各小块放出与否相互独立。
分析：n 块共放出 k 个概率符合二项分布，令 λ = µV，则

P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k =
n . . . (n− k + 1)

k!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

，固定 k，令 n 趋向无穷，此式极限

即为
λk

k!
e−λ。由此可知，二项分布可以逼近泊松分布。

定义 3.1 独立性
若 ∀x, y ∈ R, P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y)，则称离散型随机变量 X,Y 独立。

更一般，称 X1, . . . , Xn 相互独立，若 ∀xi ∈ R, P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P (X1 = x1) · · ·P (Xn = xn)。

定理 3.1 离散型随机变量 X,Y 独立，当且仅当 P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y) ⇔ F (x, y) =

FX(x)FY (y)。

证明：利用分布列 f(x, y) 与分布函数 F (x, y) 关系，利用求和可证明仅当，利用左极限可证明当。

例 3.4 泊松翻转
抛均匀硬币 1 次，记 X,Y 为正反出现的次数，计算容易发现不独立。

抛 N 枚均匀硬币，N ∼ P (λ)，计算 f(x, y) = P (X = x, Y = y,N = x+ y) =
λx+y

(x+ y)!
e−λ

Cx
x+y

2x+y

=

(
λ

2

)x
e−λ/2

x!

(
λ

2

)y
e−λ/2

y!
，注意到 fX(x) =

∑
y

f(x, y) =

(
λ

2

)x
e−λ/2

x!
，由此知 X,Y 独立。

定理 3.2 离散型随机变量 X,Y 独立，g, h 是 R 上的 Borel 可测函数，则 g(X), h(Y ) 独立。

证明：P (g(X) = a, h(Y ) = b) = P

( ⋃
g(x)=a

{X = x},
⋃

h(y)=a

{Y = y}
)
分解求和。

§3.2 数学期望

定义 3.2 数学期望
离散型随机变量 X 对应分布列 f，

∑
x:f(x)>0

xf(x) 若绝对收敛，则称为 X 的数学期望，记为 E[X]。

*E[x] =
∑
k

xkpk(原则上 xi 互不相同，事实上相同不会影响计算)
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定理 3.3 佚名统计学家公式
g 为 R 上函数，Y = g(X)，X 分布列为 f，则 E[Y ] =

∑
x

g(x)f(x)(假定右侧绝对收敛)。

证明：考虑 Y 分布列即可。

定义 3.3 数字特征
离散型随机变量 X 的 k 阶矩为 mk = E[Xk]，k 阶中心矩 σk = E[(X −m1)

k]。

方差 Var(X) 为二阶中心矩，Var(X) =
∑
x

(x−m1)
2f(x) = E[X2]− 2m1E[X] +m2

1 = E[X2]− E2[X]。

标准差定义为
√

Var(X)

例 3.5 Bernoulli 分布
P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, p+ q = 1⇒ E[X] = p,Var(X) = p− p2 = pq

例 3.6 二项分 X ∼ B(n, p)

E[X] =
n∑

k=0

kCk
np

kqn−k = np
n−1∑
k=0

Ck
n−1p

kqn−1−k = np

E[X(X − 1)] =
n∑

k=0

k(k − 1)Ck
np

kqn−k = n(n− 1)p2

E[X2] = np(np+ q),Var(X) = npq

定理 3.4 数学期望性质
1. 非负性：X ≥ 0⇒ E[X] ≥ 0

2. 归一性：E[1] = 1

3. 线性性：E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]

由此，E 可以看作一个期望算子。

线性性证明：令示性函数 Ax = {X = x}，则 X =
∑
x

xIAx
, E[X] =

∑
x

xP (Ax)，对 Y 用 By 类似处理，

则 aX + bY =
∑
x

xIAx
+
∑
y

yIBy
=

∑
Ax+By

IAx
IBy
。

* 观点：扩展至量子物理、非线性期望

定理 3.5 X,Y 独立且期望存在，E[XY ] = E[X]E[Y ]。

证明：E[X] =
∑
x

xIAx
, E[Y ] =

∑
y

yIBy
⇒ E[X]E[Y ] =

∑
x,y

xyIAxBy
。

定理 3.6 方差性质
1. Var(aX + b) = a2 Var(X)

2. Var(X + Y ) = Var(X) +Var(Y ) + 2(E(XY )− E(X)E(Y ))，X,Y 独立时即可加。

例 3.7 期望不存在的例子
P (X = xk) =

1

2k
，xk = (−1)k 2

k

k
，不绝对收敛，

∑
k

xkpk = − ln 2，而期望不存在。

若 P (X = xk) = 2k−1，可发现期望趋向于无穷。
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§3.3 协方差

例 3.8 考虑一个随机的 n元置换 π，记不动点 π(x) = x的个数为 N，求分布列 P (N = r), r = 0, 1, . . . , n。

记 Ak = {k 为不动点 }，对应的示性函数为 Ik，令 X =

ir+1<···<in∑
i1<···<ir

IiiIi2 . . . Iir(1− Iir+1
) . . . (1− Iin)，其

中 ik 为 1 到 n 的排列，则 X = I{N=r}。

E[X] = Cr
nE[I1 . . . Ir(1− Ir+1) . . . (1− In)] = Cr

n

n−r∑
s=0

(−1)sCs
n−r

(n− r − s)!
n!

=
1

r!

n−r∑
s=0

(−1)s

s!

例 3.9 不计算分布列，求上例中的期望与方差。

N = I1+I2+· · ·+In。则 E[N ] = nE[I1] = n
(n− 1)!

n!
= 1, E[N2] =

n∑
i,j=1

E[IiIj ] = nE[I21 ]+n(n−1)E[I1I2] =

1 + 1 = 2,Var(N) = 1。

例 3.10 Erdos 概率方法：正 17 边形染红 5 个顶点，证明存在 7 个相邻顶点中至少有 3 个红点。
建立模型，17 个点中等概率随机取一个，令 Ik 为 k 为红色的示性函数，再令 X(k) = Ik+1 + · · ·+ Ik+7，

则 E[X] =
35

17
> 2，由此 P (X > 2) > 0，得证。

类似随机变量的情况，对随机向量有结论：f(x, y) 为 (X,Y ) 的联合分布列，g : R2 → R 的 Borel 可测函
数，则 E[g(X,Y )] =

∑
x,y

g(x, y)f(x, y)(假定右侧绝对收敛)。

定义 3.4 协方差与相关系数
协方差 Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X]E[Y ]

相关系数 ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )
，为 0 时称两变量不相关。

* 对 n 维随机向量 X⃗ = (X1, . . . , Xn)，协方差矩阵 Σ = (σij), σij = Cov(Xi, Xj)

性质：协方差矩阵对称且非负定。

非负定性证明：
∑
i,j

titjσij =
∑
i,j

titjE[(Xi − E[Xi])(Xj − E[Xj ])] = E

(∑
i

ti(Xi − E[Xi])

)2
 ≥ 0

定理 3.7 相关系数性质
1. |ρ| ≤ 1

2. X,Y 独立或不相关 ⇔ ρ = 0

3. ρ = ±1⇔ P (Y = aX + b) = 1

定理 3.8 Cauchy 不等式
(E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2]，等号成立当且仅当存在不全为 0 实数 a, b 使得 P (aX = bY ) = 1。

证明：先利用佚名统计学家公式说明 E[X2] = 0 时可推出 P (X = 0) = 1，从而计算得 E[XY ] = 0；若

E[X2] > 0，E[(Y − tX)2] = t2E[X2]− 2tE[XY ] +E[Y 2] ≥ 0，利用判别式得证，取等时再利用 E[X2] = 0

的条件即可。

例 3.11 多项分布
X⃗ = (X1, . . . , Xr), P (X1 = k1, . . . , Xr = kr) =

n!

k1! . . . kr!
pk1
1 . . . pkr

r ，其中
∑
i

pi = 1,
∑
i

ki = n。

计算 Cov(Xi, Xj), ρ(Xi, Xj)。

i ̸= j 时 Xi ∼ B(n, pi), Xi+Xj ∼ B(n, pi+pj)，由此 E[Xi] = npi,Var(Xi) = npi(1−pi),Var(Xi+Xj) =

n(pi + pj)(1− pi − pj)，利用定理 3.6 可知 Cov(X,Y ) =
1

2
(Var(X + Y )− Var(X)− Var(Y )) = −npipj，

相关系数为 −
√

pipj
(1− pi)(1− pj)

。
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§3.4 条件分布与条件期望

定义 3.5 条件分布
(X,Y )为离散型随机向量，给定 X = x，且 P (X = x) > 0，Y 的条件分布列 fY |X(y|x) = P (Y = y|X = x)，

对应条件分布函数 FY |X(y|x) = P (Y ≤ y|X = x)

注：
∑
y

fY |X(y|x) = 1，其亦为一个分布函数。

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
, fX(x) > 0

定义 3.6 条件期望
给定 X = x 下，Y 的条件期望 ψ(x) = E[Y |X = x] =

∑
y

yfY |X(y|x)(假设其绝对收敛)，并称 ψ(X) 为

Y 关于 X 的条件期望，记为 E[Y |X]。

定理 3.9 全期望公式
E[E[Y |X]] = E[Y ] * 另一种形式：E[Y ] =

∑
x

fX(x)E[Y |X = x]

证明：E[ψ(X)] =
∑
x

ψ(x)fX(x) =
∑
x

fX(x)
∑
y

yfY |X(y|x) =
∑
x,y

yf(x, y) =
∑
y

yfY (y)，注意步骤中交

换次序要求绝对收敛。

* 类似可定义关于事件的条件期望 E[X|A] = E[X|IA = 1]。

例 3.12 多项分布的条件期望 i ̸= j, E[Xj |Xi > 0]

利用全期望公式 E[Xj ] = P (Xi = 0)E[Xj |Xi = 0] + P (Xi > 0)E[Xj |Xi > 0]。又由于 P (Xj = k|Xi =

0) =
P (Xj = k,Xi = 0)

P (Xi = 0)
= Ck

n

(
pj

1− p1

)k (
1− pj

1− p1

)n−k

，因此 E[Xj |Xi = 0] =
npj

1− pi
，进而算出

E[Xj |Xi > 0] =
npj(1− (1− pi)n−1)

(1− (1− pi)n)

例 3.13 鸟下 N 枚蛋，N ∼ P (λ)，每颗蛋独立以概率 p 变为小鸟，记 K 为小鸟数，计算 E[K|N ]、E[K]、

E[N |K]。

记 q = 1 − p，由于 fK|N (k|n) = Ck
np

kqn−k，因此 E[K|N = n] = np，即 E[K|N ] = Np，进而 E[K] =

E[E[K|N ]] = pE[N ] = pλ。

而 fN |K(n|k) = P (N = n,K = k)

P (K = k)
=

P (K = k|N = n)P (N = n)∑
m P (K = k|N = m)P (N = m)

=
(λq)n−ke−λq

(n− k)!
，由此 E[N |K =

k] =
∑
n≥k

n
(λq)n−ke−λq

(n− k)!
=
∑
n≥0

(n+ k)
(λq)ne−λq

n!
= λq + k，即 E[N |K] = λq +K。

定理 3.10 记 ψ(X) = E[Y |X]，g 保证所述期望均存在，则 E[ψ(X)g(X)] = E[Y g(X)]。

§3.5 随机游走

S0 = a, Sn = Sn−1 +Xn = S0 +
n∑

i=1

Xi，{Xi} 相互独立且同分布，取值为 ±1，P (Xi = 1) = p, P (Xi =

−1) = q, p+ q = 1。

* 直线上简单随机游走，当 p =
1

2
时称为对称的。

例 3.14 自由随机游走，S0 = a，求 P (Sn = b)，已知 2|a+ b+ n。

设向右游走次数为 r，向左游走次数为 l，则

r + l = n

r − l = b− a
⇒ r =

n+ b− a
2

，因此 P (Sn = b) =

C(n+b−a)/2
n p(n+b−a)/2q(n−b+a)/2
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定理 3.11 简单随机游走性质
1. 空间齐性 P (Sn = j + b|S0 = a+ b) = P (Sn = j|S0 = a)

2. 时间齐性 P (Sn+m = j|Sm = a) = P (Sn = j|S0 = a)

3. 马氏性 P (Sm+n = j|S0 = j0, . . . , Sm = jm) = P (Sm+n = j|Sm = jm)

* 要求等式两边有意义

证明：利用 P (Sn = j|S0 = a) = P (
n∑

i=1

Xi = j − a|S0 = a) 转化即可计算得出结果。

* 轨道计数
平面表示 {(n, Sn) : n = 0, 1, . . . }
记 Nn(a, b) 为 (0, a)→ (n, b) 轨道个数，N◦

n(a, b) 为 (0, a)→ (n, b) 且访问 x 轴至少一次的轨道个数。

定理 3.12 反射原理
若 a, b > 0，则 N◦

n(a, b) = Nn(−a, b)。

证明：寻找第一个交点，利用一一对应。

定理 3.13 Nn(a, b) = C(n+b−a)/2
n

* 关心问题：返回出发点、游走最远距离、首次击中某点

定理 3.14 投票定理
b > 0，则 (0, 0)→ (n, b) 不再过 x 轴的轨道个数为 (1, 1)→ (n, b) 不过 x 轴的轨道个数，即 Nn−1(1, b)−

N◦
n−1(1, b) =

b

n
Nn(0, b)。

例 3.15 A 得票 a，B 得票 b < a，求 A 得票始终大于 B 的概率。
问题可化为 (0, 0) 到 (a+ b, a− b) 轨道中不再过 x 轴轨道数与总数之比，为

a− b
a+ b

。

定理 3.15 不返回出发点
S0 = 0, n ̸= 1，则 P (S1 . . . Sn ̸= 0, Sn = b) =

|b|
n
P (Sn = b)。

由此可推得 P (S1 . . . Sn ̸= 0) =
E[|Sn|]
n

证明：利用投票定理计算即可。

* 记最到达的最右端 Mn = max{Si : 0 ≤ i ≤ n}，S0 = 0⇒Mn ≥ 0

定理 3.16 最右端

P (Mn ≥ r, Sn = b) =


P (Sn = b) b ≥ r(
q

p

)r−b

P (Sn = 2r − b) b < r

证明：考虑第一次到达 r 的点，反射其后的部分，即可与 Sn = 2r − b 的轨道数量一一对应，而反射产生

的概率差别为

(
q

p

)r−b

。

* 推论：p = q 时可以计算出 P (Mn ≥ r) = P (Sn = r) + 2P (Sn ≥ r + 1)。

定理 3.17 首中时定理
S0 = 0，时刻 n 首次击中 b 概率为 fb(n) =

|b|
n
P (Sn = b)。
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证明：不妨设 b > 0，注意条件等价于 Mn−1 = Sn−1 = b− 1, Sn = b 即可算出结果。

定理 3.18 反正弦律
对称随机游走，S0 = 0，记 T2n = max{0 ≤ i ≤ 2n : Si = 0}，则 P (T2n = 2k) = P (S2k = 0)P (S2n−2k = 0)

证明：利用 P (S2k+1 . . . S2n ̸= 0|S2k = 0) = P (S1 . . . S2n−2k ̸= 0|S0 = 0)。此外 P (S1 . . . S2m ̸= 0) =

P (S2 . . . S2m ̸= 0|S1 = 1) = P ( 第 2m 次后首次击中 −1)，由此可计算出结论。
* 此分布称为反正弦律
利用 Stirling 公式可计算 P (Tn ≤ 2xn) ∼ 1

n

∑
k
n<x

1

π

1√
k
n
(1− k

n
)
∼
∫ x

0

1

π
√
u(1− u)

du =
2

π
arcsin

√
x，

T2n

2n

渐近分布
2

π
arcsin

√
x。

Zd 上的随机游走：Sn = Sn−1 +Xn = S0 +
n∑

i=1

Xi，向量 {Xi} 相互独立且同分布，仅有一个不为 0 且取

值为 ±1 的分量。

例 3.16 平面上对称随机游走，求 P (S2n = 0)。

考虑上下左右次数知结果为
n∑

k=0

(2n)!

k!k!(n− k)!(n− k)!
1

42n
= Cn

2n

1

42n

n∑
k=0

(Ck
n)

2 =
1

42n
(Cn

2n)
2。

§3.6 母函数

* 数列的母函数：{ai, i ∈ N}，母函数 Ga(s) =
∞∑
i=0

ais
i，如 Ci

n 对应 (1 + s)n

卷积：cn =
n∑

k=0

akbn−k，记为 c = a ∗ b，验证有 Gc(s) = Ga(s)Gb(s)。

例 3.17 随机游走 S0 = 0，求 S2n = 0, Si ≥ 0 的轨道个数 Cn。

设首次返回原点为 2k 时，则考虑第一步后可知从 0到 2k 的轨道个数为 Ck−1，因此有 Cn =
n−1∑
k=0

Ck−1Cn−k，

于是 G(s)− 1 = sG2(s)，考虑合理解知 G(s) =
1−
√
1− 4s

2s
，展开可得 Cn =

(2n)!

n!(n+ 1)!
(卡特兰数)。

定义 3.7 非负整值随机变量的母函数

GX(s) = E[SX ] =
∞∑
i=1

siP (X = i) =
∞∑
i=1

f(i)si

* 其收敛半径 R ≥ 1，在收敛域内可微

*G(0) = P (X = 0), G(1) = 1, f(i) =
G(i)(0)

i!
* 只要系数非负，G(1) = 1，即可看作概率母函数

1. 二项分布 B(n, p) 母函数 (ps+ q)n

2. 几何分布 P (X = i) = pqi−1 母函数
ps

1− qs

3. 泊松分布 P (λ) 母函数 eλ(s−1)

定理 3.19 母函数与数字特征矩
1. E[X] = G′(1)

2. E[x(x− 1) . . . (x− k + 1)] = G(k)(1)

3. Var(X) = G”(1)−G′(1)(1−G′(1))

此处 G(k)(1) 指 lim
x→1−

G(k)(x)，由阿贝尔定理此定义合理。
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证明：直接求导即可说明。

定理 3.20 随机变量卷积

设非负整值随机变量 X1, . . . , Xn 互相独立，Y =
n∑

k=1

Xk，则 GY =
n∏

k=1

GXk
。

证明：利用卷积归纳即可。

定理 3.21 复合分布

设 Xi 独立同分布，母函数 GX，N 与 Xi 独立，母函数 GN，Y =
N∑

k=1

Xk 母函数为 GN (GX)。

证明：利用全概率公式分解计算。

定义 3.8 联合母函数
X,Y 联合母函数 G(s, t) = E[sxty] =

∑
i,j

sitjP (X = i, Y = j)。

定理 3.22 X,Y 独立等价于 G(s, t) = GX(s)GY (t)

证明：比较系数。

例 3.18 掷三颗均匀骰子，求点数和分布。
设每个骰子点数 Xi，和为 Y，则 GY (s) = G3

X(s) =
s3(1− s6)3

63(1− s)3
，考虑每项系数即为分布。

* 二项分布再生性：独立变量 X1 ∼ B(n1, p), X2 ∼ B(n2, p)，考虑母函数可发现 X1 +X2 ∼ B(n1 +n2, p)。

泊松分布也有再生性：X1, X2 独立泊松分布 P (λ1), P (λ2)，其和分布为 P (λ1 + λ2)。

* 离散随机变量的母函数是否可以定义为 G(s) =
∑
i

sxiP (X = xi)？其他类型随机变量呢？(第五章内容)

四 连续型随机变量

§4.1 独立性

X 连续型随机变量，有密度函数 f，非负且在实轴上积分为 1，分布函数 F (x) =

∫ x

−∞
f(u)du。

*P (X = x) = 0, P (a < X < b) =

∫ b

a

f(u)du

* 均匀分布 X ∼ U [a, b]

f(x) =
1

b− a
, x ∈ [a, b]

* 指数分布 X ∼ Exp(λ)
f(x) = λe−λx, F (x) = 1− e−λx

背景：P (t ≤ X ≤ t+∆t|X > t) = λ∆t 微分方程 (如半衰期等)
也具有无记忆性

* 正态分布 X ∼ N(µ, σ2)

f(x) =
1√
2πσ2

exp
(
− 1

2σ2
(x− µ)2

)
µ 为对称轴且为最大值点

µ± σ 为拐点
背景：随机误差分布

Wigner 半圆律
f(x) =

1

2πσ2

√
4σ2 − x2

背景：随机矩阵、自由概率论 (和正态分布同地位)
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例 4.1 半圆律中 P (X ∈ (0, σ))

积分可得结果为
1

6
+

√
3

4π

例 4.2 X ∼ N(0, 1)，求 Y = X2 密度函数

P (Y ≤ y) = P (−√y < X <
√
y) =

∫ √
y

−√
y

1√
2π
e−x2/2dx，求导得密度函数为 e−y/2

√
2yπ
。

* 正态分布常用 ϕ(x) 表示密度函数，Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(u)du，N(0, 1) 称标准正态分布。

*X ∼ U(0, 1)，计算可得 Y = Φ−1(X) ∼ N(0, 1)

定义 4.1 一般随机变量的独立性

X1, . . . , Xn 满足 P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) =
n∏

k=1

P (Xk ≤ xk)，则称随机变量相互独立。

定理 4.1 等价刻画 X1, . . . , Xn 相互独立等价于 ∀B1, . . . , Bn ∈ B(R), P (∀i,Xi ∈ Bi) =
n∏

k=1

P (Xk ∈ Bk)

(证明须更多测度论知识)

定理 4.2 设 g1, . . . , gn 均 Borel 可测，X1, . . . , Xn 独立，则 g1(X1), . . . , gn(Xn) 独立。

证明：利用 Borel 集原像为 Borel 集可由上一定理说明。

定理 4.3 连续型随机变量的独立
X1, . . . , Xn 密度函数 f1, . . . , fn，独立等价于 f1 . . . fn 为联合密度函数。

证明：利用多重积分性质计算。

* 卷积：X,Y 独立时，称 Z = X + Y 为其卷积，fZ = fX ∗ fY

定理 4.4 (X,Y ) 密度函数为 f(x, y)，则 fX+Y (x) =

∫
R
f(x, z − x)dx =

∫
R
f(z − y, y)dy

证明：利用二重积分变量代换公式计算。

*X,Y 独立时，f(x, y) = fX(x)fY (y)，由此 X + Y 密度函数成为两函数卷积

例 4.3 X,Y 独立标准正态分布，求 X + Y 分布函数。

利用定理计算积分得 X + Y ∼ N(0, 2)。

§4.2 期望

定义 4.2 连续型随机变量的期望
当

∫
R
xf(x)dx 绝对收敛，定义其为 X 的数学期望 E[X]。

定理 4.5 X 有密度函数 f，期望存在，则 E[X] =

∫ ∞

0

(1− FX(x))dx−
∫ 0

−∞
FX(x)dx。

证明：利用分部积分公式计算。

定理 4.6 复合的期望
g 为 Borel 可测函数，X 与 g(X) 均为连续型随机变量，则 E[g(X)] =

∫
R
g(x)fX(x)dx

证明：利用上一定理由 F 推导计算。
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定理 4.7 连续型随机向量情形
g 是二元 Borel可测函数，X,Y 联合分布 f(x, y)，g(X,Y )为连续型随机向量且期望存在，则 E[g(X,Y )] =∫
R2

g(x, y)f(x, y)dxdy。特别地，当 g = ax+ by 时代入可发现 E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]。

* 可用于计算协方差
矩 mk = E[Xk]，方差 Var(X) = E[X2]− E2[X]

协方差 Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ]，相关系数 ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )

定理 4.8 柯西不等式
(X,Y ) 连续型随机向量，且 E[X2], E[Y 2] 存在，则 (E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2]

证明：与离散情形相同构造。

* 由此知 |ρ| ≤ 1，当 P (Y = aX) = 1 时可取等。

例 4.4 正态分布
积分计算期望：

∫
R
x

1√
2πσ2

exp
(
− 1

2σ2
(x− µ)2

)
dx =

∫
R
(x− µ) 1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
(x− µ)2

)
dx+ µ

=

∫
R
x

1√
2πσ2

exp
(
− 1

2σ2
x2
)
dx+ µ = µ。

同样直接代入计算可知方差为 σ2。

例 4.5 柯西分布
f(x) =

1

π(1 + x2)
，积分可知期望不存在。

例 4.6 二元正态分布
f(x, y) =

1√
2π(1− ρ2)

exp
(
−x

2 − 2ρxy + y2

2(1− ρ2)

)
, ρ ∈ (−1, 1)

计算可知 fX(x) =
1√
2π

e−x2/2，因此 X ∼ N(0, 1)，由对称性知 Y 亦如此，E[X] = E[Y ] = 0。

Cov(X,Y ) = E[XY ] =

∫
R2

xyf(x, y)dxdy 将 xy 写为 x(y − ρx) + ρx2，可发现左侧项积分为 0，考虑右

侧按先 y 后 x 积分得 ρ。

此时 ρ 即为相关系数，ρ = 0⇔ X,Y 独立。

条件期望：直观上考虑 P (Y ≤ y|x < X ≤ x+∆x),∆x→ 0，可得

∫ y

−∞ f(x, u)du
fX(x)

定义 4.3 设 (X,Y ) 联合密度函数 f(x, y)，X 分布为 fX(x)

条件密度 fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
关于 y 构成密度函数。

FY |X(y|x) =
∫ y

−∞ f(x, u)

fX(x)
du

条件期望 E[Y |X = x] =

∫
R
yfY |X(y|x)dy，由此有随机变量 E[Y |X]。

定理 4.9 期望形式的全概率公式
E[E[Y |X]] = E[Y ]

例 4.7 二元正态分布的条件期望
关于 y 的分布为 N(ρx, 1− ρ2)，由此 E[Y |X] = ρX。



四 连续型随机变量 18

§4.3 多元正态分布

一般分析结论：随机向量 (X1, X2) 密度函数 f(x1, x2)，映射 T : (X1, X2)→ (Y1, Y2)，T 为将 D ⊂ R2 映

射到 R ⊂ R2 的一一映射，T : (x1, x2)→ (y1(x1, x2), y2(x1, x2))，设其逆映射 (x1(y1, y2), x2(y1, y2)) 有连

续偏导数。则 fY1,Y2
(y1, y2) = f(x1, x2)|J |IT (D)，其中 J 是 (x1, x2) 的 Jacobi 行列式。

* 证明：利用变量替换，考虑 (Y1, Y2) 取在 Borel 集 (−∞, y1]× (−∞, y2] 中的概率。
(若在 P (x1, x2 ∈ D0) = 1, D0 ⊂ D 上一一映射，结论仍成立)

例 4.8 X,Y 独立 ∼ N(0, 1)，X = R cosΘ, Y = R sinΘ，R ≥ 0,Θ ∈ [0, 2π]，求 R,Θ 分布。

fX,Y (x, y) =
1

2π
e−x2/2−y2/2，由此 fR,Θ(r, θ) =

1

2π
re−r2/2, r ≥ 0, θ ∈ (0, 2π]，有 fΘ(θ) =

1

2π
, fR(r) =

re−r2/2。

*U1, U2 独立 ∼ U(0, 1)，则 X =
√
−2 lnU1 cos(2πU2), Y =

√
−2 lnU1 sin(2πU2) 为独立标准正态分布。

一元正态分布 N(µ, σ2)，密度函数 f(x) =
1√
2πσ2

exp
(
− 1

2σ2
(x− µ)2

)
二元正态分布 f(x, y) =

1√
2π(1− ρ2)

exp
(
−x

2 − 2ρxy + y2

2(1− ρ2)

)
一般情况：Cne−Q(x1,...,xn) 二次型 Q =

∑
i,j

xixjAij , A
T = A，需加条件

定义 4.4 多元正态分布
X⃗ = (X1, . . . , Xn) 密度函数 f(x⃗) =

1√
(2π)n|Σ|

exp(−1

2
(x⃗ − µ⃗)Σ−1(x⃗ − µ⃗)T )，Σ = (σij) 正定，则记

X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)

*n = 2 时可简化表达

定理 4.10 参数性质
设 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，则

1. E[X⃗] = µ⃗

2. E[(X⃗ − µ⃗)T (X⃗ − µ⃗)] = Σ，即 σij = Cov(Xi, Xj)

证明：设 Σ = BTΛB 为正交相似对角化，分析计算。

定理 4.11 线性变换下不变性
X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，D 为 n 阶可逆方阵，则 X⃗D ∼ N(µ⃗D,DTΣD)。

证明：对分量分别计算可知结论。

定理 4.12 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，Σ = diag(Σ1,Σ2)，两分块均为方阵，将向量与期望对应拆分为 X⃗1, X⃗2 与 µ⃗1, µ⃗2，

则 X⃗1 ∼ N(µ⃗1,Σ1), X⃗1 ∼ N(µ⃗1,Σ2)。

证明：分离变量得结果。

定理 4.13 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
，将随机向量与期望对应拆分为 X⃗1, X⃗2 与 µ⃗1, µ⃗2，则 X⃗1 ∼

N(µ⃗1,Σ11), X⃗1 ∼ N(µ⃗1,Σ22)。

证明：对角化后利用分部积分计算。

定理 4.14 更广泛的线性变换下不变性
X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，D 为 n×m 阶列满秩方阵，则 X⃗D ∼ N(µ⃗D,DTΣD)。

证明：与之前类似，拆分计算。
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定理 4.15 独立性
Σ = diag(Σ1,Σ2)，各分量相互独立当且仅当协方差矩阵对角。

证明：分离变量得结果。

* 定义均值 X̄ =
X1 + · · ·+Xn

n
，方差 S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

定义 4.5 卡方分布
当密度函数 f(x) =

1

2d/2Γ(d/2)
xd/2−1e−x/2, x > 0，称 X 服从 d 个自由度卡方分布，记为 X ∼ χ2(d)。

定理 4.16 卡方分布性质

Y1, . . . , Yd 独立同分布 N(0, 1)，则
d∑

i=1

Y 2
i ∼ χ2(d)。

证明：利用极坐标换元计算。

定理 4.17 均值、方差性质
设 Xi 独立同分布 N(µ, σ2)，则：

1. X̄ ∼ N(µ, σ2/n)

2. (n− 1)/σ2S2 ∼ χ2(n− 1)

3. X̄, S2 独立

复平面二维随机向量：Z = X + Y i
E[Z] = E[X] + iE[Y ]

复高斯分布：NC(µ, σ
2), µ ∈ C, σ > 0，联合密度 f(z) =

1

πσ2
exp

(
− 1

σ2
|z − µ|2

)
。

结论：Z ∼ NC(0, 1)⇒ E[ZkZ l] =

k! k = l

0 k ̸= l

五 中心极限定理

§5.1 一般随机变量的期望

1. 记号准备
对随机变量 X 与分布函数 F，离散型/连续型具有分布列/分布函数 f，从而对 xf(x) 求和/积分可得期
望。而由于 dF 分别为 F (x)− F (x−)/f(x)dx，期望可统一写为 E[X] =

∫
R
xdF，佚名统计学家公式也可

写为 E[g(X)] =

∫
R
g(x)dF。

2. 抽象积分
对一般 (Ω,F , P )，随机变量 X 与分布函数 F，如何定义 E[X]？

STEP 1 对简单 (取有限个值) 随机变量

可记为 X =
n∑

i=1

xiIAi
，A1, . . . , An 为 Ω 的划分，则 E[X] =

n∑
i=1

xiP (Ai)。

STEP 2 对非负随机变量

存在单调增的简单随机变量列，收敛到此随机变量：记 Xn = nIAn
+

n2n∑
j=1

j − 1

2n
IAnj
，其中 Anj = {

j − 1

2n
≤

X <
j

2n
}, An = {X ≥ n}。
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再说明若简单随机变量序列 Xn, Yn 均单调增收敛至 X，则期望的极限相同 (此处相同包含正无穷，由此
可由期望的极限定义 X 的期望)。
STEP 3 对一般随机变量
将一般随机变量 X 写为 X+ −X−, X+ = max{X, 0}, X− = −max{−X, 0}，当 E[X+], E[X−] 至少一个

有限时，可定义 E[X] = E[X+]− E[X−]。特别地，若两者都有限，则称 X 的数学期望存在。

* 统一记号为 E[X] =

∫
Ω

XdP 或
∫
Ω

X(ω)P (dω)

3 期望性质
非负性：X ≥ 0⇒ E[X] ≥ 0 (由定义过程知成立)
规范性：c ∈ R⇒ E[c] = c

线性性：E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]

“连续性”：Xn 趋向 X(或偏移的概率为 0)，只要满足以下条件之一即有期望亦有极限：

1. 单调收敛：Xn 单调

2. 控制收敛：|Xn| ≤ Y,E[Y ] <∞

3. 有界收敛：|Xn| ≤ c, c ∈ R

4 Lebesgue-Stieltjes 积分
对随机变量 X 与分布函数 F，引入 (R, R(R)) 上概率测度 µF ((a, b]) = F (b)− F (a)，则 (R, R(R), µF ) 构

成概率空间。对 Borel 可测函数 g，有抽象积分

∫
gdF，称为 Lebesgue-Stieltjes 积分。

有结论：E[g(X)] =

∫
gdF。

证明：回到三步的定义方式逐步证明。

* 此结论对多元也成立
*Fatou 引理：Xi 非负随机变量，则 E[lim inf

n→∞
Xn] ≤ lim inf

n→∞
E[Xn]

5 独立随机变量乘积期望与期望乘积相同

定理 5.1 X,Y 为独立随机变量，且期望与乘积的均存在，则 E[XY ] = E[X]E[Y ]

证明：

对简单随机变量：直接拆分计算即可。

对非负随机变量：注意到可取出两列递增的独立简单随机变量趋向 Xn 与 Yn，由此得证。

对一般随机变量：利用线性性拆分计算即可。

§5.2 特征函数

* 非负整值母函数定义：GX(s) =
∞∑
k=0

P (X = k)sk = E[sX ]

当 s = et，有矩母函数 MX(t) = E[etX ]

* “好”的情形：存在 0 的邻域使矩母函数存在
* 不好的例子：f(x) = 1

π(1 + x2)

定义 5.1 X,Y 为 (Ω,F , P ) 上随机变量，称 Z = X + Y i 为复随机变量。
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(1) 实质为二维随机向量
(2) Z1, Z2 独立，指 (X1, Y1) 与 (X2, Y2) 独立，即 P (X1 ≤ x1, Y1 ≤ y1, X2 ≤ x2, Y2 ≤ y2) = P (X1 ≤
x1, Y1 ≤ y1)P (X2 ≤ x2, Y2 ≤ y2)。
(3) E[Z] = E[X] + iE[Y ]

(4) Zi 相互独立时，E[Z1 . . . Zn] = E[Z1] . . . E[Zn]。

定义 5.2 特征函数
ϕ(t) = E[eitX ]，有时用 ϕX(t) 表示。

(1) ϕ(t) = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)]

(2) 由于 |eitx| = 1，ϕ(t) 总存在。

(3) ϕ(t) =
∫
R
eitxdF (x)，有分布函数时可写为

∫
R
eitxf(x)dx。

定理 5.2 基本性质
1. ϕ(0) = 1, |ϕ(t)| ≤ 1, ϕ(t) = ϕ(−t)
2. ϕ 在 R 上一致连续。

3. 非负定性：ti ∈ R, zi ∈ C，有
n∑

j,k=1

ϕ(tj − tk)zjzk ≥ 0。

证明：

2. |ϕ(t+ h)− ϕ(t)| ≤
∫
R
|eitx(eihx − 1)|dF ≤

∫
R
|eihx − 1|dF，有界收敛定理可知一致趋于 0。

3. 原式 = E
[∣∣∑

j

zjeitjx
∣∣2] ≥ 0。

* 满足定理 5.2 三条性质的函数必为某随机变量的特征函数

定理 5.3 E[|X|k] <∞，则 ∀j < k, ϕ(j)(0) = ijE[Xj ]，进而 ϕ(t) =
k∑

j=0

(it)j
j!

E[Xj ] + o(tk)。

证明：由题 6.5.4 知 E[|X|j ] <∞，由此积分与求导可交换，再由求导结果可知成立。

定理 5.4 两变量特征函数关系
1. Y = aX + b 时 ϕY (t) = eibtϕX(at)。

2. X,Y 独立时 ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t)。

证明：直接计算即可。

定义 5.3 多元特征函数
X⃗ = (X1, . . . , Xn) 的特征函数为 ϕX⃗ (⃗t) = E[ei

∑
j tjXj ]。

定理 5.5 独立性
X,Y 独立当且仅当 ϕX,Y (s, t) = ϕX(s)ϕY (t)。

证明：左推右可直接计算，右推左需要反转公式 (见下节)。

例 5.1 Bernoulli 分布
ϕ(t) = peit + q

由此亦可知二项分布母函数为 (peit + q)n

* 对非负整值随机变量，母函数 G，则 G(eit) 即为特征函数。
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例 5.2 指数分布
f(x) = λe−λx, x > 0

ϕ(t) =
λ

λ− it

证明：可分别计算实部虚部积分，亦可通过复分析直接计算。

例 5.3 标准正态分布 N(0, 1)

ϕ(t) =
1√
2π

∫
R
eitx−x2/2dx = e−t2/2

证明：“物理方法”假设 it 为实数，再解析延拓；“数学方法”计算导数说明。
*N(µ, σ2) 的分布函数为 eiµt−σ2t2/2

例 5.4 多元正态分布 N(µ⃗,Σ)

ϕ(⃗t ) = exp
(
iµ⃗t⃗ T − t⃗ Σt⃗ T

2

)
证明：设 Y = X⃗ · t⃗ T，将其化为一元正态分布的情况。

例 5.5 均匀分布 U(−1, 1)
ϕ(t) =

sin t
t

§5.3 反转与连续性定理

定理 5.6 反转公式
−∞ < a < b <∞, F (b) + F (b−)

2
− F (a) + F (a−)

2
= lim

T→∞

∫ T

−T

e−iat − e−ibt

2πit ϕ(t)dt

理解：类似傅里叶反变换

证明：记极限中的积分为 IT，IT =

∫ T

−T

e−iat − e−ibt

2πit

∫
R
eitxdFdt，由 Fubini 定理积分符号可交换，由

积分区域对称可转化为

∫
R
gT (x)dF, gT (x) =

1

π

∫ T

0

(
sin t(x− a)

t
− sin t(x− b)

t

)
dt。由于

∫ +∞

0

sin tx
πt

=
1/2 x > 0

0 x = 0

−1/2 x < 0

，gT (x) 有界，由控制收敛定理其极限为


1 x ∈ (a, b)

1/2 x = a, b

0 其他

，因此结果为 P (X ∈ (a, b)) +

P (X = a) + P (X = b)

2
，即为左侧。

* 推论：特征函数相同即可知同分布
证明：记 CF 为 F 连续点，R\CF 至多可数。让 a, b ∈ CF , a→ −∞，可唯一确定 F (b)，由此连续点已唯

一确定。再用连续点从右侧逼近可唯一确定不连续点处。

定理 5.7 假设随机向量对任何长方体，落入其表面概率为 0，则有：

P (aj < Xj ≤ bj , j = 1, . . . , n) = lim
Ti→∞

∫ Tn

−Tn

· · ·
∫ T1

−T1

n∏
j=1

e−iajt − e−ibjt

2πitj
ϕ(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

* 由此即可说明特征函数可分离变量时随机变量独立

例 5.6 求 cos t 对应的分布函数。
可构造出 P (X = 1) = P (X = −1) = 1

2
，由此分布函数即为结果。

* 对随机变量 Xn，分布函数 Fn，特征函数 ϕn，Fn, ϕn 收敛性关系？
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例 5.7 Xn =
1

n
，分布函数的极限为

1 x > 0

0 x ≤ 0
，不满足右连续性。

定义 5.4 分布函数的收敛
F, Fn 为分布函数，称 Fn 弱收敛至 F，若对 F 的任意连续点 x， lim

n→∞
Fn(x) = F (x)，记作 Fn

W−→ F。

定理 5.8 Lévy-Cramér 连续性定理
假设 Fn 为分布函数，对应特征函数 ϕn

1. 若 Fn
W→ F，F 为分布函数，对应特征函数 ϕ，则 ϕn 内闭一致收敛到 ϕ。

2. 若 ϕn 逐点收敛到 ϕ，ϕ 在 t = 0 处连续，则 ϕ(t) 为特征函数，其对应分布函数 F，且 Fn
W−→ F。

例 5.8 X ∼ U(−n, n)，则 ϕn(t) =
sinnt
nt
，特征函数极限为

0 t ̸= 0

1 t = 0
，不满足连续性。

§5.4 极限定理

1. 问题：研究 Tn =
1

Bn

n∑
i=1

(Xi − ai) 的极限性质

*Xk 性质-独立同分布
*ak = E[Xk], Bn = c

√
n

* 研究不同收敛意义下极限

2. 大数定律 (LLN)、中心极限定理 (CLT)

定义 5.5 弱收敛
若 FXn

W−→ FX，则称 Xn 依分布收敛 (弱收敛) 到 X，记为 Xn
D−→ X。

定理 5.9 大数定律

Xi 独立同分布，期望 µ = E[Xi] 存在，令 Sn =
n∑

k=1

Xk，则
Sn

n

D−→ µ，即
Sn

n
− µ D−→ 0。

证明：运用连续性定理，由 ϕ′
X(0) = µi 将 Xi 的分布函数在 0 处展开一次项即可计算得结果。

*Sn

n
− µ 的无穷小阶数可推测为 1√

n
，这是由于 Var(Sn) = nVar(X1)，具体定理为：

定理 5.10 中心极限定理
Xi 独立同分布，期望 µ = E[Xi]，方差 σ2 = Var(Xi), σ > 0 存在，则

Sn − nµ√
nσ2

D−→ N(0, 1)。

证明：通过平移放缩可不妨设 µ = 0, σ = 1，再对
Sn√
n
展开估算。

例 5.9 各次测量值独立同分布，方差为 4，欲以 95% 把握保证测量精度达 ±0.5，求最低测量次数。
Zn =

Sn − nµ
2
√
n

D−→ N(0, 1)，P

(
Sn

n
− µ

)
≤ 0.5 = P

(
|Zn| ≤

√
n

4

)
，将 Zn 视为正态分布，查表得至少需

要 n = 62。

3. Lindeberg 条件 (处理独立但未必同分布)

设 ak = E[Xk], b
2
k = Var(Xk), B

2
n =

n∑
k=1

b2k，Fk 为 Xk 分布函数。

L 条件：∀ε > 0, lim
n→∞

1

B2
n

n∑
k=1

∫
|x−ak|>εBn

(x− ak)2dFk = 0
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定理 5.11 Lindeberg - Feller CLT

Xi 相互独立，满足 L 条件，则
∑n

k=1(Xk − ak)
Bn

D−→ N(0, 1)，且
maxk b2k
B2

n

−→ 0。

特别地，Xi 相互独立，ai = 0，E[|Xi|3] <∞，且
1

B3
n

n∑
k=1

E[|Xk|3] −→ 0，则

∑n
k=1Xk

Bn

D−→ N(0, 1)。

* 由
∫
|x|>εBn

x2dFk ≤
1

εBn

∫
|x|>εBn

|x|3dFk 即可验证特殊情况。

注：

(1) L 条件的概率意义：
n∑

k=1

∫
|x−ak|>εBn

(x− ak)2

B2
n

dFk ≥ ε2
n∑

k=1

P

(
|Xk − ak|

Bn

> ε

)
≥ ε2P

( n⋃
k=1

{
|Xk − ak|

Bn

> ε

})
= ε2P

(
maxk |Xk − ak|

Bn

> ε

)
，由此 L 条件可推出 P

(
maxk |Xk − ak|

Bn

> ε

)
−→ 0。

(2) Xi 相互独立时，L 条件增加 Bn −→∞,
maxk b2k
B2

n

−→ 0(Feller 条件) 即为 CLT 的必要条件。

(3) Lyapunov 条件：∃δ > 0, E[|Xi − ai|2+δ] <∞，且 1

B2+δ
n

n∑
k=1

E[|Xk − ak|2+δ] −→ 0

类似特殊情况的推导知 Lyapunov 条件可推出 L 条件，从而推出 CLT。
(4) 利用 b2k =

∫
R
(x− ak)2dFk 可拆分为两段，放缩知

b2k
B2

n

在极限时一致 ≤ ε2，从而且 maxk b2k
B2

n

−→ 0。

4. 局部极限定理 (LLT)
* 二项分布的正态逼近
取 Xi 独立同分布 B(1, p)，由再生性知 Sn ∼ B(n, p)，由此可进行估计：

定理 5.12 二项分布的局部极限定理
p ∈ (0, 1), q = 1− p, xk =

k − np
√
npq
，对 |xk| ≤ A，n→∞ 时一致地有 Ck

np
kqn−k ∼ 1√

2πnpq
e−x2

k/2。

证明：利用 Stirling 公式估算系数。

定理 5.13 积分形式 LLT

Sn ∼ B(n, p)，则 P

(
a <

Sn − np√
npq

≤ b
)
−→ 1√

2π

∫ b

a

e−x2/2dx

证明：取上一定理中 xk，有：

左 =
∑

k:xk∈(a,b]

Ck
np

kqn−k ∼
∑

k:xk∈(a,b]

e−x2
k/2

√
2πnpq

=
∑

k:xk∈(a,b]

e−x2
k/2

√
2π

(xk+1− xk) −→ 右，最后一步是由于黎曼和

极限为积分。

*n 固定时，xk 与 k 一一对应，形成等距分划

5. 矩方法

γk =

∫
R
xk

1√
2π

e−x2/2dx =

0 2 ∤ k

(k − 1)!! 2 | k
，可看作 1, 2, . . . , k 两两配对的方式数。

定理 5.14 Xi 独立，且期望均为 0，方差均为 1，∀m ≥ 3, Cm = sup
k
E[|Xk|m] <∞(一致有界高阶矩)，则

Sn =
n∑

i=1

Xi 有 E

[(
Sn√
n

)k]
−→ γk，进而

Sn√
n

D−→ N(0, 1)。
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证明：E

[(
Sn√
n

)k]
= n−k/2

∑
i1,...,ik

E[Xi1 . . . Xik ]，其中非零项每个随机变量次数必至少为 2。由于高阶矩

一致有界，若选出的项小于 k/2 个，会在极限中趋于 0，由此只有 k = 2m 时可两两配对 i1, . . . , i2m 得出

项，再由每种配对方式对应极限为 1 可算出结果。

* 由矩的极限推出依分布收敛：

定理 5.15 矩收敛定理
条件：

1. k ∈ N, γk,n =

∫
xkdFn 存在

2. ∀k, lim
n→∞

γk,n = γk

3. γk =

∫
xkdF，且满足 Carleman 条件

∞∑
k=1

(γ2k)
−1/(2k) =∞

则 Fn
W−→ F。

六 几种收敛

§6.1 四种收敛方式

定义 6.1 假设 X,Xn 为 {Ω,F , P} 上的随机变量，则：

1. 几乎处处收敛 (以概率 1 收敛)：

P ({ω ∈ Ω : Xn(ω)−X(ω) −→ 0}) = 1，

记作 Xn
a.s.−→ X。

2. r 阶收敛：

r ∈ N∗, ∀n,E[|Xn|r] <∞，且 E[|Xn −X|r] −→ 0，

记作 Xn
r−→ X。r = 1 时称平均收敛，r = 2 时称均方收敛。

3. 依概率收敛：

∀ε > 0, P (|Xn −X| > ϵ) −→ 0，

记作 Xn
P−→ X。

4. 依分布收敛：

FX 的连续点处 P (Xn ≤ x) −→ P (X ≤ x)，

记作 Xn
D−→ X。

* 依分布收敛与样本空间选择无关，具有特殊性

定理 6.1 四种收敛的关系
Xn

a.s.−→ X ⇒ Xn
P−→ X ⇒ Xn

D−→ X

r > s,Xn
r−→ X ⇒ Xn

s−→ X ⇒ Xn
P−→ X

且反方向均无法推出，由此强弱有严格性。

定理证明拆分为以下：

1. Xn
P−→ X ⇒ Xn

D−→ X

Fn(x) = P (Xn ≤ x,X ≤ x + ε) + P (Xn ≤ x,X > x + ε) ≤ F (x + ε) + P (|X − Xn| > ε)，同理

F (x− ε) ≤ Fn(x) + P (|X −Xn| > ε)，连续点处考虑 Fn(x) 上下极限可知结果。
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例 6.1 Xn
D−→ X ⇏ Xn

P−→ X

P (X = 0) = P (X = 1) =
1

2
, Y = 1−X,Xn = X，则 Xn

D−→ Y，但其他三种收敛均不成立。

2. r > s,Xn
r−→ X ⇒ Xn

s−→ X

利用问题 14.4.28(可由 Hölder 不等式证明) 有 E[|Xn −X|s]1/s ≤ E[|Xn −X|r]1/r，由此得结论。

3. Xn
1−→ X ⇒ Xn

P−→ X

考虑概率测度在 |X| ≥ a部分的积分得 Markov 不等式：a > 0, P (|X| > a) ≤ E[|X|]
a
，由此取 a = ε

知结论。

*Chebyshev 不等式：a > 0, P (|X − E[X]| > a) ≤ Var(X)

a2

例 6.2 Xn
P−→ X ⇏ Xn

r−→ X

Ω = (0, 1]，P 为 Lebesgue 测度，Xn(ω) =


n1/r ω ∈

(
0,

1

n

]
0 ω ∈

(
1

n
, 1

]，X = 0，计算可验证依概率收敛但

不 r 阶收敛。

4. Xn
a.s.−→ X ⇒ Xn

P−→ X

分析得 {ω ∈ Ω : Xn(ω) − X(ω) −→ 0} =
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

{ω ∈ Ω : |Xn(ω) − X(ω)| ≤ 1

k
}，由此

知 Xn
a.s.−→ X ⇔ P

( ∞⋃
k=1

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

{ω ∈ Ω : |Xn(ω) − X(ω)| > 1

k
}
)

= 0，类似分析得其等价于

∀ε > 0, lim
m→∞

P

( ∞⋃
n=m

{ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε}
)

= 0，由此得结论。

例 6.3 Xn
r−→ X ⇏ Xn

a.s.−→ X，由此 Xn
P−→ X ⇏ Xn

a.s.−→ X

Xi 相互独立，Xn ∼ B(1,
1

n
)，可验证任意 r 阶均收敛，但 P

( ∞⋃
n=m

{ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε}
)

= 1，

故不几乎处处收敛。

定理 6.2 反向的成立条件
1. 若 Xn

D−→ c ∈ R，则 Xn
P−→ c。

2. 若 ∃k, P (|Xn| ≤ k) = 1, Xn
P−→ X，则 Xn

r−→ X。

3. 若 ∀ε > 0,
∞∑

n=1

P (|Xn −X| > ε) <∞，则 Xn
a.s.−→ X。

证明：

1. 利用 P (|Xn − c| > ε) = P (Xn > c+ ε) + P (Xn < c− ε)，利用分布函数估计知结果。
2. 先拆分 X 为 |X−Xn|+ |Xn|估计出 X 有同样的界，再将差的期望拆分为 |Xn−X| ≤ ε与 |Xn−X| > ε

的部分可知期望的极限。

3. 利用并的概率小于等于概率的和直接估算。

定理 6.3 弱大数律

Xi 独立同分布，期望 µ = E[Xi] 存在，令 Sn =
n∑

k=1

Xk，则
Sn

n

P−→ µ。

证明：由大数定律与收敛于常随机变量得出。
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定理 6.4 Skorokhodem 表示定理
设 Xn

D−→ X，则存在 (Ω,F , P )，其上的 Yn, Y 满足 Yn 与 Xn，Y 与 X 同分布，Yn
a.s.−→ Y。

定理 6.5 弱收敛性质
Xn

D−→ X ⇔ ∀g ∈ Cb(R)(有界连续函数)，E[g(Xn)] −→ E[g(X)]。

证明：左推右由表示定理将 Xn, X 替换为 Yn, Y 利用控制收敛定理可说明 E[g(Yn)] −→ E[g(Y )]；右推左

利用 P (Xn ≤ x) = E[I(−∞,x](Xn)]，以有界连续函数逼近知结论。

§6.2 重要结论

1. 不等式
* 记 ||X||p = E[|X|p]1/p, p ≥ 1

Hölder 不等式：1

p
+

1

q
= 1, E[|XY |] ≤ ||X||p||Y ||q

Minkowski 不等式：||X + Y ||p ≤ ||X||p + ||Y ||p
Markov 不等式：a > 0, aP (|X| > a) ≤ E[|X|]
Chebyshev 不等式：a > 0, a2P (|X − E[X]| > a) ≤ Var(X)

例 6.4 ∃r > 0, E[|X|r] = 0⇒ P (X = 0) = 1

由 Markov 不等式，∀ε, P (|X| ≥ ε) ≤ E[|X|r]
εr

= 0，由此 P (|X| < ε) = 1⇒ P (|X| ≤ 2ε) = 1，利用右连

续性有结论。

2. 收敛

定理 6.6 记 □ 为 a.s. 或 r 或 P，有：

1. Xn
□−→ X,Xn

□−→ Y ⇒ P (X = Y ) = 1

2. Xn
□−→ X,Yn

□−→ Y ⇒ Xn + Yn
□−→ X + Y

3. 前两条对依分布收敛一般不成立，但 1. 可以改为 X,Y 同分布

证明：利用拆分与不等式放缩可验证成立，对依分布收敛，取 P (X = 1) = P (X = −1) = 1

2
, Yn = Xn =

Y = −X 即为前两条的反例，利用连续点处相等与单调右连续可知同分布。

3. Borel - Cantelli 引理
事件列的上下极限：

An 的上限事件：lim sup
n→∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am (An 中发生无穷多次的样本点)，

An 的下限事件：lim inf
n→∞

An =
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Am (An 中至多有限多次不发生的样本点)

*An 的上限事件记为 {An i.o.}。

定理 6.7 Borel - Cantelli 引理

1.
∞∑

n=1

P (An) <∞⇒ P (An i.o.) = 0

2.
∞∑

n=1

P (An) =∞，Ai 独立 ⇒ P (An i.o.) = 1

证明：利用交、并、独立与概率的连续性放缩。

* 由此可发现，若 Ai 独立，P (An i.o.) 只能为 0 或 1(零一律)。
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例 6.5 Xi ∼ Exp(1) 独立同分布，则 P

(
lim sup
n→∞

Xn

lnn = 1

)
= 1。

令 An =

{
Xn

lnn ≥ 1 + a

}
，则 P (An) =

1

n1+a
且相互独立。

可发现 a ∈ (−1, 0] 时 P (An i.o.) = 1(An 几乎处处发生无穷多次)，a > 0 时 P (An i.o.) = 0(An 几乎处处

只发生有限多次)，由此知结论。

§6.3 强大数律

弱大数律：Xi 独立同分布，期望 µ = E[Xi] 存在，令 Sn =
n∑

k=1

Xk，则
Sn

n

P−→ µ。

定理 6.8 强大数律

Xi 独立同分布，期望 µ = E[Xi] 存在，E[X2
i ] 存在，令 Sn =

n∑
k=1

Xk，则
Sn

n

2−→ µ,
Sn

n

a.s.−→ µ。

证明：对均方收敛，可由独立性直接计算 E

[(
Sn

n
− µ

)2]
=

Var(X1)

n
−→ 0。

对几乎处处收敛，先找几乎处处收敛的子列，再证明对非负的 Xk 成立，最后推至一般。

定理 6.9 柯尔莫哥洛夫强大数律
Xi 独立同分布，则

X1 + · · ·+Xn

n

a.s.−→ µ⇔ E[|X1|] 存在且 E[X1] = µ。

左推右证明：由于可拆分为两部分，不妨设随机变量均非负。

STEP 1 截尾：取 Yn = XnIXn<n，拆分估计可知
∞∑

n=1

P (Xn ̸= Yn) =
∞∑

n=1

P (Xn ≥ n) < ∞，因此

P (Xn ̸= Yn i.o.) = 0，因此

∑n
k=1(Xk − Yk)

n

a.s.−→ 0，由此只需证结论对各阶矩存在的 Yn 成立。

STEP 2几乎处处收敛子列：对 α > 1，令 βk = ⌈αk⌉，则 βk+1

βk
−→ α，且存在 A使 ∀m,

∞∑
k=m

1

β2
k

≤ A

β2
m

。

记 S′
n =

n∑
i=1

Yi，利用二阶矩估计知
∞∑

n=1

P

(∣∣∣∣S′
βn
− E[S′

βn
]

βn

∣∣∣∣ > ε

)
< ∞，由此

∣∣∣∣S′
βn
− E[S′

βn
]

βn

∣∣∣∣ > ε
a.s.−→ 0，

进而
S′
βn

βn

a.s.−→ µ。

STEP 3 收敛：由于 S′
n 单调增，βm ≤ n < βm+1 有

βm
n
·
S′
βm

βm
<
S′
n

n
<
βm+1

n
·
S′
βm+1

βm+1

，取上下极限可

估计得结论成立

*推论 (Borel强大数律)：试验中事件 A发生概率 p，Sn 为 n次独立重复试验中 A发生次数，则
Sn

n

a.s.−→ p。

定理 6.10 重对数律
Xi 独立同分布，期望 0，方差 1，则：

P

(
lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= 1

)
= 1

P

(
lim inf
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= −1
)

= 1

* 意味着 CLK 不能加强到更强的收敛

七 概率论外篇

§7.1 信息熵

记事件 E 发生概率 p = P (E)，定义“惊奇程度”S(p)，基本要求：S(1) = 0、S(p) 严格单调减、关于 p

连续、S(pq) = S(p) + S(q) (直观理解：独立事件引起惊奇程度为分别发生之和)。这些要求可确定：
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定理 7.1 S(p) = −c ln p, c > 0。

证明：先考虑 p
m/n
0 ，再由连续推到一切 p。

定义 7.1 Shannon 熵
离散型随机变量 X，取不同点概率为 p1, . . . , pn, . . .，定义 H(X) = −

∑
k

pk ln pk。

联合熵：H(x, y) = −
∑
i,j

P (xi, yj) lnP (xi, yi)。

相对熵：HY (X) =
∑
j

HY=yj
(X)PY (yj)，其中 HY=yj

(X) = −
∑
i

P (xi|yj) lnP (xi|yj)。

注：HY (X) = −
∑
i,j

P (xi, yj) ln
P (xi, yj)

PY (yj)

定理 7.2 H(X,Y ) = H(Y ) +HY (X)

证明：直接计算知结论。

定理 7.3 HY (X)−H(X) ≤ 0

证明：由 lnx ≤ x− 1 估计知结论。

* 由凸性可知 P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . , n，p1 = · · · = pn =
1

n
时 H(X) = lnn 最大，即熵可代表不确

定程度的大小。

定义 7.2 连续型随机变量的熵 X 连续，密度函数 f(x)，则 H(X) = −
∫
R
f(x) ln f(x)dx。

联合熵：H(X,Y ) = −
∫
R2

f(x, y) ln f(x, y)dxdy。

*Gibbs 不等式 (利用分析知识可证明)：u−u lnu ≤ v−u ln v，积分得
∫
R
f(1− ln f)dx ≤

∫
R
g(1− ln g)dx，

再利用密度函数在实轴积分为 1 知
∫
R
−f ln fdx ≤

∫
R
−f ln gdx。

定理 7.4 熵最大的条件
令 D = {x ∈ R : f(x) ̸= 0}，则：
1. D = R, E[X] = 0,Var(X) = 1 时，正态分布 N(0, 1) 熵最大，为 ln

√
2πe。

2. D = (0,∞), E[X] =
1

λ
时，指数分布 Exp(λ) 熵最大，为 ln e

λ
。

3. D = [0, a] 时，均匀分布 U(0, a) 熵最大，为 ln a。

证明：分别取 g 为三种分布的密度函数，利用 Gibbs 不等式估算即可。

*Boltzmann 熵：S = k lnΩ，k = kB 为玻尔兹曼常数，Ω为微观状态数 (类似离散型均匀分布时的情况)。

§7.2 Linderberg 替换理论

*L 条件形式 CLK：

设 ak = E[Xk], b
2
k = Var(Xk), B

2
n =

n∑
k=1

b2k，Fk 为 Xk 分布函数。

∀ε > 0, lim
n→∞

1

B2
n

n∑
k=1

∫
|x−ak|>εBn

(x− ak)2dFk = 0，则

∑n
k=1(Xk − ak)

Bn

D−→ N(0, 1)，且
maxk b2k
B2

n

−→ 0。
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定理 7.5 Xn
D−→ X 等价于下列条件之一：

1. ∀g ∈ Cb(R)(有界连续函数)，E[g(Xn)] −→ E[g(X)]。

2. 任意有界一致连续 g，E[g(Xn)] −→ E[g(X)]。

3. 给定 m ∈ N，∀g ∈ Cb(R), g′, g′′, . . . , g(m) ∈ Cb(R)，E[g(Xn)] −→ E[g(X)]。

4. φXn
(t) −→ φX(t)(逐点收敛)。

Linderberg 思想：取至三阶导均有界连续的 g，独立随机变量列 Yn ∼ N(0, b2n)，与 Xn 亦独立。

定义 ζnk =
∑

1≤i<k

Xk +
∑

k<i≤n

Yi，则 ζnn +Xn = Sn, ζn1 + Y1 = Bn ·N(0, 1)，ζnk +Xk = ζn,k+1 + Yk+1，利

用逐项相消，可将 Xi 替换为 Yi：

E

[
g

(
Sn

Bn

)]
− E[g(Y )] =

n∑
k=1

(
E

[
g

(
ζnk +Xk

Bn

)]
− E

[
g

(
ζnk + Yk

Bn

)])
再利用 ζnk, Xk, Yk 独立泰勒展开估算 h(t) = sup

x
{g(x+ t)− g(x)− g′(x)t− 1

2
g′′(x)t}，拆分证明。

§7.3 随机矩阵

1. 起源
统计 (样本协方差阵)：
Xk =

(
X1k · · · Xpk

)T
, X =

(
X1 · · · Xn

)
为 p× n 矩阵。

当 Xij 独立同 N(0, 1) 时，X 的联合密度 f(X) =
1

√
2π

pn exp
(
− 1

2
tr(XXT )

)
物理：波函数、随机矩阵模拟

2. 高斯正交系综 (Gaussian Orthogonal Ensemble)
Xn : Ω −→Mn×n(R), Xn(ω) = (xij(ω))

n
i,j=1

xij 独立同 N(0, σ2)，记 An =
Xn +XT

n

2
，计算可发现 aii ∼ N(0, σ2), aij ∼ N

(
0,
σ2

2

)
(i ̸= j)，且 An 的

上半三角部分独立，由此直接计算乘积可知 An(上半三角) 的分布：

f(An) = 2−n/2(πσ2)−n(n+1)/4 exp
(
− 1

2σ2
trA2

n

)
，记为 An ∼ GOEn(σ)

* 正交变换下不变性：Q 为正交阵，Bn = QTAnQ，则 Bn ∼ GOEn(σ)

3. 半圆律

X 分布函数 ω(x) =
1

2π

√
4− x2，记 γk = E[Xk]，计算知其为

0 k = 2m+ 1
1

m+ 1
Cm

2m k = 2m
。

实 Wigner 矩阵：An = (aij) 为实对称阵，aii 独立与 Y 同分布，aij(i > j) 独立与 z 同分布，E[Y ] =

E[Z] = 1,Var(Z) = 1,Var(Y ) <∞，|Y |, |Z| 各高阶矩存在。

定理 7.6 k ∈ N,
1

n
E

[
tr
(
An√
n

)]
−→ γk

证明：左 = n−1−k/2
∑

i1,...,ik

E[ai1i2ai2i3 . . . aiki1 ]，类似定理 5.14 可证明不消失的项中必然每个不同的 aij 出

现两次，进而说明 i1, . . . , ik 选取方法与 1, 2, . . . , k 不相交 (对任何 a < b < c < d，不存在配对 (a, c), (b, d))
的两两配对数 (k = 2m 时即为卡特兰数 Cm) 一一对应，再利用组合计算知结论。

4. Wishart 矩阵模型
X = (xij)p×n，矩阵元独立同 N(0, 1)，设 n− p = α 固定，则

1

p
E

[
tr
(
1

p
XXT

)m]
−→ Cm。


