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习题 14.1

2. 求下列级数的和：
（1）1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · ·+ (−1)n−1 1

2n−1
；

证明. 原式 =
∞∑

n=0

(
−1

2

)n

= lim
n→∞

1−
(
− 1

2

)n
1−

(
− 1

2

) =
2

3

（3） 1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ · · ·；

证明. 原式 =
1

3

(
1− 1

4
+

1

4
− 1

7
+

1

7
− 1

10
+ · · ·

)
=

1

3

3. 证明下列等式：

（2）
∞∑

n=1

(
√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n) = 1−

√
2；

证明. 左边 = (1− 2
√
2+

√
3)+ (

√
2− 2

√
3+

√
4)+ (

√
3− 2

√
4+

√
5)+ · · ·

= (1−
√
2) + (−

√
2 +

√
3 +

√
2−

√
3) + (−

√
3 +

√
4 +

√
3−

√
4) + · · ·

= 1 +
√
2

（4）
∞∑

n=1

1

n(n+m)
=

1

m

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

m

)
；

证明. 左边 =
1

m

∞∑
n=0

(
1

n
− 1

n+m

)
=

1

m

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

m

)

8. 设数列 {nan} 与级数
∞∑

n=1

n(an − an+1) 都收敛。证明：级数
∞∑

n=1

an 也收

敛。

证明.
∞∑

n=1

n(an − an+1) = lim
N→∞

N∑
n=1

nan − nan+1 =

lim
N→∞

N∑
n=1

nan − (n− 1)an −NaN+1 =
∞∑

n=1

an − lim
N→∞

NaN+1，

由于 nan+1 和
∞∑

n=1

n(an − an+1) 都收敛，因此
∞∑

n=1

an 也收敛。
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问题 14.1

3. 求证：12 < 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

106
< 15.

证明. 由不等式 ln n+ 1

n
<

1

n
< ln n

n− 1
，ln 10 ≈ 2.3。

106∑
n=1

1

n
>

106∑
n=1

ln n+ 1

n
= ln(106 + 1) > 6 ln 10 ≈ 13.8 > 12；

106∑
n=1

1

n
< 1 +

106∑
n=2

ln n

n− 1
= 1 + 6 ln 10 ≈ 14.8 < 15。

5. 证明：存在正常数 K，使得不等式
∞∑

n=1

n

a1 + a2 + · · ·+ an
⩽ K

∞∑
n=1

1

an
对

任何正数列 {an} 成立。

证明. 由 Cauchy 不等式得：
n∑

k=1

ak ·
n∑

k=1

k2

ak
⩾
(

n∑
k=1

k

)2

=
n2(n+ 1)2

4
。

于是有：
2n+ 1∑n
k=1 ak

⩽ 4(2n+ 1)

n2(n+ 1)2

n∑
k=1

k2

ak
，对该式从 n = 1 到 ∞ 求和得到：

∞∑
n=1

2n+ 1∑n
k=1 ak

⩽ 4
∞∑

n=1

(2n+ 1)

n2(n+ 1)2

n∑
k=1

k2

ak
= 4

∞∑
n=1

(
1

n2
− 1

(n+ 1)2

) n∑
k=1

k2

ak

= 4
∞∑

n=1

1

an
，所以

∞∑
n=1

n∑n
k=1 ak

<
1

2

∞∑
n=1

2n+ 1∑n
k=1 ak

⩽ 2
∞∑

n=1

1

an
。

习题 14.2

2. 用比较判别法讨论下列级数的敛散性：

（2）
∞∑

n=1

1

n2n
；

证明.
∞∑

n=1

1

n2n
<

∞∑
n=1

1

2n
= 1，原级数收敛。

（4）
∞∑

n=1

1

n
sin 1

n
；

证明. 1

n
sin 1

n
∼ 1

n2
(n→ ∞), 由于

∞∑
n=1

1

n2
收敛，因此原级数也收敛。
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（8）
∞∑

n=1

(
n ln 2n+ 1

2n− 1
− 1

)
；

证明. n ln 2n+ 1

2n− 1
− 1 ∼ n

(
2

2n− 1
− 1

2

4

(2n− 1)2

)
− 1 = − 1

(2n− 1)2
，

由于
∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
收敛，因此原级数也收敛。

9. 设
∞∑

n=1

an 是一个收敛的正项级数。证明：对任何 δ > 0，级数

∞∑
n=1

n−(1+δ)/2√an < +∞。当 δ = 0 时情况如何？

证明. 由均值不等式得：n−(1+δ)/2√an ⩽ 1

2

(
1

n1+δ
+ an

)
，而

∞∑
n=1

1

n1+δ
和

∞∑
n=1

an 均收敛，因此原级数收敛。δ = 0 时，则原级数可能收敛也可能发散，

例如：an =
1

n ln2 n
时，原级数发散。

11.设
∞∑

n=1

an 是一个发散的正项级数。试证：
∞∑

n=1

an
1 + an

发散，
∞∑

n=1

an
1 + n2an

收敛。

证明. 若 {an} 有上界 M，则
an

1 + an
⩾ an

1 +M
，由于

∞∑
n=1

an 发散，因此

∞∑
n=1

an
1 + an

也发散；若 {an} 没有上界，则存在子列 {ank
} 使得 ank

→ ∞，

此时有
ank

1 + ank

→ 1，所以
∞∑

n=1

an
1 + an

发散。
an

1 + n2an
<

1

n2
，由于

∞∑
n=1

1

n2

收敛，因此
∞∑

n=1

an
1 + n2an

也收敛。

习题 14.3

1. 讨论下列级数的敛散性：

（2）
∞∑

n=1

n2

3n
；
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证明. lim
n→∞

n

√
n2

3n
=

1

3
< 1，由 Cauchy 判别法知原级数收敛。

（4）
∞∑

n=1

n2

(1 + 1/n)n
；

证明. n2

(1 + 1/n)n
>
n2

e
→ ∞ (n→ ∞)，显然原级数发散。

（6）
∞∑

n=1

xn

n!
(x ⩾ 0)；

证明. xn+1/(n+ 1)!

xn/n!
=

x

n+ 1
→ 0 (n→ ∞)，由 D’Alembert 判别法知原级

数收敛。

2. 利用 Raabe 判别法，讨论下列级数的敛散性：

（1）
∞∑

n=1

√
n!

(a+
√
1)(a+

√
2) + · · ·+ (a+

√
n)

(a > 0)；

证明. 设 an =

√
n!

(a+
√
1)(a+

√
2) + · · ·+ (a+

√
n)
，则有

n

(
an
an+1

− 1

)
= n

(
a+

√
n+ 1√

n+ 1
− 1

)
=

na√
n+ 1

→ ∞ (n→ ∞)，

由 Raabe 判别法知原级数收敛。

5. 利用 Gauss 判别法，判别
∞∑

n=1

p(p+ 1) · · · (p+ n− 1)

n!

1

np
的敛散性。

证明. 设 an =
p(p+ 1) · · · (p+ n− 1)

n!

1

np
，则有 n lnn

(
an
an+1

− 1− 1

n

)
=

n lnn
(
(n+ 1)p+1

(p+ n)np
− 1− 1

n

)
= n lnn(n+ 1)p+1 − (p+ n)np − (p+ n)np−1

(p+ n)np

→ λ
lnn
n

→ 0 (n→ ∞)，由 Gauss 判别法知原级数发散。

习题 14.4

1. 利用 Cauchy 收敛原理，讨论下列级数的敛散性：

(2)
∞∑

n=1

sinn
2n
；
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证明.
∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

sin k
2k

∣∣∣∣∣ <
n+p∑

k=n+1

1

2k
<

1

2n
→ 0，该级数收敛。

4. 在交错级数的 Lebniz 判别法中，如果去掉 {an} 递减这个条件，结论可
能不成立。试以下例说明之：

∞∑
n=3

(−1)n−1√
[n+1

2
] + (−1)n

=
1√
2− 1

− 1√
2 + 1

+
1√
3− 1

− 1√
3 + 1

+ · · ·

证明. 设级数的部分和为 Sn，S2n =
∞∑
k=1

1√
k + 1− 1

− 1√
k + 1 + 1

=
∞∑
k=1

2

k
，

由于 S2n 发散，因此原级数也发散。

5. 讨论下列级数的敛散性：

（1）
∞∑

n=1

(−1)n−1

√
n

n+ 1
；

证明.
√
n

n+ 1
单调递减趋于 0，由 Lebniz 判别法知原级数收敛。

（2）
∞∑

n=1

(−1)n−1 sin 1

n
；

证明. sin 1

n
单调递减趋于 0，由 Lebniz 判别法知原级数收敛。

8. 设
∞∑

n=1

an 收敛。证明： lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= 0。

证明. 由 Abel 求和公式，
n∑

k=1

kak = nSn −
n−1∑
k=1

Sk，其中 Sk =
k∑

i=1

ai。而

lim
n→∞

Sn =
∞∑

n=1

an 收敛，不妨设收敛于 S，那么
S1 + · · ·+ Sn−1

n
也收敛于 S。

于是我们有 lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= lim
n→∞

Sn−
S1 + · · ·+ Sn−1

n
= 0

9. 证明：如果级数
∞∑

n=1

an
nα
收敛，那么对任意的 β > α，级数

∞∑
n=1

an
nβ
也收

敛。

证明.
∞∑

n=1

an
nβ

=
∞∑

n=1

an
nα

1

nβ−α
，其中

∞∑
n=1

an
nα
收敛，

{
1

nβ−α

}
单调递减有界，

由 Abel 判别法知该级数收敛。
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10. 设级数
∞∑

n=1

an 的通项递减趋于 0，p 是任意固定的正整数。证明：级数

a1 + · · ·+ ap − ap+1 − ap+2 − · · · − a2p + a2p+1 + · · ·+ a3p − · · · 收敛的。

证明. 设 An =

np∑
k=(n−1)p+1

ak，则 An 也递减趋于 0，由 Lebniz 判别法知

∞∑
n=1

An 收敛。存在 N 使得原级数的部分和 <
N∑

n=1

An，因此该级数收敛。

12.设 an > 0。证明：lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= λ > 0，那么交错级数

∞∑
n=1

(−1)n−1an

收敛。

证明. 由于 lim
n→∞

(1 + 1/n)λ/2 − 1

1/n
=
λ

2
< λ，因此 ∃N，使得当 n > N 时有(

1 +
1

n

)λ/2

< 1 +
λ

n
⇒ an

an+1

= 1+
λ

n
>

(
n+ 1

n

)λ/2

，由此可以得到 an =

an
an−1

· · · aN+1

aN
aN <

(
n− 1

n

)λ
2

· · ·
(

N

N + 1

)λ
2

aN =

(
N

n

)λ
2

aN → 0

习题 14.5

1. 在下列级数中，哪些是绝对收敛的? 哪些是条件收敛的?

（1）
∞∑

n=1

sinnx
nα

(α > 1)；

证明.
∞∑

n=1

∣∣∣∣sinnxnα

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

1

nα
，由于

∞∑
n=1

1

nα
收敛，因此原级数绝对收敛。

（2）
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n
cosnx；

证明.
∞∑

n=1

∣∣∣∣(−1)n−1

2n
cosnx

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

1

2n
= 1，该级数绝对收敛。

2. 讨论下列级数的绝对收敛性和条件收敛性：

（2）
∞∑

n=1

(−1)n
cos 2n
np
；
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证明. 当 p ⩽ 0 时，(−1)n
cos 2n
np

↛ 0，因此原级数发散；

当 0 < p ⩽ 1 时，
∞∑

n=1

(−1)n
cos 2n
np

=
∞∑

n=1

cos(2n+ nπ)

n
=

∞∑
n=1

cosn(2 + π)

n
，

其中

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

cosn(2 + π)

n

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

| sin n+π
2

|
，

1

np
单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判

别法知原级数收敛。
∞∑

n=1

∣∣∣∣(−1)n
cos 2n
np

∣∣∣∣ > ∞∑
n=1

cos2 2n
np

=
1

2

∞∑
n=1

1

np
− cos 4n

np
，

由 Dirichlet 判别法知
∞∑

n=1

cos 4n
np

收敛，而
∞∑

n=1

1

np
发散，因此该级数发散，

也就说原级数条件收敛。

当 p > 1 时，
∞∑

n=1

∣∣∣∣(−1)n
cos 2n
np

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

1

np
，由于

∞∑
n=1

1

np
收敛，因此原级数

绝对收敛。

（4）
∞∑

n=1

(−1)n(n1/n − 1)；

证明. n1/n− 1 从 n = 2 开始单调递减趋于 0，由 Lebniz 判别法知该级数收

敛。
∞∑

n=1

∣∣(−1)n(n1/n − 1)
∣∣ = ∞∑

n=1

(n1/n− 1)，而 n1/n− 1 ∼ eln n/n− 1 ∼ lnn
n
，

由于
∞∑

n=1

lnn
n
发散，因此

∞∑
n=1

(n1/n − 1) 发散，原级数条件收敛。

4. 设
∞∑

n=1

an 条件收敛。

（1）证明：
∞∑

n=1

a+n =
∞∑

n=1

a−n = +∞，其逆命题是否也成立?

证明.
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

a+n −
∞∑

n=1

a−n 收敛，
∞∑

n=1

�an� =
∞∑

n=1

a+n +
∞∑

n=1

a−n 发散。若

∞∑
n=1

a+n 收敛，则
∞∑

n=1

a−n 也收敛，但他们的和发散，矛盾，所以
∞∑

n=1

a+n 发散，

同理
∞∑

n=1

a−n 也发散。逆命题显然不成立，例如 an = (−1)n。

（2）证明：记 S+
N =

N∑
n=1

a+n，S
−
N =

N∑
n=1

a−n，那么 lim
n→∞

S+
N

S−
N

= 1。
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证明. 记 SN = S+
N +S−

N， lim
n→∞

S+
N

S−
N

= lim
n→∞

SN + S−
N

S−
N

= 1+ lim
n→∞

SN

S−
N

= 1

5. 把级数 1− 1

2α
+

1

3α
− 1

4α
+

1

5α
− 1

6α
+ · · · (0 < α < 1) 的项重新安排如

下：先依次取 p 个正项，接着依次取 q 个负项，再接着依次取 p 个正项，如

此继续下去。证明：所得的新级数收敛的充分必要条件为 p = q；当 p > q

时，新级数发散到 +∞，当 p < q 时，新级数发散到 −∞。

证明. 设重排之后的新级数为 an。∀N，记m = [N/(p+q)]，则当 N → ∞时，

m→ ∞，且m(p+q) ⩽ N < (m+1)(p+q)。将新级数的部分和写成
N∑

n=1

an =

m(p+q)∑
n=1

an +
N∑

n=m(p+q)+1

an，

∣∣∣∣∣∣
N∑

n=m(p+q)+1

an

∣∣∣∣∣∣ ⩽ p+ q

[m(p+ q)]α
→ 0。

m(p+q)∑
n=1

an =

mp∑
n=1

1

(2n− 1)α
−

mq∑
n=1

1

(2n)α
，根据

n∑
k=1

1

kp
=

n1−p

1− p
+ β + O(

1

np
)（上册练习

题 7.3 第 5 题，P308），
mq∑
n=1

1

(2n)α
=

1

2α

(
(mq)1−α

1− α
+ β +O

(
1

(mq)α

))
，

mp∑
n=1

1

(2n− 1)α
=

2mp∑
n=1

1

nα
−

mp∑
n=1

1

(2n)α
=

(2mp)1−α

1− α
+ β + O

(
1

(2mp)α

)
−

1

2α

(
(mp)1−α

1− α
+ β +O

(
1

(mp)α

))
，将它们相加后得到：

m(p+q)∑
n=1

an =
p1−α − q1−α

2α(1− α)
m1−α + (1− 1

21−α
)β →


−∞ p < q

(1− 1
21−α )β p = q

+∞ p > q

习题 15.1

求下列函数项级数的收敛点集：

（2）
∞∑

n=1

ne−nx；

证明. 当 x ⩽ 0 时，ne−nx ↛ 0，该级数发散；当 x > 0 时，我们有

lim
n→∞

n
√
ne−nx = e−x < 1，由 Cauchy 判别法知该级数收敛。

（4）
∞∑

n=1

xn

1 + x2n
；
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证明. 当 x = ±1 时，该级数发散；当 |x| < 1 时，
∞∑

n=1

xn

1 + x2n
<

∞∑
n=1

xn，

由于
∞∑

n=1

xn 收敛，因此原级数也收敛；当 |x| > 1 时，我们有

∞∑
n=1

xn

1 + x2n
=

∞∑
n=1

1
xn

1 + 1
x2n

<
∞∑

n=1

1

xn
，

∞∑
n=1

1

xn
收敛，因此原级数也收敛。

（6）
∞∑

n=1

xnyn

xn + yn
(x > 0, y > 0)；

证明.
∞∑

n=1

xnyn

xn + yn
<

∞∑
n=1

xnyn

yn
=

∞∑
n=1

xn，当 0 < x < 1 时，由于
∞∑

n=1

xn 收

敛，因此原级数也收敛；同理，0 < y < 1 时，原级数收敛。若 x, y ⩾ 1，不

妨设 x ⩾ y，此时有
∞∑

n=1

xnyn

xn + yn
⩾

∞∑
n=1

xnyn

2xn
=

1

2

∞∑
n=1

yn，由于
∞∑

n=1

yn 发散，

因此原级数也发散。

习题 15.2

1. 研究下列函数列在指定区间上的一致收敛性：
（1）fn(x) =

1

1 + nx
：

（a）0 < x < +∞；

证明. f(x) = lim
n→∞

1

1 + nx
= 0

sup
x∈(0,+∞)

|fn(x)− f(x)| ⩾
∣∣∣∣fn( 1

n

)
− 0

∣∣∣∣ = 1

2
，因此函数列不一致收敛。

（b）0 < λ < x < +∞；

证明. |fn(x)− f(x)| = 1

1 + nx
<

1

nx
<

1

nλ
→ 0，因此函数列一致收敛。

（3）fn(x) = e−(x−n)2；

（a）−l < x < l(l > 0)；

证明. |fn(x)− f(x)| = e−(x−n)2 < e−(l−n)2 → 0，因此函数列一致收敛。

（b）−∞ < x < +∞；

证明. sup
x∈(0,+∞)

|fn(x)−f(x)| ⩾ |fn(n)− 0| = 1，因此函数列不一致收敛。
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2. 研究下列级数在指定区间上的一致收敛性：

（1）
∞∑

n=1

1

(x+ n)(x+ n+ 1)
, (0,+∞)；

证明. 1

(x+ n)(x+ n+ 1)
<

1

n2
，因为

∞∑
n=1

1

n2
收敛，由 Weierstrass 判别法

知原级数一致收敛。

（3）
∞∑

n=1

n2

√
n!
(xn + x−n), [−3,−1/3] ∪ [1/3, 3]；

证明. n2

√
n!
(xn + x−n) <

2n23n√
n!

∼ 2n23n√
(n/e)n

，lim sup
n→∞

n

√
2n23n√
(n/e)n

= 0，由

Cauchy 判别法知
∞∑

n=1

2n23n√
(n/e)n

收敛，再由 Weierstrass 判别法知原级数一

致收敛。

5.证明：级数
∞∑

n=0

(−1)nxn(1−x)在 [0, 1]上绝对且一致收敛，但
∞∑

n=0

xn(1−x)

在 [0, 1] 上并不一致收敛。

证明.
∞∑

n=0

(−1)n 一致有界，xn(1 − x) 关于 n 单调递减且一致趋于 0，由

Dirichlet 判别法知
∞∑

n=0

(−1)nxn(1 − x) 一致收敛。设
∞∑

n=0

xn(1 − x) 的部分

和为 Sn(x)，则 Sn(x) =
∞∑
k=1

xk(1 − x) = 1 − xn，由于 xn 在 [0, 1] 上收敛

但不一致收敛，所以
∞∑

n=0

(−1)nxn(1− x) 绝对收敛，但
∞∑

n=0

xn(1− x) 不一致

收敛。

8. 设 an ⩾ 0。证明：
∞∑

n=1

an cosnx 在 (−∞,+∞) 上一致收敛的充分必要条

件是
∞∑

n=1

an < +∞。

证明. 若
∞∑

n=1

an cosnx 一致收敛，取 x = 0 可得
∞∑

n=1

an 收敛；|an cosnx| ⩽

an，若
∞∑

n=1

an 收敛，由 Weierstrass 判别法知
∞∑

n=1

an cosnx 一致收敛。
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9. 证明：级数
∞∑

n=2

cosnx
n lnn 在 (0, π] 上不一致收敛。

证明. 若
∞∑

n=2

cosnx
n lnn 在 (0, π]上一致收敛，由于

cosnx
n lnn 连续，所以

∞∑
n=2

cosnx
n lnn

在 [0, π]上也一致收敛，特别地，当 x = 0 时，
∞∑

n=2

1

n lnn 也收敛，矛盾。

11. 证明：函数列 fn(x) = xn−x(lnn)α (n = 1, 2, · · · ) 在 [0,+∞) 上一致收

敛的充分必要条件是 α < 1。

证明. f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0，f ′
n(x) = (1−x lnn)n−x(lnn)α = 0 ⇒ x =

1

lnn
fn(x)一致收敛⇔ lim

n→∞
sup |fn(x)−f(x)| = lim

n→∞
fn(

1

lnn) = lim
n→∞

lnα−1 n

e
=

0 ⇔ α < 1

习题 15.3

1. 确定下列函数的存在域，并研究它们的连续性：

（1）f(x) =
∞∑

n=1

(x+
1

n
)n；

证明. 当 |x| < 1 时，lim sup
n→∞

n

√∣∣∣∣(x+
1

n
)n
∣∣∣∣ = |x| < 1，由 Cauchy 判别法

知原级数收敛；当 |x| ⩾ 1 时，(x +
1

n
)n ↛ 0，原级数发散。所以 f(x)

的存在域为 (−1, 1)，∀x ∈ [−1 + δ, 1 − δ] ⊂ (−1, 1)，当 n >

[
2

δ

]
时，我

们有

∣∣∣∣(x+
1

n
)n
∣∣∣∣ < (1 − 2

δ
)n，而

∞∑
n=1

(1 − 2

δ
)n 收敛，由 Cauchy 判别法知

∞∑
n=1

(x+
1

n
)n 一致收敛，即在 (−1, 1) 上内闭一致收敛，因此连续。

3. 证明：Riemann ζ 函数 ζ(x) =
∞∑

n=1

1

nx
在 (1,+∞) 上是连续的，并在此区

间内有各阶连续导函数。
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证明. ∀x ∈ [a, b] ⊂ (1,+∞)，
1

nx
⩽ 1

na
，因为

∞∑
n=1

1

na
收敛，由 Weierstrass

判别法知
∞∑

n=1

1

nx
在 [a, b]上一致收敛，即在 (1,+∞)上内闭一致收敛，所以

ζ(x) 在 (1,+∞) 上连续。
(

1

nx

)(k)

=
(−1)k lnk n

nx
，

∣∣∣∣∣(−1)k lnk n

nx

∣∣∣∣∣ ⩽ lnk n

na
，

因为
∞∑

n=1

lnk n

na
收敛，由Weierstrass判别法知

∞∑
n=1

(−1)k lnk n

nx
在 [a, b]收敛，

即在 (1,+∞) 内闭一致收敛，所以 ζ(x) 在此区间内有各阶连续导函数。

4. 设 f(x) =
∞∑

n=1

ne−nx(x > 0)，计算
∫ ln 3

ln 2

f(x)dx。

证明.
∫ ln 3

ln 2

f(x)dx =

∫ ln 3

ln 2

∞∑
n=1

ne−nxdx =
∞∑

n=1

∫ ln 3

ln 2

ne−nxdx

=
∞∑

n=1

−e−nx

∣∣∣∣ln 3

ln 2

=
∞∑

n=1

(
1

2

)n

−
(
1

3

)n

= 1− 1

2
=

1

2

8. 证明： lim
x→1

∞∑
n=1

xn(1− x)

n(1− x2n)
=

1

2

∞∑
n=1

1

n2
。

证明.
∣∣∣∣ xn(1− x)

n(1− x2n)

∣∣∣∣ = xn

n

1

(1 + x+ · · ·+ x2n−1)
⩾ xn

n

1

2n
2n
√
1 · x · · ·x2n−1

=

√
x

2n2
，因为

∞∑
n=1

√
x

2n2
收敛，由 Weierstrass 判别法知

∞∑
n=1

xn(1− x)

n(1− x2n)
一致

收敛，所以 lim
x→1

∞∑
n=1

xn(1− x)

n(1− x2n)
=

∞∑
n=1

lim
x→1

xn(1− x)

n(1− x2n)
=

1

2

∞∑
n=1

1

n2
。

习题 15.4

1. 求下列幂级数的收敛半径，并研究它们在收敛区间端点处的性质：

（1）
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)n2

xn；

证明. lim sup
n→∞

n

√(
1 +

1

n

)n2

= e⇒ R =
1

e
，x = ±1

e
时级数发散。

（3）
∞∑

n=1

(
an

n
+
bn

n2

)
xn(a > 0, b > 0)；
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证明. lim sup
n→∞

n

√(
an

n
+
bn

n2

)
= max{a, b}

当 a ⩾ b 时：R =
1

a
，x =

1

a
时级数发散，x = −1

a
时级数收敛。

当 a < b 时：R =
1

b
，x = ±1

b
时级数收敛。

4. 求下列级数在区间 (−1, 1) 上的和：

（1）
∞∑

n=0

1

2n+ 1
x2n+1；

证明.
(

∞∑
n=0

1

2n+ 1
x2n+1

)′

=
∞∑

n=0

x2n =
1

1− x2

⇒
∞∑

n=0

1

2n+ 1
x2n+1 =

∫
1

1− x2
dx =

1

2
ln 1 + x

1− x

5. 证明下列等式在区间 (−1, 1) 内成立：

（1）
∞∑

n=1

n3xn =
x+ 4x2 + x3

(1− x)4
；

证明. 对
∞∑

n=0

xn =
1

1− x
两边求导可得：

∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2
⇒

∞∑
n=1

nxn =
x

(1− x)2
，再次对两边求导可得：

∞∑
n=1

n2xn−1 =
1 + x

(1− x)3
⇒

∞∑
n=1

n2xn =
x(1 + x)

(1− x)3
，最后对两边求导可得：

∞∑
n=1

n3xn−1 =
1 + 4x+ x2

(1− x)4
⇒

∞∑
n=1

n3xn =
x+ 4x2 + x3

(1− x)4
，得证。

（2）
∞∑

n=0

1

3!
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)xn =

1

(1− x)4
；

证明. 对 1 + x+ x2 +
∞∑

n=0

xn+3 =
1

1− x
两边连续求导三次可得：

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)xn =
3!

(1− x)4
，两边除以 3! 即可得证。
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习题 15.5

1. 利用已知的初等函数展开式，写出下列函数的幂级数展开式：
（1）ex2

；

证明. ex2

=
∞∑

n=0

(x2)n

n!
=

∞∑
n=0

x2n

n!

（3） x12

1− x
；

证明. x12

1− x
= x12

∞∑
n=0

xn =
∞∑

n=0

xn+12

2. 求下列函数的幂级数展开式：
（1）(1 + x) ln(1 + x)；

证明. (1+x) ln(1+x) = (1+x)
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn = x+

∞∑
n=1

(−1)n−1

n(n+ 1)
xn+1

（3） x

(1− x)(1− x2)
；

证明. x

(1− x)(1− x2)
=

1

2

1

(1− x)2
− 1

4

1

1− x
− 1

4

1

1 + x

其中
1

(1− x)2
=

(
1

1− x

)′

=

(
∞∑

n=0

xn

)′

=
∞∑

n=1

nxn−1 =
∞∑

n=0

(n+ 1)xn

f(x) =
1

2

∞∑
n=0

(n+1)xn− 1

4

∞∑
n=0

xn− 1

4

∞∑
n=0

(−x)n =
∞∑

n=0

2n+ 1 + (−1)n

4
xn

5. 把函数 f(x) =
x√
1 + x

按
x

1 + x
的正整数幂展开成幂级数。

证明. 令 t =
x

1 + x
，则 x =

t

1− t
。

f(x) =
t√
1− t

= t
∞∑

n=0

(
− 1

2

n

)
(−t)n =

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

(
x

1 + x

)n+1
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习题 15.6

1. 证明 Bernstein 多项式的保形性质：
（1）Bn(f ; 0) = f(0)，Bn(f ; 1) = f(1)；

证明. Bn(f ;x) =
n∑

i=0

f

(
i

n

)(
n

i

)
xi(1− x)n−i，代入即可得证。

（2）如果 f ⩾ 0，那么 Bn(f) ⩾ 0，如果 f ⩽ 0，那么 Bn(f) ⩽ 0；

证明. Bn(f ;x) =
n∑

i=0

f

(
i

n

)
Bn

i (x)，由 Bn
i (x) ⩾ 0 可立即得证。

（3）如果 f 递增（减），那么 Bn(f) 也递增（减）；

证明. B′
n(f ;x) = n

n−1∑
i=0

(
f(
i+ 1

n
)− f(

i

n
)

)
Bn−1

i (x)

f 递增 ⇒ f(
i+ 1

n
) > f(

i

n
) ⇒ B′

n(f ;x) > 0 ⇒ Bn(f) 递增，

f 递减 ⇒ f(
i+ 1

n
) < f(

i

n
) ⇒ B′

n(f ;x) < 0 ⇒ Bn(f) 递减。

（4）如果 f 是凸函数，那么 Bn(f) 也是凸函数。

证明. B′′
n(f ;x) = n(n− 1)

n−2∑
i=0

(
f(
i+ 2

n
)− 2f(

i+ 1

n
) + f(

i

n
)

)
Bn−2

i (x)

f 凸 ⇒ f(
i+ 2

n
)− 2f(

i+ 1

n
) + f(

i

n
) > 0 ⇒ B′′

n(f ;x) > 0 ⇒ Bn(f) 凸。

2. 设 f ∈ C[a, b]。

（1）如果
∫ b

a

f(x)xndx = 0 (n = 0, 1, 2, · · · )，那么 f(x) ≡ 0；

证明. 在 [a, b] 上，存在多项式序列 {Pn(x)} 一致逼近 f(x)，于是我们有∫ b

a

f2(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

f(x)Pn(x)dx = 0 ⇒ f(x) ≡ 0

（2）如果存在正整数 N，使得
∫ b

a

f(x)xndx = 0 (n ⩾ N)，那么 f(x) ≡ 0。

证明.
∫ b

a

f(x)xNxn−Ndx = 0，由（1）知：f(x)xN ≡ 0 ⇒ f(x) ≡ 0。

3.设 f ∈ C[0, 1]。如果存在正整数 k，使得
∫ 1

0

f(x)xkndx = 0 (n = 1, 2, · · · )，

证明：f(x) ≡ 0。
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证明. 令 t = xk，则有
∫ 1

0

f(x)xkndx =
1

k

∫ 1

0

f(t
1
k )t

1
k−1tndt = 0。

于是有 f(t
1
k )t

1
k−1 ≡ 0 ⇒ f(x) ≡ 0。

4. 设 f ∈ C[−1, 1]。证明：

（1）如果
∫ 1

−1

x2n+1f(x)dx = 0 (n = 0, 1, · · · )，那么 f 是偶函数；

证明.
∫ 1

−1

x2n+1f(x)dx =

∫ 1

0

x2n+1(f(x) − f(−x))dx = 0 ⇒ f(x) = f(−x)

（2）如果
∫ 1

−1

x2nf(x)dx = 0 (n = 0, 1, · · · )，那么 f 是奇函数；

证明.
∫ 1

−1

x2nf(x)dx =

∫ 1

0

x2n(f(x)+f(−x))dx = 0 ⇒ f(x) = −f(−x)

习题 15.8

证明：空间连续曲线



x(t) =
∞∑

n=1

φ(33n−3t)

2n
,

y(t) =
∞∑

n=1

φ(33n−2t)

2n

z(t) =
∞∑

n=1

φ(33n−1t)

2n

, (0 ⩽ t ⩽ 1) 能填满整个立

方体 [0, 1]3，其中 φ(t) =


0, t ∈ [0, 1

3
),

3t− 1, t ∈ [ 1
3
, 2
3
),

1, t ∈ [ 2
3
, 1).

证明. 只要证 ∀(a, b, c) ∈ [0, 1]3，∃t0 ∈ [0, 1] 使得 x(t0) = a，y(t0) = b，

z(t0) = c。把 a, b, c用二进制小数表示为 a =
∞∑

n=1

an
2n
，b =

∞∑
n=1

bn
2n
，c =

∞∑
n=1

cn
2n
，

这里 an, bn, cn 都只取 0, 1 中的某一个值。把 {an}, {bn}, {cn} 交错排列为
a1, b1, c1, a2, b2, c2, · · · , an, bn, cn, · · · 并重新记为 η1, η2, η3, · · · , η3n−2, η3n−1, η3n

其中 η3n−2 = an, η3n−1 = bn, η3n = cn。定义 t0 =
∞∑

n=1

2ηn
3n
，φ(3kt0) = ηk+1，

于是有 x(t0) = a，y(t0) = b，z(t0) = c。
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习题 17.1

2. 设 f 是周期为 2π 的可积且绝对可积函数。证明：

（1）如果 f 在 [−π, π] 上满足 f(x+ π) = f(x)，那么 a2n−1 = b2n−1 = 0；

证明. a2n−1 =
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos(2n− 1)xdx+
1

π

∫ π

0

f(x) cos(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ π

0

f(x+ π) cos(2n− 1)(x+ π)d(x+ π) +
1

π

∫ π

0

f(x) cos(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ π

0

(f(x)− f(x+ π)) cos(2n− 1)xdx = 0

b2n−1 =
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin(2n− 1)xdx+
1

π

∫ π

0

f(x) sin(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ π

0

f(x+ π) sin(2n− 1)(x+ π)d(x+ π) +
1

π

∫ π

0

f(x) sin(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ π

0

(f(x)− f(x+ π)) sin(2n− 1)xdx = 0

（2）如果 f 在 [−π, π] 上满足 f(x+ π) = −f(x)，那么 a2n = b2n = 0。

证明. a2n =
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos 2nxdx+
1

π

∫ π

0

f(x) cos 2nxdx

=
1

π

∫ π

0

f(x+ π) cos 2n(x+ π)d(x+ π) +
1

π

∫ π

0

f(x) cos 2nxdx

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ π) + f(x)) cos 2nxdx = 0

b2n =
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin 2nxdx+
1

π

∫ π

0

f(x) sin 2nxdx

=
1

π

∫ π

0

f(x+ π) sin 2n(x+ π)d(x+ π) +
1

π

∫ π

0

f(x) sin 2nxdx

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ π) + f(x)) sin 2nxdx = 0

3.设 an, bn是周期为 2π的可积且绝对可积函数 f 的 Fourier系数。证明平移
函数的 Fourier系数是 ãn = an cosnh+bn sinnh，̃bn = bn cosnh−an sinnh。

证明. ãn =
1

π

∫ π

−π

f(x+ h) cosnxdx =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx(x− h)dx

=
1

π

∫ π

−π

f(x) (cosnx cosnh+ sinnx sinnh) dx = an cosnh+ bn sinnh

b̃n =
1

π

∫ π

−π

f(x+ h) sinnxdx =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx(x− h)dx

=
1

π

∫ π

−π

f(x) (sinnx cosnh− cosnx sinnh) dx = bn cosnh+ an sinnh
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习题 17.2

1. 把函数 f(x) = sgn x (−π < x < π) 展开为 Fourier 级数；证明：当

0 < x < π 时，
∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
=
π

4
，并求级数

∞∑
k=1

(−1)n−1

2n− 1
的和。

证明. f(x)为奇函数，bn =
2

π

∫ π

0

sinnxdx = − 2

nπ
(cosnx)

∣∣∣∣π
0

=
2 (1− (−1)n)

nπ
，

an = 0，f(x) ∼
∞∑

n=1

4

(2n− 1)π
sin(2n− 1)x =

∞∑
n=1

4

π

sin(2n− 1)x

2n− 1
。

当 0 < x < π 时，
4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
= 1 ⇒

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
=
π

4
。

特别地，当 x =
π

2
时，有

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

4
。

2. 在区间 (−π, π) 上把下列函数展开为 Fourier 级数：
（1）|x|；

证明. |x| 为偶函数，bn = 0，a0 =
2

π

∫ π

0

xdx =
2

π

1

2
x2
∣∣∣∣π
0

= π

an =
2

π

∫ π

0

cosnxdx =
2

π

(
1

n2
cosnx+

x

n
+ sinnx

) ∣∣∣∣π
0

=
2

n2π
((−1)n − 1)

|x| ∼ π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cosnx

（2）sin ax (a ̸∈ Z)；

证明. sin ax 为奇函数，an = 0，

bn =
2

π

∫ π

0

sin ax sinnxdx =
1

π

∫ π

0

cos(n− a)x− cos(n+ a)xdx

=
1

π

(
1

n− a
sin(n− a)x− 1

n+ a
sin(n+ a)x

) ∣∣∣∣π
0

=
1

π

(
(−1)n

a− n
sin aπ − (−1)n

a+ n
sin aπ

)
=

2

π

n(−1)n

a2 − n2
sin aπ

sin ax ∼ 2 sin aπ
π

∞∑
n=1

n(−1)n

a2 − n2
sinnx

（3）x sinx。



19

证明. x sinx 为偶函数，bn = 0，

a0 =
2

π

∫ π

0

x sinxdx =
2

π
(sinx− x cosx)

∣∣∣∣π
0

= 2

a1 =
2

π

∫ π

0

x sinx cosxdx =
1

π

(
1

4
sin 2x− x

2
cosnx

) ∣∣∣∣π
0

= −1

2

an =
2

π

∫ π

0

x sinx cosnxdx =
1

π

∫ π

0

x(sin(n+ 1)x− sin(n− 1)x)dx

=
1

π

(
sin(n+ 1)x

(n+ 1)2
− x cos(n+ 1)x

n+ 1
− sin(n− 1)x

(n− 1)2
+
x cos(n− 1)x

n− 1

) ∣∣∣∣π
0

=
1

π

(
(−1)nπ

n+ 1
− (−1)n

n− 1
π

)
=

2(−1)n+1

n2 − 1

x sinx ∼ 1− 1

2
cosx+

∞∑
n=2

2(−1)n+1

n2 − 1
cosnx

3. 把 f(x) = x− [x] 在 [0, 1] 上展开为 Fourier 级数。

证明. a0 = 2

∫ 1

0

x− [x]dx = x2
∣∣1
0
= 1

an = 2

∫ 1

0

(x− [x]) cos 2nπx = 2

(
1

4n2π
cos 2nπx+

x

2nπ
sin 2nπx

) ∣∣∣∣1
0

= 0

bn = 2

∫ 1

0

(x−[x]) sin 2nπx = 2

(
1

4n2π
sin 2nπx− x

2nπ
cos 2nπx

) ∣∣∣∣1
0

= − 1

nπ

f(x) ∼ 1

2
−

∞∑
n=1

1

nπ
sin 2nπx

4. 在区间 (−l, l) 上把下列函数展开为 Fourier 级数：
（1）x；

证明. x 为奇函数，an = 0，

bn =
2

l

∫ l

0

x sin nπx
l
dx =

2

l

(
l2

n2π2
sin nπx

l
− lx

nπ
cos nπx

l

) ∣∣∣∣l
0

=
2l

nπ
(−1)n+1

x ∼
∞∑

n=1

2l

nπ
(−1)n+1 sin nπx

l

（2）x+ |x|；

证明. 对偶函数 |x| 进行展开，bn = 0，a0 =
2

l

∫ l

0

xdx =
2

l

1

2
x2
∣∣∣∣l
0

= l

an =
2

l

∫ l

0

x cos nπx
l
dx =

2

l

(
l2

n2π2
cos nπx

l
+
lx

nπ
sin nπx

l

) ∣∣∣∣l
0

=
2l((−1)n − 1)

nπ
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x+ |x| ∼ l

2
+

∞∑
n=1

2l

nπ
(−1)n+1 sin nπx

l
+

2l

n2π2
((−1)n − 1) cos nπx

l

5. 利用 cos ax 在 [−π, π] 上的 Fourier 展开式，证明：

（1）cotx =
1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2
(x ̸= kπ, k = 0,±1,±2, · · · )；

证明. cos ax =
sin aπ
π

(
1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n
2a

a2 − n2
cosnx

)

取 x = π 得：cos aπ =
sin aπ
π

+

(
1

a
+

∞∑
n=1

2a

a2 − n2

)

⇒ cot aπ =
1

aπ
+

∞∑
n=1

2aπ

a2π2 − n2π2
⇒ cotx =

1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2

习题 17.3

1. 求下列级数的 Cesàro 和：
（1）1 + 0− 1 + 1 + 0− 1 + · · ·；

证明. S3n = 0, S3n+1 = 1, S3n+2 = 1，σ3n =
2n

3n
=

2

3
，

σ3n+1 =
2n+ 1

3n+ 1
→ 2

3
，σ3n+2 =

2n+ 2

3n+ 2
→ 2

3
，σ =

2

3
。

（2）1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx+ · · · (0 < x < 2π)；

证明. Sn =
sin(n− 1

2
)x

2 sin x
2

，σn =
sin2(nx/2)

n sinx/2 → 0，σ = 0。

2. 证明：[0, π] 上的连续函数可用余弦多项式一直逼近。

证明. [0, π] 上的函数可先偶延拓为 [−π, π] 上的偶函数，由 Weierstrass 逼
近定理知该函数可以用三角多项式一致逼近，而该函数为偶函数，因此三角

多项式都是余弦多项式。

3. 证明：级数
∞∑

n=1

an 可以用 Cesàro 求和的必要条件是 an = o(n)。

证明. lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

nσn − 2(n− 1)σn−1 + (n− 2)σn−2

n
= 0

4. 试由 Weierstrass 的关于三角多项式的逼近定理，导出关于代数多项式的
逼近定理。
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证明. 由 Weierstrass 逼近定理，先将函数用三角多项式一致逼近，再把三
角多项式展开为幂级数，就可得到代数多项式的一致逼近。

习题 17.4

2.写出函数 f(x) =

1, |x| ⩽ α

0, α < |x| < π
的 Parseval等式，并求级数

∞∑
n=1

sin2 nα

n2
，

∞∑
n=1

cos2 nα
n2

的和。

证明. f(x) 为偶函数，bn = 0，a0 =
2

π

∫ π

0

f(x)dx =
2

π

∫ α

0

dx =
2α

π
，

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnxdx =
2

π

∫ a

0

cosnxdx =
2

nπ
sinnx

∣∣α
0
=

2 sinnα
nπ

Parsavel 等式：2α2

π2
+

∞∑
n=1

4 sin2 nα

n2π2
=

1

π

∫ π

−π

f2(x)dx =
2α

π
∞∑

n=1

sin2 nα

n2
=
α(π − α)

2
，

∞∑
n=1

cos2 nα
n2

=
∞∑

n=1

1− sin2 nα

n2
=
π2

6
− α(π − α)

2

3. 对展开式 x = 2
∞∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n

(−π < x < π) 逐项积分，求函数

x2, x3 和 x4 在区间 (−π, π) 上的 Fourier 展开式，并证明：
∞∑

n=1

1

n6
=

π6

945
，

∞∑
n=1

1

n8
=

π8

9450
。

证明. x2 = 4
∞∑

n=1

(−1)n−1

n

∫
sinnxdx =

π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnx

x3 = π2x+ 12
∞∑

n=1

(−1)n

n2

∫
cosnxdx = 2

∞∑
n=1

(−1)n

n3
(6− π2n2) sinnx

x4 = 8
∞∑

n=1

(−1)n

n3
(6−π2n2)

∫
sinnxdx =

π4

5
+8

∞∑
n=1

(−1)n

n4
(π2n2−6) cosnx

由 Parsavel 等式：
∞∑

n=1

(12− 2π2n2)2

n6
=

1

π

∫ π

−π

x6dx =
2π6

7
得到：

2π6

7
= 144

∞∑
n=1

1

n6
− 48π2π

4

90
+ 4π4π

2

6
⇒

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945
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由 Parsavel 等式：π8

50
+

∞∑
n=1

(8π2n2 − 48)2

n8
=

1

π

∫ π

−π

x8dx =
2π8

9
得到：

2π8

9
=
π2

50
+ 64π2π

4

90
− 768π2 π

6

945
+ 2304

∞∑
n=1

1

n8
⇒

∞∑
n=1

1

n8
=

π8

9450

6. 设 an, bn 是 f ∈ R2[−π, π] 的 Fourier 系数。证明：
∞∑

n=1

an
n
，

∞∑
n=1

bn
n
收敛。

证明.
∞∑

n=1

an
n

⩽ 1

2

∞∑
n=1

a2n +
1

n2
⩽ 1

2

(
a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n) +
π2

6

)

=
1

2π

∫ π

−π

f2(x)dx+
π2

12
⇒

∞∑
n=1

an
n
收敛。

∞∑
n=1

bn
n

⩽ 1

2

∞∑
n=1

b2n +
1

n2
⩽ 1

2

(
a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n) +
π2

6

)

=
1

2π

∫ π

−π

f2(x)dx+
π2

12
⇒

∞∑
n=1

bn
n
收敛。

7. 证明：级数
∞∑

n=2

sinnx
lnn 在不包含 2π 整数倍的区间上一致收敛，但它不是

R2[−π, π] 中任意一个函数的 Fourier 级数。

证明.
∣∣∣∣∣

N∑
n=2

sinnx
∣∣∣∣∣ 一致有界， 1

lnn 关于 n 单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判

别法知该级数一致收敛。若它是函数 f 的 Fourier 级数，由 Parsavel 等式

得：
1

π

∫ π

−π

f2(x)dx =
∞∑

n=2

1

ln2 n
= +∞，矛盾。

习题 17.5

1. 用 Fourier 积分表示下列函数：

（1）f(x) =

sgn x, |x| ⩽ 1,

0, |x| > 1;

证明. 由于 f(x) 为奇函数，a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cosutdt = 0，

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sinutdt = 2

π

∫ 1

0

sinutdt = − 2

π

cosut
u

∣∣∣∣1
0

=
2(1− cosu)

πu
。

f(x) ∼
∫ +∞

0

2(1− cosu)
πu

sinuxdu。
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（3）f(x) = e−a|x|(a > 0)。

证明. 由于 f(x) 为偶函数，b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sinutdt = 0，

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cosutdt = 2

π

∫ +∞

0

e−at sinutdt = 2a

π(a2 + u2)
。

f(x) ∼
∫ +∞

0

2a

π(a2 + u2)
cosuxdu。

2. 求下列积分方程的解：
（1）

∫ ∞

0

f(t) sinxtdt = e−x(x > 0)；

证明. f(t) = 2

π

∫ +∞

0

e−x sin txdx =
2t

π(1 + t2)

（2）
∫ ∞

0

f(t) cosxtdt = 1

1 + x2

证明. f(t) = 2

π

∫ +∞

0

1

1 + x2
cos txdx = e−|x|

3. 证明： 2

π

∫ ∞

0

sin2 t

t2
cos 2xtdt =

1− x, 0 ⩽ x ⩽ 1,

0, x > 1.

证明. 考虑偶函数 f(x) =

1− |x|, 0 ⩽ x ⩽ 1,

0, x > 1.
，对其作 Fourier 变换得：

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cosutdt = 2

π

∫ 1

0

(1− t) cosutdt = 2

π

1− cosu
u2

，

f(x) =

∫ +∞

0

2

π

1− cosu
u2

cosuxdu u=2t
======

2

π

∫ ∞

0

sin2 t

t2
cos 2xtdt

4. 求函数 F (u) = ue−β|u|(β > 0) 的 Fourier 反变换。

证明. f(x) =
∫ +∞

−∞
ue−β|u|eiuxdu =

∫ +∞

0

ue(−β+ix)udu+

∫ 0

−∞
ue(β+ix)udu

=
1

(−β + ix)2
− 1

(β + ix)2
=

4iβx

(β2 + x2)2
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习题 18.1

3. 计算下列函数的导函数：
（1）f(x) =

∫ cos x

sin x

e(1+t)2dt；

证明. f ′(x) = − sinx · e1+cos2 x − cosx · e1+sin2 x

（2）f(x) =
∫ x2

x

e−x2u2

du；

证明. f ′(x) =

∫ x2

x

−2xe−x2u2

du+ 2xe−x6

− e−x4

（3）f(x) =
∫ b+x

a+x

sinxt
t

dt；

证明. f ′(x) =

∫ b+x

a+x

cosxtdt+ sinx(b+ x)

b+ x
− sinx(a+ x)

a+ x

（4）f(u) =
∫ u

0

g(x+ u, x− u)dx。

证明. f ′(u) =

∫ u

0

g1 − g2dx+ g(2u, 0)。

4. 设 φ,ψ 可以分别微分两次和一次。证明：

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(s)ds

满足弦振动方程
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
。

证明. ∂u

∂t
=

1

2
(−aφ′(x− at) + aφ′(x+ at)) +

1

2
(ψ(x+ at) + ψ(x− at))

∂2u

∂t2
=

1

2

(
a2φ′′(x− at) + a2φ′′(x+ at)

)
+

1

2
(aψ′(x+ at)− aψ′(x− at))

∂u

∂x
=

1

2
(φ′(x− at) + φ′(x+ at)) +

1

2a
(ψ(x+ at)− ψ(x− at))

∂2u

∂x2
=

1

2
(φ′′(x− at) + φ′′(x+ at)) +

1

2a
(ψ′(x+ at)− ψ′(x− at))

5. 设 f 在闭区间 [0, a] 上连续，且当 t ∈ [0, a] 时，(x − t)2 + y2 + z2 ̸= 0。

证明：

u(x, y, z) =

∫ a

0

f(t)dt√
(x− t)2 + y2 + z2
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满足 Laplace 方程 ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0。

证明. 令 r =
√

(x− t)2 + y2 + z2，则 u =

∫ a

0

f(t)

r
dt，

∂u

∂x
=

∫ a

0

−(x− t)

r3
f(t)dt，

∂2u

∂x2
=

∫ a

0

3r(x− t)2 − r3

r6
f(t)dt。

同理可得：
∂2u

∂y2
=

∫ a

0

3ry2 − r3

r6
f(t)dt，

∂2u

∂z2
=

∫ a

0

3rz2 − r3

r6
f(t)dt。相加后

得到：
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
=

∫ a

0

3r((x− t)2 + y2 + z2)− 3r3

r6
f(t)dt = 0

7. 在区间 [1, 3] 上用线性函数 a+ bx 近似代替函数 f(x) = x2。试选取 a, b，

使得
∫ 3

1

(a+ bx− x2)2dx 取最小值。

证明. 记 f =

∫ 3

1

(a+ bx− x2)2dx，
∂f

∂a
=

∫ 3

1

2(a+ bx− x2)dx = 2ax+ bx2 − 2

3
x3
∣∣∣∣3
1

= 4a+ 8b− 52

3

∂f

∂b
=

∫ 3

1

2x(a+ bx− x2)dx = ax2 +
2

3
bx3 − 1

2
x4
∣∣∣∣3
1

= 8a+
52

3
b− 40

，

f 取最小值 ⇔ ∂f

∂a
= 0,

∂f

∂b
= 0 ⇒ a = −11

3
, b = 4

习题 18.2

1. 研究下列反常积分在指定区间上的一致收敛性：

（1）
∫ +∞

0

e−ux sinxdx, 0 < u0 ⩽ u < +∞；

证明.
∣∣∣∣∫ A

0

sinxdx
∣∣∣∣ = | cosA− cos 0| ⩽ 2 一致有界，e−ux 关于 x 单调递减

且关于 u 一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法知原积分一致收敛。

（3）
∫ +∞

0

dx

1 + (x+ u)2
, 0 ⩽ u < +∞；

证明. 1

1 + (x+ u)2
⩽ 1

1 + x2
，而

∫ +∞

0

1

1 + x2
dx = arctanx

∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
收敛，

由 Weierstrass 判别法知原积分一致收敛。

2. 证明：积分
∫ ∞

0

sinux
x

dx 在任何不包含 u = 0 的闭区间 [a, b] 上一致收

敛，在包含 u = 0 的区间上不一致收敛。
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证明. 若 0 /∈ [a, b]，

∣∣∣∣∫ A

0

sinuxdx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cosuA− cos 1

u

∣∣∣∣ ⩽ 2

|u|
⩽ 2

min{|a|, |b|}
一致有界，

1

x
单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法知积分一致收敛。

若 0 ∈ [a, b]，sup
∣∣∣∣∫ ∞

A

sinux
x

dx

∣∣∣∣ = sup
∣∣∣∣∫ ∞

Au

sin t
t
dt

∣∣∣∣ ⩾ ∫ ∞

0

sin t
t
dt =

π

2
，因

此积分不一致收敛。

习题 18.3

1. 研究下列函数在指定区间上的连续性：
（1）f(x) =

∫ ∞

0

t

2 + tx
dt, x ∈ (2,+∞)；

证明. 注意到 0 不是 f(x) 的瑕点，只需判断
∫ ∞

1

t

2 + tx
dt 是否一致收敛。

t

2 + tx
⩽ 1

tx−1
，而

∫ ∞

1

1

tx−1
dt 收敛，由 Weierstrass 判别法知 f(x) 一致收

敛，因此连续。

（3）f(α) =
∫ ∞

1

sinx
xα

dx, α ∈ (0,+∞)。

证明.
∣∣∣∣∫ A

1

sinxdx
∣∣∣∣ = | cosA− cos 1| ⩽ 2 一致有界，

1

xα
关于 x 单调递减且

关于 α 一致趋于 0，由 Dirichlet 判别法知 f(α) 一致收敛，因此连续。

2. 利用公式
∫ 1

0

xα−1dx =
1

α
(α > 0)，计算积分

∫ 1

0

xα−1(lnx)mdx，其中 m

为正整数。

证明. 对该积分不断使用分部积分得：
∫ 1

0

xα−1(lnx)mdx =
1

α

∫ 1

0

(lnx)mdxα

=
1

α
xα(lnx)m

∣∣∣∣1
0

− 1

α

∫ 1

0

xαd(lnx)mdx = −m
α

∫ 1

0

xα−1(lnx)m−1dx = · · ·

= (−1)m
m!

αm

∫ 1

0

xα−1dx = (−1)m
m!

αm+1

4. 计算积分
∫ +∞

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx(β ̸= 0)。

证明. 不妨设 α ⩾ 0, β > 0，记 I(α) =

∫ +∞

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx，对 I(α) 求导

得：
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I ′(α) =

∫ +∞

0

2α

(α2 + x2)(β2 + x2)
dx =

2α

β2 − α2

∫ +∞

0

1

α2 + x2
− 1

β2 + x2
dx

=
2α

β2 − α2

(
1

α
arctan x

α
− 1

β
arctan x

β

) ∣∣∣∣+∞

0

=
π

β(α+ β)

再对 I ′(α) 积分得：I(α) =
π

β
ln(α+ β) + C(β)，由于

I(0) =

∫ +∞

0

lnx2
β2 + x2

dx
x=β tan t
=======

2

β

∫ π
2

0

lnβ + ln tan tdt = π

β
lnβ，于是有

C(β) = I(0)− π

β
lnβ = 0 ⇒ I(α) =

π

β
ln(α+ β)。

习题 18.4

3. 利用 Γ 函数，计算下列积分：

（1）
∫ 1

0

√
x− x2dx；

证明.
∫ 1

0

√
x− x2dx =

∫ 1

0

x
1
2 (1− x)

1
2 dx = B(

3

2
,
3

2
) =

Γ(3/2)Γ(3/2)

Γ(3)

=
(Γ(1/2)/2)2

2
=
π

8

（3）
∫ +∞

0

dx

1 + x3
；

证明.
∫ +∞

0

dx

1 + x3
=

1

3

∫ +∞

0

t−2/3

1 + t
dt =

1

3
B(

1

3
,
2

3
) =

1

3

π

sin π
3

=
2π

3
√
3

4. 证明：lnB(p, q) 关于变量 p 是 (0,+∞) 上的凸函数。

证明. 只要证明：lnB(λ1p1 + λ2p2, q) ⩽ λ1 lnB(p1, q) + λ2 lnB(p2, q)

⇔ B(λ1p1 + λ2p2) ⩽ B(p1, q)
λ1 ·B(p2, q)

λ2，其中 λ1 + λ2 = 1。

B(λ1p1 + λ2p2) =

∫ 1

0

tλ1p1+λ2p2−1(1− t)q−1dt

=

∫ 1

0

(
tλ1(p1−1)(1− t)λ1(q−1)

) (
tλ2(p2−1)(1− t)λ2(q−1)

)
dt

⩽
(∫ 1

0

tp1−1(1− t)q−1dt

)λ1 (∫ 1

0

tp2−1(1− t)q−1dt

)λ2

= B(p1, q)
λ1 ·B(p2, q)

λ2
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7. 设 a > 0，ac− b2 > 0，a > 1
2
。证明：∫ +∞

−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)α
=

(ac− b2)
1
2−α

a1−α

Γ(α− 1
2
)

Γ(α)

√
π

证明.
∫ +∞

−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)α
=

∫ +∞

−∞

dx(
a(x+ b

a
)2 + c− b2

a

)α
=

aα

(ac− b2)α

∫ +∞

−∞

dx(
a2

ac−b2
(x+ b

a
)2 + 1

)α（令 t =
a2

ac− b2
(x+

b

a
)2

=
aα−1

(ac− b2)α−
1
2

∫ +∞

0

t−
1
2

(1 + t)α
dt =

aα−1

(ac− b2)α−
1
2

B(
1

2
, α− 1

2
)

=
aα−1

(ac− b2)α−
1
2

Γ( 1
2
)Γ(α− 1

2
)

Γ(α)
=

(ac− b2)
1
2−α

a1−α

Γ(α− 1
2
)

Γ(α)

√
π
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SARD’S THEOREM

ALEX WRIGHT

Abstract. A proof of Sard’s Theorem is presented, and applica-
tions to the Whitney Embedding and Immersion Theorems, the
existence of Morse functions, and the General Position Lemma are
given.

Suppose f : Mm → Nn is a map from am-dimensional manifold M to
an n-dimensional manifold N . (All manifolds and maps are assumed to
be smooth.) A critical point pf f is an x ∈M such that (dfx)(TxM) 6=
Tf(x)N . A critical value is the image of a critical point.

Theorem (Sard’s Theorem). The set of critical values of f is null.

We say that a set S ⊂ N is null if its image in Rn under every chart
is null. If m < n there is a simple proof of Sard’s Theorem, and if
n = m a relatively short proof can be found in M. Spivak’s Calculus on
Manifolds ([5], p.72). Here we make no assumption on m and n, and we
benefit from this extra power in two of the three applications bellow.
The following proof is from V. Guillemin and A. Pollack’s Differential
Topology ([1], p.205-207), which in turn cites [3] as its source.

Proof of Sard’s Theorem. By passing to charts, and using the fact that
there is a countable sub-collection of charts that cover M , we can as-
sume M = U ⊂ Rm, U open, and N = Rn (so f : U → Rn).

To begin, we break up C, the set of critical points of f , into a
sequence of nested subsets C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ · · · , where C1 is the
set of all x ∈ U such that dfx = 0, and Ci (i ≥ 1) is the set of all
x such that all partial derivatives of order at most i vanish at x. We
then proceed by induction on m and prove three lemmas. Lemmas
1 and 2 give that f(C − C1) and f(Ci − Ci+1) are null. These two
lemmas use the inductive hypothesis and the fact that Rm is second
countable (that is to say: if {Uα} is set of open sets in Rm, there there
is a countable sub-collection {Uαk

} so that ∪αUα = ∪kUαk
). Lemma 1

makes use of Tonelli’s Theorem, a variant of Fubini’s Theorem. Lemma
3 uses Taylor’s Theorem to show that if i is sufficiently big, then f(Ci)
is null. These lemmas clearly combine to give Sard’s Theorem.

Date: February 2008.
1



2 ALEX WRIGHT

We assume Sard’s Theorem is true for m − 1, and prove the three
lemmas. The base case of m = 0 is trivial, since R0 is a point.

Lemma (1). f(C − C1) is null.

Proof. Around each x ∈ C − C1 we will find an open set Vx such that
f(Vx ∩ C) is null. Since Rm is second countable, we will then be able
to find a countable sub-collection Vx1 , Vx2 , · · · , that covers C−C1, and
we will conclude

m(f(C − C1)) ≤
∑
i

m(f(Vxi
∩ (C − C1))) ≤

∑
i

m(f(Vxi
∩ C)) = 0,

where m is Lebesgue measure. So if we fix x ∈ U it suffices to prove
that we can find an open set V containing x with f(V ∩ C) null.

Since x /∈ C1, f = (f1, · · · , fm) has some partial, say ∂f1
∂x1

, which does

not vanish at x. Define h : U → Rm (recall U ⊂ Rm) by

h(x) = (f1(x), x2, · · · , xm).

Now dhx is non singular, so by the Inverse Function Theorem, h maps
some neighbourhood V of x diffeomorphically onto an open set V ′ ⊂
Rm. The composition g = f ◦ h−1‘ : V ′ → Rn will then have the
same critical values as f |V (f restricted to V ). So we want to show
that the set of critical values of g restricted to V ′ is null. Note that
the first coordinates of h and f are the same, so g = f ◦ h−1 leaves
the first coordinate unchanged. Therefore, for each t, g induces a map
gt : (t× Rm−1) ∩ V ′ → Rn. Since dg has the form(

1 0

∗ (
∂gt

i

∂xj
)

)
a point (t, z) ∈ (t × Rm−1) ∩ V ′ is a critical point of g if and only if
z is a critical point for gt. By induction, the set V t of critical values
of gt is null for each t. The set of critical points of g is closed, so its
image under g, the set V of critical values of g, is Borel. Thus χV (the
indicator function of V ), is measurable, and Tonelli’s Theorem gives

m(V ) =

∫
Rn

χV =

∫
t

∫
Rn−1

χV t =

∫
Rn−1

0 = 0.

Thus V is null and the proof of Lemma 1 is complete. �

Lemma (2). f(Ck − Ck+1) is null if k ≥ 1.

Proof. This is a similar argument, but easier. For each x ∈ Ck −Ck+1,
there is some (k + t)st partial of f that is not zero at x. Thus we can
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find a kth partial of f , say ρ, that has a first partial, say ∂ρ
∂x1

, that is
non-zero at x. Then the map h : U → Rm defined by

h(x) = (ρ(x), x2, · · · , xm)

maps a neighbourhood V of x diffeomorphically onto an open set V ′ ⊂
Rm. Since all kth partials vanish on Ck, and ρ is a kth partial, h carries
Ck ∩ V into the hyperplane 0× Rm−1.

Define g = f ◦ h−1‘ : V ′ → Rn. Of course f |V and g|V ′ have the
same critical values. As in Lemma 1, it suffices to show that the set of
critical values of g|V ′ is null. But these values all come from points in
0×Rm−1. Let g̃ : (0×Rm−1)∩ V ′ → Rn be the restriction of g. If x is
a critical point of g, then (dg̃)x(TxRm−1) ⊂ (dg)x(TxRm) 6= Tg(x)Rn, so
x is also a critical value for g̃. By induction, the set of critical values
of g̃ is null, so Lemma 2 is proved. �

Lemma (3). For k > m/n− 1, f(Ck) is null.

Proof. Fix such a k. Let S ⊂ U be a cube with sides of length δ. We
will show that f(Ck ∩ S) is null. Since U is covered by a countable
number of such cubes, this will prove that f(Ck) is null. From Taylor’s
Theorem, the compactness of S, and the definition of Ck, we see that

f(x+ h) = f(x) +R(x, h)

where |R(x, h)| < a|h|k+1 for x ∈ Ck ∩ S. Here a is a constant that
depends only on f and S. Now subdivide S into rm cubes whose sides
are of length δ/m. Let S1 be a cube of the subdivision that contains
a point x of Ck. Then any point of S1 can be written as x + h with
|h| <

√
m( δ

m
).. Now if x+ h ∈ S1, then

|f(x+ h)− f(x)| = |R(x+ h)| < a(
√
m
δ

m
)k+1 = b/rk+1

where b is a constant. So f(S1) lies in a cube of side length at most
b′/rk+1 centered at f(x) (b′ a new constant). Hence f(Ck ∩ S) is con-
tained in the union of at most rm cubes having total volume at most

rm(b′)mrm−(k+1)n.

If m − (k + 1)n < 0, (that is k > m/n − 1) then letting r → 0 gives
that f(Ck ∩ S) is null. �

This completes the proof of Sard’s Theorem. �

We proceed to our first application.

Theorem. Every manifold Mm admits an injective immersion into
R2m+1.
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Note that if M is compact, then an injective immersion is an em-
bedding, so this theorem comes very close to the Whitney Embedding
Theorem, which says: Every manifold Mm can be embedded into R2m.
An injective immersion can be turned into an embedding with extra
work (see [1], p.53), but the reduction from 2m+ 1 to 2m is very diffi-
cult, and the author knows of no friendly exposition of this 2m Whitney
Embedding Theorem.

Proof. We assume M can be embedded into some Rn. For compact
manifolds, this can be proved using partitions of unity ([2], p.23). If
n = 2m+ 1, we’re done, so we assume n > 2m+ 1. For a ∈ Rn, a 6= 0,
let πa be the projection of Rn onto the perp space of a. By iteration,
it suffices to show that πa : M → Rn−1 is an injective immersion for at
least one a. We will in fact use Sard’s Theorem to show that it is true
for a.e. a! Define

g : M ×M × R→ Rn

g(x, y, t) = t(x− y)

h : TM → Rn

h((p, v)) = v

where (p, v) ∈ TM represents the tangent vector v ∈ Rn at the point
p ∈M . (Note immediately that the domain of g has dimension 2m+1.)
Now, if πa : M → Rn−1 is not injective, then we have some x, y ∈
M, t ∈ R so that x 6= y and x− y = ta. That is to say, g(x, y, 1/t) = a.
Furthermore, if πa is not an immersion, then there is some (p, v) ∈ TM
such that v = sa for some a. Since M is immersed into Rn, we must
have s 6= 0, so h(v/s) = a.

Now it is clear that if a is in neither the range of g or the range of h,
then πa is the desired injective immersion. Since the dimensions of the
domains of g and h are 2m + 1 and 2m respectively, and n > 2m + 1,
every point in the range of these functions is a critical value! Thus we
can pick almost any a ∈ Rn and get that πa : M → Rn−1 is an injective
immersion. �

We leave it as an exercise to the reader to modify this proof to get
that every Mm can be immersed into R2m (with the same starting
assumption that it can be immersed into some Rn). This essentially
comes from the fact that we can drop g, and the domain of h has
dimension 2m instead of 2m+ 1.

Our next application of Sard’s Theorem will be the existence of
Morse functions. Given a function f : M → R, a critical point x ∈ M
is called non-degenerate if the Hessian of f at x, Hess(f)x = ( ∂2f

∂xi∂xj
)
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is non-singular in local coordinates. See [1] p.42 or compute using
the chain rule to see that this does not depend on local coordinates.
Such critical points turn out to be very important because f is locally
quadratic at these points. (This is known as the Morse Lemma.) If
all of f ’s critical points are non-degenerate, f is called a Morse func-
tion: such functions say a great deal about the topology of M . If
M ∈ R3, and f(x, y, z) = z is a Morse function, we think of filling
up R3 with water up to the level z. The the topology of the part un-
derwater, f−1((−∞, z)), changes only with the water covers a moun-
tain top (of M), fills a valley (saddle point), or meets a bowl (local
minimum).:These events correspond to the water level reaching a non-
degenerate critical point, and this intuitive picture is used to think of
all Morse functions.

Theorem. There are lots of Morse functions: Given M ⊂ Rn, and
f : M → R, then fa = f + a1x1 + · · · + anxn is a Morse function for
almost every a ∈ Rn.

Proof. Define g = df = ( ∂f
∂x1

+ · · ·+ ∂f
∂xn

) on M . Note that dfa = g + a,

and Hess(fa) = Hess(f) = dg. Pick any a so that −a is a regular value
for g. Then if x is a critical point of fa, g(x) = −a so Hess(fa)x = dgx
is non-singular. Thus fa is a Morse function. �

The reader who wants to learn more about Morse theory is urged
to consult J. Milnor’s Morse Theory ([4]). Our final application is the
General Position Lemma. Recall that manifolds M,N ⊂ Rn are said to
be transverse (written M t N) if TpM+TpN = TpRn for all p ∈M∩N .
Tranverse manifolds are said to be in general position.

Theorem (General Position Lemma). For almost every a ∈ Rn, (M +
a) t N .

Note that if dimM+dimN < n, and p ∈M∩N , then TpM+TpN 6=
TpRn (the dimension of the left hand side is too small). So in this case
M and N are transverse if and only if they are disjoint, and the General
Position Lemma has a marvelous consequence: We can budge M a bit
so that it is disjoint from N .

Proof. Consider g : M × N → Rn defined by g(x, y) = x − y. Pick
any a ∈ Rn that is a regular value of g. We claim (M + a) t N . If
not, then there would be an x ∈ M, y ∈ N such that y = x + a and
TxM + TyN 6= Rn (Rn is the tangent space TyRn). Then g(x, y) = a
and dg(x,y)(T(x,y)M ×N) = TxM +TyN , which since TxM +TyN 6= Rn

contradicts the fact that a is a regular value. Thus, it must be that
(M + a) t N . �
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