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习题分级

* 答案暂缺：4.1 - 9,12(1)、4.2 - 6、5.1 - 15(2-4)、7.2 - 7(4)、7.3 - 2,8,9,14
* 习题解答中，引用定义、定理、例题或习题若未标注节数则默认在本节中
容易 (难度分级中未提及的题目)：在完成本讲基础知识的学习后应该做出。
中档：在基础知识上结合一定的思考，尽量独立解决。

困难：复杂的拓展与提升，有不少结论值得熟悉。存在极困难的题目，建议及时查阅答案，不宜死磕。

难算 (独立于难度级别)：有较为繁杂的计算或需要的技巧集中在计算部分。
1.2 难算 5,6
2.1 中档 6(3,6),7(3,5,6,8),9,11(1,3),13,16、困难 7(7),15,17,18、难算 6(6),7(7)
2.2 中档 3-6、难算 1,8(4)
2.3 中档 3,8,9
2.4 中档 3(2-8),7,9,10,12、困难 13,14、难算 3(6)
3.1 中档 5(4,5,7,8,10,14,15)
3.2 中档 3,5-7,9,11、困难 4,10,12-14、难算 4,5
3.3 中档 1,2,4-9、困难 10-12
3.4 中档 2-5、难算 2
4.1 中档 5-7,8(1-5)、困难 8(6),9-13
4.2 中档 2,7-9,12、困难 5-6,10
4.3 中档 2,3-5,8-10
5.1 中档 3(7,8),4(3,4),5-7,9,12,13、困难 11(2-4),14,15(2-4),16(1,2,4)、难算 14
5.2 中档 3,5,7、困难 9,10
5.3 中档 3,10,11、困难 4-9,12
5.4 中档 1(5-10),3,5-10、难算 1(9,10)
5.5 中档 2,3,5,11,12、困难 4,6,7,9,10、难算 10(2,3),12
6.1 中档 4,7(2),9、困难 3,12
6.2 中档 4,6、困难 5,8,9
6.3 中档 2,4,5,6(1-4),7,9(1,3)、困难 3,6(5,6),8,9(2),10、难算 7(2)
6.4 中档 2,5、困难 11-13、难算 4
7.1 中档 5(3),6,7、难算 5(3),6
7.2 中档 3,5(3),6,7(1),8(3,4),9(1),13(2)、困难 5(2),7(2-4),9(2-4),10(2,3),12,14
7.3 中档 1,3,4,7,11、困难 2,5,8-10,12-14
8.1 中档 6
8.2 中档 3,8,9
8.3 中档 5,6,9,10
8.4 中档 5、困难 7-10
8.5 中档 6,7(2,3),8(2,3),9、困难 3、难算 1
8.6 中档 3,5,9,10
8.7 中档 2-4,6,7、困难 5
9.1 中档 2(10),7(1-3)、困难 7(4,5)、难算 5(2)
9.2 中档 4-8
9.3 中档 3-6
9.4 中档 4(2,3),5(1),6(2),8,9、困难 3,5(2),6(1),7,10
9.5 中档 5,6,7(1-4)、困难 4,7(5)
9.6 中档 3,7,8(1,2),10(2)、困难 8(3)
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9.7 中档 1(1),2(2,3),3,4、困难 1(2),2(1),5,6
10.1 中档 3(1,2),4-6、困难 3(3),8
10.2 中档 2(2,3),9(1,2)、困难 2(1),5,7,8,9(3),10
10.3 中档 2,4、困难 5(3,4)
10.4 中档 8(1-3),9(2),10(1)、困难 8(4),9(3),10(2,3)
10.5 中档 6
10.6 中档 2,4,6、困难 5

第一章 线性方程组

§1.1 消元解法

1. 设 f, g 为 x1, x2, xn . . . 的一次多项式，f = 0, g = 0 ⇒ λf = 0, g − λf = 0，故解不减少

交换两个方程的位置，其逆变换为再次交换此两方程；

将某个方程替换为其非零常数 λ 倍，其逆变换为将此方程替换为其
1

λ
倍；

将某个方程替换成它与另一方程的常数 λ 倍之和，其逆变换为将此方程替换它与对应方程的 −λ 倍

之和；

故，对于其中的任意操作，可通过其逆操作将其变回，故解亦不增加。综上可知此三操作不改变线性

方程组的解。

2. (1) x1 =
5

13
, x2 =

7

13
, x3 = − 1

13
, x4 =

2

13

(2) x1 = −2t, x2 = t, x3 = 0, x4 = t，t 为任意实数

(3) x1 =
2− t

3
, x2 = 0, x3 =

5t− 1

3
, x4 = −3t, x5 = t，t 为任意实数

(4) 无解

(5) 无解

(6) x1 = 0, x2 = −1, x3 = 0, x4 = −1

3. 初等变换后将方程组化为定理 1.2 中的阶梯形，由变换特点知最右侧必然仍全为 0，且左侧含未知数
最少的行至少含有 n−m+ 1 ≥ 2 个未知数。将除了此行第一个未知数 xm 外的数全取为 1，代入可
知此时必有解，此即为一个所需的非零解。

§1.2 矩阵表示

1. A1 - A4 由各 xx 分量加法运算律知成立；

M1 - M2 计算分量数乘，由乘法运算律知成立；

D1 - D2 计算分量情况，由加法乘法分配律知成立。

2. 注意增广矩阵变换后如何对应线性方程组不同的解的情况。

3. 设其为 ax+ by + c = x2 + y2，代入成为线性方程组，解得其为 x2 + y2 − 25

7
x− 23

7
y +

18

7
= 0。

4. 待定系数解出三点所在平面为 6x+ 3y + 2z − 6 = 0，任取一过三点的球，由几何可知与平面交线即

为此圆，一切这样的球为 x2 + y2 + z2 − tx− t+ 4

2
y − t+ 9

3
z + t = 0，t 为任意实数。
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5. 由线性方程组解出一特解 f0(x) =
1

60
x5 − 1

4
x3 +

37

30
x，若 f1, f2 均为解，作差可知 1, 2, 3,−1,−2,−3

均为 f1 − f2 的根，故令 g(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)，则一切满足要求的 f 为

f0(x) + h(x)g(x)，其中 h(x) 为任意多项式。

6. 由线性方程组解出一特解 f0(x) =
1

2
x5 − 1

8
x4 − 3

2
x3 +

3

4
x2 + 2x− 5

8
，若 f1, f2 均为解，作差，由泰

勒展开可知 1 与 −1 均为 f1 − f2 的至少三重根，故令 g(x) = (x− 1)3(x+ 1)3，则一切满足要求的

f 为 f0(x) + h(x)g(x)，其中 h(x) 为任意多项式。

7. 矩阵形式变换为


λ 0 −λ 0 0

0 λ 0 −λ 0

0 1 λ 1 1

1 0 1 λ 1

，当 λ ̸= 0 时可变换为


λ 0 −λ 0 0

0 λ 0 −λ 0

0 0 λ 2 1

0 0 0 λ2 − 4 λ− 2

，当
λ ̸= ±2时，解得 x1 = x2 = x3 = x4 =

1

λ+ 2
；当 λ = 2时，解得 x1 = c, x2 =

1

2
−c, x3 = c, x4 =

1

2
−c，

c 为任意实数；当 λ = −2 时无解；当 λ = 0 时，解得 x1 = a, x2 = b, x3 = 1− a, x4 = 1− b，a, b 为

任意实数。

8. 行初等变换后，增广矩阵可化为



2 1 −1 2 1

0 1 1 2 1

0 0 1 1 1

0 0 0 a+ 1 a+ 1

0 0 0 0 4− b


，故有解条件为 b = 4，有唯一解条件

为 b = 4 且 a ̸= −1，此时解为 x1 = 0, x2 = −1, x3 = 0, x4 = 1；当 a = −1 时，解为 x1 = t, x2 =

t− 1, x3 = t, x4 = 1− t，t 为任意实数。

第二章 矩阵运算

§2.1 基本概念

1. 两题均考虑对应分量的值并化简求和即可证明。

2. AB =


4 3 4

5 3 8

5 3 6

2 1 2

 , BC =


1 4 3 1

2 5 3 2

2 1 1 2

 , B2 =


3 2 2

4 3 4

2 1 4

 , ABC =


7 11 8 7

8 19 13 8

8 15 11 8

3 5 4 3



3. bij =

ai+j−2Ci−1
i+j−2 i+ j ≤ n+ 2

0 i+ j > n+ 2
, cij =

ai+j−1 i+ j ≤ n+ 1

0 i+ j > n+ 1
，直接验证可知其对称。

4. (1) 由定理 2.2-5，B = BT ⇒ ABAT = (AT )TBTAT = ABAT，因此成立。

(2) 与上一问类似知 ABAT = −ABAT，设 A = (aij), B = (bij)，第 k 个对角元
n∑

j=1

(AB)kj(A
T )jk =

n∑
j=1

(
n∑

i=1

akibij

)
akj =

n∑
i,j=1

akiakjbij，由 B 反对称可知其为 0。

5. 设 A 为
(
a b

c d

)
；

第一个方程为

(
2ab bc+ ad

bc+ ad 2cd

)
=

(
0 1

1 0

)
，解为

 0
1

m
m 0

 或
 1

m
0

0 m

，m 为非零实数；
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第二个方程为

(
0 bc− ad

ad− bc 0

)
=

(
0 −1

1 0

)
，只需 detA = 1 即可。

6. (1)


0 1 0

1 0 0

0 0 1



(2)


0 1 0

0 0 1

1 0 0


(3) 将 A 看成以

y = 0

x+ z = 0
为转轴的 180◦ 旋转 (具体变换为三阶列向量 x → Ax)，则自上向下

看顺时针 90◦ 的旋转为



1

2

√
2

2
−1

2

−
√
2

2
0 −

√
2

2

−1

2

√
2

2

1

2



(4)


0 0 −1

0 −1 0

−1 0 0

 (A3 = A ⇒ (−A)3 = −A)

(5)


0 0 1

1 0 0

0 1 0

(将 B 看作置换)

(6) 将 B 看成 x = y = z 为转轴的自上而下顺时针 120◦ 旋转 (具体变换为三阶列向量 x → Bx)，故
作以此为转轴的右手 80◦ 旋转，由下方算法可得结果。

求正交阵一个方根的一般方法：

步骤 0：预备知识

正交阵即满足 AAT = ATA = I 的方阵，均可看作过原点的转轴的旋转。因此，作出对应旋转后便

能通过控制角度得到方根。以下讨论均在三阶正交阵 (看成过原点直线为转轴的旋转) 中进行。设此
方阵为 M，目标方阵为 X，x, α, β, γ 均为三阶列向量。

步骤 1：确定转轴与角度

转轴即为不动点集，解方程 Mx = x，解出的 x 构成一条直线，即所求转轴。

若无法直接看出旋转角度，可任取不在转轴上的一点 α，连接 α 与 Mα，作垂直平分线，交转轴于

β，这三点构成的等腰三角形顶角即为旋转角度。

一般化地，接下来寻找过直线 a 作角度为 θ 的右手旋转对应的矩阵 X。

步骤 2：正交基的确定

在转轴上取一个单位方向向量 α(事实上可任取 α 再作 α∗ =
α

|α|
)，作出与 α 垂直的平面 xαT = 0，

在平面上任取单位方向向量 β，再待定系数得平面上与 β 垂直，且可由 β 右手旋转 90◦ 得到的单位

向量 γ (若首次求出的 γ 不符合要求，则取 γ∗ = −γ)，此时 α, β, γ 构成了三维空间的一组标准正交

基，由矩阵乘法的线性性，只需确认三个基的像便可以得到任意点的像，反之，利用这三个基已足以

构造方程。

步骤 3：几何得出任意点的像
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α 在旋转下的像显然仍为 α，而 β 与 γ 均在与转轴垂直的平面上，故退化为平面旋转的情况，可得

出 Xβ = cos θβ + sin θγ,Xγ = − sin θβ + cos θγ，故作出任意点在 α, β, γ 表示下的坐标即可由线性

组合得到像，即 t = λ1α+ λ2β + λ3γ ⇒ Xt = λ1α+ (λ2 cos θ− λ3 sin θ)β + (λ2 sin θ+ λ3 cos θ)γ (事
实上，这可以看成把原本的坐标系变换成 α, β, γ 下的新坐标系的过程)。

步骤 4：矩阵的确定

最后，由任意点的像可以确定矩阵。注意到上一部分中 λ1 = αT t, λ2 = βT t, λ3 = γT t(事实上，这是
内积的表示，此处可以看成把新坐标系变换回原本坐标系的过程)，代入可得：

X =
(
α β γ

)
1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



αT

βT

γT



* 对于上方的题目，可解出一组 α =



√
3

3√
3

3√
3

3

 , β =


−
√
2

2√
2

2

0

 , γ =


−
√
6

6

−
√
6

6√
6

3

 取 θ = 80◦，即可计算出

结果。

补充 另一种思路

利用特征值可将正交矩阵利用相似对角化，再求对应对角阵的次方根，亦可得到对应结果 (此方式的
合理性将在第六章中解释，主要计算量在于三次方程的求解)。

7. (1)
(
1 −1

1 0

)(
0 −1

1 −1

)(
−1 0

0 −1

)(
−1 1

−1 0

)(
0 1

−1 1

)(
1 0

0 1

)
阶为 6 循环

(2)
(
1 0

1 −1

)(
1 0

0 1

)
阶为 2 循环

(3) 2m/2

cos mπ

4
− sin mπ

4

sin mπ

4
cos mπ

4



(4)



2m/2


√
2

2

√
2

2√
2

2
−
√
2

2

 m ≡ 1 mod 2

2m/2

1 0

0 1

 m ≡ 0 mod 2

(5)



1 m
m(m− 1)

2

m(m− 1)(m− 2)

6

0 1 m
m(m− 1)

2

0 0 1 m

0 0 0 1



(6)



1 m
m(m+ 1)

2

m(m+ 1)(m+ 2)

6

0 1 m
m(m+ 1)

2

0 0 1 m

0 0 0 1


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(7) Am =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

+


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0




m

，因可交换，设其为


a b c d

d a b c

c d a b

b c d a

，由组合数则

有



(1 + i)m = (a− c) + (b− d)i

(1− i)m = (a− c) + (d− b)i

(1 + 1)m = a+ b+ c+ d

(1− 1)m = a− b+ c− d

，解得



a =
(1 + i)m + (1− i)m + 2m

4

b =
(1 + i)m − (1− i)m + 2mi

4i

c =
2m − (1 + i)m − (1− i)m

4

d =
(1− i)m − (1 + i)m + 2mi

4i

(8) 原矩阵 A =


a1

a2

a3

a4


(
b1 b2 b3 b4

)
，由

(
b1 b2 b3 b4

)

a1

a2

a3

a4

 = (a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4)，

使用结合律得 Am = (a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4)
m−1A

8. (出现的字母未作说明即为任意实数)

(1)


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 d

 (2)


a b c d

d a b c

c d a b

b c d a

 (3)


a b c d

e f g h

c d a b

g h e f

 (4)


a b c d

0 a b c

0 0 a b

0 0 0 a



(5)


a 0 0 d

0 b 2c 0

0 3c b 0

4d 0 0 a

 (6)


a b c d

e f g h

h g f e

d c b a

 (7)


a b c d

e f e g

c b a d

h i h j

 (8)


a b c d

b a d c

e f g h

f e h g


9. (1) 考虑上题 (1)(2) 类似构造知为 aI，I 为单位阵，a 为任意实数 (复数)。

(2) 考虑上题 (1)(3)(8) 类似构造知为 aI，I 为单位阵，a 为任意实数 (复数)。

(3) 二阶时为
(

a b

−b a

)
，大于等于三阶时考虑 aij = 1, aji = −1，其余为 0 的矩阵知只能为 aI，I

为单位阵，a 为任意实数 (复数)。

10. (1) 展开可消去交叉项，即得结果。

(2) 直接展开即可。

(3) 利用 (2) 的结论，比较左右 Bn 项的系数即可。

(4) A,B 对称 ⇔ (AB)T = AB ⇔ BTAT = AB ⇔ BA = AB。

11. (1)左：将 a11至 amn按先行后列排序为 a1至 ak，B同理排序，计算得 tr(AAH) =
k∑

i=1

|ai|2, tr(ABH) =

k∑
i=1

aibi，左式 ≥
k∑

i=1

|aibi| ·
k∑

i=1

|aibi| ≥
∣∣tr(ABH) tr(BAH)

∣∣，故成立。
右：ABH = (BAH)H ⇒ tr(ABH) = tr(BAH) 因此中式 =

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

aibi

∣∣∣∣∣
2

≥ 0。
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(2) 由 tr(AAH) =
k∑

i=1

|ai|2 可发现需 A 所有元素模长为 0，即全部为 0。

(3) 由习题 10 类似，B 视为 AH，由 (1) 左式的取整条件得结果。

12. (1) 直接计算系数知上三角下部仍为 0。

(2) 由上问知可乘，与可加性结合知成立。

13. (1) 由于 AB 中的每项均为两项乘积的和，按系数展开即得结论。

(2) 未必可交换，
(
0 x2

x 0

)
即为反例。

14. (1) 验证可发现 i ̸= j 时，AAT 中，第 i 行第 j 列的值为 i, j 两条线交点数，ATA 中，第 i 行第 j

列的值为 i, j 点所共的线数，由此知式 2.3 成立。(2) 验证知 ki 为每条线过点数，di 为每点属于的

线数。

步骤一：证明所有 ki 相等，记其为 λ。任取两条线 e1, e2，分情况讨论：

若存在一个点 v 同时不在 e1, e2 上，则对于过 v 的每一条线 e，考虑 e 和 e1 唯一确定的交点 π(e)，

由唯一确定知此映射为单射。由于每个 e1 上的点都与 v 确定一条线，此映射为满射。因此，此映射

为过 v 的线到 e1 上的点的双射。由此可类似构造过 v 的线到 e1 上的点的双射，因此 e1, e2 上的点

个数相等。

若这样的点不存在，由条件一可知，除 e1, e2 的交点外，所有的点可分为在 e1 上而不在 e2 上与在

e2 上而不在 e1 上两类。取条件三中的四点 a, b, c, d，由条件三知三点不共线，不妨设 a, b 在 e1 上而

不在 e2 上，c, d 在 e2 而不在 e1 上。若 a, c 确定线 x，b, d 确定线 y，若 x, y 的交点在 e1 上，则由

条件一知 a, d 都是它们的交点，因此矛盾；同理可知其交点不在 e2 上，与不存在同时不在 e1, e2 上

的点矛盾，由此命题得证。

步骤二：证明所有 di 亦均为 λ。若所有线交于一点 v，由条件三取出四个点，由于 ab, bc, cd 交于 v，

由条件一知 b = c = v，因此矛盾。由此对每一点 v 都存在不过其的线 e，利用映射 π 可构造过 v 的

线到 e 上的点的双射，故由每条线上有 λ 个点知过每个点有 λ 条线。

步骤三：利用定理 2.2-6可得 mλ = tr(AAT ) = tr(ATA) = nλ ⇒ m = n。再计算边的条数。n个顶点

两两确定一条边，共 C2
n 条，而由每条边被算了 C2

λ 次可知 C2
n = mC2

λ，由 m = n解得 n = λ2−λ+1。

15. (1) 解法一：归纳。由条件可知 Qn =
(Q2

n−2 − 1−Qn−3)(Q
2
n−2 − 1 +Qn−3)

Qn−2Q2
n−3

，由 Qn−1 =
Q2

n−2 − 1

Qn−3

知分母整除 Q2
n−3，由 Qn−4 =

Q2
n−3 − 1

Qn−2

知分母整除 Qn−2，辗转相减即可证 gcd(Qn−2, Qn−3) = 1，

故其为整系数多项式。

解法二：变形递推式可得
Qn+1 +Qn−1

Qn

为常值，由此代入前三项知 Qn+1 = xQn −Qn−1，故其为整

系数多项式。

(2) 由解法二
(
Qn+1

Qn

)
=

(
x −1

1 0

)(
Qn

Qn−1

)
，故 Qn =

(
1 0

)(x −1

1 0

)n−1(
x

1

)
。

16. (1)


xn

xn−1

...

xn−k+1

 =


a1 a2 · · · ak

1 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0




xn−1

xn−2

...

xn−k


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故 xn =
(
1 0 · · · 0

)

a1 a2 · · · ak

1 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


n−k

xk

xk−1

...

x1


(2) 令 xn =

yn
zn
，有

(
yn

zn

)
=

(
a b

c d

)(
yn−1

zn−1

)
，故设

(
a b

c d

)n

=

(
an bn

cn dn

)
，有 xn =

anx0 + bn
cnx0 + dn

。

17. 将递推写为
(
an+1

an

)
=

(
bn cn−1

1 0

)(
an

an−1

)
，其中 cn−1 由 bn−1 所确定，值为 ±1。

由

(
bk ck−1

1 0

)
=

(
bk 1

1 0

)(
1 0

0 ck−1

)
,

(
1 0

0 ck−1

)(
bk−1 1

1 0

)
=

(
bk−1 1

ck−1 0

)
，

结合

(
1 0

0 c0

)(
1

0

)
=

(
1

0

)
可将原通项改写为

(
an+1

an

)
=

(
bn 1

1 0

)(
bn−1 1

cn−1 0

)
. . .

(
b1 1

c1 0

)(
1

0

)
。

令

(
un

vn

)
=

(
bn−1 1

cn−1 0

)
. . .

(
b1 1

c1 0

)(
1

0

)
，则

(
an+1

an

)
=

(
bnun + vn

un

)
，通过分四类归纳可证明，

bn−1 = 1 ⇒ un ≥ 1, vn ≥ 1, un + vn ≥ n; bn−1 > 1 ⇒ un ≥ n, vn ≤ 0, un + vn ≥ 1，故原结论成立。

18. 解法一：可直接归纳证明 un =

[n/2]∑
i=0

∑
jk+1−jk≥2,ji≤n−1

aj1aj2 . . . aji，利用对称性推出 un = vn。

解法二：(
uk+1

uk+1 − uk

)
=

(
1 + ak −ak

ak −ak

)(
uk

uk − uk−1

)
(
vk+1 vk+1 − vk

)
=
(
vk vk − vk−1

)(1 + an−k −an−k

an−k −an−k

)
利用以上两式展开递推可立刻得结果。

解法三：写出 un, vn 以矩阵乘积形式表示的递推公式，可得

un =
(
1 0

)(1 an−1

1 0

)
. . .

(
1 a1

1 0

)(
1

1

)
, vn =

(
1 0

)(1 a1

1 0

)
. . .

(
1 an−1

1 0

)(
1

1

)
，且有

vTn = vn =
(
1 1

)( 1 1

a1 0

)
. . .

(
1 1

an−1 0

)(
1

0

)
=
(
1 0

)(1 1

1 0

)(
1 1

a1 0

)
. . .

(
1 1

an−1 0

)(
1

0

)

而

(
1 1

1 0

)(
1 1

ak 0

)
=

(
1 ak

1 0

)(
1 1

1 0

)
，由此可化为相同。

§2.2 分块矩阵

1. 均直接书写分量验证即可。

2. (1) X1A1Y1 +X2A3Y1 +X1A2Y2 +X2A4Y2

(2)
(
X1A1Y1 +X2A2Y3 X1A1Y2 +X2A2Y4

X3A1Y1 +X4A2Y3 X3A1Y2 +X4A2Y4

)

(3)
(
A1 +XA3 A2 +XA4 −A1X −XA3X

A3 A4 −A3X

)
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(4)
(
A1 +XA3 +A2Y +XA4Y A2 +XA4

A3 +A4Y A4

)

(5)



(XY )k O

O (Y X)k

 m = 2k O (XY )kX

(Y X)kY O

 m = 2k + 1

(6)

 Xm O
m−1∑
k=0

XkY Xm−1−k Xm



(7)


0 1 0

0 0 1

1 0 0


m

⊗Xm

(8)


Xm mXm−1 C2

mXm−2

O Xm mXm−1

O O Xm

(m ≥ 2)

3. 先设其为


X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

，每部分为 3 阶方阵，可得其中某些存在 Xi = AXjA
−1 的关系，整理

化简后得结果为


X Y Z

A−1ZA A−1XA A−1Y A

AY A−1 AZA−1 AXA−1

，其中 X,Y, Z 为任意三阶方阵。

4. 观察可得为 Im ⊗ Pn + Pm ⊗ In，其中 Ik 为 k 阶单位阵，Pk 为



0 1

1 0 1

1 0
. . .

. . .
. . . 1

1 0


(与主对角线相

邻的两条对角线为 1，其余为 0 的 k 阶方阵)。

5. 设 G1 有 m 个顶点，G2 有 n 个顶点，且排序方式为 (1, 1), . . . , (1, n), (2, 1), . . . , (m, 1), . . . , (m,n)，

则由定义可发现 G = Im ⊗G2 +G1 ⊗ In，且将结果中所有 2 改为 1。

6. 设 2n 个点时为 Pn，可递推出 Pn+1 =

(
Pn I2n

I2n Pn

)
。

7. 按照 B,D 分块，利用分块矩阵乘法知成立。

8. (1) 利用分块矩阵加法知成立。

(2) 同 (1)。

(3) 利用分块矩阵转置知成立。

(4) 计算左式结果后用张量积提出左侧 A 知剩余为 B ⊗ C。

9. (注意按列与按行展开的区别)

(1) y = (In ⊗A)x
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(2) y = (BT ⊗ Im)x

(3) y = (BT ⊗A)x

(4) y = (In ⊗A−BT ⊗ Im)x

§2.3 初等方阵

1. 直接验证可得结果。

2. 由


a1

a2
...

an


(
b1 b2 · · · bn

)
=


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

...
. . .

...

anb1 anb2 · · · anbn

，Sij 利用

(
−1 1

1 −1

)
=

(
−1

1

)(
1 −1

)

(其余位置取 0) 可以构造。Dij 与单位阵相减为仅有一个对角元的方阵，直接构造。Tij 亦仅剩一个

元素，直接构造。

3. (I + αβT )u = v ⇔ α(βTu) = v− u，u, v 不共线则 u, v− u 不共线。直接取 α = v− u，则 α, u 不共

线。只需证明存在 β 使得 βTu = 1, βTα = 0，由不共线，β 至少为二阶列向量，由第一章知识得此

方程组必有解。

4. (1) 由定义直接计算验证即可。

(2) 归纳。一阶时显然成立，若 n− 1 阶时成立，n 阶时可通过一次交换使第 n 行第 n 列处为 1，由
此化为低阶情况。

5. 此题相当于说明置换方阵在左乘时为重排 A 的行，右乘时为重排 A 的列，直接验证可知成立。由习
题 4(1)，可发现当 Q = P T = P−1 时，产生的是对行列一同置换，即为此题最后一行结论。

6. * 需至少为三阶方阵

通过初等变换可得 Tij(λ) = Tik(λ)Tkj(1)Tik(−λ)Tkj(−1)，任取与 i, j 不同的 k 即可。

7. 可以说明，任意某些 n 阶的 Sij 乘积为 n 阶置换方阵。对 m 使用数学归纳法：

m = 1 时，若全为零则满足，若 a1j ̸= 0, D1(
1

aij
)AS1j 即符合要求。

若 m = k 时可以满足，当 m = k+1 时，先取变换使得第 1 至 k 行成为满足要求的形状。然后左乘

Tk+1,1(−ak+1,1)Tk+1,1(−ak+1,r) . . . Tk+1,r(−ak+1,r) (也即将第 k+ 1 行的前 r 列均行变换为 0)，此时
若第 k + 1 行全为 0 则已经结束，否则设 ak+1,t ̸= 0 (t > r)，

左乘 T1,r+1(−a1,r+1)T2,r+1(−a2,r+1) . . . Tr,r+1(−ar,r+1)Pr+1

(
1

ak+1,t

)
Sr+1,k+1，右乘 Sr+1,t (也即靠

初等变换将第 r + 1 行整理为目标形式)，即使得左上角部分变为 Ir+1，符合要求。

8. 解法一：此题几乎完全等价于第一章线性方程组的阶梯化。

解法二：单位下三角初等阵只能为部分 T 阵，且注意到，SijTab(λ) = Tab(λ)Sij (i, j, a, b 互不相同，
否则将 a, b 作对应交换仍可找到符合要求的 T ∗ 使 ST = T ∗S)，再注意到，T 为下三角意味着左乘

T 使下方的行减去上方行的某个倍数，只要保持这点不变，利用这些 T, S 按一定顺序相乘即可化为

满足题目要求的形式。

自上而下执行操作：

对第一行不进行操作，接下来，对第 t 行操作时，若 a11, a22, arr ̸= 0 (r < t), ar+1.r+1 = 0 或不存在，

则这次操作中左乘 St,r+1Ttr(λr) . . . Tt2(λ2)Tt1(λ1)，每个 Tti 使得 ati 被变换成 0。可以验证，这样的
操作符合前述要求，可实现，并能将其变换为上三角阵。
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9. (1) 直接验证得结果。

(2) 由几何关系或直接解方程可得 θ2 = θ1 + θ3 =
π

2
。

(3) 考虑单位正交基在列向量下的旋转。几何理解为：先将 ex 的像通过 z 轴旋转至 xz 平面上，再通

过 y 轴旋转至 x 轴上。接着，将 ey 的像通过 x 轴旋转至 xy 平面上，这个旋转不会改变已在 x 轴

上的 ex 的像，故满足题意。

由此作以下三步证明：

步骤一：对任意 A = (aij)3×3，方程 (P3(θ)A)21 = 0 有解。

这个方程即为 sin θa11 + cos θa21 = 0，讨论易得有解，取解为 θ3

步骤二：对任意 A = (aij)3×3 满足 a21 = 0，方程 (P2(θ)A)31 = (P2(θ)A)21 = 0 有解。

这个方程组即 − sin θa11 + cos θa31 = 0，讨论易得有解，取解为 θ2

步骤三：对任意 A = (aij)3×3 满足 a21 = a31 = 0，方程 (P2(θ)A)31 = (P1(θ)A)21 = (P1(θ)A)32 = 0

有解。

这个方程组即为 sin θa22 + cos θa32 = 0，讨论易得有解，取解为 θ1。

经历三步后所得的结果显然满足题目要求。

(这意味着，除了初等方阵外还有其他的“初等”矩阵可用于消元，6.1 节对此有叙述)

§2.4 可逆方阵

1. 定理 2.6 直接相乘验证即可证明。

定理 2.7 对相乘后的结果归纳证明。

定理 2.8 利用例 2.15 与 2.3 节中的定理 2.5 分解即可得出。

2. 均为通过分量计算直接验证即可。

3. 由定理 2.8 可知，乘一个可逆方阵不影响原方阵的可逆性。同时，又因为初等矩阵均可逆，对矩阵做
行/列初等变换不会影响可逆性。另一方面，可以证明由一行或一列是 0 的方阵必然不可逆 (因为左
乘/右乘必然仍会有一行/列为 0)，因此说明不可逆只需说明可在初等变换后出现某行或某列为 0。

(1)


0 0.5 0.5 0

1 −1 −1 −1

1 0 −1 0

0 0.5 0.5 1



(2)


0.5 −0.5 0.5 −0.5

0.5 0.5 −0.5 0.5

−0.5 0.5 0.5 −0.5

0.5 −0.5 0.5 0.5



(3)


0 1 0 −1

1 0 0 0

0 0 0 1

−1 0 1 0


(4)设矩阵为 A，有 ATA = (a2+b2+c2+d2)I，故 a, b, c, d不全为 0时可逆，A−1 =

1

a2 + b2 + c2 + d2
AT

(此题实际为四元数的矩阵表示，转置即为共轭)。
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(5)


0 a e a

−a 0 f e

−e −f 0 a

−a −e −a 0

 其中 a = − b

b2 + bd− c2
, e =

c

b2 + bd− c2
, f = − d

b2 + bd− c2

(6) 见 3.2 中例 3.8 的四阶情况。

(7) 作列变换可使第一列为 0，故不可逆。

(8) 作列变换可使第一列为 0，故不可逆。

4. 不妨设其为上三角矩阵。若对角元全不为 0，可先将每行减去最后一行的倍数消去最后一个分量，再
以此归纳，最终变换为对角元非零的对角阵，故可逆。若否，则由抽屉原理必有相邻两行左起的 0 个
数相同。找到满足此要求的最低的两行，仍以此操作，将使上面一行均变为 0，即得证不可逆。

(或利用第三章知识直接计算行列式得结果)

5. (1) 与上题相同消元办法，利用增广矩阵求逆可知逆仍为对应三角阵。

(2) 对称阵：AT = A ⇒ (AA−1)T = (A−1)TAT = (A−1)TA = IT = I ⇒ (A−1)T = A−1

反对称阵：AT = −A ⇒ (AA−1)T = (A−1)TAT = −(A−1)TA = IT = I ⇒ (A−1)T = −A−1

(3) 直接将上一问的 T 替换为 H 即可。

6. 直接代入计算可得 (注意两个方阵若都可以写成方阵 A 的多项式，则可以交换)。

7. (1) 注意到 A =


a1

a2
...

an


(
b1 b2 · · · bn

)
，直接验算得结果。

(2) 当：利用第一问结论直接代入验算得结果；

仅当：当 λ = 0 时，可以利用行变换直接将 B 第二行变换为 0，故不可逆；当 λ = µ 时，由第一问

有 B2 = µB，若 B 可逆，同乘逆得 B = µI，故 A 为零矩阵，但此时 µ = 0，矛盾。

8. 当 m ̸= n 时，利用行列变换可将此矩阵中的 A,B 均变换为

(
Ir O

O O

)
的形式，但此时由于 rA, rB ≤

min(m,n), rA + rB < m+ n，故其中必有全为 0 的行/列，故不可逆；

当 m = n 时，对矩阵作题中相同分块

(
A1 A2

A3 A4

)
，相乘有 AA1 = I, AA2 = O,BA3 = O,BA4 = I 。

由一四两式知 A,B 均可逆时才可能有解，且此时解出 A1 = A−1, A4 = B−1, A2 = A3 = O。

综上可知，M 为可逆方阵当且仅当 m = n 且 A,B 均可逆，M−1 =

(
A−1 O

O B−1

)
。

9. 当：利用 2.3 节习题 6 直接代入验证即可；

仅当：若 A 不可逆，则可行列变换使 A 某行为 0，将 B 看作整体对 A⊗ B 作相同变换 (即每次操
作从一行/一列变成 B 的行数/列数) 得出某行 0，故其不可逆；若 B 不可逆，则可行列变换使 B 某

行为 0，对 A⊗B 中的一列 B 块作相同变换，可使此行仍为 0，故其不可逆。

10. 当：直接代入验证即可；

仅当：乘以可逆方阵不影响可逆性，故 A+BC 可逆等价于 I +BCA−1 可逆，由 3.2 节例 3.12(取
x = 1，例中的 A 此处为 −B，例中的 B 此处为 CA−1)，det(Im +BCA−1) = det(In +CA−1B)，由

可逆与行列式不为 0 等价，其可逆即等价于 I + CA−1B 可逆。
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(亦可考虑矩阵
(
A −B

C I

)
对 A 和对 I 的两个 Schur 补)

11. 由 2.1 节习题 15，dA
dx A−1 +A

d(A−1)

dx =
d(AA−1)

dx = O，变形得此题结论。

12. 若有非零解 b1, b2 . . . bn，设 max
1≤i≤n

|bi| = |bt| > 0，则 |attbt| >
∑
j ̸=t

|atjbt| ≥
∑
j ̸=t

|atjbj |，故

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

atkbk

∣∣∣∣∣ ≥
|attbt| −

∣∣∣∣∣∑
j ̸=t

atjbj

∣∣∣∣∣ ≥ |attbt| −
∑
j ̸=t

|atjbj | > 0，矛盾。

13. 可以发现 A 与 A−1 均为主对角线全为 1 的下三角方阵，验证知乘积上半三角 (除主对角线) 均为 0，
主对角线均为 1，接下来只需验证 AA−1 的下半三角部分 (即 i > j 时) 符合要求。

此时，乘积的第 i行第 j 列为
n∑

k=1

µ

(
k

j

)
aikakj，当 j | i时方可能不为 0。设 t =

i

j
= pα1

1 pα2
2 . . . pαn

n (由

其不在主对角线知 n 至少为 1)，则所求即为
∑
d|t

µ(d) = C0
n −C1

n + · · ·+ (−1)nCn
n = (1− 1)n = 0(其

中，(−1)rCr
n 指的是所有含有 r 个不同素因子的 t 的因数的莫比乌斯函数之和)。

14. 首先，我们来复习 2.1 节中关于图的矩阵表示的部分，并加以一定改进：

对于 n 个点构成的有向图 (两点之间可能存在有向的箭头)，我们可以通过一个 n 阶非负方阵来表示

它。若 aij > 0, i ̸= j，则表示存在 i 指向 j 的边，反之则不存在。我们将自己指向自己的边称之为

自环，若 aii > 0，则代表第 i 个点存在自环，反之则不存在。此外，可验证本题涉及的不可约与本
原均与元素大小无关，因此为了方便，可直接将大于 0 的元素记为 1。

(1.1) 本原 ⇒ 不可约

线代证法：

只需证明其逆否命题 (可约则不为本原) 即可。对于置换方阵 P，利用 2.3 节习题 4(1) 知 P TP = I。

由于 P TAP =

(
A11 A12

O A22

)
，利用 P TP = I 可归纳证明 P TAnP = (P TAP )n =

(
An

11 ∗
O An

22

)
。由

于置换方阵只改变元素分布，不改变元素本身，An 中必仍存在 0，故不为本原。

图论证法：

首先，观察 P TAP 与 A 对应的有向图的关系，可发现其实际上相当于行列一同置换，因此只改变了

每个顶点对应的编号，没有改变连接的方式。

其次，所谓“可约”，P TAP =

(
A11 A12

O A22

)
。设 A11 为 s 阶方阵，A22 为 t 阶方阵，则代表着，可以

将这个有向图分为两部分，一部分 s 个点，一部分 t 个点，不存在第一部分指向第二部分的边。如

果我们把能顺着边前往称为到达，则可以有更简洁的说法：从第一部分的某一个点出发，无法到达第

二部分的点。

与之相对，如果矩阵不可约，则意味着其对应的图不能分为这样的两部分，这时，从图的任何一个点

出发，都可以到达另一个点。我们将这样的有向图称为强连通图。由刚才的讨论，一个非负矩阵不可

约等价于它所对应的有向图是一个强连通图。

接下来，我们考察对于 m 阶非负方阵 A，An 中非零元与零元素的含义。

先考察 A2，其中第 i 行第 j 列的元素是

m∑
k=1

aikakj，只要其中一组 aik, akj 同时为正，这个元素就为

正。为了详细说明这表示什么，我们自然地引入步的概念：从一个点到达另一个点，走过的边数就是
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步数。特别地，我们规定每个点走 0 步能且只能到达自己。有了步的概念，A2 中第 i 行第 j 列的元

素大于 0，也就是指 i 可以两步到达 j。值得注意的是，可以一步到达时未必可以两步到达。

同理可以归纳证明，An 中第 i 行第 j 列的元素非 0，也就是指 i 可以 n 步到达 j。当 n = 0 时，幂

的结果为单位阵，与规定的 0 步情况相符。

由此，非负矩阵本原，即 An 中的元素均大于 0，也就是指存在某个步数使得任两点间都可以通过这
个步数到达，此时，当然每个点都可以到达另一个点，即这个图强连通，因此对应矩阵不可约。

接下来两问，我们先给出严谨的代数说明，再以图论作形象的解释性证明。

(1.2) 存在 λ ⇒ 不可约

仍考虑逆否命题：若 A 可约，则对任何使逆存在的 λ，逆中都含 0。

P T (λI −A)P = λI − P TAP，由此不妨设 A 已被置换为

(
A11 A12

O A22

)
的形式。可以发现，这时

λI −A 依然是

(
B11 −A12

O B22

)
的形式。

事实上，与上三角矩阵的逆仍为上三角矩阵类似，我们可以证明其逆若存在，必为

(
B−1

11 B12

O B−1
22

)
。

(可采用伴随矩阵讨论，亦可将其逆分块为
(
M1 M2

M3 M4

)
，利用左右乘有：M1B11 = I,B22M4 =

I,B22M3 = O。前两式可得 M1,M4 的值，又因 B22 可逆，对应线性方程组只有 0 解，故 M3

只能为零矩阵。)

由此，无论 λ 如何取值，只要逆存在，逆中必含有 0。

(1.3) 不可约 ⇒ 存在 λ

先引入矩阵列收敛的定义：如果一个矩阵列的每一个分量都收敛，则其收敛。

定义 maxM 为矩阵 M 元素绝对值的最大值，容易看出， lim
n→∞

max(An −B) = 0 即是 An 收敛于 B

的等价表述。

由乘法定义可以推出，A,B 均为 m 阶方阵时，maxAB ≤ mmaxAmaxB，因此归纳得 max(An) ≤
mn−1(maxA)n。

由此可以证明，取 λ > 2m ·maxA 时，I +
A

λ
+

(
A

λ

)2

+ . . . 收敛于 λ(λI −A)−1 (由于每个分量均

单调有界)。

下面即证明，此时目标矩阵 B = (λI −A)−1 没有 0 项。我们从反面说明，若有零项，则矩阵可约。

若此矩阵有零项，其必在一切 An 中均为 0。在置换矩阵调换后，不妨设左下角的 bm1 为 0。此时，若其
所在的行或列恒全为 0，则已满足可约，若否，用置换矩阵调换后可不妨设 b11 与 bmm 不为 0，且第 n

行的 0集中在前侧，后方均正。设 bm1, bm2 . . . bmu 为 0，后方均为正，则可以证明 bu+1,1, bu+2,1 . . . bm1

均为 0。此时，对 A 作幂次时，第 m 行与第 1 列的 0 均不会再增加。

因此，我们现在得到的置换后的矩阵 A 的左下角 (ats, t > u, s ≤ u) 子矩阵中，最左边一列与最下方

一行已经全为 0 了，下面只要证明剩余元素均为 0 即可得到可分的结论。

若此子矩阵中的某元素 ats > 0，则由于 t > u，有 antats > 0，因此 A2 中第 n 行第 s 列的元素不为

0，因此 bns > 0，但 s ≤ u，与假设矛盾。

(我们实质上说明了比题设更强的结论，即，对充分大的 λ，(λI −A)−1 全为正数。)

(1.4) 1.2 与 1.3 的图论证明
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以上的代数证明较为繁琐。下面给出图论的理解。

首先，A 不可约 ⇔ 有向图强连通 ⇔ 等价于任意两点 s, t 可通过某步数达到 ⇔ ∀1 ≤ s, t ≤ m, ∃n ≥
0, An

st > 0 (此处暗含结论，m 个点组成的有限图，任意两点若可达到，必可通过有限步达到。事实
上，归纳容易证明步数不可能超过 m− 1。)

接下来，仿照 1.3 中矩阵极限相关的构造即可得出 1.2 与 1.3 的结论 (乘正数 λ 不会影响元素的非零

性)。

(2) 代数证明：

用第二数学归纳法：当矩阵阶数 m = 1 时显然满足。若 k 阶前均满足。考虑 k 阶时：

如果 A 不可约，A 本身即满足。

如果 A 可约，P TAP =

(
A11 A12

O A22

)
，其中 A11, A22 阶数均小于 k。由归纳假设，A11, A22 可用置

换矩阵调整为符合要求的矩阵形式 (注意分别调整时不会影响到)，容易发现此时 A 已经变成了符合
要求的形式。

图论证明：

这个结论也就是说，对一个有向图，总可以将其中的点划分为若干个组，并编号为 1, 2, 3 . . . s 使得：

第一，每个组里的点可以互相到达，也即构成一个强连通子图。

第二，每个组无法到达编号小于它的组 (至于能否到达大于它的组，这里并不关心)。

这两条中，第一条也就代表着每个对角块均不可约，第二条也就代表着下半三角的部分均为 0。

想要证明这个结论，可以分为两步。

第一步，选出一个点，将所有与它能相互到达的点 (含本身) 编为一组 (注意这里的相互，指的是它
能到达另一个点，另一个点也能到达它；能这样分组其实暗含了结论：相互到达是一个等价关系，如

果两个点均与它可以相互到达，这两个点之间也可以相互到达)。若已不存在其他点则停止，若存在，
则从中任取一个点，重复操作，直到每个点均属于某一组。

在这一步完成后，我们已经获得了若干个强连通的分组，接下来，我们调整分组的序号。

由于不可能有两个分组之间可以相互到达 (否则在分组时它们应该在同一组中)，分组之间的到达实
际上构成了一个序关系。

首先论证，这个序关系的意义下存在一个极小元，也就是，存在一个组无法到达任何其他组。

如果不存在，我们从某个组出发，找到它能到达的另一个组，再找到另一个组能到达的一个组，以此

重复进行。由于每个组均有能到达的其他组，这个过程会无限进行下去，但组的个数是有限的，这意

味着，其中必然会有某个组出现两次。但是，假如存在这样的链条：A → B → C → · · · → A，可以

发现，A 可以顺着链条前往 B，B 也可以顺着链条前往 A，因此，AB 之间是可以相互到达的，与

不同组之间不能相互到达矛盾。

由此，我们证明了存在无法到达其他组的组。将这个组编号为 s(最后一组)，从图中删去。剩下的组
中，必然又存在无法到达其他组的组，将它编号为 s− 1。重复这个过程，直到所有组均被编号，则

此时，我们已经获得了一个满足要求的分组，由此，原结论得证。

(可以发现，这一问的代数证明反而相较图论证明更为简洁，而图论证明有着非常明显的操作性。因
此，不同工具间的综合是重要的。)

我们将一条从自己出发到自己的路径称为一个环，而某个路径的步数称为这条路径的长度 (由此，我
们也定义了环的长度)。
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在第一问中已经证明了，若一个矩阵本原，则其必然不可约。而接下来则说明，一个不可约矩阵为本

原矩阵，等价于这个矩阵对应的有向图中所有环的长度的最大公因数为 1。(若两个点可以互相到达，
则必然存在过这两个点的环，也即先从第一个点走到第二个点，再走回第一个点。由此，强连通图中

一定存在环，故这个最大公因数是存在的。)

在详细证明前，我们先来具体观察一下这个结论。

所有环其实是一个有些奇怪的概念。例如，当一个图中有自环，其中便含有任意长度的环，最大公因

数当然是 1。由此即得，只要一个不可约矩阵对应的有向图存在自环 (对角元素不全为 0)，便一定本
原。

此外，我们还可以发现另一个结论，这个结论也是证明的关键：

如果一个不可约矩阵不是本原阵，且其对应的有向图中所有环长度的最大公因数是 d，则有，任取两

点 i 和 j，从 i 到 j 的所有可能的路径长度一定模 d 同余。

这个结论的证明如下：

如果 i 到 j 有两条长度为 k1 与 k2 的路径，那么任取一条 j 到 i 的路径 (由不可约，这样的路径存
在)，设其长度为 k，则从 i 到 i 有两个长度分别为 k1 + k 与 k2 + k 的环。由所有环长度的最大公因

数为 d，k1 + k, k2 + k 必然都是 d 的倍数，所以 k1, k2 模 d 同余。现在，我们采取图论方式来证明

原本的命题，以下设 A 为不可约且非本原的 m 阶矩阵，且已经作出了对应的有向图。

步骤一：若 ab 互素，n > ab− a− b，则存在非负整数 x, y 使得 ax+ by = n。

由裴蜀定理，当 0 ≤ x ≤ b− 1 时，必存在 y 的整数解，若这个解不为非负整数，则 y ≤ −1，此时

ax+ by ≤ a(b− 1) + b(−1) = ab− a− b < n 矛盾，故解必存在。

步骤二：此有向图中任意两个环长度不互素。

若否，不妨设存在一个过点 i 的长度为 a 的环，过点 j 的长度为 b 的环，a, b 互素。

对任意两点 s, t，设 s → i → j → t 的某条路径长度为 mst，由于存在 s → i → i → . . . i → j → j →
. . . j → t 的路径，s 到 t 的路径长度可以是 ax+ by+mst，其中 x, y 为非负整数。这时，取 M 为所

有 mst 的最大值，n > M + ab− a− b，可知对于任两点都可以解出合理的 x, y，即任两点都存在长

度为 n 的路径，故 A 为本原矩阵，矛盾。

步骤三：若正整数 a1, . . . , an 有 gcd(a1, . . . , an) = 1，对任何正整数 l，存在非负整数 b1, . . . , bn−1，

使得 a1b1 + · · ·+ an−1bn−1 + anl 与 an 互素。

由裴蜀定理可证若 gcd(a1, . . . , an) = 1，则必存在 b1, . . . , bn−1使 gcd(a1b1+a2b2+· · ·+an−1bn−1, an) =

1，又因为在左侧增加 aian 与 lan 均不影响互素，可使得所有 b 为非负，并添加 anl 项，即得满足

条件结论。

步骤四：此有向图中所有环长度最大公因数为 d, 则 d > 1。

取一个经过所有点 (未必不重复，但不能遗漏) 的环，由已证，这个环的长度与任何其他环都不互素。
而且，设这个环长度为 l，某个环长度为 t，将另一个环添加进这个环中即可得到长度为 l + t 的环

(此处添加，是指将原来环中的某个 i 拆分成 i → i)。因此，若某些环的长度 a1, a2, . . . , an 互素，由

上一部分证明构造 a1b1 + a2b2 + · · ·+ an−1bn−1 + anl，这个长度的环必然存在 (anl 由 l 添加自身获

得)，即与 an 互素，与任两环不互素矛盾。由此，所有环长度均不互素，则存在最大公因数 d > 1。

步骤五：任取两点 i 和 j，从 i 到 j 的所有可能的路径长度一定模 d 同余。

这个结论的证明在之前讨论时已经完成。

步骤六：存在满足题目条件的置换。
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任取一个点为 1，对所有点，可以按照前往 1 的路径长度模 d 的余数分为 0, 1, 2, . . . , d − 1 共 d 类

(特别地，由已证，1 自身属于 0 这类)。利用置换矩阵将这些点的排列变为 0, 1, 2, . . . , d− 1 的顺序。

此时，每一类的点在一步后必然进入下一类 (最后一类将进入第一类)，即满足题目中所述的要求。

第三章 行列式

§3.1 行列式的定义

1. (1) 由每项都是线性，和仍然保持线性。

(2) 由一次对换可使逆序数奇偶性改变得结论。

(3) 直接代入验证即可，此时完全展开式中仅有一项。

2. (1) 21 (2) 28 (3) 18 (4) 12

(5) (k − 1)k

2
(6) k(k + 1)

2
(7) (k − 1)k (8) k2

3. det(Sij) = −1, det(Di(λ)) = λ, det(Tij(λ)) = 1(这也意味着三种操作后行列式值改变对应倍数)

4. 由 2.1 节习题 14 知其仍为三角方阵，归纳可得对角元素为 f(aii)，结合三角方阵行列式完全展开仅

一项得结果。

5. (1) 2 (2) 2 (3) 1

(4) (be− cd− af)2

(5) a2f2 + b2e2 + c2d2 − 2abef − 2acdf − 2bcde

(6) a(b− a)(c− b)(d− c)

(7) (a2 + b2 + c2 + d2)2

(8) 由循环方阵行列式 (3.2 节例 3.10) 知为
3∑

k=0

(a+ bik + ci2k + di3k)，化简有(
(a+ c)2 − (b+ d)2

)(
(a− c)2 + (b− d)2

)
(9) 由范德蒙德行列式 (3.2 节例 3.8) 知为 (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c)

(10) 在其上增添 1,−1,−1,−1,−1，左侧增添一列 0，利用行变换行列式不变得

1 −1 −1 −1 −1

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4


= 2



1 0 0 0 0

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4


−



1 1 1 1 1

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4


由于三个矩阵只相差第

一行，由行列式线性性知可加减，利用范德蒙德行列式计算结果为(
2abcd− (a− 1)(b− 1)(c− 1)(d− 1)

)
(b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c)。

(11)(12) 均可列变换为 0

(13) 在列变换后知为 (9) 结果的 108 倍

(14) 行变换得



0 1 2 · · · n− 1

1 −1 −1
. . .

...

1 1 −1
. . . −1

...
. . .

. . .
. . . −1

1 · · · 1 1 −1


，继续变换得



0 1 2 · · · n− 1

1 0 0
. . .

...

1 2 0
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 0

1 · · · 2 2 0


，故结果为
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(−1)n−1(n− 1)2n−2

(15)可以通过变换直接计算，或观察到此矩阵为 xIn−


1 −1

2 −1
...

...

n −1


(
1 1 · · · 1

1 2 · · · n

)
，则可利用 3.2节例

3.12 得到行列式为 xn−2 det

xI2 −

 n(n+ 1)

2
−n

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
−n(n+ 1)

2


，结果为 xn +

n4 − n2

12
xn−2

(16) (−1)
∏

1≤i<j≤p rirj

p∏
i=1

arii (−1 的指数即为逆序对的个数)

§3.2 Binet-Cauchy 公式

1. det(M) = det(MH) ⇒ det(M) det(MH) ≥ 0，由此将 det(AAH) 分解为 Cm
n 个方阵行列式乘积之和，

每项均不小于 0，和亦不小于 0。

2. 使用两次 Binet-Cauchy 公式即可 (第一次将 BC 看作整体)。

3. (1) 首先归纳证明 cosnθ 可以写成 cos θ 的 n 次多项式，且首项系数为 2n−1：采用跨度为 2 的第二
数学归纳法，由于 cosnθ = 2 cos θ cos (n− 1)θ − cos (n− 2)θ，可以得出结论。因此，原行列式通过

列变换可变为范德蒙德行列式乘系数的形式，结果为 2(n−2)(n−1)/2
∏

1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)

(2) 每行同乘对应 sin θ

2
后三角变换，可知原行列式化简为下一问结果的

1

2n
∏n

i=1 sin θi
2

倍，化简为

2(n−1)n/2

n∏
i=1

cos θi
2

∏
1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)

(3) 与 (1) 类似可证明，sinnθ
sin θ 可以写成有关 cos θ 的 n− 1 次多项式，且首项系数为 2n−1 故提取后

可知结果为 2(n−1)n/2

n∏
i=1

sin θi
∏

1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)

(4) 每行提取出 sin θ

2
后利用

sin 2n−1
2

θ

sin θ
2

= 1 +
n−1∑
k=1

2 cos kθ 与列变换共同化简，可得结果为

2(n−1)n/2

n∏
i=1

sin θi
2

∏
1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)

(5) 直接代入循环阵 (例 3.10) 公式即可。

(6) 其可以看作范德蒙德矩阵与其转置之积，结果为
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
2

(7) 原方阵 C = f(Z), f(t) =
n−1∑
i=0

cit
i, Z =

(
O In−1

−1 O

)
，有 Zn = −I。令 Ω =

(
ω(i−1)(2j−1)

)
(ω 为

2n 次单位根)，则 ZΩ = Ω diag(f(ω), f(ω3), . . . , f(ω2n+1))，值为
n∏

k=1

f(ω2k−1)

(8)将组合数写为阶乘从行列中分别提取出
∏n

i=1 (p+ i)!∏n
i=1 (q + i)!

，则剩余为

(
1

(p− q + i− j)!

)
，从每行中同

除以第一列，提取出
1∏n−1

i=0 (p− q + i)!
，其余通过类似多项式的列变换方式，可化为 (p+q+ i−1)j−1，

由范德蒙德行列式得值为

n−1∏
i=0

i!，故最终为
n∏

i=1

(i− 1)! (p+ i)

(p− q + i− 1)! (q + i)!
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4. 此矩阵 A = λI + 2K + 2ααT，其中 λ = (1− a2 − b2 − c2),K =


0 c −b

−c 0 a

b −a 0

 , α =


a

b

c

。由于
Kα = O，有 A = (λI + 2K)(I + 2λ−1ααT )，计算即可。

5. ΩΩT 可以写成习题 3(6)的形式，题中 xi = ωi。直接计算可得
n∑

k=1

ωkc在 n | c时为 n，否则为 0，故此式

即


n

n

. .
.

n

。因此 detΩ detΩT = detΩ2 = (−1)(n−2)(n−1)/2nn，由此知 |Ω| = nn/2，接下来确

定辐角。三角变换得 ωa−ωb 辐角为
2a+ 2b+ n

2n
π (a ̸= b)，计算知辐角为

∑
0≤a<b≤n−1

2a+ 2b+ n

2n
π =

(3n− 2)(n− 1)

4
π

6. (1) 原式为 In +


a1

a2
...

an


(
b1 b2 · · · bn

)
，由例 3.12 知 detA =

n∑
i=1

aibi + 1，对应代数余子式

Aii =
∑
k ̸=i

akbk +1，Aij(i ̸= j) 可以直接由初等变换消元，得 Aij = −aji，由此写出伴随方阵即知逆。

(2) 原式为 In +


a1 1
...

...

an 1


(
1 · · · 1

b1 · · · bn

)
，由例 3.12 知 detA =

(
1 +

n∑
i=1

ai

)(
1 +

n∑
i=1

bi

)
−

n
n∑

i=1

aibi，对应代数余子式 Aii =

(
1 +

∑
k ̸=i

ak

)(
1 +

∑
k ̸=i

bk

)
− (n− 1)

∑
k ̸=i

akbk，Aij (i ̸= j) 可以直

接由初等变换消元。以计算 A12 为例，变换得 A12 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a2 + b1 b3 − b1 · · · bn − b1

a3 + b1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

an + b1 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，写出完全

展开式可知其为 −(a2 + b1) +
∑
k ̸=1,2

(bk − b1)(ak + b1) 类似得 Aij = −(aj + bi) +
∑
k ̸=i,j

(bk − bi)(ak + bi)，

由此写出伴随方阵即知逆。

7. (1) A =

(
1 1

0 1

)
, B =

(
0 0

−1 0

)

(2) A =

(
0 1

0 0

)
, B =

(
0 0

1 0

)

8. (1) 左 = det
(
A+B B

B +A A

)
= det

(
A+B B

0 A−B

)
= det(A+B) det(A−B)

(2) 左 = det
(
A+ iB B

iA−B A

)
= det

(
A+ iB B

0 A− iB

)
= det(A+ iB) det(A− iB)

9. 当 n 为奇数时，AT = −A, detAT = (−1)n detA，又因其相等，故 detA = 0。

当 n为偶数时，利用二重归纳，n = 2验证即可。若 n = 2k−2时满足，将 2k 阶反对称行列式的每列

减去第二列的倍数，消去 a1i(i ≥ 3)，再用每行减去第二行的倍数，消去 ai1(i ≥ 3)，此时行列式变为
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 0 · · · 0

−a12 0 a23 · · · a2,2k

0 −a23 c11 · · · c1,2k−2

...
...

...
. . .

...

0 −a2,2k c2k−2,1 · · · c2k−2,2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，记 C = (cij)，由 Laplace 展开知此行列式为 a212 det(C)。

可直接计算得 cij + cji = 0，故 C 为 2k − 2 阶反对称阵，由归纳假设可知结论。

10. V 可以列变换为
(
(j − 1)!Cj−1

ai

)
，因此 detV = detU det

(
Cj−1

ai

)
，由此知整除。

11. 更换集合顺序可以视为 QAQ−1，其中 Q 为置换阵，不影响行列式，因此不妨设其子集以字典序排

列。设 n元时对应矩阵为Mn，M1 = (1)，通过分析可以得到Mn+1 =


Mn 0(2n−1)×1 Mn

01×(2n−1) 1 1

Mn 1 1

，
1 代表此块全为 1。由列变换得

detMn+1 = det


Mn 0 Mn

0 1 1

Mn 0 0

 = det


Mn 0 Mn

0 1 0

Mn 0 0

 = (−1)2
n−1 det


Mn 0 Mn

0 1 0

0 0 Mn

 = − detM2
n

归纳即得要证的结论。

12. (1) 直接计算
(
f1(y) · · · fn(y)

)
V 的第 k 个分量为

n∑
i=1

xk−1
i

∏
j ̸=i

y − xj

xi − xj

，其为关于 y 的不超过

n− 1 次的多项式，且注意到，y = xt 时其值为 xk−1
t (求和中只有 i = t 这项不为 0)，其已经被 n 个

不同点处的值唯一确定 (类似 1.2 节习题 5)，而 yk−1 满足要求，因此其只能为 yk−1。

(2) 直接计算
(
g1(y) · · · gn(y)

)
V 的第 k 个分量为

n∑
i=1

xk−1
i

∏
j ̸=i

1− xjy

xi − xj

，其为关于 y 的不超过

n− 1 次的多项式，分类讨论。当 xt 中不含有 0 时，y =
1

xt

时其值为
xk−1
t

xn−1
t

(求和中只有 i = t 这项

不为 0)，其已经被 n 个不同点处的值唯一确定 (类似 1.2 节习题 5)，而 yn−k 满足要求，因此其只

能为 yn−k。若有某个 xi = 0，可考虑取极限逼近 0 或额外计算发现 y = 0 时其余分量为 0，最后一
个分量为 1。

(3) 直接代入可发现第一个等号成立。设 A = (xn−j
i )，由 (2) 分每行考虑可知 (gj(xi)) = AV −1，由

A = V

 1

. .
.

1

，由 2.1节定理 2.2-6知 tr = (gj(xi)) = tr(AV −1) = tr(V −1A) = tr

 1

. .
.

1

，
因此 n 为奇数时为 1，为偶数时为 0。

(4) 类似 (3)，原式 = (−1)n−1 tr(fj(−xi))，类似构造 A 知 (fj(−xi)) = V diag(1,−1, 1,−1, . . . )V −1，

由此原式 = (−1)n−1 tr(diag(1,−1, 1,−1, . . . ))，因此 n 为奇数时为 1，为偶数时为 0。

13. * 题目结论有误，第一问中 u, v 与 m,n 应对调

(1) 法一：由行变换可不妨设 fm = gn = 1，此时 f(x) =
m∏
i=1

(x − ui) 所求式右边即为
n∏

i=1

f(vi)。记

S(f, g) 为所求行列式值。

当 g 为一次函数时时，由 Laplace展开类似 3.3节例 3.15知 S(f, g) = f(−g0)。当 g(x) =
n∏

i=1

(x− vi)

时若成立，当 g(x) = (x− t)

n∏
i=1

(x− vi) 时：

若 t = 0，则 g0 = 0，第一列只有 f0 一项，展开后直接得 S(f, xg) = f0 · S(f, g)，满足要求；
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若 t ̸= 0，由对称，不妨设 f 次数小于等于 g，行变换可得 S(f, g) = S(f, g − af)，若 f0 = 0，与上

方情况类似可展开化为低阶的情况，若 f0 ̸= 0，S(f, g) = S

(
f, g − g0

f0
f

)
，即化为之前情况，因此

S(f, g) =
m∏
i=1

f(ci)，ci 为 g − g0
f0

f 的 m 个根 (包括 0)。

至此只需证明，所求的 detS 表达式的等号右侧亦满足 f 次数小于等于 g 时 S(f, g) = S(f, g − af)，

由于其可表示成 (−1)mn

m∏
i=1

g(ui)，而 f(ui) = 0，故结论成立。

法二：考虑结式矩阵乘


1

x
...

xm+n

 后的结果，构造


1 · · · 1 1 · · · 1

u1 · · · um v1 · · · vn
... · · ·

...
... · · ·

...

um+n
1 · · · um+n

m vm+n
1 · · · vm+n

n

 与原矩
阵相乘 (此处假设根均不同，若相同通过极限等处理)，利用乘积结果可直接计算出行列式值。

(2) 由 (1)，两复多项式互素等价于无公共根，故结论成立。

14. (1) bij =
min(n−i+1,j)∑

k=1

(fk+i−1gj−k − gk+i−1fj−k)，直接对比系数可知结论成立。

(2)


fn
...

. . .

f1 · · · fn



gn
...

. . .

g1 · · · gn

 =


gn
...

. . .

g1 · · · gn



fn
...

. . .

f1 · · · fn

 =

(
i−j+1∑
k=1

fkgi−j+2−k

)
。所

求式的右侧前后 n 行对换 (提出负号) 为 (−1)(n−1)n/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fn f0 · · · fn−1

...
. . .

. . .
...

f1 · · · fn f0

gn g0 · · · gn−1

...
. . .

. . .
...

g1 · · · gn g0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，由 3.2 节例

3.11 得此式可以进一步化简为

(−1)(n−1)n/2 det



fn
...

. . .

f1 · · · fn



g0 · · · gn−1

. . .
...

g0

−


gn
...

. . .

g1 · · · gn



f0 · · · fn−1

. . .
...

f0


 ，再用

每组乘积中的第一个式子作行变换知其即为 detB。

(3) 由习题 13(2) 知结论成立。

§3.3 Laplace 展开

1. 均记 n 阶行列式为 Mn，若过程中给出现 M0 则由通项式代入 0 得出。

(1) 由习题 2 知 Mn =
(
1 0

)(x 1

1 0

)n(
1

0

)
，类似例 3.16 知 Aij =

(−1)i+jMj−1Mn−i i > j

Mi−1Mn−j i ≤ j

(2) 每行减去后一行后归纳知 Mn+1 = (x+ 1)Mn − (x− 1)n，可得 Mn =
(x+ 1)n + (x− 1)n

2
，利用

行列变换进一步计算得 Aij =


−(x+ 1)i−j−1(1− x)n+j−i−1 i > j

Mn−1 i = j

(x+ 1)j−i−1(x− 1)n+i−j−1 i < j
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(3) 利用习题 2，进一步计算得 Mn = nx− n+ 1，Aij =

iMn−j i ≤ j

jMn−i i > j

(4) 变换知 Mn = 1，其逆矩阵恰为上一问中取 x = 1 的 n 阶矩阵。

(5) 类似 3.1 节习题 5(6) 得 Mn = (−1)n−1n，n 较小时直接计算。当 n ≥ 3 时，类似行列式做法得

Aij =



(−1)nn i = j = 1

(−1)n2n 1 < i = j < n

(−1)n (n− 1) i = j = n

(−1)n+in j = i+ 1

(−1)n+jn j = i− 1

0 |i− j| ≥ 2

(6) 由 3.2 节例 3.9 直接得结果。

2. (1) 归纳，低阶直接验证知成立，至少三阶时令 M =

(
a3 b3

−c2 0

)
· · ·

(
an bn

−cn−1 0

)(
1

0

)
，则原行列

式由第一行展开为 a1

(
1 0

)( a2 b2

−c1 0

)
M − b1c1

(
1 0

)
M =

(
a1a2 − b1c1 a1b2

)
M，即为此题结

论。

(2) 与 (1) 类似，从最后一行展开即可。

3. (1) 左 =
(
1 · · · 1

)
A∗


1

1
...

1

 =
(
1 · · · 1

)
A∗

A


1

0
...

0



 = det(A)
(
1 · · · 1

)
I


1

0
...

0

 = 右

(2) 左 =
(
1 · · · 1

)
A∗


1

1
...

1

 =
(
1 · · · 1

)
A∗

A


1

1
...

1



 = det(A)
(
1 · · · 1

)
I


1

1
...

1

 = 右

4. (1) 此处证明 A1i = A1j，其余列类似。设去掉第一行后，A 的 n 个 n− 1 维列向量为 α1, α2, . . . , αn，

则交换行列可知 (−1)i−j(A1i −A1j)

= det(αj , . . . , αi−1, αi+1, . . . , αj−1, αj+1, . . . ) + det(αi, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αj−1, αj+1, . . . )

= det(αi + αj , . . . , αi−1, αi+1, . . . , αj−1, αj+1, . . . )，将所有列加到第一列即知此式为 0。

(2) 由 (1) 可知 A∗ 所有元素均相等。A+
1

n2
J 所有行加到第一行，接着所有列加到第一列，进一步

变换可得 λ = A11，原命题得证。

(3) 直接由 (2) 知左为 det
(
nIn −

(
1− 1

n2

)
J

)
J，类似 3.2 节习题 5(1) 可计算出结果成立。

5. 直接由完全展开式求导知结果，或将第 i 行看作 xi 的函数，求出 n 个偏导，再使每个 xi = x，用偏

导复合得到对 x 的导数。

6. (1) 设 A,B 的列向量分别为 ai, bi，则 det(a1 + b1, a2 + b2 . . . an + bn) =
∑

det(e1, e2 . . . en)，其中
每个 e 独立取遍 a 和 b (即共 2n 个式子)，但一旦出现两个 b，列变换得行列式为 0，因此结果为不

出现 b 的 det(A) 与 b 出现一次的
n∑

i,j=1

Aijxiyj 之和，即为原式。

(2) 先对最后一行展开，再将每个与 yi 相乘的代数余子式按最后一行展开即可。
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7. 特殊做法：当题中涉及矩阵可逆时易得结果，由此将题中涉及的矩阵中的元素看为独立变量所构成
的多项式，则在有理函数的意义下必然可逆，得出结果后再代入值即可。

标准做法：这四问在对应方阵可逆时均容易得到，因此此处只证明不可逆时情况。

(1) 法一：构造多项式矩阵 A(x) = xI + A,B(x) = xI + B，由于其首项系数为 1，在有理函数意义
下可逆，

(
A(x)B(x)

)∗
= B(x)∗A(x)∗，再代入 x = 0 即可。

法二：将初等方阵拓展 Di(0)(将第 i 行/列乘 0)，则所有矩阵可写为初等方阵之积，直接计算证明一
边是初等方阵的情况，即可归纳说明。

(2)(3) 直接计算即可。

(4) 利用 (1)，将 A 写为 P

(
Ir O

O O

)
Q (PQ 可逆) 后直接计算。

8. (1)每次将 m行 (列)看作整体进行行列变换将 A变换为对角元 a1 . . . am 的上三角矩阵，则 det(A⊗
B) = det(a1B) . . . det(amB) = an1 . . . a

n
m

(
det(B)

)m
=
(
det(A)

)n( det(B)
)m

(2) 当 AB 均可逆时由 2.4 节习题 9 直接得，若有不可逆 (且阶数高于 1) 行列变换可直接将子式变
换为 0，故得证。

9. 设 A 主对角线依次为 a1, a2 . . . an，另三个上三角类似假设。使用归纳法，一阶时直接计算。高阶时，

利用推广 Laplace 展开 (定理 3.10) 从第 1, n+1 行展开可提取出 (a1d1− b1c1) 并化为低一阶的情况，

由此可知结果为
n∏

i=1

(aidi − bici)。

10. 设 B 为 m行，C 为 n行，利用 Laplace展开，设 B 的每个 m阶子式的行列式依次为 b1, b2 . . . bt , t =

Cm
m+n，对应的代数余子式为 c1, c2 . . . ct，则左 =det(A) det(AH) =

t∑
i=1

bici ·
t∑

i=1

bici。

右侧，由 Binet-Cauchy 公式，结果为
t∑

i=1

bibi ·
t∑

i=1

cici(由于 ci 与 ci 在代数余子式中带有相同的符

号，故抵消)。由柯西不等式可知 bicibjcj + bicibjcj ≤ bibicjcj + bjbjcici，整理可知左小于等于右。

11. * 两方法均需将 A 中看为 n2 个不定元，即任意子式可逆。

法一：利用 AA∗ = det(A)I, 由 Binet-Cauchy 公式可知

∑
1≤j1<j2<···<jr≤n

A∗

[
i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

]
A

[
j1 j2 · · · jr

k1 k2 · · · kr

]
=

0 ∃m, km ̸= im

det(A)r ∀m, km = im

利用不定元的看法可以看作这里的系数均不为 0，由此，A∗ 所有 r 阶子式的行列式值由这些方程唯

一确定。又由 Laplace 展开，等式右侧的值满足这些方程，故等式成立。

法二：不失一般性，计算 A∗

[
1 2 · · · r

1 2 · · · r

]
。设 A1 = A

[
1 2 · · · r

1 2 · · · r

]
，对应分块为

(
A1 A2

A3 A4

)
，

则有 det(A) = det(A1 −A2A
−1
4 A3) det(A4) 。

A∗ = det(A)A−1 ⇒ A∗

[
1 2 · · · r

1 2 · · · r

]
= det(A) det(A1 −A2A

−1
4 A3)

−1

计算行列式得结果。

12. (1) 注意到，对可逆方阵 P,Q，Ax = b 有解等价于 PAQx = Pb 有解 (对应构造 Qx,Q−1x 即可，或

利用 4.2 节定理 4.8-1)。令 P 为一系列 Tij(λ) 与 Sij 的乘积，取 Q = P T，利用 CharF = 2 可计算

得 PAP T 仍为对称阵，且 Pb 仍为 PAP T 对角元的顺次排列。

先说明，任意对称阵 A 可利用这样的 PAP T 化为 diag(a11, . . . , arr, B)，其中 B 的对角元全部为 0。
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归纳。一阶时直接成立。高阶时，若其无非零对角元，则已得证。若有，先将非零对角元利用 Sij 置

换为 a11，再取 P =
n∏

i=2

Ti1(−
ai1
a11

)，则此时 PAP T = diag(a11, A′)，由归纳假设知成立。

此时，直接取 x 前 r 个分量为 1，其余为 0 即为解。

(2) 类似上一问用分块矩阵计算验证可知，上问所述 PAP T 亦不会影响主子矩阵的可逆性，因此可

不妨设 A 已经化为了 diag(a11, . . . , arr, B) 的形式。注意到，由于 P 可逆，当 b ̸= 0 时，Pb ̸= 0，即
PAP T 中至少有一个对角元非零，不妨设为 a11，那么，取 diag(a22, . . . , arr, B) 即为所求的 n− 1 阶

主子式。

(3)注意到，第一问的归纳中的 P 只需使用 Sij 与 Tir(λ), i > r，利用 ijr不等时 SijTir(λ) = Tjr(λ)Sij，

类似 2.3 节习题 8，每步选择合适的 Sij 可保证 j > r，由此将其拆分为 TS，T 为下三角 Tij(λ) 的

乘积，是单位下三角方阵，S 为置换方阵。

取 P = S−1, L = T−1, D 为 diag(a11, . . . , arr, B)。利用条件直接计算 TSb 可发现，此时 D 不含为

0 的对角元，即为满足要求的对角阵。

§3.4 行列式与几何

1. 可以直接由三个过原点三角形面积和差验证，或看成三维空间中高为 1的过原点锥体体积的三倍 (即
为柱体，因此系数为 3× 1

6
=

1

2
)。

2. 不妨设四个点落在单位圆上，且对应角度分别为 θA, θB, θC , θD，O 点落在 x 轴上。由于对角三角形

面积和相等，消去后只需证明

∣∣∣∣∣∣∣∣
xB yB xA

xC yC xA

xD yD xA

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
xB yB xC

xA yA xC

xD yD xC

∣∣∣∣∣∣∣∣ 在 A,B，C,D 对换后不变。利用三角

变换可得出结果 (注意到，xByD − xDyB = sin(θD − θB]))。

3. 在空间中任找一点，可将六面体切割为六个有向四棱锥的面积和，由四面体行列式体积公式 (见下
题) 可计算出棱锥体积之比，从而得到整个占比 (几何法切割亦可得到结果，但需要较强的空间想象
能力)。

4. 类似习题 1 可知，空间 4 个点 (xi, yi, zi) 构成的有向四面体体积为
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。由 Cram-

mer 法则，1, 2, 3 三个平面的交点可以写成

(
∆4a

∆4

,
∆4b

∆4

,
∆4c

∆4

)
，其中 ∆4a 为将 ∆4 中 a 所在的列

替换为 1 所得行列式 (亦可以看成 ∆ 删去首行与末列构成的子式乘以 (−1)2)。由此所求体积为

1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆1a

∆1

∆1b

∆1

∆1c

∆1

1

∆2a

∆2

∆2b

∆2

∆2c

∆2

1

∆3a

∆3

∆3b

∆3

∆3c

∆3

1

∆4a

∆4

∆4b

∆4

∆4c

∆4

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，即只与

(∆∗)T

6∆1∆2∆3∆4

相差符号，而 det(∆∗)T = det∆∗ = det∆3，故原式

即构成无向体积。

5. 与习题 4 相同，Rn 中的 n+1 个 n− 1 维单纯形 ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = 1 围出的 n 维单纯形
(有向) 体积为 ∆n

n!
∏n+1

i=k ∆k

，其中 ∆ = (aij , 1)，∆k 为删去第 k 行与最后一列的子式 (计算符号可发

现此处正负合理)。
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第四章 矩阵的相抵

§4.1 矩阵的秩与相抵

1. (1) 3 (2) 3 (3) 2 (4) 2 (5) 3 (6) 4

1(4-6) 的一般情形：考虑 Am×n = (aij), aij =
(
(i+ j − 1)k

)
，求其秩。

注意到，(i+ j − 1)k =
k∑

s=0

(i− 1)sCs
kj

k−s，由此

A =


1 0 · · · 0

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 m− 1 · · · (m− 1)k

diag(C0
k,C1

k, · · · ,Ck
k)


1 2k · · · nk

1 2k−1 · · · nk−1

...
...

. . .
...

1 1 · · · 1


此三矩阵皆满秩，可利用满秩阵的标准形证明 A 的秩为其中最小值，即为 min(m,n, k + 1)

2. (1) 与 x 无关，秩恒为 4。

(2) 秩最小为 3，取 x = y = −1 即可。

(3) 秩最小为 2，取 x = y = 2 即可。

3. 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q (PQ 可逆)，则 A =

r∑
i=1

PEiiQ (Eii 只有第 i 行第 i 列为 1，其余为 0) 即为

满足要求的分解。

4. 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q (PQ可逆)，P,Q对应分块为

(
P1 P2

P3 P4

)
,

(
Q1 Q2

Q3 Q4

)
，则 A =

(
P1

P3

)(
Q1 Q2

)
若其不为列 (行) 满秩，由 Laplace 展开知原矩阵不可逆，矛盾，故此即为满足要求的分解。

5. (1) 右逆 ⇒ 行满秩：设 B 为右逆，则 m = rank(AB) ≤ rank(A) ≤ m，由两侧知只能全部等号成立，

故 A 行满秩。

行满秩⇒零解：设 A = P
(
Im O

)
Q (PQ可逆)，则 A =

(
P O

)
Q,AT = QT

(
P T

O

)
。

(
P T

O

)
x = 0

即为 P Tx = 0 与一些 0 = 0 的组合，因 P T 可逆只有 0 解，而 QT 因可逆可看作这些方程作行初等

变换，不影响解。

零解⇒扩充为可逆：由其只有零解，AT 可在行变换下等价为

(
Im

O

)
，即可以写为 R

(
Im

O

)
，其中 R可

逆 (或在说明列满秩后用 AT = QT

(
P T

O

)
= QT

(
P T O

O I

)(
Im

O

)
亦可说明)，取 BT = R

(
O

Im−n

)
即可。

扩充为可逆 ⇒ 右逆：设满足条件的
(
A B

)
逆为

(
Cm×n

D(n−m)×n

)
，则可验证 C 即为右逆。

(2) 由 (1) 取转置即可证明。

6. (1) 先证 (2)，此问由 (2) 取转置即可说明。

(2) 设 A = PA

(
IA

O

)
m×n

QA, B = PB

(
IB

O

)
n×p

QB (PAQAPBQB 可逆)，设 PAQB = R (R 可逆)，

则 AB = PA

(
R

O

)
m×n

(
IB

O

)
n×p

QB，将

(
R

O

)
按

(
IB

O

)
分块为


R1 R2

R3 R4

O O

 (R1, R4 为方阵)，则
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AB = PA


R1

R3

O

QB，与习题 5 相同，由 R 可逆可知

(
R1

R3

)
列满秩，故


R1

R3

O

 列满秩，故 AB 列

满秩。

(3) 若 A 不为行满秩，AB 为行满秩，m = rank(AB) ≤ rank(A) < m，矛盾。

(4) 由 (3) 取转置即可证明。

(5) 未必。反例 A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
1 0

0 0

)
, C =

(
1 0

0 0

)
, D =

(
0 0

0 1

)
。

7. 由 3.3 节习题 7，(AB)∗ = B∗A∗，而可逆方阵的伴随方阵亦可逆，将 A 写为 P

(
Ir O

O O

)
Q (PQ 可

逆) 即得证。

8. (1) rank(A+B) ≤ rank
(
A+B B

)
= rank

(
A B

)
(2)rank

(
A B

)
≤ rank

(
A B

O B

)
= rank

(
A O

O B

)
= rank(A) + rank(B)

(3) A = PA

(
IA O

O O

)
QA, B = PB

(
IB O

O O

)
QB (PAQAPBQB 可逆)，由 3.2节习题 8(1)得 PA⊗PB

可逆，再由 2.2节习题 6rank(A⊗B) = rank
((

IA O

O O

)
⊗

(
IB O

O O

))
，直接计算得 rank(A) rank(B)。

(4) rank
(
A B

B A

)
= rank

 I O

−1

2
I I

( I I

O I

)(
A B

B A

)(
I −I

O I

) I O
1

2
I I


= rank

(
A+B O

O A−B

)
= rank(A+B) + rank(A−B) (实质为初等变换)

(5) 法一：仍利用初等变换可构造出 rank(A−B) + rank(C −D)

= rank
(
A−B O

O C −D

)
= rank

(
I A+B

O I

)(
A−B O

O C −D

)(
I C +D

O I

)

= rank
(
A−B 2(AC −BD)

O C −D

)
≥ rank(AC −BD)

法二：rank(AC − BD) = rank((A − B)C + B(C − D)) ≤ rank((A − B)C) + rank(B(C − D)) ≤
rank(A−B) + rank(C −D)

(6)只需证明右侧不等号，左侧交换 AB 即可。由于 rank(AB) ≤ min(rank(A), rank(B))，若此式不超

过
m

2
，结论已成立，否则由 Sylvester秩不等式 (4.2节例 4.9)知 rank(BA) ≥ rank(A)+rank(B)−m ⇒

rank(AB)− rank(BA) ≤ min(rank(A), rank(B))− rank(A)− rank(B) +m ≤ m− rank(A) ≤ m

2
(最

后一步是由于 min(rank(A), rank(B)) >
m

2
)，故结论成立。

9. (证明暂缺，第二问结论的最后一句有误)

10. 法一：由 3.2 节习题 11 的过程，rank(S(f, g)) = rank(S(f, g− af))，注意到，此题要求中 fm, gn 可

以为 0。对总阶数归纳：二阶时可得成立，在阶数增加时：

若 f0 = 0, g0 ̸= 0(可写为 x 的整除关系) 取出 0 项得 rank(S(f, g)) = 1 + rank
(
S(

f

x
, g)
)
，又因 g 不

为 x 倍数，符合归纳。

若 f0 ̸= 0, g0 = 0，与上同理得符合归纳。
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若 f0, g0 均不为 0，不妨设 deg f ≤ deg g，利用 g − af 消去 g0 得到低阶情况，由于 gcd(f, g) =

gcd(f, g − af)，符合归纳。

若 f0 = g0 = 0，可去除最左一列 0，添加到最右，此时 f 变换为
m∑
i=1

fix
i−1 + 0xm，g 同理，这样变

换直到找到 fk, gk 即可化为上述情况。

法二：考虑 Sα = 0的解空间 V，设 h = gcd(f, g), α = (λ0, . . . , λn−1, µ0, . . . , µm−1)
T , λ(x) =

n−1∑
i=0

λix
i,

µ(x) =
m−1∑
i=0

µix
i，则 Sα = 0 ⇔ λf + µg = 0 ⇔ λ =

g

h
p, µ = −f

h
p，p ∈ C[x]。

由此，

deg(λ) = deg(g)− deg(h) + deg(p) ≤ n− 1

deg(µ) = deg(f)− deg(h) + deg(p) ≤ m− 1

⇒ deg(p) ≤ min(n− deg(g),m− deg(f)) + deg(h)− 1

⇒ dim(V ) = min(n− deg(g),m− deg(f)) + deg(h)

rank(S) = m+ n− dim(V )，代入即可。

11. 归纳法，当 n = 1 时验证知成立，在阶数增加时：

若 fn = gn = 0，则直接退化为低阶情况 (末行列均为 0)。

其余情况，由对称不妨设 fn ̸= 0，按 3.2 节习题 12(1) 写出 B = A0D0 − C0B0，则满足 A0 可逆，

A0C0 = C0A0(在 3.2 节习题 12(1) 过程中已验证)。故由 Schur 公式 (2.4 节例 2.18) 有(
A0 B0

C0 D0

)
=

(
I O

C0A
−1
0 I

)(
A0 O

O A−1
0

)(
I O

O A0D0 − C0B0

)(
I A−1

0 B0

O I

)
(由 A0C0 = C0A0 在 A0 可逆时两边左右乘逆可知 A−1

0 C0 = C0A
−1
0 )

由于其中除

(
I O

O A0D0 − C0B0

)
外均可逆，rank(B) = rank

(
I O

O B

)
− n = rank

(
A0 B0

C0 D0

)
− n，

而

(
A0 B0

C0 D0

)
在交换行列后可化为上一题的 Sylvester 结式，代入得原命题得证。

12. (1) 若 rankA ≤ 1，则其各行、列均成比例，由于交换行列不影响秩，不妨设左上角为 1，且第一行、
第一列均从小到大排列。此时，右上角与左下角均 ≥ n，且至少一个严格大于成立，由秩至多为 1 可
算出右下角 > n2，矛盾。

(求所有秩为 2 的矩阵 A 答案暂缺)

(2) 验证知此矩阵为 1 到 n2 排列。考虑 (B + nC)x = 0 的解。Cx = − 1

n
Bx，计算知 Bx 的每个分

量相等，因此 Cx 每个分量相等。设 x =
(
x1 x2 . . . xn

)T
，将 Cx 相邻分量相减 (最后一个分量

与第一个相减) 可得 xi =
1

n− 1

∑
k ̸=i

xk 对任何 i 成立。考虑最大的 xi 可知所有 xi 全部相等，进一

步得所有 xi 全为 0，因此 A0x = 0 只有零解，由此知 A0 可逆。

(3) 将“交换矩阵中的两个相邻元素 (此处相邻包含行、列)”称为一次操作。类似在置换中的推导，
可以说明，通过有限次操作，可以交换矩阵中任意两个元素。由此可推知，通过有限次操作，可使任

何一个满足所有元素为 1 到 n2 排列的矩阵变为任一个符合此要求的矩阵。

由于每次操作后的矩阵与操作前矩阵之差是一个秩为 1 的矩阵，利用习题 8(1,2) 可推出操作前后矩
阵的秩最多差 1。将 (1) 中的矩阵经过有限次操作变为 (2) 中的矩阵，秩从 2 变化到 n，每步最多变

化 1，因此必然经历了 2 到 n 间的所有整数，由此知结论成立。
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13. * 项秩定义中应为非零元素，线秩定义中应为 min(p+ q,m, n)

rank(A) ≤ 线秩：考虑 rank(A) = r 阶的可逆子矩阵。若此子矩阵线秩 < r，则由定义其中存在一个

a× b 阶，a+ b > r 的零子矩阵，则考虑这 a 行，这 a 行所有 a 阶子式都为 0，由 Laplace 展开得其
行列式为 0，与可逆矛盾，因此此部分的线秩至少为 r，由定义可知整体的线秩大于等于子矩阵的线

秩，因此至少为 r。

线秩 ≤ min(m,n)：由定义直接得成立。

项秩 ≤ 线秩：由定义，将矩阵中的非零元素变为 0，线秩不会增大。若项秩为 r，由定义可发现

r ≤ min(m,n)，则能取出 r 个不同行不同列的非零元素，在这些行列组成的 r 阶子矩阵中，将其他

元素均变为 0，此时其可逆，由第一问推导知其线秩为 r，因此此部分线秩至少为 r，因此整体线秩

至少为 r。

项秩 ≥ 线秩：由定义，项秩 k ≤ min(m,n)，当 k = min(m,n) 时由上方知线秩只能为 min(m,n)。

而 k 为 0 或 1 时，可直接验证成立，因此下面只考虑 1 < k < min(m,n) 的情况。注意到，置换行

列不会改变矩阵的项秩或线秩。先证明一个引理：此时，A 置换行列后可分块成

(
H B

C O

)
，其中 H

为 k 阶方阵且主对角线非零，O 为零矩阵，且对于满足 a + b ≤ k 的某对自然数 a, b，B 共有 a 个

非零行且全位于 B 的后 a 行，C 共有 b 个非零列且全位于 C 的前 b 列 (此处及本题以下部分的非
零指不全为零)。

引理证明：由于 A 中有 k 个不同行不同列的非零元素，可将其中第 i 个置换到第 i 行第 i 列，此时

的 H 已满足要求。若右下角不为零矩阵，则可取出第 k + 1 个不同行列的元素，因此矛盾。此时，

对 1 ≤ i ≤ k 的 i，B 的第 i 行与 C 的第 i 列均非零，则从中各取出一个非零元替换原本第 i 行第 i

列的元素，即取出了 k + 1 个不同行列的元素，矛盾。由此，B 的非零行必定对应 C 的零列，因此

a+ b ≤ k。注意到，置换相似 (即同时对行、列作相同的置换) 不会改变原本对角元的非零性，因此，
先对前 k 行置换将 B 的非零行换到 B 的后 a 行，再对前 k 列作相同置换，由于此时 H 的对角元

仍然非零，C 的后 a 列必然全为 0，再对前 k− a 列作置换将 C 的非零列换到 C 的前 b 列，并对行

作相同置换。由于此 a+ b ≤ k，这样置换后不会改变 B 原本满足的性质。由此，引理得证。

不妨设 A 已置换为引理中形式。若此时有 a = 0 或 b = 0，即 B,C 之一为零矩阵，直接取出它

与右下角合成的零矩阵即有 p + q = k，因此线秩至多为 k，已得证。若有 a + b = k，将 A 写为
H1 H2 O

H3 H4 B1

C1 O O

，其中 H1,H4 为方阵，且 B1 的行与 C1 的列均非零。若 H2 不为零矩阵，则取出其

中的非零元，将其左侧的主对角线上的元素用该元素下方的 C1 中对应列的非零元替换，将其下方的

主对角线上的元素用该元素右侧的 B1 中对应行中的元素替换，即取出了 k + 1 个不同行列的元素，

矛盾。因此 H2 为零矩阵，此时，H2 与其右侧、下方 (跳过 H4, B1) 构成的零子矩阵即有 p+ q = k，

因此线秩至多为 k，得证。

若 a > 0, b > 0, a+ b < k，将 A 写为


H1 H2 H3 O

H4 H5 H6 O

H7 H8 H9 B1

C1 O O O

，其中 H1,H4,H9 为方阵，且 B1 的行

与 C1 的列均非零。记 A1 =

(
H2 H3

H5 H6

)
，注意到若 A1 为 k− a× k− b 阶矩阵，且其中中存在某个

零子矩阵，则可将其向右、向下扩展成行列之和多 m+ n− 2k 的 A 的零子矩阵。由此，利用线秩定

义可计算得 A 的线秩 ≤ A1 的线秩 +a+ b。利用上方类似方法可说明 H3 为零矩阵，且由之前假设

知 H5 对角线非零。下面说明，若 H6 的某行非零，则 H2 的对应列全为 0(这里的对应指在 A 中恰

为第 i 列与第 i 行)。若否，取出其中各一个非零元，并将与它们冲突的 H1 与 H9 中的对角元替换



第四章 矩阵的相抵 31

为 C1, B1 中对应列/行的非零元，并删去 H5 中与它们冲突的对角元 (由于行列对应，H5 中与两数

冲突的为同一个对角元)，即取出了 k + 1 个不同行列的元素，矛盾。因此，设 H6 中非零行数为 a1，

H2 中非列数为 b1，则子矩阵 A1 在交换行为

(
H5 H6

H2 H3

)
后拥有与 A 完全相同的性质。由此，只要

a1 > 0, b1 > 0, a1 + b1 < k− a− b 不同时满足，则类似之前推导已得证，若同时满足，则可类似作出

A2, A3, . . .，由于每次的子矩阵行与列均严格小于前次的子矩阵，这样的递降不能无限进行，总有一

次会不满足三条件之一，由此得证。

综合上述几部分证明即得原题结论。

§4.2 相抵标准形的应用

1. 由 4.1 节例 4.4，当 a ̸= 1, 1− n 时，直接解出 xi =
ai−1

a− 1
− an − 1

(a− 1)2(a+ n− 1)
；当 a = 1 时，只

需满足
n∑

i=1

xi = 1 即可；当 a = 1− n 时，对所有式子求和，左为 0，右为 −(1− n)n − 1

n
，若有解，

讨论知必须 n = 2，此时需 x2 − x1 = 1。

2. 法一：通过解作差或取出特解可知 A1x = 0, A2x = 0 解集亦相同。因此 A1x 可通过同解变形得到

A2x，即为左乘行变换的可逆方阵 P 后 PA1 = A2，代入特解即有此时 Pb1 = b2。

法二：由于

(
A1

A2

)
x =

(
b1

b2

)
与其中任一方程同解，rank

(
A1

A2

)
= rank(A1) = rank(A2)。将

(
A1

A2

)
写

为 Q

(
Ir O

O O

)
R (QR可逆)，按此分块为 Q =

(
Q1 Q2

Q3 Q4

)
，由秩关系可知 rank(Q1) = rank(Q3) = r，

由此存在可逆阵 P 使得 PQ1 = Q3，验证知符合要求。

3. 对行满秩证明，列满秩取转置即可。设 Am×n = P
(
Im O

)
Q (PQ 可逆)，则 A =

(
P O

)
Q。

左推右：设广义逆矩阵 Bn×m = Q−1

(
B1

B2

)
，其中 B1 为 m 阶方阵，由广义逆充分必要条件可计

算出
(
PB1P O

)
Q =

(
P O

)
Q,Q−1

(
B1PB1

B2PB1

)
= Q−1

(
B1

B2

)
，由 PQ 可逆有 PB1 = Im，故

B1 = P−1，验证得此时的 B 即为右逆。

右推左：直接由右逆定义，AB = Im，故 ABA = A,BAB = B。

4. (1) 利用习题 3 结论，P †P = I,QQ† = I，直接计算验证 AA†A = A†, A†AA† = A 即可。

(2) 设对于某个分解 A = P0

(
Ir O

O O

)
Q0 (PQ 可逆)，对应 A† = Q−1

0

(
Ir O

O O

)
P−1
0 ，分解为 Q′ =

Q−1
0

(
Ir

O

)
, P ′ =

(
Ir O

)
P−1
0 ，再利用分块计算可说明 P ′, Q′ 分别为 P,Q 的广义逆，从而得证。

5. (1) 先说明存在 r 阶可逆主子矩阵。

设 rank(A) = r,An×n = Pn×rQr×n，其中 P 为列满秩，Q 为行满秩 (由 4.1 节习题 4 知分解合理)，
由满秩，P,Q存在 r 阶可逆子矩阵。设 P 第 p1, p2 . . . pr 行构成的子式可逆，Q第 q1, q2 . . . qr 列构成

的子式可逆，由 Binet-Cauchy 公式，A

[
p1 p2 · · · pr

q1 q2 · · · qr

]
可逆。若 Q 第 p1, p2 . . . pr 列构成的子式

可逆，则已满足题目条件，否则考虑 AT = QTP T。此时 QT 列满秩，P T 行满秩。由 Q第 p1, p2 . . . pr

列构成的子式不可逆，可知 QT 第 p1, p2 . . . pr 行构成的子式不可逆，由 Binet-Cauchy 公式，对任
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意 s1, s2 . . . sr，AT

[
p1 p2 · · · pr

s1 s2 · · · sr

]
不可逆，但 AT = A，与 A

[
p1 p2 · · · pr

q1 q2 · · · qr

]
可逆矛盾，故

Q 第 p1, p2 . . . pr 列构成的子式可逆，因此 detA
[
p1 p2 · · · pr

p1 p2 · · · pr

]
≠ 0。

考虑 A 的各阶顺序主子式 (即前 i 行前 i 列的子方阵)。可以证明，相邻两个顺序主子式秩相差至多
2。这是因为，相邻的顺序主子式相差为删去末行末列，相当于将最后一行最后一列变为 0。将改变前
后的矩阵相减，计算可知差为一个秩至多为 2 的矩阵。再利用 4.1 节习题 7(1,2) 可知秩相差至多 2。

最后一个顺序主子式一行一列，因此秩至多为 1。由此，对任意正整数 k ≤ r，存在某个顺序主子式

的秩为 k 或 k + 1。由于对称阵的顺序主子式仍对称，由 (1)，这个顺序主子式存在某个主子式秩为
k 或 k + 1。而主子式的主子式依然为 A 的主子式，由此得证。

(2) 与 (1) 类似，先说明存在 r 阶可逆主子矩阵，又因为反对称方阵的主子式仍为反对称方阵，当其

阶数 n 为奇数时，由 3.2 节习题 9 证明过程知行列式为 0，因此 r 一定为偶数。继续仿照 (1) 的过
程由于反对称方阵秩为偶数，一定能取到习题 (1) 的 k, k + 1 中的偶数，即为所有正偶数。

6. (答案暂缺)

7. 由 4.1节习题 4设 A = P1Q1, B = P2Q2，P1, P2 列满秩，Q1, Q2 行满秩，由
(
P1 P2

)(Q1

Q2

)
= A+B，

由条件可知
(
P1 P2

)
列满秩，

(
Q1

Q2

)
行满秩 (否则利用 rank(XY ) ≤ min(rank(x), rank(y)) 可知矛

盾)，由 4.1 节习题 5 知存在 P =
(
P1 ∗ P2

)
, Q =


Q1

∗
Q2

 为可逆方阵，代入计算可得此时 PQ 即

符合要求。

8. 设 A = P0

(
Ia O

O O

)
Q0 (P0Q0 可逆)，对应分块 B = Q0

−1

(
B1 B2

B3 B4

)
P0

−1，代入方程可解得 B1 =

B2 = B3 = O，取可逆矩阵 MN 使 B4 = M

(
O O

O Ib

)
N，令 P = P0

(
Ia O

O N

)
, Q =

(
Ia O

O M

)
Q0，

计算知符合要求。

9. (1)设 A+I = P0

(
I O

O O

)
Q0 (P0Q0可逆)，Q0P0分块为

(
B1 B2

B3 B4

)
，则 A+I = P0

(
B1 B2

O O

)
P−1
0 ，

且由 Q0P0 可逆知
(
B1 B2

)
行满秩。解方程 (A + I)(A − I) = O 可得 (B1 − 2I)

(
B1 B2

)
= O，

由 4.1 节习题 5 知只能 B1 = 2I，取 P =

 I −1

2
B2

O I

P−1
0 ，计算验证知符合要求。

(2) 将 A 写为 (4) 中的形式，记形式中的 P,Q 为 P0, Q0，直接计算可发现 Q3
0 = Q0，由 Q0 可逆，

Q2
0 = I，由 (1) 设 R−1Q0R = diag(I,−I)，则取此处 P = P0

(
R O

O I

)
即符合要求。

(3) rank(Ak+1) = rank(Ak ·A) ≤ rank(Ak)，由 Frobenius 秩不等式 rank(AAk−1A) + rank(Ak−1) ≥
rank(Ak−1A) + rank(AAk−1)，因此 2 rank(Ak) − rank(Ak−1) ≤ rank(Ak+1) ≤ rank(Ak)，代入条件

即得结果。

(4) 由于 rank(Ak+1) = rank(Ak · A) ≤ rank(Ak)，由条件可推出 rank(A2) = rank(A)。设 A =

P0

(
Ia O

O O

)
R0P

−1
0 (P0, R0 可逆)，R0 =

(
R1 R2

R3 R4

)
，而 A2 = P0

(
R1 O

O O

)
R0P

−1
0 ，因此 R1 可逆。
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由于 A = P0

(
R1 R2

O O

)
P−1
0 ，取 P = P0

(
I −R−1

1 R2

O I

)
, Q = R1，计算验证即可。

10. (1)归纳。一阶时显然成立，当阶数大于 1时，与习题 10(1)类似操作可先将其列变换为
(
O A1

O A2

)
Q0，

由于 A 幂零，不可能可逆，故至少有一列 0，计算知将其写为 Q−1
0

(
O A′

1

O A′
2

)
Q0 时依然有一列为 0。

计算其 m 次幂验证可知 A′
2 仍为幂零方阵，由归纳假设，存在 P0 使得 P−1

0 A′
2P0 为对角全为 0 的上

三角阵，因此取 P =

(
I O

O P−1
0

)
Q

0

即满足要求。

(2) 将第一问的第一步改为将其行变换为 P0

(
A2 A1

O O

)
，然后将所有对行列的操作对调即可 (具体操

作见第三问)。

(3) 由于相似可以传递 (PQAQ−1P−1 = (PQ)A(PQ)−1)，不妨设 A 已经是上一问中的形式。

注意到，在第一问的操作下，A =


C1 ∗ ∗

. . . ∗
Cr

，其中每个对角块为方阵，且每个 Ci 及其右下

角为列满秩阵 (∗ 部分为未定)(理由为在每一步中
(
A′

1

A′
2

)
列满秩，之后的操作不改变这个特性)。利

用 rank(A) + rank(B) ≤ rank
(
A B

)
，可发现每个 Ci 亦为列满秩。

下面由下标从大到小依次对 Ck 进行如下操作：

由于 Ck 为列满秩阵，可行变换为题目要求的 Bk 的形式 (Ck = Qk

(
I

O

)
Pk = Qk

(
Pk O

O I

)(
I

O

)
，

取行变换矩阵为

(
P−1
k O

O I

)
Q−1

k 即可)。如此进行变换，并右乘其逆。由于右乘其逆相当于对 Ck−1

所在的列进行列变换，不会改变 Ck−1 的列满秩性质，因此操作可以继续。接下来，利用 Tij 行变换

将 Bk 上方的所有数减为 0。右乘此操作的逆相当于 Ck−1 所在的列减去其左侧的列。由于 Ck−1 左

侧全部为 O，故这个操作亦不会影响下一步操作。

如此对所有 Ck 按下标从大到小如此操作 r 次，可得到符合要求的方阵 (直接计算 Am−1 与 Am 知

此时必然剩下 m− 1 个 Bk)。

(4) 在第三问的基础上进行操作。在 2.4 节习题 14 中已验证，左乘置换方阵并右乘其逆相当于置换
下标。由于矩阵为上三角，aij 只有 i < j 时可能为 1。且容易发现，此时矩阵每行每列最多有一个 1。

按 i 从小到大寻找，第三问的形式中第一行必然有 1。若 a1,i2 = ai2,i3 = · · · = aip,ip+1
= 1，且 ip+1

行没有 1，则将 i1 到 im 置换为 1 到 m。然后从第 m+ 1 行看起，找到此时第一个存在 1 的行，再
次按之前方式找到链条，放在 m+ 1,m+ 2, . . . 的位置，以此直到所有的 1 都排列完成。可以证明，
这样操作后，每个对角方阵已经成为 Jordan 方阵，且不会有剩下的 1。再利用置换矩阵调整顺序至
满足大小要求 (5.1 节定理 5.1-5) 即可。直接计算可知，此时最大块必然为 m 阶。

(亦可通过类似思路归纳操作，更为简洁)

§4.3 Smith 标准形

1. 本题只按顺序写出 di
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(1) 1,60,60 (2) 1,1 (3) 1,1 (4) 1,1

(5) x+ 1, x(x+ 1), (x− 1)x(x+ 1) (6) x, x(x− 1)2

(7) x, x2, x3 (8) 1, x(x− 1)

2. (1) 直接设出 a1, . . . , an 每个数的不同素因子，可发现其中 n 个 n− 1 个不同数的乘积的最大公因数

为 1，由此知 Dn−1 = 1，可得结论。

(2) 直接利用最大公因数计算 Di 即可

3. 直接仿照 4.2 节开头部分，注意此时有解条件除 β2 = 0 外还有 di | β1i，因此相抵须加强为模相抵。

4. 证明中 k + 1, k + 2 若 > n，则写为模 n 的余数

(1) * 需至少二阶，一阶时 (−1) 无法表示。

由变换的角度，任何整系数方阵都能在整系数初等变换下得到 Smith 标准形，又因整数模方阵的标
准形为单位阵，其一定能写为整系数初等方阵的乘积。而 Di(n) 会导致行列式值为 n 的倍数，故只

能 n = −1(n = 1 为单位阵)，但 Di(−1) = SijTij(1)Tji(−1)Tij(1)，且 Tij(n) = Tn
ij(1), Tij(−n) =

Tn
ij(−1)(n > 0)，故可表示为满足题目要求的乘积。

(2) P kS12P
n−k = Sk+1,k+2，再由 Sij(i < j) = Si+1,jSi,i+1Si+1,j 可由 ij 之差归纳出结果。

(3) P kT12(1)P
n−k = Tk+1,k+2(1), Tij(1)(i < j) = Ti,i+1(1)Ti+1,j(1)Ti,i+1(−1)Ti+1,j(−1) 与上问类似

可由 ij 之差归纳出结果。

(4) 由于 SijTij(1)Tji(−1)Tij(1) = Di(−1) 与 j 无关，可将 Sij 利用 T 化为 Si1 = S1i，再利用 T 化

为 S12 即可。

(5) Tij(1) = S1iS2jT12(1)S2jS1i (Sii = I)

5. (1) 由习题 4(1) 进行分解，又由习题 4(4)，可将所有 Sij 化为 S12，由于行列式为 1，这样的 S12 必

然为偶数个。又因为 S12Tij(k) = Tmn(k)S12(其中 m,n 为 i, j 在对换 12 作用下的结果)，可以将 S12

两两配对后全部消去，即得证。

(2)阶数为奇时与习题 4(3)相同，为偶时 P kT12(1)P
n−k = −Tk+1,k+2(−1)，由习题 4(3)，由于 Tij(1)

模为 1，结果可消去所有负号，即得证。

6. 直接将定理证明中的整数替换为多项式即可，注意其中配凑系数可控制首一。

7. (1) 由 Smith 标准形为对称阵，设 PQ 为模方阵，PAQ 为 A 的 Smith 标准形，则 QTATP T =

(PAQ)T = PAQ，故 AT 与 A 模相抵 (转置不影响行列式，故模方阵转置仍为模方阵)。

(2) 与 (1) 过程相同。

8. (1) 左推右：若否，展开得行列式一定为 gcd(a1, a2 . . . an)，故矛盾

右推左：由于其各分量最大公约数是 1，将此向量写为 α，可右乘合适的 Di(−1) 使其均变为正数，

再右乘 T21(−1), T12(−1) 的组合进行辗转相减，最终使 a1 成为 gcd(a1, a2)，以此对每个大于 1 的 ai

操作，a1 最终变换成 gcd(a1, a2 . . . an) = 1，设这时的 α 变为 β，有 αP = β(由于每步变换均为右乘

整数模方阵，P 亦为整数模方阵) 此时，由于 β1 = 1，


1 β2 · · · βn

1

. . .

1

P−1 即为以 α 为行向量的

整数模方阵。

(2) 与 (1) 过程相同，注意辗转相减时 T1i, Ti1 中的内容应更改为多项式辗转相除的方式即可。
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9. 考察某个 C = A+ xB 的子式 C

[
p1 p2 · · · pr

q1 q2 · · · qr

]
。

由 AT = A,BT = B，可得 f1(x) = detC
[
p1 p2 · · · pr

q1 q2 · · · qr

]
, f2(x) = detC

[
q1 q2 · · · qr

p1 p2 · · · pr

]
互为

共轭。而 f1, f2 均为 r 次多项式，因此 gcd(f1, f2) = gcd(f1 + f2, f2 − f1) = gcd
(
f1 + f2,

f2 − f1
2i

)
(因非零复数可逆，除以 2i 不影响多项式最大公因式)。

计算可发现，f1 + f2,
f2 − f1

2i 均为实系数多项式，因此其最大公因式亦为实系数多项式。而对每一

个 Dk，都可以由此配对成若干个实系数多项式的最大公因式，因此亦为实系数多项式，从而 dk 亦

如此。

10. 考虑 (x) 与 (x2) 即为反例。

可以说明，当 A和 B 对应的 di 均无重根时，条件成立。首先证明：若两个方阵M,N ∈ C[x]模相抵，
则对任何 z，M(z), N(z)相抵。令M = PNQ，P,Q为模方阵，则M(z) = PNQ(z) = P (z)N(z)Q(z)，

由于 detP (z), detQ(z)均为 ±1，故 P (z)Q(z)可逆，因此M(z), N(z)相抵。由此，设 A,B 的 Smith
标准形为 A0, B0，则对任何 z，A(z) 与 A0(z)，B(z) 与 B0(z) 相抵，于是 A0(z) 与 B0(z) 相抵，设

A0(z) = diag(a1, a2 . . . ak, O), ai | ai+1，B0(z) = diag(b1, b2 . . . bl, O), bi | bi+1。令 z 取一个并非 ak, bl

根的数，此时相抵可知 k = l。若 ai 与 bi 不全相同，考虑最小的不相同的 ai, bi，由于 ai, bi 均为无

重根，必定根的情况不同，不妨设有一个 z 为 ai 根，不为 bi 根，则讨论其他方程对 z 的根的情况

可知此时 rank(A(z)) < rank(B(z))，矛盾。

由证明过程亦可知，满足题目中要求的 A,B 实际要求为，Smith 标准形中对应位置的每个多项式根
相同 (但重数可以不同)。

第五章 矩阵的相似

§5.1 相似的概念

1. (1)tr(AB) = tr(BA)(2.1 节定理 2.2)⇒ tr(A) = tr(PBP−1) = tr(P−1PB) = tr(B)

det(A) = det(P ) det(B) det(P−1) = det(B)

rank(A), rank(B) 由秩定义直接得相等。

(2) 利用 (P T )−1 = (P−1)T 与 (AB)T = BTAT 知成立。

(3) 直接计算可发现 A = PBP−1 ⇒ f(A) = Pf(B)P−1。

(4) 计算可知 diag(P,Q)−1 = diag(P−1, Q−1)，由此构造即可。

(5) 设 A1, A2 为 m,n 阶方阵，则计算可知 diag(A2, A1) =

(
O In

Im O

)
diag(A1, A2)

(
O Im

In O

)
，且左

右方阵互逆，由此归纳可知结果。

2. 直接取 P =


1

. .
.

1

，计算知成立。
3. (1) 特征值 1,1,1，但 1 几何重数为 1，不可对角化。

(2) 特征值 1,1,2，P =


1 0 1

1 2 2

0 1 1


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(3) 特征值 1,1,1，但 1 几何重数为 2，不可对角化。

(4) 特征值 1,2,3，P =


1 1 1

0 1 1

−1 0 −1


(5) 特征方程 λn + a = 0。a = 0 时特征值全为 0，但 0 几何重数为 1，不可对角化；其余情况可对
角化，Pij = a(i−1)/nω(i−1)(j−1)，其中 ω 为 n 次本原单位根。

(6)类似 3.2节习题 6(1)知特征值为 n−1重 0与 n(n+ 1)(2n+ 1)

6
，计算得 P =


−n · · · −2 1

1 2

. .
. ...

1 n


(7) 类似 3.2 节习题 6(2) 知特征值为 n− 2 重 0 与 λ2 − n3 + 2n

3
λ+

n4 − n2

12
= 0 的两根。0 对应特

征向量的基为
(
k −k − 1 0 . . . 1 . . . 0

)T
(1 ≤ k ≤ n− 2，第 k+2 个分量为 1，此外除前两

个分量均为 0)，非零特征值 λ 对应的一个特征向量第 i 个分量为
λ

n
− n+ 1

2
+ i，分别代入两个 λ，

组合得 P。

4. (1) 特征方程为奇数次，必有实根。

(2) 特征方程常数项为 det(A)，由于 φA(0) = det(A), φA(+∞) = +∞，若否，由介值定理知存实根。

(3) 由 A 为实对称方阵，AH = A，设特征值 λ 对应特征向量 α，则 αHAα = αH(λα) = λαHα，又

由于 (Aα)H = αHA = (λα)H = λαH，有 αHAα = λαHα。综合两式，α ̸= 0 ⇒ αHα > 0，因此

λ = λ ⇒ λ ∈ R。

(4) 与上问类似知 λ = −λ，由此得结论。

5. 若否，则可以通过列变换将某列变为 0，因此存在某些 α 使
r∑

k=1

tkαmk
= αs，其中 tk 为非零常数。

同时左乘若干 A 可知
r∑

k=1

tkλ
l
mk

αmk
= λl

sαs 对任意 l 成立。由于特征值两两不同，利用范德蒙德行

列式可证明此时任何一个分量只有 0 解，即所有 α = 0，矛盾。

6. (1) c0 = det(A)，由 5.2 节定理 5.6-1，An(n ∈ Z) 的每个特征值为 A 的每个特征值对应作 n 次方，

由此直接计算特征多项式得结果。

(2) 注意到 c1 = tr(A∗)，因此其 n 次与 n − 1 次项必为 xn + (−1)nc1x
n−1，利用 4.1 节习题 7 可

得 A 不可逆时，rank(A∗) ≤ 1，类似 3.2 节习题 6(1) 知 0 的代数重数至少为 n− 1，因此其只能为

xn + (−1)nc1x
n−1。

7. (1)记右式中最大值为M，若否，

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ckλ
k

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

|ckλk∥ ≤
n−1∑
k=0

|Mλk| = M
|λ|n − 1

|λ| − 1
≤ |λ|n−1 < |λn|，

矛盾。

(2) 记右式中最大值为 M，若否，

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ckλ
k

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

|ckλk| ≤
n−1∑
k=0

|Mn−kλk| = M
|λ|n −Mn

|λ| −M
< |λ|n −

Mn < |λ|n，矛盾。

(3) 若否，λI −A 的行列式严格行对角优，利用 2.4 节习题 12 可知不为 0。

8. 右推左：f = g ⇒ A = B ⇒ A,B 相似。

左推右：由于 A,B 相似，特征多项式必相同。又由 Laplace 展开知 φA(x) = f(x), φB(x) = g(x)，因

此 f = g。
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9. 由条件知 (λI −A)(λI −B) = λ(λI −A−B)，直接计算可得结论。

10. (1) 类似 3.2 节习题 6(1) 可知特征根为 n− 1 重 0 与 tr(A)，由此知结论。

(2) 由 rank(A) = 1 知 0 的几何重数为 n − 1，因此可对角化等价于 0 的代数重数为 n − 1，即

tr(A) ̸= 0(否则代数重数为 n)。

(3) 讨论是否为 0 可知结论成立 (均为 0 时可用 Jordan 标准形说明相似)。

11. (1) 利用 3.2 节例 3.12 可直接得结论。

(2) 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q,B = Q−1

(
B1 B2

B3 B4

)
P−1 (PQ 可逆)，由条件算得 rank(B1) = r，即 B1

可逆。计算得(
I B−1

1 B2

O I

)
P−1ABP

(
I −B−1

1 B2

O I

)
=

(
I O

−B3B
−1
1 I

)
QBAQ−1

(
I O

B3B
−1
1 I

)
=

(
B1 O

O O

)
因此 AB,BA 相似。

(3)设 A = P

(
I O

O O

)
Q,B = Q−1

(
B1 B2

B3 B4

)
P−1 (PQ可逆)，由条件 rank(B1) = rank

(
B1 B2

B3 B4

)
。

利用 4.2 节例 4.6 知存在 X,Y 使得 B1X = B2, Y B1 = B3，计算得(
I X

O I

)
P−1ABP

(
I −X

O I

)
=

(
I O

−Y I

)
QBAQ−1

(
I O

Y I

)
=

(
B1 O

O O

)
因此 AB,BA 相似。

(4) A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

 , B =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0


12. 利用 3.2节例 3.11可得 φHn(x) = det

(
(xI−Hn−1)

2−I
)
= det

(
(x+1)I−Hn−1

)(
(x−1)I−Hn−1

)
=

φHn−1(x+ 1)φHn−1(x− 1)，归纳可得特征值为 Ck
n 个 n− 2k(0 ≤ k ≤ n)。

13. (1) 利用习题 7(3) 可知特征值的模 ≤ 2，设为 2 cos θ，归纳可得 det(2 cos θI −A) =
sin (n+ 1)θ

sin θ ，由

此解出全部特征值知分解成立。

(2) 利用习题 7(3) 可知特征值 ∈ [0, 4]，设为 2 cos θ+2，归纳可得 n > 1 时 det((2 cos θ+2)I −A) =

(2 cos θ + 2)
sinnθ
sin θ ，由此解出全部特征值知分解成立。

(归纳式的由来可以用 (1) 的结果算出)

14. (1) 令 S 的第 i 行第 j 列为 Cj
i (此处 i, j 均可取 0，规定 C0

0 = 1，j > i 时 Cj
i = 0)，可证明

S−1AS =

i− n i = j − 1

0 i ̸= j − 1
，由相似阵的特征多项式相同可直接得结论。

(2) S−1BS =


(n− 2i)2 i = j

2(i− n)(2i+ 1) i = j − 1

0 其他

，由此直接计算可得结果。

* 关于计算细节：可验证 S−1 =
(
(−1)i−jCj

i

)
，而计算核心为公式

i∑
k=j

(−1)i−kCk
iC

j
k =

1 i = j

0 i ̸= j
(具

体计算相关的知识点为离散数学中组合数计算)
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15. (1) 由定义直接验证即可。

(其余答案暂缺)

16. * 谱半径 ρ(A) 定义见 5.3 节习题 11，为 A 的特征值模长最大值，即为此题的 |λ1|

* 矩阵范数定义见 6.3 节例 6.7

* 定义实向量与矩阵之间的 <,≤, >,≥ 代表每个分量对应满足条件

(1.1) 对非负矩阵 A，ρ(A) 为 A 特征值 (称其为非负矩阵 A 的最大特征值)。

任意非负矩阵，可以写为一列正矩阵的极限 (矩阵极限即为按分量极限)，而由于特征多项式亦为极
限，特征值也为极限，由极限保序性，我们只需要说明对 A > O 结论成立。由于矩阵整体数乘正数

不影响题中性质，不妨设 ρ(A) = 1。

设 α 为 λ1 对应的特征向量，各分量为 α1, . . . , αn，取 β =
(
|α1| . . . |αn|

)T
，有 β ≥ 0 且不可能

为 0，下证 β 是 A 的对应 1 的特征向量，由此即有 λ1 = 1。

由条件，∀k, λ1αk =
n∑

i=1

akiαi，取模即有 |αk| ≤
n∑

i=1

aki|αi|，因此 β ≤ Aβ，也即 (A− I)β ≥ 0，若等

号成立则已得证，否则，由于 A > 0，A(A− I)β > 0，因此存在正实数 b 使 A(A− I)β ≥ bAβ，即

A2β ≥ (b+ 1)Aβ。

令 B =
A

b+ 1
，则 BAβ ≥ Aβ，递推知 ∀k,BkAβ ≥ Aβ。但由于 ρ(B) =

1

b+ 1
< 1，由 5.3 节习题

11 得 lim
k→∞

Bk = O，由此只能 Aβ = 0，由假设 β = 0，故 α = 0，矛盾。

因此，ρ(A)β = Aβ，即 β 是 A 的对应 1 的特征向量，λ1 = 1。

(2.1) 不可约矩阵中最大特征值对应的某个特征向量各分量同正。

在 (1.1) 中，已经取出了最大特征值对应的一个非负特征向量 β，下面证明，对不可约矩阵 A 与非负

非零向量 β，∃m,Amβ > 0，又由 Amβ = ρ(A)mβ 可知 β > 0，因此 β 各分量同正或同负。

步骤一：对不可约矩阵 A，存在 s 使 As 对角元均为正。

我们回到图论。回忆 2.4 节习题 14 证明过程中说明的，不可约矩阵等价于其对应的图强连通，即任
意两点可以互相到达。

由于这里的“任意两点”可以取为同一点，可以设点 i 通过 mi 步可以到达自身 (回忆证明过程中的
结论，此即表示 Ami 的第 i 行第 i 列为正)，由此，取 s = lcm(m1, . . . ,mn)，容易发现，每点均可

以通过 s 步到达自身，也即 As 对角元全为正。由此，将 As 记为 B。

步骤二：若非负非零向量 β恰好有 k < n个分量为正，则Bβ至少有 k+1个分量为正。由于置换不影响

结论，不妨设 β =

(
β0

0

)
，其中 β0 > 0。设 B对应分块为

(
B1 B2

B3 B4

)
，则由于 B对角元均正，∃ε,B−εI

对角元均正，其仍为不可约阵，设 B− εI 对应分块为

(
B1 B2

B3 B4

)
，则 Bβ = ε

(
β0

0

)
+

(
B1β0

B3β0

)
，由

ε

(
β0

0

)
部分可知 Bβ 至少有 k 个分量为正，若不足 k+1，则 B3β0 = O，由于 β0 > 0，只有 B3 = O，

与 B − εI 不可约矛盾。

步骤三：归纳可知 Bn−1β > 0，即 As(n−1)β > 0，原命题得证。

(1.2) 不可约阵中最大特征值的代数重数为 1。

步骤一：不可约阵中最大特征值对应的 Jordan 块均为一阶。

继续假设 ρ(A) = 1。这即是需要证明，1 对应的所有 Jordan 块均为 J1(1)。
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设 A 对应 1 的某个特征向量为 α，由 (2.1) 知可取 α > 0，且有 Aα = α ⇒ Akα = α。令 α 最大分

量为 x，最小分量为 y，则考虑 Akα = α 左右各分量有 x ≥ αi =
n∑

j=1

a
(k)
ij αj ≥ a

(k)
ij αj ≥ a

(k)
ij y，其中

a
(k)
ij 表示 Ak 中第 i 行第 j 列的元素。由此可得，Ak 中任意元素 ≤ x

y
，也即有界。

若 1对应的某个 Jordan块为 Js(1), s > 1，则存在 P 使 P−1AP 为其 Jordan标准形，不妨设第一个对
角块即为 Js(1)，则其 k次方中第一行第二列为 k，且前两个对角元仍为 1，因此 (P−1AP )k = P−1AkP

无界，考虑 ||A||F 计算可知与 Ak 有界矛盾。

步骤二：不可约阵中最大特征值的代数重数为 1。

由 2.4 节习题 14(1)，对特征值为 λ1, . . . , λn 的不可约矩阵 A，∃λ, (λI −A)−1 > O，且证明过程中已

经说明了，对充分大的 λ 有 (λI − A)−1 > O。因此，可取 λ > ρ(A)。计算可知 (λI − A)−1 的每个

特征值为
1

λ− λi

，且对应的特征向量一致。由于 (λI − A)−1 的最大特征值为实数，其对应的 λi 也

必为实数，又由于 λ 充分大，若实特征值 λi > λj，有
1

λ− λi

>
1

λ− λj

。因此，(λI −A)−1 的最大

特征值即对应 A 的最大特征值。也即，只需证明对所有 A > O 满足题述性质即可。

继续假设 ρ(A) = 1。(2.1) 中说明，特征值 1 对应一个正特征向量 β，设其分量为 β1, . . . , βn。若结

论不成立，不妨设 A 中 1 的代数重数为 r > 1，由于对应的 Jordan 块均一阶，由 5.3 节定理 5.12，
其几何重数亦为 r，再由定理 5.2-5 知 1 对应的特征向量空间的维数为 r > 1。

由于 A− I 为实方阵，(A− I)x = 0 的解空间的基可以取为实数，由此可取出与 β 线性无关的实特

征向量 α，设其分量为 α1, . . . , αn。令 t = max
1≤i≤n

αi

βi

，由于 βi > 0，可知 tβ − α ≥ 0，但 tβ − α 为 A

对应 1 的特征向量，由于 A > O，A(tβ − α) = tβ − α，知 tβ − α > 0。然而，t = max
1≤i≤n

αi

βi

，因此

tβ − α 必有分量为 0，矛盾。

由此可知，A 中 1 的几何维数为 1，又因最大特征值对应的 Jordan 块均为一阶，从而代数维数为 1，
从而原结论成立。

(2.2) 不可约矩阵中最大特征值对应的一切特征向量各分量同号。

由 (1.2) 已知其特征向量空间维数为 1，因此所有特征向量为 (2.1) 中 β 的非零实数倍，因此各分量

同号。

(3) 利用习题 7(3) 可知 ρ(A) ≤ 1，列变换可知 1 为特征值，故得证。

(4) 左推右：

引理：A 为非负矩阵，ρ(A) = lim
k→∞

||Ak||1/k

引理证明：定义A+ =
1

ρ(A) + ε
A,A− =

1

ρ(A)− ε
A，计算可知 ρ(A+) < 1 < ρ(A−)。类似 5.3节习题 11

做法可得，对非负矩阵 B，ρ(B) > 1 ⇔ lim
k→∞

||Bk|| = +∞, ρ(B) < 1 ⇔ lim
k→∞

||Bk|| = 0。由此，∃N, ∀k >

N, ||Ak
+|| < 1 < ||Ak

−||。于是 (ρ(A)− ε)k < ||Ak|| < (ρ(A) + ε)k，因此 ∀ε, ∃k,
∣∣ρ(A)− ||Ak||1/k

∣∣ < ε，

故引理成立。

继续假设 ρ(A) = 1，设特征值 λ 模长为 1。

若 λ ̸= 1，设其实部为 cos θ(由于不关注虚部，不妨设 θ ∈ [0, π])，则 Re(λn) = cosnθ。若 θ ̸= 0，对

每个自然数 k，必有 n 使 nθ ∈
(
2kπ +

π

2
, 2kπ +

3π

2

]
⇒ cosnθ < 0(此处可用数轴理解：每步长度固

定且 ≤ π，走过长度为 π 的区域时必会落入)，由此 ∀N, ∃m > N,Re(λm) < 0(取充分大的 k 即有充

分大的 m)。

由于 A 本原，∃t, ∀n > t,An > O。取某个 m > t，再取一充分小正数 ε 满足 Am − εI > 0，直接计

算可发现，λm − ε 是 Am − εI 的特征值，且由于 Re(λm) < 0，|λm − ε| > |λm| = 1。
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可证明
√
1 + ε2 < |λm − ε| ≤ ρ(Am − εI)，因此 ρ(Am − εI) > 1。

(不等号 1：λm 与 −ε 看作复平面向量，夹角 <
π

2
，故其和的模长大于夹角恰为

π

2
时的模长。

不等号 2：由于 λm − ε 是 Am − εI 的特征值，由定义，模长小于等于最大模长。)

另一方面，由于 Am − εI 每个元素对应小于等于 Am 且不全相等，计算可知 (Am − εI)k 与 Amk 仍

保持此性质。

∀B > O, ∃α > 0使 ||Bα||取到最大值 (将 α某位变号不影响 ||α|| = 1，变为全同号时模长不会减小)。
由上述性质，∀α > 0, ||(Am − εI)kα|| < ||Amkα||，于是 ||(Am − εI)k|| < ||Amk|| ⇒ ||(Am − εI)k||1/k

< ||Amk||1/k。取极限即有 ρ(Am − εI) ≤ ρ(Am)。

但由特征值性质，ρ(Am) = ρ(A)m = 1，故 ρ(Am − εI) ≤ 1，矛盾。这个矛盾说明，对任何模长为 1
的特征值 λ，其值必为 1，再结合 (1)，由 2.4 节习题 14(1) 知本原阵必然不可约，即知左推右成立。

[推论不可约矩阵的模长为 ρ(A) 的特征值一定为 ρ(A) 乘以单位根

注意到，上一部分中的证明其实对所有对角元均为正的非负矩阵均成立，因此我们得到，对角元均为

正的非负矩阵满足模长为 ρ(A) 的特征值只能为最大特征值。

由第二小问证明中的步骤 1，对不可约矩阵 A，存在 m 使 Am 对角元均为正。由此运用 5.2 节定理
5.6-1，Am 的特征值为 A 特征值对应 m 次方，而 Am 满足 |λ| = ρ(Am) 的特征值只能为最大特征

值，ρ(Am) = ρ(A)m，因此对 A 的每一个模长为 ρ(A) 的特征值 λ 有 λm = ρ(Am) = ρ(A)m，因此

原命题得证。]

右推左 (题目表述不严谨，需要 A 不可约为条件)：

反证。若 A 不为本原，可化为 2.4 节习题 14(4) 形式 (注意 m ≥ 2)。则此时计算可知，Am 为非负

准对角阵 diag (A1A2 . . . Am, A2A3 . . . A1, . . . , AmA1 . . . A2)，由于任意两个不同对角元都可看成 AB

与 BA，利用 3.2 节例 3.12 即知所有对角元非零特征值完全相同，因此，每个对角块模最大的特征
值完全相同，因此 Am 中模最大特征值的重数至少为 m，而 Am 的模最大特征值均为 A 模最大的特

征值，即模长 ρ(A) 的特征值至少有 m 个，矛盾。

§5.2 相似三角化

1. (1) 利用上三角方阵多项式下的特性可说明。

(2) 直接考虑上三角方针的形式即可。

(3) 由上三角方阵逆仍然为上三角方阵可推知。

(4) 考虑对角线含 0 的上三角阵在幂次后的情况即可。

(5) 拆分上三角方阵可发现秩的关系，从而得证。

2. 法一：由 5.1节定理 5.2及韦达定理得
n∑

i=1

λ2
i =

(
n∑

i=1

λi

)2

−2
∑

1≤i<j≤n

λiλj = σ2
1−2σ2 =

(
n∑

i=1

aii

)2

−

2
∑

1≤i<j≤n

(aiiajj − aijaji) =
n∑

i,j=1

aijaji

法二：A2 特征值为一切 λ2
i，因此

n∑
i=1

λ2
i = tr(A2) =

n∑
i,j=1

aijaji

3. (1) 由 f 形式，设乘积为 g0(x)，则有 g0(x) = g0(ωx)，由此解出 g0(x) = g(xm)。
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(2) 相似三角化知，设 φA(x) =
n∏

i=1

(x − λi)，则 φB(x) =
n∏

i=1

(x − λm
i ) =

n∏
i=1

m∏
k=1

(x1/m − ωkλi) =

n∏
i=1

m∏
k=1

ωk(ωkx1/m − λi) = ωnm(m−1)/2

n∏
i=1

φA(ω
kx1/m)，注意到 ωm/2 = −1 即得结论。

4. 等式两边右乘 P 后计算左下角可得 BP3 = P3A，利用定理 5.8 知 BP3 − P3A = O 有唯一解，且

P3 = O 为解，由此知命题成立。

5. (1) AαβT − αβTB = λ1αβ
T − (µ1βα

T )T = (λ1 − µ1)X = O

(2) 仅当：由 (1) 与 B,BT 特征值相同可知。

当：由定理 5.8 知唯一性。由 φB(A) 为 A 的多项式，其与 A 可交换。由定理 5.6-2 知 φB(A) 可逆，

逆亦与 A 可交换，故

φB(A)(AX −XB) =
∑
i,j≥0

bi+j+1(A
i+1CBj −AiCBj+1) =

n∑
k=0

bk(A
kC − CBk)

= φB(A)C − CφB(B) = φB(A)C

(3) 仅当：若 λ1µ1 = 1，类似 (1) 取 X = αβT 即为 X −AXB = O 的解。

当：利用 2.2 节例 2.11 方式将方程表示为线性方程组 (I − A ⊗ BT )x = y，则方程存在唯一解

⇔ I −A⊗BT 可逆 ⇔ A⊗BT 特征值无 1，而相似三角化知 A⊗BT 所有特征值为一切 λiµj，由此

得证。

6. 相似三角化可得，设 φA(x) =
n∏

i=1

(x− λi)，则 φAm(x) =
n∏

i=1

(x− λm
i )，由此成立。

7. (1) 特征值满足 λ2 = λ，只能为 0,1，考虑将 A 相似三角化后形成定理 5.9 形式，所得上三角方阵 B

满足 B2 = B，先通过计算证明主对角线上方的 j = i+ 1 对角线上全为零，同理向上归纳可知除主

对角线外必然全为 0，由此 B 为对角阵，原命题得证。

(或利用 5.3 节 Jordan 标准形可直接计算结果)

(2) 特征值满足 λ3 = λ，只能为 0,±1，考虑将 A 相似三角化后形成定理 5.9 形式，所得上三角方阵
B 满足 B3 = B，类似 (1) 归纳可知 B 必然为对角阵，由此得证。

(3) 考虑将 A 相似三角化后形成定理 5.9 形式，所得上三角方阵 B 满足 Bk = B，类似上方讨论可

知结果。

8. (1) 直接归纳计算可得结论。

(2) * 此处证明实方阵的情况，对一般情况，由于多项式友方阵均为 Hessenberg 方阵，利用 5.5 节定
理 5.18 第一步证明即可。

由于 φA(x) 为实系数多项式，其虚根必成对出现 (即 a+ bi 为根 ⇒ a− bi 为根)。

设 A特征值为 c1, . . . , ck, a1±b1i, . . . , al±bli, aj , bj , cj ∈ R，下证 A与对角元为 c1, . . . , ck,

(
a1 b1

−b1 a1

)
,

. . . ,

(
al bl

−bl al

)
的广义上三角方阵 (此方阵即为 Hessenberg 方阵) 相似。

使用归纳法。n = 1 显然成立。n ≥ 2 时，若存在实特征值 c，直接以定理 5.5 方式即可化为三角阵。
若否，设其存在特征值 a± bi, a, b ∈ R，且 a+ bi对应的特征向量为 λ。可以验证，λ(对 λ的每一个元

素取共轭) 为 a− bi 的一个特征向量。由于特征值不同，两特征向量线性无关，存在以 Re(λ), Im(λ)
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(对每一个元素取实部、虚部) 为前两列的可逆实方阵 P，计算可验证 AP = P


a b ∗
−b a ∗
0 0 B

 (利用

Re(λ) = λ+ λ

2
, Im(λ) =

λ− λ

2i
)，故满足归纳假设。

9. 归纳。二阶时，设 A 的对角元素为 x, y，分类讨论。

若 a12 ̸= 0 (a21 ̸= 0 同理)，则此时取 P =

 1 0
a1 − x

a12
1

 即可。
若 a12 = a21 = 0，由条件知 x ̸= y，则 T12(1)AT12(−1) 即化为前一种情况。

若 n− 1 阶时成立，考虑 n 阶时，设 a11 = x。仍分类讨论。

若 A 不为对角阵，不妨设 a12 ̸= 0，先以 P = T21

(
a1 − x

a12

)
作相似，则 C = P−1AP =

(
a1 ∗
∗ B

)
。

此时若 B 不为纯量方阵，由归纳假设取 Q 使 Q−1BQ =


a2 ∗ ∗

∗
. . . ∗

∗ ∗ an

，则
(
1 0

0 Q−1

)
C

(
1 0

0 Q

)

即满足要求。

若否，C =

(
a1 ∗
∗ kI

)
。若 C 不为对角阵，设 a12 ̸= 0，计算得 T13(−1)T32

(
a13
a12

)
CT32

(
−a13
a12

)
T13(1)

首个对角元仍为 a1 且 a32 ̸= 0，B 已经不为纯量方阵，因此可类似构造 Q。若 C 为对角阵，类似二

阶时构造出非零项即可。

若 A 为对角阵，由条件 A 对角元不可能全相同，类似二阶时化为上一种情况即可。

10. (1) 先说明两个方阵时的请况：

AB = BA,Aα = λα ⇒ ABα = λBα，因此，对 A 的每个特征向量 α，Bα 也是 A 的特征向量。由

于任意多项式 f，f(B)A = Af(B)，因此 f(B)α 也是 A 的特征向量。设 dB,α =
s∏

i=1

(x− µi)
ti(定义

见 5.4 节，由于 α ̸= 0，f 次数至少为 1)，取 f =
dB,α

x− µ1

，则此时 Bf(B)α = µ1f(B)α，故 f(B)α

即为公共特征向量。

接着将情况归纳至有限多个方阵 (k 个方阵时成立推 k + 1)：

设 α 是 A1, . . . Ak 的公共特征向量，考虑类似之前构造的 f =
dAk+1,α

x− µ1

，f(Ak+1)α 即为公共特征向

量。

最后反证任意指标集 I 的情况：

若 {Ai} 可互相交换，可说明 Span{Ai} 可互相交换 (定义见 8.2 节)，由于 Span{Ai} ⊂ Mn(C)，其
基 (定义见 8.3 节) 必然有限，利用上一种情况知其基具有共同的特征向量，计算发现此时 Span{Ai}
具有共同的特征向量，因此 {Ai} 具有共同的特征向量。

(2) 类似定理 5.5 进行归纳，每次取 P 的第一列为公共特征向量，直接计算可验证每次相似后的 Bi

仍然两两可交换，由此即可证明。

(3) 对任意数域，在其代数闭包 (任何多项式可分裂的扩域) 上存在共同的特征向量。

§5.3 Jordan 标准形

1. (1) J1(1), J1(1), J1(1), J1(−1), J1(−1)
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(2) J3(1), J2(−1)

(3) J2(1), J1(1), J2(−1)

(4) J3(1), J2(−1)

(5) J3(1), J1(−1), J1(−1)

(6) J1(1), J1(1), J1(1), J1(−1), J1(−1)

2. (1) 由于重数为相似不变量，直接计算即可。

(2) 对角阵为 Jordan 标准形的形式，由此知结论。

(3) 由 5.4 节习题 7 可知 Jordan 块的最小多项式即为特征多项式，结合 5.3 节定理 5.13-3 得结论。

3. 由于相似不影响结论，可设 A 已相似成 Jordan 标准形。又因对角块可以分别计算，只需考虑一个
对角块。

因此，只需说明 Jn(1) 与 Jn(1)
k 相似。直接计算可知 Jn(1)

k 中 1 的代数重数为 n，几何重数为 1，
由此知相似。设 P−1

n Jn(1)Pn = Jn(1)
k (Pn 可逆)，组合即可得原结论。

4. 由相似知 Ai 与 Aj 特征值相同，设 A特征值为 λ1, . . . , λn，由可逆知无 0，则 λi
1, . . . , λ

i
n 与 λj

1, . . . , λ
j
n

只相差排列。对任意 λ，设 λi = λj
a1
, λi

a1
= λj

a2
, . . . 由于特征值数量有限，必有 λi

as
= λj，由此算得

λis+1−js+1

= 1，由于 s+ 1 ≤ n，可知 is+1 − js+1 | in! − jn!，因此 ∀λ, λin!−jn!

= 1，从而 in! − jn! 就

是所求一个的 k。

5. 由于相似不影响结论，可设 A 已相似成 Jordan 标准形。

利用 A2 与 A特征值关系，结合习题 4知知特征值只能为 0或单位根，若为 0，计算可得当 n > 1时，

Jn(0)
2 的最大 Jordan 块小于 Jn(0)，由此考虑特征值 0 的最大 Jordan 块可知其特征值 0 的 Jordan

块只能为若干个 J1(0)。

ω 为 k 次本原单位根时可计算出，Jn(ω)
2 的 Jordan 标准形为 Jn(ω

2)，由此，A 的相似标准形中除

0 外的 Jordan 块一定可以分组为若干的 Jn(ω), Jn(ω
2), . . . , Jn

(
ω2s−1) (

ω2s = ω
)
。

6. 计算可发现，将 B 按照 A 形式分块后，所得 Bij 为 ni × nj 阶矩阵，需满足 Jni
(0)Bij = BijJnj

(0)，

因此只需寻找满足 Ja(0)X = XJb(0) 的 a× b 阶矩阵，计算得 X 须满足：i− j 不变时 xij 不变 (即
每条与主对角线平行的对角线元素相同)，且 i− j > min(a, b)− b 时 xij = 0。

7. 由于相似不影响结论，可设 A 已相似成 Jordan 标准形。

设 A = diag(Jn1
(a1), . . . , Jnk

(ak))(ai 可能相同)，由于 diag(In1
, 2In2

, . . . , kInk
) 与 A 可交换，直接

计算发现 B 必然可写成 diag(Bn1
, Bn2

, . . . , Bnk
)。

由于 A,B 可交换，Jni
(ai)Bni

= Bni
Jni

(ai)，由于 Jni
(ai) 的特征多项式与最小多项式相同，利用

5.4 节例 5.17 知 Bni
= fi(Jni

(ai))，fi 为多项式。

当 A 特征值均为 a 时，设有 n1 ≤ · · · ≤ nk。考虑 C 为按照 A 分块后，C12 =
(
I O

)
，其余

均为 0 的矩阵，计算知此矩阵与 A 可交换，代入 BC = CB 知 f1(Jn1
(A)) = f2(Jn1

(A))。因此，

dJn1 (A) = φJn1 (A) = (x − a)n1 | f1 − f2。同理可知，∀i < j, fi − fj | (x − a)ni。由此，所求 f ≡ fi

mod (x− a)ni，取 f = fk 即可。

当 A 有不同特征值时，先对每个特征值的部分进行上述构造，由于不同特征值处对应的特征多项式

互素，直接利用多项式中国剩余定理可得到最终的 f。

8. 由于相似不影响结论，可设 A 已为 Jordan 标准形，此时 B = diag(λ1Ib1 , λ2Ib2 , . . . , λtIbt) 为对角元

素构成的方阵，λi 互不相同，C = A−B，计算验证可知合理。下面证明这样的分解唯一。
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对任意方阵 A，设有满足条件的分解 A = B + C，令 B′ = P−1BP = diag(λ1Ib1 , λ2Ib2 , . . . , λtIbt)，

λi 互不相同。设 P−1AP = A′, P−1CP = C ′，则 B′C ′ = C ′B′，可算得 C ′ = diag(Cb1 , Cb2 , . . . , Cbn)

(其中 Cbi 为 bi 阶方阵)。由于 C 幂零，任意 Cbi 均幂零。注意到，若 Q = diag(Qb1 , Qb2 , . . . , Qbn)

(其中 Qbi 为任意 bi 阶可逆方阵)，则 Q−1B′Q = B′。由此，取 Qbi 使 Q−1
bi

CbiQbi 为 Cbi 的相似标

准形，利用 Q 相似即可得 A′′ = B′ + C ′′。考察此时形式可知，A′′ 为 A 的相似标准形，唯一确定。

若还有 A = B0 + C0，由之前讨论可知，存在可逆方阵 T 使得 A = T−1AT,B = T−1B0T。

由 A = T−1AT 知 AT = TA，因此 T 与 A 可交换。类似习题 6 可验证此时 T 必然可写成

diag(Tb1 , Tb2 , . . . , Tbn)，由此 TB = BT ⇒ B0 = B，唯一性得证。

9. (1) 由于相似不影响结论，可设 A 已相似成 Jordan 标准形。

特征值不为 0 的部分，由例 5.15 知可找到 B，故是否存在仅与 Jni
(0) 的情况相关，可不妨设 A 特

征值只有 0，若 B 存在，也必然只有 0 特征值。

利用类似 4.2 节习题 11(4) 的构建方法，可以证明：

令 n = qm+ r(q, r ∈ N, 0 ≤ r ≤ m− 1)，则 Jn(0)
m 的标准形为 r 个 Jq+1(0) 与 m− r 个 Jq(0)

由此，1 推 2 直接成立，按原本每个 Jn(0) 生成的 Jq+1(0), Jq(0) 排为一列即可。反之，2 推 1 时，由
于每列的 q, r 确定，也可直接构造出对应的 n (由于每列有 m 个数，可使 0 ≤ r ≤ m− 1)。

(2) 由于 5.5 节习题 3，在上一题条件下，由 5.5 节例 5.21 类似得：

若 m 为奇数则必然可相似，m 为偶数时，再保证 A 中特征值为负实数的 Jordan 块成对出现 (指必
须两个一模一样) 即可。

大致思路为：两个复特征值互相共轭的相同大小 Jordan块可以“合成”一个例 5.21中右侧的 Ai。A

中的 Jordan 块有四种情况：本来为正实数，可直接找到对应次方根后与复方阵相同构造；本来为共
轭复数合成的块，在方根后仍可以共轭复数合成；本来为 0，则满足的条件与复方阵所需的相同。本
来为负实数，则 m 为奇数时与正实数无区别，m 为偶数时，若不能找到配对，则无法合成，因此无

法找到全为实数的 B 与其方根相似；找到配对后，由于共轭复数幂次的实部相同，将两个块的次方

根取为一对共轭复数，即可实现合成。

10.
(
1 +

1

k
A

)k

= I +
k∑

t=1

At

t!

t−1∏
s=0

(
1− s

n

)
，由分析知识可计算得原式成立。

11. (1) 充分性：Ak 有特征值 λk，由 ρ(A) < 1 可知 Ak 一切特征值极限为 0。考虑 Jordan 标准形的幂
次极限即可知结论。

必要性：零矩阵一切特征值为 0，若有特征值 |λ| ≥ 0，λk 极限不为 0，矛盾。

(2) 同样只需考虑 Jordan 标准形时的情况，且由分块矩阵的特点，只需考虑一个对角块，此时此对
角块的 ρ(A) 即为对角元 λ。

记幂级数为 f，可直接算出 f(Jn(λ)) =


f (m)(λ)

m!
j = i+m

0 j < i
(m ≥ 0, f (m) 指 m 阶导数)，因此只需

证明 f ′ 的收敛半径与 f 相同，此结论将在分析中证明。

12. (1)由 5.2节定理 5.6-1知，若要 eX 特征值全为 1，则 X 的所有特征值需满足 eλ = 1，因此 λ = 2kπi
(k ∈ Z)。由于 P−1eXP = eP

−1XP，只需考虑 X 的相似标准形。

利用习题 11 结论知 eJn(λ) =


eλ
m!

j = i+m

0 j < i
(m ≥ 0)。由于其为 I，可知阶数 n 只能为 1。
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又由于所求 X 为实方阵，2kπi 与 −2kπi 必然成对出现，由此，所求的所有 X 在 R 上的相似标准

形 (定义见 5.5 节) 为 diag(A1, A2, . . . , At, O)，其中每个 Ai 为

(
0 −2kπ

2kπ 0

)
，k 为正整数，O 为

任意阶零方阵。

(2) 由计算结果可发现， eJn(λ) 相似于 Jn(eλ)，因此，类似习题 9 讨论可知，只要 A 可逆 (ex = 0 在

复数域中无解) 且相似标准形中特征值为负实数的 Jordan 块均成对出现 (ex < 0 无实数解)，就能找
到符合要求的 X。

(3) 由于 ex = t(t ̸= 0) 在复数域一定有解，任意可逆方阵均存在符合要求的 X。

§5.4 最小多项式

1. 后面的部分小题运用结论：deg dA ≤ rank(A) + 1(事实上 A 可改为任意 λI −A，证明方式相同)

结论证明：考虑 Jordan 标准形中 0 的重数，由于几何重数为 n− rank(A)，在定理 5.13-3 作 lcm 时，
x 的幂次至少减少 n− rank(A) + 1，由此得证。

(1) 特征多项式与最小多项式均为 x3 − 3x2 + 5x− 3

(2) 特征多项式 (x− 1)2(x+ 1)，最小多项式 (x− 1)(x+ 1)

(3) 特征多项式与最小多项式均为 (x− 1)x(x+ 1)

(4) 特征多项式与最小多项式均为 (x− 1)(x+ 1)2

(5) 当 (n, k) = 1 时，直接计算可发现特征多项式为 xn − 1，否则，可以通过分块化为此情况。因此，

当 (n, k) = d 时，特征多项式为 (xn/d − 1)d，同样利用分块直接计算知最小多项式为 xn/d − 1

(6) 与 (5) 类似，特征多项式为 (xn/d − (−1)k)d，最小多项式 xn/d − (−1)k

(7) 特征多项式 xn，最小多项式 x[n/k]

(8) 特征多项式为
(
1 0

)(x 1

1 0

)n(
1

0

)
，利用习题 7 的结论知最小多项式亦为此。

(9)类似例 5.15知 φA(x) = xn−2

(
x2 −

n∑
i=1

(ai + bi)x+
n∑

i=1

ai

n∑
i=1

bi − n
n∑

i=1

aibi

)
。考虑 rank(A)，计

算可知：

ai = bi = 0 时，最小多项式为 x 其他情况下，若 ai 或 bi 全相等时，最小多项式为 x2 −
n∑

i=1

(ai + bi)x

其他情况则为 x

(
x2 −

n∑
i=1

(ai + bi)x+
n∑

i=1

ai

n∑
i=1

bi − n
n∑

i=1

aibi

)

(10) 直接列变换可计算得特征多项式为
n∏

i=1

(x− i)

(
1−

n∑
i=1

aibi
x− i

)
设 B = diag(1, 2, . . . , n), C = A − B ai, bi 均不为 0 时，1, 2, . . . , n 均不为特征值，因此对任意特征

值 λ，rank(λI −A) = rank(λI −B −C) ≥ rank(λI −B)− rank(C) = n− 1，由习题 7 法二类似知
此时最小多项式即为特征多项式。

否则，设 S = {i | aibi = 0, rank(iI −A) = n− 2}，考虑 rank(iI −A) 可知 dA(x) =
φA(x)∏

i∈S(x− i)

2. (1) 直接设出函数计算导数即可。

(2) f ′ 次数小于 f，故由 2 可推出 1，从而推出 4。不必要性取 λi 在 F 中即得到。

(3) 与 (2) 相同构造知不必要，考虑实数域中 (x2 + 1)2 知不充分。
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3. 此题结论基本等价于：任意置换可拆分为不相交轮换。从置换角度考虑，先可考虑从 1 开始形成的
环，再考虑下一个不在环中的数，直到所有数都在轮换中。接着通过共轭将下标变为顺序即可 (矩阵
角度即为用一系列 Sij 相似，类似 4.2 节习题 11(4) 操作)。

4. 由定理 5.13-3 与 fi 互素知结论成立。

5. 法一：由 dA,α 定义，考虑对左侧进行列变换。若前 r 列线性相关，则可以相应构造出不超过 r 次的

A 关于 α 的零化多项式，再由 dA,α 的次数最小性知结论 (此处运用之后线性相关结论：矩阵的秩等
于其列秩)。

法二：考虑
(
α Aα · · · Ak−1α

)
x = 0的解空间，非零解 (x0, . . . , xn−1)可对应多项式

n−1∑
i=0

xiA
iα =

0，由此利用最小性知结论。

6. (1)dA,αdA,β(A)(α+ β) = dA,β(A)dA,α(A)α+ dA,α(A)dA,β(A)β = 0，故 dA,α+β | dA,αdA,β。

而由 dA,βdA,α+β(A)(α + β) = dA,βdA,α+β(A)α = 0，dA,α | dA,βdA,α+β，由互素知 dA,α | dA,α+β，同

理 dA,β | dA,α+β，结合 dA,α+β | dA,αdA,β，再由互素知原结论成立。

(2) 运用归纳法可知，若 dA,α1
, . . . , dA,αn

两两互素，则 dA,α1+···+αn
= dA,α1

. . . dA,αn

7. 法一：由 5.2 节习题 8(1) 可计算得，若 deg(dA) = k < n，由条件 i = j + k 斜行均不为 0，即矛盾。
因此 deg(dA) = n，又由 dA | φA 知结论。

法二：取左下角 n − 1 阶子式知 ∀λ, rank(λI − A) ≥ n − 1，因此 A 的任何特征值几何重数均为 1，
考虑 Jordan 标准形的形式，由于 Jordan 块的最小多项式即为特征多项式，而 A 的每个特征值只有
一个 Jordan 块，利用定理 5.13-3 知结论。

8. * 此题结论只在可分域内保证成立 (事实上关键在于对不可约多项式 f，f ′ 不为 0，这个条件成立实
际需要在可分域内)，作为弱一些的结论，容易证明 CharF = 0 的域内成立。

设 B 阶数为 m，A 阶数为 mn，计算知 φA = φn
B，又由 φB 不可约，dA = φk

B, k ≤ n。设 φB(x) =

c0+c1x+ · · ·+cmxm，由于 B, I 可交换，计算知 φB(A) =


f(B) ∗ ∗

. . . ∗
f(B)

其中 f(x) = φ′
B(x)

(事实上对角线上为 φB(B) = O)，由 φB = dB，f(B) ≠ O，直接计算知满足 φk
B(A) = O 的最小 k

为 n，由此即得证。

9. 法一：由于相似不影响结论，不妨设 A 已相似为 Jordan 标准形。

先考虑一个对角块的情况。设此对角块为 J = Jn(λ), f(x) = (x − λ)ag(x), g(λ) ̸= 0。直接计算可发

现 g(J) 对角元非零且上三角，因此可逆，于是 rank(f(J)) = rank
(
(J − λI)ag(J)

)
= rank(J − λI)a

由定理 3.12-3 知 Jordan 块 dJ = φJ，计算知秩为

n− a a < 0

0 a ≥ n
= n− deg(gcd(dJ , f))

由定理 3.12-3，A 每个 Jordan 块特征值不同，设 A 不同特征值 λ1, . . . , λk，且 λi 对应的 Jordan 块

Ji 阶数为 ni，则 Ji 互素。且由定理 5.13-3 知 dA =
k∏

i=1

dJi
，因此 rank(f(A)) =

k∑
i=1

rank(f(Ji)) =

k∑
i=1

ni−deg(gcd(dJi
, f)) = n−deg

k∏
i=1

gcd (dJi
, f) = n−deg

(
gcd

(
k∏

i=1

dJi
, f

))
= n−deg(gcd(dA, f))，

由此得证。

法二：利用定理 5.16 推论，取 α 使 dA,α = dA，考虑 f(A)x = 0 的解空间 V：



第五章 矩阵的相似 47

p(A)α ∈ V ⇔ f(A)p(A)α = 0 ⇔ dA|fp ⇔ dA
g

∣∣∣∣p，记 h =
dA
g
，则 V = {p(A)α | deg(p) ≤ n− 1, h|p}。

由于 p 取值为 h 乘任意一个次数小于等于 n− 1− deg(h) 的多项式 (含常数项共有 n− deg(h) 个分
量)，dim(V )(即方程组基础解系的个数)= n− deg(h) = n− deg(dA) + deg(g) = deg(g)，由 4.2 节定
理 4.8 知 rank(f(A)) = n− deg(g)。

10. 若 A 可逆，dA(x) = c0 + c1x+ · · ·+ ckx
k，由可逆 c0 ̸= 0(否则 A 可约去)，可直接算出

f(x) = −det(A)
c0

dA(x)− c0
x

= (−1)n−1(c1 + c2x+ · · ·+ ckx
k−1)

若 A 不可逆，取 t 不为 A 特征值，则 B = tI − A 可逆，dB(x) = d0 + d1x + · · · + dmxm ，则

(tI −A)∗ = g(B), g(x) = (−1)n−1(d1 + · · ·+ dmxm−1)。验证可知，此多项式的系数均为 t 的多项式，

取 t = 0 时即知结果，结果仍为 f(x) = (−1)n−1(c1 + c2x+ · · ·+ ckx
k−1)。

§5.5 特征方阵

1. A = diag (J2(1), J2(1)) , B = diag (J3(1), J1(1))

* 事实上，此处 A,B 满足更强条件。∀x ∈ C, k ∈ N, rank(xI −Ak) = rank(xI −Bk)

2. (1)设 Q(xI−A)R = diag(f1, . . . , fn) (QR可逆)，则 (xI−A)R diag
(

λ

f1
, . . . ,

λ

fn

)
Q = Q−1λIQ = λI

(2) 将例 5.18 中的 φA 替换为 λ，(xI −A)∗ 替换为 P 即可。

(3) 计算可知两方阵次数相同，由定理 5.17，只需证明 xI − diag(A1, . . . , An) 与 diag(f1, . . . , fn) 模
相抵。而 xI −A1 初等因子组为 1, . . . , 1, f1，考察 Smith 标准形知相似。

3. 考虑 xI −A 与 xI −B 的 Smith 标准形即可 (注意 4.3 节定理 4.14 表述，由于两矩阵系数均在 F[x]
中，一切公因式仍在其中，其标准形与看成 K[x] 上的 Smith 标准形无区别，也即，不变因子在任何
扩域上不变)。

4. 由于第二个矩阵为第一个的转置，利用定理例 5.19，证明与第一个 (记为 A) 相似即可。

由 pi 不可约，利用 5.4节习题 2可知 C 的特征值两两不同，设 P−1CP 为相似对角化 diag(λ1, . . . λk)，

则 diag(P−1, . . . , P−1)Adiag(P, . . . , P ) 即为


D

I D

.. .
. . .

I D

，其中 D 为对角阵，再利用置换方

阵即可相似成 Jt(λ1), . . . , Jt(λk)，可发现此方阵满足 dA = φA，因此与定理中 Bij 相似，因此与 Mij

相似。

5. 类似 5.4节例 5.16知其可相似对角化，故需配对共轭特征值为例 5.21形式，特征多项式 xn+1所有根

为 λk = cos (2k − 1)π

n
+ i sin (2k − 1)π

n
, k = 1, 2, . . . , n，令 Bk =

cos (2k − 1)π

n
− sin (2k − 1)π

n

sin (2k − 1)π

n
cos (2k − 1)π

n


当 n 为偶数时，与例 5.22 类似得标准形为 diag(B1, B2, . . . , Bn/2)

当 n 为奇数时，与例 5.22 类似得标准形为 diag(−1, B1, B2, . . . , B(n−1)/2)

6. 利用 5.3 节例 5.10 结论，Jn(λ)
m�λ ̸= 0 时标准形为 Jn(λ

m)，结合 5.3 节习题 9 证明过程：

φA(x), dA(x) 如题，标准形为 J12(0), J6(1), J6(−1)

φA2(x) = (x− 1)12x12, dA2(x) = (x− 1)6x6，标准形为 J6(0), J6(0), J6(1), J6(1)

φA3(x) = (x− 1)6x12(x+ 1)6, dA3(x− 1)6x4(x+ 1)6，标准形为 J4(0), J4(0), J4(0), J6(1), J6(−1)
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φA4(x) = (x− 1)12x12, dA4(x) = (x− 1)6x3，标准形为 J3(0), J3(0), J3(0), J3(0), J6(1), J6(1)

φA5(x) = (x− 1)6x12(x+ 1)6, dA5(x) = (x− 1)6x3(x+ 1)6，

标准形为 J3(0), J3(0), J2(0), J2(0), J2(0), J6(1), J6(−1)

φA6(x) = (x− 1)12x12, dA6(x) = (x− 1)6x3，

标准形为 J2(0), J2(0), J2(0), J2(0), J2(0), J2(0), J6(1), J6(1)

7. (1) 错误，反例
(
−1 1

0 −1

)
。

(2) 正确，见 5.3 节习题 9。

8. 注意到 diag(A, . . . , A) (k 个 A) 的 Jordan 块为 A 的每个 Jordan 块复制 k 个，直接考虑 Jordan 块
或考虑特征方阵的 Smith 标准型即可。

9. * 题目结论中模相抵应改为在 F 上相抵 (作为 F 上相抵的矩阵，若看作 F[x] 上的矩阵，则必定模相
抵，这是由于 F 上的可逆阵由定义均为模方阵。因此，题目的结论是正确的，但对 F 上矩阵来说表
述非常不自然)

定义：若域 F 上的 m 阶多项式方阵 P =
k∑

i=0

xiAi(Ak 为 F 上的 m 阶方阵)，则代入 F 上的 n 阶方

阵 X 后的方阵 P (X) 定义为 mn 阶方阵
k∑

i=0

Ai ⊗Xi。

由 2.2 节习题 7,8 可以验证，P (X) +Q(X) = (P +Q)(X), P (X)Q(X) = (PQ)(X) 注意到，I(X) =

Im⊗ In = Imn，因此，当 P 为模方阵时，P (X)P−1(X) = I(X) = I，P (X)可逆，其逆即为 P−1(X)。

由此，设 P (xI −B)Q = diag(f1, f2, . . . , fn)，PQ 为多项式模方阵，则直接计算验证：

I ⊗A = (xI)(A), B ⊗ I = B(A) ⇒ P (A)(I ⊗A−B ⊗ I)Q(A) = (P (xI −B)Q)(A)

= diag(f1, f2, . . . , fn)(A) = diag(f1(A), f2(A), . . . , fn(A))，又因 P (A)Q(A) 可逆得结论。

10. (1) 利用 2.2 节习题 9 知 AX −XA = O 的解与 (I ⊗A−AT ⊗ I)x = 0 的解一一对应，再由 4.2 节
定理 4.8 知原题结论。

(2) 注意到，(I ⊗ P−1)(I ⊗A−B ⊗ I)(I ⊗ P ) = I ⊗ P−1AP −B ⊗ I，因此可不妨设 A 已经相似为
了 Jordan 标准形。又由例 5.19，xI − AT 与 xI − A 的 Smith 标准形相同，因此其不变因子相同，
再由习题 9 知第一个等号成立。

假设 A 的某 Jordan 块为 Jm(λ)，由于当 (x− λ) ∤ f 时 f(Jm(λ)) 可逆，其秩只与 f 中 x− λ 的次

数有关。由此，A 的不同特征值互相不影响，可不妨设 A 特征值都相同，Jordan 块的阶数分别为
a1, a2, . . . , ak 非递减排列，则非 1 的 di 为 (x − λ)ai。计算可直接得出 di(Jat

(λ)) = Jat
(0)ai，其秩

为

at − ai at > ai

0 at ≤ ai
，由此计算出中 =

∑
i≤j

(deg dj − deg di) = 右，第二个等号成立。

(在习题 3 已说明不变因子在 F 的任意扩域上不变，由此，不妨在 F 的代数闭包上考虑，使所有不
变因子均可完全分解为一次因式，A 也可以直接相似为 Jordan 标准形，这就规避了 Frobenius 标准
形的过程。若不这么处理，则需考虑 Frobenius 标准形中的各个友方阵，并得到类似 di(Jat

(λ)) 秩的

结论。)

(3) 再次利用习题 9 知第一个等号成立，接着利用定理 5.18 中不变因子与初等因子的关系即可计算
出结果 (注意表中的次数相加关系)。

(值得注意的是，此题就不能直接放在代数闭包考虑，因为初等因子组在不同的域下会改变。不过，也
可考虑先说明完全分裂，所有 deg(pi) = 1 的情况，再说明右式在不同扩域中值不变。)
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11. 5.3节例 5.10已证明 λ ̸= 0 ⇒ Jn(λ)
m 与 Jn(λ

m)相似，由此采用反证法反证。先删去所有 A与 B 相

同的 Jordan块，此时若对 A的某个 Jordan块 Jn(t)，B的同阶 Jordan块为 Jn(t1), Jn(t2), . . . , Jn(tk)，

且 t ̸= ti(若否则此两块应已配对删去)，令 tn = tni 成立的最小正整数 n 为 ni(若这样的 n 不存在则

直接忽略此 ti)，先证 tn = tni 的全部 n 为 zni, z ∈ Z。

证明：若 tn = tni , t
m = tmi ，则 tan+bm = tan+bm

i ，由裴蜀定理可知 t(m,n) = t
(m,n)
i 。因此，若由某个

使 tn = tni 的 n 不为 ni 倍数，(n, ni) 为比 ni 更小的正整数，矛盾。

又由于 t ̸= ti，每个 ni 均大于 1，取 r = zn1n2 . . . nk + 1，z 可任意大，则 tr ̸= tri，与条件矛盾。

12. (1) 由于 A = I ⊗B +B ⊗ I + I ⊗ I，类似习题 9 可知，将 B 替换为相似标准形后 A 亦与原本的 A

相似，不影响所求的内容。类似 5.1 节习题 10 计算可知：

当 B 的阶数为奇数时，B 的相似标准形为左上角为 1，其余全为 0 的方阵，此时 A 为对角阵，直接

计算出 A 行列式为 0(n ≥ 2)，秩为 n2 − 2n + 2，特征多项式 x2n−2(x + 1)n
2−2n+2，相似标准形为

n2 − 2n+ 2 个 J1(1)，2n− 2 个 J1(0)。

当 B 的阶数为偶数时，B 的相似标准形为一个 J2(0)，其余全为 J1(0) 的方阵 (设 J2(0) 在左上角)，
此时 A 为对角元全为 1 的上三角方阵，且除左上角 2n 阶方阵外已经成为了 Jordan 标准形的形式，
直接计算出 A 行列式为 1，秩为 n2，特征多项式 (x + 1)n

2

，相似标准形为 n2 − 4n + 5 个 J1(1)，

2n− 4 个 J2(1) 与一个 J3(1)。

(2) * 此题假设 B 在分裂域上的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn 已知，且 A 的相似标准形基本不能直接计

算，只计算行列式、秩与特征多项式

由于 A = I ⊗B +B ⊗ I，类似习题 9 可知，将 B 替换为相似标准形后 A 亦与原本的 A 相似，不影

响所求的内容。取左下角 n − 1 阶子式，类似定理 5.18 证明过程可知 xI − B 的前 n − 1 个不变因

子均为 1，而 A = I ⊗B −BT ⊗ I，由习题 10 算出 rank(A) = n2 − n。

将 B 替换为相似标准形后，可发现 A 成为对角元素为一切 λi + λj , i, j = 1, 2, . . . , n 的上三角方阵，

由此知特征多项式、行列式。

第六章 正交方阵

§6.1 正交方阵

1. (1) 由行列式可乘得结论。

(2) (P−1)T = (P T )−1 = P

(3) 左 = αTP TPβ = αT (P TP )β = 右

(4) 不妨设为上三角，由下三角阵 AT = 上三角阵 A−1，可知其只能为对角阵，又由每列模长为 1 得
结论。

(5) PQ(PQ)T = P (QQT )P T = I = (PQ)TPQ

(6) 由 (2) 有 (P−1AP )T = P TATP = P−1ATP，AT = λA ⇒ (P−1AP )T = λP−1AP，λ 取 ±1 即

为对称与反对称。

2. 取 α 第 i 分量为 1，其他为 0 可知
n∑

k=1

a2ki = 1，即每个列向量长度为 1；取 α 第 i 与第 j 分量为 1，

其他为 0 可知
n∑

k=1

(aki + akj)
2
= 2 ⇒

n∑
k=1

a2ki +
n∑

k=1

a2kj + 2
n∑

k=1

akiakj = 2 ⇒
n∑

k=1

akiakj = 0，即列向

量两两正交。由此知结论。
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3. 第一步：单位化，α1 =
1√
6
α, β1 =

1√
6
β

第二步：找到以 α1, β1 为第一列的正交阵 A,B(可由向量组正交化构造) A =



2√
6

0 − 1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

 ,

B =



1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

2√
6

0 − 1√
3



第三步：P 即为所有满足 PA = B


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 −δ sin θ δ cos θ

 (δ = ±1) 的正交阵 (由正交阵积仍为正交

阵，


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 −δ sin θ δ cos θ

 为所有保持 B 第一列不动的正交阵，因此知结论)，

因此 P = B


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 −δ sin θ δ cos θ

AT , δ = ±1, θ ∈ [0, 2π)。

4. (1) 设 Pα =


pT1 α

pT2 α

pT3 α

，直接计算可知结论。
(2) 是。取 α, β 分别为不同方向单位向量，可知 P 任意两行向量按序叉乘可得第三行向量，由此三

行向量相互正交，且模长均为 1，由此得结论。

5. (1) 这里直接说明 (2)。

(2) Givens 方阵：利用定理 6.3-1 证明过程，依次将 a21, . . . , an1.a32, . . . , an2, . . . , an,n−1 合并到对角

元中，则最后形成对角的正交阵，又因为此阵除 ann 外对角元全为正，且其行列式值为 1，由定理
6.1-4 知其为 I，因此特殊正交阵可以写作

(n− 1)n

2
个 Givens 方阵乘积。

Householder 方阵：类似上方讨论，利用定理 6.3-2 证明过程，依次将每列合并到对角元中 (注意由
于 Householder 方阵行列式为 −1，按奇偶决定是否最后要对 ann 进行处理)，因此特殊正交阵可以
写作 2

[n
2

]
个 Householder 方阵乘积。

6. 利用 5.1 节定理 5.4，由例 6.3 推论，考察几何重数与代数重数可知两方阵都可对角化，Givens 方阵
除两特征值 cos θ ± i sin θ 外均为 1，Householder 除一个 −1 外均为 1。

7. (1) 左侧取 υ′ 为原本的 υ 后增添若干个 0，右侧取 υ′ 为原本的 υ 前增添若干个 0 即可。

(2) 由于 rank(H − I) = 1，利用 4.1 节习题 4 满秩分解 H − I 知可设 H = I + αβT (α, β 为列向量)，
又由于 HT = H 可知 α = λβ(λ ∈ R)，因此 H = I + λυυT。利用 3.2 节习题 6 计算 H 行列式，其

为 1 + λυTυ = −1 ⇒ λ = − 2

υTυ
，由此得证。

8. * 注意三种 QR 分解算法的掌握
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(1) Q =



1

5

2

5

4

5
−2

5
2

5
−1

5
−2

5
−4

5
4

5
−2

5

1

5

2

5
2

5

4

5
−2

5

1

5


, R =


5 0 10 5

0 5 0 −5

0 0 5 −10

0 0 0 5



(2) Q =



−1

3

2

3
0 −2

3

−2

3
−1

3
−2

3
0

0
2

3
−1

3

2

3

−2

3
0

2

3

1

3


, R =


3 −6 −6 0

0 3 0 6

0 0 3 3

0 0 0 3



(3) Q =



1

5

4

5

2

5
−2

5
4

5

1

5
−2

5

2

5
2

5
−2

5
−1

5
−4

5
2

5
−2

5

4

5

1

5


, R =


5 10 −5 −1

0 5 −5 −1

0 0 5 1

0 0 0 1



9. (1) 由 5.1 节习题 4(4) 知特征值不为 −1，因此可逆。(I −A)T = IT −AT = I +A，(I +A)−1(I −
A)((I + A)−1(I − A))T = (I + A)−1(I − A)(I + A)(I − A)−1。由于均为 A 的多项式，I − A, I + A

可交换，因此此式 = I，同理可验证另一边亦成立。

(2) 由 (1) 可发现 AB +A+B = I，由此想到取 A = (I −B)(I +B)−1，由 (I +B)T = I +B−1 可

验证 (I +B)T (A+AT )(I +B) = O，此时 A 即反对称。

10. * 此结论可推广至酉方阵 (定义见 6.4 节)，直接证明推广的结论：

利用置换方阵为酉方阵，而酉方阵乘积仍为酉方阵性质，只需要证明结论对左上角任意 k 阶方阵成

立。设其分块为

(
A1 A2

A3 A4

)
，直接计算有 AH

1 A1 + AH
3 A3 = I，若 A1α = λα(α ̸= 0)，则对等式左

乘 αH，右乘 α，可知 λHλαHα+ (A3α)
H
(A3α) = αHα，由于 αHα = ||α||2，|λ|2||α||2 ≤ ||α||2，即

|λ| ≤ 1。

11. 取 A 为 aii = 1，其余为 0，计算知 P−1 第 i 个列向量为 P 第 i 个行向量转置的倍数，因此存在

λ1, . . . , λn，P−1 = P T diag(λ1, . . . , λn)，令 B = diag(λ1, . . . , λn)，则 BT = B。又因 A 实对称时，

(P TBAP )T = P TATBTP ⇔ BA = AB 成立，由 2.1 节习题 8 知 B = µI，因此 P−1 = µP T，计算

行列式可知 µ > 0，取 λ =
√
µ 即符合要求。

(满足此条件的 P 构成的集合为在旋转与反射外复合伸缩变换)

12. 先取置换方阵 P1 使 P T
1 A 的行向量按模长非递减排列，再去 P2 使 P T

1 AP T
2 的列向量按模长非递减

排列，可以发现，此时行向量仍然非递减。设 P T
1 AP T

2 = B，证明 B 有题设中 diag(λ1Q1, . . . , λkQk)

的形式即可。

由于 B 行/列单位化后均正交，存在均非零非递减的 µ1, . . . , µn; δ1, . . . , δn 使 B = diag(µ1, . . . , µn)P

= Q diag(δ1, . . . , δn)，且 P,Q 正交，进一步的将 2n 个数所有不相等的取值递减排列为 λ1, λ2, . . . λk，

则 diag(µ1, . . . , µn) = diag(λ1In1
, . . . , λkInk

)，diag(δ1, . . . , δn) = diag(λ1Im1
, . . . , λkImk

)。计算 BBT

知 diag(λ2
1In1

, . . . , λ2
kInk

)Q = Q diag(λ2
1Im1

, . . . , λ2
kImk

)，由此 Q 可分块为 diag(Q1, . . . , Qk)，每个

Qi 阶数为 ni ×mi，由于 Q 正交，计算得每个对角块均为正交阵，因此 ni = mi，由此满足题设。
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(特别地，如果 A 中不含 0，可发现 A = λQ，λ 非零，Q 为正交阵。)

§6.2 正交相似

1. (1) 利用定理 6.3，讨论有无复特征值即可，注意此处 θ 可取 0, π。

(2) 正交阵可以看作三维空间中刚体变换，即旋转变换与反射复合。

2. 左推右：由正交阵 k 次方仍正交，(P−1AP )k = P−1AkP，故成立。

右推左：由定理 6.6 可推知正交阵 C 上的相似标准形为对角元模长均为 1 的对角阵，若 Ak 有此性

质，由于 Ak 可逆且 Jn(λ)
m 相似于 Jn(λ

m)，可知 A 亦可相似对角化。由于 Ak 特征值为 A 特征值

的 k 次方，A 仍有此性质。

3. 左推右：利用定理 6.9，R 上规范 ⇔ 可在 R 上相似为定理 6.9 形式，而其中每个对角元都可在 C 上
对角化，由此得证。

右推左：考察其在 R 上的相似标准形 (5.5 节例 5.21)，由于其在 C 上可对角化，只能为例 6.9 的形
式，即为可相似成的规范方阵。

4. 归纳，一阶时显然成立，n 阶时由 AAT 与 ATA 第一行第一列相等可发现 A 第一行除对角均为 0，
而右下角为低一阶的规范方阵，由此归纳假设成立。

5. (1) 由 5.4 节习题 7 知结论。

(2) 考虑对角阵 P = (pij)，P−1AP 对称可解出对 i < n，
p2ii

p2i+1,i+1

=
ai,i+1

ai+1,i

，令 p11 = 1 可归纳构造

出符合条件的 P。

(3) 考虑 Jordan 标准形，由 (1) 知每个特征值对应唯一 Jordan 块，由 (2) 知 Jordan 块均为一阶，
由此得结论。

6. (1) 利用习题 8 得 AT = f(A)，因此 AT 与 B 可交换，，取转置得 BT 与 A 可交换。

(2) 利用 (1)，(A + B)T (A + B) = ATA + ATB + BTA + BTB = AAT + BAT + ABT + BBT

= (A+B)(A+B)T，(AB)TAB = BTATAB = ABATBT = AB(AB)T

7. (1) A = B =

(
0 1

0 0

)

(2) A =

(
1 1

1 0

)
, B =

(
0 1

−1 0

)

8. 由于 P TAP = (P TATP )T，当 A,B 正交相似时，AT , BT 正交相似。由此不妨设 A 已正交相似为

定理 6.9 形式。为证正交相似，我们只需要证明每个对角块与其转置正交相似即可。对 λi 显然成立，

对 Ai 直接构造

(
1 0

0 −1

)(
a b

−b a

)(
1 0

0 −1

)
=

(
a −b

b a

)
即可。

为证存在多项式，设 P 正交，若 AT = f(A)，有 (P TAP )T = f(P TAP )，因此同样只要说明对定理

6.9 形式成立即可。考虑每个对角块对应的 f = fj，其最小多项式为 dj，则只需构造 f 满足 f ≡ fj

mod dj 即可，构造 f 使得

f ≡ λi mod x− λi

f ≡ −x+ 2ai mod x2 − 2aix+ a2i + b2i

(对一切 λi, Ai)，由于若对角

块含公共特征值 (即最小多项式不互素)，必为相同对角块，因此方程可只保留一个，由中国剩余定
理可知这样的 f 存在，可验证此 f 满足要求。

(对一般方阵，正交相似未必成立，见 7.1 节习题 6(2))
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9. 只要说明能使 P−1AiP 成为对应形式的准上三角方阵，由于其仍规范，类似习题 3 即可证明其为准
对角方阵。

采用归纳法。一阶时显然成立，n 阶时，由 5.2 节习题 9 知存在公共特征向量 α，由于特征向量倍数

仍为特征向量，不妨设 α 为单位向量。

若其为实向量，取 P 为使 α 为第一列的正交阵，则 P−1AiP 的第一列除对角元全为 0，右下为 n−1

阶互相可交换的规范阵，类似 5.2 节定理 5.5 归纳即可。

若其不为实向量，考虑其实部与虚部构成的向量 u, v，若 u, v 共线，则此向量除以 u+ vi 即为实向

量，矛盾。否则，取以 u, v 标准正交化为前两列的正交阵 P，可发现 P−1AiP 的前两列成为符合要

求的形式 (除前两行外全为 0，左上角二阶子矩阵形式如定理 6.9 中 Ai)，类似 5.2 节习题 7(2) 归纳
即可。

10. (1) eA(eA)T = eAeAT

= e(A+AT ) = I = (eA)T eA，再由 5.4 节例 5.16-3 知 det(B) = etr(A) = 1。

(2) 由于正交相似不改变结论，不妨设 B 已正交相似为定理 6.6 形式，且由于 det(B) = 1，−1 可两

两配对，即 B = diag(B1, . . . , Bs, I)，其中 Bi =

(
cos θi sin θi
− sin θi cos θi

)
, θi ∈ [0, 2π) (θ = π 时为配对的

−1)，取 A = diag(A1, . . . , As, O)，其中 Ai =

(
0 θi

−θi 0

)
，可算得成立。

(3) 未必。A =

(
0 π

−4π 0

)
, B = I 为反例。

§6.3 正交相抵

1. 利用 P 正交阵则 ||Pα|| = ||αTP || = ||α|| 可将 A 拆分为行/列向量直接算出结果，或利用 A,B 奇异

值均相等由例 6.7-1 知结论。

2. 由定理 6.10 证明过程，设 A 的奇异值分解为 P1

(
Σ O

O O

)
Q，则 B 可分解为 P2

(
Σ O

O O

)
Q，因此

取 P = P2P
T
1 即可。

3. 由习题 2类似知存在正交阵 P,Q, PA = AQ = B。设 A奇异值分解为 U

(
Σ O

O O

)
V，令X = UTPU，

其为正交阵乘积，因此为正交阵，分块为

(
X1 X2

X3 X4

)
计算可知 X2Σ = O。由 Σ 可逆知 X2 = O，由

定理 6.6 证明过程准三角正交阵必为准对角阵，因此 X3 = O，此时 X1, X4 必均为正交阵。

令 R1 = X1 可知 B = U

(
R1Σ O

O O

)
V，R1 为正交阵。同理可知 B = U

(
ΣR2 O

O O

)
V，R2 为正交

阵。因此 R1Σ
2RT

1 = ΣR2R
T
2 Σ

2 = Σ2，即 R1 与 Σ2 可交换，设 Σ2 = diag(σ2
1I1, . . . , σ

2
sIs)，不同的 σi

值不同，则 R1 = diag(P1, . . . , Ps)，Pi 为正交阵，阶数与 Ii 相同。由此得全部的 B = U

(
PΣ O

O O

)
V，

P = diag(P1, . . . , Ps)，Pi 为正交阵，且阶数对应每个不同奇异值的重数 (注意到，P 与 Σ 可交换，

因此这样的 B 一定为解)。

4. (1) 取 P1, P2 =
A±AT

2
即可 (由于实对称/反对称方阵一定规范)。

(2) A 的奇异值分解为 P

(
Σ O

O O

)
Q，P1 = PQ,P2 = QT

(
Σ O

O O

)
Q 即可。
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(3) 设 A = P diag(A1, . . . , As, λ2s+1, . . . , λn)P
T 为正交相似后 6.2 节定理 6.9 形式，取 P1 =

PBP T ,P2 = PCP T，其中 B 为把每个 Ai 替换成 diag(1,−1)，λi 替换成 1；C 为把每个 Ai 替

换成 diag(1,−1)Ai，λi 不变，验证知其符合要求。

5. (1) 见习题 6(1)(2)。

(2) 置换行列后不妨设 B 为 A 左上角子矩阵，则 ||B|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
B O

O O

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
I O

O O

)
A

(
I O

O O

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣，

由 (1) 得成立 (第一个等号是由于 ∀α, ||Bα|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
B O

O O

)(
α

∗

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣)。

(3) 由定理 6.10 非零奇异值个数为 r，且 σ1 最大，再由例 6.7(1,2) 直接得结论。

(4) 若模长最大的特征值为实数，直接取 α 为其对应的模长为 1 的特征向量，即有 ρ(A) = ||Aα|| ≤
||A||。若为复数，不妨设为 a± bi，设其对应的特征向量为 u± vi，取 α 为 u 的单位化，则 ρ(A) =

||Aα|| ≤ ||A||。(或直接考虑复数域上的二范数)

6. * 本题中，对应向量范数 ||x||p 定义的矩阵范数为该向量范数诱导的矩阵范数。容易发现，||A||F 不
为任何向量范数诱导的矩阵范数，因为任何向量范数诱导的矩阵范数都应有 ||I|| = 1。

(1) 由 Minkowski 不等式，p > 1 时 || (A+B)x||p ≤ ||Ax||p + ||Bx||p，由此得证。

(2) ∀p 范数长为 1 的 x，||ABx||p ≤ ||A||p||Bx||p ≤ ||A||p||B||p，由此得证。

(3) ||A||1 = max∑n
i=1 |xi|=1

m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjaij

∣∣∣∣∣，而
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjaij

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

xi

m∑
i=1

|aij | ≤ 右式，当 x 使
m∑
j=1

|aij | 最

大的分量为 1，其他为 0 时可取到，因此成立。

(4) 左：取 x 使
m∑
j=1

|aij | 最大的分量 (设为第 k 个) 为 1，其他为 0，则 ||A|| ≥ ||Ax|| =

√√√√ m∑
i=1

|aik|2

≥
∑m

i=1 |aik|√
m

=
||A||1√

m

右：由习题 5(3)，||A|| ≤ ||A||F ≤

√√√√n max
1≤j≤n

m∑
i=1

a2ij ≤

√√√√n

(
max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |

)2

=
√
n||A||1 (第三个不

等号可放缩列和得到)。

(5) 引理：||A||P = max
||x||p=||y||q=1

yTAx (x, y 维数为 n,m)

引理证明：由范数定义只需证明对向量 α，||α||p = max
||β||q=1

βTα，即 α · β ≤ ||α||p||β||q，且可取到满

足等号的 β，这即是 Hölder 不等式，由取等条件可知能取到合适的 β，因此成立。

由引理，由于转置不影响一阶方阵的值，因此左 = max
||x||p=||y||q=1

yTAx = max
||x||p=||y||q=1

(yTAx)T

= max
||y||q=||x||p=1

xTAT y = 右。

(6)先证明 ||ATA|| ≤ ||ATA||p。由定理 6.10过程，ATA为对称阵且特征值均为正，因此 ATA的奇异

值即为其特征值，再利用例 6.7-2 知 ||ATA|| 为其最大的特征值 λ。实矩阵的实特征值对应实特征向

量，取 λ对应的实特征向量 α，可乘倍数调整使 ||α||p = 1，计算得 ||ATAα||p = ||λα||p = λ = ||ATA||，
因此 ||ATA|| ≤ ||ATA||p。

由奇异值定义结合 (2,5) 知 ||A||2 = ||ATA|| ≤ ||ATA||p ≤ ||AT ||p||A||p = ||A||p||A||q，由此得证。

7. * 利用例 6.8 思路，此变换可看作在 x 方向放大为 σ1 倍，y 方向放大为 σ2 倍，再逆时针旋转角度

θ。利用倾角可计算出直线的斜率，由此可知直线方程的变化。

(1) 注意到 σ1 ≥ σ2，因此焦点为 ±
√
σ2
1 − σ2

2(cos θ, sin θ)
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(2) 标准方程 x2

σ2
1

− y2

σ2
2

= 1，实轴 y cos θ = x sin θ，虚轴 y sin θ = −x cos θ，顶点 ±σ1(cos θ, sin θ)，

焦点 ±
√
σ2
1 + σ2

2(cos θ, sin θ)，渐近线 cos
(
θ ± arctan σ2

σ1

)
y = sin

(
θ ± arctan σ2

σ1

)
x

(3) 标准方程 y =
σ2x

2

σ2
1

，对称轴 y sin θ = −x cos θ，顶点 (0, 0)，焦点
σ2
1

4σ2

(− sin θ, cos θ)

8. * 本题均只求出一个使取到最小值的解

(1) 设 A 中元素按行列排为 a1, . . . , an，B 中对应位置 b1, . . . , bn，所求即需保证
n∑

i=1

(λai − bi)
2 最小，

直接由二次函数知识知 λ =

∑n
i=1 aibi∑n
i=1 a

2
i

(亦可写为 tr(ATB)

tr(ATA)
)。

(2) ||PA − B||2F = tr((PA − B)T (PA − B)) = ||A||2F + ||B||2F − 2 tr(BTPA)。由 2.1 节定理 2.2-6，
tr(BTPA) = tr(PABT )。设 ABT 奇异值分解为 UΣV，则 tr(BTPA) = tr(V PUΣ) ≤ tr(Σ) (V PU

为正交方阵，对角元小于等于 1，直接计算可得最后一个不等号)。取 P = V TUT 即为一个满足条件

的最小值。

(3) ||λPA−B||2F = tr((λPA−B)T (λPA−B)) = λ2||A||2F + ||B||2F − 2λ tr(BTPA)。由于 λ, P 同时

变为负结果不变，不妨设 λ 为正，此时先取 P 为上题中 V TUT，再取 λ =
tr(Σ)

tr(ATA)
时即可取到最

小值。

9. (1) 由例 6.10 可知此矩阵方程组仅一解，故唯一。

(2) 直接验证其满足例 6.10 中的矩阵方程组即可。

(3) 由 4.2 节定理 5.9，在例 6.10 证明过程中只保留 AXA = X,XAX = A 即可得到本题的形式。

(注意例题有误，应为 X4 = X3ΣX2)

10. 当：由于正交相似不影响此性质，可设 A已正交相似为 6.2节定理 6.9中的形式，直接计算可知 ATA

的特征值为 A 的每个特征值模长平方，由此即可得 A 的奇异值满足条件。

仅当：由置换方阵不影响正交相抵，不妨设 |λ1| ≤ · · · ≤ |λn|，则此时其即为 A的奇异值。因此，ATA

的特征值为 A 的每个特征值模长平方。由于正交相似不影响此性质，可设 A 已正交相似为 6.2 节定

理 6.5 中的形式，且 Ai =

(
ai bi

ci di

)
。

一方面，tr(ATA) 为其特征值之和，即
n∑

i=1

|λi|2 = 2
s∑

i=1

|λ2i−1|2 +
n∑

i=2s+1

λ2
i

另一方面，tr
(
ATA

)
=
∑

a2ij ≥
s∑

i=1

||Ai||2F +
n∑

i=2s+1

λ2
i

验证可知，2
s∑

i=1

|λ2i−1|2 ≤
s∑

i=1

||Ai||2F，由此可知每个不等号均成立等号。

∑
a2ij =

s∑
i=1

||Ai||2F +
n∑

i=2s+1

λ2
i 意味着 A 相似后为准对角阵，而 2

s∑
i=1

|λ2i−1|2 =
s∑

i=1

||Ai||2F 可计算

知

(
ai bi

ci di

)
=

(
ai bi

−bi ai

)
对每个 Ai 成立，由此由 6.2 节定理 6.5 知 A 为规范方阵。

§6.4 酉方阵

1. 完全仿照之前的对应例题、定理即可，注意 (AB)H = BHAH , det(AH) = det(A)。
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2. (1)设为
(
a b

c d

)
，直接计算知 |a|2+ |b|2 = |c|2+ |d|2 = 1, ac+ bd = 0。由此，设 a = kd，则 b = −kc，

由条件知 |k| = 1。取 µ 使得 µ2 = k，记 z =
a

µ
,w =

b

µ
，计算验证即可。

(2) 利用例 6.11，令 θ1 = argµ − arg z − argw, θ2 = arctan |w|
|z|

, θ3 = arg z, θ4 = argw，计算验证即

可。

(3) 酉相似不改变 Hermite 性，不影响结论，利用定理 6.15 不妨设 A 已酉相似为对角阵 diag(a +

bi, c+ di)，b = d 时取 λ = bi, µ = 1，否则取 λ =
bc− ad

b− d
, µ = a− λ+ bi，计算验证知成立。

(4)酉相似后酉方阵仍为酉方阵，不影响结论，利用定理 6.15不妨设 A已酉相似为对角阵 diag(x, y)。

取 λ =
x+ y

2
, µ =

∣∣∣∣x− y

2

∣∣∣∣，计算验证知成立。
3. 设酉方阵 P 写为习题 2(1) 形式，

(
a b

0 d

)
P = P

(
a c

0 d

)
，计算得 w = 0, cz = bz。取模知 |b| ̸= |c|

时无解，|b| = |c| 时若全为 0 可任取，否则取 z 使 z2 =
b

c
，计算验证知成立。

4. (1) Q =


0

2i√
6

1− i√
6

1√
2

i√
6

i− 1√
6

i√
2

1√
6

1 + i√
6

 , R =



√
2 − i√

2

i√
2

0

√
6

2

1− 2i√
6

0 0

√
6

3


(2) * 只对规范方阵有谈论酉相似标准形的意义

验证知 A 规范，可相似对角化为 diag
(
1 + i, −1 +

√
3

2
(1 + i), −1−

√
3

2
(1 + i)

)

(3) 计算 AHA 知 A 奇异值为

√
6 +

√
2

2
,
√
2,

√
6−

√
2

2

5. 由于相似不影响此题结论，可设 A 已经酉相似为上三角方阵，此时 A − I 为秩为 1 的上三角方阵，
可知其只有一行 (或列) 不为 0，利用置换可使其第一行/最后一列不为 0。因此，A 为所有可酉相似

为 I+ 对应上三角方阵的方阵。

6. 完全仿照 6.2 节习题 4 即可。

7. * 此映射实际为环的嵌入同态

双射证明：直接验证单射、满射即可

(1) 直接计算验证即可，注意 (A+Bi)H = AT −BT i。

(2) 由 (1) 第二个式子构造逆知结论。

(3) 由 (1) 第二、三个式子代入条件知结论。

(4) 由 (1) 第三个式子代入条件知结论。

(5) 由 (1) 第三个式子代入条件知结论。

(6) 由 (1) 第二、三个式子代入条件知结论。

8. 由于 tr(AAH) = ||A||2F , tr(BHA) = tr((AHB)H) = tr(AHB)，此题即为 2.1 节习题 11。

9. 完全仿照 6.3 节例 6.10 即可。

10. 完全仿照 6.3 节例 6.9 即可。
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11. 注意到 A = X + Y i，设特征值 λ = k + ti 对应的特征向量为 α，即有 (X + Y i)α = (a+ bi)α。

设 X = PH diag(x1, . . . , xn)P, Y = QH diag(y1, . . . , yn)Q 为酉相似对角化，上式左右同乘 αH 得

(Pα)H diag(x1, . . . , xn)Pα+ i(Qα)H diag(y1, . . . , yn)Qα = kαHα+ tαHαi

由实部相等可知 kαHα = (Pα)H diag(x1, . . . , xn)Pα =
n∑

i=1

xi|(Pα)i|2

因此 kαHα ≥ x1

n∑
i=1

|(Pα)i|2 = x1(Pα)HPα = x1α
Hα ⇒ k ≥ x1，其余不等号同理。

12. 设酉方阵 U0 = A0 + B0i，其中 A0, B0 为实方阵。只需证明，存在正交阵 P,Q 使 PA0Q,PB0Q 均

为对角阵即可。

令 PAA0QA 为 A0 的奇异值分解形式，令 A = PAA0QA = diag(σ1I1, . . . , σkIk, O)，其中 σ1, . . . , σk 为

不同的非零奇异值，再记 Σ = diag(σ1I1, . . . , σkIk)，B = PAB0QA，由于 A+Bi = PA(A0 +B0i)QA，

正交方阵为酉方阵，酉方阵乘积为酉方阵，因此 U = A+Bi仍为酉方阵。由于 (A+Bi)H = AT −BT i，

由酉方阵性质直接计算 UUH , UHU 虚部可知 ATB = BTA,ABT = BAT，由于对角阵 A = AT，可

化为 AB = BTAT , ATBT = BA，即 AB = (AB)T , BA = (BA)T，AB,BA 均为对称阵。

由之前假设，A =

(
Σ O

O O

)
，对 B 同样分块为

(
B1 B2

B3 B4

)
，由 AB,BA 对称可得 ΣB3 = B2Σ = O，

由 Σ 可逆知 B2 = B3 = O，设 PBB4QB 为 B4 的奇异值分解形式，接下来考察 B1。

由条件，ΣB1 与 B1Σ均为对称阵。先说明 B1 = diag(C1, . . . , Ck)，Ci 与 Ii 同阶。这是由于，若 B 在

这些区域外有元素 bij(不妨设为 σ1, σ2 交叉处)，则有 σ1bij = σ2bji, σ2bij = σ1bji，解得 bij = bji = 0。

进一步计算知一切 Ci 均为对称阵，因此由 6.2 节定理 6.7 存在正交阵 Pi 使得 PiC1P
T
i 为对角阵。

取 P = diag(P1, . . . , Pk, PB)PA, Q = QA diag(P T
1 , . . . , P T

k , QB)，计算验证知即符合要求。

13. 设 A = UBUH，U 为酉方阵。由习题 12取 P,Q使 U0 = PUQ为对角阵，则 PAP T = U0Q
TBQUH

0 ，

由于 A,B 正交相似等价于 PAP T , QTBQ 正交相似，这样处理可不妨设 U 为对角酉方阵，即对角

元模全为 1 的复对角阵。记其为 diag(u1, . . . , un)，接下来说明 A,B 正交相似。

由于 aij = uiujbij , uiuj > 0，A,B 含零情况相同。

将 A 看作无向图的邻接矩阵 (与 2.1 节类似，但不完全相同)，定义若 aij 或 aji 不为 0，则称点 i 与

点 j 之间有一条边，若两点之间可通过无向边到达，则称为两点连通，若图中任意两点连通，则称此

图为连通图。

先说明，若 A 为连通图对应的矩阵，则原命题成立。由于将 U 改为 tU, |t| = 1 仍有 A = UBUH，取

t = u1 即有此时 u1 = 1。可以证明此时 ui ∈ R，从而 U 即为正交阵。首先，若不存在含 1 的边，则
A不连通，因此可不妨设 a12 ̸= 0，此时 a12 = u2b12，由于 a12, b12 ∈ R, |u2| = 1可发现 u2 = ±1 ∈ R。
以此类推，由于 A 连通，可以通过这样的方式确定一切 ui 的值，从而原命题成立。

接着说明，若 A 不连通，则可置换相似为 diag(A1, . . . , Ak)，且 Ai 连通。证明思路为，找到所有与 1
连通的点，说明这些点互相连通，类似 2.4 节习题 14(注意那题为有向图，此题为无向图，存在差异)
将它们置换到 A1 的位置，然后继续找下一个点，直到所有点被置换完成。此时若 diag(A1, . . . , Ak)

之外有不为 0 的值，可得有更大的互相连通的分支，矛盾。

设置换阵 P 使 PAP T 为上述形式，可发现 (PAP T ) = PUP T (PBP T )P TUHP，可发现 PUP T 仍

为对角阵，由于其主子矩阵仍为酉方阵，可知每个 Ai 与 Bi 酉相似，由已证，它们正交相似，设

Ai = PiBiP
T
i ，Pi 为正交阵，则 A = diag(P1, . . . , Pk)B diag(P1, . . . , Pk)

T，因此两者正交相似。
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第七章 二次型

§7.1 二次型的化简

1. 直接对比系数发现对角元为对应 x2
i 的系数，其余为对应 xixj 系数的一半，由于 xixj = xjxi 得对

称。

2.
(
a b

c d

)(
0 1

1 0

)(
a c

b d

)
=

(
0 bc+ ad

bc+ ad 0

)
，在特征二域中，det

(
a b

c d

)
= ad− bc = bc+ ad，

由可逆不为 0，因此其不可能为对角方阵。

3. * 由于 A 一定为二次项构成的二次型对应的对称阵，由此可解出 b，进一步算出 c

(1) A =


1 0 0.5 0

0 1 0.5 0.5

0.5 0.5 0 0

0 0.5 0 0

 , b =


1

−1

0

−1

 , c = −3

(2) A =


1 0.5 −0.5 0.5

0.5 1 0 0

−0.5 0 1 0

0.5 0 0 0

 , b =


1

1

0

−3

 , c = 0

(3) A =


0 0 0.5 0

0 0 −1 −0.5

0.5 −1 0 −1

0 −0.5 −1 0

 , b =


0

1

1

1

 , c = 5

(4) A =


0 0.5 −1 0

0.5 0 1 −0.5

−1 1 0 −1

0 −0.5 −1 0

 , b =


−1

1

0

1

 , c = 2

4. * 若选取的先后次序不同，结果未必唯一，但正负式子的个数一定唯一

(1) (x1 + x2)
2 − 3

(
x2 −

1

3
x3

)2

+
4

3

(
x3 −

9

8
x4

)2

− 27

16
x2
4

(2) (x1 + x3 − 2x4)
2 + x2

2 +
9

4
x2
3 − 4

(
x4 −

3

4
x3

)2

(3) 2
(
1

2
x1 + x2

)2

+ 4x2
4 −

1

2
(x1 − 2x4)

2 − (x3 − x4)
2

(4) 1

4
(x1 + 2x2 + x3 + 3x4)

2 + 4x2
4 −

1

4
(x1 + 2x2 − x3 + 5x4)

2

5. * 由 6.2 节定理 6.7，实对称矩阵可正交相似为对角阵 (由此亦可知特征值全为实数)，而对角阵可用
对角阵相合将非零特征值模长变为 1，由此可知正负惯性指数即为其特征值中正负的个数。

(1) 对应矩阵对角元为 n− 1，其余均为 −1，行列变换可知特征值为 n− 1 重 n 与 0，因此正惯性指
数为 n− 1，负惯性指数为 0。

(2) 对应矩阵对角元为 0，其余均为 1

2
，行列变换可知特征值为 n− 1 重 −1

2
与

n− 1

2
，因此正惯性

指数为 1，负惯性指数为 n− 1。

(3) 设 n 阶时为 Qn，利用例 7.2 类似的配方技巧，注意到，从 Qn 中提取出 (x1 + xn)(x2 + x3) −
(x3 − x4)(xn − xn−1) 后，相当于 Qn−4，而提取出的是

1

4
(x1 + xn + x2 + x3)

2 − 1

4
(x1 + xn − x2 −
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x3)
2 − 1

4
(x3 + xn − x4 − xn−1)

2 +
1

4
(x3 + xn−1 − x4 − xn)

2，为 ±1 各两个，因此 Qn 比 Qn−4 正负

惯性指数均多 2，由此模 4 分类得：

n = 4k + 1 时，正惯性指数 2k + 1，负惯性指数 2k；

n = 4k + 2 时，正惯性指数 2k + 1，负惯性指数 2k + 1；

n = 4k + 3 时，正惯性指数 2k + 1，负惯性指数 2k + 2；

n = 4k 时，正惯性指数 2k − 1，负惯性指数 2k − 1。

6. (1) 设 A =

(
a b

c d

)
，令 θ = arctan b+ c

a− d
(a− d = 0 则为

π

2
)，取正交阵 P =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
，计

算验证知成立。

(2) 由 5.5 节例 5.19，A 与 AT 相似。


−1 0 1

0 −1 0

0 0 1

A


−1 0 0

0 −1 0

1 0 1

 = AT，因此相合 (此方阵假

设上三角可强行解出)。

设 P =


a b c

d e f

g h i

为正交阵，若相似可设 PA = ATP，计算后可知 b = d, a = e, c = g, f = h, a+c =

f, b+f = c，因此 P =


a −a c

−a a a+ c

c a+ c i

。考虑 PP T 前两个对角元知 2a2+c2 = 2a2+(a+c)2 = 1，

由于 P 可逆，a ̸= 0，因此 a = −2c，代入直接计算 PP T 第一行第二列发现不为 0，因此 P 不为正

交阵，从而不正交相似。

7. (2)先证明第二问。可设 A已正交相似为 6.2节定理 6.8形式，不妨设 bi > 0，否则用置换阵

(
0 1

1 0

)
相似即可，再取 P = diag(b−1/2

1 , b
−1/2
1 , b

−1/2
2 , b

−1/2
2 , . . . , b−1/2

s , b−1/2
s , I)，则 A1 = P TAP 中每个 ti 已

被相合为 1。然后寻找置换方阵 Q 使 QTA1Q 为符合条件的形式，取 Q 的左上角 2s 阶为将 2k + 1

列换到 k 列，将 2k 列换到 s+ k 列的置换阵，右下角为 I 即可。

(1) 对阶数归纳。不妨设 ≤ n 阶时已经成立，下面考虑 n + 1。注意到右乘 Tij(λ) 表示把第 i 列 λ

倍加至第 j 列，左乘其转置为第 i 行 λ 倍加至第 j 行，由此只要 A 不为反对称，可以使用合适的

Tij(1) 使有对角元不为 0，不妨设 a11 ̸= 0。

右乘 T1i

(
− ai1
a11

)
, i = 2, . . . , n+ 1，可使第一列只有 a11 不为 0。若此时右下角不为反对称，则已经

成立。若右下角为反对称，可将其相合为第二问中 A1 的形式。设此时第一行为 a11, b2, . . . , bn+1，α

使 (a11 + b3α)(b2 − α) ̸= 0，右乘 T31(α)T12

(
− α

a11 + b3α

)
相合，此操作将 a22 变为了 −α(b2 − α)

a11 + b3α
，

而其余 0 项不变，故此时右下角不再为反对称，可以运用归纳假设，由此原命题成立。

§7.2 正定方阵

1. 定理 7.3：验证即可，注意到，由于 P 可逆，从当即可推出当且仅当。

定理 7.5：类似验证即可，注意 Hermite 矩阵酉相似标准型可大量简化证明过程。

2. 注意到，将 A进行正交相似对应 x1, . . . , xn 的正交代换，积分不变，因此设 A特征值为 λ1, . . . , λn(由

正定知均正)，由 6.2 节定理 6.7 不妨设 A 为它们构成的对角阵，此时 xTAx =
n∑

i=1

λix
2
i，再做倍数
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换元可知积分结果为 λi 全为 1 的情况的
n∏

i=1

1√
λi

=
1√

det(A)
倍 (运用 5.1 节定理 5.2)。

(1) 注意此为 n 维球体积 (可直接积分递推等计算)，为 Vn√
det(A)

=
1

Γ
(
n
2
+ 1
)√ πn

det(A)，其中 Γ 为

Γ 函数。

(2) 原式 =
1√

det(A)

(∫
R
e−x2

idxi

)n

=

√
πn

det(A)

3. 法一：几何，利用定理 7.4-4(实矩阵 H 即为 T )，设 P =
(
u v w

)
，可发现 P 可逆等价于 u, v, w

不共面 (用线性相关或列变换证明)，解 A = P TP 可知 ||u|| = ||v|| = ||w|| = 1, uT v = cos θ1, uTw =

cos θ2, vTw = cos θ3，又由于单位向量内积即为夹角余弦，可知 A 正定等价于存在三个相互夹角分别

为 θ1,2,3 的不共面向量。考虑四面体三个顶角可知此即等价于题中所述关系。

法二：计算顺序主子式发现一阶为 1 必然大于 0，二阶 sin θ21 > 0 ⇔ θ1 ̸= 0, π。三阶顺序主子式，即

其行列式值为 1− cos2 θ1 − cos2 θ2 − cos2 θ3 + 2 cos θ1 cos θ2 cos θ3。由题目条件猜测验证可知其有因
式 cos θ3 − cos(θ1 + θ2)，由对称知其有因式 T = (cos θ3 − cos(θ1 + θ2))(cos θ2 − cos(θ1 + θ3))(cos θ1 −
cos(θ2 + θ3))，计算可知其实际上为

T

1− cos(θ1 + θ2 + θ3)
，由此可验证条件 (可发现三阶顺序子式大

于 0 时二阶必然大于 0)。

4. 存在性：利用 6.4 节定理 6.15-2 将其酉相似为对角阵，注意到其特征值均为实数，由此设其对角元

为 λ1, . . . , λn, 0，再取对角阵 diag
(√

1

|λ1|
, . . . ,

√
1

|λn|
, I

)
共轭相合即可得到。

唯一性：直接仿照 7.1 节定理 7.2 即可。

(类似 7.1 节定义 7.3 定义正负惯性指数，则可发现正定当且仅当正惯性指数为阶数，半正定当且仅
当负惯性指数为 0)

5. (1) 由于 A 正定可知其特征值均正，利用 5.2 节定理 5.6-3 知 A−1 特征值均正，再结合定理 7.4-2,6
即有结论。

(2) det(A) ≤ det(A11) det(A22)

由于 A11 正定，其可逆且行列式大于 0，由 2.4 节例 2.18 消元知只需证明 det(A22 −AH
12A

−1
11 A12) ≤

det(A22)。由 (1) 知 A−1
11 正定，类似定理 7.3 可知 AH

12A
−1
11 A12 半正定。通过 Schur 公式计算验证可

知 A22 −AH
12A

−1
11 A12 = B−1

22 ，因此 A22 −AH
12A

−1
11 A12 正定。

利用例 7.7，用 P 将 A22 −AH
12A

−1
11 A12 与 AH

12A
−1
11 A12 同时相合对角化 (那么 A22 为两者之和亦被对

角化)，由于 det(PHMP ) = | det(P )|2 det(M)，可知只需证明对角化后行列式存在大小关系，而由

于前述正定、半正定性，每个对角元均对应小于等于，且全为正，因此大小关系成立。

det(A22) det(B22) ≥ 1(由对称性，另一个式子可直接类似过程得出)

由上一部分已证，det(A22 − AH
12A

−1
11 A12) ≤ det(A22)，又由 A22 − AH

12A
−1
11 A12 = B−1

22 可直接得到结

果 (由于 B22 正定，其逆的行列式大于 0)。

(3) 同样只证明对 A22B22 成立，由 (1) 知其正定，故 λ > 0。

A22B22 = A22(A22 −AH
12A

−1
11 A12)

−1 = (I −AH
12A

−1
11 A12A

−1
22 )

−1，由例 7.6 可知 A22B22 特征值均大于

0，由此只需证 I −AH
12A

−1
11 A12A

−1
22 的特征值均 ≤ 1。

之前已说明 AH
12A

−1
11 A12 半正定，A−1

22 正定，设 AH
12A

−1
11 A12 = QHQ,A−1

22 = PHP，且 P 可逆，可发

现 I −AH
12A

−1
11 A12A

−1
22 = I −QHQPHP = P−1(I − (QPH)HQPH)P，由于相似矩阵特征值相同，可

知 I −AH
12A

−1
11 A12A

−1
22 与 I − (QPH)HQPH 特征值完全相同，又因 I −AH

12A
−1
11 A12A

−1
22 全部特征值

大于 0 可知 Hermite 阵 I − (QPH)HQPH 正定，而 (QPH)HQPH 半正定，因此 I − (QPH)HQPH

特征值均 ≤ 1，由此即得证。
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6. 利用例 7.7，用 P 将 A,B 同时对角化，可知 PHAP 每个对角元大于/大于等于 PHBP 的对应对角

元，而 (PHAP )−1 = P−1A−1P−H，由此 P−1A−1P−H 每个对角元为 PHAP 对应对角元的倒数，小

于/小于等于 P−1B−1P−H 的对应对角元。因此，P−1(B−1 −A−1)P−H 正定/半正定，由定理 7.3 知
B−1 −A−1 正定/半正定。

7. (1) 由 6.4 节定理 15，设 A = PHBP，P 为酉方阵，B 为对角阵，又因其对角元均非负，取 C 为每

个对角元的对应次方根中的非负数，则 X = PHCP 即符合要求。若有 Y 满足，令 Y = QHDQ，Q

为酉方阵，D 为对角阵，则有 PHCmP = QHDmQ，因此 Cm 与 Dm 酉相似，根据特征值可知只能

对应分量相等，再由半正定可知 C,D 的对应分量相等，因此 C = D，由 PHCmP = QHDmQ 直接

计算可知 X = Y。

(2) A =

(
3.01 1

1 2

)
, B =

(
2 0

0 1

)
,m = 2

(3) 由例 7.7，设 A = PHD1P,B = PHD2P，为 A,B 同时相合对角化，由相合对角化后仍为半正定，

D1, D2对角元 (记为 λi, µi)大于等于 0。直接计算 A2−B2 = PH(D1PPHD1−D2PPHD2)P,A−B =

PH(D1 −D2)P。

A2 − B2 正定/半正定 ⇔ D1PPHD1 − D2PPHD2 正定/半正定 ⇒ 其所有对角元大于/大于等于 0
(由定理 7.4/5-4)，又由于 PPH 正定，计算得 λ2

i > / ≥ µ2
i，由对角元非负知 λi > / ≥ µi，因此

A−B 正定/半正定。

(4) (结论正确，但解决需要较高级的知识)

8. (1) 法一：我们接着定理 7.4 留作习题部分的证明继续 (设 A 的 k 阶顺序主子式值为 Mk)：

采用归纳法，一阶显然满足，若 n阶满足，n+1阶时，由于M1 = a11 > 0，取 P1 =
n+1∏
i=2

T1i

(
− ai1
a11

)
，

则 PH
1 AP1 = diag(a11, A1)。

由于 P1 为上三角阵，分块计算知 PH
1 AP1 的 k 阶顺序主子式为 det(PH(k)

1 A(k)P
(k)
1 )，其中 A(k)

为 A 的 k 阶顺序主子式，又由于 P1 对角元均为 1，这个式子的值即为 Mk。因此，P1 共轭相

合不改变 A 各阶顺序主子式的值，由此可知 A1 的 k 阶顺序主子式为
Mk+1

M1

。设 P2 使 A1 =

P2 diag
(
M2

M1

,
M3

M2

, . . . ,
Mn+1

Mn

)
PH
2 ，则取 L = P−H

1

(
1 0
0 P2

)
即满足题目中要求。

法二：设 A = SHS，S 可逆，设 S = QR 为其 QR 分解 (6.1 节定理 6.3)，则 A = RHR，而 R 即

为上三角阵。

(下三角类似 5.1 节习题 2 即可对应构造)

(2) 法一：设 A = SHS，S 可逆，则 S−HBS−1 亦为 Hermite 阵，利用 6.4 节定理 6.15，设酉方阵
P 使得 PHS−HBS−1P 为对角阵，则 S−1P 即符合要求。

法二：由于 A 正定，我们只要证明，存在正数 t 使 A+ tB 半正定，即可类似例 7.7 将 A,A+ tB 同

时相似为对角阵，由此即知此时 B 对角。利用定理 7.4-8，t 趋向 0 时 A+ tB 的各阶顺序主子式均

大于 0，因此由极限保号性一定存在充分小的 t 满足条件，由此得证。

(3) 法一：将半正定阵看作一列正定阵的极限，利用例 7.7，实数列极限为实数，由此得证。

法二：由习题 7(1) 知存在 A1/2，而 det(xI − AB) = det(xI − A1/2A1/2B) = det(xI − A1/2BA1/2)

(利用 3.2 节例 3.12)，而 A1/2BA1/2 为 Hermite 阵，由此得证。

(4) 法一：同上述法一，非负实数列极限为非负实数，由此得证。

法二：同上述法二，拆分 B 为 QHQ 可知此时 A1/2BA1/2 半正定，由此得证。
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9. (1) 正确，证明方式同习题 8(1) 法二。

(2) 错误，反例 A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 1

1 0

)
。

(3) 错误，反例 A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
1 1

1 2

)
。

(4) 错误，反例 A =

(
0 1

1 0

)
, B =

(
0 i
−i 0

)
。

10. (1) 类似 2.2 节习题 8(3) 可知 (A⊗B)H = AH ⊗BH，由此验证知成立。

(2)由定理 7.4-4，存在可逆 PQ使 A = PHP,B = QHQ。因此由 2.2节习题 7知D = (P⊗Q)H(P⊗Q)，

而 PQ 可逆可知由 2.4 节习题 9 知 P ⊗Q 可逆，由此 D 正定。

令 P = (pij), Q = (qij)，可知 C 的第 i 行第 j 列为
n∑

k=1

(pkipkj)

n∑
k=1

(qkiqkj)。令 n 阶方阵 Rk 的的第

i 行第 j 列为 pkjqij，令 R =
(
R1 · · · Rn

)T
，则 C = RHR。由于 Rk = diag(pk1, . . . , pkn)Q，可

发现 RQ−1 通过行变换可使前 n 行构成 P，因此其列满秩，因此 R 列满秩，由此得证。

(3) 与 (2) 相同构造矩阵即可。

11. (1) 利用 2.4 节习题 12，对其任何 λ ≤ 0，A− λI 为主角占优矩阵，因此行列式不为 0，由此知其所
有特征值均正，由定理 7.4-2 得成立。

(2) 将上一问证明中 λ ≤ 0 改为 λ < 0，由此知其所有特征值非负，由定理 7.5-2 得成立。

12. 由于 BTB = D +A，P 应与 B 形式类似，事实上，由于 B 每行代表连接两个顶点的一条边，因此

必恰有两个 1，将 B 每行的第二个 1 变为 −1，其余不变，即为所求的 P。

13. (1) 由 6.4 节习题 11 知成立 (或仿照那题证法亦可)。

(2) 利用 6.4 节定理 6.14 设 PHAP 为 A 的酉相似三角化，可发现 PHBP 的对角元为 PHAP 对角

元的实部，再利用习题 5 归纳可知 det(B) = det(PHBP ) ≤ PHBP 对角元乘积 ≤ PHAP 对角元

乘积的模 = | det(PHAP )| = | det(A)|。利用习题 5 证明过程发现取等要求 PHAP 对角，即 A 为

Hermite 阵，矛盾。

14. 先证明 B+C 可逆：若否，设特征值 0对应特征向量 α，则 (B+C)α = 0，左侧同乘 αH 得 αHBα =

−αHCα，由正定定义知 αHCα为负实数，从而 αHAα = −αH(B+C+CH)α = αHCHα = (αHCα)H

仍为负实数，矛盾。

任取 (B + C)−1C 特征值 λ，对应特征向量 α，有 (B + C)−1Cα = λα，左侧同乘 αH(B + C)

得 αHCα = λ(αHBα + αHCα)。由于 B 为记 αHCα = a + bi, αHBα = t, a, b, c ∈ R，计算知

|λ|2 = a2 + b2

(a+ t)2 + b2
。由正定定义知 αHAα = 2a+ t > 0, t > 0，可计算得 |λ|2 < 1，原命题得证。

§7.3 一些例子

1. 由 6.4 节定理 6.15，设 A = UDUH，U 为酉方阵，D = diag(λ1, . . . , λk, O)(λi 为非零特征值)，取
D1 = diag(|λ1|, . . . , |λk|, O), D2 = diag( λ1

|λ1|
, . . . ,

λk

|λk|
, I) 令 S = UD1U

H , P = UD2U
H，验证得成

立。

2. (暂缺，疑似不可做)
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3. 利用例 7.10，A =


2 1

1
. . .

. . .

. . . 2 1

1 1

 , c 只有第 i 个分量为 1，其他为 0。行列变换可知 det(A) = 1，

而记 A 的第 k 顺序主子式为 Ak(k < n)，利用 3.3 节习题 2 可递推证明 Ak = k + 1，因此 A 正定。

由例 7.10 知 xi 最大值为 A−1 第 i 个对角元的平方根，利用伴随方阵知为

1 i < n
√
n i = n

。进一步得

xi 取值范围为

[−1, 1] i < n

[−
√
n,

√
n] i = n

。

4. 利用例 7.10，此时 A 除对角元为 1 外均为 1

2n
，因此 A 每行元素和均为 k =

3n+ 1

2n
，估算验证知 A

正定。c的所有分量均为 1。记 B =
1

k
A，由 3.3节习题 3(2)知

n∑
i,j=1

Bij = n det(B)，而利用例 7.10知

最大值即为 A−1 各行列元素和的平方根，为

√√√√ n∑
i,j=1

Aij

det(A) =

√√√√ n∑
i,j=1

kn−1Bij

kn det(B)
=

√
n

k
=

√
2n2

3n+ 1
，

进一步得其取值范围为最大值的相反数到最大值的闭区间。

5. 设 P,Q 为置换阵，由置换阵为正交阵知 (PAQ)(PAQ)T = PAATP T = nPP T = nI，因此不妨设

这个子矩阵在左上角，分块为

(
A1 A2

A3 A4

)
，可发现 AAT 的左上角为 p 阶方阵 A1A

T
1 + A2A

T
2，且

A1A
T
1 的所有元素均为 q。由结论可算得 A2 任意不同两行看作向量 (共 p 个向量)，任意两不同行内

积结果为 −q，每个向量与自身内积为 n − q，所有向量之和的模长平方为 p(n − q) + p(p − 1)(−q)，

而模长平方和不可能为负，由此解出 pq ≥ n。

6. 仿照例 7.12 设出奇异值分解，取出右式中最大的 k，完全仿照证明即可 (注意运用 6.4 节例 6.14 即
可知 ||B −A||F )。

7. 类似例 7.11 设出 RA(x) =

∑n
i=1 λi|yi|2∑n
i=1 |yi|2

，由于 P 可逆，x, y 的维数相同，不妨直接考虑 y。

当 V 为 e1 到 ek 生成的 k 维子空间时，可发现 min
y∈V

RA(x)在 y = ek 时取到，此时最小值即为 λk(A)。

类似 2.3 节习题 7 考虑基可知 V 的任意 k 维子空间中都存在一个前 k − 1 个分量均为 0 的非零向
量，取 y 为这个向量时即发现此时值不超过 λk(A)，因此最小值不超过 λk(A)，左侧等号成立。对于

右侧等号，对称地类似验证即可。

8. (暂缺)

9. (暂缺)

10. 利用数论知识知 i | n, j | n ⇒ lcm(i, j) gcd
(
n

i
,
n

j

)
= n，

∑
d|n

φ(d) = n，由此可计算：

原式 =
∑

i|n,j|n

xixj

lcm(i, j)
=

∑
i|n,j|n

xixj

lcm( i
n
, j
n
)

=
1

n

∑
i|n,j|n

xixj gcd(i, j) =
1

n

∑
i|n,j|n

xixj

∑
d| gcd(i,j)

φ(d) =

1

n

∑
d|n

φ(d)
∑

d|i|n,d|j|n

xixj =
1

n

∑
d|n

φ(d)
( ∑

d|i,i|n

xi

)2
这样配方后，d = n 的项即为要证式的右侧，而其他项均为平方，因此大于等于号成立。

11. (1) 由于 (3) 中的 Q 为下三角方阵，其可逆，利用 7.2 节定理 7.4-4 知 A 正定。



第八章 线性空间 64

(2) P TP 第 i 行第 j 列为
m∑

k=1

pkipkj =
∑

i|k,j|k,k≤m

ij

m
=

ij

m

m

lcm(i, j)
= gcd(i, j)，由此得证。

(3) 由数论知识知
∑
d|n

φ(d) = n。QTQ 第 i 行第 j 列为
n∑

k=1

qkiqkj =
∑

k|i,k|j

φ(k) = gcd(i, k) = aij，由

此得证。

12. 由于同号时可取到最大值，不妨设 xi 均正，以下若出现编号 x2n+i，视为 xi。

利用 a + b = 1, a > 0, b > 0 ⇒ ab ≤ 1

4
，计算可知

∑
1≤i≤j≤2n

min((j − i), (2n − j + i))xixj =

n∑
i=1

(
n∑

j=1

xi+j−1

)
·

(
n∑

j=1

xi+j+n−1

)
≤

n∑
i=1

1

4
=

n

4
。

由于 min((j − i), (2n − j + i)) ≤ n，Q ≤ n
∑

1≤i≤j≤2n

min((j − i), (2n − j + i))xixj ≤ n2

4
，且取

x1 = xn+1 =
1

2
，其他为零时可取到最大值。

13. 类似 3.1 节习题 5(6) 可知 A 的 k 阶顺序主子式为
1

k

k−1∏
i=1

(
1

i
− 1

i+ 1

)
=

1

(k!)2
> 0，由 7.2 节定理

7.4-8 知其正定。

考察 A 正交相似后的对角阵 (不妨设特征值从大到小排列)，由于正定，其所有特征值均正，此对角
阵即为奇异值的形式，因此由 6.3 节例 6.7-3 与例 7.11 知 ||A|| = σ1(A) = λ1(A) = max

x∈Rn×1

RA(x)。

xTAx =
n∑

k=1

xk

k

(
k−1∑
i=1

2xi + xk

)
，只需证明 xi 不全为 0 时其小于 4

n∑
k=1

x2
k。设 S0 = 0, Sk(k > 0) =

k∑
i=1

xk，即要证

n∑
k=1

S2
k − S2

k−1

k
< 4

n∑
k=1

(Sk − Sk−1)
2，至此交叉项只剩下了相邻项，可归纳配方解决。

14. (暂缺)

第八章 线性空间

§8.1 基本概念

1. (1) 若有 01, 02 为零向量，则 01 = 01 + 02 = 02。

(2) 若有 β1, β2 为 −α，β1 = β1 + (α+ β2) = (β1 + α) + β2 = β2。

(3) λ0 = λ(0 + 0) = λ0 + λ0, 0α = (0 + 0)α = 0α+ 0α，消去知成立。

(4) 若 λ ̸= 0, λα = 0，则 α =
1

λ
λα = 0。

2. (1) 是。

(2) 不是，不存在零向量。

(3) 是。

(4) 不是，不满足加法封闭性。

(5) 是。

(6) 不是，不存在零向量。
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3. (1) 否，U 不是 V 的子集。

(2) 是。

(3) 否，函数定义域不同。

(4) 是。

(5) 不是，不满足数乘封闭性。

(6) 不是，不满足加法封闭性 (6.2 节习题 7(2))。

4. Fm×n 上的矩阵到 Fmn 上的向量可按分量作映射 aij → x(n−1)i+j，此映射即为同构.

5. 由同构可逆，不妨设 m > n，考虑 Fm 中只有第 i个分量为 1，其他为 0的 m个向量，映射到 Fn 后，

由于 n < m，必然存在某个的像可以由其他的像用加法与数乘表出，与其在 Fm 中不可被表出矛盾。

6. 为子空间直接验证即可。

F[x] 到 V1 的同构为 f(x) → f(x2)，F[x] 到 V2 的同构为 f(x) → (x− 1)(f(x− 1)− f(0)) + f(0)。

§8.2 线性相关

1. 由定义与定理 8.4 直接验证即可。

2. (1) 线性无关。

(2) 线性无关。

(3) n ≥ 3 时线性相关。注意到 xt + xt−1(1− x) = xt−1。

(4)线性无关。利用定义，问题转化为


1 a0 · · · an0

1 a1 · · · an1
...

...
. . .

...

1 an · · · ann




λ0

λ1

...

λn

是否存在非零解。利用 3.2节例 3.8

知此矩阵可逆，再由 2.4 节定理 2.9 知不存在非零解，因此线性无关。

3. (1) 线性无关。

若存在 λi 使
m∑

k=1

λk sin(nkx) = 0，求两次导知
m∑

k=1

λkn
2
k sin(nkx) = 0，类似可知

m∑
k=1

λkn
2t
k sin(nkx) =

0, t ∈ N∗，有这些式子类似习题 2(4) 可推出 λi sin(nix) 全为 0，因此 λi 全为 0，即为线性无关。

(2) 线性无关。类似 (1) 可证明。

(3) 线性相关。sin(2x) cos(2x) = sin(x) cos(3x) + sin(x) cos(x)。

(4) 线性相关。sin3(x) cos(x) = sin(x) cos(x)− sin(x) cos3(x)。

4. 利用 3.4 节习题 1 说明即可。

5. Fn(x) = Span(1, x, . . . , xn−1)，利用定理 8.8 反证知结论。

6. 取每个分量为 1，其余为 0 的一组 mn 个向量可生成 Fm×n，利用定理 8.8 反证知结论。

7. 反证。若线性相关，中定义 8.5 取下标最大的非零 λi，即有 αi 可由 α1, . . . , αi−1 线性表出。

8. (1) 错误。αk(k < n) = ek, αn = en−1 即矛盾。

(2) 正确。在 S2 中增添一个 α1 为 S′
2，其与 S1 等价，线性无关，而 S2 ⊂ S′

2，由定理 8.2 线性无关。
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9. (1) 正确。设 S1 ⊂ Span(S)，由线性相关知可取 S 中向量个数小于 n，而 S2 ⊂ Span(S1) ⊂ Span(S)，
利用定理 8.8 反证知结论。

(2) n 为奇数时正确，为偶数时错误。令 S =
n−1∑
i=1

(−1)i(αi + αi+1) + (−1)n(αn + α1) = 0，n 为偶数

时 S = 0，因此必然线性相关。n 为奇数时，S = −2α1，类似构造后可由 S2 表出 S1，由定理 8.6 知
S1, S2 等价，因此结论正确。123,

10. 当：证明逆否命题，若其线性相关，利用行变换可变换出一行 0，因此此方阵必然不可逆，由此得证。

仅当：设此方阵的行列式为 g(x1, . . . , xn)。由向量组线性无关，此函数不恒为 0(在定义域上恒为 0
的函数只有零函数)，因此可取合适的 x1, . . . , xn 使其不为 0，由此得证。

§8.3 向量组的秩

1. (1) 234,123 (2) 除 2345 外的四元组

2. (1) 任意三元组 (2) 除 145 外的三元组

3. (1) 任意三元组 (2) 任意四元组

4. (1) 先证 rank(S) = rank Span(S)。设 S 的极大线性无关组为 T，则 S ⊂ Span(T ) ⇒ Span(S) ⊂
Span(T )，利用定理 8.9 知结论成立。因此，rank(S1) = rank Span(S1) = rank Span(S2) = rank(S2)。

(2) 设 S1 的极大线性无关组为 T，构造可知 Span(S1) = Span(T )。利用定理 8.10 与数量计算可知
T 亦为 S2 的极大线性无关组，因此 Span(S2) = Span(T ) = Span(S1)。

(3) S1 = {e1, e2, . . . , en, . . . }, S2 = {e2, . . . , en, . . . }

5. 设 α1, . . . , αn 的极大线性无关组为 T，由定理 8.9，设 α1, . . . , αm 的极大线性无关组为 T0，则有

T0 ⊂ T ∪ {αn+1, . . . , αm}，由此 |T0| − |T | ≤ m− n，由秩定义即为题目结论。

6. (1) 接例 8.13 继续，此时 T2 可由 T1 线性表出，且 |T2| = |T1|，由定理 8.9，T2 是 Span(T1) 的极大

线性无关组，因此 T1 可由 T2 线性表出，即存在对应的 X。

(2) 由 (1) 知 A,AB 的列向量组等价。同时行变换不改变列的相对关系，因此行变换后仍可以用相同

的方式将 Y A, Y AB 的列向量组互相表出，由此得证。

7. 与习题 6 相同，取那题的 A,B, Y 为 Ak−1, A,A 即可。

8. 设 A 的列向量组 S1 的极大线性无关组为 T，记 (A,B) 的列向量组 S2，由习题 4(2) 过程可知 T 亦

为 S2 的极大线性无关组，因此 B 的列向量组可由 T 线性表出。由 T ⊂ S1 知 B 的列向量组可由 A

的列向量组线性表出，即存在对应的 X。

9. 必要：类似习题 8 考虑行向量组可知存在 Y 使 (C,D) = Y (A,B)，再由习题 8 结论知存在 X 使

B = AX，由此得结论。

充分：与 4.2 节例 4.6 相同说明。

10. 设 A,B 的列向量组为 SA, SB，极大线性无关组为 TA, TB，A±B 的列向量组为 SA±B。由于 SA±B ⊂
Span(TA, TB)，由定理 8.9知 rank(SA±B, SA, SB) ≤ rank(TA, TB) ≤ rank(A)+rank(B)，因此 rank(A±
B) ≤ rank(A) + rank(B)。右侧不等号取加号，左侧不等号取减号并代换即可。
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§8.4 基与坐标

1. (1) 基为 e1 − en, e2 − en, . . . , en−1 − en，维数 n− 1，(a1, . . . , an) 坐标为 (a1, . . . , an−1)。

(2) 基为一切 eij , i ≤ j，维数
n(n+ 1)

2
，坐标直接确定即可。

(3) 基为一切 eij , i ̸= j 与 e11 − enn, e22 − enn, . . . , en−1,n−1 − enn，维数 n2− 1，坐标类似 (1) 可确定。

(4) 基为 1, (x− 1)2, (x− 1)3, . . . , (x− 1)n−1，维数 n− 1，，类似例 8.17 可知坐标。

(5) 基为一切 eij − eji, i ≤ j，维数
n(n− 1)

2
，坐标直接确定即可。

(6) 基为一切 ekj − ejk, (ekj − ejk)i, k ≤ j，维数 n(n− 1)，坐标直接确定即可。

(7) 基为 x− i, (x− i)2, . . . , (x− i)n−1，维数 n− 1，，类似例 8.17 可知坐标。

(8) 基为 x− i, (x− i)2, . . . , (x− i)n−1, (x− i)i, (x− i)2i, . . . , (x− i)n−1i，维数 2n− 2，类似例 8.17 可
知坐标。

2. (1)


3 3 4

−1 −3 −3

4 4 6



(2)


1 0 1

0 1 1

1 1 1



(3)


1 1 1

0 1 3

0 0 1



(4)


−1 0 0

0
1

2

√
3

2

0 −
√
3

2

1

2


3. 左推右：由基的定义，基可互相线性表出，利用定理 8.13-1 知结论。

右推左；利用 P−1 可将 ai 用 bi 线性表出，因此 bi 包含一组 V 的基，再由数量关系知其即为基。

4. 利用矩阵乘法展开即可。

5. 新坐标 (a, b)则原坐标 (a cos θ− b sin θ, a sin θ+ b cos θ)，因此 f(x cos θ−y sin θ, x sin θ+y cos θ) = 0。

6. 由习题 5 假设有 2(x cos θ− y sin θ)2 + (x cos θ− y sin θ+ x sin θ+ y cos θ)2 = 1，交叉项为 (2(cos θ+
sin θ)(cos θ − sin θ) − 4 cos θ sin θ)xy = 0，化简得 cos 2θ = sin 2θ，取 θ =

π

8
得标准方程为 (2 +

√
2)x2 + (2−

√
2)y2 = 1。

7. 同构。设 R 在 Q 上的基为 at(t ∈ I)，则 C 在 Q 上的基为 at, ati(t ∈ I)，下面说明 |I| = |R|。

令 {qn} 为所有有理数的某个排列，Ar =
∑
qn<r

1

n!
，且 A = {Ar|r ∈ R}。由定义 0 < Ar < e，且

|A| = |R|，下证 A 在 Q 上线性无关。

由于有理数稠密性，Ar = As ⇔ r = s。若线性相关，设 α1Ar1+· · ·+αkArk = 0, αi ∈ Q, r1 > · · · > rk，

同乘可以使 αi ∈ Z。由有理数稠密性，可以取任意大的 n 使 r1 > qn > r2。等式两边同乘 n!，可

得 z =
k∑

i=1

αi

∑
qm<ri,m>n

n!

m!
, z ∈ Z，又由于 r1 > qn > r2 类似证明 e 是无理数那样，取足够大的 n
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可以使
k∑

i=1

|ai|
∑
m>n

n!

m!
任意小，由此可得得

k∑
i=1

αi

∑
qm<r,m>n

n!

m!
只能为 0。计算可知 z = 0 等价于

α1 = −
k∑

i=1

αi

∑
qm<ri,m<n

n!

m!
。右侧必为 n 的倍数，取 n > |α1| 知 α1 = 0，同理可得 αi = 0，与线性

相关矛盾。

由此，利用 8.3 节定理 8.10 可知 A ⊂ I ⊂ R|，由康托-伯恩斯坦定理知 |I| = |R|。

利用定理 8.12 知只需说明两组基等势，由 |I| = |R|，C 基数为 |R| + |R| = |R × (0, 1)|，构造

(a, 0) → arctan a, (a, 1) →


a+

π

2
a > 0, a /∈ Z

a− π

2
a < 0

a+
π

2
+ 1 a ∈ N

，即成立。

8. 不同构。反证，R[x] 的基为 1, x, x2, . . .，若其可以与 R[[x]] 的基作一一映射，不妨设这组基为 t1 =
∞∑

n=0

a1nx
n, t2 =

∞∑
n=0

a2nx
n, . . .，利用方程知识知，任取 b1，可取 b2 使 b1 + b2x 不能用 t1 前两项表出，

因此 b1 + b2x 为前两项的幂级数不可由 t1 表出；接着可取 b3 使 b1 + b2x + b3x
2 不能用 t1, t2 前三

项表出，由此归纳构造可构造出
∞∑

n=0

bnx
n，其前 n + 1 项不可由 t1 到 tn 前 n 项表出，因此其不可

由 t1 到 tn 表出对任意 n 成立，与其可以被有限表出矛盾 (此即说明 R[[x]] 的基不为可数)。

9. 设 M 为线性空间，且其中所有矩阵的秩最大值为 p，只需证明 dim(M) ≤ pn 即可。

由于对可逆阵 P,Q，M 中所有矩阵左乘 P，右乘 Q 后相当于所有基对应相乘，空间维数不变，因

此不妨左右乘合适的 P,Q 使 Y =

(
Ip O

O O

)
∈ M。

令 E =

{(
O B

BT A

)
, A ∈ Mn−p×n−p(R), B ∈ Mp×n−p(R)

}
，则 dim(E) = n(n− p)

设 X =

(
O B0

BT
0 A0

)
∈ M ∩ E，由于 Y ∈ M，X + aY ∈ M，即 rank

(
aI B0

BT
0 A0

)
≤ p。行列变换

知 rank
(
aI O

O A0 − a−1BT
0 B0

)
≤ p 对任意 a ̸= 0 成立，故 A0 = BT

0 B0 = O，考察 tr(BT
0 B0) 知

A0 = B0 = O，即 M ∩N = {O}。

由 8.5 节定理 8.15 知 dim(M) + dim(E) = dim(M + E) ≤ n2，因此 dim(M) ≤ pn。

10. 归纳，一阶时成立，若 n − 1 阶时成立，则 n 阶时，类似习题 9 中的讨论，利用 5.2 节习题 10(1)，

可不妨设 V 中全为上三角阵。记 tn =

[
n2

4

]
+ 1，下证 dim(V ) ≤ tn。

若 dim(V ) ≥ tn + 1，取 tn + 1 个线性无关的 V 中矩阵 A1, . . . , Atn+1，将 Ai 的删去首行首列后的

子方阵记为 Mi。分块计算可知，由于 Ai 可交换且为上三角阵，Mi 亦为一组可交换的 n− 1 阶上三

角阵。设 {Mi} 的秩 (此处含义为向量组的秩) 为 k，由归纳假设 k ≤ tn−1，不妨设 M1, . . . ,Mk 为

其极大线性无关组，则 ∀i > k, ∃ni1, . . . , nik,Mi =
k∑

j=1

nijMj，此时记 Bi = Ai −
k∑

j=1

nijAj，则 Bi

只有首行不为 0，且 {Bi} 线性无关 (i = k + 1, k + 2, . . . , tn + 1)。类似地，我们可以得到线性无关
的 Cs+1, . . . , Ctn+1 ∈ V, s ≤ tn−1，且 Ci 只有末列不为 0。由于 Bi, Cj 可交换，考察右上角可知一切

BiCj 的右上角为 0。

令 B 为所有 {Bi}行向量排成的 (tn+1−k)×n矩阵，C 为所有 {Ci}列向量排成的 n×(tn+1−s)矩

阵，利用 8.3节例 8.11知 rank(B) = tn+1−k, rank(C) = tn+1−s，而由一切 BiCj 的右上角为 0可知
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BC = O。利用 4.2节例 4.9，rank(B)+rank(C) ≤ rank(BC)+n，即 n ≥ 2tn+2−s−k ≥ 2tn−2tn−1+2，

分奇偶讨论知矛盾。

由此，原命题成立。

§8.5 交空间与和空间

1. (1) (−17, 7,−16, 0), (6,−6, 3,−5) (2) (10,−2, 3,−6), (4,−9,−8, 10)

2. (1) (0, 1, 1, 0, 1), (0, 1, 2, 0, 0), (1, 0, 2,−1, 0)

(2) (1,−1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 1), (0, 1,−1, 0, 0), (0, 0, 3, 1, 0)

3. (1) 设 f ∈ V1 ∩ V2，则 f =
n∑

k=1

ak sink x =
n∑

k=1

bk cosk x，考虑 sinx 值域知 ∀s ∈ [−1, 1],
n∑

k=1

aks
k =

n∑
k=1

bk(1−s2)k/2，由此 2 ∤ k时 bk = 0，又由常数项为 0，可知交空间的一组基为 cos2k x−cos2 x, k ≥ 2。

和空间的一组基为 cosn x, sin2n+1 x, n ≥ 0。计算知此集合生成空间即为 V1+V2。注意到，sin2n+1 x =

h(cosx) sinx，h 为 2n 次多项式。若 f(cosx)− g(cosx) sinx = 0，f, g 为多项式，将 sinx 写为 cosx
即可验证出 f = g = 0，由此知线性无关。

(2) 交空间为 0，和空间的基为两集合并集。

利用积化和差可说明

∫ π

−π

cos(nx) sin(mx)dx = 0。若 f =
s∑

i=1

ai sin(mix) =
t∑

i=1

bi cos(nix)，则

f2 =

s∑
i=1

ai sin(mix)
t∑

i=1

bi cos(nix) 在 (−π, π) 上积分为 0，因此只有 f = 0，由此可知和空间基为两

集合并集。

4. 为子空间直接验证即可。类似 2.1 节习题 8(4) 可知 V1 维数为 n，由定义可知 V2 为 V1 中每个矩阵

转置所构成的空间，因此维数为 n，由其形式知其交为 {aI}，维数为 1，由定理 8.15 知和空间维数
2n− 1。

5. 为子空间直接验证即可。

计算可知其交为被 f(x) = x(x− 1)(x+1) 整除的多项式，基为 f(x), xf(x), x2f(x), . . .；其和为被 x

整除的多项式，基为 x, x2, . . .。

6. 证明其逆否命题。设 V1, V2 的基为 {αi}, {βj}，由于不存在包含关系，必然有某个 αs 不可被 {βj} 线
性表出，某个 βk 不可被 {αi} 线性表出。考虑 Span(αs, βk)，其包含于 V1 + V2，若包含于 V1，则 βk

可被表出，矛盾，同理其不包含于 V2，因此原命题得证。

7. (1) V1 ∩W ⊂ V1, V2 ∩W ⊂ V2 ⇒ (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) ⊂ V1 + V2

V1 ∩W ⊂ W,V2 ∩W ⊂ W ⇒ (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) ⊂ W

综合以上两式知成立。

(2) V = R2, V1 = {(a, 0)}, V2 = {(0, a)},W = {(a, a)} ⇒ V1 ∩W = V2 ∩W = 0, (V1 + V2) ∩W = W

(3) 证明第一个等号，第二个类似即可。

设 V1 ∩W 基为 {αi}，V2 ∩W 基为 {βj}，利用 8.3节定理 8.10知可设 V2 的基为 {βj , γk}，反证可知
{γk} ∩W = ∅。左侧即为 Span{αi, βj}，而右侧为 Span{αi, βj , γk} ∩W，由定义可知 {αi, βj} ⊂ W，

再由 {γk} ∩W = ∅ 知右侧即为 Span{αi, βj}，与左侧相同。
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8. (1) V1 ∩ V2 ⊂ V1 ⇒ (V1 ∩ V2) +W ⊂ V1 +W，同理得另一部分，由此成立。

(2) 与习题 7(2) 解答相同构造即可。

(3) 证明第二个等号，第一个类似即可。由于 W = W ∩ (V2 +W )，利用习题 7(3)，

(V1+W )∩(V2+W ) = (W∩(V2+W )+V1)∩(V2+W ) = W∩(V2+W )+V1∩(V2+W ) = V1∩(V2+W )+W

9. 错误。取习题 7(2) 解答中的 V1, V2,W 取为 V1, V2, V3 即为反例。

§8.6 直和与补空间

1. 任意矩阵 A =
A+AT

2
+

A−AT

2
，前者对称后者反对称，且计算知既对称又反对称的实方阵只有 O，

由此得证。

2. 任意多项式 f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
，前者偶后者奇，且计算知既偶又奇的多项式只

有零多项式，由此得证。

3. (1) 由定义可发现，V2 为与 V1 中任何向量内积均为 0 的向量所构成的空间，且包含满足此条件的全
部向量。由于只有零向量与自身内积为 0，V1 ∩ V2 = 0。利用 4.2 节定理 4.8-2 与 8.3 节例 8.11 可知
dim(V1) + dim(V2) = n，由 8.4 节定理 8.15 知 dim(V1 + V2) = n，因此 V1 + V2 = Rn，由定理 8.16
知结论。

(2) 不成立。例如，复数域中取 A =
(
1 i

)
，则 (1, i) ∈ V1 ∩ V2，因此矛盾。

4. 充分性：利用定义 8.14 与定理 8.16 归纳即可.

必要性：反证，利用定理 8.18 得矛盾。

5. 1 推 2：由直和定义知成立。

2 推 4：反证，由线性相关定义，若线性相关，必可取出有限个空间，其中有线性相关的向量，由定
理 8.18 知矛盾。

4 推 3：若基相交，取出相交的基向量则与条件 4 矛盾。由于
⋃
i∈I

Si 可生成
∑
i∈I

Vi，只需证明其线性

无关。若否，存在不全为 0的 λij，使 λ11s11+ · · ·+λ1k1
s1k1

+λ21s21+ · · ·+λ2k2
s2k2

+ · · ·+λn1sn1+

· · ·+ λnkn
snkn

= 0，其中 sij ∈ Si，则取 αi = λi1si1 + · · ·+ λiki
siki
，即与条件 4 矛盾。

3 推 1：取出条件 3 中取出的基对应
∑
i∈I

Vi 的坐标，由坐标为唯一表示可知此和为直和。

6. 类似 8.4 节例 8.17 知满足 f(1) = 0 的多项式可唯一写为 (x− 1)
n∑

k=0

ak(x+ 1)k = (x− 1)
n∑

k=1

ak(x+

1)k + a0(x− 1)，因此补空间为 x− 1 生成的空间。

7. 与习题 1 类似得补空间为一切反对称方阵，类似 8.5 节习题 1(6) 知补空间维数为 n(n− 1)。

8. 与习题 1 类似得补空间为一切反对称方阵，类似 8.5 节习题 1(5) 知补空间维数为 n(n− 1)

2
。

9. 利用习题 3 证明过程中的结论，可发现
⋂
i∈I

Vi 中的向量与任何 Ui 中的向量内积为 0，因此与
∑
i∈I

Ui

中的任何向量内积为 0。反之，与
∑
i∈I

Ui 中的任何向量内积为 0 的向量必须与每个 Ui 中的向量内积

均为 0，因此属于
⋂
i∈I

Vi。由此，构造 A 使得 A 的行向量组生成
⋂
i∈I

Vi(注意到 A 的行向量组生成的

子空间可以为任意 Rn 的子空间)，则 Ax = 0 的解空间即为
∑
i∈I

Ui，因此两空间互补，结论成立。

10. 未必，如 V = R2, V1 = {(a, 0)}, V2 = {(0, a)}, U1 = U2 = {(a, a)} 即为反例。
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§8.7 直积与商空间

1. 构成线性空间验证即可。将每个 f(x) 映射至对 ∀i ∈ I 下的坐标分量为 f(i)，即为同构映射。

2. (1) 由于子空间的和仍为子空间，只需说明对 Vi 的子空间 Ti，T1 × T2 是 V1 × V2 的子空间。直接验

证为子集与封闭性即可。

(2) 错误，右侧两者之交为 0 × V2，V2 不为 0 时不为直和。

若将所有直和改为和则正确：左侧的每个元素可写为 (u + w, v)，其中 u, v, w 分别取遍 U1, V2,W1，

右侧即为 (u, v1) + (w, v2)，直接计算可发现左右相等。

3. 设 U ∩ W 对 U 的补空间为 A，由定理 8.22，只需证明 W ⊕ A = U + W。由定义 W 与 A 交为

0。另一方面，设 U ∩W 的基为 {αi}，利用 8.3 节定理 8.10 知可设 U 的基为 {αi, βj}，W 的基为

{αi, γk}，而 A 的基为 {βj}，因此 W +A = Span{αi, γk, βj} = U +W，由 8.6 节定理 8.16 知结论
成立。

4. 取出 V 的基，则与这组基内积全为 0 的向量构成线性空间 U，类似 8.6 节习题 3 得 U 为 V 的补空

间，维数为 n− r，取 U 的基作为 A 的行向量，类似计算验证知成立。

5. 利用 8.6 节习题 3，构造 a+W → a, a ∈ U，由直和可知 a 取遍 U 中元素后一切 a+W 即为 Fn/W，

验证其为同构即可。

6. 为子空间直接验证即可。

由于 V = {(xi)i∈I | xi ∈ Vi},W = {(xi)i∈I | xi ∈ Wi}，将 (xi)i ∈ I 商 W 后的等价类映射至每个 xi

商 Wi 后的等价类，验证可知定义合理 (同一等价类中相差 W 中元素，各分量相差 Wi 中元素)，再
类似验证单射、满射、保加法、乘法可知为同构。

7. 利用例 8.25，取 Vi = {axi, a ∈ R},Wi = 0, i ∈ N 即可。

第九章 线性变换

§9.1 基本概念

1. (1) A(0) = A(0 + 0) = A(0) +A(0) ⇒ A(0) = 0

(2) 由定义展开即得结果。

(3) 利用 (1) 与 (2) 得结论。

(4) 利用 (1) 与 (2) 得结论。

(5) Aα = Aβ, α ̸= β ⇔ A(α− β) = 0

(6) 利用 (2) 即可知结论。

2. (1) 是。

(2) 是。

(3) 是。

(4) 不是。I → I，但 iI → −iI ̸= iI。

(5) 是。

(6) 不是。I → I，但 2I → 1

2
I ̸= 2I。

(7) 是。
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(8) 不是。1 + x ⇒ (1 + x)2 ̸= 1 + x2。

(9) 是。

(10) 是由。
∫ +∞

−∞
e−(x+t)2p(t2)dt =

∫ +∞

−∞
e−t2p((t− x)2)d(t− x) =

∫ +∞

−∞
e−t2p((t− x)2)dt 可验证。

3. 是线性映射、单射。不是满射，因此不为双射，不可逆。

4. 1 推 2：由定理 9.1 直接得结果。

2 推 1：利用定理 9.2，考虑线性映射：将 {αi} 的极大线性无关组映射到对应的 βi，将此无关组扩充

为 U 的一组基，并将这组基中剩下的元素映射到 0。验证可知此线性映射即符合要求。

5. (1)
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(2) 利用 2.1 节习题 6(6) 的结果，注意到两题对应的转轴相同，取出的 α, β, γ 相同，直接得到包含

θ 的结果。

(3)


2

3
−1

3
−1

3

−1

3

2

3
−1

3

−1

3
−1

3

2

3



(4)


1

3
−2

3
−2

3

−2

3

1

3
−2

3

−2

3
−2

3

1

3



(5)


a11 0 0 a11

a12 0 0 a12

a21 0 0 a21

a22 0 0 a22



(6) 利用 2.2 节习题 9 可知结果为 P ⊗QT，即


p11q11 p11q21 p12q11 p12q21

p11q12 p11q22 p12q12 p12q22

p21q11 p21q21 p22q11 p22q21

p21q12 p21q22 p22q12 p22q22



(7)


p11q11 p12q11 p11q21 p12q21

p11q12 p12q12 p11q22 p12q22

p21q11 p22q11 p21q21 p22q21

p21q12 p22q12 p21q22 p22q22



(8)


0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0



(9)


1 1 0 0

0 1 2 0

0 0 1 3

0 0 0 1


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(10)


0 0 1 0

0 0 0 2

−1 0 0 0

0 −2 0 0


6. * 设 βi =

n∑
k=1

akαk，则 ak →
n∑

k=1

akαk，而 βi =
n∑

k=1

akαk →
n∑

k=1

akβk，由此 α, β 表示下矩阵相同。

(1)


1 0 −1

0 1 0

0 1 1

 ,


2 1 1

1 1 1

−1 −1 0

 ,


2 1 1

1 1 1

−1 −1 0



(2)


0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,


0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,


0 1 1

1 0 1

1 1 0


7. * 记 Eij 为只有第 i 行第 j 列为 1，其他为 0 的方阵，ei 为只有第 i 个分量为 1，其他为 0 的向量。

(1) AEij = AEji，因此 A(Eij −Eji) = O，由 8.4 节习题 1(5) 知 A 需满足将反对称方阵映射为 O。

(2) AEij = (AEji)
T，因此 A(Eij +Eji) = (AEji)

T +AEji，类似 8.4 节习题 1(5) 知 A 需满足将对
称阵映射为对称阵。

(3) 由于 A(Ei1E1j) − A(E1jEi1) = AEij = O, i ̸= j，且 A(EijEji) − A(EjiEij) = A(Eii − Ejj) =

O, i ̸= j，可推知 AX 恒为 O。

(4) 若 AX 恒为 O 显然满足要求，下面设 A 不恒为 O。

引理：rank(X) ≤ rank(Y ) ⇒ ∃P,Q,X = PY Q。不妨只考虑相抵标准型，由

(
Ir O

O O

)(
Is O

O O

)
=(

It O

O O

)
, t = min(r, s) 可构造出合适的 P,Q。

第一步：AX = O ⇔ X = O。AX = O ⇒ A(PXQ) = O，P,Q 为任意方阵。由引理可知一切秩小

于等于 X 的矩阵均被映射至 O。若 X 的秩至少为 1，可知 AEij = O 对一切 Eij 成立，由此 AX

恒为 O，矛盾，因此只能 X = O。

第二步：A 是双射，AI = I。若 A 的像空间的维数不足 n2，AEij , 1 ≤ i, j ≤ n 必然线性相关，因

此存在非零 X 使 AX = O，矛盾。由此可知 A 是满射。利用定理 9.1-5 知 A 是单射，由此其是双
射。设 AX = I，则 A(XI) = AXAI，化简即为 AI = I。

第三步：记 Aij = AEij，则 rank(Aij) = 1。由于 I = A(P−1P ) = AP−1AP，可知可逆阵的像仍然

可逆。由此，若 rank(AX) = r，则 rank(A(PXQ)) = rank(APAXAQ) ≤ r。若 P,Q 可逆，则等号

成立。由引理，rank(X) < rank(Y ) ⇒ rank(AX) ≤ rank(AY )，且秩相同的矩阵的像仍然秩相同。由

此，若某个 rank(Aij) ̸= 1，由其不为 O 知大于 1，则所有非零矩阵的像的秩均大于 1，与双射矛盾。

第四步：存在可逆阵 P 使 Aii = P−1EiiP, i = 1, . . . , n。由于 rank(Aii) = 1，利用 4.1 节习题 4 可设
Aii = αiβ

T
i ，其中 αi, βi 为 n 维列向量。令 Q =

(
α1 · · · αn

)
, P =

(
β1 · · · βn

)T
，计算知使

Aii = QEiiP，只需证明 PQ = I。由于 E2
ii = Eii，可知 A2

ii = αiβ
T
i αiβ

T
i = (βT

i αi)αiβ
T
i = Aii = αiβ

T
i ，

由于 Aii ̸= O，βT
i αi = 1。而由于 EiiEjj = O, i ̸= j，类似有 (βT

i αj)αiβ
T
j = O，由秩可知 αi, βj 均

不为 0，因此 αiβ
T
j ̸= O，βT

i αj = 0。由于 PQ 的第 i 行第 j 列为 βT
i αj，由此即得证。

第五步：上一步中构造的 P 使 AX = P−1BXP，其中 B 将 Eij 映射为其倍数。由于只需要说明基

的情况，需证 Aij = cP−1EijP，不失一般性，说明 A12 = cP−1E12P。设 PA12P
−1 = B = αβT，由

于 E11E12 = E12，计算得 E11B = B，也即 (eT1 α)e1βT = αβT。由 β ̸= 0 可知 (eT1 α)e1 = α，再由
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α ̸= 0 可推出只能 α 为 e1 倍数；再由 E12E22 = E12，类似可证 β 为 e2 倍数，因此 B = cE12，由

此得证。

第六步：存在可逆对角阵 Q使上一步中的 BX = Q−1XQ。由假设知 BEii = Eii，且计算得 B(XY ) =

BXBY。设 BEij = bijEij，下面证明取 Q = diag(1, b12, . . . , b1n)即可。由于 (Eij +Eji)
2 = Eii+Ejj，

代入计算可发现 bijbji = 1；又由于 Ei1E1j = Eij，可算得 bi1b1j = bij。由此可知 bij =
b1j
b1i
，代入计

算知 Q 符合要求。

综合第五步第六步的结果，取 R = QP，可知 AX = R−1XR，再验证充分性可知其为充要条件。

(5) 验证知将 (4) 中所有的解复合转置变换即得 (5) 的所有解。

§9.2 线性映射的运算

1. 定理 9.4：验证双射、保加法、数乘即可。

定理 9.5：利用线性映射矩阵表示的定义，类似 2.1 节例 2.3 验证即可。

2. ek →

ej k = i

0 k ̸= i
，i, j 分别取遍 1 到 m，1 到 n，即为一组基。设 ek 的像为

n∑
t=1

aktet，按 i 先 j 后

的顺序，坐标即为 (a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn)。

3. 利用矩阵表示，设 A,B 的矩阵表示为 A,B，恒等变换的矩阵表示为 I。由于 CharF ∤ n，利用定理
2.2-6 可知 tr(AB −BA) = 0 ̸= n = tr(I)，由此即得证。

4. 利用 2.2节习题 9，可知此线性映射可矩阵表示为 P ⊗QT，因此问题变为此矩阵何时存在逆/左逆/右
逆，类似 2.4 节习题 9、3.3 节习题 8 考虑行列变换，再还原为线性变换，可得此题的结论。

(1) P 有左逆 P0，Q 有右逆 Q0 时，A 有左逆 X → P0XQ0，所有左逆即为 P0, Q0 分别取遍 P 的

左逆与 Q 的右逆。

(2) P 有右逆 P0，Q 有左逆 Q0 时，A 有右逆 X → P0XQ0，所有右逆即为 P0, Q0 分别取遍 P 的

右逆与 Q 的左逆。

(3) P,Q 可逆时，A 有逆 X → P−1XQ−1。

5. (1) 当 a = ±b 时，A 的像均为对称/反对称阵，因此其不为满射，不可逆。

其他情况，构造变换 X → − b

a2 − b2
X +

a

a2 − b2
XT，验证可发现其即为 A−1。

(2) 若 b = 0，最小多项式为 x− a；若 b ̸= 0，最小多项式不为一次，计算可验证 (A− aI)2 = b2I，
因此最小多项式为 x2 − 2ax+ a2 − b2。

6. (1) 法一：由于 dimL(V ) = n2，I, A, . . . , An2

必然线性相关，由此存在所求多项式。

法二：考虑其矩阵表示，矩阵的最小多项式即为所求的 p。

(2) 单射推可逆：考虑 V 的一组基。若这组基的像线性相关，则存在某个非零元素的像为 0，与单射
矛盾。由 8.3 节定理 8.10,8.11 可知这组基的像亦为空间的一组基，由此即知可逆。

满射推可逆：考虑 V 的一组基。若这组基的像线性相关，则像空间的维数低于 V 的维数，与满射矛

盾。由 8.3 节定理 8.10,8.11 可知这组基的像亦为空间的一组基，由此即知可逆。

(3) 未必成立。

考虑例 9.1 中的微分变换，若其存在化零多项式，则意味着 ∀f, anf (n) + · · ·+ a1f
′ + a0f = 0，ai 不

全为 0。取次数超过 n 的多项式，考虑最高次项即矛盾。

微分变换为满射，但不可逆；f(x) → xf(x) 为单射，但不可逆。
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7. (1) 线性变换直接验证即可，其逆为 f(x) → f(x− 1)，因此可逆。

(2) 计算可知第 i 行第 j 列为 Ci−1
j−1(约定 C0

0 = 1，a > b 时 Ca
b = 0)。

(3) 考虑 f(x+ t) 在 x 处泰勒展开为
∞∑

n=0

f (n)(x)

n!
tn，由题设，n 阶及以上导数均为 0，取 t = 1 即得

结论。

8. (1) D ◦ S = I，S ◦ D 为 f(x) → f(x)− f(0)。由此 D 为 S 左逆，S 为 D 右逆，而 D 不为单射，S
不为满射，因此均不可逆，另一侧逆不存在。

(2) (xf(x))′ − xf ′(x) = f(x)，由此得证。

(3) 归纳构造。设 deg(f) = n。A◦D(1) = A(0) = 0，因此 D ◦A(1) = 0，即 A(1) 为常数，记为 an。

当 A(1),A(x), . . . ,A(xk−1) 已确定，类似可发现 A(xk)− kS ◦ A(xk−1) 为常数，令其为
an−k

k!
。

由于对 n 次多项式 f，只需确定 n+ 1 个像，最后一项即为
a0
n!
，利用 D ◦ S = I 计算验证可知此时

A 即为题目条件所述形式。

(4) 由于从 1 出发可通过 p(S) 成为任何多项式，可设 A(1) = p(S)(1)。由于 A(xn) = S ◦A(nxn−1)，

此时 A 已唯一确定，计算验证可知 A 满足题设。

§9.3 对偶空间

1. 由定义 α∗
k

(
n∑

i=1

αixi

)
= xk，即

n∑
j=1

bkj

n∑
i=1

αijxj = xk。取 xt = 1，其他为 0知
n∑

j=1

bkjatj =

1 t = j

0 t ̸= j
，

由此考虑 BAT 的各分量即得证。

2. (1) 设 S∗ 元素为 α∗
i，由例 9.8 得 α∗

i : f(x) → f (0)(1)

(i− 1)!
，由定义 9.7 得 σ =

(
1,

1

2
, . . . ,

1

n

)
。

(2)设 T ∗ 元素为 β∗
i，由例 9.8得 β∗

i : f(x) → f (i−1)(1)

(i− 1)!
，由定义 9.7得 σ =

(
1,−1

2
, . . . , (−1)n−1 1

n

)
。

3. 考虑 f(x) → f ′(0)。若存在
t∑

i=1

aif(bi) = f ′(0) 对任意多项式成立，考虑零次项可知
t∑

i=1

aisi = 0 对

任意 si 成立，于是只能 ai 全为 0，矛盾。

4. 设基分别为 si, ti, s
∗
i , t

∗
i，设 tj =

n∑
i=1

pijsi, sj =
n∑

i=1

qijti, P = (pij), Q = (qij)，由 8.4 节定理 8.13-1

知 Q = P−1，且 t∗j =
n∑

i=1

t∗j (si)s
∗
i =

n∑
i=1

t∗j

(
n∑

k=1

qkitk

)
s∗i。由定义可知 t∗j

(
n∑

k=1

qkitk

)
=qji，因此

t∗j =
n∑

i=1

qjis
∗
i，由此利用定义可知所求过渡矩阵为 P−T。

5. (1)验证线性性可知 fα ∈ V ∗∗，设 V 维数为 n，由定义可知矩阵表示为
(
s∗1(α) s∗2(α) · · · s∗n(α)

)
。

(2) 直接验证可知 τ 为线性映射。设 α 在 S 表示下的坐标为 (α1, . . . , αn)，则 (1) 中的矩阵表示可以
化为

(
α1 · · · αn

)
，由此可证明其是同构。

6. (1) 为子空间直接验证即可。由 f 的线性性可验证 f(x) = 0, x ∈ S ⇒ f(x) = 0, x ∈ Span(S)，而由
于 S ⊂ Span(S)，f(x) = 0, x ∈ Span(S) ⇒ f(x) = 0, x ∈ S，由此可知 Ann(S) = Ann(Span(S))。

(2) 设 S 的极大线性无关组为 s1, . . . , sk，扩充为 V 的基为 s1, . . . , sn。由于 f(si) = 0, i ≤ k，可直

接验证 Ann(S) 的一组基为 fi(sj) =

1 i = j

0 i ̸= j
, i = k + 1, . . . , n，由此知 dimAnn(S) = n − k =

dim(V )− rank(S)。
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(3) f ∈ Ann(V1 ∩ V2) ⇔ f(x) = 0, x ∈ V1 ∩ V2，类似 (2) 的过程，考虑基可知此即等价于 f ∈
Span(Ann(V1),Ann(V2))，即 f ∈ Ann(V1) +Ann(V2)。

f ∈ Ann(V1+V2) ⇔ f(x) = 0, x ∈ V1+V2 ⇔ f(x) = 0, x ∈ Span(V1∪V2) ⇔ f(x) = 0, x ∈ V1∪V2 ⇔
f(x) = 0, x ∈ V1 且 f(x) = 0, x ∈ V2 ⇔ f ∈ Ann(V1) ∩Ann(V2)

(4)由 (3)，Ann(V1)+Ann(V2) = Ann(V1∩V2) = Ann(0) = V ∗,Ann(V1)∩Ann(V2) = Ann(V1+V2) =

Ann(V ) = 0，由此得证。

§9.4 核空间与像空间

1. X =

(
a b

c d

)
⇒ AX +XA =

(
2a+ b− c −a− d

a+ d b− c− 2d

)
，KerA 的一组基为 {

(
0 1

1 0

)
,

(
1 −2

0 −1

)
}，

ImA 的一组基为 {

(
1 0

0 1

)
,

(
2 −1

1 0

)
}。

2. KerA 为全体反对称方阵，ImA 为全体对称方阵，类似 8.4 节习题 1(5) 可知基。

3. 由 8.7 节定理 8.23，考虑 (U1 ∩ W )/(U2 ∩ W ) 到 U1/U2 的映射 π : a + U2 ∩ W → a + U2。由于

a+U2 ̸= b+U2 ⇒ a− b /∈ U2 ⇒ a− b /∈ U2 ∩W ⇒ a+U2 ∩W ̸= b+U2 ∩W，因此同一个元素的像

唯一，此映射定义合理。

而若 a /∈ U2 ∩W，由 a ∈ U1 ∩W 知 a /∈ U2，因此 a+ U2 ̸= U2，也即 Kerπ = {0}，此映射为单射，
由此知维数关系。

若等号成立，则意味着此映射为满射，利用定理 8.22设 U2对 U1一个补空间为 U3，若 ∃a ∈ U3, a /∈ W，

取此 a+ U2 即无原象，反之，若 U3 ⊂ W，可发现此即为满射，因此充要条件为 U3 ⊂ W，进一步

由题目条件可写为 AU1 = AU2。

4. (1) Ax = 0 ⇒ BAx = B0 = 0，由此知 Ker 的关系；B(Ax) = By，由此知 Im 的关系。

(2) 由条件，若 x = Ay,Bx = 0，则只有 x = 0，因此限制在 ImA 上的 B 为单射。由此存在限制在
ImBA 上的 C(可验证其为线性映射) 使得 ∀x ∈ ImA, CBx = Bx，令 x = Ay 可发现其已经满足题目

条件，再将 ImBA 的一个补空间全部映射到 0 即可。

(3) 对 V 的一组基 {ci}，由条件可设 BAti = Bci，则令 Cci = ti。利用线性性可验证对 V 中的元素

均有 BACc = Bc，由此知构造出的 C 符合要求。

5. (1) 取 KerA 的补空间 V，由 8.7 节定理 8.20 与定理 9.1 可知 V 与 ImA 同构，令 B 限制在 ImA
上为到 V 的同构映射，再将 ImA 的一个补空间全部映射到 0，计算验证知成立。

(2) * 结论应该为 A 为双射或零映射 (即像恒为 0)

右推左：A 为双射时，AB = ABAA−1 = AA−1 = I，由此得 B 只能为 A−1。

A 为零映射时，Bx = B(ABx) = 0，由此唯一。

左推右：先证明引理，U 为 V 子空间，其补空间唯一当且仅当 U = {0} 或 U = V。直接验证知当

成立，对于仅当，若 U 两者均非，取 U 的某个补空间，从中取出一组基，由选择公理取出一个基 s，

再用选择公理取出 U 的一个基 t，则将 s 替换为 s+ t 即获得了与原本不同的补空间。

利用引理，在 5(1) 的构造中，可发现只要取的补空间不同，构造出的 B 即不同。由此，若 B 唯一，
只能 KerA, ImA 均为 {0} 或全空间，分类讨论即得 A 为双射或零映射。

6. (1) 设 x ∈ KerA ∩ ImB，则 x = By = BA(By) = B0 = 0，由此 KerA ∩ ImB = {0}。



第九章 线性变换 77

若 KerA ⊕ ImB ̸= U，由定义知存在 a ∈ U 使 a + KerA 均不在 ImB 中，由此不存在 x 使

A(Bx− a) = 0，与 A(BAa− a) = 0 矛盾。

同理可说明第二个式子。

(2) 设 x = Bt ∈ ImB，代入 BABt = Bt 知 BAx = x，同理 y ∈ ImA 可推出 ABy = A，分别限制
在像空间中可知互为逆映射。

7. 设 U3 = KerA∩KerB，U3 对 U 的一个补空间为 U0，A,B 限制在 U0 上为 A′,B′，U2 = KerA′, U1 =

KerB′，接下来验证这样的 U1, U2, U3 即符合要求。

KerA = U2 ⊕ U3：由 U2 ∈ U0, U0 ∩ U3 = {0} 知 U2 ∩ U3 = {0}，将 KerA 中的元素拆分为
a1 + a2, a1 ∈ U3, a2 ∈ U0 可发现 A′a2 = 0，由此知成立。同理有 KerB = U1 ⊕ U3。

U1+U2+U3是直和：定义可算出KerA′∩KerB′ = {0}，即 U1+U2是直和。再由 U3+(U1⊕U2) = U3+U0

是直和，利用 8.6 节习题 4 可知结论。

U0 = U1 + U2：计算知 KerA ∩ KerB ⊂ Ker(A + B)，由此拆分可发现 ImA = ImA′, ImB =

ImB′, Im(A+ B) = Im(A′ + B′)，因此 A′,B′ 也满足条件式。任取 c ∈ U0, 考虑 Ac ∈ ImA⊕ ImB，
由条件 Ac = (A+ B)t，因此 A(c− t) = Bt，由 ImA+ ImB 是直和知只能 A(c− t) = Bt = 0，由
此 t ∈ KerB, c− t ∈ KerA ⇒ c = (c− t) + t ∈ U1 + U2，原命题得证。

U = U1 ⊕ U2 ⊕ U3：结合以上两条即可推出。

A 的限制映射可逆：利用 KerA = U2 ⊕ U3 可知 U = KerA⊕ U1，由例 9.14 得结论。

8. (1) 右推左：x = At ⇒ x = B(At) ∈ ImB，同理有另一边包含，由此知 ImA = ImB。

左推右：由例 9.15，A在 ImA上为恒等映射，Bx ∈ ImB = ImA ⇒ A(Bx) = Bx，同理可证另一边。

(2) 右推左：Ax = 0 ⇒ Bx = BAx = B0 = 0，同理有另一边包含，由此知 KerA = KerB。

左推右：利用例 9.15，任意 V 中元素，设其为 u+v, u ∈ ImA, v ∈ KerA = KerB，BA(u+v) = BAu，

由 A 在 ImA 上为恒等映射知此即为 Bu = B(u+ v)，同理可证另一边。

(3) 右推左：rankA = rank(AC) = rank(CB) = rankB。

左推右：考虑对应的矩阵表示，由于 A2 = A，其相似标准型亦满足此性质，可发现只能为 0 与 1 构
成的对角阵，再由秩相同知 A,B 相似标准型相同，因此存在可逆阵 C 使 C−1AC = B，将 C 对应

为线性变换即为所求。

9. (1) 左推右：考虑基可知 ImA 包含 KerA 的一个补空间，由例 9.14 可知其为满射。

右推左：若有某个 a+KerA均不在 ImA中，考虑 Aa，利用例 9.14知 Ax = Aa的解为 x = a+KerA，
因此 Aa /∈ A(ImA)，而 Aa ∈ ImA，与满射矛盾，由此知结论成立。

(2) 左推右：由例 9.14 直接得成立。

右推左：设 A 在 ImA 上的限制映射为 A′，由于 A′ 为单射，KerA′ = 0，类似习题 7 证明过程知
KerA ∩ ImA = KerA′ = {0}，再结合 (1) 知结论。

10. 对 m 归纳，m = 1 时直接成立，若 m− 1 时成立，考虑 m 时：

由 Am = O，可知限制在 ImA 的 Am−1 = O。取 ImA 的子空间 U0 使 ImA =
m−1⊕
i=1

Ai−1U0。设 U0

的一组基为 {Aαi}，记 V0 = Span{αi}。

V0 ∩ ImA = {0}：由归纳假设，A(ImA) ∩ U0 = {0}，而 AV0 ⊂ U0，由此 AV0 ∩ A(ImA) = {0}，
即 V0 ∩ ImA ⊂ KerA。由 V0 定义，Aαi 线性无关，因此 Av = 0, v ∈ V0 当且仅当 v = 0，即
V0 ∩KerA = {0}，结合 V0 ∩ ImA ⊂ KerA 即有结论。
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V = V0 + ImA+KerA：由 U0 定义，∀α ∈ V, ∃βi ∈ Ai−1U0,Aα =
m−1∑
i=1

βi。对 i > 1，βi ∈ ImA，由

于 U0 ImA，βi ∈ ImA，设其原象为 γi，当 i > 1 时，βi ∈ AU0 ∈ ImA2，由此可取 λi ∈ ImA，而

β1 ∈ U0，因此由 V0 定义可取 γ1 ∈ V0。此时，A(α− γ1 −
m−1∑
i=2

γi) = 0，因此 α− γ1 −
m−1∑
i=2

γi ∈ KerA，

即有 α ∈ V0 + ImA+KerA。

存在符合要求的 U：由于 V0 ∩ ImA = {0}，分析基可知，可取出 KerA 的一个子空间 W 使得

V = V0 ⊕ ImA⊕W，取 U = V0 ⊕W，计算可知 AU = U0，由此利用归纳假设知结论成立。

§9.5 不变子空间

1. AU 不变：α = Au, u ∈ U ⇒ Aα = A(Au)，由 U 不变知 Au ∈ U，因此 Aα ∈ AU，由此得证。

A−1U 不变：Aα ∈ U ⇒ AAα ∈ U ⇒ Aα ∈ A−1U，由此得证，

2. (此处 F = R，否则无统一结论)

由定义可发现，设 t(a, b) 为一维不变子空间 (t 为参数)，则存在 r 使得 a + b = ra, a − b = rb，且

a, b 不全为 0，由此解得结果为 t(
√
2 + 1, 1) 与 t(1−

√
2, 1)。

3. 由 9.4 节习题 1，类似习题 2 解出 r 只能为 0，因此结果为 KerA 的一维子空间。

4. 利用 9.4 节习题 2 可知 KerA 与 ImA。

设 A′ 为 A 在 U 上的限制映射，KerA′ ⊂ KerA 为反对称方阵的子空间。而由不变子空间定义，
ImA′ ∈ U，其为实对称方阵的一个子空间。由于 A′2 = 2A′，类似 9.4节例 9.15可知 KerA′⊕ImA′ =

U，由此 U 可拆分成一个对称方阵子空间与一个反对称方阵子空间的直和。

若 U 为一个对称方阵子空间与一个反对称方阵子空间的直和，分析基可验证其为不变子空间，因此

此为充要条件，由此可知 k = 1, 2, 3 时的 U。

(本题实际证明的结论：幂等变换的不变子空间一定为 Ker 的子空间与 Im 的子空间的直和)

5. 设 V 的一组基为 {αi}，由一维子空间均为不变子空间可知 Aαi 为 αi 倍数，记某个基为 α，Aα = aα，

下证 A = aI。

若对另一个基 β ∈ {αi},Aβ = bβ，由于 A(α+β) = c(α+β)，由 α, β 线性无关可算得只能 c = b = a，

由此，∀αi,Aαi = aαi，利用 {αi} 为一组基计算得 A = aI，原命题得证。

6. 须先证明此映射良好定义：考虑 [u] 中的 u + w1, u + w2, w1, w2 ∈ W，由于 A(u + w1) = Au +

Aw1,A(u+w2) = Au+Aw2，由 W 不变，Aw1,Aw2 ∈ W，因此 [A(u+w1)] = [A(u+w2)] = [Au]，

由此映射良好定义。

(1) * 此题须 W ⊂ U

由定义，u ∈ U ⇒ Au ∈ U，因此 [u] ∈ U/W ⇒ u ∈ U ⇒ Au ∈ U ⇒ B[u] = [Au] ∈ U/W。

(2) 取 U = {ui | [ui] ∈ Ũ}，直接验证可知其线性。u ∈ U ⇒ [u] ∈ Ũ ⇒ [Au] = B[u] ∈ Ũ ⇒ Au ∈ U。

7. (1) 错误。V = F2,A = O, U = {(a, 0)}，则 Ker p(A) 只可能为 {(0, 0)} 或 F2，因此不存在。

(2) 错误。反例同 (1)，Im p(A) 只可能为 {(0, 0)} 或 F2，因此不存在。

(3) 错误。V = F2,A(x, y) = (x, 0), U = {(a, 0)}，验证可知 U 的任何补空间均不为不变子空间。

(4) 错误。V = F2,A(x, y) = (x, 0),B(x, y) = (0, y), U = {(a, 0)}，AB = BA = O，而 U 不为 B 的
不变子空间。
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(5)错误。V 为一切 g(x)

h(x)
, g, h ∈ F[x], h ≠ 0构成的集合，Af(x) = xf(x),Bf(x) = 1

x
f(x)，U = F[x]，

可验证 1 ∈ U,
1

x
/∈ U，由此 U 为 A 的不变子空间，但不为 B 的不变子空间。

§9.6 根子空间

1. 考虑其矩阵表示为


1 0 0 0

0 2 2 2

0 0 2 6

0 0 0 0

，因此特征值 1对应特征子空间 {c | c ∈ R}，亦为根子空间；特征值

0对应特征子空间 {c(x3−3x2+2x) | c ∈ R}，亦为根子空间；特征值 2对应特征子空间 {cx | c ∈ R}，
根子空间 {c1x2 + c2x | c1, c2 ∈ R}。

2. 任何实数 a 均为特征值，对应特征子空间 {ceax | c ∈ R}，考虑每阶导数对应微分方程可知根子空间
为 {f(x)eax | f ∈ R[x]}。

3. 1 推 3：取每个不变子空间的基，利用直和定义可知其构成 V 的一组基，再由不变子空间定义知此

基下的 A 矩阵表示为对角阵。

3 推 4：由 5.4 节定理 5.14 知成立。

4 推 2：由定理 9.15 知成立。

2 推 1：考虑每个特征子空间 Ker(λI − A) 的一组基，由于这组基均满足 Aα = λα，因此每个基都

生成了一维不变子空间，由此拆分可知成立。

4. 左推右：λ 为 A 特征值 ⇒ ∃α ̸= 0,Aα = λα ⇒ ∃α ̸= 0, dA(A)α = dA(λ)α ⇒ ∃α ̸= 0, dA(λ) = 0 ⇒
dA(λ) = 0

右推左：若 λ 不为特征值，记 d′(x) =
dA(x)

x− λ
由定义知 Ker(λI −A) = {0}，由此 (λI −A)(d′A) =

O ⇒ d′A = O，因此 d′ 亦为化零多项式，且次数更小，矛盾。

5. 由根子空间定义，利用定理 9.13 知其中任意有限个的和为直和，再由 8.6 节习题 5 知结论。

6. (λI−A)fi(A) = dA(A)
∏
j ̸=i

(λi−λj)
−1 = O，因此 fi(A)α ∈ Ker(λI−A)。而

k∑
i=1

fi(x)−1为 k−1次

多项式，代入可验证 λ1, . . . , λk 均为其零点，因此其只能恒为 0，即
k∑

i=1

fi(x) = 1 ⇒
k∑

i=1

fi(A) = I，

由此得证。

7. 习题 6 的证明过程可发现，将 dA 改为 A 的任何一个化零多项式均成立，而 xn − 1 =
n−1∏
i=0

(x − ωi)，

由此利用习题 6 只需说明
∏
j ̸=k

x− ωj

ωk − ωj
=

1

n

n−1∑
j=0

ω−kjxj。

记 f(x) =
∏
j ̸=k

(x−ωj)，有 f(x)(x−ωk) = xn−1，而 1 = (ωk)n，因式分解得 f(x) =
n−1∑
j=0

(ωk)n−1−jxj =

n−1∑
j=0

ω−k−kjxj。由此，
∏
j ̸=k

x− ωj

ωk − ωj
=

f(x)

f(ωk)
=

∑n−1
j=0 ω−k−kjxj∑n−1

j=0 ω−k
=

1

n

n−1∑
j=0

ω−kjxj，原命题得证。

8. (1) 由于 Ker(λI − A)m ⊂ Ker(λI − A)n, ∀m < n，只需证明 Ker(λI − A)n = Wi, ∀n > mi。由于

dA(x)(x − λi)
n−mi 亦为化零多项式，利用定理 9.15 可知 Ker(λI − A)n 与 Wi 均为

⊕
j ̸=i

Wj 的补空

间，再由包含关系分析基知只能相等，由此即得证。
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(2) 由 W 定义可知 di(x) 为化零多项式，因此最小多项式为其因式。若 m < mi，(x− λi)
m 为最小

多项式，可发现 Wi = Ker(λI − A)m。由此利用定理 9.15 写为直和可计算发现 dA(x)

(x− λi)mi−m
亦为

化零多项式，与 dA(x) 最小性矛盾，由此最小多项式即为 di(x)。

(3) 左侧不等号：由于 Wi 上存在最小多项式次数为 mi 的线性映射 (由 (2) 知即为 A 在其上的限制
映射)，考虑矩阵表示即知至少为 mi 阶矩阵，即 dimWi ≥ mi。

右侧不等号：先证明，当 KerA,KerB 为有限维时，dimKer(AB) ≤ dimKerA+ dimKerB。

由 ABx = 0 ⇒ Bx ∈ KerA，设 KerB 的补空间为 U，利用 9.4 节例 9.14，KerA∩ ImB 在 U 上的

原象 W 维数为 dim(KerA ∩ ImB) ≤ dimKerA，而一切满足要求的 x 为 W +KerB，利用 8.5 节
定理 8.15 知不等式成立。

由此归纳可得 Ker(λI − A)m ≤ mKer(λI − A)，原结论成立。

9. α ∈ W ⇔ ∃n, α ∈ Ker(λI − A)n ⇔ (A− λI)nα = 0 ⇔ ∃n, dA,α(x)|(x− λ)n ⇔ ∃m, dA,α = (x− λ)m

10. (1) xf ′(x) = λf(x)，可解得一切自然数 n 为特征值，对应的特征子空间为 {cxn | c ∈ F}，其亦为根
子空间。

(2) 设 α 次数为 n，可考虑 A 限制在 Fn+1[x] 上的矩阵表示，其为 diag(0, 1, . . . , n)。由此，对任意

次数的 α 可知，若 α 的 a1, a2, . . . , ak 次项不为 0，最小多项式即为
k∏

i=1

(x− ai)。

§9.7 循环子空间

1. (1) 对于 n 次多项式 f，考虑最高次项可知 f,Df, . . . ,Dnf 可生成 Fn+1[x]。由此，考虑不变子空间

(由非平凡设其非空) 中次数最高的多项式，若不存在，则一列次数趋于无穷的 f 可生成 F[x]，平凡。
若存在，此不变子空间包含于 Fn+1[x]，又由 F[D]f = Fn+1[x] 知其只能为 Fn+1[x]，即为 f 生成的

循环子空间。

(2)考虑不变子空间 (由非平凡设其非空)中次数最低的多项式 f。若有 g ∈ F[A]f，设 deg g−deg f =

n，则每次考虑最高次项，直接构造 ai 可使 g− anSnf − · · · − a1Sf − a0f 次数比 f 更低，矛盾，由

此得证。

2. (1) 设 U1 = F[A]α，由 9.5 节例 9.17-3 可知 U1 ∩ U2 亦为不变子空间，其中每个元素均可写成

f(A)α, f ∈ F(若有多个 f 可以表示，取其中次数最小的 f 作为表示)，考虑其中次数最小的 f 对应

的 f(A)α，若有某个 g(A)α 不在其生成的循环子空间中，即 f ∤ g，由裴蜀定理可知 gcd(f, g)(A)α ∈
U1 ∩ U2，dimgcd(f, g) < dim f，矛盾，由此知结论成立。

(2) V = F2,A = I, U1 = {(a, 0)}, U2 = {(0, a)}，分析知 A 的循环子空间为一切一维子空间，因此
U1, U2 皆循环，U1 ⊕ U2 = V 不循环。

(3) 取习题 1 中的微分变换，U1 = F1[x]，由习题 1 知其不变子空间只能为 Fn[x]，因此不存在 U2。

3. 1、2 等价：利用习题 2(1) 可知 A-循环子空间的任何不变子空间仍为 A-循环子空间，由此由 1 可推
出 2；而 V 为不变子空间，由此 2 可推出 1。

1 推 4：设线性空间维数为 n，循环向量为 α，取基为 α,Aα, . . . ,An−1α，计算验证知成立。

4 推 3：由 5.4 节例 5.14 知成立。

3 推 1：由定理 9.19，取 α 使得 dA,α = dA = φA，可直接验证其生成的循环子空间维数等于空间维

数，因此其即为循环向量。
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4. * 设线性空间维数为 n，循环向量为 α

左推右：若否，设 φA = fg，f, g 均不为零次，则 g(A)fAα，由此 g 为 A 对 fAα 的化零多项式，

其次数小于 φA，与其为循环向量矛盾。

右推左：由于 dA,α | dA | φA，由于 φA 不可约，dA,α 只能为零次多项式或 φA，而 α ̸= 0，因此只能
为 φA。由此，α,Aα, . . . ,An−1α 线性无关，生成空间维数为 n，因此其为循环向量。

5. 数学归纳法可证明 9.4 节习题 10 结论，由此构造：

由于 KerA ⊂ KerA2 ⊂ · · · ⊂ KerAm = V，可取出 U ∩KerA 的一组基，扩充为 U ∩KerA2 的一

组基，依次进行，最后一步是扩充为 U ∩KerAm = U 的一组基。设这组基为 α1, . . . , αk。

由 9.4 节习题 10 的构造过程，设 α1, . . . , αs ∈ KerA，则 Aαs+1, . . . ,Aαk 线性无关，且生成了 AU。

以此类推可证明，Atαi 中不为 0 者生成了 AtU，由于 V =
m−1⊕
i=0

AiU，因此 V =
k⊕

i=1

F[A]αi。

6. (1)设循环向量为 α，由定义存在 g 使得 Bα = g(A)α，从而，对 V 中任何 β = f(A)α，Bβ = Bf(A)α，

由可交换可算得其与任何 A的多项式交换，因此其为 f(A)Bα = f(A)g(A)α = g(A)f(A)α = g(A)β。

两映射对 V 中任何向量的像都相同，因此相等。

(2) 考虑限制在 (U, V ) 上的 B，证明方式与上一问完全相同，可知 ∃f,Bβ = f(A)β, ∀β ∈ U，将 β

写为 g(A)α，α 为生成此空间的向量，可知 Bβ 仍在此循环子空间中，由此其为 B 的不变子空间。

第十章 内积空间

§10.1 基本概念

1. (1) 取 x = (0, 0, 1) 知不满足正定性，不为内积。

(2) 不满足对称性，不为内积。

(3) 为内积。

(4) 取 X =

(
0 1

0 0

)
知不满足正定性，不为内积。

(5) 值域不在 R 中，不为内积。

(6) 为内积。

2. * 此处只计算基的内积结果，由结果可直接构造出矩阵

(1) 相异基内积为 1，相同基内积为 2。

(2) 同为 Eii − E11 时内积为 2，同为 Eij 或为 Eii − E11, Ejj − E11, i ̸= j 时内积为 1，其余情况内
积为 0。

(3) 类似 8.5 节 3(2) 可说明相异基内积为 0，计算可得同为 1 内积为 2π，其余情况内积为 π。

(4)
∫ 1

0

xk| lnx|dx = −
∫ 1

0

xk lnxdx，分部积分递推可算出其为 1

(k + 1)2
，由此可知内积结果。

3. (1) V = Rn[x], ρ(f, g) =

∫ 1

0

xf(x)g(x)dx, S = {1, x, . . . , xn−1}，验证知 A 构成度量矩阵，由定理

10.1 知正定。

(2) V = Rn[x], ρ(f, g) = −
∫ 1

0

x lnxf(x)g(x)dx, S = {1, x, . . . , xn−1}，验证知 A 构成度量矩阵，由

定理 10.1 知正定。
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(3) V = Rn[x], ρ(f, g) =

∫ +∞

0

x2f(x)g(x)e−xdx, S =

{
1,

x

2
, . . . ,

xn−1

n!

}
，验证知 A 构成度量矩阵，

由定理 10.1 知正定。

4. * 此题正定指为对称阵且正定

左推右：若 S 不对称，设 sij ̸= sji，取 X = E1i, Y = E1j(仅一个分量为 1，其他为 0 的方阵) 可算
出与内积对称性矛盾。若 S 不正定，存在非零 y 使 yTSy ≤ 0，取 Y 第一列为 y，其余为 0，与内积
正定性矛盾。

右推左：Y =
(
y1 · · · yn

)
，则 ρ(Y, Y ) =

n∑
i=1

yTi Syi，由此知正定。利用 2.1 节定理 2.2-6 与

tr(A) = tr(AT ) 可知对称。直接计算可知线性。

5. (1) 计算知对称、线性必然成立，由此只需证明正定与 w(x) > 0, x ∈ [0, 1] 等价。

左推右：若否，可用多项式 f(x) 逼近
√

−max(w(x), 0) 可验证充分接近时其内积小于 0，由此不正
定。

右推左：若 f 不为 0，其零点有限，因此 f2(x) 在除了有限点外均大于 0，由此必有 f2(x)w(x) > 0

的点 (否则由连续知 w(x) 恒为 0)，再由 f2(x)w(x) 连续非负可知积分大于 0，再验证得 f 为 0 时
积分为 0，由此正定。

(2) 右推左与 (1) 相同知成立，左推右未必成立：取 V = R2[x], w(x) = |6x− 3| − 1，几何比较或计

算验证可知此满足正定性，为内积。

6. (1) 设列向量 x 分量为 x1, . . . , xn，计算得 xTGx = ρ

(
n∑

i=1

xiαi,
n∑

i=1

xiαi

)
，由内积正定性知其大于

等于 0，因此半正定。

(2) 1,3 等价：利用第一问结论，其正定当且仅当不存在非零 x 使
n∑

i=1

xiαi = 0，即等价于线性无关。

1,2 等价：由 G 半正定，利用 7.4 节定理 7.4-2,7.5-2 可知结论。

7. 由定义直接计算，第三问平方后利用定理 10.3 即可。

8. (1)若有 n+2个合要求的向量 α1, . . . , αn+2，由 α1, . . . , αn+1线性相关，有不全为 0的 xi使

n+1∑
i=1

xiαi =

0，由此
n+1∑
i=1

xi(αi, αn+2) = 0。由于每个内积都小于 0，xi 必然有正有负，由此可分为
∑
t

xtαt =

−
∑
s

xsαs，xt > 0, xs < 0，左右均不为 0。记左右结果为 β，则 (β, β) =
∑
s,t

xt(−xs)(αt, αs) < 0，

矛盾。

(2) 归纳，一维时直接计算知成立。

假设 n−1维时成立，n维时，若能取出 2n+1个合要求的向量 α1, . . . , α2n+1，设每个向量在包含 α1

的一组正交基的表示为 (ai1, . . . , ain)，其中 α1 为 (1, 0, . . . , 0)。由 (α1, αi) < 0，可知 ai1 ≤ 0, i > 1。

若有其他除第一个分量外全为 0 的向量，计算知其只能为 (−t, 0, . . . , 0), t > 0，且最多存在一个。因

此，可不妨设 α3, . . . , α2n+1 后 n − 1 个分量不全为 0。由归纳假设，其中必有两向量后 n − 1 个分

量的内积大于 0，又由于第一个分量同号，此两向量内积 > 0，矛盾。

9. p(e1 + e2) = 21/p > 2 = p(e1) + p(e2)，由此其不为范数。
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§10.2 标准正交基

1. 例 10.5：
(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)

例 10.7：Gram-Schmidt 标准正交化可得 1, x− 1,
x2 − 4x+ 2

2

2. (1) ρ(f, g) =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

证明：分析知 degPn(x) = n，由此为说明正交性，只需证明

∫ 1

−1

Pn(x)x
mdx 对 m < n 成立。利用

分部积分可算出

∫ 1

−1

Pn(x)x
mdx = −m

2n

∫ 1

−1

Pn−1(x)x
m−1dx，原命题化为

∫ 1

−1

Pn(x)dx 当 n > 0 时

为 0，再次分部积分可说明这个结论。

(2) ρ(f, g) =
∫ 2π

0

f(cos θ)g(cos θ)dθ

(3) ρ(f, g) =
∫ 2π

0

sin2 θf(cos θ)g(cos θ)dθ

3. 左推右：由定理 10.4 直接得结论。

右推左：设 T = {t1, . . . , tn}, S = {s1, . . . , sn}，过渡矩阵 P，计算知 (ti, tj) =

( n∑
k=1

pkisk,
n∑

k=1

pkjsk

)
，

由 S 为标准正交基知其为
n∑

k=1

pkipkj = (P TP )ij = Iij，由此知结论。

4. 设 X =

(
a b

c d

)
，则 AX =

(
a+ 2c b+ 2d

3a+ 6c 3b+ 6d

)
，可发现 KerA 的一组基

(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2

0 1

)
正

交，由此类似得：

KerA 一组标准正交基为
√
5

5

(
−2 0

1 0

)
,

√
5

5

(
0 −2

0 1

)
；

(KerA)⊥ 的一组标准正交基为

√
5

5

(
1 0

2 0

)
,

√
5

5

(
0 1

0 2

)
；

ImA 的一组标准正交基为
√
10

10

(
1 0

3 0

)
,

√
10

10

(
0 1

0 3

)
；

(ImA)⊥ 的一组标准正交基为

√
10

10

(
−3 0

1 0

)
,

√
10

10

(
0 −3

0 1

)
。

5. 设 B = P

(
Ir O

O O

)
Q，P,Q可逆，令 x = Q−1y，则 Bx = 0 ⇔ P−1Bx = 0 ⇔

(
Ir O

O O

)
y = 0，可发现

此时 y 前 r个分量为 0，其余可任取，由此 y =

(
Or×r O

O In−r

)
z, z ∈ Rn，记 A′ = AQ−1

(
O O

O In−r

)
，

则问题变为求 ||A′z − α||, z ∈ Rn 的最小值，由例 10.13 知结果。

6. 若否，不妨设有不全为 0(可设 λ1 ̸= 0) 的 λi 使
n∑

k=1

λkαk = 0，但类似定理 10.7-2 知
∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

k=1

λkαk

∣∣∣∣∣∣∣∣2 =
n∑

k=1

λ2
k||αk||2 ≥ λ2

1||α1||2 > 0，矛盾。

7. 考虑 R 上的线性空间 V = Span{cos(ax), a ∈ (0, 1]}，定义内积为 ρ(f, g) = lim
x→∞

2
∫ x

0
f(t)g(t)dt
x

。
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类似 8.2节习题 3(1)可说明 {cos(ax), a ∈ (0, 1]}线性无关，将 f, g 写为基的和可说明内积定义合理。

a, b 不同时，

∫ x

0

cos(at) cos(bt)dt 有界，因此内积为 0；而 lim
x→∞

2
∫ x

0
cos2(at)dt
x

=
2a

π

∫ π/a

0

cos2(at)dt

= 1，由此其构成标准正交基。

8. 考虑 R 上的线性空间 V = Span{cos(nx), sin(nx), ex, n ∈ N∗}, U = Span{cos(nx), n ∈ N∗}，定义内

积 ρ(f, g) =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx，则 U⊥ = Span{sin(nx), n ∈ N∗}, (U⊥)⊥ = U，但 U ⊕ U⊥ ̸= V。

9. (1) x ∈ (U1 + U2)
⊥ ⇔ x ∈ Span{U1, U2}⊥ ⇔ ∀u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, x⊥(u1 + u2)；左推右取

u1, u2 分别为 0 可知 x⊥u1, x⊥u2，由此成立；右推左由内积线性性得成立。

x ∈ U⊥
1 + U⊥

2 ⇒ x = y + z, y ∈ U⊥
1 , z ∈ U⊥

2 ，由 y, z ∈ (U1 ∩ U2)
⊥ 与内积线性性知 x ∈ (U1 ∩ U2)

⊥。

(2)当 V 维数有限时，由 8.5节定理 8.15，dim(U1∩U2)
⊥ = dimV −dim(U1∩U2) = dimV −dimU1−

dimU2+dim(U1+U2) = dimU⊥
1 +dimU2

⊥−dim(U1+U2)
⊥ = dimU⊥

1 +dimU2
⊥−dim(U⊥

1 ∩U⊥
2 ) =

dim(U⊥
1 + U⊥

2 )，再由 (1) 中包含关系知结论。

当 V 维数无限时，记W ⊂ U1+U2对 U1+U2的正交补空间为W ′，由上方分析知 U ′
1+U ′

2 = (U1∩U2)
′，

而分析基可知 W⊥ = W ′ ⊕ (U1 + U2)
⊥，由此可知结论。

(3) 习题 8 的解答中，取 U1 = ex, U2 = Span{cos(nx), n ∈ N∗}，则 (U1 ∩ U2)
⊥ 为全空间，U⊥

1 =

{0}, U⊥
2 = Span{sin(nx), n ∈ N∗}，由此不等。

10. 未必。习题 8 的解答中，可验证
{√

2

e4π − 1
ex
}
构成极大标准正交向量组 (由于除零向量外没有其

他向量与其垂直)，估算可发现取 α = sinx 不满足等式。

§10.3 正交变换

1. ||ABα|| = ||Bα|| = ||α||

||A−1α|| = ||AA−1α|| = ||α||

2. (1) ||A(x+ y)−Ax−Ay||2

= (A(x+ y),A(x+ y)) + (Ax,Ax) + (Ay,Ay)− 2(A(x+ y),Ay)− 2(A(x+ y),Ax) + 2(Ax,Ay)

= (x+ y, x+ y) + (x, x) + (y, y)− 2(x+ y, y)− 2(x+ y, x) + 2(x, y) = ||x+ y − x− y||2 = 0

||A(rx)−rAx||2 = (A(rx),A(rx))+r2(Ax,Ax)−2r(A(rx),Ax) = (rx, rx)+r2(x, x)−2r(rx, x) = 0

由此知结论成立。

(2) V = R[x]，内积 ρ

(∑
k

akx
k,
∑
k

bkx
k

)
=
∑
k

akbk，Af(x) = xf(x)，其保内积但不为满射，故

不可逆。

(3) V = R，Ax =

x |x| ̸= 1

−x |x| = 1
，保范数但不为线性映射。

3. 在定理 10.10 证明中将 e1, . . . , en 改为 {ei} 中的任意有限个向量即可说明。

4. 由可逆知其为单射，因此 Aα = 0 ⇔ α = 0。任取非零 α0，记 λ =
||α0||
||Aα0||

> 0，下证 ∀α, λ||Aα|| = ||α||，

由此即得证。

设 ||α|| = c||α0||, c > 0，可发现 (α − cα0)⊥(α + cα0)，因此 A(α − cα0)⊥A(α + cα0)，展开计算得

||Aα|| = c||Aα0||，因此 λ||Aα|| = ||α||。
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5. (1) 设特征值对应特征向量 α，则 ||α|| = ||Aα|| = ||λα|| = |λ|||α||，由此可知 λ = ±1。

(2) (α, β) = (Aα,Aβ) = (α,−β)，由此知 (α, β) = 0。

(3) 先证明：Ker(I − A)⊥ Im(I − A)。

设 x ∈ Ker(I −A), y = (I −A)z，则 (x, y) = (x, (I −A)z) = (x, z)− (x,Az) = (Ax,Az)− (x,Az) =

((A− I)x,Az) = (0,Az) = 0，由此得证。

因此，x ∈ Ker(I−A)2 ⇔ (I−A)x ∈ Ker(I−A)，但由两空间垂直可知交为 0，因此只能 (I−A)x = 0，
即 x ∈ Ker(I − A)。

对 I +A，类似证明即可。

(4) 构造复线性空间 V ′ = {u+ iv, u, v ∈ V } 与其上变换 A′(u+ iv) = Au+ iAv，计算知其为酉变换

且最小多项式与 A 相同。

与 (1)类似知 A′ 任一特征值 λ的模长为 1，若 λi 不为特征值，则 A′−λiI 可逆，因此除去这项后仍然
为化零多项式，与最小矛盾；若有某个特征值出现两次，与 (3)类似知 Ker(A′−λI) = Ker(A′−λI)2，
因此去除一次后仍然为化零多项式，与最小矛盾。由此知结论成立。

§10.4 伴随变换

1. 若有 B,B′ 均为 A 的伴随变换，有 ((B′ − B)α, β) = (B′α, β) − (B′α, β) = 0，取 β = (B′ − B)α 知
B′α = Bα，因此两变换相等。

2. (1) 由定理 10.15 知结论。

(2) 即为 10.2 节定理 10.4。

3. 由定义 (x+ (α, x)β, y) = (x,A∗y)，化简得 (x, (β, y)α+ y −A∗y) = 0，取 x = (β, y)α+ y −A∗y 知

A∗y = (β, y)α+ y。

4. 由定义 tr(QTXTP TY ) = tr(XTA∗Y )。由 2.1节定理 2.2-6知 tr(QTXTP TY ) = tr(XTP TY QT )，由

此 A∗Y = P TY QT。

5. 由定义
∫ 1

−1

xf(−x)g(x)dx =

∫ 1

−1

f(x)A∗g(x)dx。由于
∫ 1

−1

xf(−x)g(x)dx =

∫ 1

−1

f(x)(−x)g(−x)dx，

A∗ : g(x) → −xg(−x)。

6. 1, x, x2 下度量矩阵


2 0

2

3

0
2

3
0

2

3
0

2

5

，类似例 10.19 知 D∗ 矩阵表示


0 −5

2
0

3 0 1

0
15

2
0

。

7. AB 是自伴变换 ⇔ (x,B(Ay)) = (ABx, y) = (x,ABy) ⇔ ∀y,ABy = B(Ay) ⇔ AB = BA。

8. (1) (x, (A−1)∗A∗y) = (A−1x,A∗y) = (AA−1x, y) = (x, y)，因此 (A−1)∗A∗ = I，同理 A∗(A−1)∗ = I，
由此得证。

(2) (x, (A∗)−1y) = (AA−1x, (A∗)−1y) = (A−1x, y)，由此得证。

(3) A∗x = 0 ⇔ ||A∗x||2 = 0 ⇔ ||Ax||2 = 0，由 A 可逆知 KerA∗ = {0}，由此得证。

(4) 利用 10.3 节习题 2(2) 解答中定义的内积。设 Af(x) = f(x) +
f(x)− f(0)

x
，可验证 A∗f(x) =

(1 + x)f(x)。考虑基可知 A 可逆，但 A∗ 不可逆。
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9. (1) 仅当：A 斜自伴 ⇒ (α,Aα) = (−Aα, α) ⇒ (α,Aα) = 0。

当：(α,Aα) = 0 ⇒ (x,Ay)+ (Ax, y) = (x,Ay)+ (Ax, y)+ (x,Ax)+ (y,Ay) = (x+ y,A(x+ y)) = 0。

(2) 先说明 I ±A 可逆：(I +A)x = 0 ⇔ x = −Ax ⇔ (x,−Ax) = −||x||2 = 0 ⇔ x = 0，因此其是单
射，由有限维知可逆，对 I − A 同理。

计算知 (I + A)∗ = I − A，利用习题 8 知 ((I + A)−1)∗ = (I − A)−1，再由定理 10.16 知 ((I +

A)−1(I − A))∗ = (I +A)(I − A)−1，由于 A 的有理函数互相可交换，其即为逆，由此为正交变换。

(3) 未必。考虑习题 5 中的 A，由习题 5 知其为斜自伴变换，而 I ± A 的像集均没有 1，因此其不
为满射，不可逆。

10. (1) 计算知 ||dA(A∗)x||2 = (dA(A∗)x, dA(A∗)x) = (dA(A)dA(A∗)x, x) = 0，若有次数更小的 g 为 A∗

的化零多项式，类似可得 g(A) = O，矛盾，由此得证。

(2) 类似 10.3 节习题 5 将 A 扩充为复线性空间上的线性变换，从而完全分解 dA。对某个特征值 λ，

先说明 Ker(λI −A) = Ker(λI −A∗)。记 B = λI −A，由定理 10.16 知 B∗ = λI −A∗，由于 A 规
范，B 为 A 多项式，||Bx||2 = 0 ⇔ (Bx,Bx) = 0 ⇔ (B∗Bx, x) = 0 ⇔ (BB∗x, x) = 0 ⇔ (B∗x,B∗x) =

0 ⇔ ||B∗x||2 = 0，因此 KerB = KerB∗，从而得证。

设 x ∈ Ker(λI−A), y = (λI−A)z，则 (x, y) = (x, (λI−A)z) = (x, λz)−(x,Az) = (λx, z)−(A∗x, z)，

由上一部分证明知其为 0，由此可知 Ker(λI −A)⊥ Im(λI −A)。类似 10.3 节习题 5(5) 知 dA 没有

相同特征根。

(3) 右推左：直接计算验证即可。

左推右：类似 6.2 节习题 8，利用 9.6 节定理 9.15 拆分为各个根子空间，由 (2) 证明过程知 λI −A
与 λI − A∗ 对应根子空间相同，再对每个根子空间的最小多项式使用中国剩余定理即可。

§10.5 复内积空间

1. 所有结论仍均正确，计算验证即可 (余弦定理可定义夹角为 Re(a, b)
||a|| · ||b||

)。

2. 类似实内积空间中对应定理验证即可。

3. γ1 =

√
2

2
(i, 1, 0), γ2 =

√
6

6
(1, i, 2), γ3 =

√
6

6
(1− i, 1 + i, i− 1)

4. 由于实际计算过程与实内积空间时并无区别，因此结果与 10.2 节例 10.10 相同。

5. (1) (Ax, y) = (α, x)(β, y) = (x, α)(β, y) = (x, (β, y)α)，由此 A∗y = (β, y)α。

(2) tr(QHXHPHY ) = tr(XHA∗Y )。由 2.1 节定理 2.2-6 知 tr(QHXHPHY ) = tr(XHPHY QH)，由

此 A∗Y = PHY QH。

(3) 1, x, x2 下度量矩阵


2 0

2

3

0
2

3
0

2

3
0

2

5

，类似 10.4 节例 10.19 知 A∗ 矩阵表示


7

2
0

3

2
0 −i 0

−15

2
0

7

2

。

6. * 题目有误，应为 tr(XHSY )

(1) 与 6.1 节习题 4 类似知结论等价于 S 正定 (Hermite 阵意义下)。

(2) 设一组基为 E11, . . . , E1n, . . . , Em1, . . . , Emn，则 A 的矩阵表示为 P T ⊗Q，而度量矩阵为 S⊗ In，

由 2.2 节习题 7,8 与 2.4 节习题 9，类似 10.4 节例 10.19 知 A∗ 的矩阵表示为 S−1PS ⊗QT，由此：
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酉变换⇔ A∗ = A−1 ⇔ P TS−1PS⊗QQT = I，分析知其等价于 P TS−1PS = aI,QQT = bI, ab = 1。

自伴变换 ⇔ A∗ = A，分析知须 P T = aS−1PS,Q = bQT , ab = 1，分析对应元素知只能 P T =

S−1PS,Q = QT 或 P T = −S−1PS,Q = −QT。

斜自伴变换 ⇔ A∗ = −A，分析知须 P T = aS−1PS,Q = bQT , ab = −1，分析对应元素知只能

P T = −S−1PS,Q = QT 或 P T = S−1PS,Q = −QT。

规范变换 ⇔ AA∗ = A∗A，分析知须 P T 与 S−1PS 可交换，Q 与 QT 可交换。

§10.6 内积的推广

1. 记 f(x, y) =
ρ(x, y) + ρ(y, x)

2
, g(x, y) =

ρ(x, y)− ρ(y, x)

2
，可验证符合要求。由 f(x, y) + g(x, y) =

ρ(x, y), f(x, y)− g(x, y) = ρ(y, x) 可解出唯一解，因此唯一。

2. (1) ρ(x, y) + ρ(y, x) = ρ(x, y) + ρ(y, x) + ρ(x, x) + ρ(y, y) = ρ(x+ y, x+ y) = 0，由此得证。

(2) F2 上定义 ρ(x, y) = xy，可验证其符合要求 (当 CharF ̸= 2 时，由于 ρ(α, α) = −ρ(α, α) 可知反

对称)。

3. 利用双线性性类似 10.1 节定理 10.1-2 验证即可。

4. 1 推 2：直接展开计算即可。

2 推 1：当 ρ(x, y) 恒为 0 时满足，否则，取 x, y 使 ρ(x, y) ̸= 0，变形有 ρ(α, β) =
ρ(α, y)ρ(x, β)

ρ(x, y)
，取

f(α) =
ρ(α, y)

ρ(x, y)
, g(β) = ρ(x, β)，可验证其线性，由此知成立。

5. (1) 记 n 维时的结果为 an，归纳。当 n = 1, 2 时验证知成立。若 n = k 时成立，当 n = k + 2 时：

由于 αT
i αi = 0，每个 αi 必然有偶数个分量为 1，又由于同时翻转 (即 0 变为 1，1 变为 0) 所有向量

的偶数个位置不会影响结果，不妨设 α1 = (1, 1, 0, . . . , 0)。由于此 α1 的存在，所有 αi 的前两位只能

全为 0 或全为 1，否则其与 α1 内积为 1。前两位全为 0 的不同向量相当于 k 维情形，至多有 ak 个，

同理前两位全为 1 的也至多有 ak 个，因此 ak+2 ≤ 2ak，由此得证。

(2) 记 βi = (αi, 1)，则 βi ∈ Fn+1, βT
i βj = 0，利用 (1) 可知结论。

6. 设变换 A 矩阵表示为 A，类似 10.4 节例 10.19 知 A∗ 矩阵表示为 G−1ATG，由此：

辛变换 ⇔ G−1ATG = A−1，即 ATGA = G(由 G 可逆，此蕴含 A 可逆)。可验证辛变换在复合、取
逆下仍然是辛变换，由此辛变换形成群。由于 A−1 与 AT 相似，进而与 A 相似，辛变换的特征值的

倒数仍为特征值 (4.2 节例 4.12 有辛矩阵的一些性质)。

自伴变换 ⇔ G−1ATG = A。将 A 分块为

(
A1 A2

A3 A4

)
计算可知 A4 = AT

1，且 A2, A3 均为反对称阵。

斜自伴变换 ⇔ G−1ATG = −A，分块计算可知 A4 = −AT
1，且 A2, A3 均为对称阵。

规范变换 ⇔ G−1ATGA = AG−1ATG。


