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前言

本书是作者在讲授数学专业线性代数课程时所编写的课程讲义．教学内容是向数学专业本科学

生介绍关于线性代数的基本概念、基本理论和基本方法．教学目标是使得学生能够快速地入门线性

代数，扎实且全面地掌握基础知识，并能够熟练地运用线性代数知识解决相关的数学问题．为此，

本书按照从具体到抽象、从特殊到一般、从简单到复杂的原则安排教学内容．

线性代数起源于线性方程组的求解问题．本书从线性方程组的消元解法开始，引入矩阵和初等

变换的概念．向量可以看作是数的推广，矩阵又可以看作是向量的推广，自然有矩阵的加法、数乘

运算．矩阵也可以看作是线性映射的表示，从而引入矩阵的乘法运算．为了定义乘法的逆运算以及

判断矩阵是否可逆，我们对矩阵作初等方阵乘积分解，从而得到相抵标准形．行列式是矩阵理论的

重要分支，与各种矩阵问题有密切的联系．对于整数矩阵和一元多项式矩阵，相抵的概念可推广到

模相抵的概念．为了解决矩阵方幂的计算问题，相似的概念被引入．矩阵的相抵、相似、相合关系都

可以看作是某种形式的矩阵乘积分解．为了研究相似标准形问题，多种概念和方法被引入其中．本

书还详细介绍了正交 (酉) 方阵、对称 (Hermite) 方阵、正定方阵的良好性质及其在二次型问题中的
应用．

在学生掌握了矩阵的基础知识之后，本书开始介绍线性代数的空间理论，主要包括一般域上的

线性空间、线性变换和内积理论，空间的维数不作限制．线性空间理论是对向量和矩阵知识的抽象

和扩充．有限维线性空间上的线性代数问题，可以转化为矩阵问题加以研究．面对无限维线性空间

上的线性代数问题时，有限维线性空间中成立的结论在无限维线性空间中有可能不成立，矩阵方法

无法替代空间理论．线性代数的矩阵理论和空间理论是两套不同的数学语言，分别具有代数属性和

几何属性，它们是线性代数的一体两面，各有所长．综合掌握这两套数学语言，有利于从多个角度

深入思考具体问题．

多项式（尤其是一元多项式）是代数学的基本工具，在线性代数的研究中有着重要的作用．关

于多项式以及群、环、域的一些代数学基础知识应该在先修课程中学习，本书不再详细介绍这部分

代数学知识，而把与线性代数课程密切相关的多项式内容列为附录，供读者参考．

学完了主要知识之后，学生能够对于线性代数学科有一定的了解，能够解决一些简单的常见类

型的线性代数问题．想要熟练运用所学知识，学生还需要通过大量习题的磨练，来巩固知识的掌握．

本书安排了各种难度的习题供不同层次的学生练习．习题只是学习的辅助手段，习题的目的是检验

学习的效果．建议学生首先深入理解基本概念，掌握定理的证明和例题的求解思路，然后再做习题．

遇到有难度的习题，要主动思考，百思不得其解后，再向他人寻求帮助．
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第一章 线性方程组

线性方程组是最简单也是最重要的一类代数方程组，在科学研究和生产实践等领域中都有着广

泛的应用．线性方程组求解问题具有非常久远的历史，中国古代数学名著《九章算术》（成书于约公

元前 150 年）中就记载着线性方程组的消元解法．线性方程组求解问题的研究促进了线性空间、线
性变换以及矩阵理论的建立和发展，构成了线性代数这门数学分支学科的中心内容．

本章主要介绍一般的 n 元线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1.1)

的求解方法，其中 a11, a12, · · · , amn, b1, b2 · · · , bm 是已知的数，x1, x2, · · · , xn 是待求解的变量．特

别，当 b1 = b2 = · · · = bm = 0 时，线性方程组 (1.1) 称为齐次线性方程组．
关于线性方程组，有下列几个基本问题．在本章以及后续的章节中，将从不同的角度来研究这

些问题．

1. 解的存在性问题．线性方程组 (1.1) 是否有解？

2. 解的唯一性问题．线性方程组 (1.1) 是否有唯一解？

3. 解集的结构问题．线性方程组 (1.1) 的解集有何性质？

在本书中，数指的是某个数域中的元素．数域 F 是一个定义了加、减、乘、除运算，并且满足
特定运算律的非空集合．详见定义 8.2．若存在素数 p 使得 x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸

p 个

= 0，∀x ∈ F，则 p 称为 F

的特征，记作 CharF = p．否则，规定 CharF = 0．例如，无限域 C,R,Q 的特征为 0，q 元有限域

Fq 的特征为 p，其中 q 是素数 p 的方幂．

§1.1 消元解法

求解代数方程组的基本思想是“消元法”：由原方程不断产生新方程，并且不断减少每个新方

程所包含未知数的个数，直到求出一个未知数；然后如法炮制求出其它未知数．在求解过程中有可

能得到“增根”，因此还需要把所求得的“可能解”代入原方程组进行检验，这样才能得到方程组的

真正解．对于非线性方程组，很难做到不产生“增根”．然而对于线性方程组，可以进行如下的同解

变形，以避免“验根”所带来的额外运算．
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8 第一章 线性方程组

例 1.1. 求解线性方程组 

x2 − x3 = −1 1⃝

x1 − 2x2 = −4 2⃝

3x1 − 2x2 + x4 = −7 3⃝

3x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0 4⃝

解答. 4⃝ − 3⃝，得
3x2 + x3 + 2x4 = 7 5⃝

方程组 1⃝, 2⃝, 3⃝, 4⃝的解一定满足方程组 1⃝, 2⃝, 3⃝, 5⃝．反之， 4⃝ = 3⃝ + 5⃝，方程组 1⃝, 2⃝, 3⃝, 5⃝的解一
定满足方程组 1⃝, 2⃝, 3⃝, 4⃝．因此，方程组 1⃝, 2⃝, 3⃝, 4⃝与方程组 1⃝, 2⃝, 3⃝, 5⃝的解集相同．
同理， 3⃝ − 3× 2⃝，得同解方程组 1⃝, 2⃝, 6⃝, 5⃝，其中

4x2 + x4 = 5 6⃝

5⃝ − 3× 1⃝，得同解方程组 1⃝, 2⃝, 6⃝, 7⃝，其中

4x3 + 2x4 = 10 7⃝

6⃝ − 4× 1⃝，得同解方程组 1⃝, 2⃝, 8⃝, 7⃝，其中

4x3 + x4 = 9 8⃝

7⃝ − 8⃝，得同解方程组 1⃝, 2⃝, 8⃝, 9⃝，其中

x4 = 1 9⃝

把 x4 代入 8⃝，得到 x3 = 2．把 x3 代入 1⃝，得到 x2 = 1．把 x2 代入 2⃝，得到 x1 = −2．

�
思考：把已解出的未知数代入某个方程求得其它未知数的过程是否有可能产生“增根”？

定理 1.1. 对于线性方程组的下列操作不改变线性方程组的解．

1. 交换某两个方程在线性方程组中的位置，其它方程不变．

2. 把某个方程替换成它的非零常数倍，其它方程不变．

3. 把某个方程替换成它与另一方程的常数倍之和，其它方程不变．

其中方程 a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b 的常数 λ 倍定义为

(λa1)x1 + (λa2)x2 + · · ·+ (λan)xn = (λb).

两个方程 a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b 与 a′1x1 + a′2x2 + · · ·+ a′nxn = b′ 之和定义为

(a1 + a′1)x1 + (a2 + a′2)x2 + · · ·+ (an + a′n)xn = (b+ b′).

定义 1.1. 以上三类操作，称为对于线性方程组的初等变换．



§1.1 消元解法 9

通过第 (3) 类初等变换，我们可以消去两个方程所包含的公共未知数．例如，假设第一个方程
含有 x1，即 a11 6= 0，则第一个方程的 − ai1

a11
倍与第 i 个方程之和不含 x1，从而可以得到 m− 1 个

不含 x1 的方程；待由这 m− 1 个方程求得 x2, · · · , xn 之后，代回第一个方程，解得 x1．当 a11 = 0

时，某个方程含有 x1，第 (1) 类初等变换可以把方程组化为 a11 6= 0 情形．第 (2) 类初等变换则可
以把 a11 6= 0 情形化为 a11 = 1 情形．

例 1.1 中的同解变形消元过程可以表示为如下初等变换．

1⃝

2⃝

3⃝

4⃝

换行−−→



2⃝

1⃝

3⃝

4⃝

消去 x1−−−−→



2⃝

1⃝

3⃝

5⃝ = 4⃝ − 3⃝

消去 x1−−−−→



2⃝

1⃝

6⃝ = 3⃝ − 3× 2⃝

5⃝

消去 x2−−−−→



2⃝

1⃝

6⃝

7⃝ = 5⃝ − 3× 1⃝

消去 x2−−−−→



2⃝

1⃝

8⃝ = 6⃝ − 4× 1⃝

7⃝

消去 x3−−−−→



2⃝

1⃝

8⃝

9⃝ = 7⃝ − 8⃝

定理 1.2. 线性方程组 (1.1) 可以通过一系列初等变换，化为如下阶梯形的线性方程组．

a′1p1
xp1

+ · · · · · · · · · · · · · · · · · ·+ a′1nxn = b′1

a′2p2
xp2

+ · · · · · · · · · · · ·+ a′2nxn = b′2

· · · · · · · · ·

a′rpr
xpr

+ · · ·+ a′rnxn = b′r

0 = b′r+1

...

0 = b′m

(1.2)

其中 0 ⩽ r ⩽ min(m,n)，1 ⩽ p1 < p2 < · · · < pr ⩽ n 并且 a′1p1
a′2p2

· · · a′rpr
6= 0．

证明. 对 m 使用数学归纳法．当 m = 1 时，结论显然成立．当 m ⩾ 2 时，设 p 是最小的正整数使

得存在 aip 6= 0．不妨设 i = 1，否则交换第 i 个方程与第 1 个方程的位置．通过第 (3) 类初等变换，
利用第 1 个方程，可以把第 2, · · · ,m 个方程中 x1, · · · , xp 的系数都变成 0．对这 m− 1 个方程应

用归纳假设，可以通过一系列初等变换，化为阶梯形的线性方程组．添上第 1 个方程，仍然是阶梯
形的线性方程组．

定理 1.3.

1. 线性方程组 (1.1) 有解的充分必要条件是 b′r+1 = · · · = b′m = 0．

2. 线性方程组 (1.1) 有唯一解的充分必要条件是 r = n 且 b′r+1 = · · · = b′m = 0．

证明. 把线性方程组 (1.1) 变成 (1.2) 的初等变换操作不改变方程祖的解．
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1. 若 (1.2) 有解，则 b′r+1 = · · · = b′m = 0．若 b′r+1 = · · · = b′m = 0，则可以解出 xp1
, xp2

, · · · , xpr

为其它变元的一次函数．

2. 设 b′r+1 = · · · = b′m = 0．当 r = n 时，由 (1.2) 的前 r 个方程，可依次解出 xn, xn−1, · · · , x1，

解是唯一的．当 r < n 时，设 i /∈ {p1, p2, · · · , pr}，则 xi 可取任意值，(1.2) 的解不唯一．

习题

1. 证明定理 1.1．

2. 求解下列线性方程组．

(1)



2x1 + x2 − 2x4 = 1

x1 + x2 − x3 = 1

2x2 − x3 − x4 = 1

x1 + 2x2 + 2x3 − 2x4 = 1

(2)



x1 − 4x3 + 2x4 = 0

x1 + 2x2 − 2x3 = 0

x1 + x2 − x3 + x4 = 0

x1 + 3x2 − 3x3 − x4 = 0

(3)



x1 + x2 − x3 + 2x5 = 1

x1 − x3 − x4 − x5 = 1

2x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1

2x1 + x2 + x3 − x5 = 1

(4)



x1 + x2 − 2x3 + 2x5 = 1

x2 − 2x3 + x4 + 2x5 = 1

x1 − x3 + x4 + x5 = 1

x1 + x2 − x3 − 2x4 + x5 = 1

(5)



x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 1

x1 + 3x2 + 4x4 + 5x5 = 1

2x1 + x2 − 4x3 + 5x4 = 1

2x2 + x3 + 2x4 + 4x5 = 1

2x1 + 3x2 + 3x3 − x4 + 4x5 = 1

(6)



x1 + x2 + x4 = −2

2x1 + 2x3 − x4 = 1

2x1 + x2 − x3 − x4 = 0

x1 − 2x2 − 2x3 − 2x4 = 4

2x2 − 2x3 + x4 = −3

3. 证明：当 m < n 且 b1 = b2 = · · · = bm = 0 时，齐次线性方程组 (1.1) 必有非零解．
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§1.2 矩阵表示

在对线性方程组施行初等变换的时候，我们注意到每个方程的左端都是数与字母的乘积之和的

形式，只需要对未知数的系数进行操作；并且方程的个数、未知数的个数、未知数的顺序均保持不

变．因此，我们可以隐去未知数和运算符号，用一个 m 行 n+ 1 列的矩形表格

M =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

... · · ·
...

...

am1 am2 · · · amn bm

 (1.3)

来表示线性方程组 (1.1)，把对于线性方程组的操作转化为对于矩形表格的操作．《九章算术 · 方程》
中就记载着这样的解法：用算筹把线性方程组的系数和常数项排成长方形阵，然后用加减消元法求

解．秦九韶[1]的《数书九章》（成书于 1247 年）中则用互乘相消法和代入法求解线性方程组．

例 1.2. [2]今有上禾三秉、中禾二秉、下禾一秉，实三十九斗；上禾二秉、中禾三秉、下禾一秉，实

三十四斗；上禾一秉、中禾二秉、下禾三秉，实二十六斗．问上、中、下禾实一秉各几何？答曰：上

禾一秉，九斗、四分斗之一；中禾一秉，四斗、四分斗之一；下禾一秉，二斗、四分斗之三．

方程术曰：置上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗，于右方．中、左行列如右方．以右

行上禾遍乘中行而以直除．又乘其次，亦以直除．然以中行中禾不尽者遍乘左行而以直除．左方下

禾不尽者，上为法，下为实．实即下禾之实．求中禾，以法乘中行下实，而除下禾之实．余如中禾

秉数而一，即中禾之实．求上禾亦以法乘右行下实，而除下禾、中禾之实．余如上禾秉数而一，即

上禾之实．实皆如法，各得一斗．

下面，我们来学习古人的“方程术”．用现代数学的语言来说，原问题等价于求解线性方程组
3x+ 2y + z = 39

2x+ 3y + z = 34

x+ 2y + 3z = 26

首先，把线性方程组的系数按照古人的书写顺序 (从上到下，从右到左，行是竖直方向) 排成数表．
数表逆时针旋转 90◦，即为线性方程组的增广矩阵．

左行 中行 右行

上禾 1 2 3
中禾 2 3 2
下禾 3 1 1
实 26 34 39

然后，用 (右行, 上禾) 位置的数 3 遍乘中行的每个元素，再利用右行对中行消元，得
1 2 3

2 3 2

3 1 1

26 34 39

→


1 6 3

2 9 2

3 3 1

26 102 39

→


1 0 3

2 5 2

3 1 1

26 24 39

 .

[1]秦九韶，约 1202–1261，南宋著名数学家，四川安岳人．
[2]《九章算术》第 8 章《方程》第 1 题．
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再对左行作同样的处理，得
1 0 3

2 5 2

3 1 1

26 24 39

→


3 0 3

6 5 2

9 1 1

78 24 39

→


0 0 3

4 5 2

8 1 1

39 24 39

 .

然后，用 (中行, 中禾) 位置的数 5 遍乘左行的每个元素，再利用中行对左行消元，得
0 0 3

4 5 2

8 1 1

39 24 39

→


0 0 3

20 5 2

40 1 1

195 24 39

→


0 0 3

0 5 2

36 1 1

99 24 39

 .

(左行, 下禾) 位置的数 36 称为法，(左行, 实) 位置的数 99 称为下禾之实．即 36 秉下禾实 99 斗．
下面计算中禾．已知 5 秉中禾、1 秉下禾实 24 斗．用 36 乘 (中行, 实) 位置处的数 24，减去

下禾之实，再除以中禾秉数 5，所得数 36× 24− 99

5
= 153 为中禾之实．即 36 秉中禾实 153 斗．

对于上禾，已知 3 秉上禾、2 秉中禾、1 秉下禾实 39 斗．用 36 乘 (右行, 实) 位置处的数 39，
减去下禾之实与 2 倍的中禾之实，再除以上禾秉数 3，所得数 36× 39− 99− 2× 153

3
= 333 为上

禾之实．即 36 秉上禾实 333 斗．
因此，1 秉上、中、下禾之实的斗数分别是 333

36
= 9

1

4
,
153

36
= 4

1

4
,
99

36
= 2

3

4
．

古人的做法几乎就是 Gauss 消元法，先把系数矩阵初等变换成上三角形，再依次回代求解未知
数．在求解过程中，古人始终把运算限制在整数范围内，只是在最后才以分数的形式给出答案．究

其原因，古人使用算筹来表示数字，追求计算过程的简洁和精确，与其使用分数，不如先通分，而

后始终在整数范围内运算．事实上，《九章算术》的第一章《方田》中就已经给出了分数的加、减、

乘、除、通分、约分运算．分母称为“法”，分子称为“实”．例 1.2 中的“实”，有时指的是“农作
物的收成”，有时指的是“分数的分子”，读者需仔细区分．

定义 1.2. (1.3) 式中的矩形表格 M 称为线性方程组 (1.1) 的增广矩阵．删去 M 的最后一列得到的

m 行 n 列的矩形表格称为线性方程组 (1.1) 的系数矩阵．M 的第 i 行从左至右排成的数组，称为

M 的第 i 个行向量．M 的第 j 列从上至下排成的数组，称为 M 的第 j 个列向量．�
矩阵的元素并不仅限于数，也可以是含有未知数和字母的代数表达式．

定义 1.3. 由数域 F 中的 n 个数构成的数组 x = (x1, x2, · · · , xn) 称为数域 F 上的 n 维数组向量，

简称 n 维向量．数域 F 上所有 n 维数组向量的集合记作 Fn．元素都是 0 的向量称为零向量，记作
0．第 i 个元素是 1、其它元素都是 0 的向量称为第 i 个标准单位向量，记作 ei．

设 y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Fn，λ ∈ F．两个向量的加法运算定义为

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn),

数与向量的数乘运算定义为

λx = (λx1, λx2, · · · , λxn).
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显然，向量的加法和数乘运算是数的加法和乘法运算的推广．类似地，可定义两个向量的减法运算

x− y = (x1 − y1, x2 − y2, · · · , xn − yn),

和线性组合运算

λx+ µy = (λx1 + µy1, λx2 + µy2, · · · , λxn + µyn),

并推广为多个向量 α1, α2, · · · , αk ∈ Fn 的线性组合运算

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk

其中 µ, λ1, λ2, · · · , λk ∈ F．

以下是对于线性方程组 (1.1) 的两种常见看法．

1. 定义两个 n 维向量 x = (x1, x2, · · · , xn) 和 y = (y1, y2, · · · , yn) 的数量积运算为

x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

记 n 维向量 αi = (ai1, ai2, · · · , ain)．线性方程组 (1.1) 可以看作是：

• 求向量 x = (x1, x2, · · · , xn) 使得 αi · x = bi，∀i = 1, 2, · · · ,m．

2. 记 m 维向量 βj = (a1j , a2j , · · · , amj)，b = (b1, b2, · · · , bm)．线性方程组 (1.1) 还可以看作是：

• 求线性组合的系数 x1, x2, · · · , xn 使得 x1β1 + x2β2 + · · ·+ xnβn = b．

定理 1.4. 数组向量的加法和数乘运算具有下列性质．

(A1) (x+ y) + z = x+ (y + z) (A2) x+ y = y + x

(A3) x+ 0 = 0 + x = x (A4) x+ (−x) = (−x) + x = 0
(M1) (λµ)x = λ(µx) (M2) 1x = x

(D1) λ(x+ y) = λx+ λy (D2) (λ+ µ)x = λx+ µx

其中 x, y, z ∈ Fn，λ, µ ∈ F．

线性方程组 (1.1) 与矩阵 M 之间存在一一对应关系．方程 ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi 与

行向量 (ai1, ai2, · · · , ain, bi) 一一对应，方程的常数倍对应于行向量的数乘运算，两个方程之和对应
于两个行向量的加法运算．对于线性方程组 (1.1) 作初等变换的消元过程，可以表示为对矩阵 M 的

行向量作初等变换，把 M 化为阶梯形的矩阵

M ′ =



a′1p1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · a′1n b′1

a′2p2
· · · · · · · · · · · · a′2n b′2

· · · · · · · · ·
...

...

a′rpr
· · · a′rn b′r

b′r+1

...

b′m


其中 M ′ 中空白处的元素都是 0．
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例 1.3. 用矩阵方法求解例 1.1．

解答.
0 1 −1 0 −1

1 −2 0 0 −4

3 −2 0 1 −7

3 1 1 3 0

 交换 1⃝, 2⃝−−−−−−→


1 −2 0 0 −4

0 1 −1 0 −1

3 −2 0 1 −7

3 1 1 3 0

 3⃝−=3 1⃝−−−−−−→
4⃝−=3 1⃝


1 −2 0 0 −4

0 1 −1 0 −1

0 4 0 1 5

0 7 1 3 12

 3⃝−=4 2⃝−−−−−−→
4⃝−=7 2⃝


1 −2 0 0 −4

0 1 −1 0 −1

0 0 4 1 9

0 0 8 3 19

 4⃝=−2 3⃝−−−−−−→


1 −2 0 0 −4

0 1 −1 0 −1

0 0 4 1 9

0 0 0 1 1

 3⃝−= 4⃝−−−−−−→


1 −2 0 0 −4

0 1 −1 0 −1

0 0 4 0 8

0 0 0 1 1

 3⃝= 1
4

3⃝
−−−−−→


1 −2 0 0 −4

0 1 −1 0 −1

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1

 2⃝+= 3⃝−−−−−→


1 −2 0 0 −4

0 1 0 0 1

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1

 1⃝+=2 2⃝−−−−−−→


1 0 0 0 −2

0 1 0 0 1

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1

．
上式最后一个矩阵的最后一列即为方程组的解，(x1, x2, x3, x4) = (−2, 1, 2, 1)．

习题

1. 证明定理 1.4．

2. 用矩阵方法求解 §1.1 习题 2．

3. 设 A(1, 0), B(0, 2), C(3, 3)．求 4ABC 的外接圆方程．

4. 设 A(1, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 3)．求 4ABC 的外接圆方程．

5. 求满足 f(1) = f(2) = f(3) = 1，f(−1) = f(−2) = f(−3) = −1 的所有多项式 f(x)．

6. 求满足 f(1) = f ′(1) = f ′′(1) = 1，f(−1) = f ′(−1) = f ′′(−1) = −1 的所有多项式 f(x)．

7. 当 λ 取何值时，如下线性方程组有解？有唯一解？并求其所有解．

λx1 + x2 + x4 = 1

x1 + λx2 + x3 = 1

x2 + λx3 + x4 = 1

x1 + x3 + λx4 = 1

8. 当 a, b 取何值时，如下线性方程组有解？有唯一解？并求其所有解．

ax1 + x2 + x3 + x4 = 0

2x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = b

2x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1

x2 + x3 + 2x4 = 1

x2 + 2x3 + 3x4 = 2
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与线性方程组一样，矩阵的概念也具有悠久的历史，如河图、洛书、幻方、拉丁方等．矩阵作为

现代数学的研究对象，则是在行列式的研究发展起来之后．许多与矩阵有关的性质已经在行列式的

研究中被发现，此时引入矩阵的概念变得水到渠成．1801 年，Gauss[1]把线性变换的所有系数当作

一个整体使用，并用一个字母表示．1844 年，Eisenstein[2]讨论了线性变换（矩阵）的乘积，并强调

了乘积的不可交换性．1850 年，Sylvester[3] 首先使用了“矩阵”一词．从 1858 年开始，Cayley[4]发

表了一系列关于矩阵的论文，系统地阐述了矩阵的运算及其性质．因此，Cayley 被公认是矩阵论的
奠基人．

§2.1 基本概念

一个 m 行 n 列的表格

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn


称为 m× n 矩阵，简记 A = (aij)m×n，其中 aij 称为 A 的第 i 行 j 列元素，或者 A 的 (i, j) 位置

元素．有序整数对 (m,n) 称为 A 的维数或阶数．当 m = n 时，A 称为 n 阶方阵．当 mn = 0 时，

A 称为空矩阵．

设 A 的元素都属于某个集合 S．A 称为 S 上的矩阵．例如，当 S = C,R,Q,Z 时，A 称为

复数矩阵、实数矩阵、有理数矩阵、整数矩阵．S 上的所有 m × n 矩阵的集合记作 Sm×n．矩阵

A ∈ Sm×n 还可以看作是从集合 {1, 2, · · · ,m} × {1, 2, · · · , n} 到 S 的映射：(i, j) 7→ aij．

aii 称为 A 的对角元素．A 的所有对角元素之和称为 A 的迹，记作 tr(A)．当 i < j 时，aij 称

为 A 的上三角元素．当 i > j 时，aij 称为 A 的下三角元素．下三角元素都是 0 的矩阵称为上三角
矩阵．上三角元素都是 0 的矩阵称为下三角矩阵．上三角矩阵和下三角矩阵统称为三角矩阵．
元素都是 0 的矩阵称为零矩阵，记作 O．通常也把空矩阵视为零矩阵．非对角元素都是 0

的矩阵称为对角矩阵．以 a1, a2, · · · , an 为对角元素的 n 阶对角方阵常记作 diag(a1, a2, · · · , an)．
diag(a, a, · · · , a) 称为纯量方阵．diag(1, 1, · · · , 1) 称为单位方阵，记作 I．(i, j) 位置元素为 1，其它
元素为 0 的矩阵称为基础矩阵，记作 Eij．

[1]Johann Carl Friedrich Gauss，1777–1855，德国数学家，近代数学奠基人之一．
[2]Ferdinand Gotthold Max Eisenstein，1823–1852，德国数学家．
[3]James Joseph Sylvester，1814–1897，英国数学家．
[4]Arthur Cayley，1821–1895，英国数学家．

15
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满足每个 bij = aji 的矩阵 B = (bij)n×m 称为 A = (aij)m×n 的转置，记作 B = AT．满足

AT = A 的矩阵 A 称为对称方阵．满足 AT = −A 的矩阵 A 称为反对称方阵．当 A 是复数矩阵时，

矩阵 B = (aij)m×n 称为 A 的共轭，记作 B = A．矩阵 AT 称为 A 的共轭转置，常记作 AH．若

AH = A，则 A 称为 Hermite[5]方阵．若 AH = −A，则 A 称为反 Hermite 方阵．
矩阵 A 可以看作是 mn 个元素排成的 m 行 n 列的表格，也可以看作是 m 个行向量排成一列，

又或者是 n 个列向量排成一行．

A =


α1

α2

...

αm

 =
(
β1 β2 · · · βn

)

其中行向量 αi = (ai1, ai2, · · · , ain)，列向量 βj = (a1j , a2j , · · · , amj)
T．矩阵概念可以看作是向量概

念的推广，向量可以看作是矩阵的特殊形式．行向量是 1× n 的矩阵，列向量是 m× 1 的矩阵．向

量的运算可以推广到矩阵的运算．

定义 2.1. 设 F 是数域，A = (aij) ∈ Fm×n，B = (bij) ∈ Fm×n，λ ∈ F，定义

1. A 与 B 的加法运算 A+B =
(
aij + bij

)
∈ Fm×n．

2. A 与 B 的减法运算 A−B =
(
aij − bij

)
∈ Fm×n．

3. λ 与 A 的数乘运算 λA =
(
λaij

)
∈ Fm×n．

4. λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λkAk 称为矩阵的线性组合运算，其中每个 Ai ∈ Fm×n，λi ∈ F．

定理 2.1. 矩阵的加法和数乘运算具有与定理 1.4 类似的性质，并且对于任意 A,B ∈ Fm×n，λ ∈ F，

(A+B)T = AT +BT , (λA)T = λAT .

例 2.1. 设映射 f = (f1, f2, · · · , fm) : Fn → Fm，其中每个 fi 是 n 元齐次线性函数，

fi(x1, x2, · · · , xn) = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn, i = 1, 2, · · · ,m.

f 称为线性映射．A = (aij)m×n 与 f 一一对应．A 称为 f 的矩阵表示．

例 2.2. 设 A 和 B 分别是 Fn → Fm 的线性映射 f = (f1, f2, · · · , fm) 和 g = (g1, g2, · · · , gm) 的

矩阵表示，λ ∈ F，则 f + g = (f1 + g1, f2 + g2, · · · , fm + gm) 和 λf = (λf1, λf2, · · · , λfm) 也是

Fn → Fm 的线性映射，并且 A+B 是 f + g 的矩阵表示，λA 是 λf 的矩阵表示．

例 2.3. 设 f = (f1, f2, · · · , fm) 是 Fn → Fm 的线性映射，

fi(x1, x2, · · · , xn) = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn, i = 1, 2, · · · ,m,

g = (g1, g2, · · · , gn) 是 Fp → Fn 的线性映射，

gi(x1, x2, · · · , xp) = bi1x1 + bi2x2 + · · ·+ bipxp, i = 1, 2, · · · , n,
[5]Charles Hermite，1822–1901，法国数学家．
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则 h = (h1, h2, · · · , hm) = f ◦ g 是 Fp → Fm 的线性映射，其中

hi(x1, x2, · · · , xp) =
n∑

k=1

aikgk(x1, x2, · · · , xp) =
n∑

k=1

aik

p∑
j=1

bkjxj =

p∑
j=1

(
n∑

k=1

aikbkj

)
xj .

设 A = (aij)m×n，B = (bij)n×p，C = (cij)m×p 分别是 f, g, h 的矩阵表示，则有

cij =
n∑

k=1

aikbkj , ∀i, j. (2.1)

定义 2.2. 上式 (2.1) 定义的矩阵 C 称为 A 与 B 的乘积，记作 C = AB．

设 A 的行向量分别为 α1, α2, · · · , αm，B 的列向量分别为 β1, β2, · · · , βp，则 C = AB 也可以

看作是由 cij = αi · βj（n 维向量的数量积运算）排成的矩阵．

A =


α1

α2

...

αm

 , B =
(
β1 β2 · · · βp

)
⇒ AB =


α1 · β1 α1 · β2 · · · α1 · βp

α2 · β1 α2 · β2 · · · α2 · βp

...
... · · ·

...

αm · β1 αm · β2 · · · αm · βp

 .

例 2.4. 设 A =

(
1 0

0 0

)
，B =

(
0 1

0 0

)
，则有 AB = B，BA = O．

并非任意两个矩阵 A,B 都可以作乘法运算 AB．只有当 A 的列数与 B 的行数相等时，运算

AB 才有意义．AB 有意义也不能保证 BA 有意义．矩阵的乘法运算不满足交换律．为了避免歧义，

有时称 AB 为“A 右乘上 B”或“B 左乘上 A”．

例 2.5. 利用矩阵的乘法运算，可以很简明地表示数学式．

• 线性方程组 (1.1) 可写成 Ax = b．

• 例 2.1 中的线性映射 f 可写成 f(x) = Ax．

• 例 2.2 表明 Ax+Bx = (A+B)x，λ(Ax) = (λA)x．

• 例 2.3 表明 A(Bx) = (AB)x．换而言之，f ◦ g 的矩阵表示是 AB，线性映射的复合与它们的

矩阵表示的乘积一一对应．

例 2.6. 许多数学问题可以通过矩阵转化为线性代数问题．在许多实际问题中，矩阵也同样有着重
要的作用．

• (几何变换) R2 中向量逆时针旋转 θ 的旋转变换可以表示为矩阵乘积的形式(
x

y

)
7→

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x

y

)
.

R2 上的仿射变换 (x, y) 7→ (a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2) 可以表示为

(
x

y

)
7→

(
a1 b1

a2 b2

)(
x

y

)
+

(
c1

c2

)
或


x

y

1

 7→


a1 b1 c1

a2 b2 c2

0 0 1



x

y

1

 .
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• (二次方程) R2 上二次曲线的一般方程

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0

可以表示为矩阵乘积形式

(
x y 1

)
a11 a12 b1

a12 a22 b2

b1 b2 c



x

y

1

 = 0.

类似地，R3 上二次曲面的一般方程

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2b1x+ 2b2y + 2b3z + c = 0

也可以表示为矩阵乘积形式

(
x y z 1

)

a11 a12 a13 b1

a12 a22 a23 b2

a13 a23 a33 b3

b1 b2 b3 c



x

y

z

1

 = 0.

• (数系的扩充) 设映射 f : C → R2×2，a+ b i 7→
(

a b

−b a

)
．容易验证，f 是单射并且满足

f(z + w) = f(z) + f(w), f(zw) = f(z)f(w), ∀z, w ∈ C.

因此，C 可以看作是 R2×2 的子集，复数的加、减、乘法运算对应矩阵的加、减、乘法运算．

类似地，考虑四元数体[6]

K = {a0 + a1i+ a2j + a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R}

其中 i, j, k 是 K 的生成元，满足

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

设映射

g : K → C2×2, a0 + a1i+ a2j + a3k 7→

(
a0 + a1i a2 + a3i

−a2 + a3i a0 − a1i

)
.

容易验证，g 是单射并且满足

g(a+ b) = g(a) + g(b), g(ab) = g(a)g(b), ∀a, b ∈ K. (2.2)

因此，K 可以看作是 C2×2 的子集，四元数的加、减、乘法运算对应矩阵的加、减、乘法运算．

同理，我们可以构造单射 g : K → R4×4 满足 (2.2)，把 K 看作是 R4×4 的子集．

[6]William Rowan Hamilton 于 1843 年发明了四元数的概念．
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• (计算机图像) 在计算机系统中，一幅分辨率为 w × h 的黑白图片通常可以用一个 h× w 的实

数矩阵 A = (aij) 表示，其中 w 和 h 分别是图片的宽度和高度，aij 是第 i 行 j 列的像素点

的灰度．一幅彩色图片则可以用三个矩阵 R,G,B 表示，分别对应红、绿、蓝三色的分量．图

像处理的过程就是矩阵运算的过程．

• (投入产出模型) 假设共有 m 种产品和 n 种原料，生产单位数量的产品 i 需要消耗原料 j

的数量为 aij，则 m × n 矩阵 A = (aij) 称为消耗系数矩阵．假设需要生产出数量分别为

x1, x2, · · · , xm 的 m 种产品，则所需要投入的 n 种原料的数量 y1, y2, · · · , yn 满足

(
y1 y2 · · · yn

)
=
(
x1 x2 · · · xm

)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 即 y = xA.

• (图的矩阵表示) 如下的图形 G 由 6 个点 v1, v2, · · · , v6 和 6 条线段 e1, e2, · · · , e6 构成．

v1 v2

v3

v4

v5 v6
e1

e2

e3

e4

e5
e6

通常记 G = (V,E)，V = {v1, v2, · · · , v6} 称为 G 的顶点集，{e1, e2, · · · , e6} 称为 G 的边集．

我们可以用一个 6 阶方阵 A = (aij) 来表示 G，其中 aij =

1, vi 与 vj 有线段相连;

0, vi 与 vj 没有线段相连.

我们也可以用一个 6 阶方阵 B = (bij) 来表示 G，其中 bij =

1, vj 是 ei 的端点;

0, vj 不是 ei 的端点.

A =



0 1 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 0


, B =



1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1


.

A 称为 G 的邻接矩阵，B 称为 G 的关联矩阵．它们之间具有联系

BTB = D +A, D = diag(d1, d2, · · · , d6)

其中每个 dj 是 A 的第 j 行 (列) 元素之和，也是 B 的第 j 列元素之和．D 称为 G 的度矩阵．

感兴趣的读者可参阅文献 [10] 组合矩阵论，了解关于图和矩阵的更多知识．

• (有限射影平面) 设 V = {v1, v2, · · · , vn}，V 中的元素称为点；E = {e1, e2, · · · , em} 由 V 的某

些子集构成，E 中的元素称为线．当满足下列条件时，集合对 π = (V,E) 称为有限射影平面：

(i) 对于任意两线 e, f ∈ E，存在唯一的点 v ∈ V，使得 v ∈ e 且 v ∈ f；
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(ii) 对于任意两点 u, v ∈ V，存在唯一的线 e ∈ E，使得 u ∈ e 且 v ∈ e；

(iii) 存在四点 a, b, c, d ∈ V，使得 {a, b, c, d} 与任意 e ∈ E 至多有两个公共点．

类似地，可定义 π 的关联矩阵 A = (aij)m×n，其中 aij =

1, vj ∈ ei

0, vj /∈ ei
．由条件 (i),(ii) 可得

AAT =


k1 1 · · · 1

1 k2
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 · · · 1 km

 , ATA =


d1 1 · · · 1

1 d2
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 · · · 1 dn

 . (2.3)

进一步由条件 (iii) 可得

k1 = k2 = · · · = km = d1 = d2 = · · · = dn = λ, m = n = λ2 − λ+ 1. (2.4)

例如，下图是最小的有限射影平面，由 7 个点 v1, v2, · · · , v7 和 7 条线 {v1, v2, v3}，{v1, v4, v5}，
{v1, v6, v7}，{v2, v4, v6}，{v2, v5, v7}，{v3, v4, v7}，{v3, v5, v6} 构成．

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

A =



1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1 1 0


定理 2.2. 矩阵的乘法运算具有下列性质．

1. 对于任意 A ∈ Fm×n 和 β1, β2, · · · , βp ∈ Fn×1，有

A
(
β1 β2 · · · βp

)
=
(
Aβ1 Aβ2 · · · Aβp

)
.

2. 对于任意 A ∈ Fm×n 和 λ ∈ F，有 (λIm)A = λA = A(λIn)．

3. 对于任意 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p 和 C ∈ Fp×q，有 (AB)C = A(BC)．

4. 对于任意 A,B ∈ Fm×n 和 C,D ∈ Fn×p，有

(A+B)C = (AC) + (BC), A(C +D) = (AC) + (AD).

5. 对于任意 A ∈ Fm×n 和 B ∈ Fn×p，有 (AB)T = BTAT．

6. 对于任意 A ∈ Fm×n 和 B ∈ Fn×m，有 tr(AB) = tr(BA)．

由定理 2.2 可知，矩阵的乘法运算满足结合律，从而可以定义矩阵的方幂和多项式运算．
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定义 2.3. 设 A 是 n 阶方阵，m 是正整数．m 个 A 的乘积称为 A 的 m 次方幂，记作 Am．特别

规定 A0 = In (包括 A = O 情形)．对于 f(x) =
m∑

k=0

ckx
k ∈ F[x]，定义

f(A) =
m∑

k=0

ckA
k = c0I + c1A+ · · ·+ cmAm.

计算一般矩阵 A 的方幂 Ak 和多项式 f(A) 的通常算法是：首先把 A 分解为 A = PBP−1 的

形式，其中 B 是对角方阵或 Jordan 标准形，然后计算 Bk 和 f(B)，最后计算 Ak = PBkP−1 和

f(A) = Pf(B)P−1．相关内容详见第五章．对于某些特殊矩阵，有可能存在更简便的方法．

例 2.7. 求线性递推数列 xn+1 = axn + bxn−1 的通项公式．

解答.
(
xn+1

xn

)
=

(
a b

1 0

)(
xn

xn−1

)
= · · · =

(
a b

1 0

)n(
x1

x0

)
⇒ xn =

(
0 1

)(a b

1 0

)n(
x1

x0

)
．

例 2.8. 求连分数 [a0, a1, · · · , an] = a0 +
1

a1 +
1

. . . +

. . .

an−1 +
1

an

的展开分数．

解答. 设 [ak, ak+1, · · · , an] =
pk
qk
，0 ⩽ k ⩽ n．由

pk−1

qk−1

= ak−1 +
qk
pk

=
ak−1pk + qk

pk
，可设(

pk−1

qk−1

)
=

(
ak−1 1

1 0

)(
pk

qk

)
.

因此，[a0, a1, · · · , an] =
p

q
，其中

(
p

q

)
=

(
a0 1

1 0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)(
1

0

)
．

习题

1. 证明定理 2.1 和定理 2.2．

2. 设 A =


1 1 2

2 2 1

2 1 2

1 0 1

，B =


1 0 2

1 1 2

1 1 0

，C =


1 0 1 1

1 1 0 1

0 2 1 0

．计算 AB，BC，B2，ABC．

3. 设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n．求 n+ 1 阶方阵 B = (bij) 和 n 阶方阵 C = (cij)，满足

f(x+ y) =
n+1∑
i,j=1

bijx
i−1yj−1,

f(x)− f(y)

x− y
=

n∑
i,j=1

cijx
i−1yj−1.

并说明 B 和 C 都是对称方阵．

4. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×n．证明：

(1) 若 B 是对称方阵，则 ABAT 也是对称方阵．

(2) 若 B 是对角元素都是 0 的反对称方阵，则 ABAT 也是对角元素都是 0 的反对称方阵．
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5. 对于 H =

(
0 1

1 0

)
和 H =

(
0 −1

1 0

)
，分别求所有 2 阶实方阵 A 满足 AHAT = H．

6. 设 A =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

，B =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

．分别举例 3 阶非对角的实方阵 X 满足如下条件．

(1) X2 = I (2) X3 = I (3) X2 = −A (4) X3 = −A (5) X2 = B (6) X3 = B

7. 设 m 是正整数，求 Am，其中 A =

(1)
(
1 −1

1 0

)
(2)

(
1 0

1 −1

)
(3)

(
1 −1

1 1

)
(4)

(
1 1

1 −1

)

(5)


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 (6)


1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

 (7)


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 0 1

 (8)


a1b1 a1b2 a1b3 a1b4

a2b1 a2b2 a2b3 a2b4

a3b1 a3b2 a3b3 a3b4

a4b1 a4b2 a4b3 a4b4


8. 求与方阵 A 乘积可交换（即满足 AB = BA）的所有方阵 B，其中 A =

(1)


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4

 (2)


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 (3)


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 (4)


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0



(5)


0 0 0 1

0 0 2 0

0 3 0 0

4 0 0 0

 (6)


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 (7)


0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 (8)


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


9. (1) 求与任意 n 阶方阵都乘积可交换的方阵．

(2) 求与任意 n 阶对称方阵都乘积可交换的方阵．

(3) 求与任意 n 阶反对称方阵都乘积可交换的方阵．

10. 设 m,n 是正整数，A,B ∈ Fn×n，f ∈ F[x]．证明：

(1) (A+B)2 + (A−B)2 = 2A2 + 2B2．

(2) 若 AB = BA，则 (A+B)m =
m∑

k=0

Ck
mAkBm−k，其中 Ck

m 是组合数．

(3) 若 AB = BA 且 Bm = O，则 f(A+B) = f(A) +
m−1∑
k=1

1

k!
f (k)(A)Bk．

(4) 若 A,B 都是对称方阵，则 AB 是对称方阵 ⇔ AB = BA．

11. (1) 设 A,B ∈ Cm×n．证明：tr(AAH) tr(BBH) ⩾ tr(ABH) tr(BAH) ⩾ 0．

(2) 设 A ∈ Cm×n 满足 tr(AAH) = 0．证明：A = O．

(3) 设 A ∈ Cn×n 满足 tr(AAH) = tr(A2)．证明：A = AH．

12. (1) 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p 都是上三角矩阵．证明：AB 也是上三角矩阵．

(2) 设 A ∈ Fn×n 是上三角方阵，f ∈ F[x]．证明：f(A) 也是上三角方阵．
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13. 设 n 阶方阵 A =
(
aij(x)

)
和 B =

(
bij(x)

)
的元素都是可微函数．记

dA

dx
=
(
a′ij(x)

)
．

(1) 证明：d(AB)

dx
=

dA

dx
B +A

dB

dx
．

(2) A 与 dA

dx
是否一定乘积可交换？证明你的结论．

14. 证明例 2.6 (有限射影平面) 中的 (2.3) 和 (2.4) 式．

15. 设 Q0 = 1，Q1 = x，Qn =
Q2

n−1 − 1

Qn−2

，∀n ⩾ 2．

(1)[7]证明：Qn 是以 x 为变元的整数系数多项式．

(2) 用矩阵方幂表示 Qn 的通项公式．

16. 利用矩阵乘积求递推数列 {xn}n∈N 的通项公式．

(1) xn = a1xn−1 + a2xn−2 + · · ·+ akxn−k，其中 k 是给定的正整数，a1, a2, · · · , ak 是常数．

(2) xn =
axn−1 + b

cxn−1 + d
，其中 a, b, c, d 是常数．

17. [8]设 n 是正整数，a1, a2, · · · , an−1 是任意实数，定义递推数列 u0 = u1 = v0 = v1 = 1，

uk+1 = uk + akuk−1, vk+1 = vk + an−kvk−1, ∀k = 1, · · · , n− 1.

证明：un = vn．

18. [9]设 a0, a1, a2, · · · 是整数，b0, b1, b2, · · · 是正整数，满足 a0 = 0, a1 = 1，

an+1 =

anbn + an−1, bn−1 = 1

anbn − an−1, bn−1 > 1
, n = 1, 2, · · ·

证明：max(an, an+1) ⩾ n．

[7]2017 年 Putnam 数学竞赛 A2．
[8]2013 年 IMO 预选题 A1．
[9]2017 年 IMO 预选题 A7．



24 第二章 矩阵运算

§2.2 分块矩阵

定义 2.4. 设 A = (aij)m×n，I = (i1, i2, · · · , ir) 是 {1, 2, · · · ,m} 中 r 个元素的排列，J =

(j1, j2, · · · , js) 是 {1, 2, · · · , n} 中 s 个元素的排列．由 A 的第 i1, i2, · · · , ir 行和第 j1, j2, · · · , js
列元素排成的矩阵 

ai1j1 ai1j2 · · · ai1js

ai2j1 ai2j2 · · · ai2js
...

... · · ·
...

airj1 airj2 · · · airjs


称为 A 的子矩阵，记作 A[I, J ] 或 A[ i1 i2 ··· ir

j1 j2 ··· js
]．特别，当 I = J 时，A[I, I] 称为 A 的主子矩阵．

A[ 1 2 ··· k
1 2 ··· k ] 称为 A 的第 k 个顺序主子矩阵．

定义 2.5. 设 m = m1 +m2 + · · ·+mp，n = n1 + n2 + · · ·+ nq，把 m× n 矩阵 A 分块成

A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
... · · ·

...

Ap1 Ap2 · · · Apq


其中每个 Aij 是 mi × nj 的子矩阵．这种分块方式 (Aij)p×q 称为分块矩阵．

• 若 Aij = O，∀i > j，则 (Aij)p×q 称为准上三角矩阵．

• 若 Aij = O，∀i < j，则 (Aij)p×q 称为准下三角矩阵．

• 若 Aij = O，∀i 6= j，则 (Aij)p×p 称为准对角矩阵，记作 diag(A11, A22, · · · , App)．�
准上三角/准下三角/准对角矩阵的概念都是针对分块矩阵 (Aij)p×q 而言，不涉及原矩阵 A．

例 2.9. 考虑如下的网格图 G 的邻接矩阵 A = (aij)20×20．把 A 的 400 个元素都写出来显然很费
事，逐个指明 A 中所有 1 的位置也很麻烦，而把 A 表示为分块矩阵的形式则相对容易一些．

v1 v2 v3 v4 v5

v6 v10

v11 v15

v16 v17 v18 v19 v20

A =


P5 I5 O O

I5 P5 I5 O

O I5 P5 I5

O O I5 P5

 , P5 =



0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0


．

定理 2.3. 分块矩阵的运算具有下列性质．

1. 设 A = (Aij)p×q，则 AT = (Bij)q×p，其中 Bij = AT
ji，∀i, j．

2. 设 A = (Aij)p×q，λ 是数，则 λA = (λAij)p×q．

3. 设 A = (Aij)p×q，B = (Bij)p×q 满足 Aij 与 Bij 的大小相同，则 A+B = (Aij +Bij)p×q．
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4. 设 A = (Aij)p×q，B = (Bij)q×r 满足 Aik 的列数等于 Bkj 的行数，则 AB = (Cij)p×r，其中

Cij =

q∑
k=1

AikBkj , ∀i, j.

例 2.10. 求与 A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 乘积可交换的所有方阵 B．

解答. 设 A =

(
I O

O 2I

)
，B =

(
B11 B12

B21 B22

)
，其中每个 Bij 是 2×2的方阵．由 AB =

(
B11 B12

2B21 2B22

)
，

BA =

(
B11 2B12

B21 2B22

)
可得 B12 = B21 = O．容易验证，形如

(
B11 O

O B22

)
的方阵 B 都满足

AB = BA，即为所求．

定义 2.6. 设 A = (aij) 是 m× n 矩阵，B 是 p× q 矩阵，则 mp× nq 矩阵

C =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

... · · ·
...

am1B am2B · · · amnB


称为 A 和 B 的张量积或 Kronecker 积，记作 C = A⊗B．例如，

• 例 2.10 中的矩阵 A =

(
1 0

0 2

)
⊗ I2．

• 例 2.9 中的矩阵 A = I4 ⊗ P5 + P4 ⊗ I5．

例 2.11. 设 2 阶方阵 A =

(
a1 a2

a3 a4

)
，B =

(
b1 b2

b3 b4

)
，X =

(
x1 x2

x3 x4

)
，Y =

(
y1 y2

y3 y4

)
．

1. 矩阵方程 AX = Y 可以表示为线性方程组 Px = y 的形式，
a1 0 a2 0

0 a1 0 a2

a3 0 a4 0

0 a3 0 a4



x1

x2

x3

x4

 =


y1

y2

y3

y4

 ,

其中系数矩阵 P = A⊗ I，x 由 X 的行向量拼接而成，y 由 Y 的行向量拼接而成．

2. 矩阵方程 XB = Y 可以表示为线性方程组 Qx = y 的形式，
b1 b3 0 0

b2 b4 0 0

0 0 b1 b3

0 0 b2 b4



x1

x2

x3

x4

 =


y1

y2

y3

y4

 ,

其中系数矩阵 Q = I ⊗BT．
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3. 矩阵方程 AXB = Y 可以表示为线性方程组 Mx = y 的形式，
a1b1 a1b3 a2b1 a2b3

a1b2 a1b4 a2b2 a2b4

a3b1 a3b3 a4b1 a4b3

a3b2 a3b4 a4b2 a4b4



x1

x2

x3

x4

 =


y1

y2

y3

y4

 ,

其中系数矩阵 M = A⊗BT．

4. 结合 1,2,3 可得 M = PQ = QP，即 A⊗BT = (A⊗ I)(I ⊗BT ) = (I ⊗BT )(A⊗ I)．

习题

1. 证明定理 2.3．

2. 设 Ai, Xi, Yi, X, Y 都是 n 阶方阵，m 是正整数，计算下列矩阵乘积或方幂．

(1)
(
X1 X2

)(A1 A2

A3 A4

)(
Y1

Y2

)
(2)

(
X1 X2

X3 X4

)(
A1 O

O A2

)(
Y1 Y2

Y3 Y4

)

(3)
(
I X

O I

)(
A1 A2

A3 A4

)(
I −X

O I

)
(4)

(
I X

O I

)(
A1 A2

A3 A4

)(
I O

Y I

)

(5)
(
O X

Y O

)m

(6)
(
X O

Y X

)m

(7)


O X O

O O X

X O O


m

(8)


X I O

O X I

O O X


m

3. 设方阵 A =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

，B =


O A O

O O A

A O O

．求与 B 乘积可交换的所有方阵．

4. 设 m×n网格图 G的顶点集 V = {(x, y) | x = 1, 2, · · · ,m; y = 1, 2, · · · , n}，两个顶点 (x1, y1)

与 (x2, y2) 相邻当且仅当 |x1 − x2|+ |y1 − y2| = 1．把 V 按照字典顺序排列．用分块矩阵表示

G 的邻接矩阵．

5. 定义两个图 G1, G2 的直积 G = G1 ×G2 如下．G 的顶点集 V = {(v1, v2) | vi 是 Gi 的顶点}，
(u1, u2) → (v1, v2) 是 G 的边当且仅当 (u1 = v1 且 u2 → v2 是 G2 的边) 或者 (u2 = v2 且

u1 → v1 是 G1 的边)．用 G1, G2 的邻接矩阵表示 G 的邻接矩阵．

6. 设 n维超立方体图 Qn 的顶点集 V = {0, 1}n，两个顶点 (x1, x2, · · · , xn)与 (y1, y2, · · · , yn)相
邻当且仅当 |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ · · ·+ |xn − yn| = 1．把 V 按照字典顺序排列．思考 Qn 与

Qn−1 的关系，并用分块矩阵递推表示 Qn 的邻接矩阵．

7. 设矩阵乘积 AC,BD 有意义．证明：(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)．

8. 设 A,A1, A2 是 m× n 矩阵，B,B1, B2 是 p× q 矩阵，C 是 s× t 矩阵．证明：

(1) (A1 +A2)⊗B = (A1 ⊗B) + (A2 ⊗B) (2) A⊗ (B1 +B2) = (A⊗B1) + (A⊗B2)

(3) (A⊗B)T = (AT )⊗ (BT ) (4) (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)
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9. 设 A 是 m 阶方阵，B 是 n 阶方阵，X,Y 都是 m× n 矩阵，x, y 分别是 X,Y 的列向量依次

拼接而成的 mn 维列向量．把下列矩阵方程表示为 y = Mx 的形式．

(1) Y = AX (2) Y = XB (3) Y = AXB (4) Y = AX −XB
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§2.3 初等方阵

在第一章中，介绍了对于线性方程组，或者说是对矩阵的行向量进行操作的三种初等变换．事

实上，它们都可以表示为矩阵乘积的形式．例如，设矩阵

A =


α1

α2

α3

 , αi 是行向量．

• 交换 A 的第 1, 3 行，得到

B1 =


α3

α2

α1

 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0



α1

α2

α3

 = P1A.

• 把 A 的第 2 行乘上常数 λ，得到

B2 =


α1

λα2

α3

 =


1 0 0

0 λ 0

0 0 1



α1

α2

α3

 = P2A.

• 把 A 的第 1 行的 λ 倍加至第 3 行，得到

B3 =


α1

α2

α3 + λα1

 =


1 0 0

0 1 0

λ 0 1



α1

α2

α3

 = P3A.

上述方阵 P1, P2, P3 都可以看作是对单位方阵作同样的初等变换的结果．

定义 2.7. 对单位方阵的行向量作三类初等变换所得到的方阵称为初等方阵．它们分别是

• Sij = I − Eii − Ejj + Eij + Eji，i 6= j．

• Di(λ) = In + (λ− 1)Eii，λ 6= 0．

• Tij(λ) = I + λEij，i 6= j．

定理 2.4. 初等方阵具有下列性质．

• Sij 是对称方阵．S2
ij = I．当 {i, j} ∩ {k, l} = ∅ 时，Sij 与 Skl 乘积可交换．

• Di(λ) 是对角方阵．Di(λ)Di(
1
λ
) = I．任意 Di(λ) 与 Dj(µ) 乘积可交换．

• Tij(λ) 是三角方阵．Tij(λ)Tij(−λ) = I．当 i 6= l 且 j 6= k 时，Tij(λ) 与 Tkl(µ) 乘积可交换．

• Sij 可以表示为其它两类初等方阵的乘积．Sij = Di(−1)Tij(−1)Tji(1)Tij(−1)．
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对单位方阵的列向量作初等变换得到的方阵也是初等方阵．对矩阵的行向量作初等变换等价于

矩阵左乘上初等方阵，对矩阵的列向量作初等变换等价于矩阵右乘上初等方阵．对于分块矩阵的行

与列，也可以作类似的“分块初等变换”．(
O I

I O

)(
A B

C D

)
=

(
C D

A B

)
,

(
A B

C D

)(
O I

I O

)
=

(
B A

D C

)
,(

P O

O Q

)(
A B

C D

)
=

(
PA PB

QC QD

)
,

(
A B

C D

)(
P O

O Q

)
=

(
AP BQ

CP DQ

)
,(

I O

X I

)(
A B

C D

)
=

(
A B

XA+ C XB +D

)
,

(
A B

C D

)(
I O

X I

)
=

(
A+BX B

C +DX D

)
.

定理 2.5. 对于任意 A ∈ Fm×n，有如下结论．

1. 存在非负整数 r 和一系列初等方阵 P1, · · · , Ps ∈ Fm×m，Q1, · · · , Qt ∈ Fn×n，使得

Ps · · ·P1AQ1 · · ·Qt =

(
Ir O

O O

)
.

2. 存在非负整数 r 和一系列初等方阵 P̃1, · · · , P̃s ∈ Fm×m，Q̃1, · · · , Q̃t ∈ Fn×n，使得

A = P̃1 · · · P̃s

(
Ir O

O O

)
Q̃t · · · Q̃1.

证明. 当 A = O 时，设 Pi = P̃i = Im，Qi = Q̃i = In，r = 0，结论显然成立．下设 A = (aij) 6= O．

1. 对 m 使用数学归纳法．当 m = 1 时，设 a1j 6= 0，则有

A ·Dj(
1

a1j
) ·
∏
k ̸=j

Tjk(−a1k) · S1j = (1 0 · · · 0).

当 m ⩾ 2 时，设 aij 6= 0，则有

S1i ·
∏
k ̸=i

Tki(−akj) ·A ·Dj(
1
aij

) ·
∏
k ̸=j

Tjk(−aik) · S1j =

(
1

B

)
.

对于矩阵 B 应用归纳假设，存在非负整数 r 和一系列初等方阵 P1, · · · , Ps, Q1, · · · , Qt，使得

Ps · · ·P1BQ1 · · ·Qt =

(
Ir O

O O

)
，从而有

(
1

Ps

)
· · ·

(
1

P1

)(
1

B

)(
1

Q1

)
· · ·

(
1

Qt

)
=

(
Ir+1

O

)
,

其中所有

(
1

Pi

)
,

(
1

Qi

)
也都是初等方阵．故定理结论成立．

2. 根据定理 2.4，对于任意初等方阵 Pi, Qi，都存在初等方阵 P̃i, Q̃i，使得 P̃iPi = Im，QiQ̃i = In．

因此，P̃1 · · · P̃s

(
Ir O

O O

)
Q̃t · · · Q̃1 = P̃1 · · · P̃sPs · · ·P1AQ1 · · ·QtQ̃t · · · Q̃1 = A．
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习题

1. 证明定理 2.4．

2. 证明：对于三类初等方阵 P，均存在列向量 α, β 使得 P = I + αβT．

3. 若 n 维列向量 α, β 满足 αTβ = 0，则 n 阶方阵 P = I + αβT 称为平延．证明：对于任意两

个不共线的列向量 u, v，存在平延 P 使得 Pu = v．

4. 设 n 阶方阵 A 的每行每列均恰有一个元素是 1、其它元素都是 0．A 称为置换方阵．证明：

(1) ATA = AAT = In．

(2) 可经过至多 n− 1 次交换两行 (列) 的操作，把 A 变为单位方阵．

5. 设 A 是 m× n 矩阵，i1, i2, · · · , im 是 1, 2, · · · ,m 的排列，j1, j2, · · · , jn 是 1, 2, · · · , n 的排列．
证明：P = Im[ i1 i2 ··· im

1 2 ··· m ] 和 Q = In[
1 2 ··· n
j1 j2 ··· jn ] 都是置换方阵，使得

PAQ = A[ i1 i2 ··· im
j1 j2 ··· jn

].

特别，当 m = n 且 (i1, i2, · · · , im) = (j1, j2, · · · , jn) 时，Q = P T．

6. 证明：任意 Tij(λ) 都可以表示为

Tpq(a)Tuv(b)Tpq(−a)Tuv(−b)

的形式[10]，其中 i 6= j，p 6= q，u 6= v．

7. 证明：对于任意 m×n 矩阵 A，存在一系列 m 阶初等方阵 P1, P2, · · · , Ps 和 n 阶置换方阵 Q，

使得 Ps · · ·P2P1AQ 形如

(
Ir ∗
O O

)
，其中 0 ⩽ r ⩽ min(m,n)．

8. 对角元素都是 1 的上 (下) 三角矩阵称为单位上 (下) 三角矩阵．证明：对于任意 m × n 矩

阵 A，存在一系列 m 阶单位下三角的初等方阵 P1, P2, · · · , Ps 和 m 阶置换方阵 Q，使得

Ps · · ·P2P1QA 是上三角矩阵．

9. 设 R3 中以 x, y, z 轴为转轴的三类旋转变换分别对应矩阵

P1(θ) =


1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , P2(θ) =


cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , P3(θ) =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 .

(1) 证明：Pi(α)Pi(β) = Pi(α+ β)，∀i, α, β．

(2) 求 θ1, θ2, θ3 使得 P1(θ1)P2(θ2)P3(θ3) =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

．
(3) 证明：对于任意 3 阶实数方阵 A，存在 θ1, θ2, θ3 使得 P1(θ1)P2(θ2)P3(θ3)A 是上三角方阵．

[10]在一个乘法群中，形如 ghg−1h−1 的元素称为换位子．
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§2.4 可逆矩阵

在 §2.1 中定义了矩阵的加法、减法、数乘、乘法，以及正整数次幂的运算，定理 2.2 也表明单
位方阵是矩阵乘法的单位元，我们自然考虑是否能够定义矩阵的除法运算或负整数次幂运算．由于

矩阵乘法运算不满足交换律，我们有如下定义．

定义 2.8. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m．若 AB = Im 是单位方阵，则称 A 是 B 的一个左逆，B 是 A

的一个右逆．若 A 既有右逆 B 又有左逆 C，则有 C = C(AB) = (CA)B = B，此时 A 称为可逆

矩阵，B 称为 A 的逆矩阵，记作 A−1．

显然，并非所有矩阵都是可逆矩阵．例如，零矩阵既没有左逆也没有右逆，不是可逆矩阵．那

么，如何判断一个矩阵 A 是否可逆矩阵？定理 2.9 以线性方程组的形式给出了 A 是可逆矩阵的一

些充分必要条件．在第三章和第四章中，我们还将通过行列式和秩的概念给出 A 是可逆矩阵的其

它充分必要条件．

例 2.12. 设 A =

(
a b

c d

)
∈ F2×2．当 δ = ad− bc 6= 0 时，A 是可逆矩阵，

A−1 =
1

δ

(
d −b

−c a

)
.

例 2.13. 设 A =


u
v
w

 =


u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

 ∈ F3×3．当 δ = u × v · w 6= 0 时，A 是可逆矩阵，

A−1 =
1

δ

(
v × w w × u u × v

)
=

1

δ


v2w3 − v3w2 w2u3 − w3u2 u2v3 − u3v2

v3w1 − v1w3 w3u1 − w1u3 u3v1 − u1v3

v1w2 − v2w1 w1u2 − w2u1 u1v2 − u2v1

 .

在 u × v · w 式中，

(x1, x2, x3)× (y1, y2, y3) = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)

是 F3 上的向量积运算，

(x1, x2, x3) · (y1, y2, y3) = x1y1 + x2y2 + x3y3

是 F3 上的数量积运算．

例 2.14. 所有初等方阵都是可逆矩阵．

例 2.15. m× n 矩阵

(
Ir O

O O

)
是可逆矩阵的充分必要条件是 m = n = r．

根据定义，可逆矩阵具有以下常用性质．

定理 2.6. 若 A 是可逆矩阵，则 A−1 和 AT 也是可逆矩阵，并且

(A−1)−1 = A, (AT )−1 = (A−1)T .
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定理 2.7. 设矩阵 P = A1A2 · · ·Ak．若 A1, A2, · · · , Ak 都是可逆矩阵，则 P 也是可逆矩阵，并且

C−1 = A−1
k · · ·A−1

2 A−1
1 .

结合例 2.14, 2.15 以及定理 2.5, 2.7，可得如下充分必要条件，来判断一个矩阵是否可逆．

定理 2.8. A 是可逆矩阵当且仅当 A 是初等方阵的乘积．故可逆矩阵一定是方阵．

定理 2.9. 设 A 是 n 阶方阵．下列叙述相互等价．

1. A 是可逆方阵．

2. 矩阵方程 AX = I 有唯一解，即 A 有唯一的右逆．

3. 对于任意 n 维列向量 b，线性方程组 Ax = b 有唯一解．

4. 线性方程组 Ax = 0 有唯一解 x = 0．

证明. 1 ⇒ 2：A−1 是 A 的唯一右逆．

2 ⇒ 3：设 AB = I，则 Ax = b 有解 x = Bb．若 Ax = b 的解不唯一，则存在 v 6= 0 满足
Av = 0，从而 B +

(
v O

)
也是 A 的右逆，矛盾．

3 ⇒ 4：4 是 3 的特殊情形．
4 ⇒ 1：根据定理 2.5，存在非负整数 r 和初等方阵 P1, · · · , Ps, Q1, · · · , Qt，使得

A = P1 · · ·Ps

(
Ir O

O O

)
Qt · · ·Q1.

若 r < n，则 x = Q−1
1 · · ·Q−1

t en 6= 0 并且满足 Ax = 0，矛盾．故 r = n, A = P1 · · ·PsQt · · ·Q1．

根据定理 2.7，A 是可逆方阵．

在矩阵乘法运算下，数域 F 上 n 阶可逆方阵的全体构成群，称为一般线性群，记作 GL(n,F)．

根据定理 2.9，求解矩阵方程 AX = I 是判断方阵 A 是否可逆矩阵以及求 A−1 的通用方法．

与求解线性方程组 Ax = b 类似，对增广矩阵 M =
(
A I

)
施行一系列初等行变换，把它变成(

I X
)
的形式．此时，X 即为 A−1．若矩阵方程 AX = I 无解，则 A 不是可逆矩阵．

例 2.16. 设 n 阶上三角方阵 A =



1 2 3 · · · n

1 2 · · · n− 1

. . .
. . .

...

1 2

1


．求 A−1．

解法一. 对增广矩阵
(
A I

)
施行初等行变换，从第一行开始，每行减去下一行，再重复一遍，得

1 2 3 · · · n 1

1 2 · · · n− 1 1

. . .
. . .

...
. . .

1 2 1

1 1


→



1 1 1 · · · 1 1 −1

1 1 · · · 1 1 −1

. . .
. . .

...
. . .

. . .

1 1 1 −1

1 1


→
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

1 1 −2 1

1 1 −2
. . .

. . .
. . .

. . . 1

1 1 −2

1 1


．故 A−1 =



1 −2 1

1 −2
. . .

. . .
. . . 1

1 −2

1


．

解法二. 可设 A = I + 2B + 3B2 + · · · + nBn−1，其中 B =



0 1

0 1

. . .
. . .

0 1

0


满足 Bn = O．

由 BA = B + 2B2 + · · ·+ (n− 1)Bn−1，得 (I −B)A = I +B + · · ·+Bn−1，进而 (I −B)2A = I．

因此，A−1 = (I −B)2 = I − 2B +B2 =



1 −2 1

1 −2
. . .

. . .
. . . 1

1 −2

1


．

下面，我们考虑分块矩阵的逆矩阵问题．

例 2.17. 设 P,Q 是可逆方阵，X 是 m× n 矩阵，Y 是 n×m 矩阵．(
O Im

In O

)−1

=

(
O In

Im O

)
,

(
P O

O Q

)−1

=

(
P−1 O

O Q−1

)
,(

Im X

O In

)−1

=

(
Im −X

O In

)
,

(
Im O

Y In

)−1

=

(
Im O

−Y In

)
.

例 2.18. 设分块矩阵 A =

(
A1 A2

A3 A4

)
，其中 A1, A4 都是方阵．

• 当 A1 是可逆方阵时，有矩阵乘积分解

A =

(
I O

A3A
−1
1 I

)(
A1 O

O A4 −A3A
−1
1 A2

)(
I A−1

1 A2

O I

)
.

上式称为 Schur[11]公式，S = A4 −A3A
−1
1 A2 称为 A1 的 Schur 补．A 是可逆方阵当且仅当

S 是可逆方阵．此时，

A−1 =

(
I −A−1

1 A2

O I

)(
A−1

1 O

O S−1

)(
I O

−A3A
−1
1 I

)

=

(
A−1

1 +A−1
1 A2S

−1A3A
−1
1 −A−1

1 A2S
−1

−S−1A3A
−1
1 S−1

)
.

[11]Issai Schur，1875–1941，德国数学家．Ferdinard Georg Frobenius 的学生．
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• 类似地，当 A4 是可逆方阵时，有矩阵乘积分解

A =

(
I A2A

−1
4

O I

)(
A1 −A2A

−1
4 A3 O

O A4

)(
I O

A−1
4 A3 I

)
.

上式也称为 Schur 公式，T = A1 −A2A
−1
4 A3 称为 A4 的 Schur 补．A 是可逆方阵当且仅当

T 是可逆方阵．此时，

A−1 =

(
I O

−A−1
4 A3 I

)(
T−1 O

O A−1
4

)(
I −A2A

−1
4

O I

)

=

(
T−1 −T−1A2A

−1
4

−A−1
4 A3T

−1 A−1
4 +A−1

4 A3T
−1A2A

−1
4

)
.

• 当 A1, A4 和 A 都是可逆方阵时，比较以上两个关于 A−1 的表达式，可得 S 和 T 之间的联系

S−1 = A−1
4 +A−1

4 A3T
−1A2A

−1
4 , T−1 = A−1

1 +A−1
1 A2S

−1A3A
−1
1 .

例 2.19. 设 n 阶下三角方阵 A =
(
Cj

i

)
，其中 Cj

i =
i!

j!(i− j)!
是组合数．求 A−1．

解答. 设 M =
(
Cj

i

)
=

(
1 0
1 A

)
，其中 0 ⩽ i, j ⩽ n．根据二项式定理，


1

1 + x
...

(1 + x)n

 =


C0

0

C0
1 C1

1

...
...

. . .

C0
n C1

n · · · Cn
n




1

x
...

xn

 ,


1

x
...

xn

 =


C0

0

−C0
1 C1

1

...
...

. . .

(−1)nC0
n (−1)n−1C1

n · · · Cn
n




1

1 + x
...

(1 + x)n

 .

因此，M−1 =

(
1 0
∗ A−1

)
=
(
(−1)i−jCj

i

)
，A−1 =

(
(−1)i−jCj

i

)
．

习题

1. 证明定理 2.6, 2.7, 2.8．

2. 证明：F3 上的向量积运算具有下列性质，其中 a,b, c ∈ F3，λ, µ ∈ F．

(1) 双线性 (λa + µb)× c = λ(a × c) + µ(b × c)，a × (λb + µc) = λ(a × b) + µ(a × c)

(2) 反对称 a × a = 0，a × b = −b × a

(3) 混合积 (a × b) · c = (b × c) · a = (c × a) · b

(4) 双重向量积 (a × b)× c = (a · c) b − (b · c) a

(5) Jacobi 恒等式 (a × b)× c + (b × c)× a + (c × a)× b = 0
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3. 判断下列方阵 A 是否可逆方阵，或者求 a, b, c, d 应满足的充分必要条件，使得 A 是可逆方阵．

当 A 是可逆方阵时，求 A−1．

(1)


1 1 0 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 1

−1 0 0 1

 (2)


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

−1 0 0 1

 (3)


0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0



(4)


a b c d

−b a −d c

−c d a −b

−d −c b a

 (5)


0 b c d

−b 0 b c

−c −b 0 b

−d −c −b 0

 (6)


1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



(7)


a a+ 1 a+ 2 a+ 3

b b+ 1 b+ 2 b+ 3

c c+ 1 c+ 2 c+ 3

d d+ 1 d+ 2 d+ 3

 (8)


a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2 (a+ 3)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2 (b+ 3)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2 (c+ 3)2

d2 (d+ 1)2 (d+ 2)2 (d+ 3)2


4. 设 A = (aij) 是 n 阶三角方阵．证明：A 是可逆方阵当且仅当

n∏
i=1

aii 6= 0．

5. 设 A 是 n 阶可逆方阵．证明：

(1) 若 A 是上/下三角方阵，则 A−1 也是上/下三角方阵．

(2) 若 A 是 (反) 对称方阵，则 A−1 也是 (反) 对称方阵．

(3) 若 A 是 (反) Hermite 方阵，则 A−1 也是 (反) Hermite 方阵．

6. 设 n 阶方阵 A 满足 Ak = λI，k 是正整数，λ 6= 1．证明：I −A 是可逆方阵，并且

(I −A)−1 =
1

1− λ
(I +A+A2 + · · ·+Ak−1).

7. 设 n 阶方阵 A = (aibj)，B = λI −A，µ =
n∑

i=1

aibi，n ⩾ 2．证明：

(1) A2 = µA，B2 = (2λ− µ)B − λ(λ− µ)I．

(2) B 是可逆方阵当且仅当 λ /∈ {0, µ}，并且 B−1 =
1

λ
I +

1

λ(λ− µ)
A．

8. 设 A,B 分别是 m× n 和 n×m 的矩阵．何时 M =

(
A O

O B

)
是可逆方阵？并求 M−1．

9. 设 A,B 是方阵．证明：A⊗B 是可逆方阵当且仅当 A,B 都是可逆方阵，并且

(A⊗B)−1 = (A−1)⊗ (B−1).

10. (Sherman-Morrison-Woodbury 公式) 设 A 是 m 阶可逆方阵，B 是 m× n 矩阵，C 是 n×m

矩阵．证明：A+BC 是可逆方阵当且仅当 I + CA−1B 是可逆方阵，并且

(A+BC)−1 = A−1 −A−1B(I + CA−1B)−1CA−1.

特别，Im −BC 是可逆方阵当且仅当 In − CB 是可逆方阵，并且

(Im −BC)−1 = Im +B(In − CB)−1C.
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11. 设 n 阶可逆方阵 A =
(
aij(x)

)
的元素都是可微函数．证明：

d(A−1)

dx
= −A−1 dA

dx
A−1．

12. 设 n 阶复数方阵 A = (aij) 满足 |aii| >
∑
j ̸=i

|aij |，∀i．A 称为严格行对角优的．

证明：线性方程组 Ax = 0 只有零解，从而 A 是可逆方阵．

13. 设 n 阶整数方阵 A = (aij)，当 j 整除 i 时，aij = 1，否则 aij = 0．证明：

A−1 =
(
µ( i

j
)aij

)
, 其中 µ(x) =

(−1)k, x 是 k 个不同素数的乘积;

0, 否则.

注：A 是 Möbius 变换 f(x) 7→ g(x) =
∑
d|x

f(d) 的矩阵表示，µ(x) 称为 Möbius 函数．

14. 首先给出几个定义．

• 对于任意 M ∈ Fn×n，若存在置换方阵 P 使得 P TMP =

(
M11 M12

O M22

)
，其中 M11,M22

都是阶数 ⩾ 1 的方阵，则 M 称为可约的，否则 M 称为不可约的．

• 若 M ∈ Rm×n 的元素都 ⩾ 0，则 M 称为非负矩阵．

• 对于非负矩阵 M ∈ Rn×n，若存在正整数 k 使得 Mk 的元素都 > 0，则 M 称为本原的，

否则 M 称为非本原的．

设 A ∈ Rn×n 是非负矩阵．证明：

(1) A 是不可约的 ⇔ 存在正整数 k ⩽ n 使得 I +A+ · · ·+Ak−1 的元素都是正实数

⇔ 存在正实数 λ 使得 (λI −A)−1 的元素都是正实数．

(2) 存在置换方阵 P 使得 P TAP 是准上三角方阵，其中每个准对角块都是不可约方阵．

(3) 若 A 是本原的，则 A 是不可约的．

(4) 若 A 是非本原且不可约的，则存在正整数 m ⩾ 2 和置换方阵 P，使得

P TAP =


O A1

O
.. .

. . . Am−1

Am O


其中每个准对角块都是零方阵，空白处元素都是 0．
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行列式的概念来源于求解 n 个方程和 n 个未知数的线性方程组．分别在 1683 和 1693 年，关
孝和[1]与 Leibnitz[2]独立地提出了行列式的概念，用于求解线性方程组．1750 年，Cramer[3]发表了

著名的 Cramer 法则．1841 年，Cauchy[4]首先提出了现代的行列式概念及其记号．在 1750 至 1900
这段时期，对行列式的研究成为线性代数的重要内容．自 1858 年 Cayley 创立矩阵论以来，矩阵
逐渐发展为线性代数的主要组成部分和重要的数学工具，而行列式则逐渐变成矩阵理论的一个小分

支．

§3.1 行列式的定义

关于行列式的概念，有许多形式不同但实质等价的定义．大致有下列几种方式：

• 把行列式看作具有特定性质的函数．

• 直接给出 n 阶行列式的完全展开式．

• 通过 n− 1 阶行列式归纳定义 n 阶行列式．

• 定义行列式为平行多面体的有向体积．

• 通过 Grassmann[5]代数定义行列式．

定义 3.1. 具有下列性质的 Fn 上的 n 元函数 det(α1, α2, · · · , αn) 称为数域 F 上的 n 阶行列式．

1. (多重线性) 行列式关于每个变量是线性的．

det(· · · , λαi + µβi, · · · ) = λdet(· · · , αi, · · · ) + µdet(· · · , βi, · · · )

其中 λ, µ ∈ F，αi, βi ∈ Fn．

2. (反对称性) 若存在两个变量相等，则行列式为 0．从而，交换两个变量的位置，行列式反号．

det(· · · , αi, · · · , αi, · · · ) = 0

det(· · · , αj , · · · , αi, · · · ) = −det(· · · , αi, · · · , αj , · · · )
[1]Seki Takakazu，约 1642–1708，日本数学家．
[2]Gottfried Wilhelm Leibniz，1646–1716，德国数学家、哲学家．
[3]Gabriel Cramer，1704–1752，瑞士数学家．
[4]Augustin-Louis Cauchy，1789–1857，法国数学家．
[5]Hermann Günther Grassmann，1809–1877，德国数学家．

37
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3. (规范性) 标准单位向量组的行列式等于 1．

det(e1, e2, · · · , en) = 1

简而言之，行列式 det(α1, α2, · · · , αn) 是关于 n 个向量 α1, α2, · · · , αn ∈ Fn 的多元函数．行

列式 det(α1, α2, · · · , αn) 也可以看作是关于方阵 A ∈ Fn×n 的函数，记作 det(A) 或 |A|，其中
α1, α2, · · · , αn 是 A 的行向量．设 A = (aij)n×n，则 det(A) 还可以看作是关于 n2 个变元 aij ∈ F
的多元多项式．

定理 3.1. 由定义 3.1 可知，行列式具有下列性质，其中 λ, λ1, λ2, · · · , λn ∈ F．

1. 若存在 αi = 0，则 det(α1, α2, · · · , αn) = 0．

2. 若存在 αi = λαj，i 6= j，则 det(α1, α2, · · · , αn) = 0．

3. det(λ1α1, λ2α2, · · · , λnαn) = λ1λ2 · · ·λn det(α1, α2, · · · , αn)．

4. det(· · · , αi, · · · , αj , · · · ) = det(· · · , αi + λαj , · · · , αj , · · · )，∀i 6= j．�
定义 3.1 的合理性尚存在疑问．如定义 3.1 所述的行列式函数是否存在？是否唯一？

定义 3.2. 设 σ = (σ1, σ2, · · · , σn) 是 n 个两两不同的实数的一个排列．满足 i < j 且 σi > σj 的有

序实数对 (σi, σj) 称为 σ 中的一个逆序．σ 中逆序的个数称为 σ 的逆序数，记作 τ(σ)．

1, 2, · · · , n 的所有排列的集合记作 Sn．每个排列 σ 都可以看作是集合 {1, 2, · · · , n} 上的一一
映射．在映射的复合运算下，Sn 构成群，称为 n 次对称群．

例 3.1. 降序排列 σ = (n, n− 1, · · · , 2, 1) 的逆序数 τ(σ) = 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
n(n− 1)

2
．

定理 3.2. 交换排列 σ 中任意两项的位置，所得排列记作 σ̃，则 τ(σ) 与 τ(σ̃) 具有不同的奇偶性．

证明. 设 σ̃ 由交换 σ 的第 i, j 项得到，i < j．考虑 σ 和 σ̃ 中包含 σi 或 σj 的数对．

• 当 k < i 或 k > j 时，(σk, σi) 是 σ 中的逆序 ⇔ (σk, σi) 是 σ̃ 中的逆序，(σj , σk) 是 σ 中的逆

序 ⇔ (σj , σk) 是 σ̃ 中的逆序．

• 当 i < k < j 时，(σi, σk) 是 σ 中的逆序 ⇔ (σk, σi) 不是 σ̃ 中的逆序，(σk, σj) 是 σ 中的逆序

⇔ (σj , σk) 不是 σ̃ 中的逆序．

• (σi, σj) 是 σ 中的逆序 ⇔ (σj , σi) 不是 σ̃ 中的逆序．

综上，共有 2(j − i)− 1 个数对的逆序性发生改变．因此，τ(σ̃)− τ(σ) 是奇数．

对于任意排列 σ, σ̃ ∈ Sn，如果可以经过 x 次交换把 σ 变成 σ̃，则可以经过 x 次交换把 σ̃ 变

成 σ．如果还可以经过 y 次交换把 σ 变成 σ̃，则可以经过 x+ y 次交换把 σ 变成 σ．根据定理 3.2，
x+ y 一定是偶数，即 (−1)x = (−1)y．

例 3.2. 设 σ = (σ1, σ2, · · · , σn) ∈ Sn．det(eσ1
, eσ2

, · · · , eσn
) = (−1)τ(σ)．

解答. 依次取 k = 1, 2, · · · , n− 1，设 σ 中形如 (∗, k) 的逆序共有 mk 个，则可经过 mk 次相邻元素

的交换，把 k 换到位置 k，同时保持其它数的相对顺序不变．合计经过 τ(σ) =
n−1∑
k=1

mk 次交换把 σ

变成排列 (1, 2, · · · , n)．因此，det(eσ1
, eσ2

, · · · , eσn
) = (−1)τ(σ) det(e1, e2, · · · , en) = (−1)τ(σ)．
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下面，我们推导行列式函数的代数表达式．

设 αi = (ai1, ai2, · · · , ain)，i = 1, 2, · · · , n．根据定义 3.1，

det(α1, α2, · · · , αn) = det
(

n∑
j=1

a1jej ,
n∑

j=1

a2jej , · · · ,
n∑

j=1

a1jej

)
=

∑
1⩽j1,j2,··· ,jn⩽n

a1j1a2j2 · · · anjn det(ej1 , ej2 , · · · , ejn)

=
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

a1j1a2j2 · · · anjn det(ej1 , ej2 , · · · , ejn)

=
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

(−1)τ(j1,j2,··· ,jn)a1j1a2j2 · · · anjn . (3.1)

(3.1) 式称为 det(α1, α2, · · · , αn) 或 det(aij) 的完全展开式．许多教科书直接把它作为行列式的定
义．记 (3.1) 式定义的多元函数为 ∆(α1, α2, · · · , αn)．容易验证 ∆(α1, α2, · · · , αn) 满足定义 3.1 所
述的多重线性和规范性．由定理 3.2 可得 ∆(α1, α2, · · · , αn) 满足反对称性．因此，定义 3.1 中的行
列式函数 det(α1, α2, · · · , αn) 是存在且唯一的，就是 ∆(α1, α2, · · · , αn)．

例 3.3. 1 阶行列式 det(a) = a，2 阶行列式
∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21，3 阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 − a11a23a32 + a12a23a31 − a12a21a33 + a13a21a32 − a13a22a31．

例 3.4. 设 A = (aij)n×n 是上三角方阵，则 det(A) = a11a22 · · · ann．

证明. 在 det(A) 的完全展开式中，当 (j1, j2, · · · , jn) 6= (1, 2, · · · , n) 时，a1j1a2j2 · · · anjn = 0．

例 3.5. 设分块矩阵 A = (Aij)p×p 是准上三角方阵，并且每个 Aii 是方阵，则

det(A) =
p∏

i=1

det(Aii).

证明. 设 A = (aij)n×n．当 p = 2 时，设 A11 是 r 阶方阵，A22 是 n− r 阶方阵，则

det(A) =
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

(−1)τ(j1,j2,··· ,jn)a1j1a2j2 · · · anjn

=
∑

(j1,··· ,jr)是(1,··· ,r)的排列
(jr+1,··· ,jn)是(r+1,··· ,n)的排列

(−1)τ(j1,··· ,jr)+τ(jr+1,··· ,jn)a1j1a2j2 · · · anjn

= det(A11)det(A22).

当 p ⩾ 3 时，可先把 A 分块成

(
A11 ∗
O B

)
，得 det(A) = det(A11)det(B)．再对 B 继续分块．由

此可得 det(A) = det(A11)det(A22) · · · det(App)．

行列式的完全展开式含有 n! 个单项式．当 n 较大时，利用完全展开式求一般 n 阶行列式的计

算量非常巨大，不容易实现．通常是利用行列式的定义及性质，通过初等变换把方阵变成三角方阵，

从而求得原方阵的行列式．
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例 3.6. 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 1 −1

2 −2 1 −1

1 −1 −2 2

1 1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解答.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 1 −1

2 −2 1 −1

1 −1 −2 2

1 1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
交换 1⃝, 3⃝行−−−−−−−→ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2 2

2 −2 1 −1

0 2 1 −1

1 1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
行 2⃝−=2 1⃝−−−−−−−→
行 4⃝−= 1⃝

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2 2

0 0 5 −5

0 2 1 −1

0 2 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
交换 2⃝, 3⃝行−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2 2

0 2 1 −1

0 0 5 −5

0 2 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
行 4⃝−= 2⃝−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2 2

0 2 1 −1

0 0 5 −5

0 0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 2 · 5 · (−3) = −30．

定理 3.3. 对于任意 n 阶方阵 A = (aij)，det(AT ) = det(A)．

证明. 根据行列式的完全展开式 (3.1)，

det(AT ) =
∑

(i1,i2,··· ,in)∈Sn

(−1)τ(i1,i2,··· ,in)ai11ai22 · · · ainn

其中每个 ai11ai22 · · · ainn 可以重新排列成 a1j1a2j2 · · · anjn 的形式．即可以经过 τ(i1, i2, · · · , in) 次
交换，把

(
i1 i2 ··· in
1 2 ··· n

)
变成

(
1 2 ··· n
j1 j2 ··· jn

)
．同理，可以经过 τ(j1, j2, · · · , jn) 次交换，把

(
1 2 ··· n
j1 j2 ··· jn

)
变成

(
i1 i2 ··· in
1 2 ··· n

)
．因此，(−1)τ(i1,i2,··· ,in) = (−1)τ(j1,j2,··· ,jn)，故 det(AT ) = det(A)．

定理 3.3 表明，det(A) 既可以看作是 A 的行向量的函数，也可以看作是 A 的列向量的函数，

行与列的地位是平等的，关于行向量的性质可以自然适用于列向量，反之亦然．在求行列式时，既

可以对行向量施行初等变换，也可以同时对列向量施行初等变换．

例 3.7. 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 −1

−1 0 −1 0

−2 −2 2 1

1 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解答.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 1

−1 0 −1 0

−2 −2 2 1

1 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
交换 1⃝, 4⃝行−−−−−−−→
交换 2⃝, 3⃝列

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0

−1 −1 0 0

−2 2 −2 1

2 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1 2

−1 −1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣−2 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = 1．

习题

1. 证明完全展开式 (3.1) 定义的多元函数 ∆(α1, α2, · · · , αn) 满足定义 3.1 所述的三个性质．

2. 求下列排列的逆序数．
(1) (1, 7, 6, 10, 2, 5, 8, 4, 9, 3) (2) (2, 10, 7, 9, 4, 6, 5, 3, 1, 8)
(3) (3, 5, 4, 9, 10, 1, 2, 8, 7, 6) (4) (4, 2, 1, 3, 6, 9, 7, 10, 8, 5)
(5) (1, 3, 5, · · · , 2k − 1, 2, 4, 6, · · · , 2k) (6) (2, 4, 6, · · · , 2k, 1, 3, 5, · · · , 2k − 1)

(7) (1, 3, 5, · · · , 2k − 1, 2k, · · · , 6, 4, 2) (8) (2k, · · · , 6, 4, 2, 1, 3, 5, · · · , 2k − 1)
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3. 分别计算初等方阵 Sij , Di(λ), Tij(λ) 的行列式．

4. 设 A = (aij) ∈ Fn×n 是三角方阵，f ∈ F[x]．证明：det(f(A)) = f(a11)f(a22) · · · f(ann)．

5. 计算下列方阵的行列式．

(1)


1 1 0 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 1

−1 0 0 1

 (2)


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

−1 0 0 1

 (3)


0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0



(4)


0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

 (5)


0 a b c

a 0 d e

b d 0 f

c e f 0

 (6)


a a a a

a b b b

a b c c

a b c d



(7)


a b c d

−b a −d c

−c d a −b

−d −c b a

 (8)


a b c d

d a b c

c d a b

b c d a

 (9)


1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



(10)


1 + a 1 + a2 1 + a3 1 + a4

1 + b 1 + b2 1 + b3 1 + b4

1 + c 1 + c2 1 + c3 1 + c4

1 + d 1 + d2 1 + d3 1 + d4

 (11)


a a+ 1 a+ 2 a+ 3

b b+ 1 b+ 2 b+ 3

c c+ 1 c+ 2 c+ 3

d d+ 1 d+ 2 d+ 3



(12)


a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2 (a+ 3)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2 (b+ 3)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2 (c+ 3)2

d2 (d+ 1)2 (d+ 2)2 (d+ 3)2

 (13)


a3 (a+ 1)3 (a+ 2)3 (a+ 3)3

b3 (b+ 1)3 (b+ 2)3 (b+ 3)3

c3 (c+ 1)3 (c+ 2)3 (c+ 3)3

d3 (d+ 1)3 (d+ 2)3 (d+ 3)3



(14)



0 1 2 · · · n− 1

1 0 1
. . .

...

2 1 0
. . . 2

...
. . .

. . .
. . . 1

n− 1 · · · 2 1 0


(15)



x 1 2 · · · n− 1

−1 x 1
. . .

...

−2 −1 x
. . . 2

...
. . .

. . .
. . . 1

1− n · · · −2 −1 x



(16)


O · · · O A1

... . .
.

A2 O

O ..
.

. .
. ...

Ap O · · · O

，其中 Ai = aiI 是 ri 阶纯量方阵，∀i．
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§3.2 Binet-Cauchy 公式

上节中给出了行列式的定义以及一些最基本的性质．本节及下节将给出更多关于行列式和矩阵

的重要性质，以及运用这些性质求行列式和逆矩阵的方法．基本思想方法是

1. 化繁为简，把复杂矩阵分解为简单矩阵的乘积形式．

2. 分而治之，把高阶行列式展开成低阶行列式．

定理 3.4. 对于任意 n 阶方阵 A,B，det(AB) = det(A)det(B)．

证明. 设 A = (aij)，B 的行向量分别为 β1, β2, · · · , βn，则 AB 的第 i 个行向量 γi =
n∑

j=1

aijβj．

det(AB) = det
(

n∑
j=1

a1jβj ,
n∑

j=1

a2jβj , · · · ,
n∑

j=1

anjβj

)
=

∑
1⩽j1,j2,··· ,jn⩽n

a1j1a2j2 · · · anjn det(βj1 , βj2 , · · · , βjn)

=
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

a1j1a2j2 · · · anjn det(βj1 , βj2 , · · · , βjn)

=
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

a1j1a2j2 · · · anjn(−1)τ(j1,j2,··· ,jn) det(β1, β2, · · · , βn)

= det(A)det(B).

数域 F 上行列式等于 1 的 n 阶方阵的全体，在矩阵乘法运算下构成群，称为特殊线性群，记

作 SL(n,F)．

定理 3.5. 方阵 A 是可逆方阵当且仅当 det(A) 6= 0，并且 det(A−1) =
1

det(A)．

证明. 根据定理 2.5，存在一系列初等方阵 P1, · · · , Ps, Q1, · · · , Qt，使得

B = Ps · · ·P1AQ1 · · ·Qt =

(
Ir O

O O

)
.

根据定理 2.7 和定理 2.14，A 可逆 ⇔ B 可逆 ⇔ r = n．根据定理 3.4，det(A) 6= 0 ⇔ det(B) =

det(P1) · · · det(Ps)det(Q1) · · · det(Qt)det(A) 6= 0 ⇔ r = n．因此，A 可逆 ⇔ det(A) 6= 0．

由 det(A)det(A−1) = det(AA−1) = 1 可知 det(A−1) = 1
det(A)

．

定理 3.4 可以推广到 A,B 不是方阵的情形．

定理 3.6 (Binet[6]-Cauchy 公式). 设 A 是 m× n 矩阵，B 是 n×m 矩阵．

det(AB) =


∑

1⩽i1<i2<···<im⩽n

det
(
A[ 1 2 ··· m

i1 i2 ··· im ]
)
det
(
B[ i1 i2 ··· im

1 2 ··· m ]
)
, m ⩽ n;

0, m > n.

[6]Jacques Philippe Marie Binet，1786–1856，法国数学家、物理学家．
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证明. 当 m > n 时，设方阵 Ã =
(
A O

)
，B̃ =

(
B

O

)
，得

det(AB) = det(ÃB̃) = det(Ã)det(B̃) = 0.

当 m ⩽ n 时，设 A = (aij)，B 的行向量分别为 β1, β2, · · · , βn，则

det(AB) = det
(

n∑
j=1

a1jβj ,
n∑

j=1

a2jβj , · · · ,
n∑

j=1

amjβj

)
=

∑
1⩽j1,j2,··· ,jm⩽n

a1j1a2j2 · · · amjm det(βj1 , βj2 , · · · , βjm)

=
∑

1⩽i1<i2<···<im⩽n
(j1,j2,··· ,jm)是 (i1, i2, · · · , im) 的排列

a1j1a2j2 · · · amjm(−1)τ(j1,j2,··· ,jm) det(βi1 , βi2 , · · · , βim)

=
∑

1⩽i1<i2<···<im⩽n

det
(
A[ 1 2 ··· m

i1 i2 ··· im ]
)
det
(
B[ i1 i2 ··· im

1 2 ··· m ]
)
.

例 3.8. 方阵 V =


1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

...
...

... · · ·
...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

 称为 Vandermonde[7]方阵．计算 det(V ) 和 V −1．

解答. 首先计算 det(V )．

解法一．对 V 作初等列变换，从第 n 列开始，每一列减去前一列的 x1 倍，得

det(V ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 x2 − x1 x2(x2 − x1) · · · xn−2
2 (x2 − x1)

...
...

... · · ·
...

1 xn − xn xn(xn − x1) · · · xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x2 − x1) · · · (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 · · · xn−2

2

...
... · · ·

...

1 xn · · · xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
利用数学归纳法，det(V ) =

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)．

解法二．视 det(V ) 为 xn 的多项式 f(xn)．由 f(x1) = · · · = f(xn−1) = 0 可得

f(x) = c(x− x1) · · · (x− xn−1).

再由行列式的完全展开式，可得 f(x) 的最高次项系数 c 是 n− 1 阶 Vandermonde 方阵
(
xj−1
i

)
的

行列式．同上，det(V ) =
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi)．

[7]Alexandre-Théophile Vandermonde，1735–1796，法国音乐家、数学家、化学家．
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解法三．设 f1(t) = 1，fj(t) =
j−1∏
i=1

(t− xi) =
j∑

i=1

aijt
i−1，2 ⩽ j ⩽ n．对等式


1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

...
... · · ·

...

1 xn · · · xn−1
n




1 a12 · · · a1n

0 1 · · · a2n
...

. . .
. . .

...

0 · · · 0 1

 =


f1(x1) 0 · · · 0

f1(x2) f2(x2)
. . .

...
...

...
. . . 0

f1(xn) f2(xn) · · · fn(xn)


两边分别取行列式，得 det(V ) = f1(x1)f2(x2) · · · fn(xn) =

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)．

下面计算 W = (wij) = V −1．根据定理 3.5，V 是可逆方阵当且仅当 det(V ) 6= 0，即 x1, · · · , xn

两两不同．设 gj(t) =
n∑

i=1

wijt
i−1．由 VW = I 可得 gj(xi) = δij =

1� i = j

0, i 6= j
．因此，

gj(t) =
∏
k ̸=j

t− xk

xj − xk

, wij =
(−1)n−iσn−i(x1, · · · , xj−1, xj+1, · · · , xn)∏

k ̸=j

(xj − xk)
,

其中 σn−i(x1, · · · , xj−1, xj+1, · · · , xn) 是 n− 1 个变元的 n− i 次基本对称多项式．

在例 3.8 中，Vandermonde 方阵 V 被分解为 V = LU−1 的形式，其中 L 是下三角方阵，U 是

单位上三角方阵．记号 δij 可以看作是关于 i, j 的二元函数，通常称为 Kronecker[8] δ 函数．

例 3.9. 方阵 C =


1

s1−t1

1
s1−t2

· · · 1
s1−tn

1
s2−t1

1
s2−t2

· · · 1
s2−tn

...
... · · ·

...
1

sn−t1

1
sn−t2

· · · 1
sn−tn

 称为 Cauchy 方阵．计算 det(C) 和 C−1．

解答. 设 p(x) =
n∏

i=1

(x− ti)，qj(x) =
p(x)

x− tj
=

n∑
i=1

aijx
i−1．由矩阵乘积分解

C =

(
qj(si)

p(si)

)
=


1

p(s1)

1
p(s2)

. . .

1
p(sn)




1 s1 · · · sn−1

1

1 s2 · · · sn−1
2

...
... · · ·

...

1 sn · · · sn−1
n




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

an1 an2 · · · ann


和 

q1(t1)

q2(t2)

. . .

qn(tn)

 =


1 t1 · · · tn−1

1

1 t2 · · · tn−1
2

...
... · · ·

...

1 tn · · · tn−1
n




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

an1 an2 · · · ann


[8]Leopold Kronecker，1823–1891，德国数学家．
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可得

C =


1

p(s1)

1
p(s2)

. . .

1
p(sn)




1 s1 · · · sn−1

1

1 s2 · · · sn−1
2

...
... · · ·

...

1 sn · · · sn−1
n




1 t1 · · · tn−1

1

1 t2 · · · tn−1
2

...
... · · ·

...

1 tn · · · tn−1
n


−1

q1(t1)

q2(t2)

. . .

qn(tn)

 ,

C−1 =


1

q1(t1)

1
q2(t2)

. . .

1
qn(tn)




1 t1 · · · tn−1

1

1 t2 · · · tn−1
2

...
... · · ·

...

1 tn · · · tn−1
n




1 s1 · · · sn−1

1

1 s2 · · · sn−1
2

...
... · · ·

...

1 sn · · · sn−1
n


−1

p(s1)

p(s2)

. . .

p(sn)

 .

因此，

det(C) =
n∏

i=1

qi(ti)

p(si)

∏
1⩽i<j⩽n

sj − si
tj − ti

=
∏

1⩽i<j⩽n

(sj − si)(ti − tj)
n∏

i,j=1

(si − tj)
−1.

例 3.9 表明，尽管形式不同，Cauchy 方阵与 Vandermonde 方阵之间存在紧密的联系，而多项
式恰是架设这种联系的桥梁．

例 3.10. 复数方阵 C =


c0 c1 · · · cn−1

cn−1 c0
. . .

...
...

. . .
. . . c1

c1 · · · cn−1 c0

 称为循环方阵．计算 det(C) 和 C−1．

解答. 注意到 C = f(Z)，其中 f(t) =
n−1∑
i=0

cit
i，Z =

(
In−1

1

)
满足 Zn = I．设 n 阶复数方阵

Ω =
(
ω(i−1)(j−1)

)
，其中 ω = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
是 n 次单位根．容易验证 ΩΩ = nI．故 Ω 是可逆方

阵，Ω−1 =
1

n
Ω．再由 ZΩ = Ω diag(1, ω, · · · , ωn−1)，得

Z = Ω diag(1, ω, · · · , ωn−1)Ω−1, C = f(Z) = Ω diag
(
f(1), f(ω), · · · , f(ωn−1)

)
Ω−1.

因此，det(C) =
n−1∏
i=0

f(ωi)，C−1 = Ω diag
(

1
f(1)

, 1
f(ω)

, · · · , 1
f(ωn−1)

)
Ω−1 =

(
1

n

n−1∑
k=0

ω(i−j)k

f(ωk)

)
．

在例 3.10 中，循环方阵 C 被分解为 ΩDΩ−1 的形式 (称为相似对角化，详见第五章)，其中 D

是对角方阵，Ω 是 Vandermonde 方阵， 1√
n
Ω 是酉方阵 (详见第六章)．

在利用矩阵乘积分解 A = P1P2 · · ·Pk 计算某个方阵 A 的行列式 (或逆矩阵) 时，通常需要这
些 Pi 的行列式 (或逆矩阵) 容易求得．初等方阵和“分块”初等方阵是常见的选择．

例 3.11. 当 A1A3 = A3A1 时，det
(
A1 A2

A3 A4

)
= det(A1A4 −A3A2)．

证明. 当 det(A1) 6= 0 时，由 Schur 公式可得

det
(
A1 A2

A3 A4

)
= det(A1)det(A4 −A3A

−1
1 A2) = det

(
A1(A4 −A3A

−1
1 A2)

)
= det(A1A4 −A3A2).
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当 det(A1) = 0 时，设 x 是变元，则有 (xI +A1)A3 = A3(xI +A1)，并且多项式 det(xI +A1) 6= 0．

根据前述结论，det
(
xI +A1 A2

A3 A4

)
= det

(
(xI +A1)A4 −A3A2

)
．等式两边都是多项式，令 x = 0，

得 det
(
A1 A2

A3 A4

)
= det(A1A4 −A3A2)．

例 3.12. 设 A 是 m× n 矩阵，B 是 n×m 矩阵，x 是变元，则有

det(xI −AB) = xm−n det(xI −BA).

证明. 由 (
I A

O I

)(
xI −AB O

B I

)
=

(
xI A

B I

)
=

(
I O

x−1B I

)(
xI A

O I − x−1BA

)

可得

det(xI −AB) = xm det(I − x−1BA) = xm−n det(xI −BA).

习题

1. 设 A ∈ Cm×n．利用 Binet-Cauchy 公式证明 det(AAH) ⩾ 0．

2. 设 A,B,C 分别是 k ×m,m× n, n× k 矩阵，k ⩽ min(m,n)．证明：

det(ABC) =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽m
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

det
(
A[ 1 2 ··· k

i1 i2 ··· ik
]
)
det
(
B[ i1 i2 ··· ik

j1 j2 ··· jk
]
)
det
(
C[ j1 j2 ··· jk

1 2 ··· k
]
)
.

3. 计算下列行列式．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 · · · cos(n− 1)θ2
...

... · · ·
...

1 cos θn · · · cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos 1
2
θ1 cos 3

2
θ1 · · · cos 2n−1

2
θ1

cos 1
2
θ2 cos 3

2
θ2 · · · cos 2n−1

2
θ2

...
... · · ·

...

cos 1
2
θn cos 3

2
θn · · · cos 2n−1

2
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin θ1 sin 2θ1 · · · sinnθ1
sin θ2 sin 2θ2 · · · sinnθ2

...
... · · ·

...

sin θn sin 2θn · · · sinnθn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin 1
2
θ1 sin 3

2
θ1 · · · sin 2n−1

2
θ1

sin 1
2
θ2 sin 3

2
θ2 · · · sin 2n−1

2
θ2

...
... · · ·

...

sin 1
2
θn sin 3

2
θn · · · sin 2n−1

2
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 · · · n2

22 32 · · · (n+ 1)2

...
... · · ·

...

n2 (n+ 1)2 · · · (2n− 1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn
...

... · · ·
...

sn−1 sn · · · s2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，sk =

n∑
i=1

xk
i．

(7)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 · · · cn−1

−cn−1 c0
. . .

...
...

. . .
. . . c1

−c1 · · · −cn−1 c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(8)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cq+1
p+1 Cq+2

p+1 · · · Cq+n
p+1

Cq+1
p+2 Cq+2

p+2 · · · Cq+n
p+2

...
... · · ·

...

Cq+1
p+n Cq+2

p+n · · · Cq+n
p+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，Cq+j

p+i 是组合数．
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4. [9]证明：

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a2 − b2 − c2 2(ab+ c) 2(ca− b)

2(ab− c) 1 + b2 − c2 − a2 2(bc+ a)

2(ca+ b) 2(bc− a) 1 + c2 − a2 − b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1 + a2 + b2 + c2)3．

5. 设 n 阶复数方阵 Ω 如例 3.10 所述．证明：det(Ω) = n
n
2 ei θ，其中 θ = (n−1)(3n−2)

4
π．

6. 计算下列方阵的行列式和逆矩阵．

(1)


1 + a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1 + a2b2 · · · a2bn
...

...
. . .

...

anb1 anb2 · · · 1 + anbn

 (2)


1 + a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn

a2 + b1 1 + a2 + b2 · · · a2 + bn
...

...
. . .

...

an + b1 an + b2 · · · 1 + an + bn


7. 举例满足条件的方阵 A,B．

(1) det(A−B) = 0 且 det(A2 −B2) = 1 (2) det(A−B) = 1 且 det(A2 −B2) = 0

8. 设 A,B 是 n 阶复数方阵．证明：

(1) det
(
A B

B A

)
= det(A+B)det(A−B) (2) det

(
A B

−B A

)
= det(A+ iB)det(A− iB)

9. 证明：存在以 {aij | 1 ⩽ i < j ⩽ n} 为变元的整数系数多项式 P，使得

det


0 a12 · · · a1n

−a12 0
. . .

...
...

. . .
. . . an−1,n

−a1n · · · −an−1,n 0

 = P 2.

关于 P 的表达式可参阅文献 [2]《典型群》第七章 §2 定理 2．

10. 设 U = (ij−1) 和 V = (aj−1
i ) 都是 n 阶整数方阵．证明：det(U) 整除 det(V )．

11. [10]设 S1, · · · , S2n−1 是 {1, 2, · · · , n} 的所有非空子集，A = (aij) 是 2n − 1 阶整数方阵，其中

aij =

1, Si ∩ Sj 6= ∅;

0, Si ∩ Sj = ∅.

证明：当 n ⩾ 2 时，det(A) = −1．

12. 设 x1, · · · , xn 两两不同，fi(y) =
∏
j ̸=i

y − xj

xi − xj

，gi(y) =
∏
j ̸=i

1− xjy

xi − xj

，i = 1, 2, · · · , n．证明：

(1)
(
f1(y) f2(y) · · · fn(y)

)
=
(
1 y · · · yn−1

)
V −1，其中 V =

(
xj−1
i

)
同例 3.8．

(2)
(
g1(y) g2(y) · · · gn(y)

)
=
(
yn−1 · · · y 1

)
V −1．

[9]1941 年 Putnam 数学竞赛 A7 第 (i) 问．
[10]2018 年 Putnam 数学竞赛 A2．



48 第三章 行列式

(3) [11] ∑
1⩽i⩽n

∏
j ̸=i

1− xixj

xi − xj

= tr
(
gj(xi)

)
=

0, n 是偶数；

1, n 是奇数．

(4) 仿照以上思路证明
∑

1⩽i⩽n

∏
j ̸=i

xi + xj

xi − xj

=

0, n 是偶数；

1, n 是奇数．

13. 设 f(x) =
m∑
i=0

fix
i 和 g(x) =

n∑
i=0

gix
i 都是复系数多项式，fmgn 6= 0．构造 m+ n 阶方阵

S =



f0 f1 · · · fm
. . .

. . .
. . .

. . .

f0 f1 · · · fm

g0 g1 · · · gn
. . .

. . .
. . .

. . .

g0 g1 · · · gn



}
n行

}
m行

S 称为 Sylvester 方阵，det(S) 称为 Sylvester 结式．证明：

(1) det(S) = fn
mgmn

m∏
i=1

n∏
j=1

(ui − vj)，其中 u1, · · · , um 和 v1, · · · , vn 分别是 f 和 g 的所有根．

(2) det(S) 6= 0 当且仅当 gcd(f, g) = 1．[12]

14. 设 f(x) =
n∑

i=0

fix
i 和 g(x) =

n∑
i=0

gix
i 都是复系数多项式，fn 6= 0 或 gn 6= 0．设

f(x)g(y)− f(y)g(x)

x− y
=

n∑
i,j=1

bijx
i−1yj−1.

n 阶方阵 B = (bij) 称为 Bézout[13]方阵，det(B) 称为 Bézout 结式．证明：

(1) B =


f1 · · · fn
... . .

.

fn



g0 · · · gn−1

. . .
...

g0

−


g1 · · · gn
... . .

.

gn



f0 · · · fn−1

. . .
...

f0

．

(2) det(B) = (−1)
n(n+1)

2 det



f0 · · · fn−1 fn
. . .

...
...

. . .

f0 f1 · · · fn

g0 · · · gn−1 gn
. . .

...
...

. . .

g0 g1 · · · gn


．

(3) det(B) 6= 0 当且仅当 gcd(f, g) = 1．

[11]2019 年 IMO 预选题 A5．
[12]gcd(· · · ) 表示一些多项式的最大公因式或一些整数的最大公约数．
[13]Étienne Bézout，1730–1783，法国数学家．
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§3.3 Laplace 展开

定理 3.7. 设 A = (aij) 是 n 阶方阵，Bj 是删除 A 的第 1 行和第 j 列后所得的 n−1 阶方阵，则有

det(A) =
n∑

j=1

(−1)j−1a1j det(Bj). (3.2)

证明. 注意到 τ(j, j2, · · · , jn) = j − 1 + τ(j2, · · · , jn)．因此，

det(A) =
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

(−1)τ(j,j2,··· ,jn)a1ja2j2 · · · anjn =
n∑

j=1

(−1)j−1a1j det(Bj).

(3.2) 式称为 det(A) 的 Laplace[14]展开．许多教科书首先定义 1 阶行列式 det(a) = a，然后通

过 (3.2) 式归纳定义 n ⩾ 2 阶行列式．为了说明如此归纳定义的行列式与定义 3.1 是相同的，我们
只需证明它的完全展开式就是 (3.1) 式．可使用数学归纳法证明，与定理 3.7 的证明类似．
通过 Laplace 展开，一个高阶行列式的计算被转化为多个低阶行列式的计算．这有利于使用并

行算法来计算大规模的行列式．这种方法对于含有很多零元素的稀疏矩阵尤其有效．

例 3.13. 利用 Laplace 展开计算行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0

3 1 2 0

0 3 1 2

0 0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解答. ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0

3 1 2

0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0

0 1 2

0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 2

3 1

∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣3 2

0 1

∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣1 2

3 1

∣∣∣∣∣+4

∣∣∣∣∣0 2

0 1

∣∣∣∣∣ = −5− 6+ 30 = 19．

例 3.14. 计算 n 阶行列式 ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

1 x
. . .

. . .
. . . 1

1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，其中空白处的元素都是 0．

解答. 易得∆1 = x，∆2 = x2−1．当 n ⩾ 3时，由 Laplace展开，可得递推关系式∆n = x∆n−1−∆n−2．

由例 2.7，∆n =
(
1 0

)(x −1

1 0

)n(
1

0

)
．

与定理 3.7 类似，我们有以下常用结论．

定理 3.8. 设 A 是 n 阶方阵，Bij 是删除 A 的第 i 行和第 j 列后所得的 n− 1 阶方阵．

1. det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det(Bij)，∀i = 1, 2, · · · , n．

2. det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaij det(Bij)，∀j = 1, 2, · · · , n．

[14]Pierre-Simon Laplace，1749–1827，法国数学家、物理学家．
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证明. 当 i = 1 时，结论 1 即为定理 3.7．当 i ⩾ 2 时，可经 i − 1 次相邻两行的交换，把 A 的第

i 行换到第 1 行，其它行的顺序不变，所得矩阵记为 Ã．由 det(Ã) =
n∑

j=1

(−1)j−1aij det(Bij) 可得

det(A) = (−1)i−1 det(Ã) =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det(Bij)．对 AT 应用结论 1 即得结论 2．

例 3.15. 计算 n 阶行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x c0

−1
. . .

...

. . . x cn−2

−1 x+ cn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，其中空白处的元素都是 0．

解答. 对行列式的第 n 列作 Laplace 展开，得

∆ = xn−1(x+ cn−1) +
n−1∑
i=1

(−1)n+ici−1x
i−1(−1)n−i = xn +

n−1∑
i=0

cix
i.

定义 3.3. 设 A = (aij)n×n，(i1, i2, · · · , in) 和 (j1, j2, · · · , jn) 都是 (1, 2, · · · , n) 的排列，1 ⩽ k < n．

• 子矩阵的行列式简称子式．主子矩阵的行列式简称主子式．顺序主子矩阵的行列式简称
顺序主子式．A[

ik+1 ik+2 ··· in
jk+1 jk+2 ··· jn

] 称为 A[ i1 i2 ··· ik
j1 j2 ··· jk

] 的余子矩阵．det
(
A[

ik+1 ik+2 ··· in
jk+1 jk+2 ··· jn

]
)
称为

A[ i1 i2 ··· ik
j1 j2 ··· jk

] 的余子式．

(−1)τ(i1,i2,··· ,in)+τ(j1,j2,··· ,jn) det
(
A[

ik+1 ik+2 ··· in
jk+1 jk+2 ··· jn

]
)

(3.3)

称为 A[ i1 i2 ··· ik
j1 j2 ··· jk

] 的代数余子式．

注：代数余子式 (3.3) 仅依赖于排列 (i1, i2, · · · , ik) 和 (j1, j2, · · · , jk)，与 (ik+1, ik+2, · · · , in)
和 (jk+1, jk+2, · · · , jn) 的排序无关．特别，当这四个排列都是升序排列时，

(−1)τ(i1,i2,··· ,in)+τ(j1,j2,··· ,jn) = (−1)i1+···+ik+j1+···+jk �

• 由 aij 的代数余子式 Aij 构成的 n 阶方阵

A∗ =
(
Aij

)T
=


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
... · · ·

...

A1n A2n · · · Ann


称为 A 的伴随方阵 (adjugate matrix) 或附属方阵 (adjunct matrix)．

使用记号 Aij，定理 3.8 可表述为：(1) det(A) =
n∑

j=1

aijAij , ∀i．(2) det(A) =
n∑

i=1

aijAij , ∀j．

一般地，设 i 6= j，把 A 的第 j 行换成 (ai1, ai2, · · · , ain) 后所得方阵记为 Ã，则有

n∑
k=1

aikAjk = det(Ã) = 0.

同理，
n∑

k=1

akiAkj = 0．由此可得
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定理 3.9. AA∗ = A∗A = det(A)I，其中 A 是方阵．

结合定理 3.5 和定理 3.9 可得，A 是可逆方阵当且仅当 det(A) 6= 0，并且

A−1 =
1

det(A)A
∗. (3.4)

例 3.16. 计算 n 阶方阵 A =


x 1

1 x
. . .

. . .
. . . 1

1 x

 的逆矩阵，其中空白处的元素都是 0．

解答. A−1 =
(

Aji

∆n

)
，其中 ∆n = det(A) 同例 3.14，Aji = Aij =

(−1)i+j∆i−1∆n−j , i ⩽ j;

(−1)i+j∆j−1∆n−i, i ⩾ j.

定理 3.7 还可以推广为如下更一般的形式．

定理 3.10 (Laplace 展开定理). 设 A = (aij) 是 n 阶方阵，正整数 k < n，(i1, i2, · · · , in) ∈ Sn 满

足 i1 < · · · < ik，ik+1 < · · · < in．

det(A) =
∑

1⩽j1<···<jk⩽n

(−1)i1+···+ik+j1+···+jk det
(
A[ i1 ··· ik

j1 ··· jk
]
)
det
(
A[

ik+1 ··· in
jk+1 ··· jn

]
)

其中 (jk+1, · · · , jn) 是 {1, 2, · · · , n} \ {j1, · · · , jk} 的升序排列．

证明. 首先考虑 (i1, i2, · · · , ik) = (1, 2, · · · , k) 的情形．此时，

det(A) =
∑

1⩽j1<j2<···<jk⩽n
(p1,p2,··· ,pk)是(j1,j2,··· ,jk)的排列

(pk+1,pk+2,··· ,pn)是(jk+1,jk+2,··· ,jn)的排列

(−1)τ(p1,p2,··· ,pn)a1p1
a2p2

· · · anpn
,

其中

τ(p1, p2, · · · , pn) = τ(p1, p2, · · · , pk) + τ(pk+1, pk+2, · · · , pn) + τ(j1, j2, · · · , jn),

τ(j1, j2, · · · , jn) = (j1 − 1) + (j2 − 2) + · · ·+ (jk − k).

由此可得

det(A) =
∑

1⩽j1<j2<···<jk⩽n

(−1)τ(j1,j2,··· ,jn) det
(
A[ 1 2 ··· k

j1 j2 ··· jk ]
)
det
(
A[ k+1 k+2 ··· n

jk+1 jk+2 ··· jn ]
)

=
∑

1⩽j1<j2<···<jk⩽n

(−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jk det
(
A[ 1 2 ··· k

j1 j2 ··· jk ]
)
det
(
A[ k+1 k+2 ··· n

jk+1 jk+2 ··· jn ]
)
.

对于一般情形，可经 τ(i1, i2, · · · , in) = (i1 − 1) + (i2 − 2) + · · ·+ (ik − k) 次相邻两行的交换，化为

(i1, i2, · · · , ik) = (1, 2, · · · , k) 情形．结论仍然成立．

下面介绍 n 个方程和 n 个未知数的线性方程组的求解公式，称为 Cramer 法则．Cramer 在
1750 年给出了这个公式．实际上，Leibniz, Maclaurin 等人在此几十年以前就已经发现了类似结果，
只不过他们的记法不如 Cramer 的记法优越、流传广泛．
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定理 3.11 (Cramer’s Rule). 若 n 阶方阵 A 满足 ∆ = det(A) 6= 0，则线性方程组 Ax = b 有唯一

解 x = (∆1

∆
, ∆2

∆
, · · · , ∆n

∆
)T，其中 ∆j 是把 A 的第 j 列换成 b 所得方阵的行列式．

证明. 由 ∆ 6= 0 知 A 可逆，Ax = b 有唯一解 x = A−1b．设 x = (xi)，b = (bi)．下面计算 x．

解法一．由 A−1 = 1
∆
A∗，得 xj =

1
∆

n∑
i=1

Aijbi．再由 Laplace 展开，得 ∆j =
n∑

i=1

biAij．故 xj =
∆j

∆
．

解法二．设 A 的列向量分别是 β1, β2, · · · , βn．把 b =
n∑

i=1

xiβi 代入 ∆j = det(· · · , βj−1, b, βj+1, · · · )，

得 ∆j = xj∆．故 xj =
∆j

∆
．

例 3.17. 用 Cramer 法则求解例 1.1．

解答. 经计算，

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 0

1 −2 0 0

3 −2 0 1

3 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −4, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1 0

−4 −2 0 0

−7 −2 0 1

0 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 8, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1 0

1 −4 0 0

3 −7 0 1

3 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −4,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 0

1 −2 −4 0

3 −2 −7 1

3 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −8, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 −1

1 −2 0 −4

3 −2 0 −7

3 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −4.

故线性方程组有唯一解 x = (−2, 1, 2, 1)T．

利用 Cramer 法则求解 n 阶线性方程组，需要计算 n+1 个 n 阶行列式．除非这些行列式容易

计算，否则 Cramer 法则的计算量较大，不是实用的求解方法．

习题

1. 利用 Laplace 展开定理以及 (3.4) 式计算下列 n 阶方阵 A = (aij) 的行列式和逆矩阵．

(1)


x 1

−1 x
. . .

. . .
. . . 1

−1 x

 (2)


x 1 · · · 1

−1 x
. . .

...
...

. . .
. . . 1

−1 · · · −1 x

 (3)


2 −1

−1
. . .

. . .

. . . 2 −1

−1 x


(4) aij = min(i, j) (5) aij = max(i, j) (6) aij =

1

i+ j − 1

2. 设 n 阶三对角行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 a2
. . .

. . .
. . . bn−1

cn−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，其中 b0, bn, c0, cn 是任意数．证明：

(1) ∆ =
(
1 0

)( a1 b1

−c0 0

)(
a2 b2

−c1 0

)
· · ·

(
an−1 bn−1

−cn−2 0

)(
an bn

−cn−1 0

)(
1

0

)
．

(2) ∆ =
(
1 0

)( an bn−1

−cn 0

)(
an−1 bn−2

−cn−1 0

)
· · ·

(
a2 b1

−c2 0

)(
a1 b0

−c1 0

)(
1

0

)
．
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3. (1) 设 n 阶方阵 A = (aij) 满足 ai1 = 1，∀i．证明：
n∑

i,j=1

Aij = det(A)．

(2) 设 n 阶方阵 A = (aij) 满足
n∑

j=1

aij = 1，∀i．证明：
n∑

i,j=1

Aij = ndet(A)．

4. (1) 设 n 阶方阵 A = (aij) 满足
n∑

j=1

aij = 0，∀i．证明：A∗ 的每列元素相同 (行向量相同)．

(2) 设 n 阶方阵 A = (aij) 满足
n∑

j=1

aij =
n∑

j=1

aji = 0，∀i．证明：A∗ = λJ，

其中 J 是全一矩阵 (即 J 的元素都是 1)，λ = det(A+ 1
n2J)．

(3) 证明 Cayley 公式 (nIn − J)∗ = nn−2J．

5. 设 n 阶方阵 A =
(
aij(x)

)
由可微函数构成．证明：

d

dx
det(A) =

n∑
i,j=1

Aija
′
ij(x)．

6. 设 A = (aij) 和 B = (xiyj) 都是 n 阶方阵．证明：

(1) det(A+B) = det(A) +
n∑

i,j=1

xiyjAij．

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n x1

... · · ·
...

...

an1 · · · ann xn

y1 · · · yn z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= z det(A)−

n∑
i,j=1

xiyjAij．

7. 设 A,B 都是 n 阶方阵，λ 是数．证明：

(AB)∗ = B∗A∗, (λA)∗ = λn−1A∗, (AT )∗ = (A∗)T , (A∗)∗ = (det(A))n−2A.

8. 设 A 是 m 阶方阵，B 是 n 阶方阵．证明：

det(A⊗B) = (det(A))n(det(B))m, (A⊗B)∗ = (det(A))n−1(det(B))m−1A∗ ⊗B∗.

9. 设 A = (aij)，B = (bij)，C = (cij)，D = (dij) 都是 n 阶上三角方阵，求 det
(
A B

C D

)
．

10. 设 n 阶复数方阵 A =

(
B

C

)
．证明：det(AAH) ⩽ det(BBH)det(CCH)．

11. 设 n 阶方阵 A = (aij)．证明：

det
(
A∗[ i1 i2 ··· ir

j1 j2 ··· jr
]
)
= (−1)τ(i1,i2,··· ,in)+τ(j1,j2,··· ,jn) det

(
A[ jr+1 jr+2 ··· jn

ir+1 ir+2 ··· in
]
)(

det(A)
)r−1

其中 (i1, i2, · · · , in) 和 (j1, j2, · · · , jn) 是 (1, 2, · · · , n) 的任意排列，1 ⩽ r < n．

12. 设 CharF = 2，A = (aij) ∈ Fn×n 是对称方阵，b = (a11, a22, · · · , ann)T．证明：

(1) 线性方程组 Ax = b 一定有解．

(2) 若 det(A) 6= 0 且 b = 0，则 A−1 的对角元素都是 0．

(3) 若 det(A) 6= 0 且
n∏

i=1

aii 6= 0，则存在置换方阵 P，使得 P TAP 的顺序主子式都 6= 0．
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§3.4 行列式与几何

本章的前两节给出了行列式的定义及其性质．行列式本质上是一个具有特殊性质的多元多项

式．对于任意 A ∈ Fn×n，无论使用何种方法计算 det(A)，它不过是函数 det(X) : Fn×n → F 在点
X = A 处的取值．在本节中，我们从几何的观点看行列式，赋予其几何解释．不妨设 F = R．

在 R1 中建立一维坐标系，向量
−→
OA 的有向长度就是点 A 的坐标．

O A

在 R2 中建立平面直角坐标系 Oxy．设点 A,B 的坐标分别是 (a1, a2), (b1, b2)，
−−→
OC =

−→
OA+

−−→
OB，

O

A

B

C

则
−→
OA,

−−→
OB 生成的有向平行四边形 OACB 的有向面积

S = (a1 + b1)(a2 + b2)− (a1 + b1)a2 − b1(a2 + b2) = a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ .
在 R3 中建立空间直角坐标系 Oxyz．设点 A,B,C 的坐标分别是 (a1, a2, a3)，(b1, b2, b3)，

(c1, c2, c3)，则
−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC 生成的有向平行六面体的有向体积

V =
−→
OA×

−−→
OB ·

−−→
OC =

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ c1 −
∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ c2 +
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ c3,
恰是 det(−→OA,

−−→
OB,

−−→
OC) 的 Laplace 展开，并且 −→

OA ×
−−→
OB 的三个坐标分量是

−→
OA,

−−→
OB 生成的空间

平行四边形分别在坐标平面 Oyz,Ozx,Oxy 上的投影的有向面积．

当 n ⩾ 4 时，Rn 中的几何体的长度、面积、体积和“高维体积”又应当如何定义并计算呢？

以 α ∧ β 表示 Rn 中任意两个向量 α 和 β 生成的有向平行四边形，运算 α ∧ β 应满足二重线

性和反对称性，即对于任意 αi, βi ∈ Rn 和 λi ∈ R 都有

(λ1α1 + λ2α2) ∧ β = λ1(α1 ∧ β) + λ2(α2 ∧ β),

α ∧ (λ1β1 + λ2β2) = λ1(α ∧ β1) + λ2(α ∧ β2),

α ∧ β = −(β ∧ α).

由此可得，设 α = (a1, a2, · · · , an)，β = (b1, b2, · · · , bn)，则

α ∧ β =
∑

1⩽i,j⩽n

aibj ei ∧ ej =
∑

1⩽i<j⩽n

(aibj − biaj) ei ∧ ej .

也就是说，任意有向平行四边形 α∧β可表示为 n(n− 1)

2
个有向单位正方形 {ei∧ej | 1 ⩽ i < j ⩽ n}

的线性组合，各项系数 aibj − biaj 恰是 α ∧ β 在 ei ∧ ej 平面上的投影的有向面积．
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同理，以 α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm 表示 Rn 中任意 m 个向量 α1, α2, · · · , αm 生成的 m 维有向平行

多面体，运算 α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm 也应满足多重线性和反对称性．由此可得，

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm =
∑

1⩽j1,j2,··· ,jm⩽n

a1j1a2j2 · · · amjm ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejm

=
∑

1⩽i1<i2<···<im⩽n
(j1,j2,··· ,jm)是(i1,i2,··· ,im)的排列

a1j1a2j2 · · · amjm ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejm

=
∑

1⩽i1<i2<···<im⩽n
(j1,j2,··· ,jm)是(i1,i2,··· ,im)的排列

a1j1a2j2 · · · amjm(−1)τ(j1,j2,··· ,jm) ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eim

=
∑

1⩽i1<i2<···<im⩽n

det
(
A[ 1 2 ··· m

i1 i2 ··· im ]
)

ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eim

其中 αi = (ai1, ai2, · · · , ain) 是 A = (aij)m×n 的行向量，1 ⩽ i ⩽ m．也就是说，任意 m 维有向平

行多面体 α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm 可表示为
n!

m!(n−m)!
个 m 维单位方体

{ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eim | 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < im ⩽ n}

的线性组合，各项系数 det
(
A[ 1 2 ··· m

i1 i2 ··· im ]
)
恰是 α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm 在 ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eim 空间中的

投影的 m 维有向体积．特别，当 m = n 时，

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn = det(A) e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en.

det(α1, α2, · · · , αn) 就是 n 维有向体积 α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn 与 e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en 的比值．

更一般地，我们可以在实数域上的线性空间

W =

 ∑
{i1,··· ,im}⊂{1,2,··· ,n}

ci1,··· ,im ei1 ∧ · · · ∧ eim

∣∣∣∣∣ ci1,··· ,im ∈ R


上定义外积 (wedge) 运算 ∧，并且满足下列运算律 (其中 X,Y, Z ∈ W，λ, µ ∈ R)

1. (结合律) (X ∧ Y ) ∧ Z = X ∧ (Y ∧ Z)．

2. (分配律) (λX + µY ) ∧ Z = λ(X ∧ Z) + µ(Y ∧ Z)，X ∧ (λY + µZ) = λ(X ∧ Y ) + µ(X ∧ Z)．

3. (反交换律) 当 j1, j2, · · · , jm 中有重复元素时，ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejm = 0；否则

ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejm = (−1)τ(j1,j2,··· ,jm)ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eim

其中 (i1, i2, · · · , im) 是 (j1, j2, · · · , jm) 的升序排列．

外积运算 ∧ 可看作是 R3 上的向量积运算 × 的高维推广．在外积运算下，线性空间 W 构成外代数

(也称为 Grassmann 代数)．把有向平行多面体看作线性空间 W 中的向量，Binet-Cauchy 公式和
Laplace 展开定理可作如下理解：

• 设 α1, α2, · · · , αm 是 A 的行向量，β1, β2, · · · , βm 是 B 的列向量，“·”是向量的数量积运算，

则 det


α1 · β1 α1 · β2 · · · α1 · βm

α2 · β1 α2 · β2 · · · α2 · βm

...
... · · ·

...

αm · β1 αm · β2 · · · αm · βm

 = (α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm) · (β1 ∧ β2 ∧ · · · ∧ βm)．

• 设 α1, α2, · · · , αn 是 A 的行向量，则 α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn = (α1 ∧ · · · ∧ αk) ∧ (αk+1 ∧ · · · ∧ αn)．
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习题

1. 设 R2 上三点 A,B,C 的坐标分别是 (xi, yi)，i = 1, 2, 3．证明：4ABC 的有向面积

S△ABC =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2. [15]设四边形 ABCD 的顶点共圆，O 是所在平面上任意点．证明：

OA2 · S△BCD −OB2 · S△ACD +OC2 · S△ABD −OD2 · S△ABC = 0.

3. 设 E,F,G,H 和 E′, F ′, G′,H ′ 分别是空间六面体 ABCD-A′B′C ′D′ 的两个面 ABCD 和

A′B′C ′D 各边的中点．证明：六面体 EFGH-E′F ′G′H ′ 的体积是六面体 ABCD-A′B′C ′D′

的体积的一半．

4. 证明：R3 中的 4 个平面 aix+ biy + ciz = 1 (i = 1, 2, 3, 4) 围成的四面体的体积

V =

∣∣∣∣ ∆3

6∆1∆2∆3∆4

∣∣∣∣ ,

其中 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1 1

a2 b2 c2 1

a3 b3 c3 1

a4 b4 c4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，∆i 是删除 ∆ 的第 i 行和第 4 列所得子式．

5. 把上题结论推广至 R2 中的三角形面积[16]和 Rn 中的 n 维单纯形的有向体积，n ⩾ 4．

[15]单墫《解析几何的技巧》例 21.6，中国科学技术大学出版社，2015 年 6 月第 4 版．
[16]1940 年 Putnam 数学竞赛 A8．
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§4.1 矩阵的秩与相抵

根据定理 2.5，对于任意 m× n 矩阵 A，存在初等方阵 P1, · · · , Ps, Q1, · · · , Qt 和整数 r，使得

Ps · · ·P1AQ1 · · ·Qt =

(
Ir O

O O

)
.

由此可得 A 的一个矩阵乘积分解

A = P

(
Ir O

O O

)
Q

其中 P,Q 分别是 m,n 阶的可逆方阵．由定理 2.9 的证明可知，r 与线性方程组 Ax = b 的解的存

在性、唯一性都有着密切的关系．�
思考：r 是否唯一？r 还与 A 的哪些性质有关？如何有效地求出 r？

在解答上述问题之前，首先引入矩阵相抵的概念．

定义 4.1. 设 A,B ∈ Fm×n．若存在可逆方阵 P ∈ Fm×m 和 Q ∈ Fn×n 使得 A = PBQ，则称 A 与

B 在 F 上相抵．

容易验证，矩阵的相抵关系具有下列性质，构成一个等价关系[1]．

1. (自反性) A 与 A 相抵．

2. (对称性) 若 A 与 B 相抵，则 B 与 A 相抵．

3. (传递性) 若 A 与 B 相抵，B 与 C 相抵，则 A 与 C 相抵．

对于任意矩阵 A ∈ Fm×n，与 A 相抵的矩阵 B ∈ Fm×n 的全体构成一个等价类，称为 A 所在的相

抵等价类，每个相抵等价类中可选出一个矩阵作为该等价类的代表元素，称为相抵标准形．

定理 4.1. 当 r 6= s 时，m× n 矩阵

(
Ir O

O O

)
与

(
Is O

O O

)
不相抵．

证明. 反证法．不妨设 r > s，假设存在可逆矩阵 P,Q 使得

(
Ir O

O O

)
= P

(
Is O

O O

)
Q．把 P,Q 分

块成 P =

(
P1 P2

P3 P4

)
，Q =

(
Q1 Q2

Q3 Q4

)
，其中 P1, Q1 分别是 r× s, s× r 矩阵，则有 P1Q1 = Ir．根

据定理 3.6，det(P1Q1) = 0，矛盾．

[1]定义在某个集合 S 上的具有自反性、对称性、传递性的二元关系称为 S 上的一个等价关系．根据等价关系，S 的元素被分为若干个等

价类，同一个等价类中的两个元素等价，不同等价类中的两个元素不等价．

57
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由定理 2.5 和定理 4.1 可知，对于任意 A，存在唯一的

(
Ir O

O O

)
与 A 相抵．因此，可以把(

Ir O

O O

)
作为相抵标准形．显然，使得 A = P

(
Ir O

O O

)
Q 的可逆矩阵 P,Q 有可能不唯一．

定义 4.2. 设 A 的相抵标准形为

(
Ir O

O O

)
．r 称为 A 的秩，记作 rank(A)．显然，r ⩽ min(m,n)．

若 r = m，则称 A 是行满秩的．若 r = n，则称 A 是列满秩的．行满秩与列满秩统称满秩．

求 rank(A) 的一般方法是利用初等变换把 A 化为标准形或对角形．

例 4.1. 设 A =


1 2 1 −2

3 1 3 −1

−3 0 −5 4

1 0 1 0

．求 rank(A)．

解答.


1 2 1 −2

3 1 3 −1

−3 0 −5 4

1 0 1 0

→


1 2 1 −2

0 −5 0 5

0 6 −2 −2

0 −2 0 2

→


1 2 1 −2

0 −5 0 5

0 0 −2 4

0 0 0 0

→


1 0 0 0

0 −5 0 5

0 0 −2 4

0 0 0 0



→


1 0 0 0

0 −5 0 0

0 0 −2 4

0 0 0 0

→


1 0 0 0

0 −5 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 0

→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

．故 rank(A) = 3．

例 4.2. 设 n 阶方阵 A =


1 1

1 1

. . .
. . .

1 1

，其中空白处的元素都是 0．求 rank(A)．

解答.


1 1

1 1

. . .
. . .

1 1

 从第 2 行起−−−−−−−−→
每行减去前一行


1 1

. . .
...

1 (−1)n−2

1 + (−1)n−1

 →


1

. . .

1

1− (−1)n

．
因此，当 n 是奇数时，rank(A) = n；当 n 是偶数时，rank(A) = n− 1．

关于矩阵的秩，我们有以下常用结论．

定理 4.2. 设 A ∈ Fn×n．A 是可逆方阵当且仅当 rank(A) = n．

定理 4.3. rank(A) = rank(AT )．当 A 是复数矩阵时，rank(A) = rank(AH)．

证明. 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P,Q是可逆方阵．由 AT = QT

(
Ir O

O O

)
P T 可得 rank(AT ) = r．

当 A 是复数矩阵时，AH = QH

(
Ir O

O O

)
PH，也有 rank(AH) = r．
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定理 4.4. rank
(
A O

O B

)
= rank(A) + rank(B)．

证明. 设 A = P1

(
Ir O

O O

)
Q1，B = P2

(
Is O

O O

)
Q2，其中 P1, P2, Q1, Q2 是可逆方阵．由

(
A O

O B

)
=

(
P1 O

O P2

)(
Ir

O
Is

O

)(
Q1 O

O Q2

)

=

(
P1 O

O P2

)(
I

O I
I O

I

)(
Ir

Is
O

O

)(
I

O I
I O

I

)(
Q1 O

O Q2

)
,

可得 rank
(
A O

O B

)
= r + s．

例 4.3. 设 A 是 m× n 矩阵，A[ i1 i2 ··· ir
j1 j2 ··· jr

] 是 A 的阶数最大的可逆子矩阵．不妨设

(i1, i2, · · · , ir) = (j1, j2, · · · , jr) = (1, 2, · · · , r).

作矩阵分块 A =

(
A1 A2

A3 A4

)
，其中 A1 是 r 阶可逆方阵，则

A =

(
I O

A3A
−1
1 I

)(
A1 O

O S

)(
I A−1

1 A2

O I

)
.

若 S 的 (p, q) 位置元素 spq 6= 0，则

A[ 1 2 ··· r r+p
1 2 ··· r r+q ] =

(
I 0

eT
pA3A

−1
1 1

)(
A1 0
0 spq

)(
I A−1

1 A2eq

0 1

)

是 r + 1 阶可逆方阵，与 r 的最大性矛盾．故 S = O，从而 rank(A) = rank(A1) = r．

上例实际上给出了矩阵的秩的另一个常见的定义．

定义 4.3. 矩阵 A 的可逆子矩阵 (或非零子式) 的最大阶数称为 A 的秩．

在第八章 §8.3 中还将通过矩阵的行向量组或列向量组给出矩阵的秩的其它等价定义．

定理 4.5. rank
(
A B

C D

)
⩾ rank(A)．

证明. 定义 4.3 的推论．

定理 4.6. rank(AB) ⩽ min(rank(A), rank(B))．

证明. 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q，则 AB = P

(
C

O

)
，其中 P,Q是可逆方阵，C 是 QB 的前 r 行构成的

子矩阵．一方面，rank(C) ⩽ C 的行数 r = rank(A)．另一方面，rank(C) ⩽ rank(QB) = rank(B)．

综上，rank(AB) = rank
(
C

O

)
= rank(C) ⩽ min(rank(A), rank(B))．
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定理 4.7. rank
(
A B

O D

)
⩾ rank(A) + rank(D)．

证明. 设 A1 是 A 的 rank(A) 阶可逆子矩阵，D1 是 D 的 rank(D) 阶可逆子矩阵，则

(
A B

O D

)
的

rank(A) + rank(D) 阶子矩阵

(
A1 B1

O D1

)
也可逆．故 rank

(
A B

O D

)
⩾ rank(A) + rank(D)．

例 4.4. 设 A =


a 1 · · · 1

1 a
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 · · · 1 a

 ∈ Fn×n．求 rank(A)．

解答. A = (a− 1)I +


1
...

1

(1 · · · 1
)
．由例 3.12 可得 det(A) = (a− 1)n−1(a− 1 + n)．

• 当 a 6= 1 且 a 6= 1− n 时，det(A) 6= 0．故 rank(A) = n．

• 当 a = 1 时，显然有 rank(A) = 1．

• 当 a = 1− n 时，det
(
A[ 1 ··· n−1

1 ··· n−1 ]
)
= (a− 1)n−2(a− 2 + n) 6= 0．故 rank(A) = n− 1．

习题

1. 计算下列矩阵的秩．

(1)


2 5 3 2 0

2 3 1 2 3

2 4 4 7 7

4 9 7 9 7

 (2)


4 2 0 1 1

1 2 5 3 4

9 6 5 5 2

16 14 20 15 18

 (3)


1 −2 −4 2 5

1 −2 −2 2 3

1 −2 −10 2 11

−1 2 −3 −2 2



(4)


1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8

 (5)


12 22 32 42 52

22 32 42 52 62

32 42 52 62 72

42 52 62 72 82

 (6)


13 23 33 43 53

23 33 43 53 63

33 43 53 63 73

43 53 63 73 83


2. 求 x, y 使得 rank(A) 最小，其中 A =

(1)


x −1 −1 −1

−1 2 −1 −1

−1 −1 2 −1

−1 −1 −1 2

 (2)


x −1 −1 −1

−1 y −1 −1

−1 −1 2 −1

−1 −1 −1 2

 (3)


x y −1 −1

y x −1 −1

−1 −1 2 −1

−1 −1 −1 2


3. 证明：任意秩为 r 的矩阵都可以表示为 r 个秩为 1 的矩阵之和的形式．

4. 证明：任意非零矩阵 A 都可以表示为 PQ 的形式，其中 P 是列满秩，Q 是行满秩．
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5. 设 A ∈ Fm×n．证明：

(1) A 有右逆 ⇔ A 是行满秩 ⇔ xA = 0 只有零解 ⇔ 存在 B ∈ F(n−m)×n 使得

(
A

B

)
可逆．

(2) A 有左逆 ⇔ A 是列满秩 ⇔ Ax = 0 只有零解 ⇔ 存在 B ∈ Fm×(m−n) 使得
(
A B

)
可逆．

6. 设 A,C ∈ Fm×n，B,D ∈ Fn×p．证明：

(1) 若 A,B 都是行满秩的，则 AB 也是行满秩的．

(2) 若 C,D 都是列满秩的，则 CD 也是列满秩的．

(3) 若 AB 是行满秩的，则 A 也是行满秩的．

(4) 若 CD 是列满秩的，则 D 也是列满秩的．

(5) 若 A 与 C 相抵，B 与 D 相抵，是否一定有 AB 与 CD 相抵？证明你的结论．

7. 设 A ∈ Fn×n，A∗ 是 A 的伴随方阵．

(1) 证明：rank(A∗) =


n, rank(A) = n;

1, rank(A) = n− 1;

0, rank(A) ⩽ n− 2.

(2) 求所有 A 满足 A∗ = AT．

8. 证明下列关于矩阵的秩的等式和不等式．

(1) rank(A+B) ⩽ rank
(
A B

)
(2) rank

(
A B

)
⩽ rank(A) + rank(B)

(3) rank(A⊗B) = rank(A) rank(B)

(4) rank
(
A B

B A

)
= rank(A+B) + rank(A−B)

(5) rank(AC −BD) ⩽ rank(A−B) + rank(C −D)，其中 A,B ∈ Fm×n，C,D ∈ Fn×p．

(6) −n

2
⩽ rank(AB)− rank(BA) ⩽ m

2
，其中 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m．

9. 设 n 阶复数方阵 A = (aij) 满足 |aii| ⩾
∑
j ̸=i

|aij |，∀i．A 称为行对角优的．参考第二章 §2.4 习

题 12 和习题 14．证明：

(1) 若 A 是不可约的，则 rank(A) ⩾ n− 1．

(2) 若 rank(A) = n− k 且 k ⩾ 1，则存在置换方阵 P 使得 P TAP = diag(A1, · · · , Ak)，其中

每个 Ai 是 ni 阶方阵，rank(Ai) = ni − 1，并且 Ai 的每行元素之和都是 0．
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10. 设复系数多项式 f(x) =
m∑
i=0

fix
i，g(x) =

n∑
i=0

gix
i，构造 m+ n 阶复数方阵

S =



f0 f1 · · · fm
. . .

. . .
. . .

. . .

f0 f1 · · · fm

g0 g1 · · · gn
. . .

. . .
. . .

. . .

g0 g1 · · · gn


.

证明：rank(S) = max(deg(f) + n,deg(g) +m)− deg(gcd(f, g))．

11. 设复系数多项式 f(x) =
n∑

i=0

fix
i，g(x) =

n∑
i=0

gix
i，构造 n 阶复数方阵 B = (bij)，

f(x)g(y)− f(y)g(x)

x− y
=

n∑
i,j=1

bijx
i−1yj−1.

证明：rank(B) = max(deg(f),deg(g))− deg(gcd(f, g))．

12. 设 n 阶整数方阵 A 的所有元素是 1, 2, · · · , n2 的排列．证明：

(1) rank(A) ⩾ 2．并求所有 A 满足 rank(A) = 2．

(2) A0 = B + nC 的所有元素是 1, 2, · · · , n2 的排列，并且 rank(A0) = n，其中

B =


1 2 · · · n

1 2 · · · n
...

... · · ·
...

1 2 · · · n

 , C =


0 1 · · · n− 1

n− 1 0
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 · · · n− 1 0

 .

(3) rank(A) 的取值范围是 {2, 3, · · · , n}．

13. 设 A ∈ Fm×n．若 A 有 r 个两两既不同行也不同列的元素，则 r 的最大值称为 A 的项秩．

若 A 有 (m− p)× (n− q) 零子矩阵，则 p+ q 的最小值称为 A 的线秩．证明：[2]

rank(A) ⩽ A 的项秩 = A 的线秩 ⩽ min(m,n).

[2]Dénes König, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Kombinatorische Topologie der Streckenkomplexe, Chelsea
Publishing Company, 1950.
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§4.2 相抵标准形的应用

本节介绍矩阵的秩和相抵标准形在线性方程组和一些矩阵问题中的应用．基本思想是通过矩阵

相抵，把关于一般矩阵的问题转化为关于标准形矩阵的问题．

§4.2.1 线性方程组

考虑数域 F 上的线性方程组 Ax = b，其中 A ∈ Fm×n，b ∈ Fm×1 已知，x ∈ Fn×1 待求．设

A = P

(
Ir O

O O

)
Q

其中 P ∈ Fm×m，Q ∈ Fn×n 都是可逆方阵．作换元 y = Qx，线性方程组 Ax = b 同解变形为(
Ir O

O O

)
y = P−1b =

(
β1

β2

)
.

线性方程组 Ax = b 的增广矩阵(
A b

)
= P

(
Ir O β1

O O β2

)(
Q 0
0 1

)
.

因此，Ax = b 有解 ⇔ β2 = 0 ⇔ rank
(
A b

)
= r，解都形如

x = Q−1y = Q−1

(
β1

0

)
+ yr+1Q

−1er+1 + · · ·+ ynQ
−1en,

其中 yr+1, · · · , yn ∈ F为自由参数．α0 = Q−1

(
β1

0

)
称为 Ax = b的一个特解．α0 是 Q−1 的前 r 个

列向量的线性组合．Q−1 的后 n−r 个列向量 αi = Q−1ei 都是 Ax = 0的解，i = r+1, r+2, · · · , n．
Ax = 0 的任意解 x 也都是 αr+1, αr+2, · · · , αn 的线性组合，解集 V = {x ∈ Fn×1 | Ax = 0} 称为
线性方程组 Ax = 0 的解空间，向量组 αr+1, αr+2, · · · , αn 称为 Ax = 0 的一个基础解系，也称为
解空间 V 的一组基．综合以上结论，可得

定理 4.8. 设 A ∈ Fm×n，b ∈ Fm×1．

1. Ax = b 有解 x ∈ Fn×1 当且仅当 rank
(
A b

)
= rank(A)．

2. 设 Ax = b 有特解 α0．Ax = b 的解集为

{α0 + λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk | λ1, λ2, · · · , λk ∈ F}

其中 α1, α2, · · · , αk 是 Ax = 0 的基础解系，k = n− rank(A)．

3. 特别，当 rank(A) = n 时，Ax = b 的解是唯一的．

例 4.5. 对于任意 A ∈ Cm×n，rank(AHA) = rank(A)．

证明. 设 x ∈ Cn×1．若 Ax = 0，显然有 AHAx = 0．若 AHAx = 0，由 xHAHAx = 0可得 Ax = 0．线
性方程组 Ax = 0与 AHAx = 0的解集相同，基础解系的大小也相同．故 rank(AHA) = rank(A)．
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§4.2.2 广义逆矩阵

定义 4.4. 设 m× n 矩阵 A = P

(
I O

O O

)
Q，其中 P,Q 都是可逆方阵，则 n×m 矩阵

B = Q−1

(
I O

O O

)
P−1

称为 A 的一个广义逆矩阵．

在定义 4.4 中，P,Q 有可能是不唯一的，故广义逆矩阵也有可能是不唯一的．例如，(
I X

O I

)(
I O

O O

)(
I O

Y I

)
=

(
I O

O O

)
,

(
I O

Y I

)−1(
I O

O O

)(
I X

O I

)−1

=

(
I −X

−Y Y X

)
.

由此可知，对于任意 X,Y，矩阵 B = Q−1

(
I −X

−Y Y X

)
P−1 都是 A = P

(
I O

O O

)
Q 的广义逆矩

阵．A 有唯一的广义逆矩阵当且仅当 A 是可逆方阵．

定理 4.9. 矩阵 B 是 A 的一个广义逆矩阵的充分必要条件是 ABA = A 并且 BAB = B．

证明. 由广义逆矩阵的定义可得必要性．下证充分性．设

A = P

(
Ir O

O O

)
Q, B = Q−1

(
B1 B2

B3 B4

)
P−1.

由 ABA = A，BAB = B 可得(
Ir O

O O

)(
B1 B2

B3 B4

)(
Ir O

O O

)
=

(
Ir O

O O

)
,(

B1 B2

B3 B4

)(
Ir O

O O

)(
B1 B2

B3 B4

)
=

(
B1 B2

B3 B4

)
.

从而有 B1 = Ir，B4 = B3B2．设 P̃ = P

(
Ir −B2

O Im−r

)
，Q̃ =

(
Ir O

−B3 In−r

)
Q，则有

A = P̃

(
Ir O

O O

)
Q̃, B = Q̃−1

(
Ir O

O O

)
P̃−1.

故 B 是 A 的一个广义逆矩阵．

下面给出广义逆矩阵在线性方程组问题中的一个应用．

定理 4.10. 设 A ∈ Fm×n，b ∈ Fm×1，B ∈ Fn×m 是 A 的一个广义逆矩阵．

1. Ax = b 有解 x ∈ Fn×1 的充分必要条件是 Bb 是 Ax = b 的特解．
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2. 当 Ax = b 有解时，Ax = b 的解集为 {Bb+ (I −BA)y | y ∈ Fn×1}．由此可得，Ax = b 有唯

一解的充分必要条件是“ABb = b，BA = I”．

证明.

1. 充分性显然．下证必要性．Ax = b ⇒ A(Bb) = A(BAx) = (ABA)x = Ax = b．

2. A
(
Bb+ (I −BA)y

)
= ABb = b．另外，Ax = b ⇒ Bb+ (I −BA)x = Bb+ (x−Bb) = x．

第六章 §6.4 定义 6.13 还将介绍复数矩阵的 Moore[3]-Penrose[4]广义逆矩阵．每个复数矩阵的

Moore-Penrose 广义逆矩阵是存在且唯一的．

§4.2.3 更多例子

例 4.6. rank
(
A B

C D

)
= rank(A) 的充分必要条件是存在矩阵 X,Y 使得

AX = B, Y A = C, Y AX = D.

证明. (充分性) 设 B = AX，C = Y A，D = Y AX．由(
A B

C D

)
=

(
I O

Y I

)(
A O

O O

)(
I X

O I

)
,

得 rank
(
A B

C D

)
= rank

(
A O

O O

)
= rank(A)．

(必要性) 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P,Q 都是可逆方阵．设

(
P−1 O

O I

)(
A B

C D

)(
Q−1 O

O I

)
=


Ir O B1

O O B2

C1 C2 D

 ,

则 
Ir O O

O I O

−C1 O I




Ir O B1

O O B2

C1 C2 D



Ir O −B1

O I O

O O I

 =


Ir O O

O O B2

O C2 D − C1B1


与

(
A B

C D

)
相抵．由 rank

(
A B

C D

)
= r，得 B2 = O，C2 = O，D = C1B1．从而，

B = P

(
B1

B2

)
= P

(
Ir O

O O

)(
B1

O

)
= AQ−1

(
B1

O

)
= AX,

C =
(
C1 C2

)
Q =

(
C1 O

)(Ir O

O O

)
Q =

(
C1 O

)
P−1A = Y A,

Y AX =
(
C1 O

)
P−1AQ−1

(
B1

O

)
=
(
C1 O

)(Ir O

O O

)(
B1

O

)
= C1B1 = D.

[3]Eliakim Hastings Moore，1862–1932，美国数学家．
[4]Roger Penrose，1931–，英国数学家、物理学家．
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例 4.7. rank(AB) = rank(A) 的充分必要条件是存在矩阵 X 使得 ABX = A．

证明. (充分性) 设 ABX = A．根据定理 4.6，

rank(ABX) ⩽ rank(AB) ⩽ rank(A) = rank(ABX).

故 rank(AB) = rank(A)．

(必要性)设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P,Q都是可逆方阵．由 rank(AB) = r可得 AB = P

(
C

O

)
，

其中 C 是行满秩矩阵．设矩阵 Y 是 C 的一个右逆，则 X =
(
Y O

)
Q 满足 ABX = A．

例 4.8. rank
(
A B

O D

)
= rank(A)+rank(D)的充分必要条件是存在矩阵 X,Y 使得 AX+Y D = B．

证明. (充分性) 设 AX + Y D = B，则有(
A B

O D

)
=

(
I Y

O I

)(
A O

O D

)(
I X

O I

)
.

从而，rank
(
A B

O D

)
= rank

(
A O

O D

)
= rank(A) + rank(D)．

(必要性)设 A = P1

(
Ir O

O O

)
Q1，D = P2

(
Is O

O O

)
Q2，其中 P1, Q1, P2, Q2 都是可逆方阵．设

(
P−1
1 O

O P−1
2

)(
A B

O D

)(
Q−1

1 O

O Q−1
2

)
=


Ir O B1 B2

O O B3 B4

O O Is O

O O O O

 ,

则 
Ir O −B1 O

O I −B3 O

O O Is O

O O O I



Ir O B1 B2

O O B3 B4

O O Is O

O O O O



Ir O O −B2

O I O O

O O Is O

O O O I

 =


Ir O O O

O O O B4

O O Is O

O O O O


与 rank

(
A B

O D

)
相抵．由 rank

(
A B

O D

)
= r + s，得 B4 = O．从而，

B = P1

(
B1 B2

B3 B4

)
Q2 = AQ−1

1

(
B1 B2

O O

)
Q2 + P1

(
O O

B3 O

)
P−1
2 D.

例 4.9. 对于任意 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，C ∈ Fp×q，有 Frobenius[5]秩不等式

rank(AB) + rank(BC) ⩽ rank(ABC) + rank(B).

特别，当 B = In 时，上式成为 Sylvester 秩不等式

rank(A) + rank(C) ⩽ rank(AC) + n.
[5]Ferdinand Georg Frobenius，1849–1917，德国数学家．Karl Theodor Wilhelm Weierstrass 的学生．
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证明. 注意到 (
I −A

O I

)(
AB O

B BC

)(
I −C

O I

)
=

(
O −ABC

B O

)
.

根据定理 4.7，

rank(ABC) + rank(B) = rank
(
AB O

B BC

)
⩾ rank(AB) + rank(BC).

根据例 4.8 结论，Frobenius 秩不等式取等号 ⇔ rank
(
AB O

B BC

)
= rank(AB) + rank(BC)

⇔ 存在矩阵 X,Y 使得 XAB +BCY = B．

例 4.10. 求所有 A ∈ Fn×n 满足 A2 = A．

解答. 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P,Q ∈ Fn×n 都是可逆方阵．设 QP =

(
R1 R2

R3 R4

)
，其中 R1 是

r 阶方阵，则有

A = P

(
Ir O

O O

)
QPP−1 = P

(
R1 R2

O O

)
P−1, A2 = P

(
R2

1 R1R2

O O

)
P−1.

由 A2 = A，得 R1

(
R1 R2

)
=
(
R1 R2

)
．再由

(
R1 R2

)
是行满秩，得 R1 = I．从而，

A = P

(
Ir R2

O O

)
P−1 = P

(
I −R2

O I

)(
Ir O

O O

)(
I R2

O I

)
P−1 = P̃

(
Ir O

O O

)
P̃−1,

其中 P̃ = P

(
I −R2

O I

)
是可逆方阵．容易看出，对于任意可逆方阵 P ∈ Fn×n 和非负整数 r ⩽ n，

A = P

(
Ir O

O O

)
P−1 满足 A2 = A，此为所求．

例 4.11. 求所有 A ∈ Fn×n 满足 A2 = O．

解答. 设 A = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P,Q ∈ Fn×n 都是可逆方阵．设 QP =

(
R1 R2

R3 R4

)
，其中 R1 是

r 阶方阵，则有

A = P

(
Ir O

O O

)
QPP−1 = P

(
R1 R2

O O

)
P−1, A2 = P

(
R2

1 R1R2

O O

)
P−1.

由 A2 = O，得 R1

(
R1 R2

)
= O．再由

(
R1 R2

)
是行满秩，得 R1 = O，R2 是行满秩，r ⩽ n−r．

设 R2 =
(
O Ir

)
Q̃，其中 Q̃ 是 n− r 阶可逆方阵．从而，

A = P

(
O R2

O O

)
P−1 = P

(
I O

O Q̃−1

)(
O Ir

O O

)(
I O

O Q̃

)
P−1 = P̃

(
O Ir

O O

)
P̃−1,

其中 P̃ = P

(
I −R2

O I

)
是可逆方阵．容易看出，对于任意可逆方阵 P ∈ Fn×n 和非负整数 r ⩽ n

2
，

A = P

(
O Ir

O O

)
P−1 满足 A2 = O，此为所求．
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例 4.12. 设 H =

(
O In

−In O

)
．若 A ∈ F2n×2n 满足 ATHA = H，则 A 称为辛方阵．有下列结论．

1. 设 P ∈ Fn×n 是可逆的，S ∈ Fn×n 是对称的，则

(
P O

O P−T

)
,

(
I S

O I

)
,

(
I O

S I

)
是辛方阵．

2. 辛方阵是可逆方阵．辛方阵的逆矩阵和转置矩阵是辛方阵．辛方阵的乘积是辛方阵．

3. 任意辛方阵可以表示成结论 1 中的三类方阵的若干乘积．

4. 辛方阵的行列式都是 1．

证明.

1. 容易验证．

2. 设 A,B 都是辛方阵．由 BTATHAB = BTHB = H，得 AB 是辛方阵．

由 det(H) = 1 和 det(ATHA) = (det(A))2 = 1，得 det(A) = 1 或 −1．故 A 是可逆方阵．

由 ATHA = H，得 H = A−THA−1．故 A−1 是辛方阵．

再由 H−1 = (A−THA−1)−1 = AH−1AT 和 H−1 = −H，得 H = AHAT．故 AT 是辛方阵．

3. 设辛方阵 A =

(
A1 A2

A3 A4

)
，其中每个 Ai 是 n 阶方阵．由 ATHA = H = AHAT 可得

AT
1 A3 = AT

3 A1, AT
2 A4 = AT

4 A2, AT
1 A4 −AT

3 A2 = I,

A1A
T
2 = A2A

T
1 , A3A

T
4 = A4A

T
3 , A1A

T
4 −A2A

T
3 = I.

(4.1)

• 当 det(A1) 6= 0 时，

A =

(
I O

A3A
−1
1 I

)(
A1

A4 −A3A
−1
1 A2

)(
I A−1

1 A2

O I

)
.

由 (4.1) 可知，A−1
1 A2 和 A3A

−1
1 都是对称方阵，并且

A4 −A3A
−1
1 A2 = A−T

1 (I +AT
3 A2)−A3A

−1
1 A2 = A−T

1 .

• 当 det(A1) = 0 时，首先证明：存在对称方阵 S 使得 A1 +A2S 是可逆方阵．设

A1 = P

(
Ir O

O O

)
Q, A2 = P

(
B1 B2

B3 B4

)
Q−T

其中 B1 是 r 阶方阵，P 和 Q 是 n 阶可逆方阵．由 A1A
T
2 = A2A

T
1，得 B3 = O．再

由 rank
(
A1 A2

)
= n，得 B4 是可逆方阵．设 S = QT

(
O O

O In−r

)
Q，则 A1 +A2S =

P

(
Ir B2

O B4

)
Q是可逆方阵．根据前述情形，辛方阵 Ã = A

(
I O

S I

)
=

(
A1 +A2S A2

A3 +A4S A4

)

是三类方阵的乘积．故 A = Ã

(
I O

−S I

)
也是三类方阵的乘积．

4. 结论 1 中的三类方阵的行列式都是 1．由结论 3 易知结论 4 成立．

在矩阵乘法运算下，数域 F 上 2n 阶辛方阵的全体构成 SL(2n,F) 的子群，称为辛群，记作
Sp(2n,F)．例 4.12 中的三类方阵是 Sp(2n,F) 的生成元．
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习题

1. 对于参数 a，讨论求解线性方程组 Ax = b，其中

A =


a 1 · · · 1

1 a
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 · · · 1 a

 , b =


1

a
...

an−1

 .

2. 设 A1, A2 ∈ Fm×n，b1, b2 ∈ Fm×1．证明：若线性方程组 A1x = b1 与 A2x = b2 在 Fn×1 中有

相同的非空解集，则存在可逆方阵 P ∈ Fm×m 使得 P
(
A1 b1

)
=
(
A2 b2

)
．

3. 设矩阵 A 是行 (列) 满秩．证明：B 是 A 的广义逆矩阵 ⇔ B 是 A 的右 (左) 逆．

4. 设矩阵 A = PQ，其中 P 是列满秩，Q 是行满秩．证明：

(1) 若 P †, Q† 分别是 P,Q 的广义逆矩阵，则 A† = Q†P † 是 A 的广义逆矩阵．

(2) A 的每个广义逆矩阵都可以表示为 Q†P † 的形式，其中 P †, Q† 分别是 P,Q 的广义逆矩阵．

5. (1) 设 A 是对称方阵．证明：对于任意正整数 k ⩽ rank(A)，A 有 k 或 k+1 阶可逆主子矩阵．

(2) 设 A 是对角元素都是 0 的反对称方阵．证明：r = rank(A) 是偶数，并且对于任意正偶数
k ⩽ r，A 有 k 阶可逆主子矩阵．

6. 设 CharF = 2，A = (aij) ∈ Fn×n 是对称方阵，a11 6= 0，r = rank(A)．证明：

(1) 对于任意正整数 k ⩽ r，A 有 k 阶可逆主子矩阵．

(2) 存在置换方阵 P，使得 PAP T 的 1, 2, · · · , r 阶顺序主子式都 6= 0．

7. 设矩阵 A,B ∈ Fm×n 满足 rank(A+B) = rank(A)+ rank(B)．证明：存在可逆方阵 P,Q 使得

A = P

(
I O

O O

)
Q, B = P

(
O O

O I

)
Q.

8. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m 满足 AB = O，BA = O．证明：存在可逆方阵 P,Q 使得

A = P

(
I O

O O

)
Q, B = Q−1

(
O O

O I

)
P−1.

9. 设方阵 A ∈ Fn×n，整数 k ⩾ 2．证明：

(1) 若 A2 = I，则存在可逆方阵 P 使得 P−1AP 形如 diag(I,−I)．

(2) 若 A3 = A，则存在可逆方阵 P 使得 P−1AP 形如 diag(I,−I,O)．

(3) 若 rank(Ak−1) = rank(Ak)，则 rank(Ak) = rank(Ak+1)．

(4) 若 rank(Ak) = rank(A) = r，则存在可逆方阵 P ∈ Fn×n, Q ∈ Fr×r 使得

A = P

(
Q O

O O

)
P−1.
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10. 设方阵 A 满足 Am = O，Am−1 6= O，m ⩾ 1．A 称为幂零方阵，m 称为 A 的幂零指数．证明：

(1) 存在可逆方阵 P 使得 P−1AP = (Bij)m×m 是准上三角方阵，其中对角块 Bii 都是零方阵．

(2) 存在可逆方阵 P 使得 P−1AP =


O B1

O
.. .

. . . Bm−1

O

，其中对角块都是零方阵，每个
Bi 形如

(
I O

)
，其余空白处元素都是 0．

(3) 存在可逆方阵 P 使得 P−1AP =


O B1

O
.. .

. . . Bm−1

O

，其中对角块都是零方阵，每个

Bi 形如

(
I

O

)
，其余空白处元素都是 0．

(4) 存在可逆方阵 P 使得 P−1AP = diag(J1, J2, · · · , Js)，每个 Ji =

(
Ini−1

0

)
是 ni 阶方

阵，m = n1 ⩾ n2 ⩾ · · · ⩾ ns．diag(J1, J2, · · · , Js) 称为 Jordan 方阵，Ji 称为 Jordan 块．
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§4.3 Smith 标准形

在定义 4.1 中，A,B, P,Q 都是数域 F 上的矩阵．在某些问题中，对矩阵 A,B, P,Q 有特殊的

要求．例如，要求矩阵的元素都是整数，矩阵的元素都是多项式等．在这样的限制条件下，什么样

的矩阵可以作为相抵标准形？

定义 4.5. 设 P 是整数方阵．若 P 是可逆方阵，并且 P−1 也是整数方阵，则 P 称为 Z 上的模方
阵．设 A,B ∈ Zm×n．若存在 Z 上的模方阵 P,Q 使得 A = PBQ，则称 A 与 B 在 Z 上模相抵．

容易验证，整数矩阵的模相抵关系构成一个等价关系，n 阶整数模方阵的全体，在矩阵乘法运

算下构成群．

定理 4.11. 设 P 是整数方阵．P 是 Z 上的模方阵当且仅当 det(P ) = ±1．

证明. 若 P 是模方阵，则 P−1 是整数方阵，det(P )和 det(P−1)是乘积为 1的整数，故 det(P ) = ±1．

另一方面，若 det(P ) = ±1，则 P ∗ 和 P−1 = 1
det(P )

P ∗ 都是整数方阵．

例 4.13. 任意 2 阶整数模方阵可表示为一系列 S12 和 T12(±1) 的乘积．

证明. 设 G 是一系列 S12 和 T12(±1) 的乘积构成的集合．先证明所有 2 阶初等模方阵都在 G 中．

• T12(k) = (T12(1))
k ∈ G，T21(k) = S12T12(k)S12 ∈ G，∀k ∈ Z．

• P =

(
0 −1

1 0

)
=

(
1 0

1 1

)(
1 −1

0 1

)(
1 0

1 1

)
∈ G．

• D1(−1) = PS12 ∈ G，D2(−1) = S12P ∈ G．

对于任意 2 阶整数模方阵 M =

(
a b

c d

)
，总可以通过如下初等变换，把 M 变成单位方阵，从而

M ∈ G．

• 若 c = 0，则 ad = ±1，a = ±1，d = ±1，T12(−ab)D2(d)D1(a)M = I．

• 若 0 < |a| ⩽ |c|，则可对 M 作初等变换 T21(k)M，化为 |c| < |a| 情形．

• 若 0 < |c| < |a| 或 a = 0，则对 M 作初等变换 S12M，化为前两种情形．

定理 4.12. 对于任意整数矩阵 A ∈ Zm×n，存在 Z 上的模方阵 P,Q 使得

PAQ = diag(d1, d2, · · · , dr, O) (4.2)

其中 d1, d2, · · · , dr 是正整数，并且每个 dk 整除 dk+1，1 ⩽ k ⩽ r − 1．

证明. 对矩阵的维数 (m,n) 应用数学归纳法．不妨设 A 6= O 并且 mn ⩾ 2．当 A =

(
a1

a2

)
时，由

辗转相除法，存在模方阵 P 使得 PA =

(
d

0

)
，其中 d = gcd(a1, a2)．当 A =

(
a1 a2

)
时，同样存

在模方阵 Q 使得 AQ =
(
d 0

)
．当 m ⩾ 2，n ⩾ 2 时，设 B = (bij) 与 A 模相抵，满足 b11 > 0，

并且使得 b11 尽可能小．我们断言 b11 整除所有 bij．分三种情形来反证．
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(1) 存在 bi1 不能被 b11 整除．同上，存在模方阵 P 使得 PB = (cij)，其中 c11 = gcd(b11, bi1) < b11，

与 b11 的最小性矛盾．

(2) 存在 b1j 不能被 b11 整除．同上，存在模方阵 Q使得 BQ = (cij)，其中 c11 = gcd(b11, b1j) < b11，

与 b11 的最小性矛盾．

(3) 存在 i 6= 1，j 6= 1 使得 bij 不能被 b11 整除．设 BT1j(− b1j
b11

)Tj1(1) = (cij)，则 c11 = b11，

ci1 = (1− b1j
b11

)bi1 + bij 不能被 c11 整除．化为情形 (1)，矛盾．断言证毕．

由于 b11 整除所有 bij，故存在初等模方阵 P,Q 使得 PBQ =

(
b11

b11C

)
．对整数方阵 C 应用归

纳假设，即可完成证明．�
思考：定理 4.12 中的 d1, d2, · · · , dr 是否唯一？

显然 r = rank(A)．设 g 是 A 的所有元素的最大公约数．由 d1 = eT
1 PAQe1 知 g 整除 d1．再

由 A = P−1 diag(d1, · · · , dr, O)Q−1 知 d1 整除 A 的所有元素．故 d1 = g．受此启发，我们引入如

下定义．

定义 4.6. 设 A 是整数矩阵．A 的所有 k 阶子式的最大公约数 Dk 称为 A 的第 k 个行列式因子．

特别规定，D0 = 1；当 k > rank(A) 时，Dk = 0．

定理 4.13. Dk = d1d2 · · · dk，1 ⩽ k ⩽ r，其中 d1, d2, · · · , dr 如定理 4.12 所述．

证明. 设 P,Q 如定理 4.12 所述，则

diag(d1, d2, · · · , dk) = P [ 1 2 ··· k
1 2 ··· m ] A Q[ 1 2 ··· n

1 2 ··· k ].

根据 Binet-Cauchy 公式，

d1d2 · · · dk =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽m
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

det
(
P [ 1 2 ··· k

i1 i2 ··· ik
]
)
det
(
A[ i1 i2 ··· ik

j1 j2 ··· jk
]
)
det
(
Q[ j1 j2 ··· jk

1 2 ··· k
]
)

可被 Dk 整除．另一方面，对于任意 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ik ⩽ m，1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jk ⩽ n，

A[ i1 i2 ··· ik
j1 j2 ··· jk

] = P−1[ i1 i2 ··· ik
1 2 ··· r ] diag(d1, d2, · · · , dr) Q−1[ 1 2 ··· r

j1 j2 ··· jk ].

再根据 Binet-Cauchy 公式，

det
(
A[ i1 i2 ··· ik

j1 j2 ··· jk
]
)
=

∑
1⩽t1<t2<···<tk⩽r

dt1dt2 · · · dtk det
(
P−1[ i1 i2 ··· ik

t1 t2 ··· tk
]
)
det
(
Q−1[ t1 t2 ··· tk

j1 j2 ··· jk
]
)

可被 d1d2 · · · dk 整除．综上，Dk = d1d2 · · · dk．

定义 4.7. 根据定理 4.13，dk =
Dk

Dk−1

由 A 唯一确定，称为 A 的第 k 个不变因子，1 ⩽ k ⩽ r．定

理 4.12 (4.2) 式中的 m×n 矩阵 diag(d1, d2, · · · , dr, O) 称为 A 的模相抵标准形或 Smith[6]标准形．

利用整数方阵的模相抵，我们可以像通常的线性方程组一样求解线性同余方程组．

[6]Henry John Stephen Smith，1826–1883，爱尔兰数学家．
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例 4.14. [7]今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二．问物几何？

解答. 问题可以转化为求如下线性方程组 Ax = b 的正整数解．
1 −3 0 0

1 0 −5 0

1 0 0 −7



x1

x2

x3

x4

 =


2

3

2


对线性方程组的增广矩阵作初等模变换，得

1 −3 0 0 2

1 0 −5 0 3

1 0 0 −7 2

 行变换−−−→


1 −3 0 0 2

0 3 −5 0 1

0 3 0 −7 0

 列变换−−−→


1 0 0 0 2

0 3 −5 0 1

0 3 0 −7 0


列变换−−−→


1 0 0 0 2

0 3 1 0 1

0 3 6 −7 0

 行变换−−−→


1 0 0 0 2

0 3 1 0 1

0 −15 0 −7 −6

 列变换−−−→


1 0 0 0 2

0 0 1 0 1

0 −1 0 −7 −6


列变换−−−→


1 0 0 0 2

0 0 1 0 1

0 −1 0 0 −6

 行变换−−−→


1 0 0 0 2

0 1 0 0 6

0 0 1 0 1

 ,

其中所有列变换的乘积对应模方阵

Q =


1 3 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0 0 0

0 1 2 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0 0 0

0 1 0 0

0 −3 1 0

0 −2 0 1



1 0 0 0

0 1 0 −7

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


1 −15 6 105

0 −5 2 35

0 −3 1 21

0 −2 0 15

 .

也就是说，经过一系列初等模变换，线性方程组 Ax = b 同解变形为 PAQy = Pb，
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0



y1

y2

y3

y4

 =


2

6

1

 .

解得 
x1

x2

x3

x4

 =


1 −15 6 105

0 −5 2 35

0 −3 1 21

0 −2 0 15




2

6

1

y4

 = y4


105

35

21

15

−


82

28

17

12

 , y4 ∈ Z.

因此，原问题所求的“物之数”x1 = 105k − 82，k 是正整数．

感兴趣的读者可参阅华罗庚《数论导引》第 13–14 章，了解关于整数矩阵及其应用的更多内容．

以上关于整数矩阵的模相抵的结果，可以略作修改，推广到一元多项式构成的矩阵，以及主理

想整环上的矩阵．

[7]《孙子算经》卷下第二十六题．《孙子算经》是中国古代数学名著《算经十书》之一，成书于约公元 4 世纪．
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定义 4.8. 设 P ∈ F[x]n×n．当且仅当 0 6= det(P ) ∈ F 时，P−1 ∈ F[x]n×n，P 称为 F[x] 上的模方阵．
设 A,B ∈ F[x]m×n．若存在 F[x] 上的模方阵 P,Q 使得 A = PBQ，则称 A 与 B 在 F[x] 上模相抵．

容易验证，F[x]上多项式矩阵的模相抵关系构成一个等价关系．在矩阵乘法运算下，F[x]n×n 中

模方阵的全体构成群．

定义 4.9. 设 A ∈ F[x]m×n．A 的所有 k 阶子式的最大公因式 Dk (规定是首一多项式[8]) 称为 A 的

第 k 个行列式因子．特别规定，D0 = 1；当 k > rank(A) 时，Dk = 0．

定理 4.14. 对于任意多项式矩阵 A ∈ F[x]m×n，存在 F[x] 上的模方阵 P,Q 使得

PAQ = diag(d1, d2, · · · , dr, O)

其中 d1, d2, · · · , dr ∈ F[x] 是首一多项式，并且每个 dk 整除 dk+1，1 ⩽ k ⩽ r− 1．特别，dk =
Dk

Dk−1

由 A 唯一确定，1 ⩽ k ⩽ r．

定义 4.10. 设 A ∈ F[x]m×n．定理 4.14 中的 m×n 矩阵 diag(d1, d2, · · · , dr, O) 称为 A 的模相抵标

准形或 Smith 标准形，dk 称为 A 的第 k 个不变因子，1 ⩽ k ⩽ r = rank(A)．

例 4.15. 首一多项式 f = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn ∈ F[x] 的友方阵定义为

A =


−a0

1 −a1
. . .

...

1 −an−1

 ∈ Fn×n,

其中空白处的元素都是 0．A 的特征方阵定义为

xI −A =


x a0

−1
. . .

...

. . . x an−2

−1 x+ an−1

 ∈ F[x]n×n.

由 Dn−1(xI −A) = 1，det(xI −A) = f，得 xI −A 的 Smith 标准形为 diag(1, · · · , 1, f)．

习题

1. 计算下列整数或多项式矩阵的 Smith 标准形．

(1)


12 0 0

0 15 0

0 0 20

 (2)


15 22 19

18 25 27

21 32 23

 (3)


1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

 (4)


1 2 3 5

2 4 6 8

3 6 9 10


(5)


x2 + x 0 0

0 x2 − 1 0

0 0 x2 + x

 (6)


2x x+ x2 x+ x3

x+ x2 2x2 x2 + x3

x+ x3 x2 + x3 2x3


(7)


x x2 x3 x4

2x 4x2 8x3 16x4

3x 9x2 27x3 81x4

 (8)


x x− 1 x− 2 x− 3

x2 x2 − 1 x2 − 2 x2 − 3

x3 x3 − 1 x3 − 2 x3 − 3


[8]最高项系数是 1 的非零多项式称为首一多项式．



§4.3 SMITH 标准形 75

2. 设 a1, a2, · · · , an ∈ N∗，diag(d1, d2, · · · , dn) 是 diag(a1, a2, · · · , an) 的 Smith 标准形．证明：

(1) 若 a1, a2, · · · , an 两两互素，则 d1 = · · · = dn−1 = 1，dn =
n∏

i=1

ai．

(2) 设 ai =
k∏

j=1

p
αij

j ，其中 p1, p2, · · · , pk 是两两不同的素数，αij ∈ N，则 di =
k∏

j=1

p
βij

j ，其中

β1j ⩽ β2j ⩽ · · · ⩽ βnj 是 α1j , α2j , · · · , αnj 的升序排列，∀j．

3. 设 A ∈ Zm×n，b ∈ Zm×1．证明：线性方程组 Ax = b有解 x ∈ Zn×1 的充分必要条件是
(
A b

)
与
(
A 0

)
在 Z 上模相抵．

4. 设 Sij , Tij(±1) 都是 n 阶初等方阵，i 6= j，P =

(
In−1

1

)
．证明：

(1) 任意 n 阶整数模方阵可以表示为 {Sij , Tij(±1) | i 6= j} 中一系列元素的乘积．

(2) 任意 Sij 可以表示为一系列 P, S12 的乘积．

(3) 任意 Tij(1) 可以表示为一系列 P, T12(±1) 的乘积．

(4) 任意 Sij 可以表示为 {S12, Tkl(±1) | k 6= l} 中一系列元素的乘积．

(5) 任意 Tij(1) 可以表示为 {Skl, T12(1) | k 6= l} 中一系列元素的乘积．

5. 设 T12(±1) 都是 n 阶初等方阵，P =

(
In−1

(−1)n−1

)
．证明：

(1) 行列式等于 1 的 n 阶整数模方阵都可以表示为 {Tij(±1) | i 6= j} 中一系列元素的乘积．

(2) 任意 Tij(1) 可以表示为一系列 P, T12(±1) 的乘积．

6. 仿照定理 4.12 和定理 4.13 的证明过程，证明定理 4.14．

7. (1) 证明：任意整数方阵 A ∈ Zn×n 与 AT 模相抵．

(2) 证明：任意多项式方阵 A ∈ F[x]n×n 与 AT 模相抵．

8. (1) 证明：(a1, a2, · · · , an) ∈ Zn 是某个整数模方阵的行向量 ⇔ gcd(a1, a2, · · · , an) = 1．

(2) 证明：(p1, p2, · · · , pn) ∈ F[x]n 是某个多项式模方阵的行向量 ⇔ gcd(p1, p2, · · · , pn) = 1．

9. 设 A,B ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵．证明：多项式方阵 xA+B 的任意不变因子 dk ∈ R[x]．

10. 设 A,B ∈ C[x]n×n 满足 A(z) 与 B(z) 在 C 上相抵，∀z ∈ C．A 与 B 是否一定在 C[x] 上模
相抵？证明你的结论．
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第五章 矩阵的相似

§5.1 相似的概念

定义 5.1. 设 A,B ∈ Fn×n．若存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 A = PBP−1，则称 A 与 B 在 F 上相
似．

容易验证，矩阵的相似关系构成一个等价关系．

例 5.1. 设 A =

(
a b

c d

)
∈ C2×2，λ ∈ C．A 与下列方阵相似．

S12AS12 =

(
d c

b a

)
, T12(λ)AT12(−λ) =

(
a+ cλ b+ (d− a)λ− cλ2

c d− cλ

)
,

D12(λ)AD12(λ
−1) =

(
a λb

λ−1c d

)
, T21(λ)AT21(−λ) =

(
a− bλ b

c+ (a− d)λ− bλ2 d+ bλ

)
.

特别，

• 当 A 是上 (下) 三角方阵时，S12AS12 是下 (上) 三角方阵．

• 当 b 6= 0 时，存在 λ 使得 T21(λ)AT21(−λ) 是上三角方阵．

• 当 c 6= 0 时，存在 λ 使得 T12(λ)AT12(−λ) 是下三角方阵．

因此，任意 2 阶复数方阵可以相似成上三角方阵，也可以相似成下三角方阵．

定理 5.1. 设 A,Ai, B,Bi 都是 F 上方阵．有如下结论．

1. 若 A 与 B 相似，则 tr(A) = tr(B)，det(A) = det(B)，rank(A) = rank(B)．

2. 若 A 与 B 相似，则 AT 与 BT 相似．

3. 若 A 与 B 相似，则 f(A) 与 f(B) 相似，∀f ∈ F[x]．

4. 若 Ai 与 Bi 相似，i = 1, 2, · · · , k，则 diag(A1, A2, · · · , Ak) 与 diag(B1, B2, · · · , Bk) 相似．

5. 对于任意排列 (i1, i2, · · · , ik) ∈ Sk，diag(A1, A2, · · · , Ak) 与 diag(Ai1 , Ai2 , · · · , Aik) 相似．

由定理 5.1 可知，方阵的迹、行列式、秩在相似关系下保持不变，它们都称为相似不变量．还
有哪些矩阵性质是相似不变量？

77
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我们希望在每个相似等价类中，都能找到一个形式简单的矩阵作为相似标准形．首先想到的是

对角方阵．是否每个方阵都能与某个对角方阵相似呢？

A = P diag(λ1, λ2, · · · , λn)P
−1 ⇔ Aαi = λiαi 即 (A− λiI)αi = 0

其中 P =
(
α1 α2 · · · αn

)
．为了更方便地研究矩阵的相似问题，我们引入如下定义．

定义 5.2. 设 A ∈ Fn×n．

• n 次首一多项式 φA(x) = det(xI −A) ∈ F[x] 称为 A 的特征多项式．

• 设 φA(x) 在 F 的某个扩域[1] K 上可分解为 φA(x) =
k∏

i=1

(x − λi)
ni，其中 λ1, λ2, · · · , λk 两两

不同．每个 λi 称为 A 的一个特征值．ni 称为 λi 的代数重数．

• 满足 Aα = λiα 的非零向量 α ∈ Kn×1 称为 λi 对应的一个特征向量．

• 线性方程组 (λiI −A)x = 0 的解集 Vi = {α ∈ Kn×1 | Aα = λiα} 称为 λi 对应的特征子空间．

• 线性方程组 (λiI −A)x = 0 的每个基础解系恰有 mi = n− rank(λiI −A) 个向量．mi 称为 Vi

的维数和 λi 的几何重数．

显然，特征多项式、特征值、代数重数、几何重数都是相似不变量．

例 5.2.

• 对于任意 2 阶对称实数方阵 A =

(
a b

b c

)
，φA(x) = x2 − (a + c)x + ac − b2，两个特征值

λ1,2 =
a+ c±

√
(a− c)2 + 4b2

2
都是实数．

• 对于任意 2 阶反对称实数方阵 A =

(
0 b

−b 0

)
，φA(x) = x2 + b2，两个特征值 λ1,2 = ±b i 都

是纯虚数或 0．

• 对于任意 n 阶三角方阵 A = (aij)，φA(x) =
n∏

i=1

(x− aii)，A 的对角元素即为所有特征值．

定理 5.2. 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 n 阶方阵 A 的所有特征值，则有

φA(x) = xn − σ1x
n−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x+ (−1)nσn

其中

σk =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

λi1λi2 · · ·λik =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

det
(
A[ i1 i2 ··· ik

i1 i2 ··· ik
]
)

既是关于 λ1, λ2, · · · , λn 的 k 次基本对称多项式，也是 A 的所有 k 阶主子式之和．特别，

σ1 = λ1 + λ2 + · · ·+ λn = tr(A)�

σn = λ1λ2 · · ·λn = det(A).
[1]若在 K 的加、减、乘、除运算下，数域 K 的子集 F 构成数域，则 F 称为 K 的子域，K 称为 F 的扩域．
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证明. 一方面，由 Vieta 定理可得

σk =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

λi1λi2 · · ·λik .

另一方面，设 α1, · · · , αn 是 A 的所有行向量，则

φA(x) = det(xe1 − α1, xe2 − α2, · · · , xen − αn)

=
n∑

k=0

∑
1⩽i1<i2<···<ik⩽n

(−1)τ(i1,i2,··· ,in) det(−αi1 , · · · ,−αik , xeik+1
, · · · , xein)

=
n∑

k=0

∑
1⩽i1<i2<···<ik⩽n

(−1)kxn−k det
(
A[ i1 i2 ··· ik

i1 i2 ··· ik
]
)
,

其中 {ik+1, · · · , in} 是 {i1, · · · , ik} 在 {1, 2, · · · , n} 中的补集．故

σk =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

det
(
A[ i1 i2 ··· ik

i1 i2 ··· ik
]
)
.

定理 5.3. 设 A ∈ Fn×n 有 n 个两两不同的特征值 λ1, λ2, · · · , λn ∈ F，则 A 与 diag(λ1, λ2, · · · , λn)

在 F 上相似．

证明. 设 P =
(
α1 α2 · · · αn

)
，其中 αi ∈ Fn×1 是 λi 对应的特征向量，i = 1, 2, · · · , n．下面

证明 P 是可逆方阵．设 x = (xi) ∈ Fn×1 是线性方程组 Px = 0 的解，即满足
n∑

i=1

xiαi = 0．由

Ak

n∑
i=1

xiαi =
n∑

i=1

λk
i xiαi = 0, ∀k ∈ N

可得

(
x1α1 x2α2 · · · xnαn

)

1 λ1 · · · λn−1

1

1 λ2 · · · λn−1
2

...
... · · ·

...

1 λn · · · λn−1
n

 = O.

由于 λ1, λ2, · · · , λn 两两不同，n 阶 Vandermonde 方阵
(
λj−1
i

)
是可逆方阵．从而，(

x1α1 x2α2 · · · xnαn

)
= O ⇒ x = 0.

由线性方程组 Px = 0 的解集结构，知 P 是可逆方阵．因此，A = P diag(λ1, λ2, · · · , λn)P
−1 与

diag(λ1, λ2, · · · , λn) 在 F 上相似．

例 5.3. 计算实数方阵 A =


0 0 1

−1 1 1

1 0 0

 的所有特征值和所有特征向量，并把 A 相似成对角方阵．

解答. φA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 −1

1 x− 1 −1

−1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x3 − x2 − x+ 1 = (x− 1)2(x+ 1)．A 的所有特征值为 1, 1,−1．

求解 (A− I)α = 0，得 λ1 = 1 对应的特征向量 α1 = (s, t, s)T，其中 (s, t) 6= (0, 0)．
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求解 (A+ I)α = 0，得 λ2 = −1 对应的特征向量 α2 = (s, s,−s)T，其中 s 6= 0．

故 P =


1 0 1

0 1 1

1 0 −1

满足 AP = P diag(1, 1,−1)．由 det(P ) = −2得 A与 diag(1, 1,−1)相似．

定理 5.4. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值都属于 F．A 可以在 F 上相似成对角方阵的充分必要条件是
每个特征值的几何重数等于代数重数．

证明. (充分性)设 φA(x) =
k∏

i=1

(x−λi)
ni，其中 λ1, λ2, · · · , λk 两两不同．设 {αj | si−1+1 ⩽ j ⩽ si}

是线性方程组 (λiI − A)x = 0 的一个基础解系，s0 = 0，si = n1 + · · · + ni，1 ⩽ i ⩽ k．易知

P =
(
α1 α2 · · · αn

)
满足 AP = P diag(λ1In1

, λ2In2
, · · · , λkInk

)．假设 Px = 0，同定理 5.3 的证

明可得
si∑

j=si−1+1

xjαj = 0，∀i．故 x = 0．因此，P 是可逆方阵，A 与 diag(λ1In1
, λ2In2

, · · · , λkInk
)

相似．

(必要性) 设 A 与 B = diag(b1, b2, · · · , bn) 在 F 上相似．几何重数和代数重数都是相似不变量．
容易验证，B 的每个特征值 bi 的几何重数等于代数重数．

定理 5.3 说明，当 A 的特征值不重复时，A 可以相似成对角方阵．定理 5.4 说明，即使 A 的

特征值有重数，只要特征向量“足够多”，A 也可以相似成对角方阵．

例 5.4. 计算实数方阵 A =


1 1 1

2 0 1

−2 1 0

 的所有特征值和所有特征向量，并把 A 相似成对角方阵．

解答. φA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 −1 −1

−2 x −1

2 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x3 − x2 − x+ 1 = (x− 1)2(x+ 1)．A 的所有特征值为 1, 1,−1．

求解 (A− I)α = 0，得 λ1 = 1 对应的特征向量 α1 = (s, s,−s)T，其中 s 6= 0．

求解 (A+ I)α = 0，得 λ2 = −1 对应的特征向量 α2 = (0, s,−s)T，其中 s 6= 0．

λ1 的代数重数 n1 = 2，几何重数 m1 = 1．根据定理 5.4，A 不可以相似成对角方阵．

例 5.5 (例 2.7 续). 设 A =

(
a b

1 0

)
，计算 An，其中 a, b ∈ C．

解答. φA(x) = x2 − ax− b，特征值 λ1 =
a+

√
a2 + 4b

2
，λ2 =

a−
√
a2 + 4b

2
．

• 当 a2 + 4b 6= 0 时，λ1 6= λ2．

设 αi =

(
λi

1

)
是 λi 对应的特征向量，则 P =

(
α1 α2

)
=

(
λ1 λ2

1 1

)
是可逆方阵，满足 AP =

P

(
λ1 0

0 λ2

)
．故 An = P

(
λ1 0

0 λ2

)n

P−1 =
1

λ1 − λ2

(
λ1 λ2

1 1

)(
λn
1 0

0 λn
2

)(
1 −λ2

−1 λ1

)
=

1

λ1 − λ2

(
λn+1
1 − λn+1

2 (λn
1 − λn

2 )b

λn
1 − λn

2 (λn−1
1 − λn−1

2 )b

)
．
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• 当 a2 + 4b = 0 时，λ1 = λ2 =
a

2
．

设 α1 =

(
1

0

)
，α2 = (A − λ1I)α1 =

(
λ1

1

)
，则 P =

(
α1 α2

)
=

(
1 λ1

0 1

)
是可逆方阵，满

足 AP = P

(
λ1 0

1 λ1

)
．故 An = P

(
λ1 0

1 λ1

)n

P−1 =

(
1 λ1

0 1

)(
λn
1 0

nλn−1
1 λn

1

)(
1 0

−λ1 1

)
=(

(n+ 1)λn
1 −nλn+1

1

nλn−1
1 (1− n)λn

1

)
．

习题

1. 证明定理 5.1．

2. 证明：对于任意上三角方阵 A，存在可逆方阵 P 使得 P−1AP 是下三角方阵．

3. 对下列复数方阵 A，试求可逆方阵 P 使得 P−1AP 为对角方阵．若 P 不存在，请说明理由．

(1)


0 1 −2

1 1 1

1 0 2

 (2)


2 −1 2

2 −1 4

1 −1 3

 (3)


3 −2 −2

1 0 −1

1 −1 0

 (4)


0 2 −1

−1 3 −1

2 −2 3


(5)

(
0 In−1

a 0

)
，a 6= 0 (6) aij = ij，1 ⩽ i, j ⩽ n (7) aij = i+ j − 1，1 ⩽ i, j ⩽ n

4. 设 A ∈ Rn×n．证明：

(1) 若 n 是奇数，则 A 有实特征值．

(2) 若 A 无实特征值，则 det(A) > 0．

(3) 若 A 是对称方阵，则 A 的特征值都是实数．

(4) 若 A 是反对称方阵，则 A 的特征值的实部都是 0．

5. 设 A ∈ Fn×n，λ1, λ2, · · · , λk 是 A 的一些两两不同的特征值，αi 是 λi 对应的特征向量．证明：

n× k 矩阵
(
α1 α2 · · · αk

)
一定是列满秩的．

6. 设 A ∈ Fn×n，φA(x) =
n∑

k=0

ckx
k．证明：

(1) 当 c0 6= 0 时，设 B = A−1，则 φB(x) =
n∑

k=0

cn−k

c0
xk．

(2) 当 c0 = 0 时，设 B = A∗，则 φB(x) = xn + (−1)nc1x
n−1．

7. 设 A = (aij) ∈ Cn×n，φA(x) =
n∑

k=0

ckx
k，λ 是 A 的任意特征值．证明：

(1) |λ| ⩽ 1 + max
0⩽k⩽n−1

|ck|．

(2) |λ| ⩽ 2 max
0⩽k⩽n−1

|ck|
1

n−k．

(3) (Gershgorin[2]圆盘定理) 存在 k 使得 |λ− akk| ⩽
∑
j ̸=k

|akj |．

[2]Semyon Aranovich Gershgorin，1901–1933，苏联数学家．
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8. 设 A,B 分别是首一多项式 f, g ∈ F[x] 的友方阵．证明：A 与 B 相似 ⇔ f = g．

9. 设 A,B ∈ Fn×n 满足 AB = O．证明：φA(x)φB(x) = xnφA+B(x)．

10. 设 A,B ∈ Fn×n 满足 rank(A) = rank(B) = 1．证明：

(1) φA(x) = xn − tr(A)xn−1．

(2) tr(A) 6= 0 是 A 可以相似成对角方阵的充分必要条件．

(3) tr(A) = tr(B) 是 A 与 B 相似的充分必要条件．

11. 设 A,B ∈ Fn×n．证明：

(1) φAB = φBA．

(2) 若 rank(ABA) = rank(A)，则 AB 与 BA 相似．

(3) 若 rank(ABA) = rank(B)，则 AB 与 BA 相似．

(4) 举例：rank(AB) = rank(BA)，AB 与 BA 不相似．

12. 设 H0 = 0．求 2n 阶整数方阵 Hn =

(
Hn−1 I

I Hn−1

)
的特征多项式和所有特征值，n ⩾ 1．

13. 设 n 阶实数方阵 A = (aij)，B = (bij)，其中 1 ⩽ i, j ⩽ n 并且

aij =

1, |i− j| = 1;

0, |i− j| 6= 1;
bij =


1, |i− j| = 1 或 i = j = 1 或 i = j = n;

2, i = j 且 1 < i < n;

0, |i− j| ⩾ 2.

证明：(1) φA(x) =
n∏

k=1

(
x− 2 cos kπ

n+1

)
． (2) φB(x) =

n∏
k=1

(
x− 2− 2 cos kπ

n

)
．

14. 设 n+ 1 阶实数方阵 A = (aij)，B = (bij)，其中 0 ⩽ i, j ⩽ n 并且

aij =



n− 2i, j = i;

i, j = i− 1;

i− n, j = i+ 1;

0, |i− j| ⩾ 2;

bij =



n2 + (4i+ 2)n− 8i2, j = i;

2i(2i− 1), j = i− 1;

(2i− 2n)(2i+ 1), j = i+ 1;

0, |i− j| ⩾ 2.

证明：(1) φA(x) = xn+1． (2) φtA+B(x) =
n∏

k=−n

(
x− (n− 2k)2

)
，∀t ∈ R．

15. 设 A = (aij) ∈ Rn×n 满足 (i) aij ⩽ 0，∀i 6= j；(ii)
n∑

j=1

aij = 0，∀i．证明：

(1) (1, · · · , 1)T 是 A 的特征值 0 对应的特征向量．

(2) 设 λ ∈ C 是 A 的任意特征值，则 Re(λ) ⩾ 0．

(3) A 可置换相似成 diag(A1, · · · , Ak) 的形式，其中 Ai 是 ni 阶方阵，rank(Ai) = ni − 1，∀i．

(4) 若 rank(A) = n− 1，x = (x1, · · · , xn) ∈ R1×n 满足 xA = 0，则 xixj ⩾ 0，∀i, j．
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16. 设 A = (aij) ∈ Rn×n 是非负方阵 (参考第二章 §2.4 习题 14)，λ1, · · · , λn ∈ C 是 A 的所有特

征值．不妨设 |λ1| ⩾ · · · ⩾ |λn|．证明：

(1) 存在 k 使得 λk = |λ1|．若 A 是不可约的，则 k 是唯一的．

(2) 设 A 是不可约的，α = (x1, · · · , xn)
T ∈ Rn×1 是 |λ1| 对应的特征向量，则 xixj > 0，∀i, j．

(3) 若
n∑

j=1

aij = 1，∀i，则 |λ1| = 1．这样的非负方阵 A 常称为概率矩阵或 Markov 矩阵．

(4) A 是本原的 ⇔ λ1 > |λ2|．



84 第五章 矩阵的相似

§5.2 相似三角化

定理 5.5. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值 λ1, λ2, · · · , λn ∈ F，则存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 P−1AP

是上三角方阵，并且 P−1AP 的对角元素依次是 λ1, λ2, · · · , λn．

证明. 对 n 使用数学归纳法．当 n = 1 时，结论显然成立．当 n ⩾ 2 时，设 α1 ∈ Fn×1 是 λ1 对应

的一个特征向量，则存在可逆方阵 P1 ∈ Fn×n 以 α1 为第 1 列，使得 AP1 = P1

(
λ1 ∗
0 B

)
．注意

到 φA(x) = (x − λ1)φB(x)，根据归纳假设，存在可逆方阵 P2 使得 P−1
2 BP2 是上三角方阵，并且

P−1
2 BP2 的对角元素依次是 λ2, · · · , λn．从而，P = P1

(
1 0
0 P2

)
满足题设．

根据定理 5.5，可以得到下列推论．

定理 5.6. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值 λ1, λ2, · · · , λn ∈ F，f(x) ∈ F[x]．

1. f(λ1), f(λ2), · · · , f(λn) 是 f(A) 的所有特征值．

2. f(A) 是可逆方阵 ⇔ f(x) 与 φA(x) 互素．

3. 当 A 是可逆方阵时， 1
λ1
, 1
λ2
, · · · , 1

λn
是 A−1 的所有特征值．

4. rank(A− λiI)
k = n− ni，∀k ⩾ ni，其中 ni 是 A 的特征值 λi 的代数重数．

5. A 的特征值 λi 的几何重数不超过 λi 的代数重数．

定理 5.7 (Cayley-Hamilton[3]定理). 对于任意方阵 A 都有 φA(A) = O．

证明. 不妨设 A ∈ Fn×n，φA(x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn)，λ1, λ2, · · · , λn ∈ F．根据定理 5.5，
存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得

B = P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2

. . .
...

. . . ∗
λn

 .

利用数学归纳法可以证明：(B− λ1I)(B− λ2I) · · · (B− λkI) 的前 k 列元素都是 0，k = 1, 2, · · · , n．
从而，φA(A) = PφA(B)P−1 = O．

定理 5.8. 设 A ∈ Fm×m，B ∈ Fn×n 满足 φA(x) 与 φB(x) 互素．证明：对于任意 C ∈ Fm×n，存

在唯一的 X ∈ Fm×n 使得 AX −XB = C．从而，

(
A C

O B

)
与

(
A O

O B

)
相似．

证法一. 设 B = (bij)，C =
(

c1 c2 · · · cn

)
，X =

(
x1 x2 · · · xn

)
．矩阵方程 AX −XB = C 可以

表示为线性方程组的形式．
A− b11I −b21I · · · −bn1I

−b12I A− b22I · · · −bn2I
...

...
. . .

...

−b1nI −b2nI · · · A− bnnI




x1

x2

...

xn

 =


c1

c2

...

cn

 . (5.1)

[3]William Rowan Hamilton，1805–1865，爱尔兰物理学家、数学家．
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线性方程组 (5.1) 的系数矩阵 M = In ⊗ A − BT ⊗ Im．设 λ1, · · · , λm ∈ K 是 A 的所有特征值，

µ1, · · · , µn ∈ K 是 B 的所有特征值，K 是 F 的某个扩域．根据定理 5.5，存在可逆方阵 P ∈ Km×m

和 Q ∈ Kn×n 使得 Ã = P−1AP 和 B̃ = Q−1BTQ 都是上三角方阵．注意到

(Q⊗ P )−1M(Q⊗ P ) = In ⊗ Ã− B̃ ⊗ Im

也是上三角方阵，故

det(M) = det(In ⊗ Ã− B̃ ⊗ Im) =
m∏
i=1

n∏
j=1

(λi − µj) 6= 0.

因此，线性方程组 (5.1) 有唯一解，即矩阵方程 AX −XB = C 有唯一解．

从而，

(
A C

O B

)
=

(
I −X

O I

)(
A O

O B

)(
I X

O I

)
与

(
A O

O B

)
相似．

证法二. 由 (5.1) 式，AX −XB = C 有唯一解 ⇔ det(M) 6= 0 ⇔ AX −XB = O 有唯一解 X = O．

根据定理 5.6 结论 2，φB(A) 是可逆方阵．再根据 Cayley-Hamilton 定理，

AX = XB ⇒ φB(A)X = XφB(B) = O ⇒ X = O.

从而 AX −XB = C 有唯一解．同证法一，

(
A C

O B

)
与

(
A O

O B

)
相似．

定理 5.9. 设 A ∈ Fn×n，φA(x) =
k∏

i=1

(x− λi)
ni，其中 λ1, λ2, · · · , λk ∈ F 并且两两不同，则存在可

逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 P−1AP = diag(A1, A2, · · · , Ak)，其中每个 Ai 是 ni 阶上三角方阵，并且

Ai 的对角元素都是 λi．

证明. 根据定理 5.5，存在可逆方阵 P1 ∈ Fn×n 使得

B = P−1
1 AP1 =


A1 ∗ · · · ∗

A2

. . .
...

. . . ∗
Ak

 , 其中 Ai =


λi ∗ · · · ∗

λi

. . .
...

. . . ∗
λi

 ∈ Fni×ni .

根据定理 5.8，B =

(
A1 ∗
O Ã

)
与

(
A1 O

O Ã

)
相似．再对 Ã 分块，反复运用定理 5.8，可得 A 与

diag(A1, A2, · · · , Ak) 相似．

例 5.6. 设 A =



0 −5 −6 2 2

1 4 4 −2 −2

−1 −5 −5 2 2

−2 −5 −5 3 2

3 1 0 −2 −1


．求可逆方阵 P 使得 P−1AP 如定理 5.9 所示．
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解答. 计算特征多项式 φA(x) = (x− 1)3(x+ 1)2，得 A 的特征值 λ1 = 1 (3 重)，λ2 = −1 (2 重)．

(A− λ1I)
3 =



−8 −28 −28 8 8

8 20 20 −8 −8

−8 −28 −28 8 8

−8 −28 −28 8 8

8 12 12 −8 −8


, (A− λ2I)

2 =



4 −8 −12 4 4

0 8 8 −4 −4

0 −8 −8 4 4

−4 −8 −8 8 4

8 0 −4 −4 0


.

(A− λ1I)
3x = 0 的基础解系 α1 = (0,−1, 1, 0, 0)T，α2 = (1, 0, 0, 1, 0)T，α3 = (1, 0, 0, 0, 1)T．

(A− λ2I)
2x = 0 的基础解系 α4 = (2,−1, 2, 2, 0)T，α5 = (0, 1, 0, 0, 2)T．

设 P1 =
(
α1 · · · α5

)
，则

P−1
1 =



−1 −2 −1 1 1

−1 −2 −2 2 1

1 0 0 −1 0
1
2

1 1 − 1
2

− 1
2

− 1
2

0 0 1
2

1
2


, P−1

1 AP1 =



0 1 1 0 0

0 1 0 0 0

−1 1 2 0 0

0 0 0 − 3
2

− 1
2

0 0 0 1
2

− 1
2


=

(
A1

A2

)
,

其中 A1 =


0 1 1

0 1 0

−1 1 2

，A2 =

(
− 3

2
− 1

2
1
2

− 1
2

)
，满足 (A1 − I)2 = O，(A2 + I)2 = O．

(A1− I)x = 0的通解 x = (s+ t, s, t)T．取 β1 使得 β2 = (A1− I)β1 6= 0，取 β3 使得 (A1− I)β3 = 0
且 β3 与 β2 线性无关，则 Q1 =

(
β2 β1 β3

)
满足

A1Q1 = Q1


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 = Q1B1.

(A2 + I)x = 0 的通解 x = (t,−t)T．取 γ1 使得 γ2 = (A+ I)γ1 6= 0，则 Q2 =
(
γ2 γ1

)
满足

A2Q2 = Q2

(
−1 1

0 −1

)
= Q2B2.

例如，可取

β1 =


1

0

0

 , β2 =


−1

0

−1

 , β3 =


1

1

0

 , γ1 =

(
1

0

)
, γ2 =

(
− 1

2
1
2

)

则 P = P1

(
Q1

Q2

)
=



−1 0 1 −1 2

1 −1 −1 1 −1

−1 1 1 −1 2

0 0 1 −1 2

−1 0 0 1 0


满足 P−1AP =

(
B1

B2

)
．
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习题

1. 证明定理 5.6．

2. 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 n 阶方阵 A = (aij) 的所有特征值．证明：
n∑

i=1

λ2
i =

n∑
i,j=1

aijaji．

3. 设正整数 m ⩾ 2，ω = cos 2π
m

+ i sin 2π

m
．证明：

(1) 对于任意 f ∈ C[x]，存在 g ∈ C[x] 使得
m∏

k=1

f(ωkx) = g(xm)．

(2) 对于任意 A ∈ Cn×n，设 B = Am，则 φB(x) = (−1)(m−1)n
m∏

k=1

φA(ω
kx

1
m )．

4. 设可逆方阵 P =

(
P1 P2

P3 P4

)
使得

(
A C1

O B

)
= P

(
A C2

O B

)
P−1，其中 A 和 P1 是 m 阶方阵，

B 和 P4 是 n 阶方阵，并且 φA(x) 与 φB(x) 互素．证明：P3 = O．

5. 设 A ∈ Fm×m，B ∈ Fn×n，C ∈ Fm×n，λ1, · · · , λm ∈ F 是 A 的所有特征值，µ1, · · · , µn ∈ F
是 B 的所有特征值，φB(x) =

n∑
k=0

bkx
k．证明：

(1) 当 λ1 = µ1 时，设 α ∈ Fm×1 是 λ1 对应的 A 的特征向量，β ∈ Fn×1 是 µ1 对应的 BT 的

特征向量，则 X = αβT 是方程 AX −XB = O 的一个非零解．

(2) 当且仅当 λi 6= µj，∀i, j 时，方程 AX −XB = C 有唯一解 X，并且

X = (φB(A))
−1
∑
i,j⩾0

bi+j+1A
iCBj .

(3) 当且仅当 λiµj 6= 1，∀i, j 时，方程 X −AXB = C 有唯一解 X．

6. 设 A ∈ Fn×n 满足 Ak = O，其中 k 是某个正整数．证明：φA(x) = xn．

7. 设 A ∈ Fn×n 满足 Ak = A，其中 k 是某个正整数．证明：

(1) 若 k = 2，则 A 与 diag(Ir, O) 相似，r = rank(A)．

(2) 若 k = 3，则 A 与 diag(Ip,−Iq, O) 相似，p = n− rank(A− I)，q = n− rank(A+ I)．

(3) 若 F = C，则 A 一定可以相似成对角方阵．

8. 设方阵 H = (aij) ∈ Fn×n 满足 aij = 0，∀i ⩾ j + 2．H 称为 Hessenberg[4]方阵．证明：

(1) 对于任意正整数 k，Hk = (bij) 满足 bij =


j+k−1∏
t=j

at+1,t, i = j + k;

0, i > j + k.

(2) 任意 A ∈ Fn×n 可以在 F 上相似成 Hessenberg 方阵．

9. 设 A ∈ Fn×n 不是纯量方阵．证明：若 a1, a2, · · · , an ∈ F 满足 a1 + a2 + · · ·+ an = tr(A)，则
存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 P−1AP 的对角元素依次是 a1, a2, · · · , an．

[4]Karl Adolf Hessenberg，1904–1959，德国数学家、工程师．
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10. 设 I 是指标集合，{Ai | i ∈ I} 是一组两两乘积可交换的复数方阵．

(1) 证明：存在复数向量 α 是所有 Ai 的公共特征向量．

(2) 证明：存在可逆复数方阵 P 使得 P−1AiP 都是上三角方阵．

(3) 对实数域 R 和任意数域 F 上的方阵，推广上述结论．
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§5.3 Jordan 标准形

定义 5.3.

• n 阶方阵 Jn(a) =


a 1

a
. . .

. . . 1

a

 称为 Jordan[5]块，其中空白处元素都是 0．

• 形如 diag
(
Jn1

(a1), Jn2
(a2), · · · , Jnk

(ak)
)
的准对角方阵称为 Jordan 方阵．

定理 5.10. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值 λ1, λ2, · · · , λn ∈ F，则 A 可以在 F 上相似成 Jordan 方阵．

证明. 根据定理 5.9，只需证明 φA(x) = (x− λ)n 情形．此时，也只需证明 λ = 0 情形．

对 n使用数学归纳法．当 n = 1时，结论显然成立．当 n ⩾ 2时，根据归纳假设，A[ 2 ··· n
2 ··· n ]可以

相似成 Jordan 方阵 diag
(
Jn1

(0), · · · , Jnk
(0)
)
．故 A 可以相似成 B =


0 b2 · · · · · · · · · bn

Jn1
(0)

. . .

Jnk
(0)

，
其中 n1 ⩾ n2 ⩾ · · · ⩾ nk．B 可以相似成

C =
n∏

j=3

T1,j−1(−bj) ·B ·
n∏

j=3

T1,j−1(bj) =



0 c1 0 · · · 0 c2 0 · · · 0 · · · ck 0 · · · 0
Jn1

(0)

Jn2
(0)

. . .

Jnk
(0)


.

• 若 c1 = 0，则 C 可以置换相似成



Jn1
(0)

0 c2 0 · · · 0 · · · ck 0 · · · 0
Jn2

(0)

. . .

Jnk
(0)


=

(
Jn1

(0) O

O C1

)
．

根据归纳假设，C1 可以相似成 Jordan 方阵，故 C 也可以相似成 Jordan 方阵．

• 若 c1 6= 0，则 C 可以相似成



0 1 0 · · · 0 c2
c1

0 · · · 0 · · · ck
c1

0 · · · 0
Jn1

(0)

Jn2
(0)

. . .

Jnk
(0)


=

(
Jn1+1(0) E

O D

)
．

故可设 c1 = 1．由 X =


0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
c2In2

· · · ckInk

O · · · O

 ∈ F(n1+1)×(n−n1) 满足 Jn1+1(0)X −XD = E，

得 C 与 diag
(
Jn1+1(0), Jn2

(0), · · · , Jnk
(0)
)
相似．

[5]Marie Ennemond Camille Jordan，1838–1922，法国数学家．
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�
第四章 §4.2 习题 10 是定理 5.10 的另一个证明途径．

定理 5.11. 两个 Jordan 方阵相似的充分必要条件是它们有相同的 Jordan 块 (不考虑块的顺序)．

证明. 充分性显然．设 A = diag(Jm1
(a1), · · · , Jmp

(ap)) 与 B = diag(Jn1
(b1), · · · , Jnq

(bq)) 相似，则

对任意 λ ∈ F 和正整数 k，有 rank(A− λI)k = rank(B − λI)k．注意到

rank(A− λI)k =

p∑
i=1

rank(Jmi
(ai)− λI)k = n−

∑
ai=λ

min(mi, k),

rank(A− λI)k−1 − rank(A− λI)k =
∑
ai=λ

min(mi, k)−min(mi, k − 1) = #{i | ai = λ, mi ⩾ k}.

故

rank(A− λI)k−1 − 2 rank(A− λI)k + rank(A− λI)k+1 = #{i | ai = λ, mi = k}

是 A 的 Jordan 块中 Jk(λ) 的个数，也是 B 的 Jordan 块中 Jk(λ) 的个数．因此，A,B 有相同的

Jordan 块．

设 A ∈ Fn×n 的特征值都属于 F．由定理 5.10 和定理 5.11 可知，存在唯一的 Jordan 方阵 J

（不考虑 Jordan 块的顺序）与 A 相似．J 称为 A 的 Jordan 标准形．

定理 5.11 的证明实际上给出了计算 A 的 Jordan 标准形 J 的一种方法，算法流程如下．

1. 计算 A 的特征多项式，完全分解成 φA(x) =
k∏

i=1

(x− λi)
ni 的形式，其中 λ1, · · · , λk 两两不同．

2. 计算 ri,j = rank(A− λiI)
j，1 ⩽ i ⩽ k，1 ⩽ j ⩽ si，直至 ri,si = n− ni．

3. 计算 ti,j = ri,j−1 − 2ri,j + ri,j+1，1 ⩽ i ⩽ k，1 ⩽ j ⩽ si，其中 ri,0 = n，ri,si+1 = n− ni．

4. A 的 Jordan 标准形 J 由 ti,j 个 Jj(λi) 构成，1 ⩽ i ⩽ k，1 ⩽ j ⩽ si．

5. 求解线性方程组 AP = PJ，得可逆方阵 P 使得 P−1AP = J．

例 5.7. 计算如下复数方阵 A 的 Jordan 标准形．

A =



0 1 0 0 1 0 0

−2 2 1 1 0 −1 0

−1 1 1 0 0 0 0

−1 0 2 1 1 0 1

−1 0 1 1 0 −1 0

0 0 1 −1 1 2 1

1 −1 0 0 1 0 1


.

解答. 首先计算 A 的特征多项式，得 φA(x) = (x − 1)7．然后计算 rk = rank(I − A)k，得 r1 = 4，

r2 = 1，r3 = 0．对序列 (7, 4, 1, 0) 作两次“前项减后项”的运算，得 (3, 3, 1, 0) 和 (0, 2, 1, 0)．故 A

的 Jordan 标准形 J = diag(J2(1), J2(1), J3(1))．
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对于一个 Jordan 块，我们可以很容易地计算其矩阵方幂和多项式．设 a ∈ F，f ∈ F[x]，并且
CharF = 0，则

f(Jn(a)) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!

(
Jn(0)

)k
=


f(a) f ′(a) · · · f(n−1)(a)

(n−1)!

f(a)
. . .

...

. . . f ′(a)

f(a)

 .

从而，对于任意方阵 A，我们都可以利用 Jordan标准形分解 A = P diag
(
Jn1

(a1) · · · , Jnk
(ak)

)
P−1，

算出 A 的矩阵方幂和多项式 f(A) = P diag
(
f(Jn1

(a1)), · · · , f(Jnk
(ak))

)
P−1．

定义 5.4. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值都属于 F，J = diag
(
Jn1

(a1), · · · , Jnk
(ak)

)
是 A 的 Jordan 标

准形，则每个 Jordan 块 Jni
(ai) 的特征多项式 (x− ai)

ni ∈ F[x] 称为 A 的一个初等因子，A 的所

有初等因子构成 A 的初等因子组．

易见，初等因子组是相似不变量．两个方阵相似当且仅当它们的初等因子组相同．

定理 5.12. 设 {(x − λi)
mij | 1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ j ⩽ si} 是方阵 A 的初等因子组，其中 λ1, · · · , λk 是

A 的所有两两不同的特征值，则有如下结论．

1. A 的特征值 λi 的代数重数 =
si∑
j=1

mij，几何重数 = si．

2. A 可以相似成对角方阵的充分必要条件是 mij = 1，∀i, j．

3. φA(x) = dA(x) 的充分必要条件是 si = 1，∀i，其中 dA 是 A 的最小多项式 (见 §5.4 定义 5.5)．

例 5.8. 设方阵 A 的初等因子组为 x2, x2, x+ 1, (x+ 1)2, x− 1, (x− 1)3，求 φA(x) 和 dA(x)．

解答. φA(x) 是所有初等因子的乘积，φA(x) = x4(x + 1)3(x − 1)4．根据例 5.13 和定理 5.13 结论
3，dA(x) 是所有初等因子的最小公倍式，dA(x) = x2(x+ 1)2(x− 1)3．

下面是 Jordan 标准形的一些应用例子．

例 5.9. 任意复数方阵 A 与 AT 相似．

证明. 设 A与 diag
(
Jn1

(a1), · · · , Jnk
(ak)

)
相似，则 AT 与 diag

(
Jn1

(a1)
T , · · · , Jnk

(ak)
T
)
相似．注意

到 Jni
(ai)

T = SJni
(ai)S 与 Jni

(ai) 相似，其中 S =

(
1

. .
.

1

)
是 ni 阶方阵．故 A 与 AT 相似．

例 5.10. 对于任意可逆复数方阵 A 和正整数 m，存在复数方阵 B 使得 Bm = A．

解答. 根据复数方阵的 Jordan 标准形，只需考虑 A = Jn(λ)，λ 6= 0 情形．设 µ ∈ C 满足 µk = λ，

则 λ 是 M = (Jn(µ))
m 的 n 重特征值．由 rank(M − λI) = n − 1 得 Jn(λ) 是 M 的 Jordan 标准

形．故存在可逆复数方阵 P 使得 P−1MP = A，B = P−1Jn(µ)P 满足 Bm = A．

例 5.11. 对于任意复数方阵 A， lim
n→+∞

n∑
k=0

1

k!
Ak 存在，记作 eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak．映射 exp : A 7→ eA 称

为矩阵的指数函数．矩阵的指数函数具有下列常用性质：

1. 当 AB = BA 时，eA+B = eA eB．
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2. (eA)T = e(AT )，(eA)−1 = e−A．

3. det(eA) = etr(A)．

证明. 对于任意 X = (xij) ∈ Cn×n，记 ‖X‖ = max
1⩽i,j⩽n

|xij |．容易验证，‖Xk‖ ⩽ (n‖X‖)k．从而，

当 m → +∞ 时，

∥∥∥∥∥
M∑

k=m

1

k!
Ak

∥∥∥∥∥ ⩽
M∑

k=m

(n‖A‖)k

k!
⩽ (n‖A‖)m

m!(1− n∥A∥
m

)
→ 0.

根据 Cauchy 收敛准则，
∞∑
k=0

1

k!
Ak 收敛．下面证明矩阵的指数函数的性质．

1. 当 AB = BA 时，eA+B =
∞∑
k=0

1

k!
(A+B)k =

∞∑
k=0

k∑
i=0

Ci
k

k!
AiBk−i =

∞∑
i,j=0

1

i!j!
AiBj = eA eB．

2. 由定义可得 (eA)T = e(AT )．由性质 1 可得 eA e−A = I，故 (eA)−1 = e−A．

3. 设 A = P


λ1 ∗ ∗

. . . ∗
λn

P−1，则 eA = P


eλ1 ∗ ∗

. . . ∗
eλn

P−1．

故 det(eA) =
n∏

i=1

eλi = etr(A)．

例 5.12. 求解常系数微分方程 y′′(x) = ay′(x) + by(x)．

解答. 二阶微分方程 y′′(x) = ay′(x) + by(x) 可以表示为如下一阶微分方程组的形式，

Z ′(x) = A · Z(x) (5.2)

其中 Z(x) =

(
y′(x)

y(x)

)
，A =

(
a b

1 0

)
．容易验证，Z(x) = exA Z(0) 是 (5.2) 的解．根据例 5.5，

• 当 a2 + 4b 6= 0 时，λ1,2 =
a

2
±
√

a2

4
+ b，

A = P

(
λ1 0

0 λ2

)
P−1，exA = P

(
eλ1x 0

0 eλ2x

)
P−1，得 y(x) 形如 c1 eλ1x +c2 eλ2x．

• 当 a2 + 4b = 0 时，λ =
a

2
，

A = P

(
λ 1

0 λ

)
P−1，exA = P

(
eλx x eλx

0 eλx

)
P−1，得 y(x) 形如 (c1 + c2x) eλx．

由以上几个例子可以看出，通过 Jordan 标准形，微积分中的许多结果可以应用于矩阵，从而
建立矩阵的微积分运算．

习题

1. 求下列复数方阵的 Jordan 标准形．
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(1)



1 2 −2 2 −4

0 −1 2 −2 4

0 0 1 −2 2

0 0 0 −1 2

0 0 0 0 1


(2)



1 −2 1 0 −2

0 −1 0 0 1

0 0 1 1 −2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1


(3)



−1 2 −1 3 3

0 1 −2 2 3

0 0 −1 2 4

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



(4)



0 −1 1 3 −4

1 2 −3 −5 4

0 0 −1 0 −2

0 0 1 −1 2

0 0 0 0 1


(5)



−1 2 3 −5 3

0 1 −1 −1 3

0 0 2 −3 2

0 0 1 −2 2

0 0 1 −1 1


(6)



1 −2 2 0 4

0 −1 2 0 2

0 0 1 0 2

0 −2 2 1 2

0 0 0 0 −1


2. 证明定理 5.12．

3. 设复数方阵 A 的特征值都是 1．证明：对于任意正整数 k，A 与 Ak 相似．

4. 设复数 A 是可逆方阵，并且存在正整数 i 6= j 使得 Ai 与 Aj 相似．证明：存在正整数 k 使得

Ak 的特征值都是 1．

5. 求与 A2 相似的所有复数方阵 A．

6. 设复数方阵 A = diag
(
Jn1

(0), Jn2
(0), · · · , Jnk

(0)
)
，其中 n1 ⩾ n2 ⩾ · · · ⩾ nk．求与 A 乘积可

交换的所有复数方阵 B．

7. 设 n 阶复数方阵 A,B 满足：与 A 乘积可交换的复数方阵 C 都与 B 乘积可交换．证明：存

在 f ∈ C[x] 使得 B = f(A)．

8. 证明：任意复数方阵 A 可唯一地表示为 A = B+C 的形式，其中 B 可以相似成对角方阵，C

是幂零方阵，并且 BC = CB．这种表示形式称为 A 的 Jordan 分解．

9. (1) 设 Jn1
(0), · · · , Jnk

(0) 是复数方阵 A 的所有幂零的 Jordan 块，m 是正整数．证明：下面

两个叙述等价．

1⃝ 存在复数方阵 B 使得 Bm = A．

2⃝ 可以把 n1, · · · , nk 排成 m 行 d k
m
e 列 (补充一些 0)，使得每列中任意两数的差 ⩽ 1．

(2) 对于哪些实数方阵 A，存在实数方阵 B 使得 Bm = A？证明你的结论．

10. 设 A 是 n 阶复数方阵．证明：eA = lim
k→+∞

(I + 1
k
A)k．

11. 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 n 阶复数方阵 A 的所有特征值．ρ(A) = max
1⩽i⩽n

|λi| 称为 A 的谱半径．

(1) 证明： lim
k→+∞

Ak = O 的充分必要条件是 ρ(A) < 1．

(2) 设 r 是幂级数
∞∑
k=0

ckz
k 的收敛半径．证明：当 ρ(A) < r 时，矩阵幂级数

∞∑
k=0

ckA
k 收敛．

12. (1) 求所有 X ∈ Rn×n 使得 eX = I．

(2) 对哪些实数方阵 A ∈ Rn×n，存在 X ∈ Rn×n 使得 eX = A？证明你的结论．

(3) 对哪些实数方阵 A ∈ Rn×n，存在 X ∈ Cn×n 使得 eX = A？证明你的结论．
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§5.4 最小多项式

设 A 是 F 上的方阵．在 §5.3 中，我们证明了，当 A 的特征值都在 F 中时，A 可以在 F 上相
似成 Jordan 标准形．当 A 有特征值不在 F 中时，结论如何？在 §5.4 和 §5.5 中，我们将借助多项
式来研究相似标准形问题．

定义 5.5. 设 A ∈ Fn×n．若 f ∈ F[x] 满足 f(A) = O，则 f 称为 A 在 F 上的一个化零多项式．
若 f, g ∈ F[x] 都是 A 的化零多项式，则根据 Bézout 定理，存在 u, v ∈ F[x] 使得 gcd(f, g) =

uf + vg 也是 A 的化零多项式．

A 在 F 上的所有化零多项式的最大公因式，是次数最小的首一化零多项式，称为 A 在 F 上的
最小多项式，记作 dA．�

设 K 是 F 的任意扩域，A ∈ Fn×n 也可以看作是 A ∈ Kn×n．dA 由 A 唯一确定，与 K 无关．

定理 5.13. 关于 F 上方阵的最小多项式，有如下结论．

1. 若 A 与 B 相似，则 dA = dB．

2. 对于任意 n 阶方阵 A，有 dA 整除 φA，φA 整除 (dA)
n．

3. 设 A = diag(A1, A2, · · · , Ak)，每个 Ai 是方阵，则 dA = lcm
(
dA1

, dA2
, · · · , dAk

)
．[6]

证明.

1. 设 A = PBP−1，则 f(A) = Pf(B)P−1，∀f ∈ F[x]．f(A) = O ⇔ f(B) = O．故 dA = dB．

2. 根据 Cayley-Hamilton 定理，dA 整除 φA．对于 A 的任意特征值 λi ∈ K，设 α ∈ Kn×1 是 λi

对应的一个特征向量．由 Aα = λiα 可得 dA(A)α = dA(λi)α = 0．因此，dA(λi) = 0，x− λi

整除 dA(x)．从而有 φA(x) =
n∏

i=1

(x− λi) 整除 (dA(x))
n．

3. 设 f ∈ F[x]．f(A) = O ⇔ f(Ai) = O ⇔ dAi
整除 f ⇔ lcm

(
dA1

, dA2
, · · · , dAk

)
整除 f．因此，

dA = lcm
(
dA1

, dA2
, · · · , dAk

)
．

例 5.13. 求 Jordan 块 A = Jn(a) 的最小多项式．

解答. φA(x) = (x−a)n．由定理 5.13结论 2，得 dA(x)形如 (x−a)m．当 m < n时，(A−aI)m 6= O．

因此，dA(x) = (x− a)n = φA(x)．

例 5.14. 求友方阵 A =


−a0

1 −a1
. . .

...

1 −an−1

 的最小多项式．

解答. 对于任意多项式 f(x) =
n−1∑
i=0

cix
i，有 f(A)e1 =

n−1∑
i=0

ciA
ie1 =

n−1∑
i=0

ciei+1 = (c0 c1 · · · cn−1)
T．

故 deg(dA) ⩾ n．因此，dA(x) = φA(x) = xn +
n−1∑
i=0

aix
i．

[6]lcm(· · · ) 表示若干个多项式的最小公倍式，或若干个整数的最小公倍数．
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例 5.15. 求实数方阵 A =


1 2 · · · n

2 3 · · · n+ 1
...

... · · ·
...

n n+ 1 · · · 2n− 1

 的最小多项式，n ⩾ 2．

解答. 由满秩分解

A =


1 1

2 1
...

...

n 1


(
1 1 · · · 1

0 1 · · · n− 1

)
= BC

可得

φA(x) = xn−2 det(xI − CB) = xn−1

(
x2 − n2x− n4 − n2

12

)
.

A 的所有特征值为 λ1, λ2, 0, · · · , 0，其中 λ1 6= λ2 且 λ1λ2 6= 0．由定理 5.9 以及 rank(A) = 2，得

A 与 diag(λ1, λ2, O) 相似．因此，

dA(x) = x(x− λ1)(x− λ2) = x3 − n2x2 − n4 − n2

12
x.

定理 5.14. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值都属于 F，则 A 可以在 F 上相似成对角方阵的充分必要条
件是 dA(x) 无重根．

证明. 设 φA(x) =
k∏

i=1

(x− λi)
ni，λ1, λ2, · · · , λk 两两不同．根据定理 5.9，存在可逆方阵 P ∈ Fn×n

使得 A = P diag(A1, A2, · · · , Ak)P
−1，其中 φAi

(x) = (x− λi)
ni．

(充分性) 设 dA(x) 无重根．根据定理 5.13，dA(x) =
k∏

i=1

(x− λi)．当 i 6= j 时，Ai − λjI 是可

逆方阵．dA(A) = O ⇒ dA(Ai) = O ⇒ Ai − λiI = O．因此，P−1AP 是对角方阵．

(必要性) 若 A 可以相似成对角方阵，则 A 与 B = diag(λ1In1
, λ2In2

, · · · , λkInk
) 相似．因此，

dA(x) = dB(x) =
k∏

i=1

(x− λi) 无重根．

例 5.16. 任意置换方阵可以在复数域上相似成对角方阵．

证明. 设 A 是 n 阶置换方阵．Ak (k ∈ N) 都是置换方阵．n 阶置换方阵只有 n! 个，故存在正整数

m 使得 Am = I．A 的化零多项式 xm − 1 无重根，故 dA(x) 也无重根．根据定理 5.14，A 可以在

复数域上相似成对角方阵．

定义 5.6. 设 A ∈ Fn×n，α ∈ Fn×1 是非零向量．若 f ∈ F[x] 满足 f(A)α = 0，则 f 称为 A 在 F
上关于 α 的一个化零多项式．

若 f 和 g 都是 A 关于 α 的化零多项式，则 gcd(f, g) 也是 A 关于 α 的化零多项式．

A 在 F 上关于 α 的所有化零多项式的最大公因式，是次数最小的关于 α 的首一化零多项式，

称为 A 在 F 上关于 α 的最小多项式，记作 dA,α．

显然，dA,α 整除 dA．此外，dA,α 由 A 和 α 唯一确定，与它们所在的数域无关．

定理 5.15. 对于任意 A ∈ Fn×n，存在 α ∈ Fn×1 使得 dA,α = dA．
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证明. 设 dA = pn1
1 · · · pnk

k ，其中 p1, · · · , pk ∈ F[x] 是两两互素的首一不可约多项式，deg(pi) 和 ni

都是正整数，∀i．对于每个 fi =
dA
pi
，存在 αi ∈ Fn×1 使得 fi(A)αi 6= 0．设 gi =

dA
pni

i

，βi = gi(A)αi．

由 pni

i (A)βi = 0 和 pni−1
i (A)βi 6= 0，得 dA,βi

= pni

i ．设 α = β1 + · · ·+ βk，dA,α = pm1
1 · · · pmk

k ，其

中 mi ⩽ ni，∀i．若存在 mi 6= ni，则 dA,α | fi，得 0 = fi(A)α = fi(A)βi，与 dA,βi
= pni

i ∤ fi 矛盾．
因此，dA,α = dA．

定理 5.16. 若 A ∈ Fn×n 满足 dA = φA，则 A 与 φA 的友方阵相似．

证明. 根据定理 5.15，存在 α1 ∈ Fn×1 使得 dA,α1
= dA = φA = xn +

n−1∑
i=0

cix
i．记 αk = Ak−1α1，

k ⩾ 2．由 φA(A) = O 可得 Aαn = Anα1 = −
n−1∑
i=0

ciA
iα1 = −

n∑
i=1

ci−1αi．设 P =
(
α1 α2 · · · αn

)
，

则 AP = PB，其中 B =


−c0

1 −c1
. . .

...

1 −cn−1

 是 φA(x) 的友方阵．下证 P 是可逆方阵．若

n∑
i=1

tiαi = 0，则 f(x) =
n∑

i=1

tix
i−1 是 A 关于 α1 的化零多项式．由 dA,α1

整除 f 且 deg(f) < n，得

f = 0，即 Px = 0 只有零解．故 P 是可逆方阵，从而 A 与 B 相似．

由定理 5.16 的证明，我们可以得到如下结论．若 A ∈ Fn×n 和 α ∈ Fn×1 满足 dA,α = φA，则

Fn×1 中的所有向量都可以唯一地表示成 p(A)α 的形式，其中 p ∈ F[x] 且 deg(p) ⩽ n− 1．

例 5.17. 设 A,B ∈ Fn×n 满足 AB = BA 且 dA = φA．证明：存在 f ∈ F[x] 使得 B = f(A)．

证明. 根据定理 5.15，存在 α ∈ Fn×1 满足 dA,α = dA = φA．设 Bα = f(A)α，其中 f ∈ F[x]．
对于任意 β ∈ Fn×1，设 β = p(A)α，其中 p ∈ F[x]，则有

Bβ = Bp(A)α = p(A)Bα = p(A)f(A)α = f(A)p(A)α = f(A)β.

因此，B = f(A)．

习题

1. 求下列方阵的特征多项式和最小多项式．

(1)


3 −2 −1

2 −1 1

1 −1 1

 (2)


−1 2 2

1 0 −1

−1 1 2

 (3)


1 −1 1

2 −2 1

2 −2 1

 (4)


−4 3 −5

−1 0 −1

2 −2 3



(5)
(

In−k

Ik

)
(6)

(
In−k

−Ik

)
(7)

(
In−k

Ok

)
(8)


0 1

−1 0
. . .

. . .
. . . 1

−1 0


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(9)


a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn

a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn
...

...
. . .

...

an + b1 an + b2 · · · an + bn

 (10)


1 + a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1 + a2b2 · · · a2bn
...

...
. . .

...

anb1 anb2 · · · 1 + anbn


2. 设 CharF = 0，f ∈ F[x] 在 F 的扩域 K 上可分解为 f =

n∏
i=1

(x− λi)．证明：在下列 4 个叙述

中， 1⃝是 4⃝的充分必要条件， 2⃝是 4⃝的充分不必要条件， 3⃝是 4⃝的既不充分也不必要条件．

1⃝ gcd(f, f ′) = 1． 2⃝ f 在 F[x] 中不可约． 3⃝ λ1, · · · , λn /∈ F． 4⃝ λ1, · · · , λn 两两不同．

3. 证明：对于任意 n 阶置换方阵 A，存在置换方阵 P 使得 P−1AP = diag(C1, C2, · · · , Ck)，其

中每个 Ci 形如

(
Ini

1

)
．由此可得，A 的复数特征值都是次数不超过 n 的单位根．

4. 设 f1, f2, · · · , fk ∈ F[x] 是两两互素的首一多项式，Ai 是 fi 的友方阵．证明：f1f2 · · · fk 的友
方阵与 diag(A1, A2, · · · , Ak) 相似．

5. 设 A ∈ Fn×n，α ∈ Fn×1 是非零向量．证明：rank
(
α Aα · · · Ak−1α

)
= min(k, deg(dA,α))．

6. (1) 设 A ∈ Fn×n，α, β ∈ Fn×1 满足 gcd(dA,α, dA,β) = 1．证明：dA,α+β = dA,αdA,β．

(2) 试把上述结论推广到多个向量 α1, α2, · · · , αk．

7. 设 Hessenberg 方阵 A = (aij) ∈ Fn×n 满足
n∏

i=2

ai,i−1 6= 0．证明：dA = φA．

8. 设 B ∈ Fn×n 满足 dB = φB 在 F[x] 中不可约，A =


B I

B
.. .

. . . I

B

．证明：dA = φA．

9. 设 A ∈ Fn×n 满足 dA = φA，f ∈ F[x]，g = gcd(dA, f)．证明：rank(f(A)) = n− deg(g)．

10. 证明：对于任意 A ∈ Fn×n，存在 f ∈ F[x] 使得 A 的伴随方阵 A∗ = f(A)．
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§5.5 特征方阵

定义 5.7. 设 A ∈ Fn×n．多项式方阵 xI −A ∈ F[x]n×n 称为 A 的特征方阵．

定理 5.17. 设 A,B ∈ Fn×n．A 与 B 在 F 上相似的充分必要条件是 xI −A 与 xI −B 在 F[x] 上
模相抵．

证明. (必要性)设可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 A = PBP−1，则 P 是 F[x]上的模方阵，使得 xI−A =

P (xI −B)P−1．故 xI −A 与 xI −B 在 F[x] 上模相抵．
(充分性) 设 xI −A = P (xI −B)Q，其中 P,Q 是 F[x] 上的模方阵．设

P =
m∑
i=0

Pix
i, Q =

m∑
i=0

Qix
i, R = Q−1 =

m∑
i=0

Rix
i,

其中 Pi, Qi, Ri ∈ Fn×n，m 是某个充分大的正整数．由 (xI −A)R = P (xI −B) 可得

Rj−1 −ARj = Pj−1 − PjB, ∀j.

从而，
m+1∑
j=0

(Rj−1 −ARj)B
j =

m+1∑
j=0

(Pj−1 − PjB)Bj = O.

故 X =
m∑
j=0

RjB
j 满足 AX = XB，进而 AiX = XBi，∀i．另由

m∑
i,j=0

QiRjx
i+j = I 可得

Q0R0 = I,
k∑

i=0

QiRk−i = O, ∀k ⩾ 1.

从而，
m∑
i=0

QiA
iX =

m∑
i=0

QiXBi =
m∑

i,j=0

QiRjB
i+j = I.

即 X 是可逆方阵，X−1 =
m∑
i=0

QiA
i．因此，A = XBX−1，A 与 B 相似．

与定理 5.17 的证明类似，我们有 Cayley-Hamilton 定理的如下证明．

例 5.18. 设 A ∈ Fn×n，φA(x) =
n∑

i=0

cix
i，(xI − A)∗ =

n−1∑
i=0

Pix
i．由 (xI − A)∗(xI − A) = φA(x)I

可得 Pi−1 − PiA = ciI，∀i．从而，φA(A) =
n∑

i=0

ciA
i =

n∑
i=0

(Pi−1 − PiA)A
i = O．

根据定理 5.17，我们还可以证明如下结论．

例 5.19 (例 5.9 的推广). 对于任意 A ∈ Fn×n，xI −A 与 xI −AT 有相同的 Smith 标准形．因此，
A 与 AT 在 F 上相似．

定理 5.18. 设 A ∈ Fn×n，φA =
k∏

i=1

pni

i ，其中 p1, · · · , pk ∈ F[x] 是两两互素的首一不可约多项式．

1. 设 ds, · · · , dn 是 xI −A 的所有 6= 1 的不变因子，则 A 与 diag(As, · · · , An) 在 F 上相似，其
中每个 Aj 是 dj 的友方阵．
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2. dn 是 A 的最小多项式．

3. 设 dj =
k∏

i=1

p
mij

i ，则 Aj 与 Bj = diag(B1j , · · · , Bkj) 在 F 上相似，其中每个 Bij 是 p
mij

i 的友

方阵．

4. Bij 与 mij ×mij 分块矩阵 Mij =


Ci

E Ci

. . .
. . .

E Ci

 在 F 上相似，其中 Ci 是 pi 的友方

阵，E 是右上角元素为 1、其它元素为 0 的基础方阵．

证明.

1. 注意到 φA =
∏

s⩽j⩽n

dj，B = diag(As, · · · , An) 也是 n 阶方阵．由例 4.15 可得 xI − Aj 的不

变因子为 1, · · · , 1, dj．故 xI −A 与 xI −B 的不变因子相同，xI −A 与 xI −B 模相抵．由

定理 5.17，得 A 与 B 相似．

2. 根据定理 5.13、例 5.15 和结论 1，dA(x) = lcm(dAs
, · · · , dAn

) = lcm(ds, · · · , dn) = dn．

3. xI−Bij 的不变因子为 1, · · · , 1, pmij

i ，故 xI−Bj 与 diag(1, · · · , 1, pm1j

1 , · · · , pmkj

k )模相抵，与

diag(1, · · · , 1, dj) 模相抵，与 xI −Aj 模相抵．由定理 5.17，Aj 与 Bj 相似．

4. 设 Mij 是 r 阶方阵．注意到 xI − Mij 的左下角 r − 1 阶子式为 (−1)r−1，故 xI − Mij 与

diag(1, · · · , 1, pmij

i ) 模相抵，与 xI − Cij 模相抵．由定理 5.17，Cij 与 Mij 相似．

定义 5.8. 定理 5.18 中由友方阵构成的准对角方阵 diag(As, · · · , An) 或 diag(· · · , Bij , · · · ) 称为 A

的有理标准形或 Frobenius 标准形，对应于 Fn 的循环子空间分解，详见第九章 §9.7．每个 p
mij

i 6= 1

称为 xI −A 的一个初等因子，xI −A 的所有初等因子构成 xI −A 的初等因子组．把 xI −A 的初

等因子组重新编号排列如下表所示（每行每列都是一个因式分解）．

φA dn dn−1 · · · d1

pn1
1 pm11

1 pm12
1 · · · pm1n

1

pn2
2 pm21

2 pm22
2 · · · pm2n

2

...
...

... · · ·
...

pnk

k pmk1

k pmk2

k · · · pmkn

k

设 mi1 ⩾ · · · ⩾ mi,si > mi,si+1 = · · · = min = 0，则 A 可相似成准对角方阵

M = diag(M11, · · · ,M1,s1 , · · · ,Mk1, · · · ,Mk,sk).

当 A 的所有特征值 λj ∈ F 时，pj = x−λj，M
T
ij = Jmij

(λj) 是 Jordan 块，M 是 A 的 Jordan
标准形，xI − A 的初等因子组与 A 的初等因子组也完全相同，两个概念是一致的．因此，Mij 和

M 可以看作是 Jordan 块和 Jordan 方阵概念的推广．定理 5.18 完全解决了任意数域 F 上相似等
价类的标准形问题．

例 5.20. 已知实数方阵 A 的特征方阵 xI −A 与 diag(I, (x2 − x)2, (x2 + x)3, (x2 − 1)4) 相抵，求 A

的 Jordan 标准形．
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解答. xI − A 的初等因子组为 x2, (x− 1)2, x3, (x+ 1)3, (x+ 1)4, (x− 1)4．故 A 的 Jordan 标准形
为 diag(J2(0), J3(0), J3(−1), J4(−1), J2(1), J4(1))．

xI − A 的每个初等因子 p
mij

j 所对应的方阵 Mij 可以有多种选取方式，并不局限于定理 5.18
中的形式．

例 5.21. 任意 n 阶实数方阵 A 在 R 中可以相似成 diag(A1, A2, · · · , Ak) 的形式，其中

Ai =


ai 1

ai
. . .

. . . 1

ai

 或者 Ai =


ai −bi
bi ai

E21

ai −bi
bi ai

. . .

. . . E21

ai −bi
bi ai

 , bi 6= 0.

证明. xI − A 在 R[x] 中可模相抵成 diag(1, · · · , 1, pm1
1 , pm2

2 , · · · , pmk

k ) 的形式，其中每个 pi 不

可约．由于 pi(x) 的非实数根共轭成对出现，故 deg(pi) ⩽ 2．只需验证上述 Ai 的特征方阵与

diag(1, · · · , 1, pmi

i ) 模相抵．

• 对于前一个方阵 Ai = Jmi
(ai)，φAi

(x) = pmi

i ，pi = x− ai．由 xI −Ai 的右上角 mi − 1 阶子

式为 (−1)mij−1，可得 xI −Ai 与 diag(1, · · · , 1, pmi

i ) 模相抵．

• 对于后一个 2mi 阶方阵 Ai，φAi
= pmi

i ，pi(x) = (x− ai)
2 + b2i．由 xI −Ai 的右上角 2mi − 1

阶子式为 (−1)mi−1bmi

i 6= 0，可得 xI −Ai 与 diag(1, · · · , 1, pmi

i ) 模相抵．

例 5.22. 求 n 阶循环方阵 A =

(
In−1

1

)
在 R 上的相似标准形．

解答. A 的所有特征值为 λk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ
n
，k = 1, 2, · · · , n．根据例 3.10 或者定理 5.14，A

与 diag(λ1, λ2, · · · , λn) 相似．由于 Bk =

(
cos 2kπ

n
− sin 2kπ

n

sin 2kπ
n

cos 2kπ
n

)
与 diag(λk, λn−k) 相似，故

• 当 n = 2m 为偶数时，A 与 B = diag(1,−1, B1, B2, · · · , Bm−1) 在 C 上相似；

• 当 n = 2m+ 1 为奇数时，A 与 B = diag(1, B1, B2, · · · , Bm) 在 C 上相似．

xI −A 与 xI −B 在 C[x] 上模相抵，从而在 R[x] 上也模相抵．因此，A 与 B 在 R 上相似．

习题

1. 举例说明：“∀x ∈ F，xI −A 与 xI −B 相抵” 不是 “A 与 B 相似” 的充分条件．

2. 设 A ∈ Fn×n，xI −A 与 diag(f1, f2, · · · , fn) 在 F[x] 上模相抵．证明：

(1) 存在 P ∈ F[x]n×n 使得 (xI −A)P = λI，其中 λ = lcm(f1, f2, · · · , fn)．

(2) 仿照例 5.18，证明 λ(A) = O．

(3) A 与 diag(A1, A2, · · · , An) 相似，其中 Ai 是首一多项式 fi 的友方阵．

3. 设 A,B ∈ Fn×n，K 是 F 的扩域．证明：若 A 与 B 在 K 上相似，则 A 与 B 在 F 上相似．
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4. 证明：(1) 定理 5.18 中的 Mij 与以下两个 mij ×mij 分块矩阵都相似．
Ci

I Ci

. . .
. . .

I Ci

 ,


Ci I

Ci

. . .

. . . I

Ci

 .

(2) 例 5.21 中的


ai −bi
bi ai

E21

ai −bi
bi ai

. . .

. . . E21

ai −bi
bi ai

 与


ai −bi
bi ai

I

ai −bi
bi ai

. . .

. . . I
ai −bi
bi ai

 相似．

5. 求 n 阶实数方阵 A =

(
In−1

−1

)
在 R 上的相似标准形．

6. 设实数方阵 A 满足 dA(x) = φA(x) = (x2 − x4)6．分别求 Ak 的特征多项式、最小多项式和

Jordan 标准形，k = 1, 2, · · · , 6．

7. 设 A 是可逆实数方阵，m 是正整数．参考例 5.10，判断下列叙述是否正确，并证明你的结论．

(1) 若 det(A) > 0，则存在实数方阵 B 使得 B2 = A．

(2) 若 m 是奇数，则存在实数方阵 B 使得 Bm = A．

8. 设 A,B ∈ Fn×n．证明：若 diag(A, · · · , A) 与 diag(B, · · · , B) 相似，则 A 与 B 相似．

9. 设 A ∈ Fm×m，B ∈ Fn×n，xI −B 与 diag(f1, f2, · · · , fn) 在 F[x] 上模相抵．证明：
I ⊗A−B ⊗ I 与 diag(f1(A), f2(A), · · · , fn(A)) 在 F[x] 上模相抵．

10. 设 A ∈ Fn×n，xI −A 的不变因子和初等因子组如定义 5.8 所述．证明：

(1) rank(I ⊗A−AT ⊗ I) = n2 − dim{X ∈ Fn×n | AX = XA}．

(2) rank(I ⊗A−AT ⊗ I) =
n∑

i=1

rank
(
di(A)

)
=

n∑
i=1

(2i− n− 1)deg(di)．

(3) rank(I ⊗A−AT ⊗ I) =
k∑

i=1

si∑
j=1

rank
(
p
mij

i (A)
)
= n2 −

k∑
i=1

(
si∑

j,l=1

min(mij ,mil)

)
deg(pi)．

11. 设 A,B 是可逆方阵，并且对充分大的正整数 k，Ak 与 Bk 相似．证明：A 与 B 相似．

12. (1) 设二元域 F2 上的 n2 阶方阵 A =


B I · · · I

I B
. . .

...
...

. . .
. . . I

I · · · I B

，其中 B =


1 · · · 1
... · · ·

...

1 · · · 1

 是 n 阶

全一方阵．求 A 的行列式、秩、特征多项式和相似标准形．
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(2) 设二元域 F2 上的 n2 阶方阵 A =


B I

I B
. . .

. . .
. . . I

I B

，其中 B =


0 1

1 0
. . .

. . .
. . . 1

1 0

 是 n

阶方阵．研究 A 的行列式、秩、特征多项式和相似标准形．



第六章 正交方阵

正交方阵是一类具有良好性质的实数方阵，在数学、物理、电子、信息等科学技术和生产、生

活各方面都有广泛应用．本章介绍与正交方阵相关的一些知识，为接下来学习内积空间理论打下基

础，并提供具体实例和研究工具．

§6.1 正交方阵

定义 6.1. 设 α, β ∈ Rn×1．实数 αTβ 称为 α 与 β 的数量积．
√
αTα 称为 α 的长度，记作 ‖α‖．若

αTβ = 0，则称 α 与 β 正交，记作 α ⊥ β．

满足 PP T = P TP = I 的实数方阵 P 称为正交方阵．正交方阵可以看作是 Rn 中一组两两正

交、长度为 1 的行/列向量．

例 6.1. 任意置换方阵都是正交方阵．

例 6.2. 任意 2 阶正交方阵形如
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
或

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
．

定理 6.1. 设 P 是 n 阶正交方阵．有如下结论．

1. det(P ) = ±1．

2. P−1 = P T 也是正交方阵．

3. 若 Q 是 n 阶正交方阵，则 PQ 也是正交方阵．

4. 对于任意 α, β ∈ Rn×1，有 (Pα)T (Pβ) = αTβ．

5. 若 P 是三角方阵，则 P = diag(±1,±1, · · · ,±1)．

6. 若 A 是 n 阶对称（反对称）方阵，则 P−1AP 也是对称（反对称）方阵．

在矩阵乘法运算下，n 阶正交方阵的全体构成 GL(n,R) 的子群，称为正交群，记作 O(n,R)．
行列式等于 1 的 n 阶正交方阵的全体构成 SL(n,R) 的子群，称为特殊正交群，记作 SO(n,R)．

定理 6.2. 设 P 是 n 阶正交方阵，则 P 的任意特征值 λ ∈ C 满足 |λ| = 1．特别，当 λ ∈ R 时，
λ = ±1．当 λ /∈ R 时，设 α = u+ i v 是 λ = cos θ+ i sin θ 对应的特征向量，其中 u, v ∈ Rn×1，则有

u ⊥ v, ‖u‖ = ‖v‖, P
(
u v

)
=
(
u v

)( cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

103
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证明. 由 Pα = λα 可得 |λ|2αHα = αHPHPα = αHα，故 |λ| = 1．当 λ 6= ±1 时，由 Pα = λα

还可得 λ2αTα = αTP TPα = αTα，故 αTα = (uTu − vT v) + (2uT v) i = 0．因此，‖u‖ = ‖v‖，
uT v = 0．

例 6.3. 设 1 ⩽ i < j ⩽ n，实数方阵

Gij(θ) = I − (1− cos θ)(Eii + Ejj)− sin θ(Eij − Eji)

=



Ii−1

cos θ − sin θ
Ij−i−1

sin θ cos θ
In−j


称为 Givens[1]方阵．设 v ∈ Rn×1 是非零向量，对称方阵

Hv = I − 2

vT v
vvT

称为 Householder[2]方阵．

ei

ej

θθ

Gej

Gei

v α

Hvα

Givens 方阵 Gij(θ) 可以看作是 (ei, ej) 平面上的旋转变换的矩阵表示．Householder 方阵 Hv

则可以看作是关于法向量 v 的反射变换的矩阵表示．容易验证，Gij(θ) 和 Hv 都是正交方阵，

det
(
Gij(θ)

)
= 1, rank

(
Gij(θ)− I

)
∈ {0, 2}, det(Hv) = −1, rank(Hv − I) = 1.

定理 6.3. 对于任意实数矩阵 A，有如下结论．

1. 存在一系列 Givens 方阵 P1, P2, · · · , Pk，使得 R = Pk · · ·P2P1A 是上三角矩阵．特别，当 A

是正交方阵时，可以使得 R = diag(1, · · · , 1,det(A))．

2. 存在一系列 Householder 方阵 P1, P2, · · · , Pk，使得 R = Pk · · ·P2P1A 是上三角矩阵，并且 R

的对角元素都 ⩾ 0．特别，当 A 是正交方阵时，可以使得 R = I．

3. 当 A 是可逆方阵时，存在唯一的正交方阵 Q，使得 R = QTA 是上三角方阵，并且 R 的对角

元素都是正数．矩阵乘积分解 A = QR 称为 A 的 QR 分解．

证明.

1. 对于任意 a, b，存在 θ 使得

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
a

b

)
=

(√
a2 + b2

0

)
．

[1]James Wallace Givens，1910–1993，美国数学家．
[2]Alston Scott Householder，1904–1993，美国数学家．
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2. 对于任意非零向量 α ∈ Rn×1，当 β = (‖α‖, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

)T 6= α 时，v = α− β 满足 Hvα = β．

3. 由前述结论可得 QR 分解的存在性．若 A = Q1R1 = Q2R2，则 M = Q−1
1 Q2 = R1R

−1
2 既是

正交方阵，又是上三角方阵，并且对角元素都是正数．因此，M = I, Q1 = Q2, R1 = R2．

对于任意可逆方阵 A，一般有两种方式产生 A 的 QR 分解．一种是通过左乘正交方阵，把 A

变成上三角方阵；另一种是通过右乘上三角方阵，把 A 变成正交方阵．定理 6.3 采用的是第一种方
式．而 Gram[3]-Schmidt[4]标准正交化过程则采用了第二种方式．

定义 6.2. 设 A =
(
α1 α2 · · · αn

)
是 n 阶可逆实数方阵．定义

βk = αk −
k−1∑
i=1

(γT
i αk)γi = αk −

k−1∑
i=1

βT
i αk

βT
i βi

βi, γk =
1

‖βk‖
βk, k = 1, 2, · · · , n. (6.1)

A 的可逆性保证了每个 βk 6= 0．容易验证，β1, β2, · · · , βn 两两正交，Q =
(
γ1 γ2 · · · γn

)
是正交方阵．由 α1, α2, · · · , αn 生成 β1, β2, · · · , βn 的过程称为 Gram-Schmidt 正交化过程．由
α1, α2, · · · , αn 生成 γ1, γ2, · · · , γn 的过程称为 Gram-Schmidt 标准正交化过程．

由 (6.1) 式，可得 QR 分解

(
α1 α2 · · · αn

)
=
(
γ1 γ2 · · · γn

)

‖β1‖ γT

1 α2 · · · γT
1 αn

‖β2‖
. . .

...

. . . γT
n−1αn

‖βn‖

 .

Gram-Schmidt 标准正交化过程的几何意义如下．设 Vk 是 α1, α2, · · · , αk ∈ Rn×1 生成的 k 维

线性空间，则 Vk 可以由一组两两正交、长度为 1 的向量 γ1, γ2, · · · , γk 生成．γ1, γ2, · · · , γk 称为标
准正交向量组．αk 可以分解为两个向量 αk − βk ∈ Vk−1 与 βk ⊥ Vk−1 之和．γk 是 βk 的单位化．

例 6.4. 求方阵 A =


2 1 1

2 3 2

1 1 3

 的 QR 分解．

解法一：左乘 Givens 方阵.
1√
2

1√
2

0

− 1√
2

1√
2

0

0 0 1



2 1 1

2 3 2

1 1 3

 =


2
√
2 2

√
2 3√

2

0
√
2 1√

2

1 1 3




2
√
2

3
0 1

3

0 1 0

− 1
3

0 2
√
2

3



2
√
2 2

√
2 3√

2

0
√
2 1√

2

1 1 3

 =


3 3 3

0
√
2 1√

2

0 0 3√
2

 = R.

[3]Jørgen Pedersen Gram，1850–1916，丹麦数学家．
[4]Erhard Schmidt，1876–1959，德国数学家．
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由此可得，A = QR，其中

Q =


1√
2

− 1√
2

0
1√
2

1√
2

0

0 0 1




2
√
2

3
0 − 1

3

0 1 0
1
3

0 2
√
2

3

 =


2
3

− 1√
2

− 1
3
√
2

2
3

1√
2

− 1
3
√
2

1
3

0 2
√
2

3

 .

解法二：左乘 Householder 方阵.

u =


−1

2

1

 , Hu =


2
3

2
3

1
3

2
3

− 1
3

− 2
3

1
3

− 2
3

2
3

 , Hu


2 1 1

2 3 2

1 1 3

 =


3 3 3

0 −1 −2

0 −1 1


v =

(
−1−

√
2

−1

)
, Hv =

(
− 1√

2
− 1√

2

− 1√
2

1√
2

)
, Hv

(
−1 −2

−1 1

)
=

(√
2 1√

2

0 3√
2

)

由此可得，A = QR，其中

Q = Hu

(
1

Hv

)
=


2
3

− 1√
2

− 1
3
√
2

2
3

1√
2

− 1
3
√
2

1
3

0 2
√
2

3

 , R =


3 3 3

0
√
2 1√

2

0 0 3√
2

 .

解法三：Gram-Schmidt 标准正交化.

α1 = (2, 2, 1), β1 = α1, γ1 =
1
3
β1 = ( 2

3
, 2
3
, 1
3
),

α2 = (1, 3, 1), β2 = α2 − 3γ1 = (−1, 1, 0), γ2 =
1√
2
β2 = (− 1√

2
, 1√

2
, 0),

α3 = (1, 2, 3), β3 = α3 − 3γ1 − 1√
2
γ2 = (− 1

2
,− 1

2
, 2), γ3 =

√
2
3
β3 = (− 1

3
√
2
,− 1

3
√
2
, 2

√
2

3
).

由此可得，A = QR，其中

Q =
(
γ1 γ2 γ3

)
=


2
3

− 1√
2

− 1
3
√
2

2
3

1√
2

− 1
3
√
2

1
3

0 2
√
2

3

 ,

R =


1 0 3

0 1 1√
2

0 0 3√
2



1 3 0

0
√
2 0

0 0 1



3 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


3 3 3

0
√
2 1√

2

0 0 3√
2

 .

�
上例中的三种方法均可求得可逆实方阵的 QR 分解．一般说来，“左乘正交方阵”方法适合于

计算机编程求解，具有良好的数值稳定性；“Gram-Schmidt标准正交化”方法适合于小规模的手算．
针对具体问题时，我们需要选择恰当的方法．

定理 6.4 (Hadamard[5]不等式). 设 α1, α2, · · · , αn ∈ Rn×1 都是非零向量，则

|det(α1, α2, · · · , αn)| ⩽
n∏

k=1

‖αk‖.

不等式取等号当且仅当 α1, α2, · · · , αn 两两正交．

[5]Jacques Salomon Hadamard，1865–1963，法国数学家．



§6.1 正交方阵 107

证明. 设 A =
(
α1 α2 · · · αn

)
．当 det(A) = 0时，不等式显然成立，并且取不到等号．当 det(A) 6= 0

时，设 A = QR，其中 Q 是正交方阵，R = (rij) =
(
β1 β2 · · · βn

)
是上三角方阵，则

|det(A)| =
n∏

k=1

|rkk| ⩽
n∏

k=1

‖βk‖ =
n∏

k=1

‖Qβk‖ =
n∏

k=1

‖αk‖.

不等式取等号当且仅当 R 是对角方阵，即 β1, β2, · · · , βn 两两正交．根据定理 6.1 结论 3，
β1, β2, · · · , βn 两两正交当且仅当 α1, α2, · · · , αn 两两正交．

习题

1. 证明定理 6.1．

2. 设 P ∈ Rn×n 满足 ‖Pα‖ = ‖α‖，∀α ∈ Rn×1．证明：P 是正交方阵．

3. 设 α = (2, 1, 1)T，β = (1, 1, 2)T．求所有正交方阵 P 使得 Pα = β．

4. 设 α, β ∈ R3×1，α× β 是向量积运算，P 是 3 阶可逆实数方阵．

(1) 证明：若 P ∈ SO(3,R)，则 (Pα)× (Pβ) = P (α× β)，∀α, β．

(2) 设 (Pα)× (Pβ) = P (α× β)，∀α, β．P 是否必为正交方阵？证明你的结论．

5. (1) 证明：任意 P ∈ SO(3,R) 既可以表示为三个 Givens 方阵的乘积，也可以表示为两个
Householder 方阵的乘积．

(2) 对 P ∈ SO(n,R)，推广上述结论并证明．

6. 求 n 阶 Givens 方阵 Gij(θ) 和 Householder 方阵 Hv 在 C 上的 Jordan 标准形．

7. (1) 设 H 是 Householder 方阵．证明：
(
H

I

)
和

(
I

H

)
也都是 Householder 方阵．

(2) 设 n 阶对称实方阵 H 满足 det(H) = −1 且 rank(H − I) = 1．证明：H 是 Householder
方阵．

8. 对下列方阵 A 的列向量施行 Gram-Schmidt 标准正交化，并给出 A 的 QR 分解．

(1)


1 2 6 −11

2 −1 2 3

4 −2 9 6

2 4 2 3

 (2)


−1 4 2 2

−2 3 2 −4

0 2 −1 5

−2 4 6 3

 (3)


1 6 −3 −1

4 9 −7 −1

2 2 −1 −1

2 2 4 1


9. (1) 设 A 是反对称实数方阵．证明：I +A 可逆，并且 B = (I +A)−1(I −A) 是正交方阵．

(2) 设 B 是正交方阵，并且 I +B 可逆．证明：存在反对称实数方阵 A 使得

B = (I +A)−1(I −A).

10. 证明：正交方阵的任意子矩阵的特征值 λ 满足 |λ| ⩽ 1．
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11. 设 P 是 n 阶可逆实数方阵，并且对于任意 n 阶对称实数方阵 A，P−1AP 都是对称方阵．

证明：存在实数 λ 使得 λP 是正交方阵．

12. 设实数方阵 A 的行向量两两正交，列行向量也两两正交．证明：存在置换方阵 P1, P2 和正交

方阵 Q1, · · · , Qk 和实数 λ1 > · · · > λk ⩾ 0，使得

A = P1


λ1Q1

. . .

λkQk

P2.
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§6.2 正交相似

定义 6.3. 设 A,B ∈ Rn×n．若存在正交方阵 P 使得 A = PBP−1，则称 A 与 B 正交相似．

容易验证，实数矩阵的正交相似关系构成一个等价关系．

对定理 5.5 及其证明略作修改，可得

定理 6.5. 设 A ∈ Rn×n 的所有特征值为 λ1, λ2, · · · , λn ∈ C．当 1 ⩽ k ⩽ s 时，λ2k = λ2k−1 /∈ R．
当 2s+ 1 ⩽ k ⩽ n 时，λk ∈ R．A 可以正交相似成如下形式的准上三角方阵

A1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . . ∗ ∗ ∗ ∗

As ∗ ∗ ∗
λ2s+1 ∗ ∗

. . . ∗
λn


, (6.2)

其中每个 Ak 是 2 阶方阵，Ak 的特征值为 λ2k−1 和 λ2k，1 ⩽ k ⩽ s．

证明. 对 n 使用数学归纳法．当 n = 1 时，结论显然成立．下设 n ⩾ 2．

• 情形一：s = 0．设 α1 是 λ1 对应的一个特征向量，‖α1‖ = 1，正交方阵 P1 以 α1 为第 1 列，

则有 AP1 = P1

(
λ1 ∗
0 B

)
．B 的所有特征值为 λ2, λ3, · · · , λn．根据归纳假设，存在正交方阵

P2 使得 P−1
2 BP2 是上三角方阵，并且对角元素依次是 λ2, λ3, · · · , λn．设 P = P1

(
1

P2

)
，

则 P 是正交方阵，P−1AP 形如 (6.2)．

• 情形二：s 6= 0．设 u+ i v 是 λ1 = a1+ b1 i对应的一个特征向量，其中 u, v ∈ Rn×1，a1, b1 ∈ R，

则有 A
(
u v

)
=
(
u v

)( a1 b1

−b1 a1

)
．由 λ1 /∈ R知 u与 v 不平行．把 u, v 标准正交化为标准

正交向量组 α1, α2．设 A
(
α1 α2

)
=
(
α1 α2

)
A1，则 A1 与

(
a1 b1

−b1 a1

)
相似，A1 的特征值

为 λ1, λ2．把
(
α1 α2

)
扩充为正交方阵 P1 =

(
α1 α2 · · · αn

)
，则 AP1 = P1

(
A1 ∗
0 B

)
．

B 的所有特征值为 λ3, λ4, · · · , λn．根据归纳假设，存在正交方阵 P2 使得 P−1
2 BP2 是准上三

角方阵．设 P = P1

(
I2

P2

)
，则 P 是正交方阵，P−1AP 形如 (6.2)．

根据定理 6.5 可得下列常用推论．

定理 6.6. 任意正交方阵可以正交相似成如下形式的准对角方阵．

diag
((

cos θ1 sin θ1
− sin θ1 cos θ1

)
, · · · ,

(
cos θs sin θs
− sin θs cos θs

)
, I,−I

)
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证明. 设 n阶正交方阵 A可以正交相似成 (6.2)式中的方阵 B，则 B 也是正交方阵．由 BT = B−1

既是准上三角方阵，又是准下三角方阵，知 B = diag(A1, · · · , As, λ2s+1, · · · , λn)．每个 Ak 是 2阶正

交方阵，特征值都不是实数，故 Ak =

(
cos θk sin θk
− sin θk cos θk

)
．根据定理 6.2，λ2s+1, · · · , λn ∈ {−1, 1}．

因此，可设 B = diag(A1, · · · , As, I,−I)．

定理 6.7. 任意对称实数方阵可以正交相似成对角方阵．

证明. 设 n 阶对称实数方阵 A 可以正交相似成 (6.2) 式中的方阵 B，则 B 也是对称方阵．由例 5.2
可知 B = diag(λ1, λ2, · · · , λn)．

定理 6.8. 任意反对称实数方阵可以正交相似成如下形式的准对角方阵．

diag
((

0 b1

−b1 0

)
, · · · ,

(
0 bs

−bs 0

)
, O

)

证明. 设 n 阶反对称实数方阵 A 可以正交相似成 (6.2) 式中的方阵 B，则 B 也是反对称方阵，从

而 B = diag(A1, · · · , As, O)．每个 Ak 是 2 阶反对称方阵，故 Ak =

(
0 bk

−bk 0

)
．

正交方阵、对称方阵、反对称方阵都满足 AAT = ATA．由此引入规范方阵的定义．

定义 6.4. 若实数方阵 A 满足 AAT = ATA，则 A 称为规范方阵．

例 6.5. 设 A,P ∈ Rn×n，A 是规范方阵，P 是正交方阵．AT 和 P−1AP 都是规范方阵．当 A 可

逆时，A−1 也是规范方阵．

例 6.6. 任意 2 阶规范实数方阵 A 形如

(
a b

b d

)
或

(
a b

−b a

)
．因此，A 是对称方阵或正交方阵的

数乘．

解答. 设 A =

(
a b

c d

)
．AAT = ATA ⇔

(b+ c)(b− c) = 0

(a− d)(b− c) = 0
⇔ 下列两种情形之一成立．

(i) b = c．A 是对称方阵．(ii) a = d, b = −c 6= 0．A =
√
a2 + b2

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
．

定理 6.9. 任意规范实数方阵可正交相似成如下形式的准对角方阵．

diag
((

a1 b1

−b1 a1

)
, · · · ,

(
as bs

−bs as

)
, λ2s+1, · · · , λn

)

证明. 设 A 可以正交相似成 (6.2) 式中的方阵 B．由例 6.5，得 B 也是规范方阵．设 BBT = (Cij)，

BTB = (Dij)．由 tr(Cii) = tr(Dii)，得 B = diag(A1, · · · , As, λ2s+1, · · · , λn)．每个 Ak 是 2 阶规范

方阵且特征值不是实数．由例 6.6，Ak =

(
ak bk

−bk ak

)
，bk 6= 0．
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习题

1. (1) 证明：任意 3 阶正交方阵 A 可以正交相似成


det(A) 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 的形式．
(2) 说明上述结论的几何含义．

2. 设 A 是实数方阵，k ∈ N∗．证明：A 可以相似成正交方阵 ⇔ Ak 可以相似成正交方阵．

3. 设 A 是实数方阵．证明：A 可以在 R 上相似成规范方阵 ⇔ A 可以在 C 上相似成对角方阵．

4. 证明：上三角的规范实数方阵一定是对角方阵．

5. 设 n 阶实数方阵 A = (aij) 满足 (i) aij = 0，∀|i− j| ⩾ 2；(ii) ai,i+1ai+1,i > 0，∀i < n．证明：

(1) dA = φA．

(2) A 可以在 R 上相似成对称方阵，进而可以相似成对角方阵．

(3) A 的 n 个特征值两两不同．

6. 设实数方阵 A 与 B 乘积可交换．证明：

(1) 若 A 是规范方阵，则 A 与 BT 乘积可交换．

(2) 若 A 和 B 都是规范方阵，则 A+B 和 AB 也都是规范方阵．

7. 分别举例满足下列条件的 n 阶实数方阵 A,B．

(1) A 与 B 乘积可交换，A 与 BT 乘积不交换．

(2) A 和 B 都是规范方阵，A+B 和 AB 都不是规范方阵．

8. 设 A 是规范实数方阵．证明：A 与 AT 正交相似，并且存在 f ∈ R[x] 使得 AT = f(A)．

9. 设 I 是指标集合，{Ai | i ∈ I} 是一组两两乘积可交换的规范方阵．参考第五章 §5.2 习题 10．
证明：存在正交方阵 P 使得每个 P−1AiP 是定理 6.9 中的准对角方阵．

10. 设 A,B 都是 n 阶实数方阵．证明：

(1) 若 A 是反对称方阵，则 B = eA 是正交方阵，det(B) = 1．

(2) 若 B 是正交方阵，det(B) = 1，则存在反对称方阵 A 使得 B = eA．

(3) 若 B = eA 是正交方阵，A 是否一定是反对称方阵？证明你的结论．
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§6.3 正交相抵

定义 6.5. 设 A,B ∈ Rm×n．若存在正交方阵 P,Q 使得 A = PBQ，则称 A 与 B 正交相抵．

容易验证，实数矩阵的正交相抵关系构成一个等价关系．

定理 6.10. 对于任意 A ∈ Rm×n，存在正交方阵 P,Q 使得

A = P

(
Σ O

O O

)
Q (6.3)

其中 Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σr)，σ1 ⩾ σ2 ⩾ · · · ⩾ σr > 0，r = rank(A)．

证明. ATA 是对称方阵，根据定理 6.7，存在正交方阵 Q 使得

Q(ATA)Q−1 = diag(λ1, λ2, · · · , λn), λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn.

设 AQ−1 =
(
α1 α2 · · · αn

)
，则 λk = αT

k αk ⩾ 0，∀k．当 k ⩽ r 时，‖αk‖ = σk =
√
λk > 0；当

k > r 时，αk = 0．由 α1, · · · , αr 两两正交，可把
(

1
σ1
α1

1
σ2
α2 · · · 1

σr
αr

)
扩充为 m 阶正交方

阵 P，即得 (6.3)．

定义 6.6. (6.3) 式称为 A 的一个奇异值分解．

(
Σ O

O O

)
可以作为 A 所在的正交相抵等价类的代表

元素，称为 A 的正交相抵标准形．(6.3) 式中的正交方阵 P,Q 一般是不唯一的，但 σ1, σ2, · · · , σr

由 A 唯一确定．σk 称为 A 的第 k 个奇异值，记作 σk(A)．

例 6.7. 设 A = (aij) ∈ Rm×n，r = rank(A)，x ∈ Rn×1．有下列结论．

1.
√∑

i,j

a2ij =

√
r∑

k=1

σ2
k(A)．此值称为 A 的 Frobenius 范数，记作 ‖A‖F．

2. max
∥x∥=1

‖Ax‖ = σ1(A)．此值称为 A 的矩阵范数，记作 ‖A‖．

3. 当 A 是列满秩时， min
∥x∥=1

‖Ax‖ = σn(A)．

证明. 设 A = P

(
Σ O

O O

)
Q 是奇异值分解，Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σr)，则有

∑
i,j

a2ij = tr(ATA) = tr
(
QT

(
Σ2 O

O O

)
Q

)
= tr(Σ2) =

r∑
k=1

σ2
k,

max
∥x∥=1

‖Ax‖ = max
∥x∥=1

√
xTATAx = max

∥y∥=1

√√√√yT

(
Σ2 O

O O

)
y = σ1,

min
∥x∥=1

‖Ax‖ = min
∥x∥=1

√
xTATAx = min

∥y∥=1

√√√√yT

(
Σ2 O

O O

)
y = σn.
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例 6.8. 设线性映射 f(x, y) = (ax+ by, cx+ dy)，其中 ad− bc 6= 0．求圆 x2 + y2 = 1 在 f 下的像

E 的标准方程，以及 E 的对称轴所在直线的方程．

解答. 设 A =

(
a b

c d

)
有奇异值分解 P

(
σ1 0

0 σ2

)
Q，P =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
．设点 (u, v) 在 E 上．

(
x

y

)
= A−1

(
u

v

)
⇒
(
u v

)
A−TA−1

(
u

v

)
= 1 ⇒

(
u v

)
P

(
1
σ2
1

0

0 1
σ2
2

)
P T

(
u

v

)
= 1.

E 的标准方程为
x2

σ2
1

+
y2

σ2
2

= 1，故 E 是椭圆．

E 的长轴顶点 (u, v) 满足 (u, v)P = (±σ1, 0) ⇒ (u, v) = ±σ1(cos θ, sin θ)．
E 的短轴顶点 (u, v) 满足 (u, v)P = (0,±σ2) ⇒ (u, v) = ±σ2(− sin θ, cos θ)．
故 E 的长轴方程 x sin θ − y cos θ = 0，短轴方程 x cos θ + y sin θ = 0．

例 6.9. m× n 实系数线性方程组 Ax = b 可能无解，也可能有许多解．在实际问题中，经常把线性

方程组问题转化为优化问题：求 x 使得 ‖Ax− b‖ 最小．优化问题的解总是存在的，称为原线性方
程组问题的最小二乘解．当最小二乘解 x 不唯一时，长度最小的最小二乘解 x 是唯一的．

解答. 设 A = P

(
Σ O

O O

)
Q 是奇异值分解．由

‖Ax− b‖ = ‖P−1(Ax− b)‖ =

∥∥∥∥∥
(
Σ O

O O

)
Qx− P−1b

∥∥∥∥∥ ,
可得 Ax = b 的所有最小二乘解

x = Q−1

(
Σ−1c

t

)
其中 c ∈ Rr×1 由 P−1b 的前 r 个元素构成，t ∈ R(n−r)×1 是自由参数．在这些最小二乘解中，唯有

x = Q−1

(
Σ−1c

0

)
= Q−1

(
Σ−1 O

O O

)
P−1b

使得 ‖x‖ 最小．

例 6.10. 设实数矩阵 A 有奇异值分解 P

(
Σ O

O O

)
Q，X = Q−1

(
Σ−1 O

O O

)
P−1，则有

(1) X 是线性方程组 AX = I 的最小二乘解，并且使得 ‖X‖F 最小．

(2) X 是矩阵方程组 AXA = A, XAX = X, (AX)T = AX, (XA)T = XA 的唯一解．

证明. 结论 (1) 的证明同例 6.9．下证结论 (2)．设 X = Q−1

(
X1 X2

X3 X4

)
P−1 满足矩阵方程组．

AXA = A ⇒ X1 = Σ−1．(AX)T = AX ⇒ X2 = O．(XA)T = XA ⇒ X3 = O．XAX = X ⇒

X4 = X3Σ
−1X2 = O．因此，X = Q−1

(
Σ−1 O

O O

)
P−1．容易验证，X 满足矩阵方程组．
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习题

1. 设实数矩阵 A 与 B 正交相抵．证明：‖A‖F = ‖B‖F．

2. 设实数矩阵 A,B ∈ Rm×n 满足 ATA = BTB．证明：存在正交方阵 P 使得 PA = B．

3. 给定实数矩阵 A，求所有实数矩阵 B 使得 BBT = AAT 且 BTB = ATA．

4. 证明：

(1) 对于任意实数方阵 A，存在规范的实数方阵 P1, P2 使得 A = P1 + P2．

(2) 对于任意实数方阵 A，存在规范的实数方阵 P1, P2 使得 A = P1P2．

(3) 对于任意正交方阵 A，存在对称的正交方阵 P1, P2 使得 A = P1P2．

5. 证明下列关于实数矩阵的范数 ‖ · ‖ 的结论．

(1) ‖A+B‖ ⩽ ‖A‖+ ‖B‖，‖AB‖ ⩽ ‖A‖ · ‖B‖．

(2) 设 B 是 A 的子矩阵，则 ‖B‖ ⩽ ‖A‖．

(3) ‖A‖ ⩽ ‖A‖F ⩽ √
r‖A‖，其中 r = rank(A)．

(4) 设 A 是方阵，则 ρ(A) ⩽ ‖A‖，其中 ρ(A) 是 A 的谱半径 (见第五章 §5.3 习题 10)．

6. 设 A = (aij) ∈ Rm×n，x ∈ Rn×1，p, q ∈ [1,+∞] 满足
1

p
+

1

q
= 1．定义向量和矩阵的 p 范数

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

, ‖A‖p = max
∥x∥p=1

‖Ax‖p.

证明：

(1) ‖A+B‖p ⩽ ‖A‖p + ‖B‖p，∀B ∈ Rm×n． (2) ‖AB‖p ⩽ ‖A‖p · ‖B‖p，∀B ∈ Rn×k．

(3) ‖A‖1 = max
1⩽j⩽n

(
m∑
i=1

|aij |
)

(4) ‖A‖1√
m

⩽ ‖A‖2 ⩽
√
n‖A‖1

(5) ‖A‖p = ‖AT‖q (6) ‖A‖2 ⩽
√

‖A‖p · ‖A‖q

7. 设线性映射 f(x, y) = (ax+ by, cx+ dy)，其中 ad− bc 6= 0．

(1) 设 E 是圆 x2 + y2 = 1 在 f 下的像．求 E 的焦点的坐标．

(2) 设 H 是双曲线 x2 − y2 = 1 在 f 下的像．求 H 的标准方程、对称轴所在直线的方程、渐

近线方程、顶点和焦点的坐标．

(3) 设 P 是抛物线 y = x2 在 f 下的像．求 P 的标准方程、对称轴所在直线的方程、顶点和

焦点的坐标．

8. 给定 A,B ∈ Rn×n．

(1) 求实数 λ 使得 ‖λA−B‖F 最小．

(2) 求正交方阵 P 使得 ‖PA−B‖F 最小．

(3) 求实数 λ 和正交方阵 P 使得 ‖λPA−B‖F 最小．
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9. 设 A 是实数矩阵，A = P

(
Σ O

O O

)
Q 是奇异值分解，X = Q−1

(
Σ−1 O

O O

)
P−1．证明：

(1) X 是唯一的，与正交方阵 P,Q 的选取无关．

(2) 若 A = BC，B,C 分别是列满秩和行满秩矩阵，则 X = CT (CCT )−1(BTB)−1BT．

(3) A 的任意广义逆矩阵 (见第四章 §4.4.2) 形如 Y = Q−1

(
Σ−1 Y1

Y2 Y2ΣY1

)
P−1．从而，

‖Y ‖F ⩾ ‖X‖F , ‖Y ‖ ⩾ ‖X‖.

10. 设 λ1, λ2, · · · , λn ∈ C 是 A ∈ Rn×n 的所有特征值．证明：A 与 diag(|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|) 正交
相抵当且仅当 A 是规范方阵．
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§6.4 酉方阵

本章前面几节中关于实数向量和实数方阵的结论，可以略作修改，推广到复数向量和复数矩阵．

我们仅叙述结论，证明留作习题．

定义 6.7. 设 α, β ∈ Cn×1．复数 αHβ 称为 α 与 β 的酉内积．非负实数
√
αHα 称为 α 的长度，记

作 ‖α‖．若 αHβ = 0，则称 α 与 β 正交，记作 α ⊥ β．

满足 PPH = PHP = I 的复数方阵 P 称为酉方阵．酉方阵也可以看作是 Cn 中一组两两正交、

长度为 1 的 (行或列) 向量．

定理 6.11. 设 P 是 n 阶酉方阵．有下列常用结论．

1. |det(P )| = 1．

2. P T、P、P−1 = PH 都是酉方阵．

3. 若 Q 是 n 阶酉方阵，则 PQ 也是酉方阵．

4. 对于任意 α, β ∈ Cn×1，有 (Pα)H(Pβ) = αHβ．

5. 若 P 是三角方阵，则 P = diag(λ1, λ2, · · · , λn)，其中每个 |λi| = 1．

6. 若 A 是 n 阶 Hermite（反 Hermite）方阵，则 P−1AP 也是 Hermite（反 Hermite）方阵．

在矩阵乘法运算下，n 阶酉方阵的全体构成 GL(n,C) 的子群，称为酉群，记作 U(n,C)．行列
式等于 1 的 n 阶酉方阵的全体构成 SL(n,C) 的子群，称为特殊酉群，记作 SU(n,C)．O(n,R) 是
U(n,C) 的子群，SO(n,R) 是 SU(n,C) 的子群．

§6.4.1 酉方阵的构造

例 6.11. 任意 2 阶酉方阵形如
(

z w

−µw µz

)
，其中 z, w, µ ∈ C 满足 |z|2 + |w|2 = 1，|µ| = 1．

例 6.12. 对于任意非零向量 v ∈ Cn×1，Hermite 方阵 Hv = I − 2

vHv
vvH 是酉方阵，det(Hv) = −1．

定理 6.12 (QR 分解). 对于任意复数方阵 A，存在酉方阵 P 使得 R = PA 是上三角方阵，并且 R

的对角元素都是非负实数．特别，当 A 是可逆方阵时，存在唯一的酉方阵 Q 和上三角方阵 R，使

得 A = QR 并且 R 的对角元素都是正数．矩阵乘积分解 A = QR 称为 A 的 QR 分解．

定义 6.8. 设 A =
(
α1 α2 · · · αn

)
∈ GL(n,C)．定义

βk = αk −
k−1∑
i=1

(γH
i αk)γi = αk −

k−1∑
i=1

βH
i αk

βH
i βi

βi, γk =
1

‖βk‖
βk, k = 1, 2, · · · , n.

容易验证，β1, β2, · · · , βn 两两正交，Q =
(
γ1 γ2 · · · γn

)
是酉方阵．上述由 α1, α2, · · · , αn 生

成 β1, β2, · · · , βn 的过程称为 Gram-Schmidt 正交化过程．由 α1, α2, · · · , αn 生成 γ1, γ2, · · · , γn
的过程称为 Gram-Schmidt 标准正交化过程．
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例 6.13. 对向量组 α1 = (1, i, i), α2 = (i, 1, i), α3 = (i, i, 1) 作 Gram-Schmidt 标准正交化．

解答. β1 = α1 = (1, i, i), γ1 =
1√
3
β1 = ( 1√

3
, i√

3
, i√

3
),

β2 = α2 − 1√
3
γ1 = (−1+3 i

3
, 3−i

3
, 2 i

3
), γ2 =

3√
24
β2 = (−1+3 i

2
√
6
, 3−i
2
√
6
, 2 i
2
√
6
),

β3 = α3 − 1√
3
γ1 − 1√

6
γ2 = (−1+3 i

4
, −1+3 i

4
, 2−i

2
), γ3 =

2√
10
β3 = (−1+3 i

2
√
10

, −1+3 i
2
√
10

, 2−i√
10
).

定理 6.13 (Hadamard 不等式). 设 α1, α2, · · · , αn ∈ Cn×1 都是非零向量，则

|det(α1, α2, · · · , αn)| ⩽
n∏

k=1

‖αk‖.

不等式取等号当且仅当 α1, α2, · · · , αn 两两正交．

§6.4.2 酉相似

定义 6.9. 设 A,B ∈ Cn×n．若存在酉方阵 P 使得 A = PBP−1，则称 A 与 B 酉相似．

容易验证，复数矩阵的酉相似关系构成一个等价关系．

定理 6.14 (Schur 定理). 任意复数方阵可以酉相似成上三角方阵．

定义 6.10. 若复数方阵 A 满足 AAH = AHA，则 A 称为规范方阵．

例如，酉方阵、Hermite 方阵、反 Hermite 方阵都是规范方阵．

定理 6.15. 复方阵 A 是规范方阵的充分必要条件是 A 可以酉相似成对角方阵．特别，

• 当 A 是酉方阵时，A 的任意特征值 λ 满足 |λ| = 1．

• 当 A 是 Hermite 方阵时，A 的任意特征值 λ ∈ R．

• 当 A 是反 Hermite 方阵时，A 的任意特征值 λ 满足 Reλ = 0．

定理 6.16 (Schur 不等式). 设 n 阶复数方阵 A = (aij) 的所有特征值为 λ1, λ2, · · · , λn，则

n∑
i=1

|λi|2 ⩽
n∑

i,j=1

|aij |2.

不等式取等号当且仅当 A 是规范方阵．

§6.4.3 酉相抵

定义 6.11. 设 A,B ∈ Cm×n．若存在酉方阵 P,Q 使得 A = PBQ，则称 A 与 B 酉相抵．

容易验证，复数矩阵的酉相抵关系构成一个等价关系．

定理 6.17. 对于任意 A ∈ Cm×n，存在酉方阵 P,Q 使得

A = P

(
Σ O

O O

)
Q (6.4)

其中 Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σr)，σ1 ⩾ σ2 ⩾ · · · ⩾ σr > 0，r = rank(A)．
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定义 6.12. (6.4) 式称为 A 的一个奇异值分解．

(
Σ O

O O

)
可以作为 A 所在的酉相抵等价类的代表

元素，称为 A 的酉相抵标准形．(6.4) 式中的酉方阵 P,Q 一般是不唯一的，但 σ1, σ2, · · · , σr 由 A

唯一确定．σk 称为 A 的第 k 个奇异值，记作 σk(A)．

例 6.14. 设 A = (aij) ∈ Cm×n，r = rank(A)，x ∈ Cn×1．有下列结论．

1.
√∑

i,j

|aij |2 =
√

r∑
k=1

σ2
k(A)．此式称为 A 的 Frobenius-范数，记作 ‖A‖F．

2. max
∥x∥=1

‖Ax‖ = σ1(A)．此式称为 A 的矩阵范数，记作 ‖A‖ 或 ‖A‖2．

3. 当 A 列满秩时， min
∥x∥=1

‖Ax‖ = σn(A)．

定义 6.13. 设 m× n 复数矩阵 A 有奇异值分解 (6.4)，则 n×m 复数矩阵

A+ = Q−1

(
Σ−1 O

O O

)
P−1 (6.5)

称为 A 的 Moore-Penrose 广义逆矩阵．

定理 6.18. (6.5) 式中的 A+ 是唯一的，与酉方阵 P,Q 的选取无关．

证明. 设 A = P1

(
Σ O

O O

)
Q1 = P2

(
Σ O

O O

)
Q2．由 P−1

2 P1

(
Σ O

O O

)
=

(
Σ O

O O

)
Q2Q

−1
1 ，得

P−1
2 P1 =

(
X1 X2

O X4

)
，Q2Q

−1
1 =

(
Σ−1X1Σ O

Y3 Y4

)
．再由 P−1

2 P1 和 Q2Q
−1
1 都是酉方阵，得

X2 = O，Y3 = O．因此，Q2Q
−1
1

(
Σ−1 O

O O

)
=

(
Σ−1 O

O O

)
P−1
2 P1，故 Q−1

1

(
Σ−1 O

O O

)
P−1
1 =

Q−1
2

(
Σ−1 O

O O

)
P−1
2 ．

习题

1. 证明例 6.11, 6.12, 6.14 和定理 6.11—6.17．

2. 证明：

(1) 任意 2 阶酉方阵形如 µ

(
z w

−w z

)
，其中 z, w, µ ∈ C 满足 |z|2 + |w|2 = 1，|µ| = 1．

(2) 任意 2 阶酉方阵形如
(
1 0

0 ei θ1

)(
cos θ2 sin θ2
− sin θ2 cos θ2

)(
ei θ3 0

0 ei θ4

)
，其中每个 θi ∈ R．

(3) 任意 2 阶规范方阵形如 λI + µP，其中 λ, µ ∈ C，P 是 Hermite 方阵．

(4) 任意 2 阶规范方阵形如 λI + µQ，其中 λ, µ ∈ C，Q 是酉方阵．

3. 设 a, b, c, d ∈ C．证明：

(
a b

0 d

)
与

(
a c

0 d

)
酉相似当且仅当 |b| = |c|．
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4. 计算 A =


0 i 1

1 0 i
i 1 0

 的 QR 分解、酉相似标准形和奇异值分解．

5. 求所有 n 阶酉方阵 A 使得 rank(A− I) = 1．

6. 设准上三角复数方阵 A = (Aij)k×k 是规范方阵，每个 Aii 都是方阵．证明：Aij = O，∀i 6= j．

7. 设映射 ρ : Cn×n → R2n×2n，A+B i 7→
(

A B

−B A

)
，其中 A,B ∈ Rn×n．

证明：ρ 是一一映射，并且对于任意 X,Y ∈ Cn×n，有

(1) ρ(X + Y ) = ρ(X) + ρ(Y )，ρ(XY ) = ρ(X)ρ(Y )，ρ(XH) = ρ(X)T．

(2) X 是可逆方阵 ⇔ ρ(X) 是可逆方阵．

(3) X 是酉方阵 ⇔ ρ(X) 是正交方阵．

(4) X 是 Hermite 方阵 ⇔ ρ(X) 是对称方阵．

(5) X 是反 Hermite 方阵 ⇔ ρ(X) 是反对称方阵．

(6) X 是规范方阵 ⇔ ρ(X) 是规范方阵．

8. 设 A,B ∈ Cm×n．证明：| tr(AHB)| ⩽ ‖A‖F‖B‖F．

9. 设 A ∈ Cm×n．证明：X = A+ 是如下矩阵方程组的唯一解．

AXA = A, XAX = X, (AX)H = AX, (XA)H = XA.

10. 设 A ∈ Cm×n，b ∈ Cm×1．使得 ‖Ax− b‖ 最小的 x ∈ Cn×1 称为线性方程组 Ax = b 的最小二

乘解．证明：

(1) x = A+b 是 Ax = b 的一个最小二乘解．

(2) 在 Ax = b 的所有最小二乘解中，‖A+b‖ 最小．

11. 设 λ ∈ C 是 A ∈ Cn×n 的任意特征值，x1 ⩽ · · · ⩽ xn 和 y1 ⩽ · · · ⩽ yn 分别是 Hermite 方阵
X =

1

2
(A+AH)和 Y =

1

2 i(A−AH)的所有特征值．证明：x1 ⩽ Re(λ) ⩽ xn，y1 ⩽ Im(λ) ⩽ yn．

12. 证明：对于任意酉方阵 A ∈ U(n,C)，存在正交方阵 P,Q ∈ O(n,R) 使得 PAQ 是对角阵．

13. 设 A,B ∈ Rn×n．证明：若 A 与 B 酉相似，则 A 与 B 正交相似．
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第七章 二次型

定义 7.1. 数域 F 上的 n 元二次齐次函数

Q(x1, x2, · · · , xn) =
∑

1⩽i⩽j⩽n

aijxixj

称为 F 上的 n 元二次型．

二次型 Q(x1, x2, · · · , xn) 可以表示为 Q(x) = xTAx 的形式，其中 x ∈ Fn×1，A = (aij) ∈ Fn×n

是上三角方阵．当 CharF 6= 2 时，Q(x) = xTSx，其中 S =
1

2
(A+AT ) 是对称方阵．

在本章中，我们始终假设 CharF 6= 2，二次型 Q(x) = xTAx，其中 A 是对称方阵，称为 Q(x)

的矩阵表示．容易验证，二次型的矩阵表示是存在且唯一的．留作习题．

§7.1 二次型的化简

给定 F 上的一个二次型 Q(x) = xTAx，我们希望通过可逆变量代换 x = Py 或 y = P−1x 使

Q(x) = xTAx = yT (P TAP )y = Q̃(y)

的形式简单．也就是说，求可逆方阵 P 使得 P TAP 的形式简单．常用的方法是通过配方或者相合

变换，把二次型的矩阵表示化为对角形．

定义 7.2. 设 A,B ∈ Fn×n．若存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 A = P TBP，则称 A 与 B 在 F 上相
合．

容易验证，矩阵的相合关系构成一个等价关系．矩阵的对称性在相合关系下保持不变．即若 A

与 B 相合，则 A 是 (反) 对称方阵 ⇔ B 是 (反) 对称方阵．实数矩阵的正交相似关系是一种特殊
的相合关系．

通过配方，把 F 上的二次型化为对角形的算法流程为：

1. 输入数域 F 上的二次型 Q(x1, x2, · · · , xn) =
∑

1⩽i⩽j⩽n

aijxixj．不妨设 Q(x1, x2, · · · , xn) 6≡ 0．

2. 若所有 aii = 0，转至步骤 3．否则，存在 aii 6= 0．不妨设 a11 6= 0，则

Q(x1, x2, · · · , xn) = a11

(
x1 +

n∑
j=2

a1j
2a11

xj

)2

+ Q̃(x2, · · · , xn).
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设 y1 = x1 +
n∑

j=2

a1j

2a11
xj．把 Q̃(x2, · · · , xn) 配方成 d2y

2
2 + · · ·+ dny

2
n 的形式．输出可逆变量代

换 y = Px 和

Q(x1, x2, · · · , xn) = a11y
2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dny

2
n.

3. 所有 aii = 0，但存在 i 6= j 使得 aij 6= 0．不妨设 a12 6= 0，则

Q(x1, x2, · · · , xn) = a12

(
x1 +

n∑
j=3

a2j
a12

xj

)(
x2 +

n∑
j=3

a1j
a12

xj

)
+ Q̃(x3, · · · , xn).

设 y1 = x1 + x2 +
n∑

j=3

a1j+a2j

a12
xj，y2 = x2 − x1 +

n∑
j=3

a1j−a2j

a12
xj．把 Q̃(x3, · · · , xn) 配方成

d3y
2
3 + · · ·+ dny

2
n 的形式．输出可逆变量代换 y = Px 和

Q(x1, x2, · · · , xn) =
a12
4

y21 −
a12
4

y22 + d3y
2
3 + · · ·+ dny

2
n.

例 7.1. 通过配方，把 R 上的二次型 Q(x) = x2
1 + x1x2 + x1x3 + x2

2 + x2x3 + x2
3 化为对角形．

解答. Q(x) = x2
1 + (x2 + x3)x1 + x2

2 + x2x3 + x2
3

= (x1 +
1
2
x2 +

1
2
x3)

2 + 3
4
x2
2 +

1
2
x2x3 +

3
4
x2
3

= (x1 +
1
2
x2 +

1
2
x3)

2 + 3
4
(x2 +

1
3
x3)

2 + 2
3
x2
3

= y21 + y22 + y23

其中 y1 = x1 +
1
2
x2 +

1
2
x3，y2 =

√
3
2
(x2 +

1
3
x3)，y3 =

√
6
3
x3．

例 7.2. 通过配方，把 R 上的二次型 Q(x) = x1x2 − 2x1x3 + 3x2x3 化为对角形．

解答. Q(x) = (x1 + 3x3)(x2 − 2x3) + 6x2
3

= 1
4
(x1 + x2 + x3)

2 − 1
4
(x1 − x2 + 5x3)

2 + 6x2
3

= y21 + y22 − y23

其中 y1 =
1
2
(x1 + x2 + x3)，y2 =

√
6x3，y3 =

1
2
(x1 − x2 + 5x3)．

通过相合变换，把 F 上的二次型化为对角形的算法流程为：

1. 输入数域 F 上的二次型 Q(x) = xTAx，其中 A = (aij) 是对称方阵．

2. 对 A 作相合变换，化为对角形．具体过程如下．不妨设 A 6= O．

(1) 若 a11 6= 0，则
n∏

i=2

Ti1(− ai1

a11
) ·A ·

n∏
i=2

T1i(− a1i

a11
) =

(
a11

B

)
．再把 B 相合为对角形．

(2) 若 a11 = 0，存在 aii 6= 0，则 Ã = S1iASi1 的 (1, 1) 元素为 aii，化为情形 (1)．

(3) 若所有 aii = 0，则存在 aij 6= 0，Ã = Tij(1)ATji(1) 的 (i, i) 元素为 2aij，化为情形 (2)．

3. 设 P TAP = diag(d1, d2, · · · , dn)．输出可逆变量代换 x = Py 和

Q(x) = d1y
2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dny

2
n.
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例 7.3. 通过相合变换，把 R 上的二次型 Q(x) = x2
1 + x1x2 + x1x3 + x2

2 + x2x3 + x2
3 化为对角形．

解答. Q(x) =
(
x1 x2 x3

)
1 1

2
1
2

1
2

1 1
2

1
2

1
2

1



x1

x2

x3

．对

1 1

2
1
2

1
2

1 1
2

1
2

1
2

1

 作相合变换，

1 0 0 1 1

2
1
2

0 1 0 1
2

1 1
2

0 0 1 1
2

1
2

1

→


1 0 0 1 0 0

− 1
2

1 0 0 3
4

1
4

− 1
2

0 1 0 1
4

3
4



→


1 0 0 1 0 0

− 1
2

1 0 0 3
4

0

− 1
3

− 1
3

1 0 0 2
3

→


1 0 0 1 0 0

− 1√
3

2√
3

0 0 1 0

− 1√
6

− 1√
6

3√
6

0 0 1

 .

因此，Q(x) = y21 + y22 + y23，其中


x1

x2

x3

 =


1 − 1√

3
− 1√

6

0 2√
3

− 1√
6

0 0 3√
6



y1

y2

y3

．
例 7.4. 通过相合变换，把 R 上的二次型 Q(x) = x1x2 − 2x1x3 + 3x2x3 化为对角形．

解答. Q(x) =
(
x1 x2 x3

)
0 1

2
−1

1
2

0 3
2

−1 3
2

0



x1

x2

x3

．对


0 1
2

−1
1
2

0 3
2

−1 3
2

0

 作相合变换，

1 0 0 0 1

2
−1

0 1 0 1
2

0 3
2

0 0 1 −1 3
2

0

→


1 1 0 1 1

2
1
2

0 1 0 1
2

0 3
2

0 0 1 1
2

3
2

0

→


1 1 0 1 0 0

− 1
2

1
2

0 0 − 1
4

5
4

− 1
2

− 1
2

1 0 5
4

− 1
4



→


1 1 0 1 0 0

− 1
2

1
2

0 0 − 1
4

0

−3 2 1 0 0 6

→


1 1 0 1 0 0

−1 1 0 0 −1 0

− 3√
6

2√
6

1√
6

0 0 1

→


1 1 0 1 0 0

− 3√
6

2√
6

1√
6

0 1 0

−1 1 0 0 0 −1

 .

因此，Q(x) = y21 + y22 − y23，其中


x1

x2

x3

 =


1 − 3√

6
−1

1 2√
6

1

0 1√
6

0



y1

y2

y3

．
我们还可以通过正交相似变换，把 R 上的二次型化为对角形．设对称实数方阵

A = P diag(λ1, λ2, · · · , λn)P
T

其中 P 是正交方阵，λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn 是 A 的所有特征值．作正交变换 x = Py 或 y = P Tx，得

Q(x) = xTAx = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

设 p, q 分别是 λ1, λ2, · · · , λn 中的正数和负数的个数，作变量代换

z = diag
(
|λ1|

1
2 , · · · , |λp|

1
2 , 1, · · · , 1, |λn−q+1|

1
2 , · · · , |λn|

1
2

)
P Tx,

则二次型又可以化为

Q(x) = z21 + · · ·+ z2p − z2n−q+1 − · · · − z2n.
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例 7.5. 求 R 上的 n 元二次型 Q(x) = (x1 − xn)
2 +

n∑
i=2

(xi − xi−1)
2 的相合标准形．

解答. Q(x) = xTAx，其中 A =


2 −1 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

−1 −1 2

 = 2I − C − C−1，C =


0 1

0
. . .

. . . 1

1 0

．
由 φC(x) = xn − 1，得 C 的所有特征值为 {cos 2kπ

n
+ i sin 2kπ

n
| k = 1, 2, · · · , n}，故 A 的所有特征

值为 {2− 2 cos 2kπ
n

| k = 1, 2, · · · , n}．因此，A 与

(
In−1

0

)
相合，存在可逆变量代换 x = Py 使

得 Q(x) = y21 + y22 + · · ·+ y2n−1．

由前面相合变换的算法流程，可得

定理 7.1. F 上任意对称方阵可以在 F 上相合成对角方阵．特别，对称实数方阵可以在 R 上相合成
diag(Ip,−Iq, O) 的形式．对称复数方阵可以在 C 上相合成 diag(Ir, O) 的形式．

判断任意数域 F 上的两个方阵是否相合，并不是一件平凡的事情，这依赖于 F 的性质．可以
证明[1]，在数域 F 上，任意方阵 A 与 AT 一定相合．

如果两个复数方阵相合，则它们相抵．因此，可以把相抵标准形 diag(Ir, O) 作为对称复数方阵

在 C 上的相合等价类的代表元素．那么，是否可以把 diag(Ip,−Iq, O) 作为对称实数方阵在 R 上的
相合等价类的代表元素呢？

定理 7.2. 若实数方阵 A = diag(Ip,−Iq, O) 与 B = diag(Ir,−Is, O) 在 R 上相合，则 A = B．

证明. 由 rank(A) = rank(B) 可得 p+ q = r + s．设
Ip O O

O −Iq O

O O O

 =


P T
11 P T

21 P T
31

P T
12 P T

22 P T
32

P T
13 P T

23 P T
33



Ir O O

O −Is O

O O O



P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33


其中 P = (Pij)3×3 是可逆实数方阵，P11 ∈ Rr×p，P22 ∈ Rs×q．假设 A 6= B，不妨设 p > r，则存

在非零向量 x ∈ Rp×1 使得 P11x = 0．由 Ip = P T
11P11 − P T

21P21，得 xTx = −xTP T
21P21x ⩽ 0，与

x 6= 0 矛盾．

定义 7.3. 根据定理 7.2，diag(Ip,−Iq, O) 可以作为对称实数方阵在 R 上的相合等价类的代表元素，
称为对称实数方阵的实相合标准形．整数对 p, q 是相合不变量，p 称为正惯性指数，q 称为负惯性

指数．

利用线性空间和线性变换的概念，正、负惯性指数有如下几何解释．设 p, q 分别是 n 阶对称实

数方阵 A 的正、负惯性指数，QA(x) = xTAx．线性空间 V = Rn×1 可以分解成 3 个两两不相交的
子集，V = V −

A

⋃
V 0
A

⋃
V +
A，其中

V −
A = {x ∈ V | QA(x) < 0}, V 0

A = {x ∈ V | QA(x) = 0}, V +
A = {x ∈ V | QA(x) > 0}.

注意到

[1]Dragomir Ž. Đoković and Khakim D. Ikramov, A square matrix is congruent to its transpose, Journal of Algebra 257 (2002),
no.1, 97–105.
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• V 0
A 包含一个 n− p− q 维子空间．

• V +
A ∪ {0} 包含一个 p 维子空间，V −

A ∪ V 0
A 包含一个 n− p 维子空间．

• V −
A ∪ {0} 包含一个 q 维子空间，V +

A ∪ V 0
A 包含一个 n− q 维子空间．

因此，

• p 是集合 V +
A ∪ {0} 所包含线性空间的维数的最大值．

• q 是集合 V −
A ∪ {0} 所包含线性空间的维数的最大值．

此外，设 P 是 n 阶可逆实数方阵，B = P TAP，则 V 上的可逆线性变换 x 7→ P−1x 分别把

V −
A , V 0

A, V
+
A 映射成 V −

B , V 0
B, V

+
B．因此，A 和 B 的正 (负) 惯性指数相同．

习题

1. 设 Q(x)是数域 F上的二次型，CharF 6= 2．证明：存在唯一的对称方阵 A使得 Q(x) = xTAx．

2. 证明：在 CharF = 2 的数域 F 上，对称方阵

(
0 1

1 0

)
不能相合成对角方阵．

3. 把下列二次实系数多项式表示为 (x− b)TA(x− b) + c 的形式，其中 b, c 是常量．

(1) x2
1 + x2

2 + x1x3 + x2x3 + x2x4 − 2x1 + 3x2 + x4

(2) x2
1 + x1x2 − x1x3 + x1x4 + x2

2 + x2
3 − 3x2 + x3 − x4

(3) x1x3 − 2x2x3 − x2x4 − 2x3x4 − x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4

(4) x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3 − x2x4 − 2x3x4 − x1 + 2x2 − 2x3 + x4

4. 通过配方或相合变换，把下列实数域上的二次型化为标准形．
(1) x2

1 + 2x1x2 − 2x2
2 + 2x2x3 + x2

3 − 3x3x4

(2) x2
1 + 2x1x3 − 4x1x4 + x2

2 + x2
3 + 2x3x4

(3) 2x1x2 + 2x1x4 + 2x2
2 − x2

3 + 2x3x4 + x2
4

(4) x1x3 − x1x4 + 2x2x3 − 2x2x4 + 4x3x4

5. 求下列实数域上的二次型的标准形 (无需求变换矩阵)．

(1)
∑

1⩽i<j⩽n

(xi − xj)
2 (2)

∑
1⩽i<j⩽n

xixj (3) xnx1 +
n−1∑
i=1

xixi+1

6. (1) 证明：任意 2 阶实数方阵 A 与 AT 正交相似．

(2) 证明：实数方阵 A =


0 1 1

1 0 0

0 0 1

 与 AT 既相似又相合，但不正交相似．

7. (1) 设实数方阵 A 6= −AT．证明：存在可逆实数方阵 P 使得 P TAP 是上三角方阵．

(2) 设实数方阵 A = −AT．证明：存在可逆实数方阵 P 使得 P TAP =


O Is O

−Is O O

O O O

．
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§7.2 正定方阵

定义 7.4. 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵．若对于任意非零向量 x ∈ Cn×1 都有 xHAx > 0，则 A

称为正定方阵．类似地，若对于任意 x ∈ Cn×1 都有 xHAx ⩾ 0，则 A 称为半正定方阵．

方阵的正定性与二次型之间有着紧密的联系，但是两者并不完全相同．

定义 7.5. 设 A,B ∈ Cn×n．若存在可逆方阵 P ∈ Cn×n 使得 A = PHBP，则称 A 与 B 在 C 上共
轭相合．

容易验证，复数矩阵的共轭相合关系构成一个等价关系．

定理 7.3. 设 P ∈ Cn×n 是可逆方阵．A ∈ Cn×n 是 Hermite/反 Hermite/正定/半正定方阵当且仅
当 PAPH 是 Hermite/反 Hermite/正定/半正定方阵．

下面的定理给出了判断一个 Hermite 方阵是否正定方阵的一些充分必要条件．

定理 7.4. 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵．下列叙述相互等价．

1. A 是正定的．

2. A 的特征值都是正实数．

3. 存在正定的 Hermite 方阵 P 使得 A = P 2．

4. 存在可逆的复数方阵 P 使得 A = PHP．

5. 存在列满秩的复数矩阵 P 使得 A = PHP．

6. A 的所有主子矩阵都是正定的．

7. A 的所有主子式都是正实数．

8. A 的顺序主子式都是正实数．

证明. 下面证明 5 ⇒ 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 5 ⇒ 6 ⇒ 7 ⇒ 8 ⇒ 4．从而叙述 1 ∼ 8 相互等价．

由于 A 是 Hermite 方阵，根据定理 6.15，存在酉方阵 Q 使得 A = Qdiag(λ1, λ2, · · · , λn)Q
H，

其中每个 λi 都是实数．

1 ⇒ 2：若某个 λi ⩽ 0，则 x = Qei 满足 xHAx = λi ⩽ 0，与 A 的正定性矛盾．

2 ⇒ 3：P = Qdiag(
√
λ1,

√
λ2, · · · ,

√
λn)Q

H 满足要求．

3 ⇒ 4 和 4 ⇒ 5 显然．

5 ⇒ 1：对于任意非零向量 x ∈ Cn×1，y = Px 6= 0．故 xHAx = yHy > 0．

5 ⇒ 6 和 6 ⇒ 7：设 P ∈ Rm×n．A 的任意 k 阶主子矩阵均形如 BHB，其中 B 由 P 的某 k 列

构成．由 P 是列满秩的，得 B 也是列满秩的．由 5 ⇒ 1，BHB 是正定．再由 1 ⇒ 2，det(BHB) > 0．

7 ⇒ 8 显然．

8 ⇒ 4：设 ∆k 是 A 的 k 阶顺序主子式．根据 Schur 公式，存在单位下三角方阵 L 使得

A = Ldiag
(
∆1,

∆2

∆1

, · · · , ∆n

∆n−1

)
LH = PHP,

其中 P = diag
(√

∆1,
√

∆2

∆1
, · · · ,

√
∆n

∆n−1

)
LH 是可逆上三角方阵．详细证明留作习题．
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判断 Hermite 方阵的半正定性，也有与定理 7.4 类似的结果．

定理 7.5. 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵．下列叙述相互等价．

1. A 是半正定的．

2. A 的特征值都是非负实数．

3. 存在半正定的 Hermite 方阵 P 使得 A = P 2．

4. 存在复数方阵 P 使得 A = PHP．

5. 存在复数矩阵 P 使得 A = PHP．

6. A 的所有主子矩阵都是半正定的．

7. A 的所有主子式都是非负实数．

8. 对于任意 k = 1, 2, · · · , n，A 的 k 阶主子式之和都是非负实数．

证明. 与定理 7.4 的上述证明过程类似，可证 5 ⇒ 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 5 ⇒ 6 ⇒ 7 ⇒ 8，留作习题．

下证 8 ⇒ 2．从而叙述 1 ∼ 8 相互等价．根据定理 5.2，φA(x) = xn +
n∑

k=1

(−1)kσkx
n−k，其中 σk 是

A 的 k 阶主子式之和．根据题设，σk ⩾ 0，∀k．由于 A 是 Hermite 方阵，A 的任意特征值 λ ∈ R．
当 x < 0 时，(−1)nφA(x) = |x|n +

n∑
k=1

σk|x|n−k > 0．故 λ ⩾ 0．

�
上述证明定理 7.5（8 ⇒ 2）的方法同样适用于证明定理 7.4（8 ⇒ 2）．

例 7.6. 设 A,B ∈ Cn×n 都是 Hermite 方阵，A 是正定的．证明：AB 的任意特征值 λ ∈ R．特别，
若 B 是正定的，则 λ > 0；若 B 是半正定的，则 λ ⩾ 0．

证明. 根据定理 7.4，存在可逆方阵 P ∈ Cn×n 使得 A = PHP．从而，AB = PHPBPHP−H 与

C = PBPH 相似，λ 是 Hermite 方阵 C 的特征值．因此，λ ∈ R．当 B 是正定的时，C 是正定的，

λ > 0．当 B 是半正定的时，C 是半正定的，λ ⩾ 0．

例 7.7. 设 A,B ∈ Cn×n 都是半正定的 Hermite 方阵，则存在可逆方阵 P ∈ Cn×n 使得 PHAP 和

PHBP 都是对角方阵．

证明. 易知 C = A+B 也是半正定的．故存在可逆方阵 Q ∈ Cn×n 使得 QHCQ =

(
Ir O

O O

)
．设

QHAQ =

(
A1 A2

AH
2 A3

)
, QHBQ =

(
I −A1 −A2

−AH
2 −A3

)
其中 A1 和 A3 分别是 r 和 n− r 阶 Hermite 方阵．由 QHAQ 和 QHBQ 都是半正定的，得 ±A3

都是半正定的，从而 A3 = O．若 A2 6= O，则存在 u ∈ Cr×1 使得 v = AH
2 u 6= 0．当 λ → −∞ 时，(

uH λvH
)(A1 A2

AH
2 O

)(
u

λv

)
= uHA1u+ 2λuHA2v < 0

与 QHAQ 的半正定性矛盾．故 A2 = O．设酉方阵 U 使得 D = UHA1U 是对角方阵，则可逆方阵

P = Q

(
U

I

)
使得 PHAP =

(
D

O

)
和 PHBP =

(
I −D

O

)
都是对角方阵．



128 第七章 二次型

习题

1. 完成定理 7.3 和定理 7.5 的证明．

2. 设 A ∈ Rn×n 是正定的对称方阵．分别求

∫
xTAx⩽1

dx1 · · · dxn 和

∫
Rn

e−xTAx dx1 · · · dxn，并且

表示成 A 的函数形式．

3. 设 0 ⩽ θ1 ⩽ θ2 ⩽ θ3 ⩽ π．证明：
1 cos θ1 cos θ2

cos θ1 1 cos θ3
cos θ2 cos θ3 1

 是正定的 ⇔ θ3 < θ1 + θ2 < 2π − θ3．

4. 证明：对于任意 Hermite 方阵 A，存在可逆方阵 P 使得 PHAP = diag(Ip,−Iq, O)，其中 p, q

由 A 唯一确定．

5. 设 A =

(
A11 A12

AH
12 A22

)
是正定的 Hermite 方阵，A−1 =

(
B11 B12

BH
12 B22

)
，A11 与 B11 同阶．证明：

(1) A11, A22, A
−1, B11, B22 都是正定的．

(2) det(A) ⩽ det(A11)det(A22)，det(A11)det(B11) ⩾ 1，det(A22)det(B22) ⩾ 1．

(3) A11B11 和 A22B22 的任意特征值 λ 都是实数，并且 λ ⩾ 1．

6. 设 A,B ∈ Cn×n 都是正定的 Hermite 方阵．证明：若 A−B 是正定/半正定的，则 B−1 −A−1

是正定/半正定的．

7. 设 A,B ∈ Cn×n 都是半正定的 Hermite 方阵，m 是正整数．

(1) 证明：存在唯一的半正定的 Hermite 方阵 X 使得 Xm = A．

(2) 举例：A−B 是正定的，Am −Bm 不是半正定的．

(3) 证明：若 A2 −B2 是正定/半正定的，则 A−B 是正定/半正定的．

(4) 给定 m ⩾ 3．证明或否定：若 Am −Bm 是正定/半正定的，则 A−B 是正定/半正定的．

8. 设 A,B ∈ Cn×n 都是 Hermite 方阵．证明：

(1) 若 A 是正定的，则存在上 (下) 三角可逆方阵 P 使得 A = PHP．

(2) 若 A 是正定的，则存在可逆方阵 P 使得 PHAP 和 PHBP 都是对角方阵．

(3) 若 A 是半正定的，则 AB 的特征值都是实数．

(4) 若 A,B 都是半正定的，则 AB 的特征值都是非负实数．

9. 设 A,B ∈ Cn×n 都是 Hermite 方阵．回答下列问题，并证明你的结论．

(1) 若 A 是半正定的，是否一定存在上 (下) 三角方阵 P 使得 A = PHP？

(2) 若 A 是半正定的，是否一定存在可逆方阵 P 使得 PHAP 和 PHBP 都是对角方阵？

(3) 若 A,B 都是半正定的，AB +BA 是否一定是半正定的？

(4) AB 的特征值是否一定是实数？
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10. 设 A = (aij) 和 B = (bij) 都是 n 阶复数方阵，C = (aijbij)，D = A⊗B．证明：

(1) 若 A,B 都是 Hermite 方阵，则 C,D 都是 Hermite 方阵．

(2) 若 A,B 都是正定的，则 C,D 都是正定的．

(3) 若 A,B 都是半正定的，则 C,D 都是半正定的．

11. 设 A = (aij) ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵．证明：

(1) 若 ∀i，aii >
∑
j ̸=i

|aij |，则 A 是正定的．

(2) 若 ∀i，aii ⩾
∑
j ̸=i

|aij |，则 A 是半正定的．

12. 设 A 和 D 分别是图 G 的邻接矩阵和度矩阵 (见第二章 §2.1 例 2.6)．L = D − A 称为 G 的

Laplace 矩阵 或 Kirchhoff 矩阵．证明：存在整数矩阵 P 使得 L = P TP，从而 L 是半正

定的．

13. 设 A ∈ Cn×n 不是 Hermite 方阵，B =
1

2
(A+AH) 是正定的．证明：

(1) A 的任意特征值 λ 满足 Re(λ) > 0．

(2) |det(A)| > det(B)．特别，当 A ∈ Rn×n 时，det(A) > det(B)．

14. 设 A,B,C ∈ Cn×n，A,B 都是正定的 Hermite 方阵，A = B + C + CH．证明：(B + C)−1C

的任意特征值 λ 满足 |λ| < 1．
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§7.3 一些例子

例 7.8. 对于任意复数方阵 A，存在酉方阵 P 和半正定 Hermite 方阵 S 使得 A = SP，其中 S 是

唯一的．此矩阵乘积分解称为 A 的极分解．

证明. 由奇异值分解易得极分解的存在性，A = UΣV = (UΣUH)(UV )，其中 U, V 是酉方阵，Σ 是

对角阵．下证 S 的唯一性．设 S1P1 和 S2P2 都是 A 的极分解，

S1 = Q1 diag(λ1, λ2, · · · , λn)Q
H
1 , S2 = Q2 diag(µ1, µ2, · · · , µn)Q

H
2 ,

其中 Q1, Q2 都是酉方阵，则

AAH = S2
1 = S2

2 ⇒ QH
2 Q1 diag(λ2

1, λ
2
2, · · · , λ2

n) = diag(µ2
1, µ

2
2, · · · , µ2

n)Q
H
2 Q1

⇒ QH
2 Q1 diag(λ1, λ2, · · · , λn) = diag(µ1, µ2, · · · , µn)Q

H
2 Q1 ⇒ S1 = S2.

例 7.9. 设 A ∈ Rn×n 是正定对称方阵，b ∈ Rn×1．求 n 元二次函数 f(x) = xTAx + 2bTx 的最小

值，其中 x ∈ Rn×1．

解答. 设 A = P TP, y = Px，则

f(x) = yT y + 2(P−T b)T y = ‖y + P−T b‖2 − ‖P−T b‖2.

当且仅当 y = −P−T b 即 x = −A−1b 时，f(x) 取得最小值 −‖P−T b‖2 = −bTA−1b．

例 7.10. 设 A ∈ Rn×n 是正定对称方阵，c ∈ Rn×1．求 n 元线性函数 f(x) = cTx 在约束条件

xTAx ⩽ 1 下的最大值，其中 x ∈ Rn×1．

解答. 设 A = P TP，y = Px，则 f(x) = (P−T c)T y，条件 xTAx ⩽ 1 化为 ‖y‖ ⩽ 1．根据 Cauchy
不等式，当且仅当 y = 1

∥P−T c∥P
−T c 即 x = 1√

cTA−1c
A−1c 时，f(x) 取得最大值

√
cTA−1c．

定义 7.6. 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵，x ∈ Cn×1 是非零向量．向量函数

RA(x) =
xHAx

xHx

称为 Rayleigh[2]商．

例 7.11 (Rayleigh-Ritz[3]定理). 设 λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn 是 Hermite 方阵 A 的所有特征值，则有

λ1 = max
x∈Cn×1

RA(x), λn = min
x∈Cn×1

RA(x).

证明. 设 A = P diag(λ1, λ2, · · · , λn)P
H，其中 P 是酉方阵，再设 y = (yi) = PHx，则

RA(x) =
xHAx

xHx
=

n∑
i=1

λi|yi|2

n∑
i=1

|yi|2
∈ [λn, λ1].

当 y = e1 时，RA(x) 取得最大值 λ1．当 y = en 时，RA(x) 取得最小值 λn．

[2]John William Strutt，3rd Baron Rayleigh，1842–1919，英国物理学家．获 1904 年 Nobel 物理学奖．
[3]Walther Ritz，1878–1909，瑞士物理学家．
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例 7.12. 设 A ∈ Cm×n，ε 是给定的正数，‖ · ‖ 是例 6.14 中的矩阵范数．

rankε(A) = min
∥B−A∥⩽ε

rank(B)

称为 A 的 ε-近似秩．证明：rankε(A) = max{i ∈ N | σi(A) > ε}．

证明. 设 A = P diag(σ1, · · · , σr, O)Q 是奇异值分解，k = max{i ∈ N | σi > ε}．
一方面，设 B = P diag(σ1, · · · , σk, O)Q．由 ‖B−A‖ = σk+1 ⩽ ε，得 rankε(A) ⩽ rank(B) = k．

另一方面，设 B = P
(
B1 B2

)
Q ∈ Cm×n 满足 ‖B−A‖ ⩽ ε，B1 ∈ Cm×k．假设 rank(B) < k，

则 rank(B1) < k，从而存在非零向量 x ∈ Ck×1 使得 B1x = 0．设 y = Q−1

(
x

0

)
．由 By = 0 可得

‖B −A‖ ⩾ ‖(B −A)y‖
‖y‖

=
‖Ay‖
‖y‖

=

√
|σ1x1|2 + · · ·+ |σkxk|2

|x1|2 + · · ·+ |xk|2
⩾ σk > ε，矛盾．故 rank(B) ⩾ k．

综上，rankε(A) = k．

习题

1. 证明：对于任意规范复数方阵 A，存在酉方阵 P 和半正定 Hermite方阵 S 使得 A = PS = SP，

其中 S 是唯一的．

2. 设 A,B ∈ Rn×n 都是对称方阵，B 是正定的，b ∈ Rn×1．求函数 f(x) = xTAx+ 2bTx 在约束

条件 xTBx ⩽ 1 下的取值范围，其中 x ∈ Rn×1．

3. 设实数 x1, x2, · · · , xn 满足 x2
1 +

n∑
i=2

(xi−1 + xi)
2 = 1．求每个 xi 的取值范围．

4. 设实数 x1, x2, · · · , xn 满足
n∑

i=1

x2
i +

1

n

∑
1⩽i<j⩽n

xixj = 1．求
n∑

i=1

xi 的取值范围．

5. 设 A ∈ {−1, 1}n×n 满足 AAT = nI．证明：若 A的某个 p×q 子矩阵的元素都是 1，则 pq ⩽ n．

6. 设 A ∈ Cm×n，ε 是给定的正数，‖ · ‖F 是矩阵的 Frobenius-范数．证明：

min
∥X−A∥F⩽ε

rank(X) = max
{
k ∈ N

∣∣∣∣∣ ∑
i⩾k+1

σ2
i (A) ⩽ ε2

}
.

7. (Courant-Fischer 定理) 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵，λk(A) 是 A 的第 k 大特征值．证明：

λk(A) = max
dim V=k

min
x∈V

RA(x), λn−k+1(A) = min
dim V=k

max
x∈V

RA(x),

其中 V 是 Cn 的任意 k 维子空间．

8. 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵，B = A[ 1 2 ··· m
1 2 ··· m ]，λk(X) 是 X 的第 k 大特征值．证明：

λi+n−m(A) ⩽ λi(B) ⩽ λi(A), ∀i ⩽ m.

9. 设 A,B ∈ Cn×n 都是 Hermite 方阵，λk(X) 是 X 的第 k 大特征值．证明：
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(1) (Weyl[4]不等式)

λi+j−1(A+B) ⩽ λi(A) + λj(B) ⩽ λi+j−n(A+B), ∀i+ j ⩾ n+ 1

(2)
n∑

k=1

|λk(A)− λk(B)|2 ⩽ ‖A−B‖2F．

(3) |λk(A)− λk(B)| ⩽ ‖A−B‖，∀k．

10. [5]设 A = (aij) ∈ Rn×n，当 i, j 都整除 n 时，aij =
1

lcm(i, j)
，否则 aij = 0．证明：

xTAx ⩾ φ(n)

n
x2
1, ∀x = (x1, · · · , xn)

T ∈ Rn×1

其中 φ(n) 是 Euler 函数，即不大于 n 且与 n 互素的正整数的个数．

11. 设 A = (aij) ∈ Rn×n，其中 aij = gcd(i, j)．证明：

(1) A 是正定方阵．

(2) A = P TP，其中 P = (pij) ∈ Rm×n，m = lcm(1, 2, · · · , n)，pij =


j√
m
, j | i;

0, j ∤ i.

(3) A = QTQ，其中 Q = (qij) ∈ Rn×n，qij =


√
φ(i), i | j;

0, i ∤ j.

12. [6]求实二次型 Q =
∑

1⩽i<j⩽2n

min
(
(j − i)2, (2n− j + i)2

)
xixj 在条件

2n∑
i=1

|xi| = 1 下的最大值．

13. 设 A = (aij) ∈ Rn×n，其中 aij =
1

max(i, j)．证明：A 是正定方阵，并且 ‖A‖ < 4．

14. 设 λn 是 n 阶方阵 A = (aij) 的最小特征值，其中 aij = n− |i− j|．证明：

(1) λn >
1

2
并且 lim

n→∞
λn =

1

2
．

(2) 当 n = 2m 时，λn 是 m 阶方阵 B = (bij) 的最小特征值，其中 bij = 2min(i, j)− 1．

(3) 当 n = 2m− 1 时，λn 是 DB 的最小特征值，其中 B 同上，D = diag(Im−1,m)．

(4) 当 n ⩾ 3 时，λn < λn−1．

[4]Hermann Klaus Hugo Weyl，1885-1995，德国数学家、物理学家．
[5]2018 年 CGMO 第 3 题．
[6]2019 年 IMO 中国国家集训队考试二第 3 题．
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§8.1 基本概念

如同“集合”和“元素”是数学的最基本概念一样，“线性空间”和“向量”是线性代数的最基

本概念．粗略地说，具有加法和数乘运算的非空集合称为线性空间．也就是说，一个线性空间具有

四个要素 (V,F,+, ·)，其中 V 是非空集合，F 是数域，加法运算 + 是 V × V → V 的映射，数乘运

算 · 是 F × V → V 的映射．但是，并非任意一个 V × V → V 的映射都可以作为线性空间的“加

法”，也并非任意一个 F× V → V 的映射都可以作为线性空间的“数乘”，它们必须满足一定的运

算律，称为线性空间的公理．严格地说，

定义 8.1. 设 F 是一个数域，F 的元素称为数．设 V 是一个非空集合，V 的元素称为向量．在 V

上定义了加法运算 α+ β ∈ V 和数乘运算 λ · α ∈ V，其中 α, β ∈ V，λ ∈ F．若这两种运算满足下
列运算律

(A1) 加法结合律 ∀α, β, γ ∈ V，(α+ β) + γ = α+ (β + γ)

(A2) 加法交换律 ∀α, β ∈ V，α+ β = β + α

(A3) 加法有单位元 存在零向量 0 ∈ V 使得 ∀α ∈ V，0 + α = α

(A4) 加法有逆元 ∀α ∈ V，存在 β ∈ V 使得 α+ β = 0
(M1) 数乘结合律 ∀α ∈ V 和 λ, µ ∈ F，λ · (µ · α) = (λµ) · α
(M2) 数乘有单位元 ∀α ∈ V，1 · α = α

(D1) 数乘对数的分配律 ∀α ∈ V 和 λ, µ ∈ F，(λ+ µ) · α = (λ · α) + (µ · α)
(D2) 数乘对向量的分配律 ∀α, β ∈ V 和 λ ∈ F，λ · (α+ β) = (λ · α) + (λ · β)

则代数结构 (V,F,+, ·) 称为线性空间．通常称 V 在加法和数乘运算下构成数域 F 上的线性空间．
在不引起歧义的情况下，可以简称 V 是 F 上的线性空间．
当 F = R 时，V 称为实线性空间；当 F = C 时，V 称为复线性空间．

只有一个元素的线性空间 V = {0} 称为零空间．�
每个线性空间由“非空集合 V、数域 F、加法运算 +、数乘运算 ·”这四个基本要素构成．对

于任意两个线性空间，只要它们有一个要素不同，它们就是不同的线性空间．

例 8.1. 在通常的加法和乘法运算下，(C2,C,+, ·) 和 (C2,R,+, ·) 是不同的线性空间．

例 8.2. 在 C2 上定义加法运算 (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) 和两种数乘运算

λ · (a, b) = (λa, λb), λ ∗ (a, b) = (λa, λb),

则 (C2,C,+, ·) 和 (C2,C,+, ∗) 是不同的线性空间．

133
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定理 8.1. 数域 F 上的线性空间 V 具有下列性质．

1. V 的零向量 0 是唯一的．

2. 任意向量 α ∈ V 的加法逆元 β 是唯一的，并且 β = (−1) · α．常记作 β = −α．

通过加法逆元，可定义两个向量的减法运算 α1 − α2 = α1 + (−α2)．

3. 对于任意 λ ∈ F，α ∈ V，都有 λ · 0 = 0 · α = 0．

4. 设 λ ∈ F，α ∈ V．若 λα = 0，则 λ = 0 或 α = 0．

定义 8.2. 设 F 是定义了加法运算 a+ b 和乘法运算 a ∗ b 的非空集合．若下列运算律成立，则代数
结构 (F,+, ∗) 称为数域，或者简称 F 是一个数域．

(A1) 加法结合律 ∀a, b, c ∈ F，(a+ b) + c = a+ (b+ c)

(A2) 加法交换律 ∀a, b ∈ F，a+ b = b+ a

(A3) 加法有单位元 存在零元素 0 ∈ F 使得 ∀a ∈ F，0 + a = a

(A4) 加法有逆元 ∀a ∈ F，存在 b ∈ F 使得 a+ b = 0

(M1) 乘法结合律 ∀a, b, c ∈ F，(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
(M2) 乘法交换律 ∀a, b ∈ F，a ∗ b = b ∗ a．
(M3) 乘法有单位元 存在幺元素 1 ∈ F 使得 ∀a ∈ F，1 ∗ a = a

(M4) 乘法有逆元 ∀a ∈ F \ {0}，存在 b ∈ F 使得 a ∗ b = 1

(D1) 加乘分配律 ∀a, b, c ∈ F，(a+ b) ∗ c = (a ∗ c) + (b ∗ c)

比较以上关于“线性空间”和“数域”的定义，两者有许多相似之处．我们可以认为“向量”是

“数”的推广，向量运算降低了对“乘法”的要求，从而有更广泛的应用．

例 8.3. 容易验证，下面是一些常见的线性空间的例子．

1. 在复数的加法和乘法运算下，复数域 C 是实数域 R 上的线性空间，也是有理数域 Q 上的线
性空间．

2. 在多项式的加法和数乘运算下，多元多项式的全体 F[x1, · · · , xm] 是 F 上的线性空间．

3. 在多项式的加法和数乘运算下，次数小于 n 的一元多项式的全体 Fn[x] 是 F 上的线性空间．

4. 在函数的加法和数乘运算下，区间 [a, b] 上的连续实函数的全体 C [a, b] 是 R 上的线性空间．

5. 在级数的加法和数乘运算下，实系数幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的全体 R[[x]] 是 R 上的线性空间．

6. 在数组向量的加法和数乘运算下，F 上的 n 维数组向量的全体 Fn 是 F 上的线性空间．

7. 在数列的加法和数乘运算下，F 上的无穷数列 {an}n∈N 的全体是 F 上的线性空间．

8. 给定 A ∈ Fm×n，在数组向量的加法和数乘运算下，{x ∈ Fn×1 | Ax = 0} 是 F 上的线性空间，
称为线性方程组 Ax = 0 在 F 上的解空间．

9. 在矩阵的加法和数乘运算下，m× n 矩阵的全体 Fm×n 是 F 上的线性空间．

10. 在矩阵的加法和数乘运算下，F 上的 n 元二次型 Q(x) 的全体是 F 上的线性空间．
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定义 8.3. 设 U 是 V 的非空子集．若 U 在 V 的加法和数乘运算下封闭，即满足

α+ β ∈ U, λα ∈ U, ∀α, β ∈ U, λ ∈ F

则线性空间 (U,F,+, ·) 称为 (V,F,+, ·) 的子空间，简称 U 是 V 的子空间．特别，{0} 和 V 称为 V

的平凡子空间．

例 8.4. 下面是一些常见的子空间的例子．

1. 设 A ∈ Fm×n．{x ∈ Fn×1 | Ax = 0} 是 Fn×1 的子空间．

2. 设 A ∈ Fn×n．{X ∈ Fn×n | AX = XA} 是 Fn×n 的子空间．

3. Fn[x] 是 F[x] 的子空间．

4. R[x] 是 R[[x]] 的子空间．

定义 8.4. 设 (U,F,⊕, ∗) 和 (V,F,+, ·) 都是数域 F 上的线性空间．如果存在一一映射 ρ : U → V

满足

ρ(α⊕ β) = ρ(α) + ρ(β), ρ(λ ∗ α) = λ · ρ(α), ∀α, β ∈ U, λ ∈ F

则 ρ 称为从 (U,F,⊕, ∗) 到 (V,F,+, ·) 的同构映射，简称 F 上的线性空间 U 与 V 同构．

对于不同数域上的两个线性空间 (V1,F1,⊕, ∗)与 (V2,F2,+, ·)，可以类似地定义同构的概念．如
果存在一一映射 ρ : V1 → V2 和一一映射 σ : F1 → F2 满足

ρ(α⊕ β) = ρ(α) + ρ(β), ρ(λ ∗ α) = σ(λ) · ρ(α),
σ(λ+ µ) = σ(λ) + σ(µ), σ(λµ) = σ(λ)σ(µ), ∀α, β ∈ V1, λ, µ ∈ F1

则 (ρ, σ) 称为从 (V1,F1,⊕, ∗) 到 (V2,F2,+, ·) 的同构映射．也就是说，同构映射不仅需要保持向量
之间的一一对应，保持数之间的一一对应，也需要保持运算之间的一一对应，既保加法又保数乘．

例 8.5. 下面是一些线性空间之间的同构映射．

1. 作为 R 上的线性空间，z 7→ (Re(z), Im(z)) 是 C → R2 的同构映射．

2. A 7→ Q(x) = xTAx 是“F 上的 n 阶对称方阵”到“F 上的 n 元二次型”的同构映射．

3.
n−1∑
k=0

akx
k 7→ (a0, a1, · · · , an−1) 是 Fn[x] → Fn 的同构映射．

4. 设 x1, x2, · · · , xn ∈ F 两两不同，则 f(x) 7→ (f(x1), f(x2), · · · , f(xn)) 也是 Fn[x] → Fn 的同

构映射．

习题

以下涉及到的加法和数乘运算都是通常意义下的加法和数乘运算．

1. 证明定理 8.1．
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2. 判断下列集合是否 R 上的线性空间，并证明你的结论．

(1) 满足 f(1) = 0 的 R 上连续实函数 f(x) 的全体．

(2) 满足 f(0) = 1 的 R 上连续实函数 f(x) 的全体．

(3) R 上有界实函数 f(x) 的全体．

(4) 满足 max
x∈R

|f(x)| < 1 的 R 上实函数 f(x) 的全体．

(5) 对所有 |x| < 1 都收敛的实系数幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的全体．

(6) 收敛半径为 1 的实系数幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的全体．

3. 作为 F 上的线性空间，下列 U 是否 V 的子空间？请简要说明理由．

(1) U = F2，V = F3．

(2) U = R[x]，V = R[[x]]，F = R．

(3) U = C [0, 1]，V = C (0, 1)，F = R．

(4) U = {A ∈ V | AH = A}，V = Cn×n，F = R．

(5) U = {A ∈ V | AH = A}，V = Cn×n，F = C．

(6) U = {A ∈ V | AAH = AHA}，V = Cn×n，F = C．

4. 证明：F 上的线性空间 Fm×n 与 Fmn 同构．

5. 证明：当 m 6= n 时，F 上的线性空间 Fm 与 Fn 不同构．

6. 证明：F[x] 的子集 V1, V2 在多项式运算下都是 F[x] 的子空间，并且都与 F[x] 同构，其中

V1 = {p ∈ F[x] | p(−x) = p(x)}, V2 = {p ∈ F[x] | p′(1) = 0}.



§8.2 线性相关 137

§8.2 线性相关

设 V 是 F 上的线性空间．V 中最基本的运算是加法和数乘运算．多个加法和数乘运算的混合

运算称为线性组合运算．严格地说，

定义 8.5. 设 α1, α2, · · · , αk ∈ V，λ1, λ2, · · · , λk ∈ F．向量

β = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk

称为向量组 α1, α2, · · · , αk的一个线性组合，或者称 β可以被 α1, α2, · · · , αk 线性表出，λ1, λ2, · · · , λk

称为线性组合的系数．α1, α2, · · · , αk 的所有线性组合的集合

U = {λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk | λ1, λ2, · · · , λk ∈ F}

构成 V 的子空间，称为 α1, α2, · · · , αk 生成的子空间，记作 U = Span(α1, α2, · · · , αk)．

若存在不全为零的 λ1, λ2, · · · , λk 使得 λ1α1 +λ2α2 + · · ·+λkαk = 0，则称 α1, α2, · · · , αk 是线

性相关的，否则称 α1, α2, · · · , αk 是线性无关的．也就是说，“α1, α2, · · · , αk 是线性无关的”当且仅

当“以 λ1, λ2, · · · , λk 为变元的方程 λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk = 0 只有解 λ1 = λ2 = · · · = λk = 0”．

线性组合/线性相关/线性无关的概念可以推广到 V 的任意子集 S．S 中任意有限多个向量的

线性组合 β 称为 S 一个的线性组合，或者称 β 可以被 S 线性表出．S 的所有线性组合的集合

U = {λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk | λ1, · · · , λk ∈ F, α1, · · · , αk ∈ S, k ∈ N∗}

构成 V 的子空间，称为 S 生成的子空间，记作 U = Span(S)．
若 S 中存在有限多个向量 α1, α2, · · · , αn 是线性相关的，则 S 称为线性相关的．否则，若 S

中的任意有限多个向量 α1, α2, · · · , αn 都是线性无关的，则 S 称为线性无关的．特别，规定零向量

0 是空集 ∅ 的线性组合，Span(∅) = {0}，∅ 是线性无关的．

例 8.6. 仅有一个向量的向量组 {α} 是线性相关的当且仅当 α = 0．

例 8.7. 线性空间 R[x] 中的向量组 f1 = x(x+ 1)，f2 = x(x− 1)，f3 = x2 − 1 是线性无关的．

证明. 设实数 λ1, λ2, λ3 使得 λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0 是零函数．在等式中分别令 x = 1,−1, 0，可

得 λ1 = λ2 = λ3 = 0．故 f1, f2, f3 是线性无关的．

例 8.8. 对于任意 A ∈ Rn×n，线性空间 Rn×n 中的向量组 I, A,A2, · · · , An 是线性相关的．另外，

I, A,A2, · · · , An−1 是线性无关的当且仅当 dA = φA．

证明. 设 φA(x) =
n∑

i=0

aix
i，an = 1．根据 Cayley-Hamilton定理，

n∑
i=0

aiA
i = O．故 I, A,A2, · · · , An

是线性相关的．另外，I, A,A2, · · · , An−1 是线性相关的⇔存在非零多项式 f ∈ R[x]满足 f(A) = O

并且 0 ⩽ deg(f) ⩽ n− 1．因此，I, A,A2, · · · , An−1 是线性无关的 ⇔ dA = φA．

定理 8.2. 设 S ⊂ T ⊂ V．由定义 8.5 可得下列结论．

1. 若 S 包含零向量或者两个成比例的向量，则 S 是线性相关的．

2. 若 S 是线性相关的，则 T 是线性相关的．



138 第八章 线性空间

3. 若 T 是线性无关的，则 S 是线性无关的．

定理 8.3. 设 A =
(
α1 α2 · · · αn

)
∈ Fm×n，则 α1, α2, · · · , αn 是线性无关的 ⇔ rank(A) = n．

证明. 根据定义 8.5，α1, α2, · · · , αn 是线性无关的 ⇔ 线性方程组 Ax = 0 有唯一解 x = 0．另由 A

的相抵标准形，Ax = 0 有唯一解 x = 0 ⇔ rank(A) = n．

定理 8.4. 设 S ⊂ V．S 是线性相关的 ⇔ 存在 α ∈ S 是 S \ {α} 的线性组合．

证明. (⇒) 根据定义 8.5，存在有限多个不全是 0 的数 λ1, λ2, · · · , λk ∈ F 和两两不同的向量
α1, α2, · · · , αk ∈ S，使得 λ1α1 + λ2α2 + · · · + λkαk = 0．不妨设 λ1 6= 0，则 α1 是 α2, · · · , αk

的线性组合．再根据定义 8.5，α1 是 S \ {α1} 的线性组合．
(⇐) 设 α ∈ S 是 S \ {α} 的线性组合．根据定义 8.5，存在有限多个数 λ1, · · · , λk ∈ F 和两两

不同的向量 α1, · · · , αk ∈ S \ {α}，使得 α = λ1α1 + · · · + λkαk．因此，α, α1, · · · , αk 是线性相关

的．再根据定义 8.5，S 是线性相关的．

定理 8.5. 设 β 是 α1, α2, · · · , αk ∈ V 的线性组合．α1, α2, · · · , αk 是线性无关的 ⇔ 存在唯一的

λ1, λ2, · · · , λk ∈ F 使得 β = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk．

证明. (⇒) 若 β = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk = µ1α1 + µ2α2 + · · ·+ µkαk，则

(λ1 − µ1)α1 + (λ2 − µ2)α2 + · · ·+ (λk − µk)αk = 0 ⇒ λi = µi, ∀i.

(⇐) 若 α1, α2, · · · , αk 是线性相关的，则存在不全是 0 的数 µ1, µ2, · · · , µk ∈ F 使得 µ1α1 +

µ2α2 + · · ·+ µkαk = 0．从而有

β = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk = (λ1 + µ1)α1 + (λ2 + µ2)α2 + · · ·+ (λk + µk)αk.

与题设 λ1, λ2, · · · , λk 的唯一性矛盾．

定义 8.6. 设 S1, S2 ⊂ V．若 Span(S1) = Span(S2)，则称 S1 与 S2 等价．

定理 8.6. 设 S1, S2 ⊂ V．若 S1 与 S2 可以相互线性表出，则 S1 与 S2 等价．

证明. 由 S1 ⊂ Span(S2)，得 Span(S1) ⊂ Span(S2)．由 S2 ⊂ Span(S1)，得 Span(S2) ⊂ Span(S1)．

因此，Span(S1) = Span(S2)，即 S1 与 S2 等价．

例 8.9. 在线性空间 C [0, 2π]中，S1 = {1, cosx, cos(2x), cos(3x)}与 S2 = {1, cosx, (cosx)2, (cosx)3}
等价．

证明. 一方面，cos(2x) = 2(cosx)2−1，cos(3x) = 4(cosx)3−3 cosx；另一方面，(cosx)2 = 1
2
+ 1

2
cos(2x)，

(cosx)3 = 3
4
cosx+ 1

4
cos(3x)．根据定理 8.6，S1 与 S2 等价．

定理 8.7 (Steinitz[1] Exchange Lemma). 设 V 中的向量组 α1, α2, · · · , αm 是线性无关的，并且可以

被向量组 β1, β2, · · · , βn 线性表出，则有 (1) m ⩽ n；(2) 可以用 α1, α2, · · · , αm 替换 β1, β2, · · · , βn

中的 m 个向量，不妨设为 β1, β2, · · · , βm，使得 α1, · · · , αm, βm+1, · · · , βn 与 β1, β2, · · · , βn 等价．

[1]Ernst Steinitz，1871–1928，德国数学家．
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证明. (1) 设 αi =
n∑

j=1

aijβj，A = (aij) ∈ Fm×n．若 m > n，则线性方程组 xA = 0 有非零解

x = (x1, x2, · · · , xm) 6= 0．从而，
m∑
i=1

xiαi = 0，与 α1, α2, · · · , αm 是线性无关的矛盾．因此，m ⩽ n．

(2) 由于 α1 6= 0，故存在 a1j 6= 0．不妨设 a11 6= 0，则 β1 可以由 α1, β2, · · · , βn 线性表出．因

此，α1, β2, · · · , βn 与 β1, β2, · · · , βn 等价．

假设已知 α1, · · · , αk−1, βk, · · · , βn 与 β1, β2, · · · , βn 等价．下面证明可以用 αk 替换 βk, · · · , βn

中的某个向量，不妨设为 βk，使得 α1, · · · , αk, βk+1, · · · , βn 与 β1, β2, · · · , βn 等价．

设 αk = λ1α1 + · · · + λk−1αk−1 + λkβk + · · · + λnβn．由于 α1, · · · , αk 线性无关，必存在

j ⩾ k 使得 λj 6= 0．不妨设 λk 6= 0，则 βk 可以由 α1, · · · , αk, βk+1, · · · , βn 线性表出．因此，

α1, · · · , αk, βk+1, · · · , βn 与 α1, · · · , αk−1, βk, · · · , βn 等价，进而与 β1, β2, · · · , βn 等价．

定理 8.7 的结论可以推广到 V 中任意多个向量．

定理 8.8. 设 S1, S2 ⊂ V，S1 是线性无关的，S1 ⊂ Span(S2)，则存在单射 f : S1 → S2 使得

(S2 \ f(S1)) ∪ S1 与 S2 等价．由此可得，|S1| ⩽ |S2|．[2]

证明. 在集合 X = {A | A ⊂ S1 并且存在单射 f : A → S2 使得 (S2 \ f(A)) ∪A 与 S2 等价} 上定
义偏序 A ≺ B ⇔ A ⊂ B．根据 Zorn 引理，存在 X 关于偏序 ≺ 的一个极大元素 T．下证 T = S1，

从而结论成立．

假设存在 α ∈ S1 \ T．由 Span(S2) = Span
(
(S2 \ f(T )) ∪ T

)
，存在 λ1, · · · , λt, µ1, · · · , µs ∈ F

和 α1, · · · , αt ∈ T，β1, · · · , βs ∈ S2 \ f(T )，使得 α = λ1α1 + · · · + λtαt + µ1β1 + · · · + µsβs．再

由 S1 是线性无关的，(µ1, · · · , µs) 6= 0．不妨设 µ1 6= 0，则 β1 可以由 α1, · · · , αt, α 线性表出．设

T ′ = T ∪ {α}．把 f 扩充为 T ′ → S2 的单射，使得 f(α) = β1．T ′ ∪ (S2 \ f(T ′)) 与 T ∪ (S2 \ f(T ))
等价，进而与 S2 等价．这与 T 的极大性矛盾．�

Zorn 引理[3]：在任何一个非空的偏序集中，若任意全序子集都有上界，则这个偏序集必然存

在一个极大元素．

良序定理：对于任意集合都存在一种排序方式，使得它的所有子集都有极小元素．

选择公理[4]：从任意一族非空集合 {Si | i ∈ I} 中可选出一族元素 xi ∈ Si，∀i ∈ I．

Zorn 引理、良序定理、选择公理三者等价．

习题

1. 证明定理 8.2．

2. 判断 R 上的线性空间 R[x] 的子集 S 是否线性相关，并证明你的结论．

(1) S = {1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)k, · · · }

(2) S = {1, x, x(x+ 1), · · · , x(x+ 1) · · · (x+ k − 1), · · · }

(3) S = {xi(1− x)j | 0 ⩽ i < j ⩽ n}，其中 n 是给定的正整数．

(4) S = {(x− a0)
n, (x− a1)

n, · · · , (x− an)
n}，其中 a0, a1, · · · , an ∈ R 两两不同．

[2]|X| 表示集合 X 的元素个数或势．通常记 ℵ0 = |N|，ℵ1 = |R|．关于集合论的知识，可见参考文献 [9] Set Theory．
[3]波兰数学家 Kazimierz Kuratowski 于 1922 年首先证明了此结论，德国数学家 Max Zorn 于 1935 年独立地证明了此结论．
[4]德国数学家 Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo 于 1904 年最早提出了选择公理．
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3. 判断 R 上的线性空间 C [0, 2π] 的子集 S 是否线性相关，并证明你的结论．

(1) S = {sin(nx) | n ∈ N∗} (2) S = {cos(nx) | n ∈ N}
(3) S = {sin(mx) cos(nx) | m,n ∈ N∗} (4) S = {(sinx)m(cosx)n | m,n ∈ N∗}

4. 证明：坐标平面中的三点 A(x1, y1)，B(x2, y2)，C(x3, y3) 共线的充分必要条件是线性空间 R3

中的向量组 α1 = (x1, y1, 1)，α2 = (x2, y2, 1)，α3 = (x3, y3, 1) 线性相关．

5. 证明：若 k > n，则线性空间 Fn[x] 中的向量组 f1(x), f2(x), · · · , fk(x) 是线性相关的．

6. 证明：若 k > mn，则线性空间 Fm×n 中的向量组 A1, A2, · · · , Ak 是线性相关的．

7. 设线性空间 V 中的向量组 α1, α2, · · · , αn 满足每个 αk 都不是 α1, α2, · · · , αk−1 的线性组合，

k = 1, 2, · · · , n．证明：α1, α2, · · · , αn 是线性无关的．

8. 设线性空间 V 的子集 S1 = {α1, α2, · · · , αn}，S2 = {α1 + α2, α2 + α3, · · · , αn−1 + αn}．
证明或否定：

(1) 若 S1 线性相关，则 S2 线性相关． (2) 若 S1 线性无关，则 S2 线性无关．

9. 设线性空间 V 的子集 S1 = {α1, α2, · · · , αn}，S2 = {α1+α2, α2+α3, · · · , αn−1+αn, αn+α1}．
证明或否定：

(1) 若 S1 线性相关，则 S2 线性相关． (2) 若 S1 线性无关，则 S2 线性无关．

10. 设 V 为闭区间 [0, 1] 上全体实函数构成的实向量空间．证明：V 中向量组 f1, · · · , fn 线性无
关当且仅当存在 x1, · · · , xn ∈ [0, 1] 使得 n 阶实数方阵

(
fi(xj)

)
可逆．
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定义 8.7. 设 V 是线性空间，T ⊂ S ⊂ V．若 T 是线性无关的，并且对于任意 α ∈ S \ T，T ∪ {α}
是线性相关的，则 T 称为 S 的一个极大线性无关组．�

定义 8.7 并没有说明 S 的极大线性无关组是否存在．当 S 是有限集合时，S 的极大线性无关

组显然存在．当 S 是无限集合时，由 Zorn 引理可得 S 的极大线性无关组一定存在．

例 8.10. 求 R4 中的向量组 α1, α2, α3, α4 的所有极大线性无关组，其中

α1 =


1

0

−2

1

 , α2 =


0

−1

2

1

 , α3 =


−1

3

3

3

 , α4 =


1

1

−4

0

 .

解答. 对矩阵 A =
(
α1 α2 α3 α4

)
作初等行变换，化为阶梯形矩阵 B =

(
β1 β2 β3 β4

)
，则

α1, α2, α3, α4 的极大线性无关组与 β1, β2, β3, β4 的极大线性无关组一一对应．

A =


1 0 −1 1

0 −1 3 1

−2 2 3 −4

1 1 3 0

→


1 0 −1 1

0 −1 3 1

0 2 1 −2

0 1 4 −1

→


1 0 2 4

0 −1 3 1

0 0 7 0

0 0 1 0

→


1 0 0 4

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 0

 = B

β1, β2, β3, β4 的所有极大线性无关组为 {β1, β2, β3}，{β1, β3, β4}，{β2, β3, β4}．因此，α1, α2, α3, α4

的所有极大线性无关组为 {α1, α2, α3}，{α1, α3, α4}，{α2, α3, α4}．

定理 8.9. 设 T ⊂ S ⊂ V．T 是 S 的极大线性无关组 ⇔ T 是线性无关的并且 S ⊂ Span(T )．

证明. (⇒) 任取 α ∈ S \ T．由于 T ∪ {α} 是线性相关的，存在 T 的有限子集 {β1, · · · , βk} 和不全
是 0 的数 λ, µ1, · · · , µk ∈ F 使得 λα+µ1β1 + · · ·+µkβk = 0．再由 T 是线性无关的，得 β1, · · · , βk

是线性无关的，故 λ 6= 0，α = − 1
λ
(µ1β1 + · · ·+ µkβk) ∈ Span(T )．因此，S ⊂ Span(T )．

(⇐) 根据定义 8.7，T 是 S 的极大线性无关组．

定理 8.10. 设 T ⊂ S ⊂ V．T 的任意一个极大线性无关组可以扩充为 S 的极大线性无关组．

证明. 设 T1 是 T 的任意一个极大线性无关组，则 T1 是 S 的线性无关组．在集合

X = {A | T1 ⊂ A ⊂ S 并且 A 是线性无关的}

上定义偏序 A ≺ B ⇔ A ⊂ B．根据 Zorn 引理，存在 X 关于偏序 ≺ 的一个极大元素 S1，则 S1 是

S 的极大线性无关组．

定理 8.11. 设 S ⊂ V．S 的任意两个极大线性无关组的元素个数相同．

证明. 定理 8.8 和定理 8.9 的推论．

定义 8.8. 设 S ⊂ V．S 的任意一个极大线性无关组的元素个数称为 S 的秩，记作 rank(S)．
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例 8.11. 设 A ∈ Fm×n 的行向量组为 α1, α2, · · · , αm，列向量组为 β1, β2, · · · , βn，则有

rank(α1, α2, · · · , αm) = rank(β1, β2, · · · , βn) = rank(A).

证明. 设 r = rank(A) 并且 A[ i1 i2 ··· ir
j1 j2 ··· jr

] 可逆，则线性方程组 xA[ i1 i2 ··· ir
1 2 ··· n ] = 0 只有解 x = 0，

得 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性无关．再由定理 8.10，得 r ⩽ rank(S)．另一方面，设 αi1 , αi2 , · · · , αik 是

α1, α2, · · · , αm 的一个极大线性无关组，则线性方程组 x1αi1 + x2αi2 + · · ·+ xkαik = 0 只有解 x1 =

x2 = · · · = xk = 0．故 k = rank
(
A[ i1 i2 ··· ik

1 2 ··· n ]
)
⩽ rank(A)．综上，rank(α1, α2, · · · , αm) = rank(A)．

同理，rank(β1, β2, · · · , βn) = rank(AT ) = rank(A)．

例 8.11 利用线性空间的语言，从几何的角度阐述了矩阵的秩的含义．从而为一些关于矩阵的
秩的结论赋予了几何的解释．

例 8.12. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fm×p．证明：rank
(
A B

)
⩽ rank(A) + rank(B)．

证明. 设 T1 是 A的列向量组的极大线性无关组，T2 是 B 的列向量组的极大线性无关组，则 T1∪T2

的极大线性无关组是 (A,B) 的列向量组的极大线性无关组．因此，

rank
(
A B

)
⩽ |T1 ∪ T2| ⩽ |T1|+ |T2| = rank(A) + rank(B).

例 8.13. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p．证明：rank(AB) ⩽ rank(A)．

证明. 设 T1 是 A 的列向量组的极大线性无关组，T2 是 AB 的列向量组的极大线性无关组．T2 可

以由 T1 线性表出．根据定理 8.7，rank(AB) = |T2| ⩽ |T1| = rank(A)．

习题

1. 求 R4 中下列向量组的所有极大线性无关组．

(1) α1 = (−1,−2, 2, 0)，α2 = (−1,−1, 3, 1)，α3 = (−1, 0, 0,−2)，α4 = (−1,−2, 2, 0)

(2) α1 = (−1, 1, 1, 0)，α2 = (1, 1, 1, 1)，α3 = (0,−1, 0,−1)，α4 = (0, 0, 1,−1)，α5 = (1,−1,−1, 1)

2. 求 R2×2 中下列向量组的所有极大线性无关组．

(1) A1 =

(
3 −1

−2 2

)
，A2 =

(
2 −2

−2 1

)
，A3 =

(
0 0

0 1

)
，A4 =

(
2 0

−1 2

)

(2) A1 =

(
1 0

0 1

)
，A2 =

(
1 0

1 1

)
，A3 =

(
1 1

0 1

)
，A4 =

(
0 1

1 0

)
，A5 =

(
1 1

1 1

)
3. 求 R[x] 中下列向量组的所有极大线性无关组．

(1) p1 = x(x− 1)，p2 = (x− 1)(x− 2)，p3 = (x− 2)(x− 3)，p4 = (x− 3)(x− 4)

(2) p1 = (x− 1)3，p2 = (x− 2)3，p3 = (x− 3)3，p4 = (x− 4)3，p5 = (x− 5)3

4. 设 S1, S2 ⊂ V．证明：

(1) 若 Span(S1) = Span(S2)，则 rank(S1) = rank(S2)．

(2) 若 S1 ⊂ S2 且 rank(S1) = rank(S2) < ∞，则 Span(S1) = Span(S2)．

(3) 举例：S1 ⊂ S2 且 rank(S1) = rank(S2)，但 Span(S1) 6= Span(S2)．



§8.3 向量组的秩 143

5. 设 α1, α2, · · · , αm ∈ V，n < m．证明：

rank(α1, α2, · · · , αm)− rank(α1, α2, · · · , αn) ⩽ m− n.

利用线性空间的语言证明下列矩阵秩不等式问题．

6. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，rank(AB) = rank(A)．证明：

(1) 存在 X ∈ Fp×n 使得 ABX = A．

(2) 对于任意 Y ∈ Fq×m，都有 rank(Y AB) = rank(Y A)．

7. 设 A ∈ Fn×n，rank(Ak) = rank(Ak−1)．证明：rank(Ak+1) = rank(Ak)．

8. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fm×p，rank(A,B) = rank(A)．证明：存在 X ∈ Fn×p 使得 AX = B．

9. 设 M =

(
A B

C D

)
∈ Fm×n，A ∈ Fp×q．证明：rank(M) ⩾ rank(A)，等号成立的充分必要条

件是存在 X ∈ Fq×(n−q) 和 Y ∈ F(m−p)×p 使得 B = AX，C = Y A，D = Y AX．

10. 设 A,B ∈ Fm×n．证明：| rank(A)− rank(B)| ⩽ rank(A+B) ⩽ rank(A) + rank(B)．



144 第八章 线性空间

§8.4 基与坐标

定义 8.9. 线性空间 V 的任意一个极大线性无关组 S 称为 V 的一个基，S 的元素个数 |S| 称为 V

的维数，记作 dimV．

例 8.14.

1. 空集 ∅ 是零空间的基，零空间的维数是 0．

2. 设 U 是 V 的子空间，则 dimU ⩽ dimV．

3. 标准单位向量组 e1, e2, · · · , en 构成 Fn 的标准基，dimFn = n．

4. 基础矩阵组 {Eij | 1 ⩽ i ⩽ m，1 ⩽ j ⩽ n} 构成 Fm×n 的标准基，dimFm×n = mn．

5. 单项式 {xk | k ∈ N} 是 F[x] 的基，dimF[x] = ℵ0．

6. U = {f ∈ F[x] | f(0) = 0} 是 F[x] 的子空间，dimU = ℵ0．

例 8.15. 作为 C 上的线性空间，C 是 1 维的，任意一个非零复数 a 都构成 C 的基．作为 R 上的
线性空间，C 是 2 维的，任意两个满足 a

b
/∈ R 的非零复数 a, b 都构成 C 的基．

定义 8.10. 设 V 是 n 维线性空间．取定 V 的基 α1, α2, · · · , αn．对于任意 β ∈ V，存在唯一的

x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Fn 使得 β = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn．x 称为 β 在 α1, α2, · · · , αn 下的坐

标．定义坐标映射 ρ : V → Fn，β 7→ x．容易验证，ρ 是同构映射．

类似地，当 V 是无穷维线性空间时，设 S = {αi | i ∈ I} 是 V 的基，I 是指标集合．对于任意

β ∈ V，存在唯一的数列 X = (xi)i∈I 使得 β =
∑
i∈I

xiαi，其中 xi ∈ F 且只有有限多个 xi 6= 0．数列

X 称为 β 在 S 下的坐标．

定理 8.12. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，则 U 与 V 同构 ⇔ dimU = dimV．

证明. (⇒)设 ρ : U → V 是同构映射，S = {αi | i ∈ I}是 U 的基，T = {ρ(αi) | i ∈ I}．一方面，对任
意 v ∈ V，设 ρ−1(v) =

∑
i∈I

xiαi，其中 xi ∈ F且只有有限多个 xi 6= 0，则 v =
∑
i∈I

xiρ(αi) ∈ Span(T )．

故 Span(T ) = V．另一方面，若
∑
i∈I

xiρ(αi) = 0，其中 xi ∈ F且只有有限多个 xi 6= 0，则
∑
i∈I

xiαi = 0，

得 xi = 0，∀i ∈ I．故 T 线性无关．因此，T 是 V 的基，dimU = |S| = |T | = dimV．

(⇐) 设 S, T 分别是 U, V 的基，由 |S| = |T |，存在一一映射 ρ : S → T．设 S = {αi | i ∈ I}，
T = {βi | i ∈ I}．把 ρ 扩充为 U → V 的映射

∑
i∈I

xiαi 7→
∑
i∈I

xiβi，其中 xi ∈ F 且只有有限多个

xi 6= 0．容易验证，ρ 是同构映射．

例 8.16. 设 R 上的线性空间 V 由所有 2 阶对称实方阵构成．A1 =

(
1 0

0 1

)
，A2 =

(
0 1

1 0

)
，

A3 =

(
1 0

0 −1

)
是 V 的基．任意

(
a b

b c

)
∈ V 在 A1, A2, A3 下的坐标是

(
a+ c

2
, b,

a− c

2

)
．

例 8.17. 设 a ∈ R，f(x) ∈ Rn[x]．根据 Taylor 展开，f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k．故 f(x) 在 Rn[x]

的基 {(x− a)k | k = 0, 1, 2, · · · , n− 1} 下的坐标是
(
f(a), f ′(a), f ′′(a)

2!
, · · · , f(n−1)(a)

(n−1)!

)
．
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一个线性空间的基通常是不唯一的，一个向量在不同基下的坐标通常是不同的．下面我们讨论

线性空间 V 的不同基之间的联系，以及同一个向量在不同基下的坐标之间的联系．

定义 8.11. 设 S = {α1, α2, · · · , αn} 和 T = {β1, β2, · · · , βn} 都是 F 上的 n 维线性空间 V 的基，

βj =
n∑

i=1

pijαi, j = 1, 2, · · · , n

或者形式上记作

(
β1 β2 · · · βn

)
=
(
α1 α2 · · · αn

)

p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n
...

... · · ·
...

pn1 pn2 · · · pnn

 (8.1)

则 P = (pij) ∈ Fn×n 称为从 S 到 T 的过渡矩阵．也就是说，过渡矩阵由新基向量在原基向量下的

坐标构成．(8.1) 式称为从 S 到 T 的基变换公式．

定理 8.13. 设 S = {α1, α2, · · · , αn} 和 T = {β1, β2, · · · , βn} 都是线性空间 V 的基．

1. 设 P 是从 S 到 T 的过渡矩阵，则 P−1 是从 T 到 S 的过渡矩阵．

2. 设向量 α ∈ V 在 S 和 T 下的坐标分别是列向量 x 和 y，则有 y = P−1x．

证明. 设 Q = (qij) 是从 T 到 S 的过渡矩阵，即 αj =
n∑

i=1

qijβi，∀j．

1. 由 αj =
n∑

i=1

qij

(
n∑

k=1

pkiαk

)
=

n∑
k=1

(
n∑

i=1

pkiqij

)
αk，得 PQ = In，Q = P−1．

2. 由 α =
n∑

j=1

xjαj =
n∑

j=1

xj

(
n∑

i=1

qijβi

)
=

n∑
i=1

(
n∑

j=1

qijxj

)
βi =

n∑
i=1

yiβi，得 y = Qx = P−1x．

定义 8.12. 一个向量在不同基下的坐标之间的转换关系

x = Py 和 y = P−1x (8.2)

称为坐标变换公式．

习题

1. 求下列线性空间 V 的基和维数，并求 V 中每个向量在这个基下的坐标．

(1) F 上线性空间 V = {(a1, a2, · · · , an) ∈ Fn | a1 + a2 + · · ·+ an = 0}

(2) F 上线性空间 V = {A ∈ Fn×n | A 是下三角方阵}

(3) F 上线性空间 V = {A ∈ Fn×n | tr(A) = 0}

(4) F 上线性空间 V = {f ∈ Fn[x] | f ′(1) = 0}

(5) C 上线性空间 V = {A ∈ Cn×n | AT = −A}

(6) R 上线性空间 V = {A ∈ Cn×n | AT = −A}

(7) C 上线性空间 V = {f ∈ Cn[x] | f(i) = 0}

(8) R 上线性空间 V = {f ∈ Cn[x] | f(i) = 0}
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2. 设 {αi} 和 {βi} 都是 R 上的线性空间 V 的基，求从 {αi} 到 {βi} 的过渡矩阵．

(1) α1 = (1,−1, 1)，α2 = (−1, 0, 1)，α3 = (−1, 1, 0)，β1 = (0, 1, 2)，β2 = (2, 1, 0)，β3 = (1, 2, 1)

(2) α1 =

(
1 0

0 0

)
，α2 =

(
0 0

0 1

)
，α3 =

(
0 1

1 0

)
，β1 =

(
1 1

1 0

)
，β2 =

(
0 1

1 1

)
，β3 =

(
1 1

1 1

)
(3) α1 = x，α2 = x(x− 1)，α3 = x(x− 1)(x− 2)，β1 = x，β2 = x2，β3 = x3

(4) α1 = cos π
3
，α2 = cos(x+ π

3
)，α3 = sin(x+ π

3
)，β1 = cos 2π

3
，β2 = cos(x+ 2π

3
)，β3 = sin(x+ 2π

3
)

3. 设 {α1, α2, · · · , αn}是 n维线性空间 V 的基，P = (pij) ∈ Fn×n，βj =
n∑

i=1

pijαi，j = 1, 2, · · · , n．

证明：{β1, β2, · · · , βn} 是 V 的基 ⇔ det(P ) 6= 0．

4. 设 {α1, α2, · · · , αn}，{β1, β2, · · · , βn}，{γ1, γ2, · · · , γn} 都是 n 维线性空间 V 的基，P 是从

{α1, α2, · · · , αn} 到 {β1, β2, · · · , βn} 的过渡矩阵，Q 是从 {β1, β2, · · · , βn} 到 {γ1, γ2, · · · , γn}
的过渡矩阵．证明：PQ 是从 {α1, α2, · · · , αn} 到 {γ1, γ2, · · · , γn} 的过渡矩阵．

5. 在 R2 中以 α1 = (cos θ, sin θ)，α2 = (− sin θ, cos θ) 为基向量建立新的平面直角坐标系．求平
面曲线 f(x, y) = 0 在新坐标系下的方程．

6. 在 R2 中建立新的平面直角坐标系，化椭圆 2x2 + (x+ y)2 = 1 为标准方程．

7. 作为有理数域 Q 上的线性空间，实数域 R 与复数域 C 是否同构？证明你的结论．

8. 作为 R 上的线性空间，实系数幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的全体 R[[x]] 与实系数多项式的全体 R[x] 是

否同构？证明你的结论．

9. 设 Fn×n 的子空间 V 满足 dimV ⩾ kn+ 1．证明：存在 A ∈ V 使得 rank(A) ⩾ k + 1．

10. [5]设 Fn×n 的子空间 V 中任意两个方阵乘积可交换．证明：dimV ⩽ n2

4
+ 1．

[5]Von Herrn J. Schur, Zur Theorie der vertauschbaren Matrizen, Journal für die Reine und Angewandte Mathematik, 130 (1905),
66–76.
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§8.5 交空间与和空间

设 I 是指标集合，{Vi | i ∈ I} 是线性空间 V 的一组子空间．

定理 8.14. U =
⋂
i∈I

Vi 是 V 的子空间．U 称为 {Vi | i ∈ I} 的交空间．

证明. 由于每个 Vi 都包含 0，故 0 ∈ U，U 非空．对于任意 α, β ∈ U，λ ∈ F，由 α, β ∈ Vi 可得

α+ β，λα ∈ Vi．从而，α+ β，λα ∈ U．因此，U 是 V 的子空间．

例 8.18. 设 Vi 是所有满足 f (i)(0) = 0 的实系数多项式 f(x) 构成的 R[x] 的子空间，i ∈ N．对于
任意正整数 n，V0 ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn 与 R[x] 同构．但是，

⋂
i∈N

Vi = {0}．

假设已知每个 Vi 的基，如何计算
⋂
i∈I

Vi 的基呢？我们先看一个例子．

例 8.19. 设 V1 = Span(α1, α2)，V2 = Span(β1, β2) 都是 R3 的子空间，求 V1 ∩ V2 的基，其中

α1 = (1, 1,−1), α2 = (2,−1, 2), β1 = (1,−3, 3), β2 = (0,−1, 3).

解答. V1∩V2 中的向量 α都可以表示为 α = x1α1+x2α2 = y1β1+y2β2 的形式，其中 x1, x2, y1, y2 ∈
R．通过求解线性方程组


1 2 −1 0

1 −1 3 1

−1 2 −3 −3



x1

x2

y1

y2

 =


0

0

0

 ⇒


x1

x2

y1

 = y2


− 11

4

2
5
4


得 V1 ∩ V2 可由 α3 = −11α1 + 8α2 = (5,−19, 27) 生成．因此，{α3} 是 V1 ∩ V2 的基．

下面给出计算 V1 ∩ V2 的一种方法．设 V1, V2 是 Fn 的任意两个子空间，V1 可由 α1, · · · , αs 生

成，V2 可由 β1, · · · , βt 生成，则

V1 ∩ V2 = {x1α1 + · · ·+ xsαs | x1α1 + · · ·+ xsαs + xs+1β1 + · · ·+ xs+tβt = 0} .

对 A =
(
α1 · · · αs β1 · · · βt

)
作初等变换，化为标准形 PAQ =

(
Ir O

O O

)
，其中 P,Q 是 F

上的可逆方阵．设 Q =
(
q1 q2 · · · qs+t

)
，则线性方程组 Ax = 0 的通解

x = yr+1qr+1 + yr+2qr+2 + · · ·+ ys+tqs+t,

其中 yr+1, · · · , ys+t ∈ F．从而，

s∑
i=1

xiαi =
(
α1 · · · αs

)(
Is O

)
x =

(
α1 · · · αs

)(
Is O

)
Q

(
O

Is+t−r

)
y =

s+t∑
j=r+1

yjγj .

即 V1 ∩ V2 = Span(γr+1, · · · , γs+t)，其中(
γr+1 · · · γs+t

)
=
(
α1 · · · αs

)
Q̃, Q̃ =

(
Is O

)
Q

(
O

Is+t−r

)
= Q[ 1 ··· s

r+1 ··· s+t ].



148 第八章 线性空间

特别，当 α1, · · · , αs 和 β1, · · · , βt 分别是 V1 和 V2 的基时，根据维数定理 8.15，dimV1 ∩ V2 =

s+ t− r，从而 γr+1, · · · , γs+t 是 V1 ∩ V2 的基．

一般说来，V 的子空间的并集 S =
⋃
i∈I

Vi 不一定是 V 的子空间．例如：V1 = {(x, 0) | x ∈ F}

和 V2 = {(0, y) | y ∈ F} 都是 F2 的子空间，然而 V1 ∪ V2 在加法运算下不封闭，V1 ∪ V2 不是 F2 的

子空间．

尽管 S 不一定是 V 的子空间，Span(S) 总是 V 的子空间．Span(S) 中的每个向量 α 都可以表

示为 S 中有限多个向量的线性组合形式，因此可以表示为 α =
∑
i∈I

αi 的形式，其中 αi ∈ Vi 并且仅

有限多个 αi 6= 0．设 Si 是 Vi 的基，则
⋃
i∈I

Si 的极大线性无关组是
∑
i∈I

Vi 的基．

定义 8.13. Span(
⋃
i∈I

Vi) 称为 {Vi | i ∈ I} 的和空间，记作
∑
i∈I

Vi．

例 8.20. 设 Vi 是 xi 生成的 R[[x]] 的子空间，i ∈ N，则∑
i∈N

Vi = Span(1, x, x2, · · · ) = R[x] 6= R[[x]].

关于交空间与和空间的维数，有以下常用结论．

定理 8.15 (维数定理). 设 V1, V2 是线性空间 V 的任意两个有限维子空间，则有

dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dimV1 ∩ V2.

证明. 设 α1, · · · , αr 是 V1 ∩ V2 的基．把它分别扩充为 V1 的基 α1, · · · , αr, β1, · · · , βs 和 V2 的基

α1, · · · , αr, γ1, · · · , γt．下证 α1, · · · , αr, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt 线性无关．若

a1α1 + · · ·+ arαr + b1β1 + · · ·+ bsβs + c1γ1 + · · ·+ ctγt = 0,

其中 a1, · · · , ar, b1, · · · , bs, c1, · · · , ct ∈ F，则

a1α1 + · · ·+ arαr + b1β1 + · · ·+ bsβs = −c1γ1 − · · · − ctγt ∈ V1 ∩ V2.

从而，b1 = · · · = bs = 0，c1 = · · · = ct = 0，得 a1 = · · · = ar = 0．因此，

α1, · · · , αr, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt 是 V1 + V2 的基．由此可得，dim(V1 + V2) = r + s + t =

dimV1 + dimV2 − dimV1 ∩ V2．

例 8.21. 设 F 是无限域，V 是 F 上的线性空间，V1, V2, · · · , Vk 都是 V 的真子空间．证明：

V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk 6= V.

证明. 对 k 使用数学归纳法．当 k = 1 时，结论显然成立．下设 k ⩾ 2．记 W = V1 ∪V2 ∪ · · · ∪Vk−1．

• 当 Vk ⊂ W 时，根据归纳假设，W ∪ Vk = W 6= V．当 W ⊂ Vk 时，W ∪ Vk = Vk 6= V．

• 当 Vk 6⊂ W 且 W 6⊂ Vk 时，存在 α ∈ Vk \W，β ∈ W \ Vk．如果 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk = V，任取

k+ 1 个两两不同的数 λ1, λ2, · · · , λk+1 ∈ F，根据抽屉原理，向量组 {λiα+ β | 1 ⩽ i ⩽ k+ 1}
中必有两个向量同属于某个 Vj．由此可得 α, β ∈ Vj，矛盾．
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习题

1. 设 V1 = Span(α1, α2, α3)，V2 = Span(β1, β2, β3) 都是 R4 的子空间，求 V1 ∩ V2 的基，其中

(1) α1 = (1,−2, 2, 0)，α2 = (2, 2, 1, 1)，α3 = (−1, 2, 0, 2)，

β1 = (2,−2, 1, 0)，β2 = (1, 1, 2, 0)，β3 = (−2, 2,−1, 2)；

(2) α1 = (2,−2,−1, 2)，α2 = (0,−1,−1, 2)，α3 = (−1, 0,−1,−1)，

β1 = (0, 1, 2,−2)，β2 = (−2,−1, 2, 1)，β3 = (−2, 2,−1, 0)．

2. 设 V1 = Span(α1, α2, α3)，V2 = Span(β1, β2, β3) 都是 R5 的子空间，求 V1 + V2 的基，其中

(1) α1 = (1, 0, 2,−1, 0)，α2 = (0, 1, 0, 0, 2)，α3 = (−2, 1,−3, 2, 1)，

β1 = (0, 1, 1, 0, 1)，β2 = (−1, 1, 0, 1, 0)，β3 = (−1, 1,−2, 1, 2)；

(2) α1 = (2, 0, 1, 2, 1)，α2 = (2,−2,−3, 1, 2)，α3 = (2,−1,−1, 2, 2)，

β1 = (1,−1, 0, 1, 1)，β2 = (2, 0, 1, 3, 2)，β3 = (−1, 1, 3, 0,−1)．

3. 分别求 V1 ∩ V2 和 V1 + V2 的基，其中 V1, V2 分别是

(1) {cosn x | n ∈ N∗} 和 {sinn x | n ∈ N∗} 生成的 C [0, 2π] 的子空间．

(2) {cos(nx) | n ∈ N∗} 和 {sin(nx) | n ∈ N∗} 生成的 C [0, 2π] 的子空间．

4. 设 A =

(
In−1

0

)
，V1 = {X ∈ Rn×n | AX = XA}，V2 = {X ∈ Rn×n | ATX = XAT}．

证明：V1, V2 都是 Rn×n 的子空间．并分别求 V1, V2, V1 ∩ V2, V1 + V2 的维数．

5. 设 V1 是被 x2 + x 整除的实系数多项式的全体，V2 是被 x2 − x 整除的实系数多项式的全体．

证明：V1, V2 都是 R[x] 的子空间．并分别求 V1 ∩ V2 和 V1 + V2 的基．

6. 设 V1, V2 都是线性空间 V 的子空间．证明：若 V1 ∪ V2 = V1 + V2，则 V1 ⊂ V2 或 V2 ⊂ V1．

7. 设 V1, V2,W 都是线性空间 V 的子空间．证明：

(1) (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) 是 (V1 + V2) ∩W 的子空间．

(2) (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) = (V1 + V2) ∩W 有可能不成立．

(3) (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) = ((V1 ∩W ) + V2) ∩W = (V1 + (V2 ∩W )) ∩W．

8. 设 V1, V2,W 都是线性空间 V 的子空间．证明：

(1) (V1 ∩ V2) +W 是 (V1 +W ) ∩ (V2 +W ) 的子空间．

(2) (V1 ∩ V2) +W = (V1 +W ) ∩ (V2 +W ) 有可能不成立．

(3) ((V1 +W ) ∩ V2) +W = (V1 ∩ (V2 +W )) +W = (V1 +W ) ∩ (V2 +W )．

9. 设 V1, V2, V3 都是线性空间 V 的有限维子空间．证明或否定 dim(V1 + V2 + V3) = dimV1 +

dimV2 + dimV3 − dimV1 ∩ V2 − dimV1 ∩ V3 − dimV2 ∩ V3 + dimV1 ∩ V2 ∩ V3．
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§8.6 直和与补空间

设 I 是指标集合，{Vi | i ∈ I} 是线性空间 V 的一组子空间．

定义 8.14. 若和空间 W =
∑
i∈I

Vi 中的每个向量 α 都可以唯一地表示为 α =
∑
i∈I

αi 的形式，其中每

个 αi ∈ Vi，并且只有有限多个 αi 6= 0，则子空间运算
∑
i∈I

Vi 称为直和，W 也称为 {Vi | i ∈ I} 的直

和，记作 W =
⊕
i∈I

Vi．

定理 8.16. 设 V1, V2 都是 V 的子空间．V1 + V2 是直和的充分必要条件是 V1 ∩ V2 = {0}．

证明. (充分性) 设 α1, β1 ∈ V1，α2, β2 ∈ V2 满足 α1+α2 = β1+β2，则 α1−β1 = β2−α2 ∈ V1 ∩V2，

故 α1 = β1，α2 = β2．因此，V1 + V2 = V1 ⊕ V2．

(必要性) 若存在非零向量 α ∈ V1 ∩V2，则 0 = 0 + 0 = α+(−α)，表示方式不唯一，与 V1+V2

是直和矛盾．

例 8.22. 设 V 的子空间 U1, U2,W 满足 U1 ⊂ U2 并且 V = U1 ⊕W = U2 ⊕W，则 U1 = U2．

证明. 任取 α2 ∈ U2．由 V = U1 ⊕ W 知，存在 α1 ∈ U1 和 β ∈ W 使得 α2 = α1 + β．故

β = α2 − α1 ∈ U2 ∩W．根据定理 8.16，β = 0，从而 α2 = α1 ∈ U1．因此，U2 = U1．

定理 8.17. 设 V1, V2, · · · , Vk 都是线性空间 V 的有限维子空间．
k∑

i=1

Vi 是直和的充分必要条件是

dim
k∑

i=1

Vi =
k∑

i=1

dimVi．

证明. 设 Si 是 Vi 的基，S =
k⋃

i=1

Si，则 U =
k∑

i=1

Vi = Span(S)，并且 |S| ⩽
k∑

i=1

|Si| =
k∑

i=1

dimVi．

(充分性) 设 dimU =
k∑

i=1

dimVi，则 S 是 U 的基，U 中的每个向量 α 都可以唯一地表示为

α =
k∑

i=1

αi 的形式，其中 αi ∈ Vi．因此，U =
k⊕

i=1

Vi．

(必要性) 设 U =
k⊕

i=1

Vi，则 S 线性无关．因此，S 是 U 的基，dimU = |S| =
k∑

i=1

dimVi．

定理 8.18.
∑
i∈I

Vi 是直和的充分必要条件是对于任意 i ∈ I，Vi ∩

(∑
j ̸=i

Vj

)
= {0}．

证明. (充分性) 设 αj , βj ∈ Vj 满足
∑
j∈I

αj =
∑
j∈I

βj．若存在 αi 6= βi，则有 αi − βi =
∑
j ̸=i

(βj − αj) ∈

Vi ∩

(∑
j ̸=i

Vj

)
= {0}，与 αi 6= βi 矛盾．因此，

∑
j∈I

Vj 是直和．

(必要性) 对于任意 i ∈ I，若存在非零向量 α ∈ Vi ∩

(∑
j ̸=i

Vj

)
，则存在 {j1, · · · , jk} ⊂ I \ {i} 和

β1 ∈ Vj1 , · · · , βk ∈ Vjk 使得 α = β1 + · · ·+ βk．从而，0 = 0 + 0 + · · ·+ 0 = (−α) + β1 + · · ·+ βk，

表示方式不唯一，与
∑
i∈I

Vi 是直和矛盾．

定义 8.15. 设 V1, V2 都是 V 的子空间．若 V = V1 ⊕ V2，则 V1 称为 V2 的一个补空间．
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例 8.23. 求 R5 的子空间 Span(α1, α2, α3) 的一个补空间，其中

α1 = (1, 0,−2, 2, 2), α2 = (1,−1, 2, 1, 1), α3 = (2, 1, 2, 1, 0).

解答. 作初等行变换，
α1

α2

α3

 =


1 0 −2 2 2

1 −1 2 1 1

2 1 2 1 0

→


1 0 −2 2 2

0 −1 4 −1 −1

0 1 6 −3 −4

→


1 0 −2 2 2

0 1 −4 1 1

0 0 10 −4 −5

 =


β1

β2

β3

 ,

则 Span(α1, α2, α3) = Span(β1, β2, β3)．由 β1, β2, β3, e4, e5 是 R5 的基，可得 Span(e4, e5) 是

Span(α1, α2, α3) 的一个补空间．

下面给出计算 Fn 的子空间 V1 = Span(α1, α2, · · · , αm) 的一个补空间的通常方法．

设 m × n 矩阵


α1

...

αm

 = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P,Q 都是 F 上的可逆方阵，Q 的行向量分别

为 β1, β2, · · · , βn，则向量组 α1, α2, · · · , αm 与 β1, β2, · · · , βr 等价，β1, β2, · · · , βr 是 V1 的一个基，

V2 = Span(βr+1, βr+2, · · · , βn) 是 V1 的一个补空间，βr+1, βr+2, · · · , βn 是 V2 的一个基．

尽管补空间通常是不唯一的，我们有如下结论．

定理 8.19. 设 U 是 V 的子空间，V1, V2 都是 U 的补空间，则 V1 与 V2 同构．

证明. 对于任意 v ∈ V1，由 V = U ⊕ V2 知，存在唯一的 u ∈ U 和 w ∈ V2 使得 v = u+w．故可以

定义映射 ρ : V1 → V2, v 7→ w．为了证明 ρ 是同构映射，只需验证 ρ 是一一映射并且 ρ 既保加法

又保数乘．设 v1, v2 ∈ V1，λ ∈ F，v1 = u1 + w1, v2 = u2 + w2，其中 u1, u2 ∈ U, w1, w2 ∈ V2．

(1) 若 ρ(v1) = ρ(v2)，即 w1 = w2，则 u1 − u2 = v1 − v2 ∈ U ∩ V1，得 v1 = v2．故 ρ 是单射．

(2) 对于任意 w ∈ V2，由 V = U ⊕ V1 知，存在 u ∈ U 和 v ∈ V1 使得 w = u + v，从而有

v = (−u) + w，w = ρ(v)．故 ρ 是满射．

(3) 由 v1 + v2 = (u1 + u2) + (w1 + w2) 可得 ρ(v1 + v2) = w1 + w2 = ρ(v1) + ρ(v2)．

(4) 由 λv = (λu) + (λw) 可得 ρ(λv) = λw = λρ(v)．

综上，ρ 是同构映射．

习题

1. 设 Rn×n 的子空间 V1, V2 分别由对称方阵和反对称方阵构成．证明：Rn×n = V1 ⊕ V2．

2. 设 R[x] 的子空间 V1 = {f ∈ R[x] | f(−x) = f(x)}，V2 = {f ∈ R[x] | f(−x) = −f(x)}．

证明：R[x] = V1 ⊕ V2．

3. 设 A ∈ Rm×n，Rn 的子空间 V1 由 A 的行向量生成，V2 是方程组 Ax = 0 在 R 上的解空间．

(1) 证明：Rn = V1 ⊕ V2．

(2) 把实数域 R 换成任意数域 F，(1) 中结论是否仍然成立？证明你的结论．

4. 证明：
k∑

i=1

Vi 是直和的充分必要条件是

(
i−1∑
j=1

Vj

)
∩ Vi = {0}，∀i．
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5. 设 I 是指标集合，{Vi | i ∈ I} 是线性空间 V 的一组子空间．证明：下列 4 个叙述相互等价．

1⃝
∑
i∈I

Vi 是直和．

2⃝ 任取 I 的有限子集 J，
∑
j∈J

Vj 是直和．

3⃝ 任取 Vi 的基 Si，则 {Si | i ∈ I} 两两不相交，且
⋃
i∈I

Si 是
∑
i∈I

Vi 的基．

4⃝ 任取非零向量 αi ∈ Vi，{αi | i ∈ I} 是线性无关的．

6. 求实线性空间 V = {f ∈ R[x] | f(1) = 0} 的子空间 U = {f ∈ V | f(−1) = 0} 的一个补空间．

7. 求实线性空间 V = {A ∈ Cn×n | tr(A) = 0} 的子空间 U = {A ∈ V | AT = A} 的一个补空间．

8. 求复线性空间 V = {A ∈ Cn×n | tr(A) = 0} 的子空间 U = {A ∈ V | AT = A} 的一个补空间．

9. 设 I 是指标集合，Ai ∈ Rmi×n，Rn 的子空间 Ui 由 Ai 的行向量生成，Vi 是方程组 Aix = 0
在 R 上的解空间，∀i ∈ I．

⋂
i∈I

Vi 是否一定是
∑
i∈I

Ui 的补空间？证明你的结论．

10. 设 I 是指标集合，Vi 是线性空间 V 的子空间 Ui 的补空间，∀i ∈ I．
⋂
i∈I

Vi 是否一定是
∑
i∈I

Ui

的补空间？证明你的结论．
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§8.7 直积与商空间

直积是一个容易与直和相混淆的概念．商空间是一个容易与补空间相混淆的概念．这两组概念

之间既存在区别又有着联系．

定义 8.16. 设 I 是指标集合，{Vi | i ∈ I} 是 F 上的一组线性空间．集合

V = {(xi)i∈I | xi ∈ Vi}

称为集合族 Vi (i ∈ I) 的直积或 Cartesian[6]积，记作 V =
∏
i∈I

Vi．在 V 上定义加法和数乘运算

(xi) + (yi) = (xi + yi), λ · (xi) = (λxi), λ ∈ F.

容易验证，(V,F,+, ·) 构成线性空间，称为线性空间族 Vi (i ∈ I) 的直积或 Cartesian 积．

例 8.24. Fn =
n∏

i=1

F．

定理 8.20. 设 V1, · · · , Vk 都是线性空间 V 的子空间，且
k∑

i=1

Vi 是直和，则
k∏

i=1

Vi 与
k⊕

i=1

Vi 同构．

证明. 设映射 ρ :
k∏

i=1

Vi →
k⊕

i=1

Vi，(α1, · · · , αk) 7→ α1 + · · ·+ αk．由
k∑

i=1

Vi 是直和，可得 ρ 是一一映

射．对于任意 α = (α1, · · · , αk)，β = (β1, · · · , βk) ∈
k∏

i=1

Vi 和 λ ∈ F，有

ρ(α+ β) =
k∑

i=1

(αi + βi) = ρ(α) + ρ(β), ρ(λα) =
k∑

i=1

λαi = λρ(α).

因此，ρ 是同构映射．

根据定理 8.20，可得如下推论．

定理 8.21. 设 V1, · · · , Vk 都是 F 上的有限维线性空间，则 dim
k∏

i=1

Vi =
k∑

i=1

dimVi．

证明. 设
k∏

i=1

Vi 的子空间 Ui = {0, · · · ,0, αi,0, · · · ,0) | αi ∈ Vi}，则 Ui 与 Vi 同构且
k∏

i=1

Vi =

k⊕
i=1

Ui．

当指标集合 I 是无限集合时，
∏
i∈I

Vi 与
⊕
i∈I

Vi 具有完全不同的结构．

例 8.25. 设 Vi = {axi | a ∈ R}，i ∈ N．每个 Vi 与 R 同构．
∏
i∈N

Vi 与 R[[x]] 同构．
⊕
i∈N

Vi = R[x]．

定义 8.17. 设 V 是 F 上的线性空间，W 是 V 的子空间．

对于任意 α ∈ V，集合 {α+ w | w ∈ W} 称为 α 所在的模 W 的同余类，记作 α+W 或 [α]．

在所有模 W 的同余类的集合 U = {[α] | α ∈ V } 上定义加法和数乘运算

[α] + [β] = [α+ β], λ · [α] = [λα], λ ∈ F.

容易验证，ρ 的定义是合理的，与 α, β 的选取无关．代数结构 (U,F,+, ·) 构成线性空间，称为 V

关于 W 的商空间，记作 U = V /W．
[6]René Descartes，1596–1650，法国哲学家、数学家．
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定理 8.22. 设 W 是线性空间 V 的子空间，U 是 W 的一个补空间，则 V /W 与 U 同构．

证明. 设映射 ρ : U → V /W，u 7→ [u]．由于 V = U ⊕W，对于任意 α ∈ V，存在唯一的 u ∈ U 和

w ∈ W 使得 α = u+ w．[α] = [u] 并且 [α] ∩ U = {u}．故 ρ 是一一映射．根据定义 8.17，对于任
意 α, β ∈ U 和 λ ∈ F，有 ρ(α+ β) = ρ(α) + ρ(β)，ρ(λα) = λρ(α)．因此，ρ 是同构映射．

根据定理 8.22，可得如下推论．

定理 8.23. 设 W 是有限维线性空间 V 的子空间，则 dim(V /W ) = dimV − dimW．

例 8.26. 设 A ∈ Fm×n，U 是 A 的列向量生成的 Fm 的子空间，W 是线性方程组 Ax = 0 的解空
间，构造从 Fn/W 到 U 的同构映射．

解答. 设映射 ρ : Fn/W → U，[α] 7→ Aα．对于任意 α, β ∈ Fn，[α] = [β] ⇔ Aα = Aβ．故 ρ 的定

义是合理的，并且 ρ 是单射．对于任意 u ∈ U，u 是 A 的列向量的线性组合，线性方程组 Ax = u

有解．故 ρ 是满射．容易验证，ρ 既保加法又保数乘．因此，ρ 是同构映射．

习题

1. 设 V 是定义在区间 I 上的所有实值函数 f : I → R 构成的集合．证明：V 在函数的加法、数

乘运算下构成 R 上的线性空间，并且 V 与
∏
i∈I

R 同构．

2. 设 Ui,Wi 都是 F 上的线性空间 Vi 的子空间，i = 1, 2．证明：

(1) (U1 +W1)× (U2 +W2) 是 V1 × V2 的子空间．

(2) 设 U1 +W1 是直和．是否一定有 (U1 ⊕W1)× V2 = (U1 × V2)⊕ (W1 × V2)？证明你的结论．

3. 设 U,W 都是线性空间 V 的子空间．证明：(U +W )/W 与 U/(U ∩W ) 同构．

4. 设 V 是 Rn 的 r 维子空间，r < n．证明：存在 A ∈ R(n−r)×n 使得 V = {x ∈ Rn | Ax = 0}．

5. 设 A ∈ Fm×n，U 是 A 的行向量生成的 Fn 的子空间，W 是线性方程组 Ax = 0 的解空间，构
造从 Fn/W 到 U 的同构映射．

6. 设 I 是指标集合，Wi 是 F上的线性空间 Vi 的子空间，∀i ∈ I．证明：W =
∏
i∈I

Wi 是 V =
∏
i∈I

Vi

的子空间，并且 V /W 与
∏
i∈I

(Vi/Wi) 同构．

7. 设 I 是指标集合，Vi 是线性空间 V 的子空间，Wi 是 Vi 的子空间，∀i ∈ I．记 U =
⊕
i∈I

Vi，

W =
⊕
i∈I

Wi．U/W 与
∏
i∈I

(Vi/Wi) 是否一定同构？证明你的结论．



第九章 线性变换

§9.1 基本概念

定义 9.1. 设 (U,F,⊕, ∗) 和 (V,F,+, ·) 都是 F 上的线性空间．若映射 A : U → V 满足

A(α⊕ β) = A(α) +A(β), A(λ ∗ α) = λ · A(α), ∀α, β ∈ U, λ ∈ F

则 A 称为 U → V 的线性映射或线性算子．在不引起歧义的情况下，可以把 A(α) 记作 Aα，表示

线性算子 A 作用于向量 α．U → V 的线性映射的全体记作 L(U, V )．特别，当 U = V 时，线性映

射 A : V → V 也称为 V 上的线性变换．V 上的线性变换的全体记作 L(V )．

例 9.1. 设 U, V 都是 F 上的线性空间．容易验证，下列映射都是线性映射．

1. 零映射 O : U → V，α 7→ 0．

2. 恒等变换 I : V → V，α 7→ α．

3. 转置映射 T : Fm×n → Fn×m，X 7→ XT．

4. 乘积映射M : Fm×n → Fp×q，X 7→ PXQ，其中 P ∈ Fp×m，Q ∈ Fn×q 是给定的常矩阵．

5. 微分变换 D : F[x] → F[x]，p(x) 7→ p′(x)．

6. 积分变换 S : F[x] → F[x]，p(x) 7→
∫ x

0
p(t)dt，其中 CharF = 0．

7. 嵌入映射 σ : U → U × V，α 7→ (α,0)．

8. 投影映射 π : U → U/V，α 7→ [α]，其中 V 是 U 的子空间．

定理 9.1. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V )．有下列结论．

1. A(0) = 0．

2. A(λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) = λ1A(α1) + λ2A(α2) + · · ·+ λnA(αn)，∀αi ∈ U，λi ∈ F．

3. 若 α1, α2, · · · , αn ∈ U 线性相关，则 Aα1,Aα2, · · · ,Aαn ∈ V 线性相关．

4. 若 Aα1,Aα2, · · · ,Aαn ∈ V 线性无关，则 α1, α2, · · · , αn ∈ U 线性无关．

5. A 是单射当且仅当对于任意非零向量 α ∈ U，Aα 6= 0．

6. A 是满射当且仅当存在 S ⊂ U 使得 A(S) 是 V 的基．

155
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定理 9.2. 设 U, V 是 F 上的线性空间，I 是指标集合，{αi | i ∈ I} 是 U 的基，{βi | i ∈ I} 是 V

中任意一组向量，则存在唯一的线性映射 A ∈ L(U, V ) 使得 Aαi = βi，∀i ∈ I．

证明. (存在性) 构造映射 A : U → V 如下．设 A(0) = 0．对于任意非零向量 α ∈ U，存在唯一的

正整数 k 和 i1, i2, · · · , ik ∈ I 和 x1, x2, · · · , xk ∈ F \ {0} 使得 α = x1αi1 + x2αi2 + · · ·+ xkαik．设

A(α) = x1βi1 + x2βi2 + · · ·+ xkβik．容易验证 A 是线性映射．
(唯一性) 若线性映射 B 也满足 Bαi = βi，∀i，则 Bα = x1Bαi1 + x2Bαi2 + · · ·+ xkBαik = Aα，

∀α ∈ V．因此，B = A．

当 U, V 都是有限维线性空间时，我们可以定义线性映射 A ∈ L(U, V ) 的矩阵表示．

定义 9.2. 取定 U 的基 S = {α1, α2, · · · , αn} 和 V 的基 T = {β1, β2, · · · , βm}．设

Aαj =
m∑
i=1

aijβi, ∀j

或者形式上记作

(
Aα1 Aα2 · · · Aαn

)
=
(
β1 β2 · · · βm

)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn


则矩阵 A = (aij) ∈ Fm×n 称为线性映射 A 在 S, T 下的矩阵表示．也就是说，A 在 S, T 下的矩阵

表示由 A(S) 在 T 下的坐标构成．A 与 A 的关系如下图所示．

α ∈ U
A−−−−→ Aα ∈ V

S

y yT

x ∈ Fn A−−−−→ Ax ∈ Fm

特别，当 U = V 且 βi = αi 时，A 也称为线性变换 A 在 S 下的矩阵表示．

对于任意 α ∈ U，设 α = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn，Aα = y1β1 + y2β2 + · · ·+ ymβm．由

Aα =
n∑

j=1

xjAαj =
m∑
i=1

xj

(
n∑

j=1

aijβi

)
=

m∑
i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
βi

可得 yi =
n∑

j=1

aijxj，∀i，即 y = Ax．这称为线性映射 A 在 S, T 下的坐标表示．

例 9.2. 转置映射 f : F2×3 → F3×2，X 7→ XT 在 F2×3 的基 E11, E12, E13, E21, E22, E23 和 F3×2 的

基 E11, E12, E21, E22, E31, E32 下的矩阵表示为

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1


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例 9.3. 微分映射 D : Fn[x] → Fn[x]，f(x) 7→ f ′(x) 在 Fn[x] 的基 1, x, · · · , xn−1 下的矩阵表示为

0 1

0 2

. . .
. . .

0 n− 1

0


.

例 9.4. 在例 2.11 中，y = (A⊗ I)x 是 F2×2 上的线性变换 X 7→ AX 在 E11, E12, E21, E22 下的坐

标表示，y = (I ⊗BT )x 是 X 7→ XB 的坐标表示，y = (A⊗BT )x 是 X 7→ AXB 的坐标表示．

由于每个线性空间可以取不同的基，一个线性映射在不同基下的矩阵表示一般是不同的，那么

它们之间有何联系呢？

定理 9.3. 设 U, V 都是 F 上的有限维线性空间，S1, S2 是 U 的两组基，P 是从 S1 到 S2 的过渡

矩阵，T1, T2 是 V 的两组基，Q 是从 T1 到 T2 的过渡矩阵，线性映射 A : U → V 在 Si, Ti 下的矩

阵表示为 Ai，则有 A2 = Q−1A1P．因此，A1 与 A2 相抵．特别，当 U = V，S1 = T1，S2 = T2

时，A1 与 A2 相似．

证明. P 的列向量是 S2 在 S1 下的坐标．根据 A 的坐标表示，A1P 的列向量是 A(S2) 在 T1 下的

坐标．再根据坐标变换公式，A(S2) 在 T2 下的坐标 A2 = Q−1A1P．

习题

1. 证明定理 9.1．

2. 判断下列映射 A 是否 V → V 的线性映射，并证明你的结论．

(1) F = R，V = Cn×n，X 7→ XT．

(2) F = C，V = Cn×n，X 7→ XT．

(3) F = R，V = Cn×n，X 7→ XH．

(4) F = C，V = Cn×n，X 7→ XH．

(5) F = R，V = C2×2，X 7→ X∗ (伴随方阵)．

(6) F = C，V = C2×2，X 7→ X+ (Moore-Penrose 广义逆)．

(7) F = R，V = R[x]，p(x) 7→ p(x2)．

(8) F = R，V = R[x]，p(x) 7→ (p(x))2．

(9) F = R，V = R[x]，p(x) 7→
∫ 1+x2

1−x2 p(t)dt．

(10) F = R，V = R[x]，p(x) 7→
∫ +∞
−∞ e−(x+t)2 p(t2)dt．

3. 视 C 为 R 上的线性空间．映射 A : C → R2×2, a + b i 7→
(

a b

−b a

)
是否线性映射/单射/满

射/可逆映射？证明你的结论．
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4. 设 U, V 是 F 上的线性空间，I 是指标集合，{αi | i ∈ I} ⊂ U，{βi | i ∈ I} ⊂ V．证明：下列

两个叙述等价．

1⃝ 存在线性映射 A : U → V 使得 f(αi) = βi，∀i ∈ I．

2⃝ 若 F 中仅有限多项非零的数列 {xi | i ∈ I} 满足
∑
i∈I

xiαi = 0，则
∑
i∈I

xiβi = 0．

5. 写出下列线性变换 A ∈ L(V ) 在标准基或指定基下的矩阵表示．

(1) V = R2，A 把任意平面向量绕原点顺时针旋转 θ．

(2) V = R3，A 把任意空间向量绕 (1, 1, 1) 右手定则旋转 θ．

(3) V = R3，A 把任意点垂直投影到平面 x1 + x2 + x3 = 0 上．

(4) V = R3，A 把任意点映到它关于平面 x1 + x2 + x3 = 0 的对称点．

(5) V = F2×2，A(X) = tr(X)A，其中 A ∈ V 是常矩阵．

(6) V = F2×2，A(X) = PXQ，其中 P,Q ∈ V 是常矩阵．

(7) V = F2×2，A(X) = PXTQ，其中 P,Q ∈ V 是常矩阵．

(8) V = R4[x]，基 1, x− a, (x− a)2, (x− a)3，A 是微分变换，其中 a ∈ R 是常数．

(9) V = {(c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3) ex | c0, c1, c2, c3 ∈ R}，A 是微分变换．

(10) V = {a1 cosx+ a2 cos(2x) + b1 sinx+ b2 sin(2x) | a1, a2, b1, b2 ∈ R}，A 是微分变换．

6. 已知 R3 上的线性变换 A : αi 7→ βi，∀i = 1, 2, 3．分别求 A 在 {e1, e2, e3}，{α1, α2, α3}，
{β1, β2, β3} 下的矩阵表示，其中

(1) α1 = (0, 1, 0)，α2 = (1, 0, 1)，α3 = (1, 1, 0)，β1 = (0, 1, 1)，β2 = (0, 0, 1)，β3 = (1, 1, 1)．

(2) α1 = (0, 1, 1)，α2 = (1, 0, 1)，α3 = (1, 1, 0)，β1 = (2, 1, 1)，β2 = (1, 2, 1)，β3 = (1, 1, 2)．

7. 分别求满足条件的所有线性变换 A ∈ L(Fn×n)．

(1) A(XT ) = A(X) (2) A(XT ) = (A(X))T (3) A(XY ) = A(Y X)

(4) A(XY ) = A(X)A(Y )[1] (5) A(XY ) = A(Y )A(X)

[1]参考第五届全国大学生数学竞赛数学类预赛第六题．
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§9.2 线性映射的运算

定义 9.3. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，A,B ∈ L(U, V )，λ ∈ F．定义线性映射的加法运算 A+ B
和数乘运算 λA 如下．

(A+ B)α = Aα+ Bα, (λA)α = λ(Aα), ∀α ∈ U.

容易验证，A+ B 和 λA 都是 U → V 的线性映射．从而，L(U, V ) 和 L(V ) 在线性映射的加

法和数乘运算下均构成 F 上的线性空间．

定理 9.4. 设 U, V 都是 F 上的有限维线性空间，dimU = n，dimV = m，S, T 分别是 U, V 的基．

对于任意线性映射 A ∈ L(U, V )，设 A 是 A 在 S, T 下的矩阵表示，则映射

ρ : L(U, V ) → Fm×n, A 7→ A

是线性映射，也是同构映射．从而，dimL(U, V ) = mn．

定义 9.4. 设 U, V,W 都是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V )，B ∈ L(V,W )，则复合映射

B ◦ A : U → W, α 7→ B(A(α))

也是线性映射．B ◦ A 称为线性映射 B 与 A 的乘积．在不引起歧义的情况下，可以把 B ◦ A 记作
BA，称为两个线性算子的乘积．
设 A ∈ L(V )，k 是正整数．Ak = A ◦ · · · ◦ A︸ ︷︷ ︸

k

称为 A 的 k 次方幂．特别，规定 A0 = I 是恒

等变换．对于任意 p(x) = c0 + c1x + · · · + ckx
k ∈ F[x]，线性变换 c0I + c1A + · · · + ckAk ∈ L(V )

称为 A 的多项式，记作 p(A)．

容易验证，对于任意 A ∈ L(V ) 和 p(x), q(x) ∈ F[x]，有

(p+ q)(A) = p(A) + q(A), (p · q)(A) = p(A)q(A).

也就是说，对于取定的线性变换 A，映射 p(x) 7→ p(A) 保持多项式的加法、乘法运算与线性变换的

加法、乘法运算之间的对应关系，这种映射称为从 F[x] 到 F[A] 的同态映射．

定理 9.5. 设 SU , SV , SW 分别是 F上的有限维线性空间 U, V,W 的基，A是 A ∈ L(U, V )在 SU , SV

下的矩阵表示，B 是 B ∈ L(V,W ) 在 SV , SW 下的矩阵表示，则 BA 是 B ◦ A 在 SU , SW 下的矩

阵表示．

由定理 9.4 和定理 9.5 可知，在取定有限维线性空间的基的情况下，线性映射与其矩阵表示一
一对应，并且线性映射的乘积 (复合) 与矩阵的乘积一一对应．

α ∈ U
A−−−−→ Aα ∈ V

B−−−−→ B(Aα) ∈ W

SU

y ySV

ySW

x
A−−−−→ y = Ax

B−−−−→ z = By = BAx

定义 9.5. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V )，B ∈ L(V,U)．若 AB = IV，则称 A 是 B
的左逆，B 是 A 的右逆．若 A 既有左逆 B 又有右逆 C，则有 B = B(AC) = (BA)C = C，B 称为 A
的逆映射，记作 B = A−1，并称 A 是可逆的．
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定理 9.6. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V )．A 有左逆/有右逆/可逆当且仅当 A 是单
射/满射/一一映射．

证明. 当 A 有左逆 B 时，Aα = Aβ ⇒ B(Aα) = B(Aβ) ⇒ α = β．故 A 是单射．
当 A 是单射时，设 {αi | i ∈ I} 是 U 的一组基，βi = Aαi，则 {βi | i ∈ I} 线性无关，可以扩充

为 V 的一组基 {βj | j ∈ J}，其中 I ⊂ J．根据定理 9.2，存在 B ∈ L(V,U)使得 Bβj =

αj , j ∈ I

0, j /∈ I
．

B 是 A 的左逆．
当 A 有右逆 B 时，对于任意 α ∈ V，β = Bα 满足 Aβ = α．故 A 是满射．
当 A 是满射时，设 {αi | i ∈ I} 是 V 的一组基，αi = Aβi．根据定理 9.2，存在 B ∈ L(V,U)

使得 Bαi = βi，∀i ∈ I．B 是 A 的右逆．
综上，A 可逆 ⇔ A 既有左逆又有右逆 ⇔ A 既是单射又是满射 ⇔ A 是一一映射．

定理 9.7. 设 U, V 都是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(U, V )，S, T 分别是 U, V 的基，A 是 A 在
S, T 下的矩阵表示．A 有左逆/有右逆/可逆当且仅当 A 有左逆/有右逆/可逆．

证明. 设 B 是 B ∈ L(V,U)在 T, S 下的矩阵表示．BA = IU ⇔ BA = I．AB = IV ⇔ AB = I．

习题

1. 证明定理 9.4 和定理 9.5．

2. 设 U = Fm，V = Fn．求 L(U, V ) 的一个基 S，以及任意 A ∈ L(U, V ) 在 S 下的坐标．

3. 设 A,B ∈ L(Fn)，CharF ∤ n．证明：C = AB − BA 一定不是恒等变换．

4. 设 U = Fm×n，V = Fp×q，A ∈ L(U, V ) : X 7→ PXQ，P ∈ Fp×m，Q ∈ Fn×q．

(1) 当 P,Q 满足何条件时，A 有左逆？并求 A 的所有左逆．

(2) 当 P,Q 满足何条件时，A 有右逆？并求 A 的所有右逆．

(3) 当 P,Q 满足何条件时，A 可逆？并求 A−1．

5. 设 V = Fn×n，A ∈ L(V ) : X 7→ aX + bXT，a, b ∈ F．

(1) 求 a, b 应满足的充分必要条件使得 A 可逆．

(2) 求 A 的最小多项式．

6. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(V )．证明：

(1) 存在非零多项式 p(x) ∈ F[x] 使得 p(A) = O．

(2) A 是单射 ⇔ A 是满射 ⇔ A 可逆．

(3) 当 V 是无限维时，(1) 和 (2) 是否仍然成立？证明你的结论．

7. 设 V = Fn[x]，CharF = 0，A ∈ L(V ) : f(x) 7→ f(x+ 1)．

(1) 证明：A 是 V 上的可逆线性变换．

(2) 求 A 在 1, x, x2, · · · , xn−1 下的矩阵表示．

(3) 设 D ∈ L(V ) 是微分变换，p(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
∈ F[x]．证明：A = p(D)．
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8. 设 V = F[x]，CharF = 0，D,S ∈ L(V ) 分别是例 9.1 中的微分变换和积分变换．

(1) 求 D ◦ S 和 S ◦ D，并说明 D 和 S 是否有左逆/有右逆/可逆．

(2) 设M ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf(x)．证明：D ◦M−M◦D = I 是恒等变换．

(3) 设 A ∈ L(V ) 满足 A ◦ D = D ◦ A．证明：存在数列 {ak} ⊂ F 使得 A(f) =
deg f∑
k=0

akDk(f)．

(4) 设 A ∈ L(V ) 满足 A ◦ S = S ◦ A．证明：存在 p ∈ F[x] 使得 A = p(S)．
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§9.3 对偶空间

定义 9.6. 设 V 是 F 上的线性空间．V ∗ = L(V,F) 称为 V 的对偶空间．任意 f ∈ V ∗ 也称为 V 上

的线性函数或线性泛函．

例 9.5. 设 V 是 F 上的线性空间，S = {αi | i ∈ I} 是 V 的基．映射 pk :
∑
i∈I

xiαi 7→ xk 是 V 上的

线性函数，∀k ∈ I．

例 9.6. 设 V = C [0, 1]，a ∈ [0, 1]，g ∈ V．映射 τ : f 7→ f(a) 和 σ : f 7→
∫ 1

0
f(t)g(t)dt 都是 V 上

的线性函数．

定理 9.8. 设 dimV = n < ∞，则 dimV ∗ = n，从而 V ∗ 与 V 同构．

证明. 任取 V 的基 α1, α2, · · · , αn，设 pk ∈ V ∗ :
n∑

i=1

xiαi 7→ xk．注意到

(1) 若
n∑

i=1

λipi 是零函数，则

(
n∑

i=1

λipi

)
(αk) = λk = 0，∀k．故 p1, p2, · · · , pn 线性无关．

(2) 对任意 f ∈ V ∗ 和 v =
n∑

i=1

xiαi ∈ V，f(v) =
n∑

i=1

xif(αi) =
n∑

i=1

pi(v)f(αi) =

(
n∑

i=1

f(αi)pi

)
(v)．

故 f =
n∑

i=1

f(αi)pi．

因此，p1, p2, · · · , pn 是 V ∗ 的基，dimV ∗ = n．根据定理 8.12，V ∗ 与 V 同构．

定义 9.7. 设 S = {α1, α2, · · · , αn} 是 n 维线性空间 V 的基．定理 9.8 的证明中的 {p1, p2, · · · , pn}
称为 S 的对偶基．通常记 S∗ = {α∗

1, α
∗
2, · · · , α∗

n}，其中 α∗
i = pi．任意 f ∈ V ∗ 在 S∗ 下的坐标为

(f(α1), f(α2), · · · , f(αn))．

例 9.7. 设 V = Fn×n，S = {Eij | 1 ⩽ i, j ⩽ n} 是 V 的基，S 的对偶基 S∗ = {E∗
ij | 1 ⩽ i, j ⩽ n}，

其中 E∗
ij : A 7→ aij．迹函数 tr ∈ V ∗ 可以表示成 tr =

n∑
i=1

E∗
ii．

例 9.8. 设 V = Fn[x]，S = {(x− a)i−1 | 1 ⩽ i ⩽ n} 是 V 的基，a ∈ F．由例 8.17 可知，S 的对偶

基 S∗ = {α∗
i | 1 ⩽ i ⩽ n}，其中 α∗

i (f) =
f (i−1)(a)

(i− 1)!
．

例 9.9. 设 V = R[x]．对于任意 a ∈ R，定义 πa ∈ V ∗ : f(x) 7→ f(a)，则 S = {πa | a ∈ R} 是线性
无关的．由此可知，dimV 是可数的，dimV ∗ 是不可数的．

证明. 对于 S 的任意有限子集 {πa1
, πa2

, · · · , πan
}，若 λ1, λ2, · · · , λn ∈ F使得 λ1πa1

+λ2πa2
+ · · ·+

λnπan
= 0，则 (λ1πa1

+ λ2πa2
+ · · ·+ λnπan

)

 ∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(x− aj)

 = λi

∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(ai − aj) = 0，得 λi = 0，

∀1 ⩽ i ⩽ n．因此，S 是线性无关的．

设 V 是无限维线性空间，S = {αi | i ∈ I} 是 V 的基，pk ∈ V ∗ :
∑
i∈I

xiαi 7→ xk．容易验证，向

量组 S∗ = {pi | i ∈ I} 线性无关．由下例可知 S∗ 不是 V ∗ 的基．

例 9.10. 设 f ∈ V ∗ :
∑
i∈I

xiαi 7→
∑
i∈I

xi，则 A /∈ Span(S∗)．
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证明. 假设 f ∈ Span(S∗)，则 f = λ1α
∗
i1
+ · · ·+ λkα

∗
ik
，其中 i1, · · · , ik ∈ I，λ1, · · · , λk ∈ F．任取

j ∈ I \ {i1, · · · , ik}，则 f(αj) = λ1α
∗
i1
(αj) + · · ·+ λkα

∗
ik
(αj) = 0，与 f(αj) = 1 矛盾．

一般说来，V ∗ 与
∏
i∈I

F 同构，与 V 可能不同构．容易验证，ρ : V ∗ →
∏
i∈I

F，f 7→
(
f(αi)

)
i∈I
是

同构映射．

定义 9.8. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V )．线性映射

A† ∈ L(V ∗, U∗) : f 7→ f ◦ A

称为 A 的伴随映射 (operator adjoint)．换句话说，

(A†f)(x) = f(Ax), ∀x ∈ U.

各映射之间的关系如下图所示．

U

A†f

F

A

f

V

定理 9.9. 设 U, V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(U, V )，S, T 分别是 U, V 的基，S∗, T ∗ 分别

是 S, T 的对偶基，A 是 A 在 S, T 下的矩阵表示，则 AT 是 A† 在 T ∗, S∗ 下的矩阵表示．

证明. A 在 S, T 下的坐标表示 A(x) = Ax．任取 f ∈ V ∗，设 f 在 T ∗ 下的坐标是 c，则 f 的坐标

表示 f(x) = cTx，f ◦ A 的坐标表示 (f ◦ A)(x) = cT (Ax) = (cTA)x，得 f ◦ A 在 S∗ 下的坐标是

AT c．因此，AT 是 A† 在 T ∗, S∗ 下的矩阵表示．

习题

1. 设 α1, α2, · · · , αn 是 Fn 的基，α∗
1, α

∗
2, · · · , α∗

n 是其对偶基，

αi = (ai1, ai2, · · · , ain), α∗
i (x1, x2, · · · , xn) = bi1x1 + bi2x2 + · · ·+ binxn.

记 n 阶方阵 A = (aij), B = (bij)．证明：B = A−T．

2. 设 V = Rn[x]，σ ∈ V ∗ : f(x) 7→
∫ 1

0
f(x)dx．

(1) 求 V 的基 S = {xi | i = 0, 1, · · · , n− 1} 的对偶基 S∗，并求 σ 在 S∗ 下的坐标．

(2) 求 V 的基 T = {(x− 1)i | i = 0, 1, · · · , n− 1} 的对偶基 T ∗，并求 σ 在 T ∗ 下的坐标．

3. 证明：在例 9.9 中，Span(S) 6= V ∗．

4. 设 S, T 都是 F 上的有限维线性空间 V 的基，P 是从 S 到 T 的过渡矩阵，S∗, T ∗ 分别是 S, T

的对偶基．求从 S∗ 到 T ∗ 的过渡矩阵．

5. 设 S 是 F 上的有限维线性空间 V 的基，S∗ 是 S 的对偶基．

(1) 设 α ∈ V，定义 fα : V ∗ → F，g 7→ g(α)．证明：fα ∈ V ∗∗．求 fα 在 (S∗, 1) 下的矩阵表示．

(2) 定义自然映射 τ : α 7→ fα．证明：τ ∈ L(V, V ∗∗)，并且 τ 是同构映射．
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6. 设 V 是 F 上的线性空间，S 是 V 的任意非空子集．

Ann(S) = {f ∈ V ∗ | f(x) = 0, ∀x ∈ S}

称为 S 的零化子．证明：

(1) Ann(S) 是 V ∗ 的子空间，并且 Ann(S) = Ann(Span(S))．

(2) 当 V 是有限维线性空间时，dimAnn(S) = dimV − rank(S)．

(3) 对于 V 的任意子空间 V1, V2，有

Ann(V1 ∩ V2) = Ann(V1) +Ann(V2), Ann(V1 + V2) = Ann(V1) ∩Ann(V2).

(4) 若 V = V1 ⊕ V2，则 V ∗ = Ann(V1)⊕Ann(V2)．
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§9.4 核空间与像空间

定义 9.9. 设 U, V 都是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V )．容易验证，

• KerA = A−1(0) = {α ∈ U | Aα = 0} 是 U 的子空间．

• ImA = A(U) = {Aα | α ∈ U} 是 V 的子空间．

KerA 称为 A 的核空间，dim(KerA) 称为 A 的零度，记作 null(A)．

ImA 称为 A 的像空间，dim(ImA) 称为 A 的秩，记作 rank(A)．

例 9.11. 设线性映射 A : Fn×1 → Fm×1，x 7→ Ax，其中 A ∈ Fm×n．有如下结论．

1. KerA 是线性方程组 Ax = 0 的解空间，null(A) = n− rank(A)．

2. ImA 是 A 的列向量生成的 Fm 的子空间，rank(A) = rank(A)．

例 9.12. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，f, g ∈ F[x] 且 g | f，则有

Ker g(A) ⊂ Ker f(A), Im g(A) ⊃ Im f(A).

例 9.13. 对于任意 A ∈ L(V )，有如下结论．

1. KerAk ⊂ KerAk+1，ImAk ⊃ ImAk+1，∀k ∈ N．

2. 若 KerAk−1 = KerAk，则 KerAk = KerAk+1．

3. 若 ImAk−1 = ImAk，则 ImAk = ImAk+1．

定理 9.10. 设 A ∈ L(U, V )，则 U/KerA 与 ImA 同构．

证明. 首先，定义映射 ρ : U/KerA → ImA，[α] 7→ Aα．[α] = [β] ⇔ α− β ∈ KerA ⇔ Aα−Aβ =

A(α− β) = 0．故 ρ([α]) 与 α 的选取无关，ρ 的定义是合理的．

其次，ρ([α]) = ρ([β]) ⇔ Aα = Aβ ⇔ α − β ∈ KerA ⇔ [α] = [β]．故 ρ 是单射．对于任意

β ∈ ImA，存在 α ∈ V 使 Aα = β，即 ρ([α]) = β．故 ρ 是满射．因此，ρ 是一一映射．

再次，对于任意 [α], [β] ∈ U/KerA和 λ ∈ F，ρ([α]+[β]) = ρ([α+β]) = A(α+β) = Aα+Aβ =

ρ([α]) + ρ([β])，ρ(λ[α]) = ρ([λα]) = A(λα) = λAα = λρ([α])．

综上，ρ 是同构映射．

定理 9.11. 设 U, V 都是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(U, V )．证明：存在 U 的基 S 和 V 的基

T，使得 A 在 S, T 下的矩阵表示为

(
Ir O

O O

)
，其中 r = rank(A)．

证明. 任取 KerA的基，扩充为 U 的基 S = {α1, α2, · · · , αn}，其中 αr+1, αr+2, · · · , αn 是 KerA的
基．设 βi = Aαi，1 ⩽ i ⩽ r，则 β1, β2, · · · , βr 线性无关；否则，存在不全为 0 的 λ1, λ2, · · · , λr ∈ F
使得 A(λ1α1 + λ2α2 + · · · + λrαr) = λ1β1 + λ2β2 + · · · + λrβr = 0，从而 Span(α1, α2, · · · , αr) ∩
KerA 6= {0}，矛盾．故 β1, β2, · · · , βr 是 ImA 的基，r = rank(A)．把 β1, β2, · · · , βr 扩充为 V 的

基 T = {β1, β2, · · · , βn}，则 A 在 S, T 下的矩阵表示为

(
Ir O

O O

)
．
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定义 9.10. 设 U1, V1 分别是 F 上的线性空间 U, V 的子空间，A ∈ L(U, V )，B ∈ L(U1, V1)．若

Bα = Aα, ∀α ∈ U1,

则 B 称为 A 在 (U1, V1) 上的限制映射．

例 9.14. 设 A ∈ L(U, V )，U = KerA⊕W，则 A 在 (W, ImA) 上的限制映射 B 是同构映射．

证明. 对于任意 α ∈ KerB，α ∈ KerA∩W = {0}．故 B 是单射．对于任意 β ∈ ImA，存在 α ∈ V

使 β = Aα．设 α = α1 +α2，其中 α1 ∈ W，α2 ∈ KerA，则 β = Bα1．故 B 是满射．从而 B 是一
一映射．再由 B 是线性映射，得 B 是同构映射．

例 9.15. 设 A ∈ L(V ) 满足 A2 = A，则 A 在 ImA 上的限制映射是恒等变换，并且

V = ImA⊕KerA.

证明. 对于任意 β = Aα ∈ ImA，Aβ = A2α = Aα = β．故 A 在 ImA 上的限制映射是恒等变
换．对于任意 β ∈ ImA ∩ KerA，β = Aβ = 0．故 ImA ∩ KerA = {0}．对于任意 α ∈ V，设

γ = α−Aα．由 Aγ = Aα−A2α = 0，得 γ ∈ KerA，从而 α = Aα+ γ ∈ ImA+KerA．根据定
理 8.16，V = ImA⊕KerA．

例 9.16 (Frobenius 秩不等式). 设 V 是有限维线性空间，A,B, C ∈ L(V )，则有

rank(AB) + rank(BC) ⩽ rank(ABC) + rank(B).

证明. 设 A1 是 A 在 ImB 上的限制映射，A2 是 A 在 ImBC 上的限制映射，得

dim(KerA ∩ ImB) = dim(KerA1) = dim(ImB)− dim(ImA1) = rank(B)− rank(AB)

dim(KerA ∩ ImBC) = dim(KerA2) = dim(ImBC)− dim(ImA2) = rank(BC)− rank(ABC).

再由 KerA ∩ ImBC 是 KerA ∩ ImB 的子空间，得

rank(BC)− rank(ABC) ⩽ rank(B)− rank(AB).

习题

1. 设 V = F2×2，A ∈ L(V ) : X 7→ AX +XA，其中 A =

(
1 −1

1 −1

)
．分别求 KerA 和 ImA 的

一个基．

2. 设 V = F3×3，A ∈ L(V ) : X 7→ X +XT．分别求 KerA 和 ImA 的一个基．

3. 设 A ∈ L(U, V )，W = KerA，U1, U2 都是 U 的有限维子空间，U1 ⊂ U2．证明：

dim(U2 ∩W )− dim(U1 ∩W ) ⩽ dimU2 − dimU1

并求等号成立的充分必要条件．
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4. 设 A ∈ L(U, V )，B ∈ L(V,W )．证明：

(1) KerA ⊂ KerBA，ImBA ⊂ ImB．

(2) 若 KerA = KerBA，则存在 C ∈ L(W,V ) 使得 A = CBA．

(3) 若 ImBA = ImB，则存在 C ∈ L(V,U) 使得 B = BAC．

5. 设 A ∈ L(U, V )．证明：

(1) 存在 B ∈ L(V,U) 满足 ABA = A 且 BAB = B．B 称为 A 的一个广义逆映射．

(2) B 是唯一的 ⇔ A 是可逆映射．

6. 设 A ∈ L(U, V )，B ∈ L(V,U) 满足 ABA = A 且 BAB = B．证明：

(1) U = KerA⊕ ImB，V = ImA⊕KerB．

(2) A 在 ImB 上的限制映射与 B 在 ImA 上的限制映射互为逆映射．

7. 设 A,B ∈ L(U, V ) 满足 Im(A+ B) = ImA⊕ ImB．证明：存在 U 的子空间 U1, U2, U3，使得

A 在 (U1, ImA) 上的限制映射和 B 在 (U2, ImB) 上的限制映射都是可逆映射，并且

U = U1 ⊕ U2 ⊕ U3, KerA = U2 ⊕ U3, KerB = U1 ⊕ U3.

8. 设 A,B ∈ L(V ) 满足 A2 = A，B2 = B．证明：

(1) ImA = ImB ⇔ AB = B 且 BA = A．

(2) KerA = KerB ⇔ AB = A 且 BA = B．

(3) 设 V 是有限维．rank(A) = rank(B) ⇔ 存在可逆映射 C ∈ L(V ) 使得 AC = CB．

9. 设 A ∈ L(V )．证明：

(1) V = ImA+KerA ⇔ A 在 ImA 上的限制映射是满射．

(2) V = ImA⊕KerA ⇔ A 在 ImA 上的限制映射是可逆映射．

10. 设 A ∈ L(V ) 满足 Am = O，其中 m 是给定的正整数．A 称为幂零变换．证明：存在 V 的子

空间 U 使得 V =
m⊕
i=1

Ai−1(U)．
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定义 9.11. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )．若 V 的子空间 U 满足

A(α) ∈ U, ∀α ∈ U

则 U 称为 A-不变子空间．即，A 在 U 上的限制映射存在当且仅当 U 是 A-不变子空间．

例 9.17. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )．容易验证，V 的下列子空间 U 都是 A-不变子空间．

1. U = Ker p(A)，其中 p ∈ F[x]．

2. U = Im p(A)，其中 p ∈ F[x]．

3. U =
⋂
i∈I

Ui，其中每个 Ui 都是 A-不变子空间，I 是指标集合．

4. U =
∑
i∈I

Ui，其中每个 Ui 都是 A-不变子空间，I 是指标集合．

例 9.18. 设 V 是 F 上的线性空间，A,B ∈ L(V ) 满足 AB = BA，则 KerB 和 ImB 都是 A-不变
子空间．

证明. 对于任意 α ∈ KerB，由 B(Aα) = A(Bα) = 0 得 Aα ∈ KerB)．对于任意 α ∈ ImB，存在
β ∈ V 使得 Aα = Ap(A)β = p(A)Bβ ∈ Im p(A)．

定理 9.12. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，f1, f2 ∈ F[x]，g = gcd(f1, f2)，h = lcm(f1, f2)，

则有

(1) Ker g(A) = Ker f1(A) ∩Ker f2(A) (2) Im g(A) = Im f1(A) + Im f2(A)

(3) Kerh(A) = Ker f1(A) +Ker f2(A) (4) Imh(A) = Im f1(A) ∩ Im f2(A)

特别，

(5) 当 g = 1 时，Kerh(A) = Ker f1(A)⊕Ker f2(A)．

(6) 当 h(A) = O 时，Im g(A) = Im f1(A)⊕ Im f2(A)．

证明. 注意到 f1f2 = gh 并且存在 u1, u2 ∈ F[x] 使得 g = u1f1 + u2f2．

(1) g | fi ⇒ Ker g(A) ⊂ Ker fi(A) ⇒ Ker g(A) ⊂ Ker f1(A) ∩Ker f2(A)．

∀α ∈ Ker f1(A) ∩Ker f2(A)，g(A)α = u1(A)f1(A)α+ u2(A)f2(A)α = 0 ⇒ α ∈ Ker g(A)．

(2) g | fi ⇒ Im fi(A) ⊂ Im g(A) ⇒ Im f1(A) + Im f2(A) ⊂ Im g(A)．

∀α ∈ Im g(A)，α = g(A)β = f1(A)u1(A)β + f2(A)u2(A)β ∈ Im f1(A) + Im f2(A)．

(3) fi | h ⇒ Ker fi(A) ⊂ Kerh(A) ⇒ Ker f1(A) +Ker f2(A) ⊂ Ker f2(A)．

∀α ∈ Kerh(A)，α = u1f1
g

(A)α + u2f2
g

(A)α．β = u1f1
g

(A)α 满足 f2(A)β = u1(A)h(A)α = 0，
γ = u2f2

g
(A)α 满足 f1(A)γ = u2(A)h(A)α = 0．故 α = β + γ ∈ Ker f2(A) +Ker f1(A)．
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(4) fi | h ⇒ Imh(A) ⊂ Im fi(A) ⇒ Imh(A) ⊂ Im f1(A) ∩ Im f2(A)．

∀α ∈ Im f1(A)∩ Im f2(A)，存在 α1, α2 ∈ V 使得 α = f1(A)α1 = f2(A)α2．故 α = u1f1
g

(A)α+

u2f2
g

(A)α = u1f1f2
g

(A)α2 +
u2f2f1

g
(A)α1 = h(A)

(
u1(A)α2 + u2(A)α1

)
∈ Imh(A)．

(5) 由 (1) 得 Ker f1(A) ∩Ker f2(A) = {0}，再由 (3) 得 Kerh(A) = Ker f1(A)⊕Ker f2(A)．

(6) 由 (4) 得 Im f1(A) ∩ Im f2(A) = {0}，再由 (2) 得 Im g(A) = Im f1(A)⊕ Im f2(A)．

定理 9.13. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，f1, · · · , fk ∈ F[x] 两两互素，k ⩾ 2，则有

Ker
k∏

i=1

fi(A) =
k⊕

i=1

Ker fi(A).

证明. 当 k = 2 时，由定理 9.12 知结论成立．当 k ⩾ 3 时，由数学归纳法可得

Ker
k∏

i=1

fi(A) =

(
Ker

k−1∏
i=1

fi(A)

)
⊕Ker fk(A) =

k⊕
i=1

Ker fi(A).

习题

1. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，U 是 A-不变子空间．证明：A(U) = {Aα | α ∈ U} 和
A−1(U) = {α ∈ V | Aα ∈ U} 都是 A-不变子空间．

2. 设 V = F2，A ∈ L(V ) : (x, y) 7→ (x+ y, x− y)．求所有 1 维 A-不变子空间．

3. 设 V = F2×2，A ∈ L(V ) : X 7→ AX +XA，A =

(
1 −1

1 −1

)
．求所有 1 维 A-不变子空间．

4. 设 V = F3×3，A ∈ L(V ) : X 7→ X +XT．求所有 k 维 A-不变子空间，k = 1, 2, 3．

5. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )．证明：若 V 的任意子空间都是 A-不变子空间，则存在
a ∈ F 使得 A = aI．

6. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，W 是 A-不变子空间，B ∈ L(V /W ) : [α] → [Aα]．证明：

(1) 对于任意 A-不变子空间 U，U/W 是 B-不变子空间．

(2) 对于任意 B-不变子空间 Ũ，存在 A-不变子空间 U 使得 U/W = Ũ．

7. 设 V 是 F 上的线性空间，A,B ∈ L(V )，U 是 V 的任意一个 A-不变子空间．思考下列问题，
并证明你的结论．

(1) 是否一定存在 p ∈ F[x] 使得 U = Ker p(A)？

(2) 是否一定存在 p ∈ F[x] 使得 U = Im p(A)？

(3) 是否一定存在 A-不变子空间 W 使得 V = U ⊕W？

(4) 若 AB = BA，U 是否一定是 B-不变子空间？

(5) 若 A 可逆，B = A−1，U 是否一定是 B-不变子空间？
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定义 9.12. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )．若存在 λ ∈ F 和非零向量 α ∈ V，满足

Aα = λα

则 λ 称为 A 的一个特征值，α 称为 λ 对应的一个特征向量．

Ker(λI − A) 和
∞⋃
k=1

Ker(λI − A)k

分别称为 λ 对应的特征子空间和根子空间．

A 的特征向量 α 生成的子空间 Span(α) 是 1 维 A-不变子空间，A 的特征子空间和根子空间
都是 A-不变子空间．
当 V 是有限维线性空间时，设 A 在 V 的基 S 下的矩阵表示为 A，则 A 的特征值与 A 在 F

中的特征值一一对应，A 的特征向量与 A 在 Fn 中的特征向量一一对应．由于 φA(x) 与基 S 的选

取无关，可定义 φA(x) 为 A 的特征多项式，记作 φA(x)．若 φA(x) 在 F 中没有根，则 A 没有特
征值和特征向量．

当 V 是无限维线性空间时，A可能没有特征值，也可能有无穷多个特征值，例如本节的习题 2．

例 9.19. 设 V = F[x]，A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf(x)．对于任意非零多项式 f(x) ∈ V，不存在常数

λ ∈ F 使得 xf(x) = λf(x)．因此，A 没有特征值．

例 9.20. 设 V = C2×2 是 R 上的 8 维线性空间，A ∈ L(V ) : X 7→ XH．把 V 分解成 A 的特征子
空间的直和．

解法一. 设 λ ∈ R 和 X ∈ V 分别是 A 的任意一个特征值和相应的特征向量．由 A(X) = λX 可得

XH = λX ⇒ X = λXH = λ2X ⇒ λ2 = 1 ⇒ λ = ±1.

若 λ = 1，则 XH = X，X 是 Hermite 方阵；若 λ = −1，则 XH = −X，X 是 Hermite 方阵．
因此，所有 2 阶 Hermite 方阵构成 λ = 1 对应的特征子空间 W1，所有 2 阶反 Hermite 方阵构成
λ = −1 对应的特征子空间 W2．由于任意 X ∈ V 都可以唯一地表示为 X = X1 +X2 的形式，其

中 X1 =
1

2
(X +XH) ∈ W1，X2 =

1

2
(X −XH) ∈ W2，故 V = W1 ⊕W2．

解法二. A 在 V 的基 S = {E11, iE11, E12, iE12, E21, iE21, E22, iE22} 下的矩阵表示

A =


B O O O

O O B O

O B O O

O O O B

 , 其中 B =

(
1 0

0 −1

)
.

由此可得，φA(x) = (x + 1)4(x − 1)4，λ1 = −1 和 λ2 = 1 是 A 的特征值．因此，任意 2 阶反
Hermite 的非零方阵是 λ1 对应的特征向量，任意 2 阶 Hermite 的非零方阵是 λ2 对应的特征向

量．W1 = Ker(A+ I) 和 W2 = Ker(A− I) 分别是 λ1 和 λ2 对应的特征子空间 (也是根子空间)．
dimW1 = dimW2 = 4，V = W1 ⊕W2．
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解法三. 注意到 A2 = I，故 p(x) = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) 满足 p(A) = O．根据定理 9.13，

V = Ker p(A) = Ker(A− I)⊕Ker(A+ I)

其中 W1 = Ker(A− I) 由 Hermite 方阵构成，W2 = Ker(A+ I) 由反 Hermite 方阵构成．

定理 9.14. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(V )．若 φA =
k∏

i=1

fi，其中 f1, · · · , fk ∈ F[x] 两

两互素，则有 V =
k⊕

i=1

Ker fi(A)．特别，若 φA =
k∏

i=1

(x− λi)
ni，其中 λ1, · · · , λk ∈ F 两两不同，则

有 V =
k⊕

i=1

Ker(λiI − A)ni．这称为 V 的根子空间分解．

证明. Cayley-Hamilton 定理和定理 9.13 的推论．

设 V,A 如定理 9.14 所述，Vi = Ker fi(A)，di = dimVi．任取 Vi 的基 Si = {αi,j | 1 ⩽ j ⩽ di}，
则 S = {αi,j | 1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ j ⩽ di} 构成 V 的基．A 在 S 下的矩阵表示

A = diag(A1, A2, · · · , Ak),

其中每个 Ai ∈ Fdi×di 是 A 在 Vi 上的限制映射在 Si 下的矩阵表示，满足 fi(Ai) = O，∀i．由

f1, f2, · · · , fk 两两互素，可得 fi(Aj)是可逆方阵，从而 fi 与 φAj
互素，∀i 6= j．再由

k∏
i=1

fi = φA =

k∏
i=1

φAi
，不妨设 f1, f2, · · · , fk 都是首一多项式，可得 fi = φAi

，从而 di = deg(fi)．另外，根据定

理 9.13，对于任意正整数 mi ⩾ ni 都有 V =
k⊕

i=1

Ker(λI − A)mi．因此

Ker(λI − A)ni = Ker(λI − A)ni+1 = Ker(λI − A)ni+2 = · · ·

就是 λi 对应的根子空间．

当 V 是无限维线性空间时，我们无法定义线性变换 A 的特征多项式，但是可以通过 A 的最小
多项式 (或 A 关于某个向量 α 的最小多项式) 求 A 的特征值和对应的特征向量．

定义 9.13. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )．若 f ∈ F[x] 满足 f(A) = O，则 f 称为 A 的一
个化零多项式．A 的所有化零多项式的最大公因式 (规定是首一多项式) 称为 A 的最小多项式，记
作 dA(x)．

不是所有线性变换都有最小多项式．例如：R[x] 上的微分变换 D 有特征值，没有最小多项式；
积分变换 S 既没有特征值，也没有最小多项式．
当 dA(x) 存在时，A 的所有特征值就是 dA(x) 在 F 中的所有根．留作习题．

定理 9.15. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，f 是 A 的一个化零多项式．若 f =
k∏

i=1

fi，其中

f1, · · · , fk ∈ F[x] 两两互素，则 V =
k⊕

i=1

Ker fi(A)．

证明. 定理 9.13 的推论．
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例 9.21. 设 f ∈ L1(R)，即 f 是 R 上的复数值连续函数并且
∫∞
−∞ |f(x)|dx 存在，则

f̂(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t) ei xt dt

也是 R 上的复数值连续函数．根据逆变换公式

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(t) e− i xt dt

容易验证，V = {f ∈ L1(R) | f̂ ∈ L1(R)} 构成 C 上的线性空间，映射 F : f 7→ f̂ 是 V 上的线性变

换．F 称为 Fourier[2]变换．例如：

f(x) e− x2

2 x e− x2

2 (2x2 − 1) e− x2

2 (2x3 − 3x) e− x2

2

f̂(x) e− x2

2 ix e− x2

2 −(2x2 − 1) e− x2

2 − i(2x3 − 3x) e− x2

2

由上表可知，λ1 = 1, λ2 = i, λ3 = −1, λ4 = − i 是 F 的特征值．对于任意 f ∈ V，我们有

f(x)
F−→ f̂(x)

F−→ f(−x)
F−→ f̂(−x)

F−→ f(x)

即 F4 = I．从而，F 有最小多项式 dF(x) = x4 − 1．任意 f ∈ V 还可以唯一地表示为

f = f1 + f2 + f3 + f4

的形式，其中

f1(x) =
1

4
[f(x) + f̂(x) + f(−x) + f̂(−x)] ∈ Ker(λ1I − A),

f2(x) =
1

4
[f(x)− i f̂(x)− f(−x) + i f̂(−x)] ∈ Ker(λ2I − A),

f3(x) =
1

4
[f(x)− f̂(x) + f(−x)− f̂(−x)] ∈ Ker(λ3I − A),

f4(x) =
1

4
[f(x) + i f̂(x)− f(−x)− i f̂(−x)] ∈ Ker(λ4I − A).

即 V =
4⊕

i=1

Ker(λiI − A)．

定义 9.14. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，α ∈ V 是非零向量．若 f ∈ F[x] 满足 f(A)α = 0，
则 f 称为 A 关于 α 的一个化零多项式．A 关于 α 的所有化零多项式的最大公因式 (规定是首一多
项式) 称为 A 关于 α 的最小多项式，记作 dA,α(x)．

dA,α(x) 有可能不存在．例如：F[x] 上的积分变换 S 关于任意非零向量 α 都没有最小多项式．

当 dA,α(x) 存在时，dA,α(x) 在 F 中的根一定是 A 的特征值．

例 9.22. 设 V = F[x]．求 A ∈ L(V ) : f(x) 7→ f(x+ 1) 关于任意非零向量 α ∈ V 的最小多项式．

解答. 设 α =
k∑

i=0

aix
i，a0, · · · , ak ∈ F 且 ak 6= 0，则 Aα =

k∑
i=0

ai(x + 1)i =
∑

0⩽j⩽i⩽k

aiC
j
i x

j，

deg(Aα− α) = k − 1．由 (A− I)kα = akk! 6= 0，(A− I)k+1α = 0，得 dA,α(x) = (x− 1)k+1．

例 9.22 中的线性变换 A 有唯一的特征值 λ = 1，相应的特征子空间 Ker(λI − A) = F，根子

空间
∞⋃
k=1

Ker(λI − A)k = V，最小多项式 dA(x) 不存在．

[2]Jean-Baptiste Joseph Fourier，1768–1830，法国数学家、物理学家．
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习题

1. 设 V = R4[x]，A ∈ L(V ) : f(x) 7→ (1− x)2f(0) + 2x(1− x)f(1) + x2f(2)．求 A 的所有特征
值以及相应的特征子空间和根子空间．

2. 设 R上的线性空间 V = C ∞(−∞,∞)由所有无穷次可微的实函数构成．求微分变换 D ∈ L(V )

的所有特征值以及相应的特征子空间和根子空间．

3. 设 V 是 F 上的 n 维线性空间，A ∈ L(V )．证明：下列 4 个叙述相互等价．

1⃝ V 可以分解为 n 个 1 维 A-不变子空间的直和．

2⃝ V 可以分解为 A 的特征子空间的直和．

3⃝ 存在 V 的基 S，使得 A 在 S 下的矩阵表示 A 是对角阵．

4⃝ A 的最小多项式 dA =
k∏

i=1

(x− λi)，其中 λ1, λ2, · · · , λk ∈ F 两两不同．

4. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V ) 的最小多项式 dA 存在，λ ∈ F．证明：λ 是 A 的特征值
当且仅当 dA(λ) = 0．

5. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，I 是指标集合，{λi | i ∈ I} 是 A 的一组两两不同的特
征值，Wi 是 λi 对应的根子空间．证明：

∑
i∈I

Wi 是直和．

6. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，dA(x) =
k∏

i=1

(x − λi)，λi ∈ F 两两不同．证明：任意

α ∈ V 可以表示为 α =
k∑

i=1

αi 的形式，其中 αi = fi(A)α ∈ Ker(λiI − A)，fi(x) =
∏
j ̸=i

x− λj

λi − λj

．

7. 设 V 是 C 上的线性空间，A ∈ L(V ) 满足 An = I．证明：任意 α ∈ V 可以表示为 α =
n−1∑
k=0

αk

的形式，其中 αk =
1

n

n−1∑
j=0

ω−kjAjα ∈ Ker(ωkI − A)，ω = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
．

8. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，dA(x) =
k∏

i=1

(x− λi)
mi，λi ∈ F 两两不同．证明：

(1) Wi = Ker(λiI − A)mi 是 λi 对应的根子空间．

(2) di(x) = (x− λi)
mi 是 A 在 Wi 上的限制映射的最小多项式．

(3) 当 Wi 是有限维时，mi ⩽ dimWi ⩽ mi dimVi，其中 Vi = Ker(λiI − A)．

9. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，α ∈ V 是非零向量，W 是 A 的特征值 λ ∈ F 对应的根
子空间．证明：α ∈ W 当且仅当 dA,α(x) 存在并且形如 (x− λ)m(α)．

10. 设 V = F[x]，A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf ′(x)．

(1) 求 A 的所有特征值以及相应的特征子空间和根子空间．

(2) 求 A 关于任意非零向量 α ∈ V 的最小多项式．
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§9.7 循环子空间

定义 9.15. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，α ∈ V 是非零向量．

U = {f(A)α | f(x) ∈ F[x]}

是包含 α 的最小 A-不变子空间，称为 α 生成的 A-循环子空间 或 Krylov[3]子空间，常记作 U =

F[A]α．特别，若 V = F[A]α，则 A 称为循环变换，α 称为 A 的循环向量．

循环子空间与最小多项式这两个概念之间有着紧密的联系．

定理 9.16. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，α ∈ V 是非零向量．U = F[A]α 是 V 的有限维

子空间当且仅当 dA,α(x) 存在，并且 dimU = deg(dA,α)．

证明. dimU = n ⇔ {α,Aα, · · · ,An−1α} 是 U 的基 ⇔ deg(dA,α) = n．

设 n = deg(dA,α)，B 是 A 在 U = F[A]α 上的限制映射，则 B 在 U 的基 α,Aα, · · · ,An−1α

下的矩阵表示是 dA,α(x) 的友方阵．

定理 9.17. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，α1, · · · , αk ∈ V 都是非零向量，dA,α1
, · · · , dA,αk

存在并且两两互素，则 α = α1 + · · ·+ αk 满足 (1) dA,α =
k∏

i=1

dA,αi
；(2) F[A]α =

k⊕
i=1

F[A]αi．

证明. 只需证明 k = 2 情形．记 di = dA,αi
，f = dA,α．根据 Bézout 定理，存在 u, v ∈ F[x] 使得

u(x)d1(x) + v(x)d2(x) = 1．

(1) 由 0 = d1(A)f(A)α = d1(A)f(A)α2，得 d2 | (d1f)，故 d2 | f．同理，d1 | f．故 (d1d2) | f．
另由 d1(A)d2(A)(α1 + α2) = 0，得 f | (d1d2)．因此，f = d1d2．

(2) 易知 F[A]α ⊂ F[A]α1 + F[A]α2．另由

α1 =
(
u(A)d1(A) + v(A)d2(A)

)
α1 = v(A)d2(A)α1 = v(A)d2(A)α ∈ F[A]α

α2 =
(
u(A)d1(A) + v(A)d2(A)

)
α2 = u(A)d1(A)α2 = u(A)d1(A)α ∈ F[A]α

得 F[A]α1 + F[A]α2 ⊂ F[A]α．对于任意 β ∈ F[A]α1 ∩ F[A]α2，由 d1(A)β = d2(A)β = 0，得

β = u(A)d1(A)β + v(A)d2(A)β = 0.

故 F[A]α1 ∩ F[A]α2 = {0}，F[A]α1 + F[A]α2 是直和．因此，F[A]α = F[A]α1 ⊕ F[A]α2．

一般说来，若干个 A-循环子空间的和空间（无论是否直和）仍然是 A-不变子空间，但不一定
是 A-循环子空间．另一方面，当 dA,α 可以分解时，循环子空间 F[A]α 也可以相应地分解为若干个

A-循环子空间的直和．

定理 9.18. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，α ∈ V 是非零向量，dA,α =
k∏

i=1

fi，其中

f1, f2, · · · , fk ∈ F[x] 是两两互素的首一多项式，则存在非零向量 α1, α2, · · · , αk ∈ V 满足下列三个

条件：(1) α = α1 + · · ·+ αk；(2) dA,αi
= fi，∀i；(3) F[A]α =

k⊕
i=1

F[A]αi．

[3]Alexey Nikolaevich Krylov，1863–1945，俄国海军工程师、应用数学家．
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证明. 只需证明 k = 2 情形．根据 Bézout 定理，存在 u, v ∈ F[x] 使得 u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = 1．

(1) 设 α1 = v(A)f2(A)α，α2 = u(A)f1(A)α，di = dA,αi
，i = 1, 2．显然，α = α1 + α2．

(2) 由 fi(A)αi = 0 得 di | fi．由 d1(A)d2(A)(α1 + α2) = 0 得 (f1f2) | (d1d2)．故 di = fi．

(3) 根据 (1)、(2) 和定理 9.17，F[A]α = F[A]α1 ⊕ F[A]α2．

定理 9.19. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V ) 有最小多项式．则存在非零向量 α 使得 dA,α = dA．

证明. 与定理 5.15 的证明类似．

定理 9.20. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V ) 有最小多项式．对于满足 dA,α = dA 的任意非零

向量 α，存在 A-不变子空间 U 使得 V = F[A]α⊕ U．

证明. 设 U 是满足 U ∩ F[A]α = {0} 的一个极大的 A-不变子空间，下证 V = F[A]α⊕ U．假设存

在 β /∈ F[A]α⊕ U．设 f ∈ F[x] 使得 f(A)β ∈ F[A]α⊕ U 且 deg(f) 最小，则 f | dA．
设 f(A)β = g(A)α + u，其中 g ∈ F[x]，u ∈ U．设 p = dA/f，由 p(A)(g(A)α + u) = 0，

F[A]α ∩ U = {0}，得 dA | (pg)，故 f | g．设 q = g/f，γ = β − q(A)α，W = U + F[A]γ．

任取 w = v + h(A)γ ∈ W ∩ F[A]α，其中 v ∈ U，h ∈ F[x]．由 h(A)β = w + h(A)q(A)α− v ∈
F[A]α⊕ U，得 f | h．再由 f(A)γ = u ∈ U，得 w ∈ U．故 w ∈ U ∩ F[A]α = {0}．

A-不变子空间 W 满足 W ∩ F[A]α = {0}，与 U 的极大性矛盾．

定理 9.21. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V ) 有最小多项式．则存在一组向量 {αi | i ∈ I} 使得

V =
⊕
i∈I

F[A]αi

其中 I 是指标集合．上式称为 V 的循环子空间分解．

证明. 考虑形如
⊕
i∈I

F[A]αi 的 A-不变子空间，其中每个 αi 满足 dA,αi
= dA．设 U0 是这些子空间

在集合的包含关系下的一个极大元．设 U1 是满足 U1 ∩ U0 = {0} 的一个极大的 A-不变子空间．下
证 V = U0 ⊕ U1．

假设存在 β /∈ U0 ⊕ U1．设 f ∈ F[x] 使得 f(A)β ∈ U0 ⊕ U1 并且 deg(f) 最小，则 f | dA．
设 p = dA/f，f(A)β = u +

∑
i∈I

gi(A)αi，其中 u ∈ U1，gi ∈ F[x] 并且仅有有限多个 gi 6= 0．由

p(A)
(
u +

∑
i∈I

gi(A)αi

)
= 0，得 dA | pgi，从而 f | gi，∀i．设 qi = gi/f，γ = β −

∑
i∈I

qi(A)αi，

U2 = U1 + F[A]γ．任取 w ∈ U2 ∩ U0．设 w = v + h(A)γ，其中 v ∈ U1，h ∈ F[x]．由 h(A)β =

w +
∑
i∈I

h(A)qi(A)αi − v ∈ U0 ⊕ U1，得 f | h．再由 f(A)γ = u ∈ U1，得 w ∈ U1．故 w ∈ U1 ∩ U0，

w = 0．A-不变子空间 U2 满足 U2 ∩ U0 = {0}，与 U1 的极大性矛盾．

由 U0 的极大性可知 dA,u 6= dA，∀u ∈ U1．对线性变换的最小多项式的次数应用数学归纳法，

根据归纳假设，U1 是若干 A-循环子空间的直和，从而 V 也是若干 A-循环子空间的直和．

利用线性空间的根子空间分解和循环子空间分解，可以很容易地得到复数方阵的 Jordan 标准
形，以及任意数域 F 上方阵的相似标准形．
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定理 9.22. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(V )，φA =
k∏

i=1

pni

i ，其中 p1, · · · , pk ∈ F[x] 是

两两互素的首一不可约多项式，则有

V = Ker pn1
1 (A)⊕ · · · ⊕Ker pnk

k (A) (根子空间分解)

Ker pni

i (A) = F[A]αi1 ⊕ · · · ⊕ F[A]αiti (循环子空间分解)

其中 dA,αij
= p

mij

i ，并且 mi1 ⩾ mi2 ⩾ · · · ⩾ miti 由 A 唯一确定．具体说来，恰有

1

deg(pi)

(
rank(pm−1

i (A))− 2 rank(pmi (A)) + rank(pm+1
i (A))

)
个 αij 满足 dA,αij

= pmi ．

对于每个 Vij = F[A]αij，设 Bij 是 A 在 Vij 上的限制映射，则 Bij 在 Vij 的基{
αij , Aαij , · · · , As−1αij︸ ︷︷ ︸, pi(A)αij , pi(A)Aαij , · · · , pi(A)As−1αij︸ ︷︷ ︸, · · · ,

pi(A)mij−1αij , pi(A)mij−1Aαij , · · · , pi(A)mij−1As−1αij︸ ︷︷ ︸}
下的矩阵表示

Mij =


Ci

E Ci

. . .
. . .

E Ci


其中 s = deg(pi)，Ci 是 pi 的友方阵，E 是右上角元素为 1、其它元素为 0 的基础方阵．特别，当
pi(x) = x− λi 时，MT

ij 是 Jordan 块方阵 Jmij
(λi)．

定理 9.22 与定理 5.18 有异曲同工之效．定理 9.22 依据的是线性空间 V 的不变子空间分解，

首先把 V 分解成若干根子空间的直和，然后把每个根子空间分解为若干循环子空间的直和，最后

在每个循环子空间中适当地选取基，得到相似标准形．

定理 5.18 依据的是特征方阵的模相抵，首先把特征多项式分解成不变因子的乘积，然后又分
解成初等因子的乘积，最后得到相似标准形．这种做法对应于首先把 V 分解成若干循环子空间的

直和，然后把每个循环子空间分解为若干根子空间的直和．

这两种推导 Jordan 标准形的方法各有特点．不变子空间分解方法对于线性空间的维数没有限
制，同样适用于无限维线性空间．特征方阵方法对于方阵所在的数域没有限制，可以根据需要随时

调整，便于得到各种形式的相似标准形．

习题

1. 设 V = F[x]，CharF = 0，D,S ∈ L(V ) 分别是微分变换和积分变换．证明：

(1) 每个非平凡的 D-不变子空间都是 D-循环子空间．

(2) 每个非平凡的 S-不变子空间都是 S-循环子空间．

2. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V )，U1 是 A-循环子空间，U2 是 A-不变子空间．

(1) 证明：U1 ∩ U2 是 A-循环子空间．
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(2) 举例：U1 ⊕ U2 不是 A-循环子空间．

(3) 举例：不存在 U2 使得 V = U1 ⊕ U2．

3. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(V )．证明：下列 4 个叙述相互等价．

1⃝ A 是循环变换． 2⃝ V 的任意 A-不变子空间都是 A-循环子空间．
3⃝ dA = φA． 4⃝ A 在 V 的某个基下的矩阵表示是友方阵．

4. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(V ) 是循环变换．证明：下列叙述等价．

1⃝ 任意非零向量 α ∈ V 都是 A 的循环向量． 2⃝ φA(x) 在 F[x] 中不可约．

5. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V ) 是幂零变换．对 deg(dA) 应用数学归纳法证明：V 可以

分解为若干个 A-循环子空间的直和．

6. 设 V 是 F 上的线性空间，A,B ∈ L(V ) 满足 AB = BA．证明：

(1) 若 A 是循环变换，则存在 f(x) ∈ F[x] 使得 B = f(A)．

(2) 若 U 是 A-循环子空间，U 是否一定是 B-不变子空间？证明你的结论．
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第十章 内积空间

一个线性空间 V 是定义了“加法”和“数乘”运算的非空集合．数域 F 上的两个线性空间同
构当且仅当它们的维数相等．这种看法是对 V 的结构的一种抽象．V 上的线性变换从侧面更深入

地反映了 V 的子空间结构．在实际应用中，V 可能具有更加丰富的结构，如度量、测度、拓扑等

等．本章考虑定义了“内积”函数的线性空间，称为内积空间．利用内积的概念，我们可以在内积

空间上定义度量，然后引入极限、收敛、开集、闭集、连续、稠密、完备等概念，使 V 成为一个拓

扑空间．

§10.1 基本概念

定义 10.1. 设 V 是 R 上的线性空间．若 V 上的二元函数 ρ : V × V → R 具有下列性质，

1. (对称性) ρ(α, β) = ρ(β, α)

2. (双线性) ρ(λα+ µβ, γ) = λρ(α, γ) + µρ(β, γ)，ρ(α, λβ + µγ) = λρ(α, β) + µρ(α, γ)

3. (正定性) 当 α 6= 0 时，ρ(α, α) > 0

其中 α, β, γ ∈ V，λ, µ ∈ R，则 ρ 称为 V 上的内积，代数结构 (V, ρ) 称为实内积空间．设 U 是 V

的子空间，则 ρ 可以自然地限制在 U 上，成为内积 ρ̃ : U ×U → R．实内积空间 (U, ρ̃) 称为实内积

空间 (V, ρ) 的子空间．

对于 R 上的一个线性空间 V，可能存在多个函数 ρ : V × V → R 满足内积的定义．V 配上不

同的内积 ρ 构成不同的实内积空间．对于一个实内积空间 V，ρ 是取定的．在不引起歧义的情况下，

可以略去内积名称 ρ，把 ρ(α, β) 记作 (α, β)．许多教科书也使用记号 〈α, β〉 表示内积．

例 10.1. 设 V = Rn．二元函数 ρ(x,y) =
n∑

i=1

xiyi 是 V 上的内积，称为标准内积．Rn 连同标准内

积称为 n 维 Euclid 空间．

例 10.2. 设 V = Rm×n．二元函数 ρ(X,Y ) = tr(XTY ) 是 V 上的内积．

例 10.3. 设 V = C [a, b]．二元函数 ρ(f, g) =
∫ b

a
f(x)g(x)dx 是 V 上的内积．

定义 10.2. 设 (V, ρ)是 n维实内积空间，S = {α1, α2, · · · , αn}是 V 的一个基．对于任意 α, β ∈ V，

设 α 和 β 在 S 下的坐标分别是 x = (x1, x2, · · · , xn) 和 y = (y1, y2, · · · , yn)，则有

ρ(α, β) = ρ

(
n∑

i=1

xiαi,
n∑

j=1

yjβj

)
=

∑
1⩽i,j⩽n

xiyjρ(αi, αj) = xTGy,

179
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其中 x,y 被视为列向量．ρ(α, β) = xTGy 称为 ρ 在 S 下的坐标表示．方阵 G =
(
ρ(αi, αj)

)
称为

ρ 在 S 下的度量矩阵或 Gram 方阵．当 G = In 时，S 称为实内积空间 (V, ρ) 的一个标准正交基．

例 10.4. 设 V = R2×2，内积 ρ(X,Y ) = tr(XTY ) 在 V 的基 E11, E12, E21, E22 下的度量矩阵 G 是

单位方阵 I4．

例 10.5. 设 V 是所有 2 阶对称实数方阵构成的 R2×2 的子空间，内积 ρ(X,Y ) = tr(XTY ) 在 V 的

基

(
1 1

1 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 1

1 1

)
下的度量矩阵 G =


3 2 2

2 2 2

2 2 3

．
例 10.6. 设 V = R3[x]，内积 ρ(f, g) =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx 在 V 的基 1, x, x2 下的度量矩阵

G =


1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

 .

例 10.7. 设 V = R3[x]，内积 ρ(f, g) =
∫∞
0

f(x)g(x) e−x dx 在 V 的基 1, x, x2 下的度量矩阵

G =


1 1 2

1 2 3!

2 3! 4!

 .

取定线性空间 V 的基 S，由内积的坐标表示可知，V 上的内积 ρ 由其在 S 下的度量矩阵 G 唯

一确定．显然，度量矩阵是对称实数方阵．但是，并非所有对称实数方阵都可以成为度量矩阵．

定理 10.1. 设 (V, ρ) 是 n 维实内积空间．

1. ρ 在 V 的任意基 S 下的度量矩阵 G 是正定对称方阵．

2. 设 Gi 是 ρ 在 V 的基 Si 下的度量矩阵，P 是从 S1 到 S2 的过渡矩阵，则 G2 = P TG1P．

3. 对于任意正定对称方阵 G ∈ Rn×n，存在 V 的基 S 使得 ρ 在 S 下的度量矩阵是 G．

证明.

1. 由内积的对称性，知 G 是对称方阵．再由内积的正定性和坐标表示，得 xTGx > 0，∀x 6= 0．
故 G 是正定对称方阵．

2. 设 S2 = {α1, α2, · · · , αn}．P =
(

x1 x2 · · · xn

)
，其中 xi 是 αi 在 S1 下的坐标．由 ρ 在

S1 下的坐标表示，可得 G2 =
(
ρ(αi, αj)

)
=
(

xT
i G1xj

)
= P TG1P．

3. 任取 V 的基 S1，设 G1 是 ρ 在 S1 下的度量矩阵．由于 S1 和 S 都是 n 阶正定对称方阵，存

在可逆方阵 P 使得 G = P TG1P．取 V 的基 S，使得 P 是从 S1 到 S 的过渡矩阵．由结论

2，G 是 ρ 在 S 下的度量矩阵．

定理 10.1 表明，任意 n 维实内积空间 (V, ρ) 都有标准正交基，ρ 在标准正交基下的坐标表示

与 Euclid 空间 Rn 上的标准内积完全相同．存在一一映射 τ : V → Rn 把 V 的标准正交基映成 Rn

的标准正交基．τ 既保持两个空间的线性运算之间的对应，也保持内积运算之间的对应．V 与 Rn

同构．因此，许多教科书把有限维实内积空间都称为 Euclid 空间．
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定理 10.2. 设 (V, ρ) 是实内积空间，I 是指标集合，{αi | i ∈ I} 是 V 的基．若 β ∈ V 满足对于任

意 i ∈ I 都有 ρ(αi, β) = 0，则 β = 0．

证明. β = x1αi1 + x2αi2 + · · · + xkαik，其中 i1, i2, · · · , ik ∈ I，xi, x2, · · · , xk ∈ R．故 ρ(β, β) =

x1ρ(αi1 , β) + x2ρ(αi2 , β) + · · ·+ xkρ(αik , β) = 0．因此，β = 0．

定理 10.3 (Cauchy 不等式[1]). 设 (V, ρ) 是实内积空间．对于任意 α, β ∈ V，有

(ρ(α, β))2 ⩽ ρ(α, α)ρ(β, β). (10.1)

等号成立当且仅当 α, β 线性相关．

证明. 当 α = 0 时，结论显然成立．下设 α 6= 0．取 γ = β − λα ∈ V，其中 λ = ρ(α,β)
ρ(α,α)

∈ R．由内
积的对称性和双线性，

ρ(γ, γ) = ρ(β, β)− 2λ · ρ(α, β) + λ2ρ(α, α) = ρ(β, β)− (ρ(α, β))2

ρ(α, α)
.

由内积的正定性 ρ(γ, γ) ⩾ 0，可得 ρ(α, α)ρ(β, β) ⩾ (ρ(α, β))2．等号成立的充分必要条件是 γ = 0，
即 β = λα．

在任意实内积空间中，可以定义一个向量的长度和两个向量之间的夹角，使空间具有度量结构．

定义 10.3. 设 (V, ρ) 是实内积空间，α, β ∈ V．

• ‖α‖ =
√
ρ(α, α) 称为 α 的长度．当 ‖α‖ = 1 时，α 称为单位向量．

• arccos ρ(α, β)

‖α‖ ‖β‖
称为 α 和 β 的夹角．当 ρ(α, β) = 0 时，称 α 和 β 正交，记作 α ⊥ β．

使线性空间具有度量结构的方式还有许多．常见的是引入范数和距离的概念．

定义 10.4. 设 V 是 R 上的线性空间．若函数 p : V → R 具有下列性质，

1. (拟线性) p(λα) = |λ| p(α)

2. (正定性) 当 α 6= 0 时，p(α) > 0

3. (三角不等式) p(α+ β) ⩽ p(α) + p(β)

其中 α, β ∈ V，λ ∈ R，则 p 称为 V 上的范数，代数结构 (V, p) 称为赋范线性空间．特别，实内积

空间 (V, ρ) 上的函数 p(α) =
√

ρ(α, α) 构成 V 上的范数，称为内积 ρ 的导出范数．

例 10.8. 设 p > 0 或 p = ∞．在 V = Rn 上定义函数

‖x‖p = (|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p)
1
p , ‖x‖∞ = max(|x1|, |x2|, · · · , |xn|).

当 p ⩾ 1 时，‖ · ‖p 满足定义 10.4，是 V 上的范数，称为 p-范数．当 p ⩾ 1 且 p 6= 2 时，‖ · ‖p 不是
V 上任何内积的导出范数．

[1]Augustin-Louis Cauchy 在 1821 年首先发表了求和形式的 Cauchy 不等式，Viktor Bunyakovsky 在 1859 年证明了不等式的积分
形式，而 Hermann Amandus Schwarz 则在 1888 年独立地证明了不等式的积分形式．因此，也被称为 Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz
不等式．
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类似地，在 V = C [a, b] 上定义函数

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p

, ‖f‖∞ = max
a⩽x⩽b

|f(x)|.

当 p ⩾ 1 时，‖ · ‖p 满足定义 10.4，是 V 上的范数，也称为 p-范数．

定义 10.5. 设 V 是一个非空集合．若函数 d : V × V → R 具有下列性质，

1. (对称性) d(x, y) = d(y, x)

2. (正定性) d(x, x) = 0．当 x 6= y 时，d(x, y) > 0

3. (三角不等式) d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z)

其中 x, y, z ∈ V，则 d称为 V 上的距离，代数结构 (V, d)称为距离空间．特别，赋范线性空间 (V, p)

上的函数 d(α, β) = p(α− β) 构成 V 上的距离，称为范数 p 的导出距离．

例 10.9. V = Rn 上的二元函数 d(x, y) =

0, x = y

1, x 6= y
满足定义 10.5，是 V 上的距离．显然，d 不

是 V 上任何范数的导出距离．

习题

1. 设 V 是 R 上的线性空间．判断下列函数 ρ 是否 V 上的内积，并说明理由．

(1) V = R3，ρ(x,y) = x1(y2 + y3) + x2(y1 + y3) + x3(y1 + y2)．

(2) V = R3，ρ(x,y) = x1(y1 + y2) + x2(y2 + y3) + x3(y1 + y3)．

(3) V = R3，ρ(x,y) = x1(2y1 − y2) + x2(2y2 − y1 − y3) + x3(2y3 − y2)．

(4) V = R2×2，ρ(X,Y ) = tr(XY )．

(5) V = C2×2，ρ(X,Y ) = tr(XHY )．

(6) V = C2×2，ρ(X,Y ) = tr(XHY ) + tr(XHY )．

2. 设 (V, ρ) 是实内积空间．计算 ρ 在 V 的基 S 下的度量矩阵．

(1) V = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 0}，ρ(x,y) = xTy，S = {e2 − e1, e3 − e1, · · · , en − e1}．

(2) V = {X ∈ Rn×n | trX = 0}，ρ(X,Y ) = tr(XTY )，

S = {Eii − E11 | 2 ⩽ i ⩽ n} ∪ {Eij | 1 ⩽ i 6= j ⩽ n}．

(3) V = {f(x) =
n∑

k=0

ak cos(kx) +
n∑

k=1

bk sin(kx) | ak, bk ∈ R}，ρ(f, g) =
∫ 2π

0
f(x)g(x)dx，

S = {1, cosx, cos(2x), · · · , cos(nx), sinx, sin(2x), · · · , sin(nx)}．

(4) V = Rn[x]，ρ(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)| lnx|dx，S = {1, x, x2, · · · , xn−1}．

3. 证明：下列方阵 A = (aij) ∈ Rn×n 是正定方阵，1 ⩽ i, j ⩽ n．

(1) aij =
1

i+ j
(2) aij =

1

(i+ j)2
(3) aij =

(i+ j)!

i!j!
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4. 设 V = Rm×n，S ∈ Rm×m．证明：ρ(X,Y ) = tr(XTSY ) 是 V 上的内积 ⇔ S 是正定的．

5. 设 w(x) 是定义在 [0, 1] 上的连续函数，并且 w(x) 不恒为 0．

(1) 证明：ρ(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)w(x)dx 是 V = R[x] 上的内积 ⇔ w(x) ⩾ 0，∀x ∈ [0, 1]．

(2) 对于 V = Rn[x]，上述结论是否仍然成立？证明你的结论．

6. 设 (V, ρ) 是实内积空间，S = {α1, α2, · · · , αn} ⊂ V，G =
(
ρ(αi, αj)

)
∈ Rn×n．证明：

(1) G 是半正定的.

(2) G 是正定的 ⇔ detG 6= 0 ⇔ S 是线性无关的．

7. 设 V 是实内积空间．证明：对于任意 α, β ∈ V，有

(1) (勾股定理) 若 α ⊥ β，则 ‖α+ β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2．
(2) (余弦定理) ‖α− β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2 − 2‖α‖ ‖β‖ cos θ，其中 θ 是 α 和 β 的夹角．

(3) (三角不等式) ‖α+ β‖ ⩽ ‖α‖+ ‖β‖．
(4) (菱形对角线性质) 若 ‖α‖ = ‖β‖，则 (α+ β) ⊥ (α− β)．

(5) (平行四边形法则) ‖α+ β‖2 + ‖α− β‖2 = 2‖α‖2 + 2‖β‖2．
(6) (Apollonius 等式) ‖α− γ‖2 + ‖β − γ‖2 = 1

2
‖α− β‖2 + 1

2
‖α+ β − 2γ‖2．

(7) (极化恒等式) ‖α+ β‖2 − ‖α− β‖2 = 4(α, β)．

8. 设 α1, α2, · · · , αm 是 n 维实内积空间 (V, ρ) 中的一组非零向量．证明：

(1) 若对于任意 i < j 都有 ρ(αi, αj) < 0，则 m ⩽ n+ 1．

(2) 若对于任意 i < j 都有 ρ(αi, αj) ⩽ 0，则 m ⩽ 2n．

9. 设 V = Rn，‖ · ‖p 是例 10.8 中的函数．证明：当 0 < p < 1 时，‖ · ‖p 不是 V 上的范数．
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§10.2 标准正交基

定义 10.6. 设 S 是实内积空间 V 中的一个向量组．

• 若 S 中任意两个向量相互正交，则 S 称为正交向量组．

• 若 S 是正交向量组且 S 中每个向量的长度都是 1，则 S 称为标准正交向量组．

• 若 S 是 V 的基且是正交向量组，则 S 称为 V 的一个正交基．

• 若 S 是 V 的基且是标准正交向量组，则 S 称为 V 的一个标准正交基．

对于给定的实内积空间 V，我们并不知道 V 是否有标准正交基．自然地，我们提出如下问题：

1. 什么样的实内积空间有标准正交基？是否有简便的判定方法？

2. 当标准正交基存在时，如何构造出标准正交基？不同的标准正交基之间有何联系？

3. 当标准正交基不存在时，能够找到标准正交基的替代？如何描述实内积空间的度量结构？

借助度量矩阵，定理 10.1 证明了有限维实内积空间的标准正交基的存在性．事实上，实内积空
间 V 中任意一组线性无关的向量 α1, α2, · · · , αn 都可以通过如下 Gram-Schmidt 标准正交化过
程，改造成为一个标准正交向量组 γ1, γ2, · · · , γn．

βk = αk −
k−1∑
i=1

(γi, αk)γi, γi =
1

‖βk‖
βk, k = 1, 2, · · · , n. (10.2)

上述过程可以看作是 (6.2)和 (6.3)的推广．特别，当 V 是可数维时，V 的任意一组基 {αn | n ∈ N}
也可以通过 Gram-Schmidt 标准正交化过程，改造成为一个标准正交向量组 {γn | n ∈ N}．由每个
αk 是 γ1, · · · , γk 的线性组合，可知 {γn | n ∈ N} 是 V 的一个标准正交基．因此，当 dimV ⩽ ℵ0

时，V 必有标准正交基．

例 10.10. 设 V = R3[x]，内积 (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx．求 V 的标准正交基．

解法一. 对基 1, x, x2 作 Gram-Schmidt 标准正交化．

β1 = 1, |β1‖ = 1, γ1 = 1,

β2 = x− 1
2
γ1 = x− 1

2
, ‖β2‖ = 1√

12
, γ2 =

√
12(x− 1

2
),

β3 = x2 − 1
3
γ1 −

√
3
6
γ2 = x2 − x+ 1

6
, ‖β3‖ = 1√

180
, γ3 =

√
180(x2 − x+ 1

6
).

γ1, γ2, γ3 是 V 的标准正交基．

解法二. 对基 1, x, x2 下的度量矩阵作相合变换．
1 0 0 1 1

2
1
3

0 1 0 1
2

1
3

1
4

0 0 1 1
3

1
4

1
5

→


1 0 0 1 0 0

− 1
2

1 0 0 1
12

1
12

− 1
3

0 1 0 1
12

4
45

→


1 0 0 1 0 0

− 1
2

1 0 0 1
12

0
1
6

−1 1 0 0 1
180

 .

由此可得，e1 = 1，e2 =
√
12(x− 1

2
)，e3 =

√
180(x2 − x+ 1

6
) 是 V 的标准正交基．
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解法三. 设 fi =
di

dxi
[xi(1− x)i]，由分部积分可得

∫ 1

0
xjfi(x)dx = 0，∀0 ⩽ j < i ⩽ 2．

f0 = 1, f1 = (x− x2)′ = 1− 2x, f2 = (x2 − 2x3 + x4)′′ = 2− 12x+ 12x2,

g0 =
f0

‖f0‖
= 1, g1 =

f1
‖f1‖

=
√
12(x− 1

2
), g2 =

f2
‖f2‖

=
√
180(x2 − x+ 1

6
).

g0, g1, g2 是 V 的标准正交基．�
以上三种方法均可以求得 R3[x] 的一个标准正交基．解法一和解法二都是通用方法，解法三是

特殊方法．解法一的计算量较大，解法二的计算量适中，并且容易编程实现．

定理 10.4. 设 V 是有限维实内积空间，S1, S2 是 V 的两个标准正交基，则从 S1 到 S2 的过渡矩阵

P 是正交方阵．对于任意 A ∈ L(V )，设 A在 S1, S2 下的矩阵表示分别是 A1, A2，则 A2 = P−1A1P，

即 A1 与 A2 正交相似．

证明. 定理 9.3 和定理 10.1 (2) 的推论．

在线性空间中，“极大线性无关组”与“线性空间的基”是同义词．在实内积空间 V 中，标准

正交基一定是（在集合的包含关系下）极大的标准正交向量组，反之不一定成立．当 V 是有限维

时，极大标准正交向量组一定是标准正交基．当 V 是无限维时，极大标准正交向量组一定存在，标

准正交基有可能不存在．当 V 的标准正交基不存在时，我们试图通过具有标准正交基的子空间来

研究 V 的结构．

例 10.11. 设 V 是满足
∞∑

n=0

a2n 收敛的实数数列 {an}n∈N 的全体．在数列的加法和数乘运算下，V

构成实线性空间．ρ
(
{an}, {bn}

)
=

∞∑
n=0

anbn 是 V 上内积．实内积空间 (V, ρ) 通常称为 l2 空间．

易知，当 0 < q < 1 时，等比数列 αq = {qn}n∈N ∈ V．对于任意两两不同的 q1, · · · , qk ∈ (0, 1)，

αq1 , · · · , αqk 是线性无关的．因此，{αq | 0 < q < 1} 是线性无关的，dimV 是不可数的．

设数列 en 的第 n 项是 1，其它项是 0，n ∈ N．易知，S = {en | n ∈ N} 是 V 的一个标准正交

向量组．若 {an}n∈N ∈ V 与每个 en 都正交，则 an = 0，∀n．因此，S 是极大标准正交向量组．

假设 V 有标准正交基 T = {αi | i ∈ I}，其中 I 是不可数的指标集合．由于每个 en 都是 T 中

有限多个向量的线性组合，故存在可数子集 J ⊂ I 使得 S ⊂ Span({αj | j ∈ J})．设 i ∈ I \ J．由
αi ⊥ αj，∀j ∈ J 可得 αi ⊥ en，∀n ∈ N．故 αi = 0．矛盾．因此，V 没有标准正交基．

定义 10.7. 设 V 是实内积空间，S ⊂ V．容易验证，

S⊥ = {α ∈ V | α ⊥ β, ∀β ∈ S}

是 V 的子空间．S⊥ 称为 Span(S) 的正交补空间．

容易证明，{0}⊥ = V，V ⊥ = {0}，S⊥ ∩ Span(S) = {0}．从而，S⊥ + Span(S) 是直和．

例 10.12. 设 V = Rn×n，内积 (X,Y ) = tr(XTY )．V 的子空间 U = {X ∈ V | XT = X} 和
W = {X ∈ V | XT = −X} 互为正交补空间．

证明. A = (aij) ∈ U⊥ ⇔ (A,Eij + Eji) = 0，∀i, j ⇔ aji + aij = 0，∀i, j ⇔ AT = −A．

B = (bij ∈ W⊥ ⇔ (B,Eij − Eji) = 0，∀i, j ⇔ bji − bij = 0，∀i, j ⇔ BT = B．
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定理 10.5. 设 S 是实内积空间 V 中的正交向量组．S⊥ = {0} ⇔ S 是极大正交向量组．

证明. (⇐) 若 S⊥ 6= {0}，则存在非零向量 α ∈ S⊥，S ∪ {α} 也是正交向量组，与 S 的极大性矛盾．

(⇒) 若存在正交向量组 T ⫌ S，则 T \ S ⊂ S⊥，与 S⊥ = {0} 矛盾．

定理 10.6. 设 U 是实内积空间 V 的子空间．

1. 若 U 是有限维的，则 V = U ⊕ U⊥．

2. 若 V = U ⊕ U⊥，则 (U⊥)⊥ = U．

证明.

1. 取 U 的标准正交基 e1, e2, · · · , en．对于任意 α ∈ V，β =
n∑

i=1

(ei, α)ei ∈ U，α − β ∈ U⊥．故

V = U + U⊥．再由 U ∩ U⊥ = {0}，得 V = U ⊕ U⊥．

2. 一方面，对于任意 α ∈ U，由 α ⊥ U⊥ 可得 α ∈ (U⊥)⊥．故 U ⊂ (U⊥)⊥．另一方面，对于任

意 α ∈ (U⊥)⊥，设 α = u+w，其中 u ∈ U，w ∈ U⊥．由 α ⊥ w 且 u ⊥ w 可得 w = 0，从而
α ∈ U．故 (U⊥)⊥ ⊂ U．综上，(U⊥)⊥ = U．�
在定理 10.6中，结论 1的条件“U 是有限维的”不可省略．例如，在例 10.11中，U = Span(S)

满足 U⊥ = {0}，V 6= U ⊕ U⊥，(U⊥)⊥ 6= U．结论 2 的条件 V = U ⊕ U⊥ 也不是必要的．

例 10.13. 设 V 是实内积空间．给定 α1, α2, · · · , αn, α ∈ V，求 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn 使

f(x) = ‖α−
n∑

i=1

xiαi‖2

取得最小值．本问题是例 6.9 最小二乘问题的推广．

解答. 设 U = Span(α1, α2, · · · , αn)．根据定理 10.6，α可以唯一地表示为 β+γ 的形式，其中 β ∈ U，

γ ∈ U⊥．从而，f(x) = ‖β −
n∑

i=1

xiαi‖2 + ‖γ‖2．当且仅当 β =
n∑

i=1

xiαi 时，f(x) 取得最小值 ‖γ‖2．

注意到 β =
n∑

i=1

xiαi 等价于 α−
n∑

i=1

xiαi ∈ U⊥，即 (αi, α−
n∑

i=1

xiαi) = 0，∀i．由此得线性方程组


(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αn)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αn)
...

... · · ·
...

(αn, α1) (αn, α2) · · · (αn, αn)




x1

x2

...

xn

 =


(α1, α)

(α2, α)
...

(αn, α)

 .

上述线性方程组的任意解 x 都是 f(x) 的最小值点．

定理 10.7. 设 V 是实内积空间，I 是指标集合，{ei | i ∈ I} 是 V 的一个标准正交基．

1. (Parseval[2]等式) 对于任意 α, β ∈ V，(α, β) =
∑
i∈I

(ei, α)(ei, β)．

2. (Bessel[3]等式) 对于任意 α ∈ V，‖α‖2 =
∑
i∈I

(ei, α)
2．

[2]Marc-Antoine Parseval，1755–1836，法国数学家．
[3]Friedrich Wilhelm Bessel，1784–1846，德国天文学家、数学家、物理学家．
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证明. 对于任意 α, β ∈ V，存在有限子集 J ⊂ I 使得 α =
∑
j∈J

xjej，β =
∑
j∈J

yjej，其中 xj , yj ∈ R．

(ei, α) =

xi, i ∈ J ;

0, i /∈ J,
(ej , β) =

yi, i ∈ J ;

0, i /∈ J.

因此，(α, β) =
∑
j∈J

xjyj =
∑
i∈I

(ei, α)(ei, β)．特别，当 α = β 时，‖α‖2 =
∑
i∈I

(ei, α)
2．

定理 10.8. 设 V 是实内积空间，I 是指标集合，S = {ei | i ∈ I} 是 V 中的标准正交向量组．

1. (Bessel 不等式) 对于任意 α ∈ V，‖α‖2 ⩾
∑
i∈I

(ei, α)
2．

2. 对于任意 α ∈ V 和 β ∈ Span(S)，‖α− β‖2 ⩾ ‖α‖2 −
∑
i∈I

(ei, α)
2．

3. 对于任意 α ∈ V，‖α‖2 =
∑
i∈I

(ei, α)
2 ⇔ 存在一列 βn ∈ Span(S) 满足 lim

n→∞
‖α− βn‖ = 0．

证明.

1. 对于任意有限子集 J ⊂ I，设 β =
∑
j∈J

(ej , α)ej．由 α− β ⊥ {ej | j ∈ J} 可得 (β, α− β) = 0．

从而，‖α‖2 = ‖β‖2 + ‖α− β‖2 ⩾ ‖β‖2 =
∑
j∈J

(ej , α)
2．因此，‖α‖2 ⩾

∑
i∈I

(ei, α)
2．

2. 设 β =
∑
j∈J

xjej，其中 J 是 I 的有限子集．记 γ =
∑
j∈J

(ej , α)ej．由 α− γ ⊥ {ej | j ∈ J} 可得

‖α− β‖2 = ‖α− γ‖2 + ‖β − γ‖2 ⩾ ‖α− γ‖2 = ‖α‖2 −
∑
j∈J

(ej , α)
2 ⩾ ‖α‖2 −

∑
i∈I

(ei, α)
2．

3. 一方面，若 ‖α‖2 =
∑
i∈I

(ei, α)
2，则存在一列有限子集 Jn ⊂ I 使得 lim

n→∞

∑
i∈Jn

(ei, α)
2 = ‖α‖2．故

βn =
∑

j∈Jn

(ej , α)ej 满足 lim
n→∞

‖α−βn‖ = 0．另一方面，若 βn ∈ Span(S)满足 lim
n→∞

‖α−βn‖ = 0，

则 Jn = {i ∈ I | (ei, βn) 6= 0} 使得 ‖α‖2 −
∑
i∈Jn

(ei, α)
2 ⩽ ‖α− βn‖2．故 ‖α‖2 =

∑
i∈I

(ei, α)
2．

�
设 U 是实内积空间 V 的无限维子空间．对于任意 α ∈ V，存在一系列 βn ∈ U，n ∈ N 使得

‖βn − α‖ 单调递减．但是，这并不能说明存在 β ∈ U 使得 ‖β − α‖ 取得最小值．

设 (V, d) 是距离空间，{αn}n∈N 是 V 中的点列．若存在 α ∈ V 使得 lim
n→∞

d(αn, α) = 0，则

称 α 是 {αn}n∈N 的极限，或者称 {αn}n∈N 收敛到 α，记作 lim
n→∞

αn = α．由三角不等式可知，若

{αn}n∈N 在 V 中收敛，则 {αn}n∈N 满足如下的 Cauchy 准则：

对于任意 ε > 0，存在 N 使得 d(αm, αn) < ε，∀m > n > N．

若 V 中满足 Cauchy 准则的点列都在 V 中收敛，则称 V 是完备的．完备的赋范线性空间 (V, p) 称

为 Banach[4]空间，完备的实内积空间 (V, ρ) 称为 Hilbert[5]空间．

例如，所有有限维实内积空间都是 Hilbert 空间．在例 10.11 中，V 是 Hilbert 空间，没有标
准正交基；V 的子空间 Span(S) 不是 Hilbert 空间，有标准正交基．

[4]Stefan Banach，1892–1945，波兰数学家，泛函分析创始人之一．
[5]David Hilbert，1862–1943，德国数学家．1900 年 8 月提出的 23 个 Hilbert 问题对现代数学的研究和发展产生了深刻的影响．
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习题

1. 设 V 分别是例 10.5 和例 10.7 中的实内积空间．求 V 的一个标准正交基．

2. 分别求 V = R[x] 上的一个内积 ρ，使得 S 构成 (V, ρ) 的正交基．

(1) S = {Pn(x) | n ∈ N}，其中 Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n] 是 Legendre[6]多项式．

(2) S = {Tn(x) | n ∈ N}，其中 Tn(cos θ) = cos(nθ) 是第一类 Chebyshev[7]多项式．

(3) S = {Un(x) | n ∈ N}，其中 Un(cos θ) =
sin((n+ 1)θ)

sin θ 是第二类 Chebyshev 多项式．

3. 设 S 是有限维实内积空间 V 的标准正交基．证明：向量组 T 是 V 的标准正交基 ⇔ 从 S 到

T 的过渡矩阵是正交方阵．

4. 设实内积空间 V = R2×2，内积 (X,Y ) = tr(XTY )，A ∈ L(V ) : X 7→ AX，其中 A =

(
1 2

3 6

)
．

分别求 KerA，(KerA)⊥，ImA，(ImA)⊥ 的一个标准正交基．

5. 设 A ∈ Rm×n，B ∈ Rk×n，α ∈ Rm×1，x ∈ Rn×1．求 ‖Ax− α‖ 在条件 Bx = 0 下的最小值．

6. 证明：在实内积空间中，不含零向量的正交向量组一定是线性无关的．

7. 举例：实内积空间 V 有标准正交基，并且 dimV 是不可数的．

8. 举例：U 是实内积空间 V 的子空间，U = (U⊥)⊥，V 6= U ⊕ U⊥．

9. 设 U1, U2 是实内积空间 V 的子空间．证明：

(1) (U1 + U2)
⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2 ，(U1 ∩ U2)

⊥ ⊃ U⊥
1 + U⊥

2 ．

(2) 若 U1 + U2 是有限维，则 (U1 ∩ U2)
⊥ = U⊥

1 + U⊥
2 ．

(3) 举例：(U1 ∩ U2)
⊥ 6= U⊥

1 + U⊥
2 ．

10. 设 V 是实内积空间，I 是指标集合，{ei | i ∈ I} 是 V 的极大标准正交向量组．是否对于任意

α ∈ V，都有 ‖α‖2 =
∑
i∈I

(ei, α)
2？证明你的结论．

[6]Adrien-Marie Legendre，1752–1833，法国数学家．
[7]Pafnuty Lvovich Chebyshev，1821–1894，俄国数学家．
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§10.3 正交变换

定义 10.8. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 可逆．若 A 保持任意两个向量的内积不变，即

(Aα,Aβ) = (α, β), ∀α, β ∈ V

则 A 称为 V 上的正交变换．

许多教科书也把以下定理作为正交变换的一个等价的定义．

定理 10.9. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 可逆．若 A 保持每个向量的长度不变，即

‖Aα‖ = ‖α‖, ∀α ∈ V

则 A 是正交变换．

证明. 对于任意 α, β ∈ V，由余弦定理，

(Aα,Aβ) =
1

2

(
‖Aα+Aβ‖2 − ‖Aα‖2 − ‖Aβ‖2

)
=

1

2

(
‖α+ β‖2 − ‖α‖2 − ‖β‖2

)
= (α, β).

因此，A 是正交变换．

例 10.14. 设 V 是实内积空间．任取非零向量 v ∈ V．v 称为 π = {v}⊥ 的法向量．

• 恒等变换 I : α 7→ α 显然是 V 上的正交变换．

• 线性变换 A : α 7→ 2
(v, α)

(v, v)
v − α 把每个点 α 映射到其关于 v 所在直线的对称点．A 是 V 上

的正交变换，称为关于对称轴 v 的轴对称变换．

• 线性变换 B = −A 把每个点 α 被映射到其关于 π 的对称点．B 也是 V 上的正交变换，称为

关于法向量 v 的镜面反射变换．

例 10.15. 设 V =

{
n∑

i=−m

aix
i

∣∣∣∣ ai ∈ R, m, n ∈ N
}
，内积

(∑
i

aix
i,
∑
i

bix
i
)
=
∑
i

aibi．

V 上的线性变换 A : f(x) 7→ xf(x) 是正交变换．R[x] 是 V 的 A-不变子空间．A 在 R[x] 上的
限制映射 B 不是满射．故 B 不是 R[x] 上的正交变换．

当实内积空间 V 是无限维时，V 的结构可能非常复杂，验证一个线性变换是否正交变换，或

者构造一个满足要求的正交变换，通常不是一件容易的事．当 V 是有限维时，由于存在标准正交

基，V 的结构相对简单．有下列常用结论．

定理 10.10. 设 V 是 n 维实内积空间，A ∈ L(V )，S = {e1, e2, · · · , en} 是 V 的一个标准正交基．

下列叙述相互等价．

1. A 是正交变换．

2. A(S) = {Ae1,Ae2, · · · ,Aen} 也是 V 的一个标准正交基．

3. A 在 S 下的矩阵表示是正交方阵．
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证明. 1 ⇒ 2：设 x1Ae1 + · · · + xnAen = A(x1e1 + · · · + xnen) = 0．由 A 是可逆变换，得
x1e1 + · · · + xnen = 0，故 x1 = · · · = xn = 0．因此，A(S) 线性无关，A(S) 是 V 的基．再由

(Aei,Aej) = (ei, ej) = δij，得 A(S) 是 V 的标准正交基．

2 ⇒ 1：设 α = x1e1+ · · ·+xnen ∈ KerA．由 Aα = x1Ae1+ · · ·+xnAen = 0，得 x1 = · · · = xn，

即 α = 0．故 A 是单射．根据定理 9.10，A 也是满射．对于任意 α =
n∑

i=1

xiei，β =
n∑

i=1

yiei，有

(Aα,Aβ) =
n∑

i,j=1

xiyj(Aei,Aej) =
n∑

i=1

xiyi = (α, β)．因此，A 是正交变换．

2 ⇔ 3：设 P 是 A 在 S 下的矩阵表示，则 P TP =
(
(Aei,Aej)

)
．因此，A(S) 是 V 的标准正

交基 ⇔ (Aei,Aej) = δij ⇔ P TP = I ⇔ P 是正交方阵．

当 V 是无穷维时，我们有与定理 10.10 类似的结论．

定理 10.11. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )，I 是指标集合，S = {ei | i ∈ I} 是 V 的一个标准正

交基．A 是正交变换 ⇔ A(S) = {Aei | i ∈ I} 也是 V 的一个标准正交基．

定理 10.12. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 是正交变换，U 是有限维的 A-不变子空间，则 U⊥

也是 A-不变子空间．

证明. 设 B ∈ L(U) 是 A 在 U 上的限制映射．若 α ∈ KerB，则由 ‖α‖ = ‖Aα‖ = 0 可得 α = 0．
故 B 是单射．再由 U 是有限维，得 B 可逆．从而，对于任意 α ∈ U 和 β ∈ U⊥，有

A−1α = B−1α ∈ U, (α,Aβ) = (A−1α, β) = 0.

因此，A(U⊥) ⊂ U⊥．

�
定理 10.12 中的条件“U 是有限维的”不可省略．

例 10.16. 设 V,A 同例 10.15，U = R[x] 是 A-不变子空间，U⊥ =

{
n∑

i=1

aix
−i

∣∣∣∣ ai ∈ R, n ∈ N
}
不

是 A-不变子空间，尽管有 V = U ⊕ U⊥．

如下定理可以看作是定理 10.12 的推广．

定理 10.13. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )，U 和 U⊥ 都是 A-不变子空间，并且 V = U ⊕ U⊥．

A 是正交变换 ⇔ A 在 U 和 U⊥ 上的限制映射都是正交变换．

证明. (⇒) 设 B 是 A 在 U 上的限制映射．由 A 是正交变换，可得 B 保持 U 中任意两个向量的内

积不变，并且 B 是单射．对于任意 α ∈ U，设 A−1α = u+ v (u ∈ U, v ∈ U⊥)．由 α = Au+Av，

可得 α = Au，Av = 0．故 B 是满射．因此，B 是正交变换．同理，A 在 U⊥ 上的限制映射也是正

交变换．

(⇐) 对于任意 α = u+ v ∈ V (u ∈ U, v ∈ U⊥)，设 u = Au1, v = Av1 (u1 ∈ U, v1 ∈ U⊥)，则

α = A(u1+v1)．故 A是满射．若 Aα = 0，则 Au+Av = 0 ⇒ Au = Av = 0 ⇒ u = v = 0 ⇒ α = 0．
故 A 是单射．对于任意 β = u′ + v′ ∈ V (u′ ∈ U, v′ ∈ U⊥)，

(Aα,Aβ) = (Au+Au′,Av +Av′) = (u, u′) + (v, v′) = (u+ u′, v + v′) = (α, β).

因此，A 是正交变换．
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例 10.17. 设 V 是实内积空间，α1, · · · , αk, β1, · · · , βk ∈ V 满足 (αi, αj) = (βi, βj)，∀i, j，则存在
V 上的正交变换 A 使得 Aαi = βi，∀i．

证明. 任取 U = Span(α1, · · · , αk, β1, · · · , βk) 的标准正交基 S = {e1, · · · , er}．设 A,B ∈ Rr×k

的列向量分别由 α1, · · · , αk 和 β1, · · · , βk 在 S 下的坐标构成．由 (αi, αj) = (βi, βj)，∀i, j 可得
ATA = BTB．根据第六章 §6.3 习题 2，存在正交方阵 P 使得 B = PA．设 U 上的正交变换 B 在
S 下的矩阵表示是 P，则有 Bαi = βi，∀i．下面，我们把 B 延拓为 V 上的正交变换．根据定理

10.6，V = U ⊕U⊥．定义 A ∈ L(V ) : u+ v 7→ Bu+ v，∀u ∈ U, v ∈ U⊥．A 在 U 和 U⊥ 上的限制

映射（分别是 B 和恒等映射）都是正交变换．根据定理 10.13，A 是正交变换．

例 10.17 的结论不可以推广到无穷多个向量．例如，在 V = R[x] 上定义内积(∑
i

aix
i,
∑
i

bix
i
)
=
∑
i

aibi.

把所有 xn (n ∈ N) 映成 xn+1 的线性变换 A ∈ L(V ) 不是满射．故 A 不是正交变换．

习题

1. 设 A,B 都是实内积空间 V 上的正交变换．证明：AB 和 A−1 也都是 V 上的正交变换．

2. 设 V 是实内积空间，A : V → V 是任意映射．

(1) 证明：若 (Aα,Aβ) = (α, β)，∀α, β ∈ V，则 A 是线性映射．

(2) 举例：线性映射 A 满足 (Aα,Aβ) = (α, β)，∀α, β ∈ V，但 A 不可逆．

(3) 举例：可逆映射 A 满足 ‖Aα‖ = ‖α‖，∀α ∈ V，但 A 不是线性映射．

3. 完成定理 10.11 的证明．

4. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 可逆．证明：若 A 保持任意两个向量的正交关系，即

Aα ⊥ Aβ ⇔ α ⊥ β, ∀α, β ∈ V

则存在 λ > 0 使得 λA 是正交变换．

5. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 是正交变换．证明：

(1) 若 λ ∈ R 是 A 的特征值，则 λ = 1 或 λ = −1．

(2) 若 α, β ∈ V 满足 Aα = α 且 Aβ = −β，则 α ⊥ β．

(3) Ker(I − A) = Ker(I − A)2，Ker(I +A) = Ker(I +A)2．

(4) 若 dA(x) =
k∏

i=1

(x− λi)，其中 λi ∈ C，则 |λi| = 1 并且 λ1, λ2, · · · , λk 两两不同．



192 第十章 内积空间

§10.4 伴随变换

在第九章 §9.3 中介绍了一般线性空间 V 的对偶空间 V ∗ 的概念，以及线性映射 A ∈ L(U, V )

的伴随映射 A† ∈ L(V ∗, U∗) 的概念．在本章中，实数域上的线性空间 V 被赋予内积运算，成为了

实内积空间．我们将重新审视对偶空间和伴随变换的性质．

定理 10.14 (Riesz[8]表示定理). 设 V 是有限维实内积空间，f ∈ V ∗，则存在唯一的 α ∈ V 使得

f(x) = (α, x), ∀x ∈ V.

证明. 任取 V 的标准正交基 e1, e2, · · · , en，设 x =
n∑

i=1

xiei，α =
n∑

i=1

f(ei)ei ∈ V，则

f(x) =
n∑

i=1

xif(ei) =
n∑

i=1

f(ei)(ei, x) = (α, x).

若 β ∈ V 也满足 f(x) = (β, x)，∀x ∈ V，则有 (β − α, x) = 0，∀x ∈ V．取 x = β − α，得 β = α．

因此，α 是唯一的．

定理 10.14 表明，当 V 是有限维时，V 上的任意线性函数 f(x) 都可以表示为 f(x) = (α, x) 的

形式．然而，当 V 是无限维时，存在 V 上的线性函数 f(x) 无法表示为 (α, x) 的形式．

例 10.18. 在 V = R[x] 上定义内积 (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx．映射 g 7→ g(0) 是 V 上的线性函数．不

存在 f ∈ V 使得 g(0) = (f, g)，∀g ∈ V．

证明. 假设存在 f ∈ R[x]使得 g(0) = (f, g)恒成立．取 g(x) = xf(x)，由
∫ 1

0
xf2(x)dx = (f, g) = 0，

得 f = 0．再取 g(x) = 1，得 (f, 1) = 1，与 f = 0 矛盾．

我们自然会提出问题：什么样的线性函数 f(x) 可以表示为 f(x) = (α, x) 的形式？此类问题是

更深层次的线性代数和泛函分析学科的研究内容．感兴趣者可参阅相关文献，例如 [16] Advanced
Linear Algebra．显然，对于任意 α ∈ V，fα(x) = (α, x) 是 V 上的线性函数，Ṽ = {fα | α ∈ V } 是
V ∗ 的子空间．V 与 Ṽ 之间可以建立一一对应

τ : V → Ṽ , α 7→ fα.

容易验证，τ 是同构映射．根据定义 9.8，任意线性变换 A ∈ L(V ) 有伴随变换

A† ∈ L(V ∗), f(x) 7→ f(Ax).

若 Ṽ 是 A†-不变子空间，则 A† : fα 7→ fβ 诱导出 V 上的线性变换 A∗ : α 7→ β，如下图所示．

α ∈ V
A∗

−−−−→ β ∈ V

τ

y xτ−1

fα ∈ Ṽ
A†

−−−−→ fβ ∈ Ṽ

由 A∗ = τ−1 ◦ A† ◦ τ，我们可以认为 A∗ 与 A† 是“相似”的．A∗ 也常称为“伴随变换”．

[8]Frigyes Frédéric Riesz，1880–1956，匈牙利数学家，泛函分析创始人之一．
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定义 10.9. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )．若存在 B ∈ L(V )，使得

(Bα, β) = (α,Aβ), ∀α, β ∈ V

则 B 是唯一的，B 称为 A 的伴随变换，记作 A∗．

当 V 是有限维时，根据定理 10.14，Ṽ = V ∗．因此，任意 A ∈ L(V ) 都有伴随变换 A∗，并且

有如下结论．

定理 10.15. 设 V 是有限维实内积空间，A ∈ L(V )，S 是 V 的一个标准正交基，A 是 A 在 S 下

的矩阵表示，则 AT 是 A∗ 在 S 下的矩阵表示．

证明. 任取 α, x ∈ V，设 β = A∗α，a,b,x 分别是 α, β, x 在 S 下的坐标．由

(α,Ax) = aTAx, (β, x) = bTx

可得 b = ATa，此即为 A∗ 在 S 下的坐标表示．故 AT 是 A∗ 在 S 下的矩阵表示．

例 10.19. 设 V = R3[x] 的内积 (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx．求微分变换 D ∈ L(V ) 的伴随变换 D∗．

解法一. 在 V 的基 S = {1, x, x2}下，度量矩阵 G =


1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

，D 的矩阵表示 A =


0 1 0

0 0 2

0 0 0

，

D∗ 的矩阵表示 B 满足 BTG = GA．故 B = G−1ATG =


−6 2 3

12 −24 −26

0 30 30

．即 D∗1 = 12x − 6，

D∗x = 30x2 − 24x+ 2，D∗(x2) = 30x2 − 26x+ 3．

解法二. 根据例 10.10，取 V 的标准正交基 γ1 = 1，γ2 =
√
12(x− 1

2
)，γ3 =

√
180(x2 − x+ 1

6
)，则

Dγ1 = 0，Dγ2 =
√
12γ1，Dγ3 =

√
60γ2．在 {γ1, γ2, γ3} 下，D 的矩阵表示 A =


0

√
12 0

0 0
√
60

0 0 0

，
D∗ 的矩阵表示 B = AT．即 D∗γ1 =

√
12γ2，D∗γ2 =

√
60γ3，D∗γ3 = 0．

当 V 是无限维时，不是所有线性变换 A ∈ L(V ) 都有伴随变换 A∗．

例 10.20. 设 V = R[x]，D ∈ L(V ) 是微分变换．

1. 在 V 上定义内积

(
n∑

i=0

fix
i,

n∑
i=0

gix
i

)
=

n∑
i=0

figi，其中 fi, gi ∈ R．求 D 的伴随变换．

2. 在 V 上定义内积 (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx．证明 D 没有伴随变换．

解答.

1. 设 A ∈ L(V )，
n∑

i=0

fix
i 7→

n∑
i=0

(i+ 1)fix
i+1，则

(Axi, xj) =
(
(i+ 1)xi+1, xj

)
= jδi+1,j =

(
xi, jxj−1

)
= (xi,Dxj), ∀i, j ∈ N.

故 A 是 D 的伴随变换．
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2. 假设 D∗ 存在．设 f = D∗1，则∫ 1

0

f(x)g(x)dx = (D∗1, g) = (1,Dg) =

∫ 1

0

g′(x)dx = g(1)− g(0), ∀g ∈ V.

取 g = x(1− x)f(x)，得
∫ 1

0
x(1− x)f2(x)dx = 0，故 f = 0．再取 g = x，得

∫ 1

0
f(x)xdx = 1，

与 f = 0 矛盾．

定理 10.16. 设 V 是实内积空间，A,B ∈ L(V )，λ ∈ R．若 A∗ 和 B∗ 都存在，则 A∗，λA，A+ B，
AB 的伴随变换也都存在，并且 (A∗)∗ = A, (λA)∗ = λA∗, (A+ B)∗ = A∗ + B∗, (AB)∗ = B∗A∗．

证明. 设 α, β 是 V 中任意向量．

• (Aα, β) = (α,A∗β)．故 A 是 A∗ 的伴随变换．

• (λA∗α, β) = λ(A∗α, β) = λ(α,Aβ) = (α, λAβ)．故 λA∗ 是 λA 的伴随变换．

• ((A∗+B∗)α, β) = (A∗α+B∗α, β) = (A∗α, β)+(B∗α, β) = (α,Aβ)+(α,Bβ) = (α,Aβ+Bβ) =
(α, (A+ B)β)．故 A∗ + B∗ 是 A+ B 的伴随变换．

• (B∗A∗α, β) = (A∗α,Bβ) = (α,ABβ)．故 B∗A∗ 是 AB 的伴随变换．

定理 10.17. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )，A∗ 存在．

1. 若 U 是 A-不变子空间，则 U⊥ 是 A∗-不变子空间．

2. KerA∗A = KerA = (ImA∗)⊥ = (ImA∗A)⊥．

当 ImA∗ 是有限维时，V = KerA⊕ ImA∗ 且 ImA∗ = ImA∗A．

3. KerAA∗ = KerA∗ = (ImA)⊥ = (ImAA∗)⊥．

当 ImA 是有限维时，V = ImA⊕KerA∗ 且 ImA = ImAA∗．

证明.

1. 对于任意 α ∈ U⊥，由 (A∗α, β) = (α,Aβ) = 0，∀β ∈ U 可得 A∗α ∈ U⊥．故 U⊥ 是 A∗-不变
子空间．

2. 易知 KerA∗A ⊃ KerA．对于任意 α ∈ KerA∗A，由 (Aα,Aα) = (A∗Aα, α) = 0可得 Aα = 0，
即 α ∈ KerA．故 KerA∗A ⊂ KerA．因此，KerA∗A = KerA．

对于任意 α ∈ V，α ∈ KerA ⇔ ‘‘(Aα, β) = 0，∀β” ⇔ ‘‘(α,A∗β) = 0，∀β” ⇔ α ∈ (ImA∗)⊥．

因此，KerA = (ImA∗)⊥．

设 B = A∗A，则 B∗ = B．由 KerB = (ImB∗)⊥ 可得 KerA∗A = (ImA∗A)⊥．

当 ImA∗ 是有限维时，ImA∗A ⊂ ImA∗ 也是有限维的．根据定理 10.6，

V = ImA∗ ⊕ (ImA∗)⊥ = ImA∗A⊕ (ImA∗A)⊥.

再由 (ImA∗)⊥ = (ImA∗A)⊥，得 ImA∗ = ImA∗A．

3. 把结论 2 中的 A 换成 A∗，由 (A∗)∗ = A 可得结论 3 成立．
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定义 10.10. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 的伴随变换 A∗ 存在．若 A∗ = A，则 A 称为自伴变
换．若 A∗ = −A，则 A 称为斜自伴变换．若 A∗A = AA∗，则 A 称为规范变换．

例 10.21. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 可逆．A 是正交变换 ⇔ A∗ = A−1．

例 10.22. 设 R 上的线性空间 V 由所有形如 f(x) =
n∑

k=0

ak cos(kx) +
n∑

k=1

bk sin(kx) 的三角函数构

成．在 V 上定义内积 (f, g) =
∫ 2π

0
f(x)g(x)dx，使 V 成为实内积空间．设 D ∈ L(V ) 是微分变换，

则 D 是斜自伴变换，D2 是自伴变换．对于任意多项式 p(x) ∈ R[x]，p(D) 是规范变换．

证明. ∀f, g ∈ V，(f,Dg) + (Df, g) =
∫ 2π

0

(
f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)

)
dx = f(2π)g(2π)− f(0)g(0) = 0．

因此，D∗ = −D，D 是斜自伴变换．由 (D2)∗ = (D∗)2 = D2，得 D2 是自伴变换．由 (p(D))∗ =

p(D∗) = p(−D) 与 p(D) 乘积可交换，得 p(D) 是规范变换．

定理 10.18. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )．下列叙述相互等价．

1. A 是规范变换．

2. 对于任意 α ∈ V，‖Aα‖ = ‖A∗α‖．

3. 对于任意 α, β ∈ V，(Aα,Aβ) = (A∗α,A∗β)．

证明. 1 ⇒ 2：‖Aα‖2 = (Aα,Aα) = (A∗Aα, α) = (AA∗α, α) = (A∗α,A∗α) = ‖A∗α‖2．
2 ⇒ 3：(Aα,Aβ) =

1

4

(
‖A(α + β)‖2 − ‖A(α − β)‖2

)
=

1

4

(
‖A∗(α + β)‖2 − ‖A∗(α − β)‖2

)
=

(A∗α,A∗β)．

3 ⇒ 1：对于任意 α, β ∈ V，(A∗Aα, β) = (Aα,Aβ) = (A∗α,A∗β) = (AA∗α, β)．由 α, β 的任

意性，得 A∗A = AA∗，A 是规范变换．

定理 10.19. 设 V 是有限维实内积空间，A ∈ L(V )．

1. 设 S 是 V 的标准正交基，A 是 A 在 S 下的矩阵表示，则 A 是正交变换/自伴变换/斜自伴
变换/规范变换当且仅当 A 是正交方阵/对称方阵/反对称方阵/规范方阵．

2. 设 S1 和 S2 都是 V 的标准正交基，Ai 是 A 在 Si 下的矩阵表示，P 是从 S1 到 S2 的过渡

矩阵，则 A2 = PA1P
−1，P 是正交方阵，即 A1 和 A2 正交相似．

如下定理 10.20 是定理 10.12 的推广．

定理 10.20. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 是规范变换，U 是有限维的 A-不变子空间，则 U 是

A∗-不变子空间，从而 U⊥ 是 A-不变子空间．

证明. 任取 U 的一个标准正交基 e1, e2, · · · , en．根据定理 10.8，对于任意 i = 1, 2, · · · , n，

‖Aei‖2 =
n∑

j=1

(Aei, ej)
2, ‖A∗ei‖2 ⩾

n∑
j=1

(A∗ei, ej)
2 =

n∑
j=1

(ei,Aej)
2.

由此可得，
n∑

i=1

‖A∗ei‖2 ⩾
n∑

i=1

‖Aei‖2．由于 A 是规范变换，‖A∗ei‖ = ‖Aei‖．故上述不等式均取等

号，得 A∗ei ∈ U．因此，U 是 A∗-不变子空间．根据定理 10.17，U⊥ 是 A-不变子空间．
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当 V 是有限维实内积空间时，设 A ∈ L(V ) 是规范变换，p(x) 是 φA(x) 的不可约因子，U 是

任意非零向量 α ∈ Ker p(A) 生成的 A-循环子空间，则 dimU = deg(p) ⩽ 2．根据定理 10.20 和定
理 10.6，U⊥ 是 A-不变子空间，V = U ⊕ U⊥．考虑 A 在 U⊥ 上的限制映射，同理可以分解 U⊥．

重复以上过程，从而可以把 V 分解为若干个两两正交的 A-循环子空间的直和，V =
⊕
i∈I

Vi，其中每

个 Vi 的维数不超过 2．由此可得定理 6.9 的几何解释．

习题

1. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )．证明：若 A∗ 存在，则 A∗ 是唯一的．

2. 证明定理 10.19．

3. 设 V = Rn，内积 (x, y) = xTGy，α, β ∈ V，A(x) = x+ (α, x)β．求 A∗．

4. 设 V = Rm×n，内积 (X,Y ) = tr(XTY )，P ∈ Rm×m，Q ∈ Rn×n，A(X) = PXQ．求 A∗．

5. 设 V = R[x]，内积 (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx，A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf(−x)．求 A∗．

6. 设 V = R3[x]，内积 (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx，D ∈ L(V ) 是微分变换．求 D∗．

7. 设 V 是实内积空间，A,B ∈ L(V ) 都是自伴变换．证明：AB 是自伴变换 ⇔ AB = BA．

8. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 可逆，A∗ 存在．

(1) 证明：若 (A−1)∗ 存在，则 A∗ 可逆并且 (A∗)−1 = (A−1)∗．

(2) 证明：若 A∗ 可逆，则 (A−1)∗ 存在并且 (A−1)∗ = (A∗)−1．

(3) 证明：A∗ 是单射并且 (ImA∗)⊥ = {0}．

(4) 举例：A∗ 不是满射，从而 A∗ 不可逆，(A−1)∗ 不存在．

9. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V )，A∗ 存在．证明：

(1) A 是斜自伴变换当且仅当对于任意 α ∈ V 有 (α,Aα) = 0．

(2) 若 V 是有限维，A 是斜自伴变换，则 (I +A)−1(I − A) 是正交变换．

(3) 若 A 是斜自伴变换．I +A 和 I − A 是否一定是可逆变换？证明你的结论．

10. 设 V 是实内积空间，A ∈ L(V ) 的伴随变换 A∗ 和最小多项式 dA 都存在．证明：

(1) dA∗ = dA．

(2) A 是规范变换 ⇒ dA 无重根．

(3) A 是规范变换 ⇔ 存在 f(x) ∈ R[x] 使得 A∗ = f(A)．
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§10.5 复内积空间

由于 C 是 R 的代数闭包，我们试图在复数域上的线性空间 V 上定义内积，赋予 V 几何结构．

注意到 C 有一个自然的度量 |z|2 = z · z．因此，我们保留内积的“正定性”，而对“对称性”和“双
线性”略作修改．由此得到如下的复内积．

定义 10.11. 设 V 是 C 上的线性空间．若函数 ρ : V × V → C 具有下列性质，

1. (共轭对称性) ρ(α, β) = ρ(β, α)

2. (共轭双线性) ρ(λα+ µβ, γ) = λρ(α, γ) + µρ(β, γ)，ρ(α, λβ + µγ) = λρ(α, β) + µρ(α, γ)

3. (正定性) 当 α 6= 0 时，ρ(α, α) > 0

其中 α, β, γ ∈ V，λ, µ ∈ C，则 ρ 称为 V 上的一个复内积，代数结构 (V, ρ) 称为复内积空间．设 U

是 V 的子空间，则 ρ 可以自然地限制在 U 上，成为复内积 ρ̃ : U × U → C．复内积空间 (U, ρ̃) 称

为 (V, ρ) 的子空间．在不引起歧义的情况下，可以略去复内积名称 ρ，把 ρ(α, β) 记作 (α, β)．

通过复内积可以定义一个向量的长度 ‖α‖ =
√
(α, α)和两个向量的正交关系 α ⊥ β ⇔ (α, β) =

0．长度是 1 的向量称为单位向量．复内积没有对称性．两个向量的正交关系却是对称的，α ⊥ β ⇔
β ⊥ α．

设 S ⊂ V，S⊥ = {α ∈ V | α ⊥ β，∀β ∈ S} 是 V 的子空间，称为 Span(S) 的正交补空间．对
于任意向量组 S，有 Span(S) ∩ S⊥ = {0}，即 Span(S) + S⊥ 是直和．

当 V 是有限维时，设 S = {α1, α2, · · · , αn} 是 V 的基，n 阶方阵 G =
(
ρ(αi, αj)

)
称为复内积

ρ 在 S 下的度量矩阵或 Gram 方阵．对于任意 α, β ∈ V，设 x,y 分别是 α, β 在 S 下的坐标，则

有 ρ(α, β) = xHGy，称为复内积 ρ 在 S 下的坐标表示．

例 10.23. 设 V = Cn．二元函数 ρ(x,y) =
n∑

i=1

xiyi 是 V 上的复内积，称为标准复内积．Cn 连同

标准复内积称为 n 维酉空间．

例 10.24. 设 V = Cm×n．二元函数 ρ(X,Y ) = tr(XHY ) 是 V 上的复内积．

例 10.25. 设 V 是 [a, b] 上的复数值连续函数全体．二元函数 ρ(f, g) =
∫ b

a
f(x)g(x)dx 是 V 上的复

内积．

定理 10.21. 设 V 是复内积空间．对于任意 α, β ∈ V，有

1. (Cauchy 不等式) |(α, β)| ⩽ ‖α‖ · ‖β‖．等号成立当且仅当 α, β 线性相关．

2. (三角不等式) ‖α+ β‖ ⩽ ‖α‖+ ‖β‖．等号成立当且仅当存在 λ ⩾ 0 使得 α = λβ 或 β = λα．

3. (勾股定理) 若 α ⊥ β，则 ‖α+ β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2．

定理 10.22. 设 (V, ρ) 是 n 维复内积空间．

1. ρ 在 V 的任意基 S 下的度量矩阵 G 是正定 Hermite 方阵．

2. 设 Gi 是 ρ 在 V 的基 Si 下的度量矩阵，P 是从 S1 到 S2 的过渡矩阵，则 G2 = PHG1P．

3. 对于任意正定 Hermite 方阵 G ∈ Cn×n，存在 V 的基 S，使得 ρ 在 S 下的度量矩阵是 G．
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上述定理表明，任意 n 维复内积空间 V 有标准正交基．存在一一映射 τ : V → Cn 把 V 的标

准正交基映成 Cn 的标准正交基．τ 既保持两个空间的线性运算之间的对应，也保持内积运算之间

的对应．V 与酉空间 Cn 同构．因此，许多教科书把有限维复内积空间统称为酉空间．

对于无限维复内积空间 V，标准正交基有可能不存在．但是，总是可以通过 Gram-Schmidt
标准正交化过程把有限或可数多个线性无关的向量改造成两两正交的单位向量组．

设 α1, α2, · · · , αn, · · · 线性无关，令

βk = αk −
k−1∑
i=1

(γi, αk)γi, γi =
1

‖βk‖
βk, k = 1, 2, · · · , n, · · · (10.3)

则 {γ1, γ2, · · · , γn, · · · } 构成标准正交向量组．注意：与 (10.2) 式不同，(10.3) 式中的 (γi, αk) 不可

以写成 (αk, γi)．

定理 10.23. 设 U 是复内积空间 V 的子空间．

1. 若 U 是有限维的，则 V = U ⊕ U⊥．

2. 若 V = U ⊕ U⊥，则 (U⊥)⊥ = U．

定理 10.24. 设 V 是复内积空间，I 是指标集合，S = {ei | i ∈ I} 是 V 中的标准正交向量组．

1. (Parseval 等式) 若 S 是 V 的标准正交基，则 (α, β) =
∑
i∈I

(α, ei)(ei, β)，∀α, β ∈ V．

2. (Bessel 等式) 若 S 是 V 的标准正交基，则 ‖α‖2 =
∑
i∈I

|(eiα)|2，∀α ∈ V．

3. (Bessel 不等式) ‖α‖2 ⩾
∑
i∈I

|(eiα)|2，∀α ∈ V．

4. ‖α‖2 =
∑
i∈I

|(eiα)|2 当且仅当存在一系列 βn ∈ Span(S) 满足 lim
n→∞

‖α− βn‖ = 0．

考虑 V 上的线性变换 A ∈ L(V )．当 V 是有限维时，A 在 V 的某组基 S 下的矩阵表示 A 与

A 一一对应．通常取 S 为 V 的标准正交基．当 V 是无限维时，通常考虑 A 在某个有限维的 A-不
变子空间 U 上的限制映射，以及 A 在 UT 上的限制映射．当 A 具有良好的性质时，UT 也是 A-不
变子空间．

定理 10.25. 设 V 是有限维复内积空间，S1, S2 都是 V 的标准正交基，P 是从 S1 到 S2 的过

渡矩阵，则 P 是酉方阵．对于任意 A ∈ L(V )，设 A 在 S1, S2 下的矩阵表示分别是 A1, A2，则

A2 = P−1A1P，即 A1 与 A2 酉相似．

定义 10.12. 设 V 是复内积空间，A ∈ L(V )．若存在 B ∈ L(V )，使得

(Bα, β) = (α,Aβ), ∀α, β ∈ V,

则 B 是唯一的，B 称为 A 的伴随变换，记作 A∗．若 A∗ = A−1，则 A 称为酉变换；若 A∗ = A，
则 A 称为自伴变换；若 A∗ = −A，则 A 称为斜自伴变换；若 A∗A = AA∗，则 A 称为规范变换．

酉变换、自伴变换、斜自伴变换都是规范变换的特例．

定理 10.26. 设 V 是有限维复内积空间，A ∈ L(V )，S 是 V 的一个标准正交基．
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1. 设 A 是 A 在 S 下的矩阵表示，则 AH 是 A∗ 在 S 下的矩阵表示．

2. A是酉变换/自伴变换/斜自伴变换/规范变换当且仅当 A是酉方阵/Hermite方阵/反 Hermite
方阵/规范方阵．

定理 10.27. 设 V 是复内积空间，A,B ∈ L(V )，λ ∈ C．若 A∗ 和 B∗ 都存在，则 A∗，λA，A+ B，
AB 的伴随变换也都存在，并且 (A∗)∗ = A，(λA)∗ = λA∗，(A+ B)∗ = A∗ + B∗，(AB)∗ = B∗A∗．

定理 10.28. 设 V 是复内积空间，A ∈ L(V )，并且 A∗ 存在．

1. 若 U 是 A-不变子空间，则 U⊥ 是 A∗-不变子空间．

2. KerA∗A = KerA = (ImA∗)⊥ = (ImA∗A)⊥．

当 ImA∗ 是有限维时，V = KerA⊕ ImA∗，ImA∗ = ImA∗A．

3. KerAA∗ = KerA∗ = (ImA)⊥ = (ImAA∗)⊥．

当 ImA 是有限维时，V = ImA⊕KerA∗，ImA = ImAA∗．

定理 10.29. 设 V 是复内积空间，A ∈ L(V )，I 是指标集合，S = {ei | i ∈ I} 是 V 的一个标准正

交基．下列叙述相互等价．

1. A 是 V 上的酉变换．

2. A(S) = {Aei, | i ∈ I} 也是 V 的一个标准正交基．

3.（V 是有限维情形）A 在 S 下的矩阵表示是酉方阵．

定理 10.30. 设 V 是复内积空间，A ∈ L(V )．下列叙述相互等价．

1. A 是规范变换．

2. 对于任意 α ∈ V，‖Aα‖ = ‖A∗α‖．

3. 对于任意 α, β ∈ V，(Aα,Aβ) = (A∗α,A∗β)．

定理 10.31. 设 V 是复内积空间，A ∈ L(V ) 是规范变换，U 是有限维 A-不变子空间，则 U 是

A∗-不变子空间，U⊥ 是 A-不变子空间．由此可得，当 dimV = n < ∞ 时，V 可以分解为 n 个两

两正交的 1 维 A-不变子空间的直和．

习题

1. 对复内积空间 V，推广 §10.1 习题 7 中的结论，并给出证明．

2. 补充完成本节中所有定理的证明．

3. 对酉空间 C3 中向量组 α1 = (i, 1, 0), α2 = (0, i, 1), α3 = (1, 0, i) 作 Gram-Schmidt 标准正交化．

4. 在 C3[x] 上定义复内积 (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx．对基 1, x, x2 作 Gram-Schmidt 标准正交化．
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5. 设 V 是复内积空间．求下列线性变换 A ∈ L(V ) 的伴随变换．

(1) V = C3，复内积 (x, y) = xHGy，A(X) = (α, x)β，α, β ∈ V

(2) V = C3×3，复内积 (X,Y ) = tr(XHY )，A(X) = PXQ，P,Q ∈ V

(3) V = C3[x]，复内积 (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx，A : f(x) 7→ f(ix)

6. 设复线性空间 V = Cm×n，ρ(X,Y ) = XHSY，A(X) = PXQ，其中 S, P,Q 都是复数矩阵．

(1) 求 S 应满足的充分必要条件，使得 ρ 是 V 上的复内积．

(2) 分别求矩阵对 (P,Q) 应满足的充分必要条件，使得 A 是 (V, ρ) 上的酉变换/自伴变换/斜
自伴变换/规范变换．
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§10.6 内积的推广

对于任意数域 F 上的线性空间 V，我们保留内积的“双线性”，放松“对称性”，用“非退化

性”替代“正定性”，把具有“良好性质”的双线性函数作为 V 上的内积概念的推广．

定义 10.13. 设 V 是 F 上的线性空间，映射 ρ : V × V → F 满足

ρ(λα+ µβ, γ) = λρ(α, γ) + µρ(β, γ), ρ(α, λβ + µγ) = λρ(α, β) + µρ(α, γ),

其中 α, β, γ ∈ V，λ, µ ∈ F，则 ρ 称为 V 上的双线性函数．

若存在非零向量 α ∈ V 使得“ρ(α, β) = 0，∀β ∈ V”或者“ρ(β, α) = 0，∀β ∈ V”，则 ρ 称为

退化的．否则 ρ 称为非退化的．

若对于任意 α, β ∈ V 有 ρ(α, β) = ρ(β, α)，则 ρ 称为对称的．若 ρ(α, α) = 0，∀α ∈ V，则 ρ

称为反对称的．容易证明，若 ρ 是反对称的，则有 ρ(α, β) = −ρ(β, α)，∀α, β ∈ V．

若 α, β ∈ V 满足 ρ(α, β) = 0，则称 α 与 β 正交，记作 α ⊥ β．

一般地，由 α ⊥ β 并不能够推出 β ⊥ α．为了符合传统的几何直观，我们希望正交关系是对称

的，即 α ⊥ β ⇔ β ⊥ α．

定理 10.32. 设 V 是 F 上的线性空间，ρ 是 V 上的双线性函数．若对于任意 α, β ∈ V 都有

ρ(α, β) = 0 ⇔ ρ(β, α) = 0

则“ρ 是对称的”和“ρ 是反对称的”两者之一成立．

证明. 假设 ρ 不是反对称的，则存在 v ∈ V 满足 ρ(v, v) 6= 0．对于任意 α ∈ V，u = α − ρ(α, v)

ρ(v, v)
v

满足 ρ(u, v) = 0，故 ρ(v, u) = 0，得 ρ(α, v) = ρ(v, α)．对于任意 α, β ∈ V，存在 λ, µ ∈ F 使得
ρ(α+ λv, β + µv) = 0．再由 ρ(β + µv, α+ λv) = 0，得 ρ(α, β) = ρ(β, α)．从而 ρ 是对称的．

当 V 是有限维时，设 S = {α1, α2, · · · , αn} 是 V 的一组基．G =
(
ρ(αi, αj)

)
∈ Fn×n 称为 ρ

在 S 下的矩阵表示．对于任意 α, β ∈ V，设 x,y 分别是 α, β 在 S 下的坐标，则有

ρ(α, β) = xTGy.

上式称为 ρ 在 S 下的坐标表示．

定理 10.33. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，S1, S2 都是 V 的基，P 是从 S1 到 S2 的过渡矩阵，

V 上的双线性函数 ρ 在 S1 和 S2 下的矩阵表示分别是 G1 和 G2，则 G2 = P TG1P，即 G1 与 G2

在 F 上相合．

定理 10.34. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，ρ 是 V 上的双线性函数．

1. ρ 是非退化的 ⇔ ρ 在 V 的任意一组基 S 下的矩阵表示是可逆方阵．

2. 若 ρ 是反对称的，则存在 V 的基 S，使得 ρ 在 S 下的矩阵表示形如


O Is

−Is O

O

．
3. 若 ρ 是对称的且不是反对称的，则存在 V 的基 S，使得 ρ 在 S 下的矩阵表示为对角方阵．
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证明. 设 S 是 V 的任意一组基，G = (gij) ∈ Fn×n 是 ρ 在 S 下的矩阵表示．不妨设 G 6= O．

1. ρ 是非退化的 ⇔ 线性映射 x 7→ xTG 和 x 7→ Gx 都是 Fn 上的一一映射 ⇔ G 是可逆方阵．

2. ρ 是反对称的 ⇒ G 是反对称方阵且对角元素都是 0．根据定理 10.33，只需证明 G 可相合成
O Is

−Is O

O

 .

设 gij 6= 0，则 G 可相合成 D1(
1
gij

)S2jS1iGSi1Sj2D1(
1
gij

) =

(
A B

−BT C

)
，进而 G 可相合成(

A

G̃

)
，其中 A =

(
0 1

−1 0

)
，G̃ = C +BTA−1B 是反对称方阵且对角元素都是 0．利用数

学归纳法容易证明，G 可相合成 diag(A, · · · , A︸ ︷︷ ︸
s个

, O)．因此，G 可相合成


O Is

−Is O

O

．
3. ρ 是对称的 ⇒ G 是对称方阵．根据定理 10.33，只需证明 G 可相合成对角方阵．

情形一：CharF 6= 2．

• 若存在 gii 6= 0，则 S1iGSi1 的 (1, 1) 元素不是 0．故不妨设 g11 6= 0．G =

(
g11 αT

α B

)
可

相合成

(
g11

G̃

)
，其中 G̃ = B − 1

g11
ββT 是对称方阵．利用数学归纳法容易证明，G 可

相合成对角方阵．

• 若所有 gii = 0，则存在 gij 6= 0．Tij(1)GTji(1) 的 (i, i) 元素为 2gij，化为前述情形．

情形二：CharF = 2．由 ρ 不是反对称的，可知 G 的对角元素不都是 0．设 gii = a 6= 0，则

G 可相合成 S1iGSi1 =

(
a αT

α B

)
，进而 G 可相合成

(
a

C

)
，其中 C = B − 1

a
ααT 是反对

称方阵．

• 若 C 的对角元素不都是 0，利用数学归纳法容易证明，G 可相合成对角方阵．

• 若 C 的对角元素都是 0，则由结论 2，C 可相合成 diag(A, · · · , A,O)，其中 A =

(
0 1

1 0

)
．

由


1 0 a

1 1 0

1 1 a



a 0 0

0 0 1

0 1 0



1 1 1

0 1 1

a 0 a

 =


a 0 0

0 a 0

0 0 a

，G 可相合成

(
aI

O

)
．

定义 10.14. 设 V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(V ) 可逆．

• V 上的对称非退化双线性函数 ρ 称为内积，代数结构 (V, ρ) 称为内积空间．若 A 满足

ρ(Aα,Aβ) = ρ(α, β), ∀α, β ∈ V,

则 A 称为正交变换．在线性变换的乘积运算下，V 上的正交变换的全体构成群，称为正交群．
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• V 上的反对称非退化双线性函数称为辛内积，代数结构 (V, ρ) 称为辛空间．若 A 满足

ρ(Aα,Aβ) = ρ(α, β), ∀α, β ∈ V,

则 A 称为辛变换．在线性变换的乘积运算下，辛空间 V 上的辛变换的全体构成群，称为辛群．

例 10.26. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，A ∈ L(V )，A 是 A 在 V 的某组基 S 下的矩阵表示．

• 设 ρ 是 V 上的对称非退化双线性函数，G 是 ρ 在 S 下的矩阵表示．A 是 (V, ρ) 上的正交变

换当且仅当 ATGA = G．特别，若 A 是 (V, ρ) 上的正交变换，则 det(A) = ±1．

• 设 ρ 是 V 上的反对称非退化双线性函数，H 是 ρ 在 S 下的矩阵表示．A 是 (V, ρ) 上的辛变

换当且仅当 ATHA = H．特别，若 A 是 (V, ρ) 上的辛变换，则 det(A) = 1（见例 4.12）．

例 10.27. Minkowski 空间是 Minkowski[9]于 1907 年为了适应狭义相对论的需要而提出来的时
空模型．一般的 n 维 Minkowski 空间是内积空间 Vn = (Rn, ρ)，其中 ρ 在标准基下的矩阵表示

G = diag(1, · · · , 1,−1)．狭义相对论中采用的是 4 维 Minkowski 空间．在 4 维时空世界中，每个时
空点有 4 个坐标分量 (x, y, z, t)，其中 x, y, z 代表空间坐标，t 代表时间坐标．

V4 上的正交变换称为 Lorentz[10]变换．Lorentz变换的矩阵表示 A满足 ATGA = G．保持 t分

量的正负号不变的 Lorentz 变换称为正常 Lorentz 变换．狭义相对论要求物理定律在正常 Lorentz
变换下是不变的．

习题

1. 设 V 是 F 上的线性空间，CharF 6= 2，ρ 是 V 上的双线性函数．证明：存在 V 上的对称双

线性函数 f 和反对称双线性函数 g 使得 ρ = f + g，并且这种表示方式是唯一的．

2. 设 V 是 F 上的线性空间，ρ 是 V 上的双线性函数．

(1) 证明：若 ρ 是反对称的，则有 ρ(α, β) = −ρ(β, α)，∀α, β ∈ V．

(2) 举例： ρ 不是反对称的，亦有 ρ(α, β) = −ρ(β, α)，∀α, β ∈ V．

3. 证明定理 10.33．

4. 设 ρ 是线性空间 V 上的双线性函数．证明：下列两个叙述等价．

1⃝ 存在 f, g ∈ V ∗ 使得 ρ(α, β) = f(α)g(β)． 2⃝ ∀αi, βi ∈ V，

∣∣∣∣∣ρ(α1, β1) ρ(α1, β2)

ρ(α2, β1) ρ(α2, β2)

∣∣∣∣∣ = 0．

5. 设 F 是二元域，α1, α2, · · · , αm 是 Fn×1 中一组两两不同的向量．证明：

(1) 若对于任意 i, j 都有 αT
i αj = 0，则 m ⩽ 2⌊n/2⌋．

(2) 若对于任意 i, j 都有 αT
i αj = 1，则 m ⩽ 2⌊(n−1)/2⌋．

6. 设 V = (F2n, ρ) 是辛空间，其中辛内积 ρ 在 F2n 的标准基下的矩阵表示 G =

(
O In

−In O

)
．

研究 V 上的辛变换、自伴变换、斜自伴变换、规范变换的性质．

[9]Hermann Minkowski，1864–1909，德国数学家．
[10]Hendrik Antoon Lorentz，1853–1928，荷兰物理学家、数学家．获 1902 年 Nobel 物理学奖．
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附录 A 多项式

多项式是代数学中最基本的研究对象，也是最简单的初等函数．多项式在数学的各个分支中都

有着广泛的应用．多项式与线性代数之间存在非常密切的联系．许多关于多项式的概念、理论和方

法都可以应用于矩阵多项式．多项式方法是研究矩阵性质和线性变换的重要工具．多项式空间 F[x]
也是无限维线性空间的一个典型例子，对于多项式空间的研究有助于深入理解线性代数理论中的抽

象概念．在本章中，我们主要介绍任意数域上的多项式理论的基本概念、基本理论、基本方法，以

及它们与线性代数学科的紧密联系．

§A.1 一元多项式

定义 A.1. 设 F 是一个数域 (见第八章 §8.1 定义 8.2)，F 中的元素称为常数，x 是定义在 F 上的
未知数，称为变元．形如

f = c0 + c1x+ · · ·+ cnx
n

的代数式 f 称为 F 上以 x 为变元的一元多项式，其中 c0, c1, · · · , cn ∈ F，n ∈ N)．当 cn 6= 0 时，

cnx
n 称为 f 的首项，记作 lt(f)；cn 称为 f 的首项系数，记作 lc(f)；n称为 f 的次数，记作 deg(f)．

约定 x0 = 1，deg(0) = −∞．
F 上以 x 为变元的一元多项式的全体记作 F[x]．在 F[x] 上可以自然地定义加法和乘法运算

n∑
i=0

aix
i +

n∑
i=0

bix
i =

n∑
i=0

(ai + bi)x
i,

m∑
i=0

aix
i ·

n∑
j=0

bjx
j =

m+n∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibj

)
xk

其中 ai, bj ∈ F，m,n ∈ N．容易验证，在多项式的加法和乘法运算下，F[x] 满足定义 A.2 中的运算
律，构成一个整环．F[x] 称为 F 上以 x 为变元的一元多项式环．

定义 A.2. 设 R 是定义了加法运算 a+ b 和乘法运算 a ∗ b 的非空集合．若下列运算律成立，

(A1) 加法结合律 ∀a, b, c ∈ R，(a+ b) + c = a+ (b+ c)

(A2) 加法交换律 ∀a, b ∈ R，a+ b = b+ a

(A3) 加法有单位元 存在零元素 0 ∈ R 使得 ∀a ∈ R，0 + a = a

(A4) 加法有逆元 ∀a ∈ R，存在 b ∈ R 使得 a+ b = 0

(M1) 乘法结合律 ∀a, b, c ∈ R，(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
(M2) 乘法交换律 ∀a, b ∈ R，a ∗ b = b ∗ a
(M3) 乘法有单位元 存在幺元素 1 ∈ R 使得 ∀a ∈ R，1 ∗ a = a

(M4) 零元素无因子 若 a, b ∈ R 使得 a ∗ b = 0，则 a = 0 或 b = 0

(D1) 加乘分配律 ∀a, b, c ∈ R，(a+ b) ∗ c = (a ∗ c) + (b ∗ c)

205
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则代数结构 (R,+, ∗) 称为整环．在不引起歧义的情况下，可以简称 R 是整环．

例如，任意数域 F是整环，整数集 Z是整环．在实数的加法和乘法运算下，{a+
√
2b | a, b ∈ Z}

构成整环．

把定义 A.1 中的数域 F 换成整环 R，可得 R 上的一元多项式环 R[x] 的概念．容易验证，在

多项式的加法和乘法运算下，R[x] 也构成整环．R[x] 与 F[x] 具有许多类似的性质，也有许多不同
的性质，F[x] 的性质不能生搬硬套至 R[x]．

定理 A.1. 设 f, g ∈ F[x]．有如下常用结论．

1. deg(f + g) ⩽ max(deg(f),deg(g))．

2. 当 deg(f) 6= deg(g) 时，deg(f + g) = max(deg(f),deg(g))．

3. deg(fg) = deg(f) + deg(g)．

4. 若 fg = 0，则 f = 0 或 g = 0．

5. 当 g 6= 0 时，deg(f(g)) = deg(f)deg(g)．

下面考虑 F[x] 上的除法运算．设 f, g ∈ F[x] 且 g 6= 0．代数式
f

g
称为有理分式或有理函数．

F 上以 x 为变元的有理函数的全体记作 F(x)．在 F(x) 上可以自然地定义加法和乘法运算

f1
g1

+
f2
g2

=
f1g2 + f2g1

g1g2
,

f1
g1

· f2
g2

=
f1f2
g1g2

及其逆运算减法和除法．容易验证，在有理函数的加法和乘法运算下，F(x) 满足定义 8.2 中的运算
律，构成一个数域．F(x) 称为 F 上以 x 为变元的有理函数域．

定理 A.2. 设 f, g ∈ F[x] 且 g 6= 0，则存在唯一的 q, r ∈ F[x] 使得

f = qg + r 且 deg(r) < deg(g). (A.1)

证明.（存在性）对 deg(f) 归纳．当 deg(f) < deg(g) 时，q = 0 和 r = f 满足题设．当 deg(f) ⩾
deg(g) 时，h = f − lt(f)

lt(g)g ∈ F[x] 满足 deg(h) < deg(f)．根据归纳假设，存在 p, r ∈ F[x] 使得
h = pg + r 且 deg(r) < deg(g)．因此，q = p+ lt(f)

lt(g) 和 r 满足题设．

（唯一性）若 q1, r1 和 q2, r2 都满足题设，则由 q1g + r1 = q2g + r2，得 deg((q1 − q2)g) =

deg(r2 − r1) < deg(g)．根据定理 A.1 结论 3，q1 − q2 = r1 − r2 = 0．

定义 A.3. (A.1) 式称为 f/g 的带余除法，q 和 r 分别称为 f/g 的商式和余式，记作

q = quo(f, g), r = rem(f, g).

设 f1, f2 ∈ F[x]．若 rem(f1, g) = rem(f2, g)，则称 f1 与 f2 模 g 同余，记作

f1 ≡ f2 mod g.

例 A.1. 设 f ∈ F[x]，g = (x− a)n，其中 CharF = 0，a ∈ F，n ⩾ 1．由 Taylor 展开公式，可得

rem(f, g) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

特别，rem(f, x− a) = f(a)．
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例 A.2. 设 f ∈ F[x]，g = (x− a1) · · · (x− an)，其中 a1, · · · , an ∈ F 两两不同，n ⩾ 2．

• 由 Lagrange 插值公式，可得

rem(f, g) =
n∑

i=1

f(ai)
∏
j ̸=i

x− aj
ai − aj

.

• 由 Newton 插值公式，可得

rem(f, g) =
n∑

k=1

f [a1, · · · , ak](x− a1) · · · (x− ak−1)

其中 f [a1, · · · , ak] 称为 k − 1 阶差商，可由下式递推定义：

f [x1] = f(x1), f [x1, · · · , xk] =
f [x2, · · · , xk]− f [x1, · · · , xk−1]

xk − x1

, k ⩾ 2.

例 A.3. 设实系数多项式 f = x+ 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn，g = 1 + x+ x2．求 rem(f, g)．

解答. 设 rem(f, g) = a+ bx，其中 a, b ∈ R．把 w =
−1 +

√
3 i

2
代入等式，得

a+ bw = f(w) =
nwn+2 − (n+ 1)wn+1 + w

(w − 1)2
=


k − kw, n = 3k;

k + (2k + 1)w, n = 3k + 1;

−2(k + 1)− (k + 1)w, n = 3k + 2.

因此，rem(f, g) =


n
3
(1− x), n ≡ 0 mod 3;

n−1
3

+ 2n+1
3

x, n ≡ 1 mod 3;

−n+1
3

(2 + x), n ≡ 2 mod 3.

接下来考虑 F[x] 上的整除问题．

定义 A.4. 设 f, f1, · · · , fk, g ∈ F[x]．

• 若 g 6= 0 并且 rem(f, g) = 0，则称 f 是 g 的倍式，g 是 f 的因式，或者称 f 被 g 整除，g 整

除 f，记作 g | f．

• 若 f1, · · · , fk 不全为 0，g 6= 0 并且 g 是每个 fi 的因式，则 g 称为 f1, · · · , fk 的公因式．次
数最大的公因式称为最大公因式．若 f1, · · · , fk 的所有公因式 g ∈ F，则称 f1, · · · , fk 互素．

• 若 f1, · · · , fk 全不为 0，并且 g 是每个 fi 的倍式，则 g 称为 f1, · · · , fk 的公倍式．次数最小
的非零公倍式称为最小公倍式．

根据定义 A.4，0 是任何非零多项式的倍式，0 不是任何多项式的因式．最大公因式和最小公
倍式都有可能不唯一．

定理 A.3. 设 f, g, h, u, v ∈ F[x]．

1. 若 f | g 且 g | h，则 f | h．
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2. 若 f | g 且 f | h，则 f | ug + vh．

3. 若 f | g 且 g | f，则存在非零常数 λ ∈ F 使得 f = λg．

定理 A.4. 设 f1, · · · , fk, g, h ∈ F[x]．

1. 若 g 是 f1, · · · , fk 的最小公倍式，h 是 f1, · · · , fk 的公倍式，则 g | h．

2. 若 g 是 f1, · · · , fk 的最大公因式，h 是 f1, · · · , fk 的公因式，则 h | g．

证明.

1. 易知 rem(h, g) 也是 f1, · · · , fk 的公倍式．由 deg(g) 的最小性，得 rem(h, g) = 0，即 g | h．

2. 设 p =
k∏

i=1

fi，则 p/g 是 p/f1, · · · , p/fk 的最小公倍式，p/h 是 p/f1, · · · , p/fk 的公倍式．

由结论 1，得 p/g 整除 p/h，从而 h | g．

在 F[x] 中，两个多项式的整除关系 f | g 构成一个偏序．定理 A.4 说明：在 f1, · · · , fk 的所有
公因式构成的集合中，最大公因式不仅次数最大，也是整除偏序下的最大元素；在 f1, · · · , fk 的所
有公倍式中，最小公倍式不仅次数最小，也是整除偏序下的最小元素．许多教科书通过整除偏序来

定义最大公因式和最小公倍式．

根据定理 A.3 结论 3 和定理 A.4，f1, · · · , fk 的任意两个最大公因式 (最小公倍式) 相互整除，
仅相差一个非零常数因子．因此，f1, · · · , fk 的首一最大公因式和首一最小公倍式都是唯一的，分
别记作 gcd(f1, · · · , fk) 和 lcm(f1, · · · , fk)．

定理 A.5. 设 f, g ∈ F[x] 都是首一多项式，则 gcd(f, g) lcm(f, g) = fg．

证明. 设 u = fg/ gcd(f, g)，v = fg/ lcm(f, g)．一方面，由 f | u 和 g | u，得 lcm(f, g) | u，故
gcd(f, g) lcm(f, g) | fg．另一方面，由 v | f 和 v | g，得 v | gcd(f, g)，故 fg | gcd(f, g) lcm(f, g)．

因此，gcd(f, g) lcm(f, g) = fg．

定义 A.5. 设 f, g ∈ F[x] 且 g 6= 0，

r0 = f, r1 = g, ri+1 = rem(ri−1, ri), i = 1, · · · , k (A.2)

直至 rk+1 = 0，则多项式序列 {ri}ki=0 称为 f/g 的辗转相除序列．

定理 A.6. gcd(f, g) = rk
lc(rk)

．

证明. (A.2) 式可以表示为矩阵乘积的形式(
ri−1

ri

)
=

(
qi 1

1 0

)(
ri

ri+1

)
,

(
ri

ri+1

)
=

(
0 1

1 −qi

)(
ri−1

ri

)
.

其中 qi = quo(ri−1, ri)．由此可得，(
f

g

)
=

(
q1 1

1 0

)
· · ·

(
qk 1

1 0

)(
rk

0

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
rk

0

)
, (A.3)(

rk

0

)
=

(
0 1

1 −qk

)
· · ·

(
0 1

1 −q1

)(
f

g

)
=

(
b11 b12

b21 b22

)(
f

g

)
. (A.4)

一方面，由 (A.3) 式可得 f = a11rk, g = a21rk，故 rk | gcd(f, g)．另一方面，由 (A.4) 式可得
rk = b11f + b12g，故 gcd(f, g) | rk．因此，rk = lc(rk) gcd(f, g)．
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定理 A.6 的证明过程附带证明了

定理 A.7 (Bezout 定理). 设 f, g ∈ F[x] 不全为 0，则存在 u, v ∈ F[x] 使得

uf + vg = gcd(f, g). (A.5)�
关于定理 A.6 证明的几点注记：

• 多项式方阵
(
qi 1

1 0

)
和

(
0 1

1 −qi

)
可以看作是某种“初等方阵”，称为初等模方阵．

• 辗转相除过程可以看作是对 2 维多项式向量实施某种“初等变换”，称为初等模变换．

• A =

(
a11 a12

a21 a22

)
和 B =

(
b11 b12

b21 b22

)
互为逆矩阵，称为 F[x] 上的模方阵．见本书 §4.3．

• det(A) = det(B) = (−1)k，

(
b11 b12

b21 b22

)
= (−1)k

(
a22 −a12

−a21 a11

)
．

• (A.2) 式称为计算 gcd(f, g) 的辗转相除法或 Euclid 算法．

• (A.4) 式称为计算 Bezout 等式 (A.3) 的扩展 Euclid 算法．

• 当已知 gcd(f, g) 时，也可以用待定系数法求解 u, v 使得 Bezout 等式成立．设

f =
m∑
i=0

aix
i, g =

n∑
i=0

bix
i, gcd(f, g) =

k∑
i=0

cix
i, u =

p∑
i=0

uix
i, v =

q∑
i=0

vix
i

其中 p = n− k − 1，q = m− k − 1，则 Bezout 等式可以化成线性方程组

a0 b0
...

. . .
...

. . .

am
... a0 bn

... b0
. . .

...
. . .

...

am bn





u0

...

up

v0
...

vq


=



c0
...

ck

0
...

0


.

相关内容可见本书第三章 §3.2 习题 13 和第四章 §4.1 习题 10．

例 A.4. 设 f = x6 − x3 − 2，g = x4 − 1，求 u, v 使得 uf + vg = gcd(f, g)．

解答. 计算 f/g 的辗转相除序列 {ri}，设 ri = uif + vig，则 (ui+1, vi+1) = (ui−1, vi−1)− qi(ui, vi)，

其中 qi = quo(ri−1, ri)．具体过程如下表所示．

i ui vi ri qi

0 1 0 x6 − x3 − 2

1 0 1 x4 − 1 x2

2 1 −x2 −x3 + x2 − 2 −x− 1

3 x+ 1 −x3 − x2 x2 − 2x− 3 −x− 1

4 x2 + 2x+ 2 −x4 − 2x3 − 2x2 + x+ 1 −5x− 5 − 1
5
(x− 3)

5 1
5
(x3 − x2 + x− 1) 1

5
(−x5 + x4 − x3 + 2x2 − 2) 0
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因此，所求 u = − 1
5
(x2 + 2x+ 2)，v = 1

5
(x4 + 2x3 + 2x− x− 1)，gcd(f, g) = x+ 1．

由 Bezout 定理可得以下常用结论．

定理 A.8. 设 f, g ∈ F[x] 全不为 0，并且 gcd(f, g) = 1．

1. 存在 h ∈ F[x] 使得 gh ≡ 1 mod f．

2. 对于任意 h ∈ F[x]，gcd(f, gh) = gcd(f, h)．

3. 对于任意 h ∈ F[x]，若 f | h 且 g | h，则 fg | h．

证明. 设 u, v ∈ F[x] 使得 uf + vg = 1．

1. h = v 满足题设．

2. 由 gcd(f, h) 是 f 和 gh 的公因式，得 gcd(f, h) | gcd(f, gh)．由 h = ufh+ vgh 是 gcd(f, gh)
的倍式，得 gcd(f, gh) | gcd(f, h)．因此，gcd(f, gh) = gcd(f, h)．

3. 设 h = af = bg，则 h = (uf + vg)h = (bu+ av)fg．因此，fg | h．

定理 A.9 (中国剩余定理). 设 p1, · · · , pk, r1, · · · , rk ∈ F[x]，并且 p1, · · · , pk 两两互素，则存在
f ∈ F[x] 使得 f ≡ ri mod pi，∀i．

证明. ∀i，qi =
∏
j≠i

pj 与 pi 互素，根据 Bezout 定理，存在 ui, vi ∈ F[x] 使得 uipi + viqi = 1．容易

验证，f =
k∑

i=1

viqiri 满足题设．

接下来考虑 F[x] 中的因式分解问题，即把一个多项式分解成若干个非平凡因式的乘积形式，并
且每个因式无法作进一步的分解．

定义 A.6. 设 f ∈ F[x] 且 f 6= 0．若存在 g, h ∈ F[x] \ F 使得 f = gh，则称 f 在 F[x] 中是可约的；
否则称 f 在 F[x] 中是不可约的．在不引起歧义的情况下，可简称“f 是可约的”或“f 是不可约

的”．约定 0 是可约的．

多项式的可约性与其所在的多项式环有关．例如，f = x2 + 1 在 R[x] 中是不可约的，在 C[x]
中是可约的．关于多项式的可约性，有以下常用结论．

定理 A.10. 设 f ∈ F[x] 是不可约的．

1. 对于任意 g ∈ F[x]，gcd(f, g) = 1 或者 f | g．

2. 对于任意 g1, · · · , gk ∈ F[x]，若 f | g1 · · · gk，则 f 整除某个 gi．

证明.

1. 设 d = gcd(f, g)，则 d ∈ F 或 f/d ∈ F．前者，得 d = 1．后者，得 f = lc(f)d 整除 g．

2. 假设 f 不整除任意 gi．由结论 1 和 Bezout 定理，存在 ui, vi ∈ F[x] 使得 uif + vigi =

gcd(f, gi) = 1．从而
k∏

i=1

(uif + vigi) = 1 可被 f 整除．矛盾．
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定理 A.11. 对于任意 f ∈ F[x] \ F，存在不可约的首一多项式 f1, · · · , fk ∈ F[x] \ F 使得 f =

lc(f)
k∏

i=1

fi．不考虑因式的顺序，这种分解方式是唯一的．

证明. 由定义可知分解方式的存在性．下证唯一性．假设 f1, · · · , fk, g1, · · · , gt ∈ F[x] \ F 都是不可

约的首一多项式，并且满足
k∏

i=1

fi =
t∏

i=1

gi．根据定理 A.10 结论 2，f1 整除某个 gi．不妨设 i = 1，

则 f1 = g1，
k∏

i=2

fi =
t∏

i=2

gi．重复上述过程，可得 k = t 并且 f1, · · · , fk 是 g1, · · · , gt 的排列．

多项式的可约性与其根 (零点) 有非常紧密的联系．

例 A.5 (域的扩张). 设 f ∈ F[x] 是 n 次不可约多项式，n ⩾ 2．易知不存在 λ ∈ F 使得 f(λ) = 0．

下面构造数域 K ⊃ F 使得方程 f(λ) = 0 有解 λ ∈ K．这样的 K 称为 F 的 n 次代数扩域．

设 t 是变元，K = {g ∈ F[t] | deg(g) < n}．在 K 上定义加法和乘法运算

g1 + g2 = rem(g1 + g2, f(t)), g1 ∗ g2 = rem(g1g2, f(t)).

根据定理 A.10 和定理 A.8 结论 1，当 g ∈ K 且 g 6= 0 时，gcd(f(t), g) = 1，g 有乘法逆元 h ∈ K
使得 g ∗ h = 1．容易验证，(K,+, ∗) 满足定义 8.2 中的运算律，构成数域．

K 中的元素 λ = t 满足 f(λ) = 0．故 f 可以因式分解为 f = (x− λ)g，其中

g =
f(x)− f(t)

x− t
=

n−1∑
i,j=0

gijt
ixj ∈ K[x].

定理 A.12 (代数基本定理). 任意 n ⩾ 1 次多项式 f ∈ C[x] 有根 z ∈ C．

尽管形式上是代数，代数基本定理的证明本质上都是拓扑的，离不开实函数和复函数的连续性

概念．有兴趣的读者可查阅相关文献，此处就不给出证明了．通常认为 Gauss 于 1799 年给出了代
数基本定理的第一个严格的证明．根据代数基本定理，可得以下推论．

定理 A.13. 设 f ∈ C[x] 是不可约的，则 deg(f) ⩽ 1．

证明. 假设 deg(f) ⩾ 2，则存在 z ∈ C 使得 f(z) = 0．故 q = f/(x− z) ∈ C[x]，deg(q) ⩾ 1，与 f

的不可约性矛盾．

定理 A.14. 设 f ∈ R[x] 是不可约的，则 deg(f) ⩽ 1 或者“deg(f) = 2 且 f 没有实数根”．

证明. 假设 deg(f) ⩾ 1，则存在 z ∈ C 使得 f(z) = 0．

(1) 若 z ∈ R，则 x− z 整除 f．由 f 的不可约性，得 f = c(x− z)，c 是非零实数．

(2) 若 z /∈ R，则由 f(z) = 0 可得 f(z) = 0．设 g = (x− z)(x− z) ∈ R[x]．由 g | f 和 f 的不可

约性，得 f = cg，c 是非零实数．

对于有理数域上的多项式，判断其是否可约通常是比较困难的，仅有部分的结果．一种常用方

法是：首先把 f ∈ Q[x] 表示成 g/λ 的形式，其中 λ ∈ Z，g ∈ Z[x]；于是 f 在 Q[x] 中的可约性等

价于 g 在 Z[x] 中的可约性；然后，任取素数 p，把 g 对应到 p 元域 Zp 上的多项式 g̃ = g mod p；

若在模 p 运算下 g̃ 是不可约的，则 g 在 Z[x] 中是不可约的；若在模 p 运算下 g̃ 是可约的，则 g 在

Z[x] 中的可约性还需进一步的检验．
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定理 A.15. 设 f ∈ Z[x]．若 f 在 Q[x]中是可约的，则存在 g, h ∈ Z[x]使得 f = gh并且 deg(g) ⩾ 1，

deg(h) ⩾ 1．

证明. 不妨设 deg(f) ⩾ 2．由题设知，存在 f1, f2 ∈ Q[x] 使得 f = f1f2 并且 deg(f1) = k ⩾ 1，

deg(f2) = n− k ⩾ 1．故存在 λ ∈ Q 和 a0, · · · , ak, b0, · · · , bn−k ∈ Z 使得 f = λ
k∑

i=0

aix
i
n−k∑
i=0

bix
i 并且

gcd(a0, a1, · · · , ak) = gcd(b0, b1, · · · , bn−k) = 1. (*)

记
k∑

i=0

aix
i
n−k∑
i=0

bix
i =

n∑
i=0

cix
i，d = gcd(c0, c1, · · · , cn)．假设 d 有素因子 p，i, j 是满足 p ∤ ai, p ∤ bj

的最小非负整数，则 l = i+ j 是满足 p ∤ cl 的最小非负整数．由于 l 不存在，只可能 p | ai，∀i 或
p | bi，∀i，与 (*) 矛盾．故 d = 1，得 λ ∈ Z．因此，f 在 Z[x] 中可约．

例 A.6 (Eisenstein 准则[1]). 设 f =
n∑

i=0

aix
i ∈ Z[x]．若存在素数 p 满足

p | a0, p | a1, · · · , p | an−1, p ∤ an, p2 ∤ a0

则 f 在 Q[x] 中是不可约的．

证明. 假设 f 在 Q[x] 中是可约的．根据定理 A.15，存在 g, h ∈ Z[x] 使得 f = gh 并且 deg(g) ⩾ 1，

deg(h) ⩾ 1．由 f ≡ anx
n mod p 可得 g ≡ λxk mod p，h ≡ µxn−k mod p，其中 1 ⩽ k ⩽ n− 1．因

此，g(0) ≡ h(0) ≡ 0 mod p，与 p2 ∤ a0 = g(0)h(0) 矛盾．

例 A.7. 设 p 是素数．f = 1 + x+ · · ·+ xp−1 在 Q[x] 中是不可约的．

证明. 考虑 g = f(x+1) =
p∑

k=1

Ck
px

k−1．当 1 ⩽ k ⩽ p−1时，p | Ck
p =

p!

k!(p− k)!
．此外，p ∤ Cp

p = 1，

p2 ∤ C1
p = p．根据 Eisenstein 准则，g 在 Q[x] 中是不可约的．因此，f 在 Q[x] 中是不可约的．

例 A.8. 设 n 是正整数，ω = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
．

• 1, ω, · · · , ωn−1 是方程 xn = 1 的所有复数根，称为 n 次单位根．

• 当 gcd(k, n) = 1 时，z = ωk 满足 1, z, z2, · · · , zn−1 两两不同，z 称为 n 次本原单位根．

• Φn(x) =
∏

1⩽k⩽n
gcd(k,n)=1

(x− ωk) 以所有 n 次本原单位根为根，称为 n 次分圆多项式．例如，

Φ1(x) = x− 1 Φ2(x) = x+ 1

Φ3(x) = x2 + x+ 1 Φ4(x) = x2 + 1

Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 Φ6(x) = x2 − x+ 1

Φ7(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 Φ8(x) = x4 + 1

Φ9(x) = x6 + x3 + 1 Φ10(x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1

易知，当 p 是素数时，Φp(x) =
xp − 1

x− 1
= 1+ x+ x2 + · · ·+ xp−1．关于分圆多项式，还有下列常用

结论：(1) xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x)．(2) Φn(x) ∈ Z[x]．(3) Φn(x) 在 Q[x] 中是不可约的．证明留作习题．

[1]1846 年，德国数学家 Theodor Schönemann 在 Journal für die reine und angewandte Mathematik 上首先发表了此结果．1850 年，
德国数学家 Gotthold Eisenstein 重新发现了这一结果，也发表在 Journal für die reine und angewandte Mathematik 上．
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一般地，设 f ∈ F[x]，为了判断 f 在 F[x] 中是否可约，我们可以首先在 F 的某个充分大的扩
域上把 f(x) 完全分解为一次因式的乘积，然后检验是否可以把某些因式相乘为 F[x] 中的多项式．

例 A.9. f = x12 − 1 在 C[x] 中可以分解为

f =
11∏
k=0

(x− e kπ i
6 ) = (x− 1)(x− eπ i

6 )(x− eπ i
3 )(x− i)(x− e 2π i

3 )(x− e 5π i
6 )

· (x+ 1)(x− e 7π i
6 )(x− e 4π i

3 )(x+ i)(x− e 5π i
3 )(x− e 11π i

6 ).

由此可得，f 在 R[x] 中的不可约因式分解

f = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 −
√
3x+ 1)(x2 +

√
3x+ 1)

和 f 在 Q[x] 中的不可约因式分解

f = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1)(x4 − x2 + 1).

习题

1. 证明定理 A.1 和 A.3．

2. 设 f, g ∈ F[x]，f =
m∑
i=0

aix
i，g =

n∑
j=0

bjx
j，fg =

m+n∑
k=0

ckx
k，ai, bj , ck ∈ F．证明：

(
c0 c1 · · · cm+n

)
=
(
a0 · · · am

)
b0 b1 · · · bn

. . .
. . .

. . .
. . .

b0 b1 · · · bn

 .

3. 对于 F[x] 上的矩阵 A = (aij)，定义 deg(A) = max
i,j

deg(aij)．证明：

deg(A+B) ⩽ max(deg(A),deg(B)), deg(AB) ⩽ deg(A) + deg(B).

4. 设正整数 n ⩾ 2．证明：当且仅当 n 是素数时，Zn = {0, 1, · · · , n − 1} 在整数模 n 的加法和

乘法运算下构成整环．

5. 设 n 是正整数，f = x2n − xn + 1，g = x2 − x+ 1．求 rem(f, g)．

6. 求所有 f ∈ R[x] 使得 f ≡ x− 1 mod x2 − x+ 1 且 f ≡ x+ 1 mod x2 + x+ 1．

7. 给定 n ∈ N∗．求所有 f ∈ R[x] 使得 (x− 1)n 整除 f + 1 且 (x+ 1)n 整除 f − 1．

8. 求 a, b ∈ R 使得 f 可被 g 整除，其中

(1) f = x4 + 3x3 + ax2 + x− 1，g = x2 + x+ 1．

(2) f = x4 + 2x3 − x2 + 2x+ 1，g = x2 + bx+ 1．

(3) f = x4 + 2x3 + x2 + ax− 1，g = x2 + x+ b．
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9. 设 f, g ∈ R[x]，求 gcd(f, g)，其中

(1) f = x5 + 2x4 + x2 − x− 1，g = x5 − x4 + 2x3 + x+ 1．

(2) f = 2x5 + 3x4 − 5x3 + 3x2 − x− 2，g = 2x5 + x4 − 2x− 1．

(3) f = x5 − 3x4 − 2x3 + 4x2 + 8x+ 4，g = x5 − 4x4 + 9x2 + 2x− 2．

10. 求次数最小的 u, v ∈ R[x] 使得 uf + vg = 1，其中

(1) f = x3 + x2 − 1，g = x3 − x+ 1．

(2) f = x3 − x2 − 1，g = x3 + x．

(3) f = (1− x)n，g = xn．

11. 设 f1, · · · , fk ∈ F[x] 不全为 0．证明：存在 u1, · · · , uk ∈ F[x] 使得

u1f1 + · · ·+ ukfk = gcd(f1, · · · , fk).

12. 设 f, g ∈ F[x] 都不是常数，aij 如 (A.3) 式所述．证明：

deg(a11) = deg(f)− deg(rk) > deg(a12),

deg(a21) = deg(g)− deg(rk) > deg(a22).

13. 设 a, b, c, d ∈ F 两两不同，并且 a+ b 6= c+ d．证明：

f = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d)

(
1

x− a
+

1

x− b
− 1

x− c
− 1

x− d

)
∈ F[x]

无重根．

14. 设 f ∈ R[x]，g = gcd(f, f ′, · · · , f (k))，k ∈ N∗．证明：gk+1 | f．

15. 分别求 f 在 C[x], R[x], Q[x] 中的不可约因式分解，其中

(1) f = x8 + 1． (2) f = x8 + x4 + 1． (3) f = (x+ 1)8 + (x− 1)8．

16. 设 f ∈ Q[x]，a, b ∈ Q．证明：若 f(a+ b
√
5) = 0，则 f(a− b

√
5) = 0．

17. 设 f ∈ R[x]．证明：若对于任意 a ∈ R 都有 f(a) ⩾ 0，则存在 g ∈ C[x] 使得 f = gg，其中

g =
n∑

k=0

ckx
k，称为 g =

n∑
k=0

ckx
k 的共轭多项式．

18. 设 f ∈ Z[x] 是首一多项式，a ∈ Q．证明：若 f(a) = 0，则 a ∈ Z．

19. 设整数 a1, · · · , an 两两不同．证明：f = 1 +
n∏

i=1

(x− ai) 在 Q[x] 中是不可约的．

20. 设 f =
n∑

i=0

aix
i ∈ Z[x]，ai ∈ Z．cont(f) = gcd(a0, a1, · · · , an) 称为 f 的容度．若 cont(f) = 1，

则 f 称为本原[2]的．证明：cont(f1f2) = cont(f1) cont(f2)，∀f1, f2 ∈ Z[x]．

21. 当正整数 n 是合数时，f = 1 + x+ · · ·+ xn−1 在 Q[x] 中是否可约的？证明你的结论．

22. 证明例 A.8 中的 3 个结论．

23. 设 R 是整环．本节中关于 F[x] 的结论，对于 R[x] 是否成立？证明你的结论或举出反例．

[2]Gauss 提出了本原多项式的概念，并证明了 Gauss 引理：两个本原多项式的乘积仍是本原多项式．
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§A.2 多元多项式

本节主要研究数域 F 上的多元多项式．

定义 A.7. 设 x1, · · · , xn 是定义在 F 上的两两不同的变元，n ∈ N∗．若干个数与变元的乘积

p = cxk1
1 · · ·xkn

n

称为 F 上的单项式，其中 c ∈ F，k1, · · · , kn ∈ N．当 c 6= 0 时，c 称为 p 的系数；非负整数向量

(k1, · · · , kn) 称为 p 的次数．次数相同的单项式称为同类项．对于每个变元 xi，约定 x0
i = 1．

在所有非零单项式的集合上定义字典序

cxk1
1 · · ·xkn

n ≺ c̃xl1
1 · · ·xln

n 或 c̃xl1
1 · · ·xln

n � cxk1
1 · · ·xkn

n

当且仅当

存在 1 ⩽ r ⩽ n 使得 kr < lr，kr+1 = lr+1, · · · , kn = ln．

若干个单项式的和式称为多项式．合并同类项之后，把多项式 f 的所有单项式按照 �排序，第
一个单项式 p 称为 f 的首项，记作 lt(f)；p 的系数和次数分别称为 f 的首项系数和次数，记作

lc(f) 和 deg(f)．
F 上以 x1, · · · , xn 为变元的多项式的全体记作 F[x1, · · · , xn]．在 F[x1, · · · , xn] 上可以自然地定

义多项式的加法、减法、乘法运算．在多项式的加法和乘法运算下，F[x1, · · · , xn] 构成整环，称为

F 上以 x1, · · · , xn 为变元的多元多项式环．

F 上形如
f

g
的有理函数的全体记作 F(x1, · · · , xn)，其中 f, g ∈ F[x1, · · · , xn] 且 g 6= 0．在有理

函数的加法和乘法运算下，F(x1, · · · , xn) 构成数域，称为 F 上以 x1, · · · , xn 为变元的有理函数域．

注意到，g ∈ F[x1, · · · , xn] 有乘法逆元
1

g
∈ F[x1, · · · , xn] 当且仅当 g ∈ F \ {0}．

F[x1, · · · , xn] 可以被看作是整环 R = F[x1, · · · , xn−1] 上的一元多项式环 R[xn]，也可以被看作

是数域 K = F(x1, · · · , xn−1) 上的一元多项式环 K[xn] 的子集．从而，上一节中关于一元多项式的

许多概念和结论可以推广至多元多项式．

定理 A.16. 设 R 是整环，f =
s∑

i=0

aix
i，g =

t∑
j=0

bjx
j，其中 ai, bj ∈ R 且 asbt 6= 0，则存在 q, r ∈ R[x]

和非负整数 k ⩽ max(s− t+ 1, 0)，使得

bkt f = qg + r 且 deg(r) < t. (A.6)

上式 (A.6) 称为 f/g 的带余伪除，r 称为 f/g 的伪余式．

证明. 对 s归纳．当 s < t时，q = 0, r = f, k = 0满足题设．当 s ⩾ t时，h = btf−(asx
s−t)g ∈ R[x]

满足 s′ = deg(h) < s．根据归纳假设，存在 q′, r ∈ R[x] 和非负整数 k′ ⩽ max(s′ − t + 1, 0) 使得

bk
′

t h = q′g+ r 且 deg(r) < t．因此，bk
′+1

t f = (q′ + gk
′

t asx
s−t)g+ r，其中 q = q′ + bk

′

t asx
s−t ∈ R[x]，

k = k′ + 1 ⩽ max(s− t+ 1, 1) = s− t+ 1 满足题设．

定义 A.8. 设 f, f1, · · · , fk, g, h ∈ F[x1, · · · , xn]（或者 f, f1, · · · , fk, g, h ∈ R[x]，其中 R 是整环）．

• 若 g 6= 0 并且存在 h 使得 f = gh，则称 f 是 g 的倍式，g 是 f 的因式，或者称 f 被 g 整除，

g 整除 f，记作 g | f．
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• 若 f1, · · · , fk 不全为 0，g 6= 0 并且 g 是每个 fi 的因式，则 g 称为 f1, · · · , fk 的公因式．若
f1, · · · , fk 的所有公因式 g ∈ F（或者 g 有乘法逆元

1

g
∈ R[x]），则称 f1, · · · , fk 互素．

• 若 f1, · · · , fk 全不为 0，并且 g 是每个 fi 的倍式，则 g 称为 f1, · · · , fk 的公倍式．

定理 A.17. 设 R 是整环，f1, · · · , fk, g, h ∈ R[x] \ {0}．

1. 若 g, h 都是 f1, · · · , fk 的公倍式，并且 deg(g) 最小，则存在 λ ∈ R \ {0} 使得 g | λh．

2. 若 g, h 都是 f1, · · · , fk 的公因式，并且 deg(g) 最大，则存在 λ ∈ R \ {0} 使得 h | λg．

3. 若 g 是 f1, · · · , fk 的次数最大的公因式，则存在 u1, · · · , uk ∈ R[x] 和 λ ∈ R \ {0} 使得

u1f1 + · · ·+ ukfk = λg.

证明.

1. 设 r 是 h/g 的伪余式，则 r 也是 f1, · · · , fk 的公倍式．由 deg(g) 的最小性，得 r = 0．故存

在 λ ∈ R \ {0} 使得 g | λh．

2. 设 p =
k∏

i=1

fi，则 p/g 和 p/h 都是 p/f1, · · · , p/fk 的公倍式．由结论 1，存在 λ ∈ R \ {0} 使

得 p/g 整除 λp/h．故 h | λg．(注：也可以由结论 3 直接得到结论 2．)

3. 设 h是集合 S = {u1f1+ · · ·+ukfk | u1, · · · , uk ∈ R[x]}中次数最小的非零多项式．易知 g | h．
设 ri 是 fi/h 的伪余式，则 ri ∈ S．由 deg(h) 的最小性，得 ri = 0．故存在 λi ∈ R \ {0} 使
得 h | λifi．设 µ = λ1 · · ·λk，则 µg 和 h 都是 µf1, · · ·µfk 的公因式．由 deg(µg) ⩾ deg(h) 和
g | h，得 λ = h/g ∈ R\{0}．因此，存在 u1, · · · , uk ∈ R[x]使得 u1f1+ · · ·+ukfk = h = λg．

定义 A.9. 设 f ∈ F[x1, · · · , xn]．若存在 g, h ∈ F[x1, · · · , xn]\F使得 f = gh，则称 f 在 F[x1, · · · , xn]

中是可约的；否则称 f 在 F[x1, · · · , xn] 中是不可约的．在不引起歧义的情况下，可简称“f 是可约

的”或“f 是不可约的”．约定 0 是可约的．

定理 A.18. 设 f ∈ F[x1, · · · , xn] 是不可约的．

1. 对于任意 g ∈ F[x1, · · · , xn]，f, g 互素或者 f | g．

2. 对于任意 g1, · · · , gk ∈ F[x1, · · · , xn]，若 f | g1 · · · gk，则 f 整除某个 gi．

证明.

1. 若 f, g 不互素，则存在公因式 d ∈ F[x1, · · · , xn] \ F．由 f 是不可约的，得 λ = f/d ∈ F．故
f = λd 整除 g．

2. 假设 f 不整除任意 gi．不妨设 f 关于 xn 的次数 ⩾ 1．记 R = F[x1, · · · , xn−1]．由结论 1 和

定理 A.17，存在 ui, vi ∈ R[xn] 使得 uif + vigi ∈ R \ {0}．从而
k∏

i=1

(uif + vigi) ∈ R \ {0} 可

被 f 整除．矛盾．

定理 A.19 (唯一因式分解定理). 对于任意 f ∈ F[x1, · · · , xn] \ F，存在不可约的 f1, · · · , fk ∈

F[x1, · · · , xn] \ F 使得 f =
k∏

i=1

fi．不考虑因式的顺序以及非零常数因子，这种分解方式是唯一的．
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证明. 由定义可知分解方式的存在性．下证唯一性．假设 f1, · · · , fk, g1, · · · , gt ∈ F[x1, · · · , xn]\F都

是不可约的，并且满足
k∏

i=1

fi =
t∏

i=1

gi．根据定理 A.18 结论 2，f1 整除某个 gi．不妨设 i = 1．由于

f1, g1 都是不可约的，故存在 λ1 ∈ F 使得 f1 = λ1g1，
k∏

i=2

fi =
1
λ1

t∏
i=2

gi．重复上述过程，可得 k = t

并且存在 λ1, · · · , λk ∈ F 使得 f1, · · · , fk 是 λ1g1, · · · , λkgk 的排列．

根据定理 A.19，我们可以改进定理 A.17 的结论 1 和结论 2，并给出如下定义．

定义 A.10. 设 f1, · · · , fk ∈ F[x1, · · · , xn]．

• 设 S 是 f1, · · · , fk 的在 F[x1, · · · , xn] 中的公因式的集合，则存在 g ∈ S 整除 S 的所有元素．

g 称为 f1, · · · , fk 的最大公因式．

• 设 T 是 f1, · · · , fk 的在 F[x1, · · · , xn] 中的公倍式的集合，则存在 g ∈ T 被 T 的所有元素整

除．g 称为 f1, · · · , fk 的最小公倍式．

f1, · · · , fk 的任意两个最大公因式 (最小公倍式) 仅相差一个非零常数因子．在这种意义下，最大公
因式 (最小公倍式) 是唯一的．

下面介绍一些关于多元多项式的例子及其在数学问题中的应用．

例 A.10. 设 R 是整环，f =
s∑

i=0

aix
i，g =

t∑
i=0

bjx
j，s+ t 阶 Sylvester 方阵

S =



a0 a1 · · · as
. . .

. . .
. . .

. . .

a0 a1 · · · as

b0 b1 · · · bt
. . .

. . .
. . .

. . .

b0 b1 · · · bt



}
t行

}
s行

其中 ai, bj ∈ R．证明：存在 u, v ∈ R[x] 使得 uf + vg = det(S)．

证明. 设 α = (c1, c2, · · · , cs+t) 是 S 的伴随方阵 S∗ 的第 1 行，β = (1, x, · · · , xs+t−1)T 是列向量．

由 S∗S = det(S)I，得 αSβ = det(S)．故 u =
t∑

i=1

cix
i−1 和 v =

s∑
j=1

ct+jx
j−1 满足题设．

由上例可得二元多项式方程组

{
f(x, y) = 0

g(x, y) = 0
的结式消元解法．此法同样适用于求解多元多项

式方程组．

例 A.11. 求圆 x2 + y2 = 4 与双曲线 3x2 + 7xy + 2y2 = 8 的交点．
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解答. 把 f = x2 + y2 − 4 和 g = 3x2 + 7xy + 2y2 − 8 看作是关于 y 的一元多项式，构造 Sylvester

方阵 S =


x2 − 4 0 1 0

0 x2 − 4 0 1

3x2 − 8 7x 2 0

0 3x2 − 8 7x 2

，算得 det(S) = 50x4 − 196x2．设 f(x, y) = g(x, y) = 0，则

det(S) = uf + vg = 0，解得 x ∈

{
0,

7
√
2

5
,−7

√
2

5

}
．当 x = 0 时，解得 y = ±2．当 x =

7
√
2

5
时，

解得 y = −
√
2

5
．当 x = −7

√
2

5
时，解得 y =

√
2

5
．综上，所求交点共有 4 个．

例 A.12 (Vieta[3]定理). 设 x1, · · · , xn, y 是两两不同的变元，则有

n∏
i=1

(y − xi) =
n∑

k=0

(−1)kσky
n−k (A.7)

其中 σ0 = 1，σk =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

xi1 · · ·xik 称为 k 次基本对称多项式．

例 A.13. 考虑 Jacobi 矩阵

A =


∂σ1

∂x1

· · · ∂σ1

∂xn
... · · ·

...
∂σn

∂x1

· · · ∂σn

∂xn

 .

取定 j，(A.7) 式两端对 xj 求偏导数，得

−
∏
i̸=j

(y − xi) =
n∑

k=1

(−1)k
∂σk

∂xj

yn−k.

再在上式中令 y = xk, 1 ⩽ k ⩽ n，得
w1

. . .

wn

 = (−1)n−1


(−x1)

n−1 · · · −x1 1
... · · ·

...
...

(−xn)
n−1 · · · −xn 1

A,

其中 wk =
∏
i ̸=k

(xk − xi)．由此可得，A 与 Vandermonde 矩阵之间具有如下联系．

A =


(−1)0

. .
.

(−1)n−1



1 x1 · · · xn−1

1

...
... · · ·

...

1 xn · · · xn−1
n


−1

w1

. . .

wn

 ,

A−1 =


1
w1

. . .

1
wn



1 x1 · · · xn−1

1

...
... · · ·

...

1 xn · · · xn−1
n




(−1)n−1

. .
.

(−1)0

 .

[3]François Viète，1540–1603，法国数学家．
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例 A.14. 设 x1, · · · , xn 是两两不同的变元，则 sk =
n∑
=1

xk
i 称为 k 次等幂和．下面考虑等幂和与基

本对称多项式之间的联系．构造生成函数 f(y) =
∞∑
k=1

sky
k，则

f(y) =
n∑

i=1

xiy

1− xiy
= −y

g′(y)

g(y)
其中 g(y) =

n∏
i=1

(1− xiy) =
n∑

k=0

(−1)kσky
k.

比较等式 f(y)g(y) = −yg′(y) 两端的 yk 系数，得 Newton 恒等式
k−1∑
i=0

(−1)iσisk−i = (−1)k−1kσk

其中 σk = 0，∀k > n．

根据 Newton 恒等式，我们可以把 σk 递推地表示为关于 s1, · · · , sk 的有理数系数多项式

σk =
1

k

k∑
i=1

(−1)i−1siσk−i, k = 1, · · · , n.

或者，把 sk 递推地表示为关于 σ1, · · · , σk 的整数系数多项式

sk = (−1)k−1σkk +
k−1∑
i=1

(−1)i−1σisk−i, k ⩾ 1.

或者，把 Newton 恒等式表示为矩阵乘积的形式
σ0

σ1 σ0

...
. . .

. . .

σk−1 · · · σ1 σ0




s1

−s2
...

(−1)k−1sk

 =


σ1

2σ2

...

kσk

 .

又或者，利用 Cramer 法则，把 sk 表示为如下 k 阶行列式的形式

sk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 σ0

2σ2 σ1

. . .

...
...

. . . σ0

kσk σn−1 · · · σ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k ⩾ 1.

前例中的等幂和 sk 与基本对称多项式 σk 都属于一类特殊的多元多项式—对称多项式．

定义 A.11. 设 f ∈ F[x1, · · · , xn]．若对于 1, · · · , n 的任意排列 i1, · · · , in，都有

f(xi1 , · · · , xin) = f(x1, · · · , xn),

则 f 称为关于变元 x1, · · · , xn 的对称多项式．

例如，对于任意 f ∈ F[x1, · · · , xn]，g =
∑

(i1,··· ,in)∈Sn

f(xi1 , · · · , xin) 是对称多项式．

定理 A.20. 对于任意对称多项式 f ∈ F[x1, · · · , xn]，存在唯一的 φ ∈ F[x1, · · · , xn]，使得

f = φ(σ1, · · · , σn),

其中 σk 是关于 x1, · · · , xn 的 k 次基本对称多项式．
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证明. 对 lt(f) 归纳．当 lt(f) ∈ F 时，f ∈ F，结论显然成立．设 lt(f) = cxk1
1 · · ·xkn

n ，c ∈ F \ {0}．
由 f 是对称多项式，得 k1 ⩽ · · · ⩽ kn．设 φ1 = cxk1

n xk2−k1
n−1 · · ·xkn−kn−1

1 ，g = φ1(σ1, · · · , σn)．由

lt(g) = c(x1 · · ·xn)
k1(x2 · · ·xn)

k2−k1 · · ·xkn−kn−1
n = cxk1

1 xk2
2 · · ·xkn−1

n−1 x
kn
n = lt(f)

得 lt(f − g) ≺ lt(f)．根据归纳假设，存在唯一的 φ2 ∈ F[x1, · · · , xn] 使得 f − g = φ2(σ1, · · · , σn)．

φ = φ1 + φ2 满足题设．�
把定理 A.20 中的数域 F 换成整环 R，结论仍然成立，证明同上．

例 A.15. 设 n ⩾ 2．把 f =
∑

1⩽i<j⩽n

(x2
ix

3
j + x3

ix
2
j) 表示成关于 σ1, · · · , σn 的多项式．

解答. lt(f) = x2
n−1x

3
n = lt(σ1σ

2
2)．由 g = f − σ1σ

2
2 是 5 次齐次[4]对称多项式，并且 lt(g) ≺ lt(f)，

得 g 的每个单项式为下列 4 种形式之一

cx3
i1
xi2xi3 , cx2

i1
x2
i2
xi3 , cx2

i1
xi2xi3xi4 , cxi1xi2xi3xi4xi5

其中 c 是常数，i1, i2, i3, i4, i5 两两不同．故可设

f = σ1σ
2
2 + c1σ

2
1σ3 + c2σ2σ3 + c3σ1σ4 + c4σ5

其中 c1, c2, c3, c4 是常数．在上式中分别令 (x1, · · · , xn) = (1, 1,−1, 0, · · · , 0) 或 (1, 1, 1, 0, · · · , 0) 或
(1, 1, 1, 1, 0, · · · , 0) 或 (1, 1, 1, 1, 1, 0, · · · , 0)，得

2 = 1− c1 + c2

6 = 27 + 9c1 + 3c2

12 = 144 + 64c1 + 24c2 + 4c3

20 = 500 + 250c1 + 100c2 + 25c3 + c4

解得 c1 = −2，c2 = −1，c3 = 5，c4 = −5．即 f = σ1σ
2
2 − 2σ2

1σ3 − σ2σ3 + 5σ1σ4 − 5σ5．

习题

1. 设 R 是整环，f, g ∈ R[x]．证明：定理 A.1 的结论仍然成立．

2. 设 f, g ∈ F[x1, · · · , xn]，n ⩾ 2．证明：

(1) lt(f + g) ≺ lt(f) 或 lt(f + g) ≺ lt(g)．

(2) 当 lt(f) ≺ lt(g) 时，lt(f + g) = lt(g)．

(3) lt(fg) = lt(f) lt(g)，deg(fg) = deg(f) + deg(g)．

(4) 若 fg = 0，则 f = 0 或 g = 0．

3. 设 R 是整环，r0, r1, · · · , rk ∈ R[x] \ {0} 满足 ri+1 是 ri/ri−1 的伪余式，i = 1, 2, · · · , k，其中
rk+1 = 0．证明：存在 λ ∈ R \ {0} 使得 rk = λ gcd(r0, r1)．

[4]若 g ∈ F[x1, · · · , xn] 满足 g(λx1, · · · , λxn) = λkg(x1, · · · , xn)，则 g 称为 k 次齐次多项式．
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4. 求复数 c1, c2, c3, c4 应满足的充分必要条件，使得 f = c1x
2 + c2xy + c3y

2 + c4 在 C[x, y] 中不
可约．

5. 已知平面曲线的参数方程为 x = t3 + t2，y = t3 + t．用结式消元法求 f ∈ R[x, y] 使得
f(x(t), y(t)) = 0，∀t．

6. 已知空间曲面的参数方程为 x = s+ t，y = s2− t2，z = s2+ t2．用结式消元法求 f ∈ R[x, y, z]
使得 f(x(s, t), y(s, t), z(s, t)) = 0，∀s, t．

7. 设 A 和 wk 如例 A.13 所述．证明：

(1)


w1

...

wn

 =


1 x1 · · · xn−1

1

...
... · · ·

...

1 xn · · · xn−1
n



(−1)n−1σn−1

...

(−1)0σ0

．
(2) det(A) =

∏
1⩽i<j⩽n

(xi − xj)．

8. 设 n ⩾ 3，把下列对称多项式 f ∈ F[x1, · · · , xn] 表示成关于 σ1, · · · , σn 的多项式．

(1) f =
∑

1⩽i<j<k⩽n

(x2
ix

2
jxk + x2

ixjx
2
k + xix

2
jx

2
k)．

(2) f =
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi)
2．

9. (1) 设 f ∈ F[x1, · · · , xn] 满足交换任意两个变元后表达式不变，即

f(· · · , xj , · · · , xi, · · · ) = f(· · · , xi, · · · , xj , · · · ), ∀i < j.

证明：f 是对称多项式．

(2) 设 CharF 6= 2，f ∈ F[x1, · · · , xn] 满足交换任意两个变元后表达式反号
[5]，即

f(· · · , xj , · · · , xi, · · · ) = −f(· · · , xi, · · · , xj , · · · ), ∀i < j.

证明：存在对称多项式 g ∈ F[x1, · · · , xn] 使得 f = g
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi)．

(3) 设 CharF = 0，f ∈ F[x1, · · · , xn] 满足轮换任意三个不同变元后表达式不变，即

f(· · · , xj , · · · , xk, · · · , xi, · · · ) = f(· · · , xi, · · · , xj , · · · , xk, · · · ), ∀i < j < k.

证明：存在 F[x1, · · · , xn] 中的对称多项式 g 和反对称多项式 h 使得 f = g + h．

10. 设 CharF = 0．求所有 f ∈ F[x1, · · · , xn] 满足 f(x2, · · · , xn, x1) = f(x1, x2, · · · , xn)．

[5]f 称为关于变元 x1, · · · , xn 的反对称多项式．
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