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一、计算(给出必要的计算步骤)(每小题10分)

(1)对方程 ez − xyz = 0, 求 ∂z
∂x , ∂2z

∂x2 , ∂2z
∂x∂y .

(2)设 f(x, y) = (ex cos y, ex sin y), 求 Jf 和 J(f−1).

解解解 (1) 记 F (x, y, z) = ez − xyz, 则有:

F ′x = −yz,

F ′y = −xz,

F ′z = ez − xy.

由隐函数定理, 可得:

∂z

∂x
= −F

′
x

F ′z
=

yz

ez − xy
=

z

x(z − 1)
,

∂z

∂y
= −

F ′y
F ′z

=
xz

ez − xy
=

z

y(z − 1)
.

其中用到 ez = xyz.

故有:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(
∂z

∂x
)

=
∂z
∂xx(z − 1)− z(z + x ∂z∂x − 1)

x2(z − 1)2

=
z(−z2 + 2z − 2)

x2(z − 1)3
.

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x
(
∂z

∂y
)

=
∂z
∂xy(z − 1)− zy ∂z∂x

y2(z − 1)2

= − z

xy(z − 1)3
.

(2) 直接计算, 得:

Jf =


∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

 =

 ex cos y −ex sin y

ex sin y ex cos y

 .

其中, f1(x, y) = ex cos y, f2(x, y) = ex sin y.

注意到 det(Jf(x, y)) = e2x 6= 0, 由逆映射定理, 有:

J(f−1) = (Jf)−1 =

 e−x cos y e−x sin y

− e−x sin y e−x cos y

 .

二、(15分)

将函数 z = 1
1−xy 在 (0, 0) 处做Taylor展开, 并求出 ∂m+nz

∂xn∂xm (0, 0), 其中 n 和 m 是任意非负整数.
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解解解 由熟知的级数求和公式(也即等比数列求和公式), 在 (0, 0) 附近且当 (x, y)→ (0, 0) 时, 有:

1

1− xy
= 1 + xy + (xy)2 + (xy)3 + · · ·

= 1 + xy + (xy)2 + · · ·+ (xy)n +
1

1− xy
(xy)n+1

= 1 + xy + (xy)2 + · · ·+ (xy)n + o(xnyn)

= 1 + xy + (xy)2 + · · ·+ (xy)n + o((
√
x2 + y2)n).

上式即为 z 在 (0, 0) 处的Taylor展开.

比较上式与一般的Taylor展开表达式的系数可知:

∂m+nz

∂xn∂xm
(0, 0) = δmnm!n!.

其中 δmn 为Kronecker函数, 即 δmn =

 1, m = n

0, m 6= n
.

三、(15分)

设 f(x, y) = |x− y|φ(x, y), 其中 φ(x, y) 在点 (0, 0) 的某个邻域内连续, 问:

(1)当且仅当 φ(x, y) 满足什么条件时, 偏导数 f ′x(0, 0) 和 f ′y(0, 0) 存在?(需说明理由)

(2)当且仅当 φ(x, y) 满足什么条件时, f(x, y) 在 (0, 0) 处可微?(需说明理由)

解解解 (1) 偏导数 f ′x(0, 0) 存在等价于极限 lim
x→0

f(x,0)−f(0,0)
x 存在. 注意到:

lim
x→0+

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0+

|x|φ(x, 0)

x
= φ(0, 0),

lim
x→0−

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0−

|x|φ(x, 0)

x
= −φ(0, 0).

故上面的极限存在等价于 φ(0, 0) = −φ(0, 0), 等价于 φ(0, 0) = 0.

同理可得偏导数 f ′y(0, 0) 存在等价于 φ(0, 0) = 0.

(2) 当 f 在 (0, 0) 处可微时, 偏导数 f ′x(0, 0) 和 f ′y(0, 0) 均存在, 由(1)有 φ(0, 0) = 0.

另一方面, 当 φ(0, 0) = 0 时, 有:

0 6 lim
(x,y)→(0,0)

|f(x, y)|√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

|x− y| · |φ(x, y)|√
x2 + y2

6 lim
(x,y)→(0,0)

(|x|+ |y|) · |φ(x, y)|√
x2 + y2

6 lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 · |φ(x, y)|√

x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

φ(0, 0)

= 0.

由两边夹定理, lim
(x,y)→(0,0)

|f(x,y)|√
x2+y2

= 0, 即 f 在 (0, 0) 处可微且微分为0.

综上, 题目所求条件为 φ(0, 0) = 0.
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四、(10分)

设 F (x, y, z) 和 G(x, y, z) 有连续偏导数, ∂(F,G)
∂(x,z) 6= 0, 曲线 Γ :

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
过点 (x0, y0, z0). 记 Γ

在 Oxy 平面上的投影曲线为 L, 求 L 上过点 (x0, y0) 的切线方程.

解解解 由条件 ∂(F,G)
∂(x,z) 6= 0 和隐映射定理, 曲线 Γ 在点 (x0, y0, z0) 附近可以表示为 (x(y), y, z(y)), 且有:

dx

dy

dz

dy

 = −


∂F

∂x

∂F

∂z
∂G

∂x

∂G

∂z


−1

∂F

∂y

∂G

∂y

 =
1

∂F
∂z

∂G
∂x −

∂F
∂x

∂G
∂z


∂F

∂y

∂G

∂z
− ∂F

∂z

∂G

∂y

∂F

∂x

∂G

∂y
− ∂F

∂y

∂G

∂x

 .

Γ 在 Oxy 平面上的投影曲线在 (x0, y0) 附近可表示为 (x(y), y), 其切向量为 (dx
dy , 1), 或者也可以取

(∂F∂y
∂G
∂z −

∂F
∂z

∂G
∂y ,

∂F
∂z

∂G
∂x −

∂F
∂x

∂G
∂z ). 由此可求得切线方程为:(

∂F

∂z

∂G

∂x
− ∂F

∂x

∂G

∂z

)
(x− x0) =

(
∂F

∂y

∂G

∂z
− ∂F

∂z

∂G

∂y

)
(y − y0).

五、(10分)

设函数 u = f(x, y) 具有二阶连续偏导数, 且满足 ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0. 证明函数 v = f(x2 − y2, 2xy) 也满

足 ∂2v
∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0.

证证证 记 f = f(ξ, η), 则题中条件化为 ∂2f
∂ξ2 + ∂2f

∂η2 = 0. 直接计算得:

∂v

∂x
=
∂f

∂ξ

∂(x2 − y2)

∂x
+
∂f

∂η

∂(2xy)

∂x

= 2x
∂f

∂ξ
+ 2y

∂f

∂η
,

∂2v

∂x2
=

∂

∂x
(
∂v

∂x
)

= 2
∂f

∂ξ
+ 2x

∂

∂x
(
∂f

∂ξ
) + 2y

∂

∂x
(
∂f

∂η
)

= 2
∂f

∂ξ
+ 2x

(
∂2f

∂ξ2
∂(x2 − y2)

∂x
+

∂2f

∂η∂ξ

∂(2xy)

∂x

)
+ 2y

(
∂2f

∂ξ∂η

∂(x2 − y2)

∂x
+
∂2f

∂η2
∂(2xy)

∂x

)
= 2

∂f

∂ξ
+ 4x2

∂2f

∂ξ2
+ 4xy

∂2f

∂η∂ξ
+ 4xy

∂2f

∂ξ∂η
+ 4y2

∂2f

∂η2
.

同理可得:

∂v

∂x
= −2y

∂f

∂ξ
+ 2x

∂f

∂η
,

∂2v

∂x2
= −2

∂f

∂ξ
+ 4y2

∂2f

∂ξ2
− 4xy

∂2f

∂η∂ξ
− 4xy

∂2f

∂ξ∂η
+ 4x2

∂2f

∂η2
.

故:
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= (4x2 + 4y2)

(
∂2f

∂ξ2
+
∂2f

∂η2

)
= 0.

�

六、(10分)

设平面点集 D ⊂ R2, 且 D 上每个连续函数都有界, 证明 D 是紧致集.
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证证证 只需证明 D 是有界闭集.

先取 D 上的函数 f(x) = ||x||. 由三角不等式可知 f 是连续的. 由题目条件得 f 有界. 故 D 有界.

下面反设 D 不是闭集, 则存在 x0 ∈ D \D. 考虑函数 g(x) = 1
||x−x0|| . 由 x0 /∈ D 知 g 是良定的. 注意

到:

|g(x1)− g(x2)| =
∣∣∣∣ 1

||x1 − x0||
− 1

||x2 − x0||

∣∣∣∣
=

∣∣||x2 − x0|| − ||x1 − x0||∣∣
||x1 − x0|| · ||x2 − x0||

6
||x2 − x1||

||x1 − x0|| · ||x2 − x0||
.

故 g 是连续的, 得到 g 是有界的.

但 x0 ∈ D\D推出 x0 ∈ D′,即存在D中的点列 {xn}∞n=1,使得 lim
n→∞

xn = x0.因此 lim
n→∞

g(xn) = +∞,

矛盾!

综上, D 是有界闭集.

�

七、(10分)

设二元函数 F (x, y) 在 R2 上具有二阶连续偏导数, F (x, y) = 0 的解集形成一条不自交的曲线 L, 记

L 所围的区域为 D. 证明:

(1) F (x, y) 必在区域 D 的内部取到最大值或最小值.

(2)若对 D 内任意点 (x, y), F ′′xx + F ′′yy > 0, 则 F (x, y) 在 D 内恒小于0.

证证证 (1) 即证: F |D 必在 D 中取到最大或者最小值.

任取 (x0, y0) ∈ D, 由题可知 F (x0, y0) 6= 0. 若 F (x0, y0) > 0, 因为 D 是紧集, 故 F |D 必在 D 中某

个点处取到最大值, 且这个最大值一定大于等于 F (x0, y0), 故大于0. 而 F |L ≡ 0, 因此 F |D 在 D 中

取到最大值. 同理, 若 F (x0, y0) < 0, 则 F |D 在 D 中取到最小值.

(2) 反证法,假设存在 (x1, y1) ∈ D使得 F (x1, y1) > 0.则由(1)证明过程中的结论,一定存在 (x2, y2) ∈ D,

使得 F |D 在 (x2, y2)处取到最大值.故 (x2, y2)是 F 的一个不严格的极大值点,因此 F 在 (x2, y2)处

的Hesse阵是半负定的.特别地,有 F ′′xx(x2, y2) > 0, F ′′yy(x2, y2) > 0,这与 F ′′xx(x2, y2) +F ′′yy(x2, y2) >

0 矛盾!

�

八、(10分)

设二元函数 z = f(x, y) 在 R2 上具有一阶连续偏导数, 且满足 xf ′x(x, y) + yf ′y(x, y) = 0. 证明 f(x, y)

是常数.

证证证 对任意的 k ∈ R, 当 x 6= 0 时, 有:

df(x, kx)

dx
= f ′x(x, kx) + kf ′y(x, kx) =

1

x
(xf ′x(x, kx) + kxf ′y(x, kx)) = 0.

故对任意的 x1 > 0, x2 > 0, 有 f(x1, kx1) = f(x2, kx2). 得到对任意的 x > 0, 有:

f(x, kx) = lim
x→)0+

f(x, kx) = f(0, 0).

同理, 对任意的 x < 0, 有 f(x, kx) = f(0, 0).
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对于直线 x = 0, 题中条件取 x = 0, 有 yf ′y(0, y) = 0. 故 y 6= 0 时:

df(0, y)

dy
= f ′y(0, y) = 0.

与前面的讨论同理, 对任意的 y 6= 0, 有 f(0, y) = f(0, 0).

我们已证对任意的 (x, y) ∈ R2, 有 f(x, y) = f(0, 0). 故 f 是常值函数.

�
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数分 A2 小测 I 1,2,3,6, 评分标准

@rosefantasie

2021 年 6 月 6 日

1 （40 分）

2 （10 分）

证明：
1 ≤

∫∫
[0,1]2

(sinx2 + cos y2)dxdy ≤
√
2.

证明. ∫∫
[0,1]2

(sinx2 + cos y2)dxdy =

∫∫
[0,1]2

sinx2dxdy +
∫∫

[0,1]2
cos y2dxdy

=

∫∫
[0,1]2

(sinx2 + cosx2)dxdy =

∫ 1

0

sinx2 + cosx2dx

=
√
2

∫ 1

0

sin(x2 +
pi

4
)dx

x2 ∈ [0, 1]

x2 +
π

4
∈ [

π

4
, 1 +

π

4
]

sin(x2 +
π

4
) ∈ [1,

√
2]

1 ≤
∫∫

[0,1]2
(sinx2 + cos y2)dxdy ≤

√
2

3 （15 分）

计算 (x2 + y2 + z2)2021 = z4041 围成的区域的体积.

Solution. 用球坐标变换 
x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ
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积分区域：

r2n ≤ r2n−1 cos2n−1 θ

0 ≤ r ≤ cos2n−1 θ and θ ∈ [0,
pi

2
]

所以体积 = ∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ cos2n−1 θ

0

r2 sin θdφdθdr

= 2π

∫ π
2

0

1

3
cos6n−3 θ sin θdθ

=
π

3(3n− 1)

代入 n = 2021.

4 （15 分）

计算下列 n���∫
· · ·

∫
Ω

√
x1 + x2 + · · ·+ xndx1dx2 · · · dxn,

Ω = {(x1, x2, · · · , xn)|x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n}.

Solution. 做变换 

y1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

y2 = x2 + · · ·+ xn

...

yn = xn

积分区域：

y1 ≤ 1, yi − yi+1 ≤ 0

△ : 0 ≤ yn ≤ · · · ≤ y2 ≤ y1 ≤ 1

原式 =

∫
· · ·

∫
△

√
y1dy1 · · · dyn

=

∫ 1

0

√
y1dy1

∫ y1

0

dy2 · · ·
∫ yn−1

0

dyn

=
2

(n− 1)!(2n+ 1)

5 （10 分）

设函数 f(x, y) 定义在有界矩形 [a, b]× [c.d] 上。对于任意 x ∈ [a, b], f(x, y) 关于 y 在 [c, d] 上
为单调增函数，对于任意 y ∈ [c, d], f(x, y) 关于 x 在 [a, b] 上为单调增函数，证明 f 在 [a, b]× [c, d]

上的间断点全体是二维零测集.
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证明.（老师给的做法）用定理 10.1.8(3) 找一个分割使得

S̄(f, π)− S(f, π) < ε.

用均匀分割 ||πx|| = ||πy|| = 1
n

. 对任意的 ε, δ = 1
n

S̄(f, π) =

n∑
i,j=1

f(xi, yj)△xi△yj .

S(f, π) =

n∑
i,j=1

f(xi−1, yj−1)△xi△yj .

S̄(f, π)− S(f, π) =

n∑
i,j=1

(f(xi, yj)− f(xi−1, yj−1))△xi△yj

<

n∑
i,j=1

(f(xi, yj)− f(xi−1, yj−1))δ
2

< δ2(
∑

xi=b or yj=d

f(xi, yj)−
∑

xi=a or yj=c

f(xi, yj))

< (f(b, d)− f(a, c))
2n

n2
< ε

6 （10 分）
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1 . a) ㄗ : 甚⼗管 = 1 .

0.b70-xco.yso-fpxyds.IQ
0 ⽐ 1⾄ ,刑 。ds-dxtrly2-aiotbaoin-t-d0.ly-bsino.fixyds-abjcososinodrcgtbcostdo-abfjcosoldl.co50) +50520 dcoso

红些
_abjuatll.isūdub0

=

-abldtabtb3-3lb2-ayliF-NRHi-zgayld-PJ.z.catb)

(b) ㄗ : 贼⼼到 ⽂ 州+ z - 0 . 第⼀卦限看逆 求lpdxtydyn
⼆点 (1 , 1 . 1 ) '

ēi ⾔ ( 1 1 4 .0) ,

玩成吉 = ( 占 , 古 ,合 ) =古灬 -2) .

p :

ttcosottsin0.ds-d0.IT畆⼼

却
⼼

dxttinottosojdoy-toso-tin0.dy-ltsin0-tosojdoze.io
50

|
dz = ⾔ sina.de

2T

lpdxtydy-f-tsinottcosotksinatosahsintindofilo.int050)+ 这⼀划 sirocosod0

= ⼀点fcoszodottfsinzodo-o.DZ
XIFEciinI.fi

dr.lzidr-kid-kzdzr-kidzr-jkxty-doijkdr-jrD-j-j.ch ⼆ 松4 .

(d) E : Èt 管⼗ ⾔到 外侧 .lkdydztydzdxty2dxdy.GG
些

lldxdydz-tiftbc.es/pydxtzdy+xdz.T:xty-和奸⽵达 2⽐切 ⽂成国周⼀ 从原点看顺时针 、

⼗⼆点 ll.li 0 ) ,

1 0

由仇灿试。
原式= ! 叫 姜 录 录 | do

y z x

- 吉 ⽣- 1 - 1 )G = t 5区 ) ⼆改⼀⺠⼼ =-

T.toㄈ 以 12,…)到⼼2 0)的线段为直径的圆
>

y

,

X



2 - V = l P . Q R ) 为向量场 .EE 证明 ⼝ (

Dvj-DXLDXVFOV.pl…) ⼆ Dli哿 +沯 )

录 ⼼以 ⼆器 +箭 +器
⼝⼼ (羿 ⼀ ⾹ , 是⼀哭 , 恐肃 )
DXCDNFIQxy-Pyy-PzztRxz.Ryz-Q-QxxtPxy.Pxz-Rxx-R.lyt Qyz )
第 1 个分量 ofLIHS-PxxtQxytRxz-QxytPyytPzz-Rxz-PxxtPy.it㼙 =4 -

同理 、 另2个分量 亦相军 。

P Q R
3 , 让 (lzxtytzjyz.yzytzjzx.MY⼗区)州 ) 。 证明 V有势场 ,

求所有势函数 ,

由多项式函数基本性质

VEEIR3.Ry-QEXytdtytDX-zx-dtzytZJX-0.PE
Rx-lzxtytz7ytyz-lxtytzny-xy-o.QX-py-ytzytzjztzx-lz.MYtz )

Z-yz-0.info⇒ v是⽆旋场 ⇒ V是有势场 ,保守场 1积分与路径⽆关) 、

势函数 下

章
⼆ (2⼼⼼班

? Fiiud
,

哥 ⼆⼈24⽇ )北
⼆ 代! tfǜftfǜ

"

(PdxtQdytRd》
芈王 ⼆ (Xtytzzjxy

a.be bic)

I 区 区
、

I-fpdx-flzutbtnbcdu-bdidtlbtcsbdx-aj-bc.itLBctbijx-dbc-abc-abd_Efylxtzutcjcxdu-CXCFDtlxtcjcxly.DE
cxytbcxtdy-bcxtdxy-bdxE-itytzujxydulxtpxyltc.itxy红⻔ ⼀ yztxyZ-CN-cxjtxyf-dxy.FI坵垭 =x2yztxyztxyt-dbc-abc-abd.Flxy.zj-xyztxy2ztxyz.ec为所有势函数 。

4. 光滑曲⾯⼆成 。

围成闭区域⼝ , 外法向⽇指向征侧 ⼀

uwEC2m.@hvoudxdydz-hDuDUdxdydztfzVdr.htoutDUDUJdxdydz-hD.lvDu)

dxdydzG-EVDuntdo-fvdr.tn/nlvou-U0V)dxdydz=kllt-U)dr.
由⼼ 即得 ,

⼼ uharmoniconn.tn中简单闭曲⾯ S
, ⼈ 器doo.badxdyàz ⼆ 个 器 dJ _

☆= S
,

↳
"

由上式即得
⇐ txeoi.UEC-souec.cn) ,



JBuxjoudxdydz-O.tcso.Bc.MEh .

若△𠴕20 1或⼼ , 则 ⼆ c.ab.is Ìoui
⇒ 经⼼ oudxdydzz Ìou⼼机220 ,

⽭盾
,

故ouiio.fii _

再 由 ⼼在 ⼏上连读知

ouoinn.nu
harmonicmn.nl内部的值由 三上的值唯⼀确定 .

4
⽐0.sn 只须 4

让 0 inn 只有 0解 ,

uk = g 。

ubioo-huoudx-fpuidxtlzUDu.io/r=-hlDuidx.=7Du=oon
n (由连续性 ) 、

⇒ 红 Const ⽽

ubio.UECIM-uoonn.lt
)

uharmoniconu.lxo.yo.to?Esi.Brlxo,yo.zo)ERUlXoyo.to)=GnbBrcx.
,y.zojUIXM.tl

d54lrF-rbpijulxidro.dnoidoi.EE
⼗时

⼀ 刮孤。uhndnis.hr) ⼆点名⼼ 背的

⼆点 1213⼼ Duliriidop
⼆点的吣 Duirdoi) ,

⼆麻雀划
Du.hn

⼀⽇𠯻的单位外淌 、

⼆ 结2名(划
Oudxhimi 、

⇒ 4⼼= 410) ⼆ fiiǜrbpij咇⼼⼼ ⼆ 㟌)
、
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