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期 中 自 测 题

说明 这套题目的成绩与课程总成绩无关, 仅作为自我检测、查缺补漏

使用, 对一般同学不做强制要求. 请有时间、有兴趣的同学自觉地在 2 小时

内独立完成, 之后可交予助教批改.

1. (10 pts) 设 ◦ 和 ⊗ 是集合 X 上的含幺二元运算, 其单位元分别为

1◦ 和 1⊗. 如果对任意的 a, b, c, d ∈ X, 总成立

(a⊗ b) ◦ (c⊗ d) = (a ◦ c)⊗ (b ◦ d).

证明: ◦ 和 ⊗ 是相同的二元运算, 并且满足交换律和结合律.

2. (10 pts) 方程 1517x + 481y = 222 是否有整数解. 如果有, 用欧氏算

法求出一组整数解, 并给出通解.

3. (10 pts) 证明: 方程 2n ≡ 1 mod n 没有正整数解.

4. (20 pts) 设 n 是正整数, 定义

rad(n) :=
∏
p|n

p 是素数

p.

若 r1, · · · , rϕ(n) 是 n 的一个缩系, 证明: r1 + m, · · · , rϕ(n) + m 是 n 的缩系

当且仅当 rad(n) | m.

5. (10 pts) 设 G 是一个有限群, H 是 G 的子群且 |G| = m|H|. 证明:

对任意的 g ∈ G, 总有 gm! ∈ H.
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6. 设 A := {a1, · · · , an} 是有限集, f : A× A → A 是集合 A 上的二元

运算. f 的运算表是如下表格

f a1 · · · an

a1 f(a1, a1) · · · f(a1, an)

· · · · · · · · · · · ·
an f(an, a1) · · · f(an, an)

设 p 是素数, 令 Fp := Z/pZ = {0̄, 1̄, · · · , p− 1} 是 p 元有限域. 考虑交换环

Fp[i] := {ā + b̄i : ā, b̄ ∈ Fp}.

其上的加法与乘法分别定义如下

(ā + b̄i) + (c̄ + d̄i) := (ā + c̄) + (b̄ + d̄)i,

(ā + b̄i)(c̄ + d̄i) := (ac− bd) + (ad + bc)i.

(10 pts) 计算 F2[i], F3[i] 和 F5[i] 的乘法表.

(10 pts) 证明有限整环一定是域.

(5 pts) 判断 F2[i], F3[i] 和 F5[i] 哪些是整环, 哪些是域.

(5 pts) 谈谈你的发现, 言之有理即可.

7. (10 pts) 小作文: 谈谈你对这门课程的学习情况、学习感受以及对教

学团队的建议, 畅所欲言即可.
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期末复习题一

讲评时间: 2021/01/24 20:00 - 23:00 腾讯会议: 872 3773 5228

A 组

1. 设 f : X → Y 是集合间的映射, S 和 T 是 X 的子集. 证明

(a) f(S ∪ T ) = f(S) ∪ f(T ).

(b) f(S ∩ T ) ⊂ f(S) ∩ f(T ).

举一个 f(S ∩ T ) 6= f(S) ∩ f(T ) 的例子.

2. 设 I1, I2 和 I3 是 Z 的理想, 证明

I1 ∩ (I2 + I3) = (I1 ∩ I2) + (I1 ∩ I3).

如果将 Z 换为一般的含幺交换环 R, 结论是否成立?

3. 证明 sgn : Sn → {±1}

σ 7→
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

是群同态. 记号 sgn 来源于拉丁文 signum.

4. 令 S := {4k + 1 : k ∈ Z+}. q ∈ S 称为拟素数, 如果 q 不能分解为 2

个 S 中元素的乘积.

(a) 证明 S 对乘法封闭并列出前 6 个拟素数.

(b) 证明 S 中元素可分解为拟素数的乘积并举例说明该分解不唯一.

(c) 证明拟素数有无穷多个.

(d) 证明形如 4k + 3 的素数有无穷多个.

5. 设 p 是素数, 证明 p | np − n 对任意的 n ∈ Z 成立.
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B 组

1. 设 G 是乘法群, 证明

(a) x 7→ x−1 是群同构当且仅当 G 是 Abel 群.

(b) ∗ 若 x 7→ x3 是群的单同态, 则 G 是 Abel 群.

(c) ∗ 举一个非 Abel 群的例子, 使得 x 7→ x3 是群同态.

2. ∗ 举例说明非 Abel 群中, 2 个有限阶元的乘积不一定是有限阶元.

3. 证明在同构意义下, n 阶群的个数 ρ(n) 不超过

(
n!

n

)
. 事实上, ρ(n) 远

小于此界, 但较好的估计至今没有找到.

4. 若域 F 没有非平凡子域, 则称 F 为素域. 证明在同构意义下, 素域只

有 Q 和 Z/pZ, 其中 p 是任意素数.

5. 设 d1 和 d2 是无平方因子整数. 若 d1 6= d2, 说明 Q(
√
d1) 和 Q(

√
d2)

不同构.

6. 环 R 的非零元素 x 称为幂零的, 如果存在 n ∈ N 使得 xn = 0. 证明

(a) 若 x ∈ R 是幂零的, 则 1− x ∈ R×.

(b) 若 a, b ∈ R, 则 1− ab 可逆当且仅当 1− ba 可逆.

(c) ∗ 若 R 是无限集, 则 R \R× 也是无限集.

7. 环 R 的元素 e 称为幂等的, 如果 e2 = e. 特别地, 0 和 1 总是幂等元.

(a) 设 R 是交换环, e ∈ R 是幂等元, 则 R ∼= (e)× (1− e).

(b) 若交换环 R 有非平凡幂等元, 则 R 不是整环.

(c) 说明 F2[i] 没有非平凡幂等元, 但它不是整环.

(d) 给出 F5[i] 与 F5 × F5 的所有同构.

PS. A 组题目要求所有同学全部掌握. B 组题目稍有难度, 除 ∗ 外, 优

秀的同学应当可以独立完成. ∗ 不常规, 证明颇具技巧性.
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期末复习题二

讲评时间: 2021/02/07 20:00 - 23:00. 腾讯会议: 872 3773 5228.

A 组

1. 证明 ζ := (2 + i)/(2− i) 不是 n 次单位根.

2. 设 f : A → R 是含幺交换环之间的同态. 证明多项式环 A[x] 具有如

下泛性质: 对于任意的元素 t ∈ R, 存在唯一的环同态 πt : A[x] → R

满足 πt|A = f 且 πt(x) = t. 即有如下交换图

A R

A[x]

f

πt

3. 设 F 是域, 计算 F [x] 的保持 F 不变的自同构群. 提示: 利用 2.

4. 计算次数为 m 的 n 个变元的首一单项式的个数. 提示: 插空法.

5. 设 f ∈ Fp[x]. 证明: 若 f ′ = 0, 则存在 g ∈ Fp[x] 使得 f(x) = gp(x).

6. 记 pk(x1, · · · , xn) =
n∑
i=1

xki , 证明如下 Newton 公式

(a) 若 1 ≤ k ≤ n, pk − pk−1s1 + · · ·+ (−1)k−1p1sk−1 + (−1)kp0sk = 0.

(b) 若 k > n, pk−pk−1s1+· · ·+(−1)n−1pk−n+1sn−1+(−1)npk−nsn = 0.

其中, si 是第 i 个初等对称多项式.

7. 设 n 是奇数, 证明

(a) 若 n− 1 | m, 则
n−1∑
i=1

im ≡ −1 mod n.

(b) 若 n− 1 - m, 则
n−1∑
i=1

im ≡ 0 mod n.

提示: 利用 6.
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B 组

1. 在带有二元运算的集合 X 中, 可以在 n 个元素的乘积之间安插括号,

所有可能的安插方式的数目记为 ln, 称为第 n 个 Catalan 数.

l2 = 1. x1x2

l3 = 2. (x1x2)x3, x1(x2x3)

l4 = 5. x1((x2x3)x4), x1(x2(x3x4)), (x1x2)(x3x4), ((x1x2)x3)x4, (x1(x2x3))x4.

(a) 证明 ln =
n−1∑
k=1

lkln−k.

(b) 令 l(x) =
∞∑
n=1

lnx
n, 证明 l2(x) = l(x)− x.

(c) 利用 (1 + λx)1/r 的幂级数展开式计算 ln.

2. 设 F 是无限域, c0, c1, · · · , cn 是 F 中两两不同的元素. 证明对任意的

b0, b1, · · · , bn ∈ F , 存在唯一的 f ∈ F [x] 满足 f(ci) = bi 且 deg f ≤ n.

提示: 有两种构造方法, Lagrange 插值和 Newton 插值, 它们的结果是

相同的.

3. 设 f ∈ C[x], 记

S0(f) := {z ∈ C : f(z) = 0}, S1(f) := {z ∈ C : f(z) = 1}.

证明: 若 S0(f) = S0(g) 且 S1(f) = S1(g) 则 f = g. 提示: 利用 C 是
代数闭域, 说明 |S0(f) ∪ S1(f)| ≥ 1 + deg f .

4. 设 f ∈ C[x] 非常数, 记 rad(f) 为 f 的互不相伴一次因子乘积. 证明

deg(f, f ′) ≥ deg f − deg rad(f).

提示: 利用 C 是代数闭域和 C[x] 的唯一分解性.

5. 设 f, g, h ∈ C[x] 非常数且互素. 若 f + g + h = 0, 证明

max{deg f, deg g, deg h} ≤ deg rad(fgh)− 1.

提示: 此为 Mason 定理, 可以利用 4 证明, 也可以直接证明.
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代数学基础期末考试

2021 年 3 月 4 日，星期四，14:30–16:30

姓名： 学号： 所在院系：

题号 一 二 三 四 五 六 七 总 分

得分

复查

一、(15 分) (1) 求 20212021 的末三位数字。

(2) 对 2021 的每个素因子 p 找出一个模 p 原根。
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二、（10 分） 令 Fn = 22
n

+ 1, n ≥ 1。

(1). 证明 (Fi, Fj) = 1, ∀ i ̸= j。

(2). 利用 (1) 证明素数有无穷多个。
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三、(15 分) 若正整数 n 满足
∑

1≤d|n
d = 2n，则称 n 为完全数。

(1). 证明偶完全数具有形式 2p−1(2p − 1)，其中 p 和 2p − 1 均为素数。

(2). 试找出 100 以内的所有完全数。
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四、(15 分) 设 n > 1 为正整数。令 ζn = e
2πi
n 为 n 次复单位根，其中 i =

√
−1。

(1). 设 0 ≤ k ≤ n 为整数。试计算
∏

0≤i≤n−1,i̸=k

(ζkn − ζ in)。

(2). 利用 (1) 中结论，计算 sin 1◦ sin 2◦ sin 3◦ · · · sin 90◦。
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五、(10 分) 求所有素数 p 使得 x2 − 10 在 Fp[x] 中可约，其中 Fp 为 p-元域。
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六、(10 分) 对有理数 x，令 [x] 表示不超过 x 的最大整数。

(1). 对任意素数 p，p 在 n! 中出现的指数恰为 [
n

p
] + [

n

p2
] + [

n

p3
] + · · · ;

(2). 对任意 n = m1 +m2 + · · ·+mk, k ≥ 1, mi ≥ 1，
n!

m1!m2! · · ·mk!
为整数。
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七、(35 分) 令 A = {f | f : Z+ → Q} 为取值在有理数域的数论函数全体。记 ϵ

为由 ϵ(1) = 1, ϵ(n) = 0,∀n ≥ 2 给出的函数。考察 A 上运算：

(f + g)(n) = f(n) + g(n), (fg)(n) = f(n)g(n), (f ∗ g)(n) =
∑
1≤d|n

f(d)g(
n

d
).

(1). 证明 (A,+, ∗) 形成一个含幺交换环，其幺元恰为 ϵ；

(2). 证明 f(g ∗ h) = (fg) ∗ h+ g ∗ (fh), ∀f, g, h ∈ A;

(3). 证明 f ∈ A 在运算 ∗ 下可逆当且仅当 f(1) ̸= 0; 记 f 的逆为 f−1。

(4). 证明 µ ∗ 1 = ϵ, 其中 µ 为莫比乌斯函数，即 µ(1) = 1，µ(n) = (−1)s 若 n 为

s 个互不相同的素数的乘积，否则 µ(n) = 0，1 为值等于 1 的常值函数。

(5). 证明所有非 0 的积性函数 (即 f(mn) = f(m)f(n),∀(m,n) = 1) 在 ∗ 下形成

一个群。

(6). 设 f ∈ A 为非 0 积性函数。试求 f−1。

(7). 试找出 (A, ∗) 中有限阶元。

9 of 10



10 of 10



1

1. (1)求 20212021 mod 103,由于 ϕ(103) = 400,故原式化为 2121 mod 103.

证法一. 二项展开得 2121 ≡ (20 + 1)21 ≡ 1 +
(
21
1

)
20 ≡ 421 mod 103.

证法二. 参考课本例 4.30. 对 21 做二进制分解得 101012.

a0 ≡ 211 ≡ 21 mod 103,

a1 ≡ 212 · 210 ≡ 441 mod 103,

a2 ≡ 4412 · 211 ≡ 101 mod 103

a3 ≡ 1012 · 210 ≡ 201 mod 103

a4 ≡ 2012 · 211 ≡ 421 mod 103.

故 20212021 ≡ 421 mod 103.

(2)
√
2021 < 50, 考虑 50 以下的素数. 2021 = 43× 47.

模 47 的原根个数为 ϕ(ϕ(47)) = ϕ(46) = ϕ(2)ϕ(23) = 22.

模 47 的非二次剩余的个数为 23.

因此, 除 −1 外的非二次剩余都是模 47 的原根.

为方便改卷, 计算所有的二次剩余如下

{1, 4, 9, 16, 25, 36, 2, 17, 34, 6, 27, 3, 28, 8, 37, 21, 7, 42, 32, 24, 18, 14, 12}.

特别地, 5 是模 47 的最小原根.

课本习题 8.6 中令 p = 23, q = 2p+ 1 = 47 知 −2 是原根.

模 43 的原根个数为 ϕ(ϕ(43)) = ϕ(42) = ϕ(2)ϕ(3)ϕ(7) = 12.

模 43 的非二次剩余的个数为 21.

因此, 原根是阶不为 2, 3, 7, 6, 14, 21 的非二次剩余.

由欧拉判别法知, 若 a 是非二次剩余, 则 a21 ≡ −1 mod 43.

因此, 非二次剩余的阶不可能是 3, 7, 21. 需排除阶为 2, 6, 14 的情况.

即这些非二次剩余的 1, 3, 7 次幂不应为 −1.
2 是非二次剩余但 27 ≡ −1 mod 43. 3 是二次剩余且

33 ≡ 27 mod 43, 36 ≡ −2 mod 43, 37 ≡ −6 mod 43

因此, 3 是模 43 的最小原根. 按照此法可得到全部原根.
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2. 课本习题 3.9, 答案见 11.8 习题课讲义.

3. (1) 由课本例 3.22 知 σ1(n) :=
∑

d|n d 是积性函数.

若 n = 2km 是偶完全数, 其中 m 是奇数, k ≥ 1, 则

σ1(n) = 2n = 2k+1m.

又因为 σ1(n) = σ1(2
k)σ1(m) = (2k+1 − 1)σ1(m).

显然, 2k+1 − 1 ≥ 3 是奇数, 故 2k+1 − 1 | m. 令 m = (2k+1 − 1)l, 则

2k+1l = σ1(m) = m+ l + others = 2k+1l + others.

因此, m 除了 1 和自身不能有其余因子, 从而 m 是素数且 l = 1.

由课本习题 3.10 知, m 为 Mersenne 素数. 从而 k + 1 是某个素数 p.

综上所述, n = 2p−1(2p − 1).

(2) 容易验证, (1) 中的条件是充要的, 由此可以得到 100 以内的偶完

全数 6 和 28. 要说明它们是 100 以内的所有完全数, 计算机比较擅长.

4. (1) 注意到 xn − 1 =
n−1∏
i=0

(x− ζ in). 因此

n−1∏
i=1

(x− ζ in) =
xn − 1

x− 1
=

n−1∑
i=0

xi.

令 x = 1 得,
n−1∏
i=1

(1− ζ in) = n. 两端同乘 (ζkn)
n−1 即可.

(2) 计算复平面上以原点, eiα, eiβ 为顶点的等腰三角形的面积.

由两腰及其夹角正弦可得

1

2
· 1 · 1 · sin |α− β| = sin

|α− β|
2

cos
|α− β|

2
.

由底乘高可得
1

2
· |eiα − eiβ| ·

(
1 · cos |α− β|

2

)
.

两者比较得

2 sin
|α− β|

2
= |eiα − eiβ|.
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令 ζ := e
2πi
180 , 固定 α = 0◦, β 取遍 2◦, 4◦, 6◦, · · · , 358◦ 可得

2 sin 1◦ = |1−ζ|, 2 sin 2◦ = |1−ζ2|, · · · , 2 sin 89◦ = |1−ζ89|, 2 sin 90◦ = |1−ζ90|.

2 sin 179◦ = |1− ζ179|, 2 sin 178◦ = |1− ζ178|, · · · , 2 sin 91◦ = |1− ζ91|.

将它们乘起来, 利用 (1) 中的结论可得

2179 · (sin 1◦ sin 2◦ sin 3◦ · · · sin 90◦)2 = 180.

因此

sin 1◦ sin 2◦ sin 3◦ · · · sin 90◦ =
√
360

290
.

也可以考虑利用如下的 3 倍角公式进行配对计算

sin 3θ = 4 sin θ sin(60◦ − θ) sin(60◦ + θ).

5. 参考课本例 8.23 与习题 8.14. 10 ≡ 2 mod 4, 它的 conductor 为 40.

由中国剩余定理解得的同余方程的解应该是按模 40 分类的.

x ≡ 1 mod 8, x ≡ 1 mod 5 =⇒ x ≡ 1 mod 40.

x ≡ 1 mod 8, x ≡ 4 mod 5 =⇒ x ≡ 9 mod 40.

x ≡ 7 mod 8, x ≡ 1 mod 5 =⇒ x ≡ 31 mod 40.

x ≡ 7 mod 8, x ≡ 4 mod 5 =⇒ x ≡ 39 mod 40.

x ≡ 3 mod 8, x ≡ 2 mod 5 =⇒ x ≡ 27 mod 40.

x ≡ 3 mod 8, x ≡ 3 mod 5 =⇒ x ≡ 3 mod 40.

x ≡ 5 mod 8, x ≡ 2 mod 5 =⇒ x ≡ 37 mod 40.

x ≡ 5 mod 8, x ≡ 3 mod 5 =⇒ x ≡ 13 mod 40.

综上所述, p 为 2, 5 以及形如模 40 余 1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39 的素数.
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6. (1) 1, 2, 3, · · · , n 中有哪些元素贡献了 p. 它们是形如 kp 的元素, 计数[
n

p

]
.

1, 2, 3, · · · , n 中形如 kp2 的元素, 每个贡献了至少 2 个 p, 需要补上[
n

p2

]
.

1, 2, 3, · · · , n 中形如 kp3 的元素, 每个贡献了至少 3 个 p, 需要补上[
n

p3

]
.

以此类推, 原式得证.

(2) 只需说明如下事实

[n
x

]
≥

k∑
i=1

[mi

x

]
.

(3) 补充一个知识点, 如何计算 n! 的末尾有几个零.

这是在考虑 10 在 n! 中的指数.

由于 10 = 2×5,而在 n > 1时, 2在 n!中的指数必然大于 5的指数(?)

因此, 10 在 n! 中的指数就是 5 在 n! 中的指数. 故 n! 的末尾有

∞∑
k=1

[ n
5k

]
个零.

7. (1) 交换律 (f ∗ g)(n) =
∑
xy=n

f(x)g(y) =
∑
xy=n

g(x)f(y) = (g ∗ f)(n).

单位元 (f ∗ ε)(n) = (ε ∗ f)(n) =
∑
xy=n

ε(x)f(y) = f(n).

结合律 ((f ∗ g) ∗ h)(n) =
∑

xyz=n

f(x)g(y)h(z) = (f ∗ (g ∗ h))(n).

分配律 (f ∗ (g + h))(n) =
∑
xy=n

f(x)(g + h)(y) = (f ∗ g + f ∗ h)(n).
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