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习题 1.1. 对于任何集合X, 我们用idX表示X到自身的恒等映射. 设f :

A→ B是集合间的映射, A是非空集合. 试证：

1. f为单射当且仅当存在g : B → A, 使得g ◦ f = idA;

2. f为满射当且仅当存在h : B → A, 使得f ◦ h = idB;

3. f为双射当且仅当存在唯一的g : B → A, 使得f ◦ g = idB, g ◦ f = idA.

这里的g称为f的逆映射, 通常也记为f−1. 证明双射的逆映射也是双

射, 并讨论逆映射与映射的原像集合之间的关系.

1. 设g ◦ f = idA. 若f不是单射, 则存在x 6= y使得f(x) = f(y). 两边同时

复合g可得x = y. 这就产生了矛盾. 若f是单射, 如何构造g? 我们来看

一个具体的例子: 设A := {a, b}, B := {c, d, e}， f(a) = c, f(b) = d.

g的定义如下图所示:

A B A

a c a

b d b

e

f g

容易验证, 无论g(e) = b还是g(e) = a, 都可以满足g ◦ f = idA. 这说

明, g的选取不一定唯一. 请同学们依据这个例子, 思考一般情形如何

证明。

2. 请同学们仿照(1)进行证明, 并仔细体会(1)与(2)的对偶之处.

3. 若f是双射, 则f既是单射又是满射, 由(1)与(2)知, 存在g : B → A,

h : B → A, 使得g ◦ f = idA, f ◦ h = idB. (3)似乎在告诉我们, g = h.

这是正确的吗? 事实上, 由于映射的复合满足结合律

g = g ◦ idB = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idA ◦ h = h.
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是唯一的(为什么?).

习题 1.2. 如果f : A→ B, g : B → C均是一一对应, 则g ◦ f : A→ C也

是一一对应, 且(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.
证明. 由习题 1.1.(3)可知, 只需验证

(g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = idC ,

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = idA.

习题 1.4. 设P (A)是集合A的全部子集所构成的集族, M(A)为所有A到

集合{0, 1}的映射所构成的集合. 试构造P (A)到M(A)的双射.

解. 任取S ∈ P (A), 定义映射

fS(x) :=

{
0, x ∈ A \ S;
1, x ∈ S.

任取f ∈ M(A), 定义集合Sf := {x ∈ A : f(x) = 1}. 则S 7→ fS与f 7→ Sf互

为逆映射. 当A是有限集时, M(A)中元素个数为2|A|, 这是因为A中的任何一

个元素的像只能为0或者1. 于是, |P (A)| = |M(A)| = 2|A|, 这便证明了习题

1.3.

习题 1.5. 设X是无限集, Y是X的有限子集. 证明存在双射X \ Y → X.

证明. 由于X−Y也是无限集,它必然有可数子集S. 设S := {x1, x2, · · · },
Y := {y1, · · · , yn}. 容易构造f : S ∪ Y → S的双射如下

f(x) :=

{
xi, x = yi;

xn+i, x = xi.

注意到, X = (X \ (S ∪ Y )) ∪ (S ∪ Y )且X \ Y = (X \ (S ∪ Y )) ∪ S. 于是有

双射g : X → X \ Y

X: X \ (S ∪ Y ) S Y → X \ (S ∪ Y ) S :X \ Y
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g(x) :=

{
f(x), x ∈ S ∪ Y ;

x, x ∈ X \ (S ∪ Y ).

请同学们自己写出f−1与g−1.

习题 1.9. 证明容斥原理.

证明. 尝试发现容斥原理. 由Venn图可知

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

由于集合的并满足结合律

|A ∪B ∪ C| =|(A ∪B) ∪ C| = |A ∪B|+ |C| − |(A ∪B) ∩ C|

=(|A|+ |B| − |A ∩B|) + |C| − |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)|

=(|A|+ |B| − |A ∩B|) + |C| − (|A ∩ C|+ |B ∩ C| − |A ∩B ∩ C|)

=|A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩ A|+ |A ∩B ∩ C|.

请同学们仿照计算|A∪B∪C∪D|. 我们发现|A1∪· · ·∪An|总可以写成“1项

和−2项和+3项和−4项和+ · · ·”, 如何将这种规律转换成数学符号? 请同学

们将容斥原理右侧的式子取n = 2, 3, 4展开体会. 结合以上计算心得,用数学

归纳法证明一般的容斥原理.
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习题 1.6. 证明等价关系的三个条件是互相独立的, 也就是说, 已知任

意两个条件不能推出第三个条件.

证明 举反例即可. 设A = {a, b, c}.

� R1 := {(a, b), (a, a), (b, b), (c, c)}自反, 传递, 但不对称.

� R2 := {(a, b), (b, a), (a, a), (b, b)}传递, 对称, 但不自反.

� R3 := {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)}自反, 对称, 但不传

递.

习题 1.7. 设集合A中关系满足对称性和传递性, 且A中任意元素都和

某元素有关系, 证明此关系为等价关系.

证明设这个关系为R,只需证明R满足自反性.任取a ∈ A,由条件知,存

在b ∈ A使得aRb. 由对称性知, bRa. 由传递性知, aRa.

习题 1.8. 设A,B是两个有限集合.

1. A到B的不同映射共有多少个?

2. A上不同的二元运算共有多少个?

解 (1) A中任意一个元素的像只有|B|种选择, 因此映射共|B||A|个.

(2) 二元运算是映射A× A→ A, 共|A||A|2个.

习题 1.13. (−1
2

+ i
√
3
2

)3 = (e±
2π
3
i)3 = 1. (1 + i)4n = (

√
2e

π
4
i)4n = (−4)n.

习题 1.15. |z − z0| = r.

习题 1.19. 证明如果复数z是实数α的n次方根,则它的共轭z̄也是α的n次

方根.

证明 由于z1 · z2 = z̄1 · z̄2, 故z̄n = zn = ᾱ = α.

习题 1.20. z 6= 1时, 原方程可化为 (z+1)n

(z−1)n = −1 = e(2k+1)πi. 因此

z + 1

z − 1
= e

2k+1
n

πi.
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解得z = e
2k+1
n πi+1

e
2k+1
n πi−1

.

习题. 设X是一个集合, 令S := {f : X → X : f是单射}.

1. 证明S在复合运算下构成一个含幺半群.

2. 证明当X是有限集时, S在复合运算下构成一个群.

证明 (1) 幺元是恒等映射.

(2) X是有限集时, |X| = |f(X)|,因此f ∈ S也是满射,从而是双射. S中

的元素都可逆, 构成一个群.

习题. 考察映射ϕ : C→M2(R).

ϕ(a+ bi) =

(
a 0

0 a

)
+

(
0 −b
b 0

)
=

(
a −b
b a

)
.

经验证后发现,

ϕ((a+ bi) + (c+ di)) = ϕ(a+ bi) + ϕ(c+ di),

ϕ((a+ bi)(c+ di)) = ϕ(a+ bi)ϕ(c+ di).

定义矩阵

(
a b

c d

)
的转置为

(
a c

b d

)
. 验证ϕ(z)和ϕ(z̄)互为转置.

考察映射ψ : H→M2(C).

ψ(a+ bi + cj + dk) =

(
a 0

0 a

)
+

(
0 −b
b 0

)
+

(
0 ci

ci 0

)
+

(
−di 0

0 di

)

=

(
a− di −b+ ci

b+ ci a+ di

)
.

ψ与ϕ是否具有类似的性质? 借助ψ理解H的运算.

习题. 设α是x3 − x− 1 = 0的一个根, 则Q[α]是一个域.
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证明. 设f, g ∈ Q[x], 则f(α), g(α) ∈ Q[α]. 注意到

f(α) = g(α)⇐⇒ f ≡ g mod x3 − x− 1.

由于x3 − x− 1在Q[x]不可约, 由Bezout定理, 任取a 6= 0, 存在h ∈ Q[x]使得

(a+ bx+ cx2)h ≡ 1 mod x3 − x− 1.

因此, 在Q[α]中, (a+ bα + cα2)h(α) = 1.
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整除

证明集合 A = B 的常用手段是去证明 A ⊆ B 且 B ⊆ A.

证明整数 a = b 的常用手段是去证明 a | b 且 b | a.
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例题

Example
1 设 m 是正整数且 a, b 是正奇数, 则

(ma + 1,mb + 1) = m(a,b) + 1.

2 设 m, a, b 是正整数且 m > 1, 则

(ma − 1,mb − 1) = m(a,b) − 1.

证法一: 辗转相除法. 不妨设 a > b.

(ma + 1,mb + 1) =(ma −mb,mb + 1) = (ma−b − 1,mb + 1)

=(ma−b +mb,mb + 1).
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例题

若 a− b > b, 则 (ma + 1,mb + 1) = (ma−2b + 1,mb + 1).

若 a− b ≤ b, 则(ma + 1,mb + 1) = (m2b−a + 1,mb + 1).

用 a− 2b 或 2b− a 代替 a 重复上述讨论, 由辗转相除法可得结论.

注意: 每一次得到的幂次均为奇数, 这在做辗转相除的过程中, 以
及最后一步得到结论的过程中都是非常关键的!
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例题

证法二: 利用阶的性质.

记 d := (ma + 1,mb + 1), k := a/(a, b), l := b/(a, b).

当 n 为奇数时, 我们有

xn + yn = (x+ y)(xn−1 − xn−2y + · · · − xyn−2 + yn−1) (1)

注意到 ma + 1 =
(
m(a,b)

)k
+ 1, mb + 1 =

(
m(a,b)

)l
+ 1. 由 (1) 式知

m(a,b) + 1 | ma + 1, m(a,b) + 1 | mb + 1.

故 m(a,b) + 1 | d.

代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 5 / 31



例题

另一方面, 由 d | ma + 1 与 d | mb + 1 知

ma ≡ −1 mod d, mb ≡ −1 mod d. (2)

设 l := min{k ∈ Z+ : mk ≡ 1 mod d} 为 m 模 d 的阶.

d = 2 时, −1 ≡ 1 mod d. 因此, l | (a, b). 故

m(a,b) ≡ −1 mod d.

d 6= 2 时, 由 (2) 知 l - (a, b). 但

m2a ≡ 1 mod d, m2b ≡ 1 mod d. (3)

于是, l | 2(a, b). 设 (a, b) = ql + r, 其中 0 < r < l, 则 l | 2r.

故 l = 2r. 于是

m(a,b) ≡ ml/2 ≡ mkl/2 ≡ ma ≡ −1 mod d.

其中, k := a/(a, b) 是奇数. 综上所述, d | m(a,b) + 1.
代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 6 / 31



课后题

习题 3.3.
设 m,n 为正整数, m 是奇数. 证明 (2m − 1, 2n + 1) = 1.

证法一: 记 d := (2m − 1, 2n + 1), 则 d | 2m − 1 且 d | 2n + 1.

注意到 ((2m)n − 1, 2m − 1) = 2m − 1, ((2n)m + 1, 2n + 1) = 2n + 1.

故 2m − 1 | 2mn − 1 且 2n + 1 | 2mn + 1. 于是

d | (2mn − 1, 2mn + 1) = 1.

代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 7 / 31



课后题

证法二: 记 d := (2m − 1, 2n + 1), 则 d | 2m − 1 且 d | 2n + 1.

2m ≡ 1 mod d =⇒ 2mn ≡ 1n mod d, (4)

2n ≡ −1 mod d =⇒ 2mn ≡ (−1)m mod d. (5)

由于 m 是奇数, 结合 (4) 和 (5) 知, −1 ≡ 1 mod d. 故 d | 2.

又因为 d 是奇数, 从而 d = 1.
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课后题

习题 3.4.
设 n 为正整数, 证明

1 (an, bn) = (a, b)n

2 设 a, b 是互素的正整数, ab = cn, 则 a = (a, c)n, b = (b, c)n.

证明: (1) 记 d := (a, b), 则 dn | an 且 dn | bn, 故 d | (an, bn).

另一方面, 记 k := a/d, l := b/d, 则 (k, l) = 1. 此时

an = kndn, bn = lndn.

由 Bézout 定理知, 存在整数 x, y 使得

xk + yl = 1 (6)
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课后题

对 (6) 式两端同时 n 次方可知

xnkn +
(
(xk)n−1y + (xk)n−2y2l + · · ·+ xkyn−1ln−2 + ynln−1

)
l = 1.

由 Bézout 定理知, (kn, l) = 1. 类似可得

(kn, ln) = 1.

由 Bézout 定理知, 存在整数 r, s 使得

rkn + sln = 1 (7)

对 (7) 式两端同乘 dn 知

ran + sbn = dn. (8)
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课后题

(8) 式说明 dn 在 an 和 bn 生成的理想中. 由课本定理 3.6 知,

此理想即为 (an, bn) 生成的主理想. 故 (an, bn) | dn.

(2) 由 (1) 知, (a, c)n = (an, cn) = (an, ab) = a.
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二元线性不定方程

Definition
设 a, b, c 是整数, 形如

ax+ by = c (9)

的不定方程称为一个二元线性不定方程.

1 若 c = 0, 称该方程为齐次的.

2 若 c 6= 0, 称该方程为非齐次的.

二元线性齐次不定方程的解集具有以下结构:

Theorem
设 a = a0(a, b), b = b0(a, b), c = 0, 则方程 (9) 的全部解为

(x, y) := (b0t,−a0t), t ∈ Z. (10)
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二元线性不定方程

证明: 显然, (10) 式是方程 (9) 的解.

另一方面, 方程 (9) 的任何一组整数解都是过原点的直线

ax+ by = 0

上的整点. 这些整点用直线的参数方程表示即为 (10) 式.

代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 13 / 31



二元线性不定方程

二元线性非齐次不定方程的解集具有以下结构:

Theorem
设 a = a0(a, b), b = b0(a, b), 则方程 (9) 的全部解为

(x, y) := (x0 + b0t, y0 − a0t), t ∈ Z. (11)

其中, (x0, y0) 是方程 (9) 的任意一组特解. 特别地, 可通过辗转相

除法得到方程 (9) 的一组特解 (课本例 3.9).

证明: 显然, (11) 式是方程 (9) 的解.

另一方面, 若 (x1, y1) 和 (x2, y2) 是方程 (9) 的两个解, 则

(x1 − x2, y1 − y2)

是相应齐次方程的解.
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课后题

习题 3.6.
设 a, b 为正整数且 (a, b) = 1. 考虑方程

ax+ by = n. (12)

证明:

1 当 n > ab− a− b 时, 方程 (12) 有非负整数解.

2 当 n = ab− a− b 时, 方程 (12) 没有非负整数解.

证明: 方程 (12) 的解为

(x, y) := (nx0 + bt, ny0 − at), t ∈ Z.

其中, (x0, y0) 为方程 ax+ by = 1 的一组解.
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课后题

1 a = 1 时, (x0, y0) 可取 (1, 0). 此时, ab− a− b = −1, 命题成
立.

2 b = 1 时, 类似.

3 a > 1 且 b > 1 时, 不妨设 a ≥ b, 则

ab− a− b = a(b− 1)− b ≥ a− b ≥ 0.

此时, x0 和 y0 不可能全为正整数.

若 n > ab− a− b, 则 n > 0. 不妨设 x0 ≤ 0, 则 nx0 ≤ 0. 记

k := min{t : nx0 + bt ≥ 0}.

我们证明: ny0− ak ≥ 0. 否则 ny0− ak ≤ −1, 即 k ≥ (1 + ny0)/a.
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课后题

此时

nx0 + b(k − 1) ≥nx0 + b
(1 + ny0

a
− 1
)

(13)

=
1

a
(anx0 + any0 + b− ab) (14)

=
1

a
(n+ b− ab) > −1. (15)

故 k − 1 ∈ {t : nx0 + bt ≥ 0}. 这与 k 的最小性矛盾.

若 n = ab− a− b, 则 x = b− 1− b(y + 1)/a. 由于 (a, b) = 1

且 x 是整数, 故 a | y + 1. 设 y + 1 = ad. 若 x = b− 1− bd ≥ 0,

则 d ≤ 0. 此时 y = ad− 1 ≤ −1.
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课后题

习题 3.7.
设 n > 1 为整数, 如果对于任何整数 m, 或者 n | m 或者
(n,m) = 1, 证明 n 是素数.

证明: 若 n 不是素数, 则存在整数 a, b 使得 n | ab 但 n - a, n - b.

由 n的性质知 (n, a) = 1 = (n, b).上述两个 Bézout等式相乘可得

(n, ab) = 1. 这与 n | ab 矛盾.

习题 3.8.
设 n > 2 为整数, 证明 n和 n! 之间必有素数.

证明: 由于 2, · · · , n 都不是 n!− 1 的因子, 故 n+ 1, · · · , n!− 1

之间必有 n!− 1 的素因子.
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课后题

习题 3.9.
1 设 m为正整数,证明: 如果 2m+1为素数,则 m为 2的方幂.

2 对 n ∈ N, 记 Fn := 22
n
+ 1. 这称为费马数. 证明: 若 m > n,

则 Fn | Fm − 2.

3 证明: 如果 m 6= n, 则 (Fm, Fn) = 1. 由此证明素数无穷多.

证明: (1) 若 m 不是 2 的方幂, 则存在不为 1 的正奇数 s 使得

m = 2rs. 考虑

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1).

令 a = 22
r
, b = −1, n = s, 则 22

r
+ 1 整除 22

rs − (−1)s = 2m + 1.

(2) Fm − 2 = (Fn − 1)2
m−n − 1 ≡ (−1)2m−n − 1 mod Fn.
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课后题

事实上: Fn = F0F1 · · ·Fn−1 + 2.

1 n = 1 时, F0 + 2 = 3 + 2 = 5 = F1.

2 设 Fn = F0F1 · · ·Fn−1 + 2

3 F0 · · ·Fn+2 = (Fn− 2)Fn+2 = (22
n − 1)(22

n
+1)+2 = Fn+1.

(3) 不妨设 m > n, 由 (2) 知, Fm = dFn + 2. 由辗转相除法知

(Fm, Fn) = (2, Fn) = 1.

事实上: Fm = Fm−1 + 22
m−1

F0 · · ·Fn · · ·Fm−2.

由于 (Fm, Fn) 整除 Fm 和 Fn, 因此也整除 Fm−1 和 F0 · · ·Fm−1.

于是, (Fm, Fn) | Fm − F0 · · ·Fm−1 = 2. 但 (Fm, Fn) 是奇数.

若素数只有 k 个, 由抽屉原理, Fn 与 Fn+k 之间, 必有不互素的.
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习题 3.10.
1 设 m,n 都是大于 1 的整数, 证明: 如果 mn − 1 是素数, 则
m = 2 且 n 是素数.

2 设 p 是素数, 记 Mp := 2p − 1, 这称为梅森数. 证明: 如果 p, q
是不同的素数, 则 (Mp,Mq) = 1.

证明: (1) 若 m 6= 2 则 m− 1 | mn − 1.

当 m = 2 时, 若 n = pq 不是素数, 则 2p − 1 | (2p)q − 1.

(2) (Mp,Mq) =M(p,q) =M1 = 1.

代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 21 / 31



课后题

习题 3.11.
设 a, b 是整数且 a 6= b, n 是正整数. 如果 n | an − bn, 则

n
∣∣∣ an − bn
a− b

.

证明: n = p 是素数时, 若 p - a− b, 则命题显然成立.

若 p | a− b, 则 a ≡ b mod p. 故

ap − bp

a− b
≡ pap−1 ≡ 0 mod p.

n = pm, p 是素数时. 记 A := am, B := bm, 则

an − bn

a− b
=
Ap −Bp

A−B
am − bm

a− b
.

对 m 与 (am − bm)/(a− b) 继续做类似的事情即可.
代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 22 / 31



目录

1 整除

2 二元线性不定方程

3 费马数与梅森数

4 唯一分解定理

5 莫比乌斯反演及其应用

6 单位群与佩尔方程

代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 22 / 31



课后题

习题 3.12.
设 n 是正整数. 证明:

1 n 为完全平方数的充要条件是 σ0(n) 为奇数.

2 σ0(n) ≤ 2
√
n+ 1.

3 n 的正约数之积为 nσ0(n)/2.

证明: (1) 注意到, n 是完全平方数当且仅当 vpi(n) 都是偶数. 而

σ0(n) =
s∏
i=1

(
vpi(n) + 1

)
.

(2) σ0(n) = A+B ≤ 2A = 2
√
n, 其中

A :=
∑

1≤d≤
√
n

d|n

1, B :=
∑

√
n<d≤n
d|n

1.
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(3) 设 n = pα1
1 · · · pαs

s , 则存在如下集合的双射

{d ∈ N : d | n} ←→ {(a1, · · · , as) ∈ Ns : 0 ≤ ai ≤ αi, 1 ≤ i ≤ s}.

注意到, 左边集合的元素相乘对应着右边集合的元素相加.

因此, 左边集合中所有元素的乘积对应着

s∑
i=1

αi∑
ai=0

(a1, · · · , as) =
(αi
2

s∏
i=1

(1 + αi)
)
1≤i≤s

= (αiσ0(n)/2)1≤i≤s.

这个元素即为 nσ0(n)/2.
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有限域上的不可约多项式

Definition
设 p 是素数, 则 Z/pZ 是一个域, 称为 p 元有限域, 记为 Fp. 用
Np(d) 表示 Fp[x] 中的 d 次首项系数是一的不可约多项式的个数.

Example

考察 F2[x] 中的首一不可约多项式.

1 d = 1 时, 全部的首一多项式为 x 和 x+ 1 = x− 1, 都不可约.

2 d = 2 时, 全部的首一多项式为

x2, x2 + 1 = (x+ 1)2, x2 + x+ 1, x2 + x = x(x+ 1).

只有 x2 + x+ 1 不可约.

特别地, x(x+ 1)(x2 + x+ 1) = x4 + x = x2
2 − x.
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有限域上的不可约多项式

一般地, 我们有如下定理:

Theorem
设 n ≥ 1, 在 Fp[x] 中

xp
n − x =

∏
d|n

∏
deg f=d

f(x). (16)

其中, f(x) ∈ Fp[x] 首一不可约.

对 (16) 式两端同取 deg 可得

Corollary

pn =
∑
d|n

dNp(d).

代数学基础 习 题 课 2020年11月8日 26 / 31



有限域上的不可约多项式

设 g(n) := pn, f(d) := dNp(d). 由习题 3.15 莫比乌斯反演公式知

Theorem

Np(n) =
1

d

∑
d|n

µ(d)pn/d

Example

Np(2) =
1

2
(p2 − p), Np(2) =

1

3
(p3 − p),

Np(12) =
1

12
(p12 − p6 − p4 + p2).
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单位群

Definition
设 R 是含幺交换环, 称 r ∈ R 为 R 中的单位, 若存在 r′ ∈ R 使得

rr′ = 1R.

R 中所有的单位在乘法运算下构成一个群 R×, 称为 R 的单位群.

Example

Z× = {1,−1} ∼= Z/2Z
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范映射

Definition

设 d 是无平方因子的整数, 定义如下的范映射 N : Z[
√
d]→ Z

N(a+ b
√
d) := a2 − db2.

Lemma
N 是含幺乘法半群之间的同态, 即

N(αβ) = N(α)N(β).

Corollary

若 α = a+ b
√
d ∈

(
Z[
√
d]
)×

, 则 N(α) ∈ Z×, 即

a2 − db2 = ±1. (17)
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佩尔方程

Definition
方程 (17) 称为佩尔方程.

可以看出, 求解佩尔方程与计算
(
Z[
√
d]
)×
有密切联系.

事实上, 我们有如下两个定理.

Theorem (Lagrange)

设 d 是无平方因子的正整数, 佩尔方程 a2 − db2 = 1 有非平凡解.

Theorem

α = a+ b
√
d ∈

(
Z[
√
d]
)×
当且仅当 (a, b) 是方程 (17) 的解.
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高斯整数环的单位群

Example

考察高斯整数环 Z[
√
−1].

a2 + b2 = 1 的整数解为 (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1).
a2 + b2 = −1 无整数解.

因此,
(
Z[
√
−1]
)×

= {±1,±
√
−1} ∼= Z/4Z.
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习题

习题 8.7
设 p 是素数且 p ≡ 1 mod 4. 证明

1

p−1∑
r=1

( rp)=1

r =
1

4
p(p− 1).

2

p−1∑
a=1

a

(
a

p

)
= 0.

3

1
2
(p−1)∑
k=1

[
k2

p

]
=

1

24
(p− 1)(p− 5).
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习题

因为 p ≡ 1 mod 4, 所以 −1 是模 p 的二次剩余. 于是(
p− r
p

)
=

(
−r
p

)
=

(
−1

p

)(
r

p

)
=

(
r

p

)
.

(1) 若 r 是模 p 的二次剩余, 则 p− r 也是模 p 的二次剩余. 模 p

的二次剩余个数为
1

2
(p− 1) 是偶数, 将 r 与 p− r 配对即可.

(2) 由 (1) 知, 二次剩余的和为
1

4
p(p− 1), 因此非二次剩余的和为

1

2
p(p− 1)− 1

4
p(p− 1) =

1

4
p(p− 1).
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习题

(3) 利用课本 (8.13) 知

k2 = p

[
k2

p

]
+ rk, 0 < rk < p

由于 rk − rl ≡ k2 − l2 mod p. 若 1 ≤ k < l ≤ 1

2
(p− 1) 则

p - (k + l)(k − l) = k2 − l2.

因此, 这
1

2
(p− 1) 个 rk 模 p 两两不同且都是二次剩余. 由 (1) 知

1
2
(p−1)∑
k=1

p

[
k2

p

]
=

1
2
(p−1)∑
k=1

k2 −
1
2
(p−1)∑
k=1

rk =
1

24
p(p2 − 1)− 1

4
p(p− 1).
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习题 8.8
设 p > 3 是素数. 证明

1

p−1∑
r=1

( rp)=1

r ≡ 0 mod p.

2

p−1∑
a=1

a

(
a

p

)
≡ 0 mod p.

(1) 记 R :=

{
r ∈ F×p :

(
r

p

)
= 1

}
, S :=

{
s ∈ F×p :

(
s

p

)
= −1

}
.
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由于 p > 3, 存在 a ∈ S 且 a 6= −1. 由 a 的乘法作用定义的映射

µa :Fp → Fp
x 7→ ax.

是域的自同构且 µa(S) = R, µa(R) = S. 于是∑
r∈R

r = −
∑
s∈S

s = −
∑
r∈R

µa(r) = −a
∑
r∈R

r.

注意到 a 的选取使得 a+ 1 6= 0.

(2)

p−1∑
a=1

a

(
a

p

)
≡
∑
r∈R

r −
∑
s∈S

s mod p.
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习题 8.9
设 p 是奇素数, a 是整数.

1 证明: 同余方程 x2 − y2 ≡ a mod p 必有解.

2 若 (x, y) 和 (x′, y′) 是上述同余方程的解, 称它们等价, 如果

x ≡ x′ mod p y ≡ y′ mod p.

证明：若 p - a, 则 (1) 中同余方程的解的个数是 p− 1.
若 p | a, 则 (1) 中同余方程的解的个数是 2p− 1.

(1) 记 X :=
{
x2 : x ∈ Fp

}
, Y :=

{
a+ y2 : y ∈ Fp

}
.

此时, 同余方程有解等价于 X ∩ Y 6= ∅.
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由于 p 是奇素数, 设 p = 2n+ 1.

X 中的元素由
1

2
(p− 1) = n个平方剩余和 0构成,故 |X| = n+ 1.

Y 中的元素是由 X 整体平移 a 个单位构成, 故 |Y | = n+ 1.
由于 X ∪ Y ⊂ Fp, 由容斥原理知

|X ∩ Y | =|X|+ |Y | − |X ∪ Y |
≥|X|+ |Y | − |Fp|
=(n+ 1) + (n+ 1)− (2n+ 1)

=1.

(2) p | a 时, x2 = y2 的解集为

S := {(x,±x) : x ∈ Fp}.

(x, x) ∼ (x,−x) 当且仅当 p | 2x, 这等价于 x = 0. 故 |S| = 2p− 1.
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p - a 时. 令 u := x+ y, v := x− y 则

x =
1

2
(u+ v), y =

1

2
(u− v).

显然, (x, y) ∼ (x′, y′) 当且仅当 (u, v) ∼ (u′, v′).
于是, 方程转化为

a = x2 − y2 = (x+ y)(x− y) = uv.

其解集为

S := {(u, u−1a) : u ∈ F×p }.

故 |S| = p− 1.
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习题 8.10
p 是奇素数, f(x) = ax2 + bx+ c 且 p - a. 记 D := b2 − 4ac. 证明

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
=

 −
(
a
p

)
, p - D,

(p− 1)
(
a
p

)
, p | D.

(
f(x)

p

)
=

a
((
x+ b

2a

)2 − D
4a2

)
p

 =

(
a

p

)((
x+ b

2a

)2 − D
4a2

p

)

p | D 时. 若 x 6= − b

2a
, 则

(
f(x)

p

)
=

(
a

p

)
. 否则,

(
f(x)

p

)
= 0.
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p - D 时,

(
x+

b

2a

)2

− D

4a2
是否为二次剩余, 决定

(
f(x)

p

)
符号.

上述问题等价于是否存在整数 y, (x, y) 是下列同余方程的解(
x+

b

2a

)2

− D

4a2
≡ y2 mod p.

由习题 8.9 知, 上述同余方程有 p− 1 个不等价的解.
若对于某个特定的 x, 存在这样的 y, 则 (x,±y) 都是方程的解.
因此, 同一个 x 会对应两个不等价的解.

满足条件的 x 有
1

2
(p− 1) 个.

不满足条件的 x 有 p− 1

2
(p− 1) =

1

2
(p+ 1) 个.
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习题 8.11
设 a 是奇数, 则

x2 ≡ a mod 2k, (k ≥ 3)

有解的充要条件是

a ≡ 1 mod 8.

在此条件成立时恰有四个解: 如果 x0 是一个解, 则

±x0, ± x0 + 2k−1

是所有解.

若方程有解, 则 x 必为奇数, 从而模 8 只可能为 1, 3, 5, 7.
无论那种情况, x2 ≡ 1 mod 8.
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若 a = 8n+ 1, 设 x = 2m+ 1.
下面确定 m 的取值, 使 x 成为方程的解.
此时应有 2k | x2 − a. 注意到

x2 − a = (2m+ 1)2 − (8n+ 1) = 4m(m+ 1)− 8n.

由于 m 与 m+ 1 一奇一偶, 于是 8 | 4m(m+ 1)− 8n = x2 − a. 故

2k−3 | 1

8
(x2 − a) =

1

2
m(m+ 1)− n.

下证 S :=

{
1

2
m(m+ 1) : 0 ≤ m ≤ 2k−3 − 1

}
是模 2k−3 的完系.

从而, 存在整数 m 使得
1

2
m(m+ 1)− n ≡ 0 mod 2k−3.

由于 |S| = 2k−3, 只需证明 S 内的元素模 2k−3 两两不同.
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设 0 ≤ v < u ≤ 2k−3 − 1 且

1

2
u(u+ 1) ≡ 1

2
v(v + 1) mod 2k−3.

那么 2k−2 | u(u+ 1)− v(v + 1) = (u− v)(u+ v + 1).
由于 u− v 与 u+ v + 1 一奇一偶

2k−2 | u− v 或 2k−2 | u+ v + 1.

但是 1 ≤ u− v, u+ v + 1 ≤ 2k−2 − 2. 这不可能.
若 x = 2m+ 1 和 x′ = 2m′ + 1 都是方程的解, 则

2k | x2 − x′2 = 4(m+m′ + 1)(m−m′).

2k−2 | m+m′ + 1 =
1

2
(x+ x′) 或 2k−2 | m−m′ = 1

2
(x− x′).
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思考题

Corollary

设 k ≥ 2, 则

ϕ : (Z/2Z)× (Z/2k−2Z) ∼= (Z/2kZ)×

(a, b) 7→ (2k−1 − 1)a5b.
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思考题

证明: 形如 8n+ 1, 8n+ 3, 8n+ 5, 8n+ 7 的素数有无穷多个.

(1) 8n+ 1. 考虑分圆多项式

Φ8(x) = x4 + 1.

设 p1, · · · , pr 是所有的形如 8n+ 1的素数. 令

N = (p1 · · · pr + 1)4 + 1.

若 p 是奇数 N 的一个素因子, 则 p 6= 2 且

(p1 · · · pr + 1)4 ≡ −1 mod p

于是 p1 · · · pr + 1 模 p 的阶是 8. 由 Fermat 小定理知, 8 | p− 1.
因此, p = pi 对某个 1 ≤ i ≤ r 成立. 于是得到如下矛盾

N = (p1 · · · pr + 1)4 + 1 ≡ 2 mod p.
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(2) 8n+ 3. 考虑多项式 x2 + 2
设 p1, · · · , pr 是所有的形如 8n+ 3 的素数. 令

N := (p1 · · · pr)2 + 2.

设 p 是 N 的一个素因子, 则 p 是奇数且 −2 是模 p 的平方剩余.

p ≡ 1, 3 mod 8.

由于 (8n+ 3)2 ≡ 1 mod 8, 故 N ≡ 3 mod 8.
因此, N 的素因子不可能全部模 8 余 1, 故存在 p ≡ 3 mod 8.
此时, p = pi 对某个 1 ≤ i ≤ r 成立. 于是得到如下矛盾

N = (p1 · · · pr)2 + 2 ≡ 2 mod p.
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(3) 8n+ 5. 考虑多项式 x2 + 4.
设 p1, · · · , pr 是所有的形如 8n+ 5 的素数. 令

N := (p1 · · · pr)2 + 4.

设 p 是 N 的一个素因子, 则 p 是奇数且 −4 是模 p 的平方剩余.

p ≡ 1, 5 mod 8.

由于 (8n+ 5)2 ≡ 1 mod 8, 故 N ≡ 5 mod 8.
因此, N 的素因子不可能全部模 8 余 1, 故存在 p ≡ 5 mod 8.
此时, p = pi 对某个 1 ≤ i ≤ r 成立. 于是得到如下矛盾

N = (p1 · · · pr)2 + 4 ≡ 4 mod p.
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(4) 8n+ 7. 考虑多项式 x2 − 2.
设 p1, · · · , pr 是所有的形如 8n+ 7 的素数. 令

N := (p1 · · · pr)2 − 2.

设 p 是 N 的一个素因子, 则 p 是奇数且 2 是模 p 的平方剩余.

p ≡ 1, 7 mod 8.

由于 (8n+ 7)2 ≡ 1 mod 8, 故 N ≡ 7 mod 8.
因此, N 的素因子不可能全部模 8 余 1, 故存在 p ≡ 7 mod 8.
此时, p = pi 对某个 1 ≤ i ≤ r 成立. 于是得到如下矛盾

N = (p1 · · · pr)2 − 2 ≡ −2 mod p.
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三角函数特殊值

高中生小明正在学三角函数, 他计算了如下表格

d mod 4 cos 2π
4|d| i sin 2π

4|d|
−1 3

√
−1

2 2
√
2
2

−2 2
√
−2
2

3 3
√
3
2

−5 3
√
−5−

√
−1

4

6 2
√
6+
√
2

4

−6 2
√
−6+

√
−2

4

10 2
√
10+
√
2+2
√

5−
√
5

8

−10 2
√
−10+

√
−2−2
√√

5−5
8
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小明的猜想

小明又陆续算了几个例子, 它发现

cos
2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+

√
−3

2

cos
2π

5
+ i sin

2π

5
=

√
5− 1

4
+

√
−10− 2

√
5

4

小明的猜想

设 d 是一个无平方因子的整数, 令 ζn := cos 2π
n

+ i sin 2π
n

.

1 若 d > 0 且 d ≡ 1 mod 4, 则
√
d 出现在 ζ|d| 的实数部分.

2 若 d < 0 且 d ≡ 1 mod 4, 则
√
d 出现在 ζ|d| 的虚数部分.

3 若 d > 0 且 d ≡ 2, 3 mod 4, 则
√
d 出现在 ζ4|d| 的实数部分.

4 若 d < 0 且 d ≡ 2, 3 mod 4, 则
√
d 出现在 ζ4|d| 的虚数部分.
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数学解释

Definition

G(p) :=
∑
a∈F×

p

(
a

p

)
ζap

称为模 p 的 Gauss 和.

Lemma

G2(p) =

{
p, p ≡ 1 mod 4,
−p, p ≡ 3 mod 4.

G2(p) =
∑
a,b∈F×

p

(
ab

p

)
ζa+bp =

∑
a,b∈F×

p

(
ab−1

p

)
ζa+bp .
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数学解释

令 c = ab−1, 则

G2(p) =
∑
b,c∈F×

p

(
c

p

)
ζbc+bp =

∑
c∈F×

p

(
c

p

)∑
b∈F×

p

ζb(c+1)
p .

对 xp − 1 使用 Vieta 定理知,

p−1∑
n=0

ζnp = 0. 又因为
∑
a∈F×

p

(
a

p

)
= 0.

1 c 6= −1 时,
∑
b∈F×

p

ζ
b(c+1)
p = −1.

2 c = −1 时,
∑
b∈F×

p

ζ
b(c+1)
p = p− 1.

G2(p) = (p− 1)

(
−1

p

)
+

(
−1

p

)
= p

(
−1

p

)
.
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数学解释

通过计算 G2(p), Gauss 给出了二次互反律的一种证明.
事实上, Gauss 通过若干年的研究, 确定了 G(p) 的符号.

Theorem (Gauss)

G(p) :=

{ √
p, p ≡ 1 mod 4,√
−p, p ≡ 3 mod 4.

使用线性代数可以给出这个定理较为初等的证明.
另一种证明需要使用有限群上的 Fourier 变换.

Lemma

G(p) =

p−1∑
t=0

ζt
2

p .
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数学解释

利用二次剩余和 Legendre 符号, 我们给出上述引理的一个证明.

p−1∑
t=0

ζt
2

p =

p−1∑
a=0

((
a

p

)
+ 1

)
ζap

= G(p) +

p−1∑
a=0

ζap = G(p).

Definition

S(n) :=
n−1∑
t=0

ζt
2

n .
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Vandermonde 矩阵与行列式

令 mrs := ζ
(r−1)(s−1)
n , 考察如下 n× n 阶 Vandermonde 矩阵

M(n) := (mrs) =



1 1 1 · · · 1
1 ζn ζ2n · · · ζn−1n

1 ζ2n ζ4n · · · ζ
2(n−1)
n

1 ζ3n ζ6n · · · ζ
3(n−1)
n

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 ζn−1n ζ

2(n−1)
n · · · ζ

(n−1)2
n


则 trM(n) = S(n), 并且

detM(n) =
∏

0≤r<s≤n−1

(ζsn − ζrn).

M(n) 和 Z/nZ 上的 Fourier 变换可能相差一个常数倍.
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M(n) 的性质

Lemma
1 M2(n) 的特征值为 ±n.
2 n 为奇数, detM(n) = i(

n
2)nn/2. M2(n) 的特征子空间维数

dimVn =
1

2
(n+ 1), dimV−n =

1

2
(n− 1).

3 n 为偶数, detM(n) = i(
n
2)+1nn/2. M2(n) 的特征子空间维数

dimVn =
n

2
+ 1, dimV−n =

n

2
− 1.

我们只说明如何确定 detM(n) 的符号, 其余作为线性代数的练习.
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M(n) 的性质

detM(n) =
∏
r<s

(ζsn − ζrn) =
∏
r<s

(e
2πis
n − e

2πir
n )

=
∏
r<s

e
πi(s+r)

n (e
πi(s−r)

n − e
−πi(s−r)

n )

= i(
n
2)
∏
r<s

e
πi(s+r)

n

∏
r<s

2 sin

(
(s− r)π

n

)
.

n−1∑
r<s

(r + s) =
n−1∑
s=r+1

n−2∑
r=0

(r + s) =
n−1∑
s=r+1

1

2
s(s+ 2s− 1)

=
1

2
n(n− 1)2.
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M(n) 的性质

由于 0 ≤ r < s ≤ n− 1, 0 <
(s− r)π

n
< π. 因此

∏
r<s

2 sin

(
(s− r)π

n

)
> 0.

从而, detM(n) 的符号完全由下式确定

i(
n
2)
∏
r<s

e
πi(s+r)

n = i(
n
2)e

(n−1)2πi
2 = i(n−1)

2(n2).
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定理的证明

由于 M(n) 的特征值只能是 ±
√
n 和 ±

√
−n. 因此

detM(n) = (
√
n)a(−

√
n)b(i
√
n)c(−i

√
n)d = iN

√
n.

trM(n) = (a− b)
√
n+ (c− d)i

√
n.

其中 N := 2b+ c− d. 下面确定 a− b 和 c− d 的取值.
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定理的证明

当 n = p 是奇素数时, 由特征子空间的维数知

a+ b =
1

2
(p+ 1), c+ d =

1

2
(p− 1).

此时, trM(p) = S(p) = G(p). 由引理知

1 若 p ≡ 1 mod 4, 则 a− b = ±1, c− d = 0.

N ≡
(
p

2

)
mod 4 =⇒ 2b ≡

(
p

2

)
mod 4

2 若 p ≡ 3 mod 4, 则 a− b = 0, c− d = ±1.

N ≡
(
p

2

)
mod 4 =⇒ c− d ≡

(
p

2

)
− (a+ b) mod 4.
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定理的证明

Corollary
1 若 p ≡ 1 mod 4, 则 a− b = 1.

2 若 p ≡ 3 mod 4, 则 c− d = 1.

若 p ≡ 1 mod 4, 则

a− b = (a+ b)− 2b

≡ 1

2
((p+ 1)− p(p− 1)) mod 4

≡ 1

2
((p+ 1)− (p− 1)) mod 4.
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定理的证明

若 p ≡ 3 mod 4, 则

c− d ≡ 1

2
p(p− 1)− (a+ b) mod 4

≡ 1

2
(p(p− 1)− (p+ 1)) mod 4

≡ 1

2
(3(p− 1)− (p+ 1)) mod 4

一般地, 通过计算 trM2(n), 我们有以下定理

Theorem

S(n) =


√
n, n ≡ 1 mod 4,

0, n ≡ 2 mod 4,√
−n, n ≡ 3 mod 4,√
n+
√
−n, n ≡ 0 mod 4.
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二次互反律的证明

Theorem (Gauss)

设 p, q 为奇素数, 令 p∗ :=

(
−1

p

)
p, 则

(
q

p

)
=

(
p∗

q

)
.

由 Gauss 和的性质知 G2(p) = p∗.
一方面, 由 Euler 判别法知

Gq+1(p) ≡
(
p∗

q

)
p∗ mod q.

这是因为

Gq−1(p) = (G2(p))
q−1
2 = p∗

q−1
2 .
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二次互反律的证明

另一方面, 由 Newton 二项式定理知

Gq+1(p) = G(p)

∑
a∈F×

p

(
a

p

)
ζap

q

≡ G(p)
∑
a∈F×

p

(
a

p

)
ζqap mod q

≡ G(p)
∑
k∈F×

p

(
q−1k

p

)
ζkp mod q

≡
(
q

p

)
p∗ mod q.
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习题

习题 8.12

计算

(
17

23

)
,

(
19

37

)
,

(
60

79

)
,

(
92

101

)
.(

17

23

)
=

(
23

17

)
=

(
6

17

)
=

(
2

17

)(
3

17

)
=

(
17

3

)
=

(
2

3

)
= −1.(

19

37

)
=

(
37

19

)
=

(
−1

19

)
= −1(

60

79

)
=

(
4

79

)(
3

79

)(
5

79

)
= −

(
1

3

)(
−1

5

)
= −1(

92

101

)
=

(
4

101

)(
23

101

)
=

(
101

23

)
=

(
9

23

)
= 1
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习题

习题 8.13
1 确定以 −3 为二次剩余的素数.

2 确定以 5 为二次剩余的素数.

(1) 若 p = 2, 3, 则 −3 是二次剩余.
若 p 6= 3 是奇素数, 则(

−3

p

)
=

(
−1

p

)(
3

p

)
= (−1)p−1

(p
3

)
=
(p

3

)
.

由于 F×23 = {1}, 故 p ≡ 1 mod 3.
(2) 若 p = 2, 5, 则 5 是二次剩余.

若 p 6= 5 是奇素数, 则

(
5

p

)
=
(p

5

)
.

由于 F×25 = {1, 4}, 故 p ≡ 1, 4 mod 5.
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习题

习题 8.14
求所有素数 p, 使得 x2 − 15 在 Fp[x] 中可约.

若 p = 2, 则 x2 − 15 = x2 + 1 = (x+ 1)2 可约.
若 p = 3, 5, 则 x2 − 15 = x2 可约.

若 p 6= 3, 5 是奇素数, 则

(
15

p

)
=

(
3

p

)(
5

p

)
= (−1)

p−1
2

(p
3

)(p
5

)
.

因此, p 应满足下列 8 个同余方程组中的一个

p ≡ 1 mod 4, p ≡ 1 mod 3, p ≡ 1 mod 5, (1)

p ≡ 1 mod 4, p ≡ 1 mod 3, p ≡ 4 mod 5, (2)

p ≡ 1 mod 4, p ≡ 2 mod 3, p ≡ 2 mod 5, (3)

p ≡ 1 mod 4, p ≡ 2 mod 3, p ≡ 3 mod 5. (4)
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习题

p ≡ 3 mod 4, p ≡ 1 mod 3, p ≡ 2 mod 5, (5)

p ≡ 3 mod 4, p ≡ 1 mod 3, p ≡ 3 mod 5, (6)

p ≡ 3 mod 4, p ≡ 2 mod 3, p ≡ 1 mod 5, (7)

p ≡ 3 mod 4, p ≡ 2 mod 3, p ≡ 4 mod 5. (8)

由中国剩余定理知 f : Z/60Z ∼= Z/4Z× Z/3Z× Z/5Z. 计算得

a : = f−1(1, 0, 0) = 2× 3× 5 = 45,

b : = f−1(0, 1, 0) = 4× 2× 5 = 40,

c : = f−1(0, 0, 1) = 4× 3× 3 = 36.

Polynomial 习 题 课 2020 年 12 月 20 日 5 / 28



习题

于是, 上述 8 个同余方程的解分别为

x1 = a+ b+ c = 1,

x2 = a+ b+ 4c = 49,

x3 = a+ 2b+ 2c = 17,

x4 = a+ 2b+ 3c = 53,

x5 = 3a+ 1b+ 2c = 7,

x6 = 3a+ b+ 3c = 43,

x7 = 3a+ 2b+ 1c = 11,

x8 = 3a+ 2b+ 4c = 1.

Polynomial 习 题 课 2020 年 12 月 20 日 6 / 28



习题

习题 8.15

设 p = 4k + 1 是素数, a 是 k 的因子. 证明:

(
a

p

)
= 1.

若 a = ±1, 则

(
±1

p

)
= 1.

若 a = 2, 则 p ≡ 1 mod 8, 从而

(
2

p

)
= 1.

若 a 是 k 的奇素因子, 设 k = ad, 则(
a

p

)
=
(p
a

)
=

(
4ad+ 1

a

)
=

(
1

a

)
= 1.

由 Legendre 符号的乘性知, 命题成立.
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习题

习题 8.15
设 n > 1, p = 2n + 1 是素数. 证明: 模 p 的原根之集与模 p 的二
次非剩余之集相同.

原根不是二次剩余. 设 g 是模 p 的原根, 则 g
p−1
2 ≡ −1 mod p.

若 g 是二次剩余, 则 g ≡ a2 mod p. 于是, 由 Fermat 小定理知

g
p−1
2 = ap−1 ≡ 1 mod p.

这说明 p = 2, 矛盾.

非二次剩余是原根. 若 g 是非二次剩余, 则

(
g

p

)
= −1.

由 Euler 判别法知, g
p−1
2 ≡ −1 mod p.

由于 p− 1 = 2n 仅有素因子 2, g 的阶只能是 p− 1.
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习题

习题 8.17
设 p 是奇素数, 证明: Fp[x] 中形如 x2 + αx+ β 的二次多项式中,

共有
1

2
p(p− 1) 个不可约多项式. 一般的计数公式见 11.8 讲义.

由于 Fp 是域, 二次多项式 f(x) 可约等价于 f(x) 在 Fp 上有根.
这等价于 f(x) 分裂为两个一次因子的乘积.
于是, 所有的二次首一可约多项式构成的集合为

R := {(x− a)(x− b) : a, b ∈ Fp}.

其中, 有重根的多项式有 p 个, 没有重根的多项式有

(
p

2

)
个.

于是, 二次首一不可约多项式的个数为 p2 − |R| = 1

2
p(p− 1).
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思考题

思考题 1
1 设 R 为整环, 证明 (R[x])× = R×.

2 举例说明若 R 不为整环, (1) 中等号可以不成立.

(1) 由于 R 是 R[x] 的子环, 故 R× ⊆ (R[x])×.
若 f ∈ (R[x])×, 则存在 g(x) ∈ R[x] 使得 f(x)g(x) = 1.
由于 R 是整环, 故

0 = deg 1 = deg f(x)g(x) = deg f(x) + deg g(x).

于是, deg f(x) = deg g(x) = 0. 从而, f(x) ∈ R×.
(2) 令 R := Z/4Z,

(2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 = 1.
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思考题

思考题 2
设 f(x) = 3x3 − 5x2 − x+ 5, g(x) = x2 + 2x+ 3. 在 C[x] 中求
g(x) 除 f(x) 的商 q(x) 及余项 r(x).

3xg(x) = 3x3 + 6x2 + 9x

f(x)− 3xg(x) = −11x2 − 10x+ 5

−11g(x) = −11x2 − 22x− 33.

−11x2 − 10x+ 5− (−11)g(x) = 12x+ 38.

f(x) = (3x− 11)g(x) + (12x+ 38).

q(x) = 3x− 11, r(x) = 12x+ 38.
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思考题

思考题 3
设 p, q,m ∈ C, 在 C[x] 中考虑

1 p, q,m 满足什么条件时, (x−m)2 | x3 + px+ q.

2 p, q 满足什么条件时, 存在 m 使得 (x−m)2 | x3 + px+ q.

(1) 设 x3 + px+ q = (x− a)(x−m)2. 比较系数知

2m+ a = 0, 2ma+m2 = p, −am2 = q.

p = −3m2, q = 2m3.

(2) 将 (1) 中的条件视为 (p, q) 的参数方程, 则得到方程的判别式.

∆ = −4p3 − 27q2 = 0.
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多项式环的商环

设 k 是一个数域.

Lemma
设 f(x) ∈ k[x] 且 deg f(x) = d > 0, 则

k[x]/(f) = {a0 + a1x+ · · ·+ ad−1x
d−1 + (f) : ai ∈ k}

是 d 维 k-线性空间. 若 f(x) 不可约, 则 k[x]/(f) 是一个域.

设 g(x) ∈ R[x], 对 g(x) 做带余除法

g(x) = q(x)f(x) + r(x), deg r(x) < deg f(x) = d.

于是, g(x) ≡ r(x) mod f(x).
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多项式环的商环

若 g(x) ∈ k[x]/(f) 非零, 则 g(x) /∈ (f). 由 f(x) 不可约知

gcd(f(x), g(x)) = 1.

由 Bézout 定理知, 存在 s(x), t(x) ∈ k[x] 使得

s(x)g(x) + t(x)f(x) = 1.

故 s(x)g(x) ≡ 1 mod f(x). 从而, g(x) 在 k[x]/(f) 中可逆.

1 注意 Z/nZ 与 k[x]/(f), n 是素数与 f 不可约的相似之处.

2 特别地, 若 deg f(x) = 1, 则 k[x]/(f) ∼= k.
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多项式环的商环

Lemma
设 f(x) ∈ k[x] 首一不可约. 若 α 是 f 的一个根, 则 f 是以 α 为
根的首一多项式中次数最小的, 称为 α 的最小多项式, 记作 fα.

首先, α 的最小多项式 fα 一定存在. 做带余除法

f(x) = q(x)fα(x) + r(x).

若 r(x) 6= 0, 则 deg r(x) < deg fα(x) 且 r(α) = 0, 这与 fα 次数最
小矛盾. 故 fα(x) | f(x). 由于 f(x) 不可约, 故 f(x) = fα(x).

Lemma
设 fα ∈ k[x] 是 α 的最小多项式, 则 k[x]/(fα) ∼= k[α] = k(α).

令 ϕ : k[x]→ k[α], g 7→ g(α). 显然, 这是一个满射.
若 ϕ(g) = 0, 则 g(α) = 0. 由最小多项式的性质知, fα | g.
因此, kerϕ ⊆ (fα). 又因为 ϕ(fα) = 0, 故 kerϕ = (fα).
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应用举例

Example
1 C = R(i) ∼= R[x]/(x2 + 1).

2 设 d 是无平方因子的整数, 则 Q(
√
d) ∼= Q[x]/(x2 − d).

3 设 p ≡ 3 mod 4, 则 −1 不是模 p 的平方剩余. 从而, x2 + 1
在 Fp 中不可约. 故 Fp[x]/(x2 + 1) ∼= Fp[i] 是域.

R[x] 中的不可约多项式至多为二次, 这某种程度上解释了为什么
数域的扩充到复数域就停止了.
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多项式的重根

Definition
设 α ∈ k 是 f(x) ∈ k[x] 的一个根, 称 α 是 f(x) 的 m 重根, 如果
存在 g(x) ∈ k[x] 使得

1 g(α) 6= 0.

2 f(x) = (x− α)mg(x).

Lemma
设 α ∈ k 是 f(x) ∈ k[x] 的一个根, α 是 f(x) 的 m 重根当且仅当

gcd
(
f(x), f (m−1)(x)

)
6= 1, gcd

(
f(x), f (m)(x)

)
= 1.

其中, f (m)(x) 是 f(x) 的 n 阶形式微分.

证明是使用 Leibniz 求导法则. 留作数学分析练习.
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应用举例

Example

设 p ≡ 1 mod 4, 则 −1 是模 p 的平方剩余. 从而, x2 + 1 在 Fp 中
有根, 故

x2 + 1 = (x− a)(x− b).

2 在 Fp 中可逆, (x2 + 1)′ = 2x 的根为 0. 但 0 不是 x2 + 1 的根.
故 gcd

(
x2 + 1, (x2 + 1)′

)
= 1. 从而, x2 + 1 没有重根, 即 a 6= b. 故

x− a 与 x− b 互素. 由中国剩余定理知

Fp[x]/(x2 + 1) = Fp[x]/(x− a)(x− b)
∼= Fp[x]/(x− a)× Fp[x]/(x− b)
∼= Fp × Fp.
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应用举例

Example

容易验证 ϕ : Fp[x]/(x2 + 1) ∼= Fp[i], x 7→ i 是同构. 因此

1 p ≡ 1 mod 4 时, Fp[i] ∼= Fp × Fp 有零因子.

2 p = 2 时, F2[i] ∼= F2[x]/(x+ 1)2 有幂零元.

Corollary

设 f(x) = x2 + 1, 则

1 p = 2 时, f(x) = (x+ 1)2 可约且有重根.

2 p ≡ 1 mod 4 时, f(x) = (x+ a)(x− a) 可约且分裂为两个互
素的一次因子的乘积.

3 p ≡ 3 mod 4 时, f(x) 不可约.
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平方和问题

Example
1 p = 5 时, x2 + 1 = (x+ 2)(x− 2). 令 x = i, 则

(i + 2)(i− 2) = −1− 4 = −5.

2 p = 17时, x2 + 1 = (x+ 4)(x− 4). 令 x = i, 则

(i + 4)(i− 4) = −1− 16 = −17

Corollary (Fermat)
1 p = 2 时, 2 = (1 + i)(1− i) = 12 + 12.

2 p ≡ 1 mod 4 时, p = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.

3 p ≡ 3 mod 4 时, p 不可表平方和.
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平方和问题

考虑如下的乘法含幺半群的同态

f : Z[i]→ N.

α := a+ bi 7→ a2 + b2.

β := c+ di 7→ c2 + d2.

(ac− bd)2 + (ad+ bc)2 = f(αβ) = f(α)f(β) = (a2 + b2)(c2 + d2)

Corollary (Fermat)

设 n ∈ N, 方程 x2 + y2 = n 有整数解当且仅当 n 的形如 4k + 3
的素因子的幂指数都是偶数.

更多例子请参考 《Primes of the Form x2 + ny2》.
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平方和问题

Example (Lagrange)

设 p > 5 是素数, x2 + 5 在 Fp 中分裂当且仅当

p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20.

因此, 若 x2 + 5y2 = p 有整数解, 则 p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20.
由于 −5 ≡ 3 mod 4, 其 Minkowski 界为

M :=
2

π

√
| − 5× 4| < 3.

故 p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20 时, 必有 x2 + 5y2 = p 或 x2 + 5y2 = 2p.
由奇偶性讨论知 x2 + 5y2 ≡ 0, 1, 5, 6 mod 8, 故

1 若 p 模 20 余 1, 9, 则 2p 模 8 余 2. 故 x2 + 5y2 = p 有解.

2 若 p 模 20 余 3, 7, 则 p 模 8 余 3, 7. 故 x2 + 5y2 = 2p 有解.
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多项式的判别式

设 f(x) = x2 + bx+ c ∈ k[x]. 由之前的讨论知

1 k[x]/(f) 是 2 维 k-线性空间.

2 e1 := 1, e2 := x 是 k[x]/(f) 的一组 k-基.

考察 x 的左乘作用诱导的线性变换

µx : k[x]/(f)→ k[x]/(f)

g 7→ xg

则 µx 在 e1, e2 下的矩阵 Mx 为

µx(1, x) = (x, x2) = (x,−bx− c) = (1, x)

(
0 −c
1 −b

)
= (1, x)Mx.

记 tr(x) := tr(µx) = trMx.
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多项式的判别式

容易看出 tr(xn) = tr(Mn
x ). 计算得

M2
x =

(
−c bc
−b b2 − c

)
.

tr(e1e1) = tr(1) = 2,

tr(e1e2) = tr(e2e1) = tr(x) = −b,

tr(e2e2) = tr(x2) = b2 − 2c.

∆ : = det

(
tr(e1e1) tr(e1e2)
tr(e2e1) tr(e2e2)

)
= det

(
2 −b
−b b2 − 2c

)
= 2(b2 − 2c)− b2 = b2 − 4c.

注. tr, ∆ 与基的选取无关.
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多项式的判别式

现在考虑 f(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ k[x].
e1 := 1, e2 := x, e3 := x2 是 k[x]/(f) 的一组 k-基.

µx(1, x, x
2) = (x, x2,−bx2 − cx− d) = (1, x, x2)

0 0 −d
1 0 −c
0 1 −b



M2
x =

0 −d bd
0 −c bc− d
1 −b b2 − c

 , M3
x =

−d bd dc− b2d
−c bc− d c2 − b2c+ bd
−b b2 − c 2bc− b3 − d


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多项式的判别式

M4
x =

 bd cd− b2d d2 − 2bcd+ b3d
bc− d c2 − b2c+ bd 2cd− 2bc2 − b2d+ b3c
b2 − c 2bc− d− b3 2bd− 3b2c+ b4 + c2



∆ = det

tr(e1e1) tr(e1e2) tr(e1e3)
tr(e2e1) tr(e2e2) tr(e2e3)
tr(e3e1) tr(e3e2) tr(e3e3)


= det

 3 −b b2 − 2c
−b b2 − 2c 3bc− b3 − 3d

b2 − 2c 3bc− b3 − 3d b4 + 4bd+ 2c2 − 4b2c


= b2c2 − 4c3 − 4b3d− 27d2 + 18bcd.

特别地, 对于 x3 + px+ q. 令 b = 0, c = p, d = q, 则

∆ = −4p3 − 27q2.
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多项式的判别式

Definition
设 f(x) ∈ k[x] 是首一多项式且 deg f(x) = d ≥ 2. 若 α1, · · · , αd
是 f(x) 的 d 个根, 则 f(x) 的判别式定义为

∆ :=
∏

1≤i<j≤d

(αj − αi)2.

Corollary

设 f(x) ∈ k[x] 是首一多项式且 deg f(x) = d ≥ 2, 则

1 ∆ = 0 当且仅当 f(x) 有重根.

2 ∆ > 0 当且仅当 f(x) 的虚根个数为 4 的倍数.

3 ∆ < 0 当且仅当 f(x) 的虚根个数不是 4 的倍数.
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多项式的判别式

Theorem
设 f(x) ∈ k[x] 是首一多项式且 deg f(x) = d ≥ 2. 令 ei := xi−1,
1 ≤ i ≤ d 是 k[x]/(f) 的一组 k-基, 则

∆ = det(tr(eiej)).

证明需要使用 Vandermonde 行列式, 留作线性代数练习.
上述定理避免了计算多项式的根. 由于矩阵 (tr(eiej)) ∈Md(k)

Corollary

设 f(x) ∈ k[x] 是首一多项式且 deg f(x) = d ≥ 2, 则 ∆ ∈ k.

练习. 计算四次方程的判别式.
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习题

习题 5.1.
1 设 n 是正整数, a ∈ F . 证明: x− a | xn − an.

2 设 n 是正奇数, a ∈ F . 证明: x+ a | xn + an.

低情商: 用中学的因式分解.
高情商: 课本定理 5.13. f(a) = 0⇔ x− a | f(x).

习题 5.2.
用 Euclid 算法求 gcd(f(x), g(x)).

注意. 计算结果要化为首一多项式.
这道题可以很明显看出存在抄作业现象.
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习题

习题 5.3.

设 m,n 是正整数. 证明: gcd(xm − 1, xn − 1) = x(m,n) − 1.

低情商: 辗转相除法. 与整数类似, 见 11.8 讲义.
高情商: 由习题 5.15 知

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

由唯一分解性知

gcd(xm − 1, xn − 1) =
∏

d|(m,n)

Φd(x) = x(m,n) − 1.
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习题

习题 5.4.
设 f(x), g(x) ∈ F [x] 且 (f(x), g(x)) = 1, 则 (f(xn), g(xn)) = 1.

由 Bézout 定理

s(x)f(x) + t(x)g(x) = 1⇒ s(xn)f(xn) + t(xn)g(xn) = 1.

习题 5.5.
求 u(x), v(x) ∈ Q[x] 使得

xmu(x) + (1− x)nv(x) = 1.

注意到

1 = 1m+n = (x+ (1− x))m+n = xmu(x) + (1− x)nv(x).
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习题

习题 5.6.
设 f, g ∈ F [x] 非常数且 f, g 不相伴. 若 d := gcd(f, g), 证明

1 存在多项式 u(x) 与 v(x) 使得 deg u(x) < deg g(x)− deg d(x)
且 d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x).

2 此时 deg v(x) < deg f(x)− deg d(x).

3 (1) 中的多项式 u(x), v(x) 是唯一确定的.

约化为 d(x) = 1. 此时, f(x), g(x) 互素且不全为常数.
存在性.

若 g(x) ∈ F×, 令 u(x) := 0, v(x) := 1/g(x).

若 f(x) ∈ F×, 令 v(x) := 0, u(x) := 1/f(x).

若 f(x), g(x) /∈ F , 则有 Bézout 等式

f(x)u′(x) + g(x)v′(x) = 1.
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习题

若 deg u′(x) ≥ deg g(x) ≥ 1, 则有带余除法

u′(x) = q(x)g(x) + r(x), 0 ≤ deg r(x) < deg g(x).

f(x)r(x) + g(x)(f(x)q(x) + v′(x)) = 1.

令 u(x) := r(x), v(x) := f(x)q(x) + v′(x) 即可.
唯一性. 若有另一组 u′(x), v′(x) 满足要求, 则

f(x)(u(x)− u′(x)) + g(x)(v(x)− v′(x)) = 0.

由于 f(x), g(x) 互素, 故 f(x) | v(x)− v′(x) 且 g(x) | u(x)− u′(x).

deg(u(x)− u′(x)) < deg g(x), deg(v(x)− v′(x)) < deg f(x).

于是, u(x) = u′(x) 且 v(x) = v′(x).
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习题

习题 5.8
设 f(x) ∈ R, a ∈ R. 决定 a 在下述多项式的零点重数

1 g(x) := f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− f ′′(a)

2
(x− a)2.

2 g(x) := f(x)− f(a)− x− a
2

(f ′(x) + f ′(a)).

1 若 deg f ≤ 2, 则 g(x) = 0.
2 若 deg f ≥ 3, 则 a 在 g(x) 的重数为 a 在 f(x) 的重数 +3.

习题 5.9.

证明多项式 fn(x) :=
n∑

k=0

xk

k!
无重根.

(fn, f
′
n) = (fn, fn−1) = (xn, fn−1) = 1.
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习题

习题 5.11.
设 f(x) ∈ Q[x] 不可约, 则 f(x) 没有多重复根.

在 C[x] 中用辗转相除法计算 gcd(f, f ′). 做带余除法

f(x) = q(x)f ′(x) + r(x), deg r(x) < deg f ′(x).

由于 f(x), f ′(x) ∈ Q[x], q(x), r(x) ∈ Q[x]. 由于 f(x) 在 Q[x] 中不
可约, 故 gcd(f, f ′) = 1.

习题5.14.
设 f(x) ∈ Fp[x] 且 deg f = p− 2. 若对所有 α ∈ F×p 有
f(α) = α−1, 试确定 f(x).

令 g(x) := xf(x)− 1, 则 g(x) 在 Fp 上有 p− 1 个根. 于是

g(x) = a(x− 1)(x− 2) · · · (x− (p− 1)) = axp−1 − 1, a ∈ F×p .
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分圆多项式

记 ∆n 为 S1 的 n 阶子群, 其中的元素记为 µn, 称为 n 次单位根.
考虑循环群间的同构

f : (Z/nZ,+) ∼= (∆n, ∗)
a 7→ µa

n.

称 f ((Z/nZ)×) 中的元素为 n 次本原单位根, 记为 ζn.

Definition
n 次分圆多项式定义为

Φn(x) :=
∏

1≤m≤n
(m,n)=1

(x− ζmn ).

练习. 计算前 12 个分圆多项式.
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分圆多项式

下述引理给出了 Φd(x) 的递推公式.

Lemma
对任意正整数 n

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

一方面, 若 d | n 则 ζd ∈ ∆n, 故 ζnd − 1 = 0.
另一方面, 若 µn ∈ ∆n, 则它的阶为某个 d | n. 故 Φd(µn) = 0.
Φd(x) 的根是 ∆n 中的 d 阶元, 故 Φd(x) 彼此互素.
xn − 1 无重根, 故两个首一多项式相等.

Corollary

deg Φd(x) = ϕ(d) 且 n =
∑
d|n
ϕ(d).
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分圆多项式

通过计算分圆多项式的例子, 我们有以下发现.

Corollary

Φn(x) ∈ Z[x].

Φ1(x) = x− 1. 设 m < n 时, Φm(x) ∈ Z[x], 则

f(x) :=
∏
m|n
m6=n

Φm(x) ∈ Z[x].

在 Z[x] 中做带余除法

xn − 1 = q(x)f(x) + r(x), deg r(x) < deg f(x).

又因为在 C[x] 中 xn − 1 = f(x)Φn(x), 故

f(x)(Φn(x)− q(x)) = r(x).

比较次数知 r(x) = 0.
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分圆多项式

Theorem (Gauss)

Φn(x) 在 Z[x] 中不可约.

若 f(x) ∈ Z[x] 是 Φn(x) 的一个不可约因子, 则在 Z[x] 中 有分解

Φn(x) = f(x)g(x).

其中 f(x), g(x) 首一. 我们证明 Φn(x) 的根都是 f(x) 的根.
取素数 p - n. 取 f(x) 的一个根 α, 则 αp 是 Φn(x) 的根.
若 αp 不是 f(x) 的根, 则它是 g(x) 的根. 故 f(x) | g(xp). 模 p 知

g(x)p ≡ g(xp) mod p.

从而, 在 Fp[x] 中 f(x) 的某个不可约因子 h(x) | g(x). 故
h2(x) | Φn(x). 这与 xn − 1 在 Fp[x] 中无重根矛盾.
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一些引理

Dedekind 给出了素数 p 的分歧判定, 这是代数数论中的重要结果.

Lemma (Dedekind)

设 f ∈ Z[x] 首一不可约, 则 f 模 p 有重根当且仅当 f 的判别式
是 p 的倍数.

有限群是对称群的子群, 这是群作用的简单结果.

Lemma
设 G 是有限群且 |G| = n, 则 G 是 Sn 的子群.
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Dedekind 定理与 Frobenius 密度定理

Dedekind 发现了 f 模 p 的分解型与 Gal(f) 中的元素的对应关系.

Theorem (Dedekind)

设 f ∈ Z[x] 首一不可约, p - disc(f). 若 f 模 p 有如下不可约分解

f ≡
k∏

i=1

fi mod p

则 Gal(f) 包含形如 (deg f1, deg f2, · · · , deg fk) 的轮换.

Frobenius 给出了上述对应的定量刻画.

Theorem
使得 f 模 p 具有某个固定分解型的素数 p 的密度与该分解型对
应的元素在 Gal(f) 中的密度相同. 特别地, 对于 Gal(f) 中的每个
元素, 至少有一个素数 p 使得 f 模 p 具有相应的分解型.
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模任何素数 p 都可约的充要条件

Corollary

设 f ∈ Z[x] 首一不可约

1 f 模某个素数 p 不可约当且仅当 Gal(f) 包含 deg f -轮换.

2 f 模任何素数 p 都可约当且仅当 Gal(f) 不包含 deg f -轮换.

分圆多项式的 Galois 群是 Abel 群.

Lemma
Gal(Φn(x)) ∼= (Z/nZ)×.

由于 |Gal(Φn(x))| = deg Φn(x). 若 Gal(Φn(x)) 不是循环群, 则它
不包含 deg Φn(x)-轮换.

Corollary

若模 n 无原根, 则 Φn(x) 模任何素数 p 都可约.
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一个例子

我们计算一个具体的例子验证上述结论.

Example

考虑 Φ8(x) = x4 + 1, 则

Gal(x4 + 1) ∼= (Z/8Z)× ∼= Z/2Z× Z/2Z.

任何素数 p 都满足下列情况之一.

1 若 −1 是模 p 的平方剩余, 则有 a2 = −1. 此时

x4 + 1 = x4 − a2 = (x2 + a)(x2 − a).

2 若 p 是奇素数且 ±2 是模 p 的平方剩余, 则有 b2 = ±2. 此时

x4 + 1 = (x2 + 1)2 ∓ 2x2 = (x2 ± 1)2 − b2x2.
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习题

习题 9.1.
设 f(x) ∈ Z[x] 且

f(0) ≡ f(1) ≡ 1 mod 2.

证明: f(x) 没有整数根.

多项式的赋值映射满足以下交换图

Z[x]
eva //

��

Z

��
Fp[x]

eva // Fp

若 a ∈ Z 是 f(x) 的根, 则 f(a) = 0 且

f(a) ≡ f(a) mod 2.
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习题

习题 9.2.
对于 n ∈ Z, 证明 xn + x−n 是关于 x+ x−1 的整系数多项式.

问题约化为 n ∈ N, 用数学归纳法.

1 n = 0 时, 令 f0(t) = 2, 则 f0(t) ∈ Z[t] 且

x0 + x−0 = 2 = f0(x+ x−1).

2 n = 1 时, 令 f1(t) = t, 则 f1(t) ∈ Z[t] 且

x+ x−1 = f1(x+ x−1).

3 设 n ≥ 2 时, 对所有的 0 ≤ k < n 时, 存在 fk(t) ∈ Z[t] 使得

xk + x−k = fk(x+ x−1).
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习题

则 (
xn−1 + x−(n−1)

)
(x+ x−1) = (xn + x−n) +

(
xn−2 + x−(n−2)

)
.

故

xn + x−n = fn−1(x+ x−1)f1(x+ x−1)− fn−2(x+ x−1).

令 fn(t) := fn−1(t)f1(t)− fn−2(t), 则 fn(t) ∈ Z[t] 且

xn + x−n = fn(x+ x−1).
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习题

习题 9.3.
设 f(x), g(x) ∈ Z[x] 且 f(x), g(x) 6= 0. 证明: c(fg) = c(f)c(g).

由课本引理 9.7 知, 以下表示唯一

f(x) = c(f)f1(x), g(x) = c(g)g1(x)

其中 f1(x), g1(x) ∈ Z[x] 本原且首项系数为正. 注意到

f(x)g(x) = c(f)c(g)f1(x)g1(x).

其中 f1(x)g1(x) ∈ Z[x] 本原且首项系数为正. 故

c(fg) = c(f)c(g).
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习题

习题 9.4.
设 f ∈ Z[x] 是本原多项式, g ∈ Q[x], 则 fg ∈ Z[x]⇔ g ∈ Z[x].

1 若 g(x) = 0, 结论显然成立.

2 若 g(x) 6= 0, 则 g(x) = c(g)g1(x), 其中 g1(x) ∈ Z[x] 本原.

f(x)g(x) = c(g)f(x)g1(x).

其中, f(x)g1(x) ∈ Z[x] 本原. 故

f(x)g(x) ∈ Z[x]⇔ c(g) ∈ Z⇔ g(x) ∈ Z[x].
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习题

习题 9.5.
多项式 3x3 + 2x2 − 1 在 C 上有三个不同的根, 记为 r1, r2 与 r3.
求多项式 f(x) ∈ Z[x] 使得它的根为 r21, r

2
2, r

2
3.

3x3 + 2x2 − 1 = 3

(
x3 +

2

3
x2 − 1

3

)
其判别式为

disc(3x3 + 2x2 − 1) = −4×
(

2

3

)3

− 27×
(

1

3

)2

= −113

27
.

故 r1, r2 和 r3 是互不相同的根.
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习题

设 f(x) = (x− r21)(x− r22)(x− r23) = x3 +ax2 + bx+ c, (a, b, c ∈ C).

由 Vieta 定理知

r21 + r22 + r23 = −a, r21r
2
2 + r22r

2
3 + r23r

2
1 = b, r21r

2
2r

2
3 = −c.

对方程 3x3 + 2x2 − 1 使用 Vieta 定理知

r1 + r2 + r3 = −2

3
, r1r2 + r2r3 + r3r1 = 0, r1r2r3 =

1

3
.

简单计算知

r21 + r22 + r23 = (r1 + r2 + r3)
2 − 2(r1r2 + r2r3 + r3r1).

r21r
2
2 + r22r

2
3 + r23r

2
1 = (r1r2 + r2r3 + r3r1)

2 − 2r1r2r3(r1 + r2 + r3).
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习题

习题 9.6.
f(x) = x3 − x2 − 4x+ 1 在 C 中有三个不同的根 x1, x2, x3. 计算

F := x21(x2 + x3) + x22(x3 + x1) + x23(x1 + x2).

计算知, gcd(f, f ′) = 1, 故 x1, x2 与 x3 互不相同. 由 Vieta 定理知

F = x21(x2 + x3) + x22(x3 + x1) + x23(x1 + x2)

= (x1 + x2 + x3)(x1x2 + x2x3 + x3x1)− 3x1x2x3

= 1× (−4)− 3× (−1) = −4 + 3 = −1.

注. 习题 9.5, 9.6 均涉及初等对称多项式的相关内容.
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习题

习题 9.7.
设 p ∈ Z[x] 不可约. 若 f, g ∈ Z[x] 且 p | fg, 则 p | f 或 p | g.

与课本引理 5.10 的证明相同. 若 p(x) - f(x), g(x), 则

gcd(p(x), f(x)) = gcd(p(x), g(x)) = 1.

于是, 在 Z[x] 中成立如下 Bézout 等式

f(x)u(x) + p(x)v(x) = 1, g(x)s(x) + p(x)t(x) = 1.

两式相乘知 gcd(p(x), f(x)g(x)) = 1.

Example
1 若 f ∈ Z[x] 不可约且 deg f ≥ 1, 则 f 是本原的.

2 素数 p 在 Z[x] 中不可约但不是本原的.

3 零次本原多项式只有 ±1.
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习题

习题 9.8.
证明下列多项式在 Q[x] 中不可约

1 f(x) = x4 + 3x+ 5.

2 g(x) = x5 + 4x4 + 2x3 + 6x2 − x+ 5.

由于都是本原多项式, 只需证明在 Z[x] 中不可约.

1 f(x) 在 F2 中没根且不被 F2[x] 中的二次不可约多项式整除.

2 g(x) 在 F3 中没根且不被 F3[x] 中的二次不可约多项式整除.

注. 我们将在最后一小节给出 Q[x] 中多项式不可约的充要条件.
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习题

习题 9.9.
设 n > 1 是正整数. 证明 xn−1 + · · ·+ x+ 1 在 Q[x] 中不可约当且
仅当 n 是素数.

1 若 n = p 是素数, 由课本例 9.12 知

xp−1 + · · ·+ x+ 1 = Φp(x).

2 若 n 不是素数, 取 d 为 n 的一个非平凡因子, 由习题 5.15 知

Φd(x) | x
n − 1

x− 1
= xn−1 + · · ·+ x+ 1.
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习题

习题 9.10.
设 a1, · · · , an 是互不相同的整数. 证明

f(x) = (x− a1) · · · (x− an)− 1

在 Q[x] 中不可约.

f(x) 是本原多项式, 只需证明 f(x) 在 Z[x] 中不可约.
若 f 可约, 则存在 g, h ∈ Z[x], 满足 deg g, h ≥ 1 且 f = gh.
由于 g(ai)h(ai) = f(ai) = −1, 故 g(ai) + h(ai) = 0, i = 1, · · · , n.
于是, g(x) + h(x) 在 Z 上至少有 n 个根.
但 deg(g(x) + h(x)) ≤ max{deg g(x), deg h(x)} < deg f = n.
故 g(x) + h(x) ≡ 0. 从而, f(x) = −g2(x) ≤ 0. 这不可能.
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Sn 对方程的作用

我们只考虑 Q[x] 中次数大于等于 1 的无重根的首一多项式.
设 f(x) ∈ Q[x] 且 deg f(x) = n, 则 f(x) 在 C 中有 n 个根.
记这 n 个根为 α1, · · · , αn. 令 Rf := {α1, · · · , αn}.
对 σ ∈ Sn, 定义 σ : Rf → Rf , σ(αi) := ασ(i).
显然, σ 是双射, 称为 σ 对 Rf 的作用.
若 f(x) = (x− α1) · · · (x− αn). 定义

σ(f) := (x− ασ(1)) · · · (x− ασ(n)).

显然, σ(f) = f . 故 σ 是 f 的一个对称.
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例子

Example (We fix a runnig example)

令 f(x) := (x−
√

2)(x+
√

2)(x−
√

3)(x+
√

3). 记

α1 :=
√

2, α2 := −
√

2, α3 :=
√

3, α4 := −
√

3.

令 σ := (12), τ := (23) ∈ S4, 则

σ(
√

2) = −
√

2, σ(−
√

2) =
√

2, σ(
√

3) =
√

3, σ(−
√

3) = −
√

3.

τ(
√

2) =
√

2, τ(−
√

2) =
√

3, τ(
√

3) = −
√

2, τ(−
√

3) = −
√

3.

直觉上, σ 的作用比 τ 更自然、合理.

Question A
σ 和 τ 有什么区别?
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可迁子群

为了强调 Sn 对 Rf 和 f 的作用, 我们有时将 Sn 记为 Sf .

Definition
称 G ≤ Sf 可迁, 若对任意 αi, αj ∈ Rf , 存在 σ ∈ G, σ(αi) = αj.

Example
1 对任意的 f ∈ Q[x], Sf 本身是可迁的.

2 〈σ, τ〉 ≤ S4 不可迁. 它无法将 α1 作用成 α4.

3 n ≥ 3 时, An / Sn 是可迁的, 它包含所有的 3−轮换.

1 形象地说, 若 G ≤ Sf 可迁, 则 f 的任何一个根 α 在 G 的作
用下都可以跑遍所有根, 即 Oα := {σ(α) : σ ∈ G} = Rf .

2 Oα 称为 α 在 G 下的轨道, 即 G ≤ Sf 可迁, 则 Rf 单轨道.

3 若 G ≤ Sf 可迁, 则 G 不能太小. 事实上, n | |G|.
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可迁子群

一个很自然的问题是

Question B
1 如何判断 G ≤ Sf 是可迁的?

2 进一步地, Sf 的可迁子群有没有分类?

当 n 比较大时, 我并不知道一般的结果.
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域的自同构

设 ϕ : F → K 是域之间的环同态, 则 kerϕ / F .
由于域没有非平凡理想, 故 kerϕ为 0 或 F .
因此, 域的非零环同态为嵌入. 特别地, 域的非零自同态为同构.
记 Aut(K) 为域 K 的自同构群. 设 K/Q 是域的有限扩张, 即
K ∼= Q[x]/(p(x)), 其中 p(x) ∈ Q[x] 不可约. 定义

Aut(K/Q) := {σ ∈ Aut(K) : σ|Q = idQ}.

Example

令 K := Q(i) = {a+ bi : a, b ∈ Q}. 若 σ ∈ Aut(K/Q), 则

σ(a+ bi) = σ(a) + σ(b)σ(i) = a+ bσ(i).

上式中, 我们利用了 σ|Q = idQ. 于是, σ 由 σ(i) 的取值唯一决定.
注意到, σ(i)σ(i) = σ(i2) = σ(−1) = −1. 故 σ(i) = ±i.
于是, Aut(K/Q) 中只有两个元素, 恒等和复共轭.
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方程的分裂域和 Galois 群

Definition
设 f ∈ Q[x], deg f = n, Rf = {α1, · · · , αn}.

1 称 C 中包含 Q 和 Rf 的最小域为 f 的分裂域, 记为 Ef .

2 称 Gal(f) := Aut(Ef/Q) 为 f 的 Galois 群.

3 称 α ∈ Ef 在 Gal(f) 下的轨道 Oα 中的元素为 α 的共轭元.

1 Ef 是 C 中所有包含 Q 和 α1, · · · , αn 的域之交.

2 Ef/Q 是有限扩张, 即 Ef ∼= Q[x]/(p), 其中 p ∈ Q[x] 不可约.
此时, 不一定有 f = p. 例如 f(x) := x3 − 2 ∈ Q[x] 不可约, 故
Q[x]/(f) ∼= Q( 3

√
2). 它不包含 f(x) 的复根, 故 Q( 3

√
2) 6= Ef .

3 Ef = Q(α1, · · · , αn) 且 Gal(f) ≤ Sf . 故 α ∈ Rf 时, Oα ⊂ Rf .

4 α, β ∈ Ef , 则 Oα = Oβ 或 Oα ∩ Oβ = ∅. 故 Rf =
⊔

α∈Rf
Oα.
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例子

Example (Answer A)

回到之前的例子, 令 f(x) := (x2 − 2)(x2 − 3), 则

Ef = Q(
√

2,
√

3) = {a+ b
√

2 + c
√

3 + d
√

6 : a, b, c, d ∈ Q}.

容易验证, σ 可延拓为 Gal(f) 中的元素, 即 σ : Ef → Ef

a+ b
√

2 + c
√

3 + d
√

6 7→ a− b
√

2 + c
√

3− d
√

6.

在延拓的意义下 σ ∈ Gal(f) 但 τ /∈ Gal(f). 这是因为

τ(2) = τ(−
√

2)τ(−
√

2) =
√

3 ·
√

3 = 3.

故 τ |Q 6= idQ.
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例子

事实上, Gal(f) = {id, (12), (34), (12)(34)} ∼= Z/2Z× Z/2Z.
对任意的 σ ∈ Gal(f)

σ(a+ b
√

2 + c
√

3 + d
√

6) = a+ bσ(
√

2) + cσ(
√

3) + dσ(
√

6).

注意到, σ(
√

6) = σ(
√

2)σ(
√

3), 故 σ 由
√

2 和
√

3 处的取值决定.
又因为 σ 必须满足

σ(
√

2)σ(
√

2) = 2, σ(
√

3)σ(
√

3) = 3.

故 σ 的取值只有四种可能.

1 Gal(f) 作用在 Rf 上都是置换, 从而是 Sf 的子群.

2 Rf 中的共轭根为 O±√2 = {±
√

2}, O±√3 = {±
√

3}.
3 Rf = {±

√
2,±
√

3} = O√2 t O√3.
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Galois 理论

我们已经知道, 若 α ∈ Q, 则对任意的 σ ∈ Gal(f), 都有 σ(α) = α.

Theorem
f ∈ Q[x], α ∈ Ef , 则 α ∈ Q 当且仅当任意 σ ∈ Gal(f), σ(α) = α.

设 σ ∈ Gal(f), 定义 σ 对 g(x) ∈ Ef [x] 的作用.
若 g(x) := xm + bm−1x

m−1 · · ·+ b1x+ b0 ∈ Ef [x], 则

σ(g(x)) : = xm + σ(bm−1)x
m−1 · · ·+ σ(b1)x+ σ(b0)

= (x− σ(β1)) · · · (x− σ(βm)).

其中, Rg = {β1, · · · , βm}.

Corollary (系数判定)

g(x) ∈ Ef [x], 则 g(x) ∈ Q[x] 当且仅当任意 σ ∈ Gal(f), σ(g) = g.
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Galois 理论

1 若 g ∈ Q[x], 则 σ 作用在 g 的系数上保持不动, 故 σ(g) = g.

2 若 σ(g) = g 对任意的 σ ∈ Gal(f) 成立, 则 σ 作用在 g 的系
数上保持不动. 于是, 这些系数都在 Q 中, 故 g ∈ Q[x].

Corollary (共轭根判定)

设 g(x) ∈ Ef [x], 则 g(x) ∈ Q[x] 当且仅当 Rg =
⊔

α∈Rg
Oα.

1 若 Rg =
⊔

α∈Rg
Oα, 则 Gal(f) 作用在 Rg 是置换. 故 σ(g) = g

对任意的 σ ∈ Gal(f) 成立, 从而 g ∈ Q[x].

2 若 g ∈ Q[x], Rg 6=
⊔

α∈Rg
Oα, 则存在 σ ∈ Gal(f), α ∈ Rg 使得

σ(α) /∈ Rg, 但 σ(α) ∈ Rσ(g), 故 σ(g) 6= g. 这与 g ∈ Q[x] 矛盾.
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例子

注. 条件 Rg =
⊔

α∈Rg
Oα 意味着 Gal(f) 作用在 Rg 上是封闭的.

Example

令 f(x) := (x−
√

2)(x+
√

2)(x−
√

3)(x+
√

3)

g(x) := (x−
√

2)(x+
√

2), h(x) := (x−
√

2)(x−
√

3).

Gal(f) = {id, (12), (34), (12)(34)}.
1 Rg = O±√2, 故 g ∈ Q[x].

2

√
2 ∈ Rh, 但 O√2 * Rh, 从而 h /∈ Q[x].
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虚根成对出现

我们之前的讨论是在 Q 上进行的, 对 R 也有类似的结果.

Example

f(x) = x2 + 1 ∈ R[x], 则 Ef = C 且 Gal(f) 只包含恒等和复共轭.

1 z ∈ C 是实数当且仅当 z = z.

2 若 z ∈ R, 则 Oz = {z}.
3 若 z 是虚数, 则 Oz = {z, z}.
4 g(x) ∈ C[x] 是实系数多项式当且仅当虚根成对出现.
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不可约判定

Lemma
f ∈ Q[x], α ∈ Rf , 则 Oα 对应的多项式 g 是 f 在 Q[x] 中的因子.

令 g(x) :=
∏

β∈Oα
(x− β), 则 g ∈ Ef [x] 且 Rg = Oβ, 其中 β ∈ Rg.

于是, g ∈ Q[x]. 注意到, Rg = Oα ⊂ Rf , 故 g | f .

Corollary

f(x) ∈ Q[x] 且 deg f = n, 则 f(x) 不可约当且仅当 Gal(f) 可迁.

Gal(f) 可迁当且仅当 Rf 单轨道当且仅当 f 在 Q[x] 中不可约.
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分圆多项式的不可约性

设 Φn(x) 为 n 次分圆多项式, 则 Gal(Φn) ∼= (Z/nZ)×.
对于 m ∈ (Z/nZ)×, m 对 n 次本原单位根 ζn 的作用为

m : ζn 7→ ζmn .

若 ζ in, ζ
j
n 是两个不同的 n 次本原单位根, 则 (i, n) = (j, n) = 1.

于是, 下列关于 x 的同余方程有解

xi ≡ j mod n.

设 k 为上述同余方程的解, 则 (k, n) = 1, 从而 k ∈ Gal(Φn). 此时

k : ζ in 7→ ζkin = ζjn.

故 Gal(Φn) 可迁, 从而 Φn(x) 不可约.
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R[x] 中的不可约多项式

我们之前的讨论是在 Q 上进行的, 对 R 也有类似的结果.

Example

设 f(x) ∈ R[x], 则 f(x) 不可约当且仅当

1 deg f(x) = 2, f(x) 有一对共轭虚根.

2 deg f(x) = 1, f(x) 有一个实根.

由代数基本定理, f(x) 在 C 中分裂.
由于 Aut(C/R) 只有恒等和复共轭, 故 |Gal(f)| ≤ 2.
若 f(x) 不可约, 则 Gal(f) 作用在 Rf 上可迁, 从而 |Rf | ≤ 2.

1 |Rf | = 1 时, f 有唯一实根.

2 |Rf | = 2 时, |Gal(f)| = 2, 从而 Gal(f) 包含复共轭. 由于
Gal(f) 作用在 Rf 上可迁, 故 f 必有一对共轭虚根.
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习题

习题 7.3.

σ :=

(
1 2 · · · n
a1 a2 · · · an

)
, τ :=

(
1 2 · · · n
an an−1 · · · a1

)
n(σ) + n(τ) =

1

2
n(n− 1).

令 X := {(i, j) : σ(i) > σ(j), i < j}, Y := {(i, j) : τ(i) > τ(j), i > j}.

容易验证, f : X → Y, (i, j) 7→ (n+ 1− i, n+ 1− j) 是集合间的双射. 由定义知

n(σ) = |X| = |Y |.

n(τ) =
1

2
n(n− 1)− |Y | = 1

2
n(n− 1)− n(σ).
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习题

习题 7.4.

讨论置换 σ :=

(
1 2 · · · n
n n− 1 · · · 1

)
的奇偶性.

由习题 7.3 知 n(σ) =
1

2
n(n− 1).

1 n ≡ 0, 1 mod 4 时, σ 是偶置换.

2 n ≡ 2, 3 mod 4 时, σ 是奇置换.

习题 7.5.

σ :=

(
1 2 · · · n
a1 a2 · · · an

)
何时交错数最大.

1 由习题 7.3 知 n(σ) ≤ 1

2
n(n− 1).

2 习题 7.4 中的置换交错数恰好为
1

2
n(n− 1).
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习题

习题 7.7.

证明 Sn 中奇置换的阶一定是偶数.

1 奇置换 σ ∈ Sn 可以表示成奇数个对换的乘积.

2 对任意的奇数 k, σk 也是奇数个对换的乘积.

3 若 ord(σ) = k 是奇数, 则 id ∈ Sn 是奇数个对换的乘积.

习题 7.10.

G 为群, σ, τ ∈ G 满足 〈σ〉 ∩ 〈τ〉 = {id}, στ = τσ. 若 ord(σ) = m, ord(τ) = n,
则 ord(στ) = [m,n].

若 σkτk = (στ)k = id ∈ 〈σ〉 ∩ 〈τ〉, 则
1 σkτk ∈ 〈τ〉 ⇒ σk ∈ 〈τ〉 ⇒ σk ∈ 〈σ〉 ∩ 〈τ〉 ⇒ σk = id⇒ m | k.
2 σkτk ∈ 〈σ〉 ⇒ τk ∈ 〈σ〉 ⇒ τk ∈ 〈σ〉 ∩ 〈τ〉 ⇒ τk = id⇒ n | k.
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习题

习题 7.11.

证明 Sn 中型为 1λ12λ2 · · ·nλn 的置换共有 n!/
n∏
i=1

iλiλi! 个. 由此证明

∑
λ

1
n∏
i=1

iλiλi!
= 1,

其中 λ := (λ1, λ2, · · · , λn), λi ∈ N, i = 1, · · · , n 且

n∑
i=1

iλi = n.

1 一个 i−轮换有 i 种不同的写法 (每一种写法由 1 的位置唯一确定).

2 λi 个两两不相交的 i−轮换的乘积共 iλiλi! 种写法.

3 λ 取遍所有的型, 一共得到 n! 个置换.
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习题

习题 7.12.

证明 A4 没有 6 阶子群.

1 A4 的 6 阶子群是正规子群.

2 正规子群是共轭类的并.

3 A4 一共有 4 个共轭类, 它们无法组成 6 元集合.

习题 7.14

设 α, β ∈ Sn. 证明
1 αβα−1β−1 ∈ An
2 αβα−1 ∈ An 当且仅当 β ∈ An.

Sn 中的两个元素具有相同的型当且仅当它们共轭.

1 β 和 β−1 具有相同的奇偶性.

2 αβα−1 和 β 具有相同的型.
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习题

习题 7.15.

设 σ ∈ Sn, 则存在 α, β ∈ Sn, σ = αβ 且 α2 = β2 = id.

由于 σ ∈ Sn 可以写成互不相交的轮换的乘积, 因而只需对轮换证明. 易知

(ab)(bc) = (bc)(ac) = (ac)(ab)

(x1x2 · · ·xn) = (x1x2)(x2x3) · · · (xn−1xn)

= (x2x3) · · · (xn−1xn)(x1xn)

= (x2xn)(x2x3) · · · (xn−2xn−1)(x1xn)

= (x2xn)(x3x4) · · · (xn−2xn−1)(x2xn−1)(x1xn)

= · · ·
= (x2xn)(x3xn−1)(x4xn−2) · · · (x3xn−2)(x2xn−1)(x1xn)

=
∏
i<j

i+j=n+2

(xixj)
∏
k<l

k+l=n+1

(xkxl).

注. 最后一小节会给出这个式子的几何解释.
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习题

习题 7.16.

设 |X| = m, |Y | = n, σ ∈ SX , τ ∈ SY . 令 ξ ∈ SX×Y 由如下给出

ξ(x, y) := (σ(x), τ(y)), x ∈ X, y ∈ Y.

设 ε : Sn → {±1} 是非平凡的群同态, 试以 ε(σ) 与 ε(τ) 表示 ε(ξ).

设 σ = (i1i2 · · · ik)(j1j2 · · · jl) · · · , 令

ξX(x, y) := (σ(x), y), ξY (x, y) := (x, τ(y)), x ∈ X, y ∈ Y.

易知, ξ = ξXξY = ξY ξX . 由于

ξX =
∏
y∈Y

(
(i1, y)(i2, y) · · · (ik, y)

)(
(j1, y)(j2, y) · · · (jl, y)

)
· · ·

故 ε(ξX) = εn(σ). 同理, ε(ξY ) = εm(τ). 故

ε(ξ) = ε(ξXξY ) = ε(ξX)ε(ξY ) = εn(σ)εm(τ).
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中心化子

Definition

设 G 是群, S 是 G 的非空子集, 定义 S 在 G 中的中心化子为

CG(S) := {g ∈ G : gs = sg, s ∈ S}.

特别地, 称 CG(G) 为群 G 的中心, 记作 Z(G).

Lemma
1 CG(S) 是 G 的子群. 证明留作练习.

2 若 G 是有限群且 G/Z(G) 是循环群, 则 Z(G) = G. 即 G 是交换群.

任取 a, b ∈ G, 由于 G/Z(G) 是循环群, 存在 g ∈ G, u, v ∈ Z(G) 使得

a = gru, b = gsv.

故 ab = (gru)(gsv) = gr+suv = (gsv)(gru) = ba.
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习题

习题 7.17.
1 G = S4, g = (12)(34), 计算 CG(g).

2 G = SL2(R), g = diag(a, a−1), a ∈ R×. 计算 CG(g).

(1) 设 σ ∈ S4 且 σg = gσ, 则 (12)(34) = g = σgσ−1 = (σ(1)σ(2))(σ(3)σ(4)).

1 σ(1) = 1 时, σ(2) = 2, 故 σ = 1 或 σ = (34).

2 σ(1) = 2 时, σ(2) = 1, 故 σ = (12) 或 σ = (12)(34).

3 σ(1) = 3 时, σ(2) = 4, 故 σ = (13)(24) 或 (1324).

4 σ(1) = 4 时, σ(2) = 3, 故 σ = (14)(23) 或 (1423).

故 CG(g) ∼= Z/4Z× Z/2Z.
(2) 若 a = ±1, 则 CG(g) = G.
若 a 6= ±1, 则 CG(g) = {diag(x, x−1) : x ∈ R×}.
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群的生成元

Definition

设 G 是一个群, S 是 G 的非空子集, 则

〈S〉 := {s1 · · · sn : si ∈ S, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ Z+}

是 G 的子群, 称为 S 生成的子群. S 中的元素称为该子群的一组生成元.

Lemma

设 n ≥ 2, 则

1 所有 2−轮换是 Sn 的生成元.

2 (12), (13), · · · , (1n) 是 Sn 的生成元.

3 (12), (23), · · · , (n− 1, n) 是 Sn 的生成元.

4 (12), (123 · · ·n) 是 Sn 的生成元.
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Sn 的生成元

1 (x1x2 · · ·xn) = (x1x2)(x2x3) · · · (xn−1xn).
2 (xy) = (1x)(1y)(1x).
3 考虑 (xy) ∈ Sn, 用归纳法证明 (xy) 可由 (12), (23), · · · , (n− 1, n) 表示.
不妨设 x < y. 当 y − x = 1 时, (xy) = (x, x+ 1).
设 y − x = k 时, (xy) 可由 (12), (23), · · · , (n− 1, n) 表示.
则 y − x = k + 1 时, (xy) = (x, x+ 1)(x+ 1, y)(x, x+ 1).

4 令 σ = (123 · · ·n), 则 σx(12)σ−x = (σx(1), σx(2)) = (x+ 1, x+ 2).

Lemma

设 n ≥ 3, 则

1 所有 3−轮换 是 An 的生成元.

2 (1xy) 是 An 的生成元.

3 (12x) 是 An 的生成元.

4 (x, x+ 1, x+ 2) 是 An 的生成元.

5 (1x, x+ 1) 是 An 的生成元.

6 若 n 是奇数, (123) 和 (123 · · ·n) 生成 An.

7 若 n 是偶数, (123) 和 (23 · · ·n) 生成 An.

代数学基础 习 题 课 2021 年 1 月 17 日 12 / 17



An 的生成元

1 设 σ ∈ An, 则 σ = τ1 · · · τr. 其中 r 是偶数, τ ∈ Sn 是对换.
若 τi 和 τi+1 有一个公共元素, 不妨设 τi = (xy), τi+1 = (yz), 则

τiτi+1 = (xy)(yz) = (xyz).

若 τi 和 τi+1 不相交, 则 n ≥ 4, 不妨设 τi = (ab), τi+1 = (cd), 则

τiτi+1 = (ab)(cd) = (ab)(bc)(bc)(cd) = (abc)(bcd).

2 (xyz) = (1xy)(1yz).

3 n ≥ 4 时, (1xy) = (12y)(12y)(12x)(12y).

4 n ≥ 5 时, (12x) = (12, x− 2)(12, x− 1)(x− 2, x− 1, x)(12, x− 2)(12, x− 1).
对 (12, x− 2) 和 (12, x− 1) 用归纳假设.

5 (x, x+ 1, x+ 2) = (1x, x+ 1)(1, x+ 1, x+ 2).

6 令 σ = (123 · · ·n), 则 σ ∈ An 且 σx(123)σ−x = (x+ 1, x+ 2, x+ 3).

7 令 σ = (234 · · ·n), 则 σ ∈ An 且 σx(123)σ−x = (1, x+ 2, x+ 3).
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正 n 边形的对称

Definition

设 ∆n 是 R2 中单位圆的内接正 n 边形, σ 是 R2 内绕原点的旋转或是关于过原

点直线的反射. 若 σ 可限制为 ∆n 到自身的双射, 则称 σ 为 ∆n 的一个对称.
∆n 的所有对称构成的集合记为 Dn.

Example

rk 为绕原点顺时针旋转 2kπ/n, t 为 ∆n 的某个对称轴的反射, 则 rk, t ∈ Dn.

Lemma

Dn 是 Sn 的子群且 |Dn| = 2n. 称 Dn 为正 n 边形的二面体群.

将 ∆n 的顶点逆时针依次标记为 1, 2, · · · , n. 任意的 σ ∈ Dn, σ 作用在顶点集
上是置换, 并且 σ 由这 n 个顶点处的取值唯一确定. 故 Dn 是 Sn 的子集.
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正 n 边形的对称

容易发现, Dn 中的旋转不会改变顶点的排列方向, 即 1, 2, · · · , n 是顺时针排列
还是逆时针排列. 但 Dn 中的反射必然改变顶点的排列方向.
因此, 非平凡的反射和旋转不可能相同.
Dn 有 n 个不同的旋转和 n 个不同的反射, 故 |Dn| ≥ 2n.
设 σ ∈ Sn, 若 σ ∈ Dn, 则 σ 不会改变顶点的邻接关系.
若 σ(1) = i, 则 σ(2) = i− 1 或 i+ 1. 无论那种情况, σ 都被唯一确定.
因此, Sn 中不改变顶点邻接关系的元素至多有 2n 个. 故 |Dn| ≤ 2n.
设 σ, τ ∈ Dn, 则 στ−1 ∈ Dn.
否则 στ−1 为 Sn 中不改变顶点邻接关系的元素, 但它又不在 Dn 中, 这不可能.

Lemma

设 σ 为绕原点顺时针旋转 2π/n, τ 为 ∆n 的某个反射, 则 σ, τ ∈ Dn 且

Dn = {id, σ, σ2, · · · , σn−1, t, σt, σ2t, · · · , σn−1t}.

特别地, σ, τ 是 Dn 的一组生成元.

若 σitk = σjtl, 则 σi−j = tl−k. 故 n | i− j 且 2 | l − k, 从而 i = j 且 l = k.
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n−轮换作为正 n 边形的旋转

设 σ = (x1x2 · · ·xn) ∈ Sn, 将 ∆n 的顶点逆时针依次排列为 x1, x2, · · · , xn, 则
σ 对 ∆n 的作用为顺时针旋转 2π/n. 故 σ ∈ Dn.
取 Dn 中的一个反射 τ , 则 σ = σ(ττ) = (στ)τ .
令 α = στ , β = τ , 则 α, β ∈ Dn 是反射, 故 α2 = β2 = id 且 σ = αβ.
显然, 这个分解不唯一.
特别地, 设 τ1 为过 x1 和 xn 中点的反射, 则

τ1 =
∏
i<j

i+1=n+1

(xixj).

设 τ2 为过顶点 x1 的反射, 则

τ2 =
∏
k<l

k+l=n+2

(xkxl).

τ2τ1 即为顺时针旋转 2π/n. 故 σ = τ2τ1, 此即习题 7.15 中的公式.
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例题

习题 7.18.

设 f 是四元多项式, 令

Gf := {σ ∈ S4 : (σ)(f) = f}.

证明 Gf 是 S4 的子群, 并求下列多项式的 Gf
1 f = x1x2 + x3x4.

2 f = x1x2x3x4.

若 α, β ∈ Gf , 则

(αβ−1)(f) = (αβ−1)(β(f)) = α(β−1β(f)) = α(f) = f.

故 αβ−1 ∈ Gf . 因此, Gf 是子群.

1 考虑长宽不等的矩形, 把 x1, x2 放到一组对顶点上, x3, x4 放到另一组对顶
点上. 该矩形的对称群即为 Gf , 它是著名的 Klein 四元群 K4.

2 Gf = S4.
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Fermat’s Last Theorem for Polynomials

定理. n ≥ 3 时, 方程 fn + gn = hn 在 C[x] 中没有非平凡解.

证明. 不妨设 f, g, h 没有公因子. 由单位根的性质知

fn = hn − gn =
n−1∏
i=0

(h− ζ ing). (∗)

若 0 ≤ i < j ≤ n− 1, 由辗转相除法知

gcd(h− ζ ing, h− ζjng) = gcd(g, h) = 1.

令 d := deg h + deg g, 则 h − ζ ing 的根至多为 d 重. 由于 fn 的根至少为 n

重且 h− ζ ing 之间没有公共根, 由 (∗) 知, 必有 d ≥ n ≥ 3. 下面对 d 做递降.

由于 n ≥ 3, 由课本定理 5.11 知, 存在不全为常数的 a, b, c ∈ C[x] 使得

h− g = an, h− ζng = bn, h− ζ2ng = cn.

将 bn − an = (1− ζn)g 与 bn − ζnan = (1− ζn)h 代入 h− ζ2ng = cn 得

(λa)n + (µb)n = cn, λ, µ ∈ C.

于是, λa, µb, c 也是方程的一组非平凡解, 它满足 deg λa+ deg µb < d.

注. 1. 上述证明非常简洁, 角落是可以写得下的.

2. 课本定理 5.11 说明 C[x] 中的多项式具有唯一分解性质. 这在证明

中起到了至关重要的作用.

3. Kummer 关于 Fermat 大定理的工作与此类似. 在整数的情形下, 需

要考虑 Z[ζn] 是否具有唯一分解性质. 当 n ≤ 19 时, Z[ζn] 是唯一分解的. 一

般情况下, Z[ζn] 中的分式理想具有唯一分解性质. 至此, 我们发现理想是比

数更本质的东西! 由此开启代数数论新纪元!

4. 上述证明参考自《Algebra, Chapter 0》− Paolo Aluffi, V. Exercise

4.25, 第280页.

下面我们给出该定理的另一种证明.



2

Mason. 设 f, g, h ∈ C[x] 不全为常数, 它们互素且满足 f + g = h, 则

max{deg f, deg g, deg h} ≤ deg rad(fgh)− 1.

其中, 多项式的 rad 定义为其互不相同的一次因子的乘积. 从而, deg rad(f)

指的是 f 的互不相同的零点的个数.

定理的另一种证明. 不妨设 f, g, h 没有公因子. 注意到

deg rad(fngnhn) = deg rad(fgh) ≤ deg f + deg g + deg h.

由于 f, g, h 不全为常数, deg f + deg g + deg h > 0. 由 Mason 定理知

max{n deg f, n deg g, n deg h} ≤ deg f + deg g + deg h− 1.

n(deg f + deg g + deg h) ≤ 3(deg f + deg g + deg h)− 3

< 3(deg f + deg g + deg h).

从而, n < 3.

注. 1. n = 2 时, 对任意的 f ∈ C[x], 总有 (1− f 2)2 + (2f)2 = (1 + f 2)2.

2. Mason 定理的整数版本即为大名鼎鼎的 abc 猜想. 日本数学家望月

新一 (Mochizuki) 宣称他证明了该猜想. 数学界对此有一定的争议.

3. 与多项式类似, abc 猜想可以证明 Fermat 大定理.

4. 相比于 abc 猜想, Mason 定理的证明只需要熟悉多项式的次数、形

式微分、重根等概念, 但有一定的技巧性. 同学们可查阅相关资料.

总结. 多项式是容易的, 但整数是困难的!



伱

互 反 律

定义 伱伮 设 K/Q 是域的有限 佇佡佬佯佩佳 扩张伮 若 佇佡佬伨K/Q伩 是 佁佢佥佬 群伬 则

称 K 是 佁佢佥佬 数域伮

佋佲佯佮佥佣佫佥佲伭佗佥佢佥佲伮 佁佢佥佬 数域是分圆域 Q伨ζm伩 的子域伬 其中 ζn 伺伽 佥
2πi
n 伮

设 K ⊂ Q伨ζm伩 且 K ⊂ Q伨ζn伩伬 则

K ⊂ Q伨ζm伩 ∩Q伨ζn伩 伽 Q伨ζ(m,n)伩.

于是伬 存在包含 K 的最小分圆域 Q伨ζD伩伬 它是所有包含 K 的分圆域的交伮

定义 伲伮 上述 D 称为 佁佢佥佬 数域 K 的导子 伨佣佯佮佤併佣佴佯佲伩伮

事实 伱伮 若 d是无平方因子整数伬 令 K 伺伽 Q伨
√
d伩伬 则 K 是 佁佢佥佬数域且

伱伮 d ≡ 伱 佭佯佤 伴 时伬 K 的导子为 |d|伮

伲伮 d ≡ 伲, 伳 佭佯佤 伴 时伬 K 的导子为 伴|d|伮

定义 伳伮 设 d 是无平方因子的整数伬 令 K 伺伽 Q伨
√
d伩伮 d ≡ 伲, 伳 佭佯佤 伴 时

伱伮 称素数 p 在 K 上分歧伬 若 x2 − d 在 Fp 上有重根伮

伲伮 称素数 p 在 K 上惯性伬 若 x2 − d 在 Fp 上不可约伮

伳伮 称素数 p 在 K 上分裂伬 若 x2 − d 在 Fp 上可约但没有重根伮

定义 伳′伮 设 d 是无平方因子的整数伬 令 K 伺伽 Q伨
√
d伩伮 d ≡ 伱 佭佯佤 伴 时

伱伮 称素数 p 在 K 上分歧伬 若 x2 − x伫 伱− d
伴
在 Fp 上有重根伮

伲伮 称素数 p 在 K 上惯性伬 若 x2 − x伫 伱− d
伴
在 Fp 上不可约伮

伳伮 称素数 p 在 K 上分裂伬 若 x2 − x伫 伱− d
伴
在 Fp 上可约但没有重根伮



伲

我们把分歧、惯性和分裂统称为 p 的分解类型伮

二次互反律伮 设 d 是无平方因子的整数伬 令 K 伺伽 Q伨
√
d伩伮 若 K 的导子

为 D 且 Z 中的素数 p, q 满足 p ≡ q 佭佯佤 D伬 则 p, q 在 K 上有相同的分解

类型伮

如果承认事实 伱伬 即使忽略红色部分伬 上述二次互反律的含义对大家来

说依然是明确的伮

例 伱伮 取 d 伽 −伱 则 d ≡ 伳 佭佯佤 伴伮 于是伬 x2 伫 伱 在 Fp 上的分解给出

了 p 在 Q伨佩伩 上的分解类型伮 这需要考虑 −伱 是否为模 p 的平方剩余伮 此时伬

Q伨佩伩 的导子为 伴伮

练习 伱伮 验证二次互反律伺若 Z中的素数 p, q 满足 p ≡ q 佭佯佤 伴伬则 p, q

在 Q伨佩伩 上有相同的分解类型伮

练习 伲伮 仿照课本例 伸伮伲伳 验证一个 d ≡ 伱 佭佯佤 伴 时二次互反律的例子伮

练习 伳伮 尝试使用 佇佡併佳佳 的二次互反律证明二次互反律伮 体会这两个二

次互反律本质上是相同的伮

高次互反律应该是什么样子的？

佁佢佥佬 数域的互反律伮 设 K 是 佁佢佥佬 数域伬 若 K 的导子为 D 且 Z 中的
素数 p, q 满足 p ≡ q 佭佯佤 D伬 则 p, q 在 K 上有相同的分解类型伮

上述定理中分解类型的定义需要用到代数整数环伮

上述定理确实简洁漂亮伬 但看似美好的背后有着巨大的漩涡伺 导子 D

的确定是比较困难的伡
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