
Homework 1 

PB20000296 郑滕飞 

第一章： 

1. 

由于𝑑𝑒𝑡 𝐴 = ∑ 𝐴𝑖𝑗𝑖 𝐶𝑖𝑗，其中𝐶𝑖𝑗代表代数余子式，因此类似分解可知(
∂𝑑𝑒𝑡 𝐴

∂𝐴
)
𝑖𝑗
= 𝐶𝑖𝑗，从

而
∂𝑑𝑒𝑡 𝐴

∂𝐴
= (𝐴∗)𝑇，其中𝐴∗代表其伴随矩阵。由此，

∂ ln𝑑𝑒𝑡 𝐴

∂A
=

(𝐴∗)𝑇

𝑑𝑒𝑡 𝐴
= (𝐴−1)𝑇。从而 

∂ ln𝑑𝑒𝑡 𝐴

∂x
=∑

∂ ln𝑑𝑒𝑡 𝐴

∂Aij

∂A𝑖𝑗

∂x
ij

= tr ((
∂ ln 𝑑𝑒𝑡 𝐴

∂A
)
𝑇 ∂𝐴

∂𝑥
) = tr (𝐴−1

∂𝐴

∂𝑥
) 

 

2. 

假设色泽、根蒂、敲声的取值各有 a, b, c种可能，则总的取值有 abc种可能。对于

每种取值，可以判断其为好瓜或坏瓜，共有2𝑎𝑏𝑐(包含好瓜集合为空集的情况)种情况。

注意到，此时通配的情况已被展开成为单个式子，因此不可能存在重复。 

对于抽象的 a, b, c, k，计算能在 k个以下表达的情况会非常困难，因为需要考虑最

简情况。此处按照书 P5，a=3, b=2, c=2的情况进行估算。 

此时，相当于有一个3 × 2 × 2的长方体，每次可以取全体(三个通配符)、一面(两个通

配符)、一条边(一个通配符)，一个小正方体(无通配符)，问取 k 次时能取出多少种。 

k不超过 0时，只能表示空集，1种。 

k不超过 1时，可以额外表示某个面、某条边、某个小正方体、整体，共 7+16+12+1+1=37

种。 

k超过 2时，由于可能性过于复杂，组合已经变得无法计算(对小正方体的212种可能分

布作程序验证的复杂程度也极高)，不过仍然可以证明出最大值的存在： 

k 的最大值，可以证明为 6：3 个2 × 2的面中，无论每个面如何分布，一定可以通过两

个析取的合取表示出来(小于等于两个时取小正方体，三个时取一条边与小正方体，四

个时取整体)，而当需要取出的小正方体为(1,1,1) (1,2,2) (2,1,2) (2,2,1) 

(3,1,1) (3,2,2)时，必须取 6次才能取出。因此，最多六个合取可以表示任何假设的

分布情况。 

很明显，当考虑通配符时，情况很快变得过于复杂以至无法计算。对一般的 a, b, c，

哪怕是计算 k的上限也是极为困难的， 不过容易发现，这个上限至少为
𝑎𝑏𝑐

2
，通过类似

国际象棋棋盘黑白格的分布即可取到(事实上，改进分布会更加改进上限，基本可以确

定上限可以表示为𝑎𝑏𝑐 − 𝑡1𝑎𝑏 − 𝑡2𝑏 − 𝑡3𝑎𝑐一类的形式)。 

对于估算来说，抽象的 a, b, c下，会发现通配符对上限的改进并不算明显，因此可

以直接在通配符不存在的情况下作估算，此时至多 k个可以表示的情况总数为∑ 𝐶𝑎𝑏𝑐
𝑖𝑘

𝑖=0 。 

在通配符存在时，k越小带来的新的可能性比起原来的可能性会越高，这也代表着这个

总数需要存在某个随着 k上升而减小的比例修正项。 

 

3. 



假设𝑥为𝑚+ 𝑛维，𝑥1为𝑚维，𝑥2为𝑛维，由𝑁(μ, Σ)的定义积分可知𝑥1的分布为𝑁 (μ𝑚,Σ𝑚
)，

其中μ𝑚代表μ的前𝑚个分量，Σ
𝑚
代表Σ左上角的𝑚 ×𝑚子矩阵。 

同理𝑥2的分布为𝑁 (μ𝑛,Σ𝑛
)，其中μ𝑛代表μ的后𝑛个分量，Σ

𝑛
代表Σ右下角的𝑛 × 𝑛子矩阵。 

由条件密度定义，𝑥1|𝑥2的分布为整体分布除以𝑥2的分布，即 

√(2𝜋)𝑛 |Σ
n
|

√(2π)𝑚+𝑛|Σ|

exp (−
1

2
(𝑥 − μ)Σ

−1
(𝑥 − μ)𝑇 +

1

2
(𝑥2 − 𝜇𝑛)Σn

−1
(𝑥2 − 𝜇𝑛)

𝑇) 

由于仍满足 e指数上二次，且其为分布函数，这仍然是一个正态分布。 

 

4. 

范数满足||x||𝑃 = √|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 +⋯+ |𝑥𝑛|
𝑝𝑝
，由定义只需证明0 < 𝑡 < 1时 

||tx + (1 − t)y||p ≤ t||x||p + (1 − 𝑡)||𝑦||𝑝 

由定义式与𝑡的范围可知右边等于||tx||𝑝 + ||(1 − 𝑡)y||𝑝，因此只需说明对任何向量 a, b，

有||𝑎||𝑝 + ||𝑏||𝑝 ≥ ||𝑎 + 𝑏||𝑝，而此即为闵可夫斯基不等式的向量形式。 

以下设𝑞满足
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1。 

对这个不等式，先证明 Young不等式：对非负的 a, b，有𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
。 

固定 a，将式子移到右侧后对 b求导可知最小值在𝑏𝑞 = 𝑎𝑝时取到，从而得证。 

接着证明赫尔德不等式：||𝑎||𝑝||𝑏||𝑞 ≥ ||𝑎𝑏||1 

当 a, b范数均不为 0时，由于两边同除以||𝑎||𝑝||𝑏||𝑞不影响，可不妨设||𝑎||𝑝 = ||𝑏||𝑞 =

1，再利用|𝑎𝑖𝑏𝑖| ≤
|𝑎𝑖|

𝑝

𝑝
+

|𝑏𝑖|
𝑞

𝑞
，两边求和即可知||𝑎𝑏||1 < 1，从而得证。 

最后说明原结论：由绝对值三角不等式直接展开可知 

||𝑎 + 𝑏||𝑝
𝑝
≤∑|𝑎𝑖||𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|

𝑝−1

𝑛

𝑖=1

+∑|𝑏𝑖||𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

 

利用赫尔德不等式与𝑝 = 𝑞𝑝 − 𝑞进一步得到 

∑|𝑎𝑖||𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

+∑|𝑏𝑖||𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

≤ ||𝑎||𝑝||𝑎 + 𝑏||𝑝
𝑝/𝑞

+ ||𝑏||𝑝||𝑎 + 𝑏||𝑝
𝑝/𝑞

 

由此有||𝑎 + 𝑏||𝑝
𝑝
≤ ||𝑎||𝑝||𝑎 + 𝑏||𝑝

𝑝/𝑞
+ ||𝑏||𝑝||𝑎 + 𝑏||𝑝

𝑝/𝑞
，两边同除以||𝑎 + 𝑏||𝑝

1/𝑞
由 p, q

关系知结论。 

 

5. 

1阶推 0阶： 

若某个𝑥0, 𝑦0, 𝑡0使零阶条件不成立，记𝑝 = 𝑡0𝑥0 + (1 − 𝑡0)𝑦0，下证不存在列向量α使

𝑓(𝑦0) ≥ 𝑓(𝑝) + α(𝑦0 − 𝑝)、𝑓(𝑥0) ≥ 𝑓(𝑝) + 𝛼(𝑥0 − 𝑝)同时成立。只需要考虑𝑥0, 𝑦0, 𝑝所在



的直线上的分量，也即记𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡𝑥0 + (1 − 𝑡)𝑦0)，只需说明𝑔(1) ≥ 𝑔(𝑡0) + 𝑎(1 − 𝑡0)

与𝑔(0) ≥ 𝑔(𝑡0) − 𝑎𝑡0不会同时成立。 

从第一个式子可知𝑎 ≤
𝑔(1)−𝑔(𝑡0)

1−𝑡0
，第二个式子可知𝑎 ≥

𝑔(𝑡0)−𝑔(0)

𝑡0
，但是零阶条件不成立

可化为
𝑔(1)−𝑔(𝑡0)

1−𝑡0
<

𝑔(𝑡0)−𝑔(0)

𝑡0
，从而不等式无解，由此得证。 

0阶推 1阶： 

零阶条件可化为f(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥) +
𝑓(𝑥+𝑡(𝑦−𝑥))−𝑓(𝑥)

𝑡
，而右侧令𝑡 → 0即为∇𝑓(𝑥)𝑇(𝑦 − 𝑥)，从而

得证。 

 

第二章： 

1. 

交叉验证：由于分层划分要求，给出的将为正负例个数相同的训练集，因此模型将随机

预测，正确率 50%。 

留一法：由于训练集中个数较多的与留出的样本不同，正确率 0%。 

 

2. 

𝑇𝑃𝑅 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
, 𝐹𝑃𝑅 =

𝐹𝑃

𝐹𝑃 + 𝑇𝑁
, 𝑃 =

𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃
, 𝑅 =

𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
 

从数值上来说，真正例率与查全率是相同的，都代表将正例中的多少找了出来，但与它

们对比的东西不同：假正例率是将反例识别为正例的概率，而查准率是将识别的正例中

真实的概率，前者将真实正反分开，方便考虑代价，而后者将准确与全面两个属性刻画

出，方便计算性能。 

 

3. 

教材上给的近似曲线绘制方法只有在每个样本概率值不同时才能成立，而此时𝑙𝑟𝑎𝑛𝑘中相

等项根本不成立。为了考虑到一般的情况，我们考虑在某步同时将 m个正例 n个反例视

为正例(也即对这些计算出的概率值相同)时的情况。 

由于此曲线单调递增，所谓的“曲线之上的面积”其实用“曲线左侧到坐标轴”的面积看待

更为准确。 

若 m=0，此时只考虑了反例，不产生面积，否则，利用直角梯形面积公式可知曲线左侧

的面积会是 

1

2
(𝐹𝑃𝑅𝑎 + 𝐹𝑃𝑅𝑏)(𝑇𝑃𝑅𝑎 − 𝑇𝑃𝑅𝑏) 

其中 a 代表 after，即这步之后的情况，b 表示 before。接下来说明，这段的面积正

好是添入的 m个正例所产生的“罚分”。 

𝐹𝑃𝑅𝑏 =
𝐹𝑃𝑏
𝑚−

, 𝐹𝑃𝑅𝑎 =
𝐹𝑃𝑏 + 𝑛

𝑚−
, 𝑇𝑃𝑅𝑏 =

𝑇𝑃𝑏
𝑚+

, 𝑇𝑃𝑅𝑎 =
𝑇𝑃𝑏 +𝑚

𝑚+
 

代入计算可知面积为
1

𝑚−𝑚+ (𝐹𝑃𝑏𝑚+
1

2
𝑚𝑛)，而𝐹𝑃𝑏恰好是这步之前(也就是在这 m 个正

例之前)的反例，n恰好是同时的反例，从而可知成立。 

 



4. 

在提供两学习器分类差别联列表时，若两学习器接近独立，则可以认为不存在显著差别，

否则认为存在显著差别。 

为了寻找卡方检验方式，我们提出原假设与预备假设。 

原假设𝐻0：两学习器无显著差别。 

备择假设𝐻1：两学习器有显著差别。 

𝐻0成立的情况下：对于随机抽取的 n个样本，根据数据，有
𝑒00+𝑒10

𝑛
个被 A认为正确的样

本，有
𝑒00+𝑒01

𝑛
个被 B认为正确的样本。若存在显著差别，则这两件事相互独立，于是被

两算法都认为正确的样本的理论频数𝑤00应为𝑛
𝑒00+𝑒10

𝑛

𝑒00+𝑒01

𝑛
=

(𝑒00+𝑒10)(𝑒00+𝑒01)

𝑛
。类似可

知，𝑤01 =
(𝑒01+𝑒00)(𝑒01+𝑒11)

𝑛
, 𝑤10 =

(𝑒10+𝑒00)(𝑒10+𝑒11)

𝑛
, 𝑤11 =

(𝑒11+𝑒01)(𝑒11+𝑒10)

𝑛
。 

利用正态分布可知，∑
(𝑤𝑖𝑗−𝑒𝑖𝑗)

2

𝑤𝑖𝑗
𝑖,𝑗 在两学习器独立时应具有卡方分布，由此可以计算此值

小于某个数的概率，将 n 替换为条件中的总数𝑒00 + 𝑒01 + 𝑒10 + 𝑒11可将公式化简为

(𝑒00𝑒11−𝑒01𝑒10)
2(𝑒00+𝑒01+𝑒10+𝑒11)

(𝑒00+𝑒10)(𝑒00+𝑒01)(𝑒11+𝑒10)(𝑒11+𝑒01)
。 

由于此统计量呈卡方分布，可以根据统计量的结果与积分理论结果α比对，若在范围内，

则无法拒绝假设，认为无显著差别，否则能认为存在显著差别。 

(对更一般的检验，会有不同的呈卡方分布的统计量，对结果进行检验即可。) 

  



Homework 2 

PB20000296 郑滕飞 

第三章： 

1. 

3.18非凸： 

只需举出一个例子。考虑ω = (ω1,0,… ,0)，这时式子化为𝑦 =
1

1+e-ω1x1+b
，其对ω1的二阶

导为−
eb+ω1x1(−eb+eω1x1)𝑥1

2

(eb+eω1x1)
3 ，只要𝑥1不为 0，可取到ω1使得−eb + eω1x1 > 0，从而二阶导小

于 0，若原函数为凸函数，其 Hesse阵应正定，利用正定阵性质可知对任何分量的二阶

导大于 0，矛盾。 

(由此，只要𝑥不为零向量，3.18就不可能为凸函数) 

 

3.27为凸： 

由于正定阵的前若干行若干列构成的矩阵正定，只需要说明 3.27对β是凸的，不考虑 b

这个分量时其对ω必然也是凸的。 

利用书中的式 3.31可知 3.27的二阶导数可以写为𝑋𝐷𝑋𝑇，其中 X的第 i列为𝑥𝑖，而 D

是对角元素为𝑝1(𝑥𝑖̂; β)(1 − 𝑝1(𝑥𝑖̂; β))的对角阵。由定义，D 的对角元素全部为正，对任

何向量α，可发现α𝑇∇2𝑙(β)α = |√𝐷(𝑋𝑇α)|
2
，因此∇2𝑙(β)为半正定阵，𝑙(β)为凸函数。 

 

2. 

 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 

C1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

C2 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

C3 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 

C4 -1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 

根据书上的原理，需要使 4个类之间两两产生的 6个海明距离的最小值最大(注：此处

采取最小值是因为，若用求和来刻画，会导致九个分类器全部是 C1C2/C3C4 时仍能取

到最大值，但这是不符合分开任意两类的要求的)。对 2v2分类器，产生的海明距离的

和共为 4，而 1v3 分类器的和为 3，计算可知最小值最多为4 × 9 ÷ 6 = 6。而上方的构

成方法中达到了最小值为 6，因此为最优。 

 

3. 

先证明：𝐴𝐴𝑇的秩与𝐴相同。 

考虑奇异值分解𝐴 = 𝑃Σ𝑄，则𝐴𝐴𝑇 = 𝑃ΣΣ
𝑇
𝑃𝑇，由于 P、Q为正交阵，左右乘并不改变秩，

而对于对角元为正的对角阵Σ，其与其转置乘积相当于对每个分量作平方，不会改变非

零分量的个数，因此秩不变。 

再证明：𝐴 + 𝐵的秩不超过𝐴, 𝐵的秩之和。 



将秩看作是线性无关的列向量的个数，由于𝐴 + 𝐵的列向量一定可以被 A 的列向量与 B

的列向量线性表出，而 A的列向量一定可以被线性无关的列向量表出，结论成立。 

由于μ可用所有μ𝑖线性表出，于是μ𝑁可被其他μ𝑖与μ表出，将μ𝑁拆分计算发现 

∑𝑚𝑖(μ𝑖 − μ)(μ𝑖 − μ)𝑇
𝑁

𝑖=1

= ∑𝑚𝑖
′(μ𝑖 − μ)(μ𝑖 − μ)𝑇

𝑁−1

𝑖=1

 

也即事实上只存在 N-1个可能线性无关的分量。利用前面证明的两个结论，𝑆𝑏的秩不超

过 N-1。 

 

4. 

可将其看作𝑚𝑖𝑛
𝑊

−𝑡𝑟(𝑊𝑇𝑆𝑏𝑊)使得𝑡𝑟(𝑊𝑇𝑆𝑤𝑊) = 1。 

在𝐴对称时，由于𝑡𝑟(𝑊𝑇𝐴𝑊) = ∑ ∑ 𝑤𝑠𝑘𝑠,𝑡𝑘 𝑎𝑠𝑡𝑤𝑡𝑘，计算其对𝑤𝑖𝑗求导：由于第二个下标

是𝑗，左侧的求和只有𝑘 = 𝑗一项有意义，只需计算∑ 𝑤𝑠𝑗𝑠,𝑡 𝑎𝑠𝑡𝑤𝑡𝑗对𝑤𝑖𝑗求导，而这可以分

为𝑠 = 𝑖, 𝑡 = 𝑖, 𝑠 = 𝑡 = 𝑖讨论得到结果为2∑ 𝑎𝑖𝑘
𝑑
𝑘=1 𝑤𝑘𝑗。 

于是，
∂𝑡𝑟(𝑊𝑇𝐴𝑊)

∂𝑊
= 2𝐴𝑊，由拉格朗日乘子法，令乘子为λ即知需要求解2𝑆𝑏𝑊 = 2λ𝑆𝑤𝑊，

两边同除以 2即得原式。 

 

5. 

投影矩阵定义为𝐴2 = 𝐴，直接计算 

(𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇)2 = 𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇 = 𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇 

从而得证。 

将行向量𝑥𝑖估算得到的𝑦排成一列，可发现结果恰好为𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦，也即满秩情况下，

事实上将𝑦到线性空间ω𝑇X + b(
1
⋮
1
) ,ω ∈ ℝ𝑛, b ∈ ℝ作了投影，这样得到的估计即能使得

距离的损失最小。 

 

第四章： 

1. 

对属性数量归纳证明。 

在只有一个属性时，由于无矛盾，直接区分即可构造出一层的决策树，下面假设 n-1个

属性时结论成立。 

假设训练集有 n 个属性，m 个样例。假设所有样例对第 1 个属性总共有 a 种不同取值

(若属性为连续，a个值可以被分到 a个区间种)，有𝑎 ≤ 𝑚。 

构造决策树，对第一个属性产生 a个分支，将所有样例按取值分成 a类。若某类中存在

矛盾，又由于它们第一个属性相同，可知原特征向量存在矛盾，不符合条件。因此，对

每个分支中的数据，忽略已经分类的第一个属性，都可以应用归纳假设得到一棵子树。

由此即构造出了 n个属性时的生成树。 

 

2. 



利用与式 4.12相同的符号，记 

𝐺𝑖𝑛𝑖_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝐷, 𝑎) = ρ∑ 𝑟̃𝑣𝐺𝑖𝑛𝑖(𝐷̃
𝑣)

𝑉

𝑣=1

 

其中Gini(𝐷̃) = 1 − ∑ 𝑝̃𝑘
2|𝒴|

𝑘=1 。 

 

3. 

由于约束要求所有𝑝𝑘和为 1，即要对∑ (λ𝑝𝑘 − 𝑝𝑘 log2 𝑝𝑘)𝑘 − λ计算极值。 

其对𝑝𝑖的偏导是λ − log2 𝑝𝑖 −
1

𝑝𝑖 ln 2
，计算发现此式对𝑝𝑖单调减，因此对于每个𝑝𝑖的零点必

须相同，必须取到均匀分布。将均匀分布与𝑝1 = 1，其他为 0的分布比较可知此时熵确

实是最大值(而不是最小值)。 

 

4. 

(a) 包含正负两个类，各占 0.5，熵为−0.5 log2 0.5 − 0.5 log2 0.5 = 1。 

(b) A划分后，T中 3+1-，F中 2+4-，熵分别为 0.811，0.918，增益为 0.125。 

B划分后，T中 2+3-，F中 3+2-，熵分别为 0.971，0.971，增益为 0.029。 

(c) <=1.5中 1+0-，>1.5中 4+5-，熵分别为 0，0.991，增益为 0.108。 

<=2.5中 2+0-，>2.5中 3+5-，熵分别为 0，0.954，增益为 0.237。 

<=3.5中 2+1-，>3.5中 3+4-，熵分别为 0.918，0.985，增益为 0.035. 

<=4.5中 3+1-，>4.5中 2+4-，熵分别为 0.811，0.918，增益为 0.125。 

<=5.5中 3+3-，>5.5中 2+2-，熵分别为 1，1，增益为 0。 

<=6.5中 4+3-，>6.5中 1+2-，熵分别为 0.985，0.918，增益为 0.035。 

<=7.5中 5+4-，>7.5中 0+1-，熵分别为 0.991，0，增益为 0.108。 

(d) A划分后 TF的纯度分别为 0.375，0.444，基尼指数 0.417。 

B划分后 TF的纯度分别为 0.48，0.48，基尼指数 0.48。 

以 A为凭据划分。 

(e) 

root 

----C <= 2.5 正 

----C > 2.5 

--------A = T 

------------C <= 5.5 反 

------------C > 5.5 正 

--------A = F 

------------C <= 4.5 

----------------B = T 反 

----------------B = F 正 

------------C > 4.5 反 

  



Homework 3 

PB20000296 郑滕飞 

第五章： 

1. 

第一，用线性函数作为激活函数，事实上计算可发现线性复合后只是改变了权重 w与阈

值 theta中，并没有增添新的信息。 

第二，理想的神经元需要区分是否激活，从而为阶跃函数。模仿阶跃函数构造的激活函

数必须在 0点处有从 0到 1的大幅改变，而线性函数并不满足。 

第三，线性函数无法将大范围的输入控制到小范围的输出当中，从而误差可能累计扩大，

不利于学习。 

 

2. 

如果直接计算，在∑ exp(𝑥𝑗)
𝐶
𝑗=1 的部分都可能出现上溢。为避免溢出，记𝑚 = max𝑖=1

𝑐 𝑥𝑖，

𝑥𝑖
′ = 𝑥𝑖 −𝑚，则只需计算

exp(𝑥𝑖
′)

∑ exp(𝑥𝑗
′)𝐶

𝑗=1

与log∑ exp(𝑥𝑗
′)𝐶

𝑗=1 +𝑚即可。由于最大数对应的 exp

此时为 1，而其他为小于 1的数，避免了溢出(过小而被计算为 0不会影响结果正确性，

只是精度问题)。 

 

3. 

以下记𝑀 = ∑ exp(𝑥𝑗)
𝐶
𝑗=1 。 

左：对𝑥𝑖求导为
𝑀𝑒𝑥𝑝(𝑥𝑖)−𝑒𝑥𝑝(2𝑥𝑖)

𝑀2 ，对其他𝑥𝑘求导为−
exp(𝑥𝑖+𝑥𝑘)

𝑀2 。 

右：对𝑥𝑖求导为1 −
exp(𝑥𝑖)

𝑀
，对其他𝑥𝑘求导为−

exp(𝑥𝑘)

𝑀
。 

 

4. 

记 A、B到 1、2的权重𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2，1、2到 3的权重𝑥1, 𝑥2，有 

𝑂𝑢𝑡 = max(𝑥1max(𝑎1𝐴 + 𝑏1𝐵, 0) + 𝑥2max(𝑎2𝐴 + 𝑏2𝐵, 0) , 0) 

代入可知初始估计值为 0.274，误差约 0.056。 

由于当前参数均为正，对应位置 ReLU函数的导数均为 1。于是： 

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑎1
= A𝑥1,

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑏1
= B𝑥1,

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑎2
= A𝑥2,

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑏2
= B𝑥2 

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑥1
= 𝑎1A + 𝑏1B,

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑥2
= 𝑎2A + 𝑏2B 

而
∂𝐸

∂𝑥
=

∂𝐸

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑥
= (𝑂𝑢𝑡 − 𝑦)

∂𝑂𝑢𝑡

∂𝑥
，这里𝑂𝑢𝑡 − 𝑦 = −0.226。 

于是以误差偏导的相反数更新，即 

Δ𝑎1 = 0.02260,Δ𝑎2 = 0.03616,Δ𝑏1 = 0.03390,Δ𝑏2 = 0.05424 

Δ𝑥1 = 0.04068,Δ𝑥2 = 0.05198 



𝑎1 = 0.6226, 𝑎2 = 0.13616, 𝑏1 = 0.2339, 𝑏2 = 0.75424, 𝑥1 = 0.54068, 𝑥2 = 0.85198 

更新后估计值约为 0.321，误差约为 0.016，有所减小。 

 

第六章： 

1. 

在样本线性不可分时，LDM最终的判别一定为线性，但核支持 SVM求出的特征空间中的

划分退回原空间后不可能为线性(否则样本线性可分)，于是两者基本无关；然而，哪怕

在线性可分时，依然无法确定等价，这是由于 SVM只考虑了支持向量。 

一个例子是，当在平面上(1,0)为正例，(1,2)、(2,999)、(3,1000)为负例，这时的

SVM 得到结果是 y=1，只与(1,0)、(1,2)有关，但由于 LDA 判定方式是类中心的距离

与每类的协方差之和，计算发现得到的方向是𝑦 = −
14

97
𝑥，和 SVM 得到的结果并无太大

关系。 

从这个例子中可以看出，哪怕是十分简单的情况，LDA和 SVM也会得到不同的结果，因

此基本不可能从样本分布中得到较强的等价结论，于是，只好转而研究二者得到的结果。 

“等价”的意义是二者的决策边界重合。SVM得到的结果即为决策边界，而 LDA得到的决

策边界与投影到的直线垂直，且经过两类分别均值的中点投影。当 SVM 得到的平面与

LDA得到的决策边界垂直且经过两类中心的中点时，两者等价。 

*此处有一个较为简单的例子：当所有样本都是支持向量且两类样本分别的均值连线与

SVM得到的平面垂直时，两者等价。这是由于所有样本都是支持向量时，两类样本的平

均值也都与平面等距，从而其中点在平面上。此外，在垂直方向的投影使得同类样本距

离全部为 0，两类样本均值的连线线段长度即为投影后的距离，于是垂直方向必然是最

佳方向。 

 

2. 

先考虑硬间隔的情况。由于 SVM希望找出与支持向量有最大距离的超平面，近处的噪声

可能直接导致支持向量判断错误，甚至一个噪点就会破坏原空间或特征空间中线性可分

性，对噪声的容许程度极低。 

对软间隔 SVM，对噪声的容许程度有一定提升，但由于本质原理不变，少数的靠近分界

面的噪点依然会对结果造成大幅度的影响。 

 

3. 

由于截距仍可通过增广 X出一列 1来构造，此处不考虑截距。这时，考虑映射到特征空

间的函数ϕ，可发现损失函数变为 

l(ω) =∑−𝑦𝑖ω
𝑇

𝑖

ϕ(𝑥𝑖) + ln(1 + exp(ω𝑇ϕ(𝑥𝑖))) 

若直接求解，只能确定(ω𝑇ϕ(𝑥𝑖))
2
= κ(𝑥𝑖, 𝑥𝑖)ω

𝑇ω，而无法确定值的正负。 

由此，利用引理：最优解ω一定能被所有ϕ(𝑥𝑖)线性表出。 

引理证明：由于由于回归是寻找最优的||𝑦 − 𝑋ω||2，可将ω分解为 X生成空间中的分量

ω1与其正交补中的分量ω2。计算可发现||𝑦 − 𝑋ω||2
2 = ||𝑦 − 𝑋ω1||2

2，于是ω1亦为最优解。 

*加入 L2正则项时上述结论仍成立，利用勾股定理知ω1模长不超过ω。 

于是，设ω = ∑ β𝑖𝑖 ϕ(𝑥𝑖)，损失函数即为 



𝑙(β) =∑(−𝑦𝑖∑β𝑗
𝑗

κ(𝑥𝑗, 𝑥𝑖) + ln(1 + exp(∑β𝑗
𝑗

κ(𝑥𝑗, 𝑥𝑖))))

𝑖

 

再对β最小化即可。 

 

4. 

如下构造： 

 

则问题即化为𝑚𝑎𝑥
α′

𝑔(α′) = α′𝑇𝑣 −
1

2
α′𝑇𝐾α′，使得𝐶 ≽ α′ ≽ 0且α′𝑇𝑢 = 0。 

 

5. 

假设𝑥为𝑛维，由于(𝑥𝑖
𝑇𝑥𝑗)

2
= (∑ 𝑥𝑖𝑘𝑘 𝑥𝑗𝑘)

2
= ∑ 𝑥𝑖𝑘1≤𝑘≤𝑛,1≤𝑙≤𝑛 𝑥𝑗𝑘𝑥𝑖𝑙𝑥𝑗𝑙，记𝑀𝑘,𝑙 = 𝑥𝑖𝑘𝑥𝑖𝑙，

其中𝑀为𝑛 × 𝑛的矩阵，将𝑀按照行先列后展开成向量即为ϕ(𝑥𝑖)。 

  



Homework 4 

PB20000296 郑滕飞 

第八章： 

1. 

∂ℓ(𝐻|𝐷)

∂𝐻
= −ℓ’(−𝐻(𝑥))𝑃(𝑓(𝑥) = 1|𝑥) + ℓ′(𝐻(𝑥))𝑃(𝑓(𝑥) = −1|𝑥) 

下记𝑃1 = 𝑃(𝑓(𝑥) = 1|𝑥), 𝑃−1 = 𝑃(𝑓(𝑥) = −1|𝑥)。由于ℓ(−𝑓(𝑥)𝐻(𝑥))对𝑓𝐻在给定区间单

调减，ℓ(𝐻(𝑥))必然在[−δ,∞]单调增，于是对𝐻导数大于 0。 

当𝐻(𝑥) = 0时，此式变为ℓ’(0)(𝑃−1 − 𝑃1)，符号与𝑃−1 − 𝑃1相同。当𝑃1 > 𝑃−1，由此式为

负，即这点处损失函数局部单调减，其右侧必有极小值，即𝐻(𝑥) > 0，𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐻(𝑥)) = 1。

反之，当𝑃−1 < 𝑃1时，此式为正，这点处损失函数局部单增，极小值在左侧，即𝐻(𝑥) <

0，𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐻(𝑥)) = −1，从而得证。 

[由于损失函数一般具有凸性，极小值点可以作为最小值点；这里假设损失函数可以被

极小化，不考虑不收敛的情况。] 

 

2. 

Multi Boosting：优点为参与投票的是训练结果已较强的 boosting结果，单个的准

确率都得到提升，但缺点是 boosting过程中越往后的学习器具有的独立性越差。 

Iterative Bagging：优点为通过后续迭代进一步增强了 bagging投票的结果，缺点

为 bagging的投票结果已经具有了某种意义上“均匀”的分布，迭代对结果的改进可能并

不明显。 

 

第九章： 

1. 

由于度量建立在长度相同的向量上，可不妨设为单位球上，所有向量模长为 1。 

对余弦距离，不妨考虑三维，令𝑥 = (1,0,0), 𝑦 = (
√2

2
,
√2

2
, 0) , 𝑧 = (0,1,0)，则 

1 − 𝑥𝑇𝑦 + 1 − 𝑦𝑇𝑧 = 2 − √2 < 1 = 1 − 𝑥𝑇𝑧 
于是余弦距离不为度量。 

为了证明余弦夹角为度量，只需要在两边同取 cos时说明成立，即证明 

cos arccos 𝑥𝑇𝑧 ≥ cos(arccos 𝑥𝑇𝑦 + arccos 𝑦𝑇𝑧) 

其等价于𝑥𝑇z ≥ 𝑥𝑇y𝑦𝑇z − √(1 − (𝑥𝑇𝑦)2)(1 − (𝑦𝑇𝑧)2)，由于旋转不影响结果可不妨设 y

只有第一个分量为 1，其他为 0，则原式移项后同平方可化简为(1 − 𝑥1
2)(1 − 𝑧1

2) ≥

(𝑥2𝑧2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑧𝑛)
2，注意到 x、z的模为一，此即柯西不等式，原命题得证。 

 

2. 

首先，m个样本 k聚类的总可能数𝑚𝑘，只有有限种结果，因此只要迭代有极限，必然在



有限步之后等于最终值且不再改变。 

构造能量函数𝐸(𝑇, μ) = ||𝑥 − 𝑇μ||𝐹
2，下面说明其在迭代过程中单调减： 

将某个 x划分到离它最近的类时，由于||𝑥𝑖 − μ𝑛𝑒𝑤|| < ||𝑥𝑖 − μ𝑜𝑙𝑑||，而其他行不变，于

是𝐸(𝑇𝑛𝑒𝑤, μ) < 𝐸(𝑇𝑜𝑙𝑑 , μ)。 

更新某类均值向量时，求导可知∑ ||𝑥𝑖𝑖 − α||2 ≤ ∑ ||𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅||2，其中𝑥̅代表均值，而其他

类不变，于是𝐸(𝑇, μnew) ≤ 𝐸(𝑇, μold)。 

由于其单调减且聚类可能性有限，总会在某一步后其不再变化。注意到，算法中只要更

改某个 x的所在类，能量一定严格减小，因此不再变化蕴含着聚类结果不变，即算法收

敛。 

 

3. 

这时的能量函数为𝐸(𝑇, μ) = ∑ ||𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1 − 𝑡𝑖

𝑇μ||，此处的范数表示采用的度量，可以根据计

算需求取次方(如欧氏距离取了平方)。在𝑇固定时，优化μ即相当于对每个簇的𝑥𝑖寻找最

小值，即μ = argmin
α

∑ ||𝑥𝑥∈𝐶𝑐 − α||，假设距离函数具有一定光滑性，可以令其对α偏导

数为 0进行求解。 

(例如，当采用曼哈顿距离时，得到的μ的每个分量为此类中的𝑥对应分量的中位数。) 

  



Homework 5 

PB20000296 郑滕飞 

第十章： 

1. 

样本无限时𝑃(𝑐|𝑧) = 𝑃(𝑐|𝑥)，设|𝒴| = 𝑛，𝑃(𝑐|𝑥)分别为𝑝1, … , 𝑝𝑛，不妨设𝑝1 ≥ 𝑝2… ≥ 𝑝𝑛： 

第一个不等号即∑ 𝑝𝑖
2

𝑖 ≤ 𝑝1，由于2(𝑎2 + 𝑏2) = (𝑎 + 𝑏)2 + (𝑎 − 𝑏)2，当和一定时相

差越大平方和越大，左侧在尽量多分量取到𝑝1时取最大值，于是当𝑝1 ∈ (
1

𝑘
,

1

𝑘−1
]

时，左减右≤ (𝑘 − 1)𝑝1
2 + (1 − (𝑘 − 1)𝑝1)

2 − 𝑝1 = (𝑘𝑝1 − 1)((𝑘 − 1)𝑝1 − 1) ≤ 0，

从而得证。 

第二个不等号计算化简得(𝑛 − 1)∑ 𝑝𝑖
2

𝑖>1 ≥ 1 − 2𝑝1 + 𝑝1
2，利用柯西不等式可知固定𝑝1时

左侧≥ (1 − 𝑝1)
2 = 1 − 2𝑝1 + 𝑝1

2，从而成立。 

 

2. 

利用奇异值分解计算可知𝑋𝑋𝑇的特征值是𝑋对应奇异值的平方，而通过 QR方法等办法直

接计算奇异值分解可以规避大矩阵的乘法，加快效率。 

 

3. 

*δ𝑖
𝑗在𝑖 = 𝑗时为 1，否则为 0，记𝑤𝑖为𝑊的第𝑖个列向量。 

记𝑋𝑋𝑇的第 i 行第 j 列为𝑧𝑖𝑗，则直接计算可知 tr(𝑊𝑇𝑋𝑋𝑇𝑊) = tr(𝑋𝑋𝑇𝑊𝑊𝑇) =

∑ ∑ 𝑧𝑗𝑖 ∑ 𝑤𝑖𝑙
𝑑’
𝑙=1 𝑤𝑗𝑙

𝑑
𝑗=1

𝑑
𝑖=1 ，从而利用𝑧𝑖𝑗 = 𝑧𝑗𝑖计算得其对𝑤𝑠𝑡求偏导的结果为2∑ 𝑧𝑠𝑖

𝑑
𝑖=1 𝑤𝑖𝑡，

即
∂𝑡𝑟(𝑊𝑇𝑋𝑋𝑇𝑊)

∂𝑊
= 2𝑋𝑋𝑇𝑊。而右侧的等式约束事实上是𝑑’2个约束𝑤𝑖

𝑇𝑤𝑗 = δ𝑖
𝑗，假设对每

个的拉格朗日乘子为λ𝑖𝑗（注意到由内积对称性λ𝑖𝑗 = λ𝑗𝑖），由于𝑤𝑖
𝑇𝑤𝑗对𝑤𝑠𝑡求导后为

δ𝑖
𝑠𝑤𝑡𝑗 + δ𝑗

𝑠𝑤𝑡𝑖，乘子部分对𝑤𝑠𝑡导数为∑ ∑ λ𝑖𝑗(δ𝑖
𝑠𝑤𝑡𝑗 + δ𝑗

𝑠𝑤𝑡𝑖)
𝑑′
𝑗=1

𝑑′
𝑖=1 = 2∑ λ𝑖𝑠

𝑑′
𝑖=1 𝑤𝑡𝑖，于是

乘子部分对𝑊的导数为2𝑊Λ，其中Λ = (λ𝑖𝑗)。利用乘子法极值条件可知，𝑊在符合约束

且存在对称矩阵Λ使得𝑋𝑋𝑇𝑊 = 𝑊Λ时取到极值。 

由于实对称方阵可以正交相似对角化，若存在这样的Λ，设其对角化为𝑄𝐷𝑄𝑇，计算可得

𝑋𝑋𝑇𝑊𝑄 = 𝑊𝑄𝐷，由于相似不影响 tr的值，取𝑊’ = 𝑊𝑄计算得仍然取到极值且符合约

束条件，因此，可直接寻找使Λ为对角阵的解𝑊，而这意味着𝑊的每一列都是𝑋𝑋𝑇的特征

值。 

代入在原式中代入𝑋𝑋𝑇𝑤𝑖 = λ𝑖𝑤𝑖，计算可知𝑡𝑟(𝑊𝑇𝑋𝑋𝑇𝑊) = ∑ λ𝑖
𝑑’
𝑖=1 ||𝑤𝑖||2

2，利用约束条



件可知||𝑤𝑖||2
2 = 1，于是 tr变为∑ λ𝑖

𝑑’
𝑖=1 ，由于实对称方阵特征值是非负实数，其不超过

最大的𝑑’个特征值(重复特征值算多个)，下面证明其可以取到。 

利用实对称方阵可以正交相似对角化，假设对角化为𝑄𝑇𝑋𝑋𝑇𝑄 = 𝐷𝑤，通过置换阵相似可

不妨设𝐷𝑤的特征值按从大到小排列。取𝑄的前𝑑’列为𝑊，直接计算可知𝑊𝑊𝑇 = 𝐼，且此

时即取到最大值，故得证(可发现此时𝑊每列恰好是对应特征值的一个特征向量)。 

 

4. 

不是。只要举出例子即可，当右侧只有一个𝑥𝑖 − 𝑥𝑗时，条件可化为||𝑃𝑥||2 ≥ 1，其中𝑥即

为对应的差值。不妨令二维情况𝑥 = (1,0)，则𝑃需要满足𝑃11
2 + 𝑃12

2 ≥ 1，即四维空间中的

某种“圆柱面外部”，当𝑃取(
1 0
0 0

) , (
−1 0
0 0

)时均符合，但(
0 0
0 0

)不符合，从而限定区域

不凸，不是凸优化。 

(对于更一般的情况，分析容易发现大部分情况下由于区域非凸，不构成凸优化。) 

 

第十一章： 

1. 

当最小情况下平方误差项等值线恰好与 L1范数等值面相切时，产生的解不稀疏。 

计算可以发现，由于平方误差项等值线是凸的，在形状不同时相切的概率在特定维度下

不会超过给定值(如二维不会超过 1/2)，但 L2范数正则化以1的概率产生不稀疏的解，

因此 L1更容易产生稀疏解。 

 

2. 

零范数光滑性过差(不连续)，不存在有效的梯度，于是所有利用梯度递降等的数值求解

思路都无法使用，剩下的求解方法开销较大。 

(此外零范数非凸也会导致求解更加困难。) 

 

3. 

[以下考虑损失函数时都在 X中增加一列以将 b并入 w] 

 

线性回归损失函数(𝑦 − 𝑋𝑤)𝑇(𝑦 − 𝑋𝑤)，梯度为2𝑋𝑇(𝑋𝑤 − 𝑦)，计算发现 

||2𝑋𝑇(𝑋𝑤1 − 𝑦) − 2𝑋𝑇(𝑋𝑤2 − 𝑦)|| = ||2𝑋𝑇𝑋(𝑤1 −𝑤2)|| ≤ ||2𝑋𝑇𝑋||||𝑤1 −𝑤2|| 

其中矩阵外的范数符号代表矩阵二范数，由此可知其满足 L-Lipschitz 条件，对应的

L为||2𝑋𝑇𝑋||。 

 

对率回归损失函数∑ −𝑦𝑖𝑤
𝑇

𝑖 𝑥𝑖 + ln(1 + exp(𝑤𝑇𝑥𝑖))，梯度为∑ (−𝑦𝑖 +
1

1+exp(−𝑧𝑖)
) 𝑥𝑖𝑖 ，其

中𝑧𝑖 = 𝑤𝑇𝑥𝑖。首先，乘正交阵可不妨设𝑥𝑖只有第一个分量非零，从而估计知 

||(𝑤1
𝑇 −𝑤2

𝑇)𝑥𝑖|| ≤ ||𝑤1 −𝑤2||||𝑥𝑖|| 

另一方面，
1

1+exp(−𝑧)
对 z求导得−

𝑒𝑧

(1+𝑒𝑧)2
，进一步求导知其不超过 1/4，因此|

1

1+𝑒𝑥𝑝(−𝑧1)
−

1

1+𝑒𝑥𝑝(−𝑧2)
| ≤

1

4
|𝑧1 − 𝑧2|。综合以上可知 



||Δ𝑓(𝑤1) − Δ𝑓(𝑤2)|| ≤∑|
1

1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑧1𝑖)
−

1

1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑧2𝑖)
| ||𝑥𝑖

𝑖

|| 

≤
1

4
∑|𝑧1𝑖
𝑖

− 𝑧2𝑖|||𝑥𝑖|| ≤ ||𝑤1 −𝑤2||
1

4
∑||𝑥𝑖
𝑖

||2 =
1

4
||𝑋||𝐹

2 ||𝑤1 − 𝑤2|| 

由此可知其满足 L-Lipschitz条件，对应的 L可以取
1

4
||𝑋||𝐹

2。 
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第七章： 

1. 

由于只需要比较大小，又由 ln单调性，比较 

ln 𝑃 (𝑐)∏𝑃(𝑥𝑖|𝑐)

𝑑

𝑖=1

= ln𝑃 (𝑐) +∑ln𝑃 (𝑥𝑖|𝑐)

𝑑

𝑖=1

 

即可。 

 

2. 

由两样本同分布，LDA中Σ
0
= Σ

1
= Σ，于是ω = Σ

−1 μ0−μ1

2
，分类边界也即考虑 

𝑚𝑖𝑛{|𝑥𝑇ω− μ0
𝑇ω| , |𝑥𝑇ω− μ1

𝑇ω|} 

于是分类边界为𝑥𝑇ω =
μ0+μ1

2

𝑇
Σ
−1 μ0−μ1

2
，即2𝑥Σ

−1
(μ0 − μ1) = (μ0 + μ1)

𝑇Σ
−1
(μ0 − μ1)，

直接展开得到 

2𝑥Σ
−1
μ0 − μ0

𝑇Σμ0 = 2𝑥Σ
−1
μ1 − μ1

𝑇Σμ1 

同减𝑥𝑇Σ
−1
𝑥即得到 

(𝑥 − μ0)
𝑇Σ(𝑥 − μ0) = (𝑥 − μ1)

𝑇Σ(𝑥 − μ1) 

贝叶斯分类器中，分类边界也即𝑃(+)𝑃(𝑥|+) = 𝑃(−)𝑃(𝑥|−)，计算即 

𝑃(+)𝑐 exp(−
1

2
(𝑥 − μ0)

𝑇Σ
−1
(𝑥 − μ0)) = 𝑃(−)𝑐 exp(−

1

2
(𝑥 − μ1)

𝑇Σ
−1
(𝑥 − μ1)) 

其中由于协方差矩阵相同，c为同样的系数。 

由于同先验，消去得到 

(𝑥 − μ0)
𝑇Σ(𝑥 − μ0) = (𝑥 − μ1)

𝑇Σ(𝑥 − μ1) 

与 LDA相同。此外，显然μ0和μ1分别分到+与-中，因此对边界两侧的判定相同，从而可

知结果一致。 

 

3. 

只需说明需要最大化的边际似然𝑙𝑛 𝑃(𝑋|Θ)在算法中单调上升，又由有界性即知收敛，由

于此函数与估计 Z的过程无关，只需要证明 M步更新估计时上升即可。 

根据贝叶斯公式，有ln 𝑃 (𝑋|Θ
t
) = ln𝑃 (𝑋, 𝑍|Θ

t
) − ln𝑃 (𝑍|𝑋,Θ

t
)，对P (𝑍|X,Θ

𝑡
)求和可

得(左侧与 Z无关因此直接提取消去) 

ln 𝑃 (𝑋|Θ
𝑡
) =∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ

𝑡
) ln𝑃 (𝑋, 𝑍|Θ

t
)

𝑧

−∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln𝑃 (𝑍|𝑋,Θ

𝑡
)

𝑧

 



同理 

ln 𝑃 (𝑋|Θ
𝑡+1

) =∑𝑃 (𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln𝑃 (𝑋, 𝑍|Θ

t+1
)

𝑧

−∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln 𝑃 (𝑍|𝑋,Θ

𝑡+1
)

𝑧

 

由于Θ
𝑡+1

为使得∑ 𝑃 (𝑍|𝑋,Θ
t
) ln𝑃 (𝑋, 𝑍|Θ)𝑧 最大的Θ，必有 

∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln𝑃 (𝑋, 𝑍|Θ

t+1
)

𝑧

≥∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln𝑃 (𝑋, 𝑍|Θ

t
)

𝑧

 

于是只需证明 

∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln𝑃 (𝑍|𝑋,Θ

𝑡+1
)

𝑧

≤∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln𝑃 (𝑍|𝑋,Θ

𝑡
)

𝑧

 

即 

∑𝑃(𝑍|𝑋,Θ
𝑡
) ln

𝑃 (𝑍|𝑋,Θ
𝑡+1

)

𝑃 (𝑍|𝑋,Θ
𝑡
)𝑧

≤ 0 

下面证明对任何概率分布函数𝑓, 𝑔有Ef [ln
g(x)

f(x)
] = ∑ 𝑓(𝑥) ln

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)𝑥 ≤ 0。 

根据琴生不等式，由 f是离散分布，ln为凸函数，有∑ 𝑓(𝑥) ln
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)𝑥 ≤ ln (∑ 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)𝑥 )，

而右侧即为∑ 𝑔(𝑥)𝑥 = 1，于是取 ln为 0，得证。 

综上即得结论。 

 

4. 

由条件概率定义，原式即
𝑃(𝑥1,…,𝑥𝑛+1)

𝑃(𝑥1,…,𝑥𝑛)
，由此只需要计算𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛)。 

根据马尔可夫链的定义，𝑃(𝑥1, 𝑦1, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑃(𝑦1)∏ 𝑃(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)∏ 𝑃(𝑥𝑡|𝑦𝑡)
𝑛
𝑡=1

𝑛
𝑡=2 ，于

是𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∑ 𝑃(𝑦1)∏ 𝑃(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)∏ 𝑃(𝑥𝑡|𝑦𝑡)
𝑛
𝑡=1

𝑛
𝑡=2𝑦1,…,𝑦𝑛 。 

而根据上式化简有 

𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛+1) = ∑ 𝑃(𝑦1)∏𝑃(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)∏𝑃(𝑥𝑡|𝑦𝑡)

𝑛

𝑡=1

𝑛

𝑡=2

∑ 𝑃(𝑦𝑛+1|𝑦𝑛)𝑃(𝑥𝑛+1|𝑦𝑛+1)

𝑦𝑛+1𝑦1,…,𝑦𝑛

 

由于
𝑃(𝑦1)∏ 𝑃(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)∏ 𝑃(𝑥𝑡|𝑦𝑡)

𝑛
𝑡=1

𝑛
𝑡=2

∑ 𝑃(𝑦1)∏ 𝑃(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)∏ 𝑃(𝑥𝑡|𝑦𝑡)𝑛
𝑡=1

𝑛
𝑡=2𝑦1,…,𝑦𝑛

= 𝑃(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝑥1, … , 𝑥𝑛)，最终可写出 

𝑃(𝑥𝑛+1|𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∑ 𝑃(𝑦𝑛+1|𝑦𝑛)𝑃(𝑥𝑛+1|𝑦𝑛+1)

𝑦𝑛+1

𝑃(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

在转移概率 A，观测概率 B，初始状态概率π的情况下，可以写为 

𝑃(𝑥𝑛+1|𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∑ 𝑎𝑖𝑛+1,𝑖𝑛
𝑖𝑛+1

𝑏𝑥𝑛+1,𝑖𝑛+1𝑃(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

其中𝑃(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
π𝑖1∏ 𝑎𝑖𝑡,𝑖𝑡−1 ∏ 𝑏𝑥𝑡,𝑖𝑡

𝑛
𝑡=1

𝑛
𝑡=2

∑ π𝑖1 ∏ 𝑎𝑖𝑡,𝑖𝑡−1∏ 𝑏𝑥𝑡,𝑖𝑡
𝑛
𝑡=1

𝑛
𝑡=2𝑖1,…,𝑖𝑛

，𝑖𝑡代表𝑦𝑡对应的编号。 

 

第十四章： 

1. 

(1) 



p(𝐷, μ, λ) = 𝑝(𝐷|μ, λ)𝑝(μ, λ)，直接计算得为 

(2π)−(𝑚+1)/2𝑏0
𝑎0√κ0

Γ(𝑎0)
λ(𝑚−1)/2+𝑎0 exp(−

λ

2
(∑(𝑥𝑖 − μ)2

𝑖

+ κ0(μ − μ0)
2) − 𝑏0λ) 

(2) 

这里𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑍 = (λ, μ),Θ = (𝑎0, 𝑏0, μ0, κ0)，记欲确定的参数为(𝑎, 𝑏, 𝑢, κ)(μ记号

重复)，证据下界为∫ 𝑄(μ, λ) ln
𝑃(μ,λ,𝐷)

𝑄(μ,λ)μ,λ
，其中 

𝑄(μ, λ) = √
κ

2π

𝑏𝑎

Γ(𝑎)
λ−1/2+𝑎 exp (−

λ

2
κ(μ − 𝑢)2 − 𝑏λ) 

利用凸函数的积分琴生不等式，由于 Q非负且积分为 1可知 

∫ 𝑄(μ, λ)
μ,λ

ln
𝑃(μ, λ, 𝐷)

𝑄(μ, λ)
≤ ∫ 𝑙𝑛

𝑃(μ, λ, 𝐷)𝑄(μ, λ)

𝑄(μ, λ)μ,λ

= ∫ 𝑙𝑛 𝑃(μ, λ, 𝐷)
μ,λ

= 𝑙𝑛 𝑃(𝐷) 

即说明了它是下界。 

代入两式可知结果为 

∫ ∫ √
κ

2π

𝑏𝑎

Γ(𝑎)
λ−1/2+𝑎 exp (−

λ

2
κ(μ − 𝑢)2 − 𝑏λ)

∞

μ=−∞

∞

λ=0

⋅ (𝐴 + 𝐵) 

其中 

𝐴 = 𝑙𝑛 (
(2π)−m/2𝑏0

𝑎0√κ0Γ(a)

ba√κΓ(𝑎0)
λ𝑚/2+𝑎0−𝑎) + (𝑏 − 𝑏0)λ 

𝐵 = −
λ

2
(∑(𝑥𝑖 − μ)2

𝑖

+ κ0(μ − μ0)
2 − κ(μ − 𝑢)2) 

先对μ积分，记𝐺 =
𝑏𝑎λ𝑎−1

Γ(𝑎)
𝑒𝑥𝑝(−𝑏λ)可得 

∫ 𝐺(𝐴 + 𝐵′)
∞

λ=0

 

其中 

𝐵′ = −
λ

2
(
𝑚 + κ0 − κ

λκ
+∑(𝑥𝑖 − 𝑢)2

𝑖

+ κ0(μ0 − 𝑢)2) 

而 由 于 ∫
𝑏𝑎λ𝑎−1

Γ(𝑎)
𝑒𝑥𝑝(−𝑏λ)

∞

0
= 1 ， ∫

𝑏𝑎λ𝑎

Γ(𝑎)
𝑒𝑥𝑝(−𝑏λ)

∞

0
=

a

b
， ∫

𝑏𝑎λ𝑎−1

Γ(𝑎)
𝑒𝑥𝑝(−𝑏λ)

∞

0
ln λ =

− 𝑙𝑛 𝑏 + 𝑓(𝑎)可算得积分为 

ln (
(2π)−m/2𝑏0

𝑎0√κ0Γ(a)

ba√κΓ(𝑎0)
) +

𝑎(𝑏 − 𝑏0)

𝑏
−
𝑚 + κ0 − κ

2κ
 

−
𝑎

2𝑏
(∑(𝑥𝑖 − 𝑢)2

𝑖

+ κ0(μ0 − 𝑢)2) + (
𝑚

2
+ 𝑎0 − 𝑎) (− 𝑙𝑛 𝑏 + 𝑓(𝑎)) 



其中𝑓(𝑎) =
𝑑

𝑑𝑎
ln Γ (𝑎)。 

(3) 

证据下界对 a求导为(消去共同部分𝑓(𝑎) − ln 𝑏) 

𝑏 − 𝑏0
𝑏

−
1

2𝑏
(∑(𝑥𝑖 − 𝑢)2

𝑖

+ 𝜅0(𝜇0 − 𝑢)2) + 𝑓’(𝑎) (
𝑚

2
+ 𝑎0 − 𝑎) 

对 b求导为 

−
𝑎

𝑏
−
𝑎𝑏0
𝑏2

+
𝑎

2𝑏2
(∑(𝑥𝑖 − 𝑢)2

𝑖

+ κ0(μ0 − 𝑢)2) −
𝑚 + 2𝑎0 − 2𝑎

2𝑏
 

对 u求导为 

−
𝑎

𝑏
(∑(𝑢 − 𝑥𝑖)

𝑖

+ κ0(𝑢 − μ0)) 

对κ求导为 

−
1

2κ
+
𝑚 + κ0
2κ2

 

于是 

𝑢 =
κ0μ0 +∑ 𝑥𝑖𝑖

𝑚 + κ0
, κ = 𝑚 + κ0 

代入 b中部分消去可得对 a求导为 

−(
𝑚

2
+ 𝑎0 − 𝑎) + 𝑓’(𝑎) (

𝑚

2
+ 𝑎0 − 𝑎) 

其为 0也即 

𝑎 = 𝑎0 +
𝑚

2
 

带回原式化简可得 b需满足 

−(𝑏 − 𝑏0) +
1

2
(∑(𝑥𝑖 − 𝑢)2

𝑖

+ 𝜅0(𝜇0 − 𝑢)2) = 0 

即𝑏 = 𝑏0 +
1

2
(∑ (𝑥𝑖 − 𝑢)2𝑖 + 𝜅0(𝜇0 − 𝑢)2)，代入 u化简知 

𝑏 = 𝑏0 +
1

2
(∑𝑥𝑖

2

𝑖

+ κ0μ0
2 −

(κ0μ0 + ∑ 𝑥𝑖𝑖 )2

𝑚 + κ0
) 

最终结果： 

𝑢 =
κ0μ0 +∑ 𝑥𝑖𝑖

𝑚 + κ0
, κ = 𝑚 + κ0 

𝑎 = 𝑎0 +
𝑚

2
, 𝑏 = 𝑏0 +

1

2
(∑𝑥𝑖

2

𝑖

+ κ0μ0
2 −

(κ0μ0 + ∑ 𝑥𝑖𝑖 )2

𝑚+ κ0
) 

 

2. 



[Viterbi算法] 

由预测问题的性质，我们希望找到观测序列 x时使得 P(y|x)最大的 y，而根据条件有 

𝑃(𝒚|𝒙) =
1

𝑍
exp(∑∑𝜆𝑗𝑡𝑗(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖)

𝑛

𝑖=2

+∑∑𝜇𝑙𝑠𝑙(𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝐾2

𝑙=1

𝐾1

𝑗=1

) 

如 ppt中，记 

𝑓𝑘(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖) = {
𝑡𝑘(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖),  𝑘 = 1,… , 𝐾1
𝑠𝑙(𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖), 𝑙 = 𝐾1 + 𝑙; 𝑙 = 1,… , 𝐾2

 

𝐹𝑡(𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡 , 𝒙) = (𝑓1(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖), 𝑓2(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖), … , 𝑓𝐾(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝒙, 𝑖)), 𝐾 = 𝐾1 + 𝐾2 

𝒘 = (𝜆1, … , 𝜆𝐾1 , 𝜇1, … , 𝜇𝐾2) 

则 

𝑃(𝒚|𝒙) =
1

𝑍
exp(∑𝒘⊤𝐹𝑡(𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡 , 𝒙)

𝑛

𝑡=1

) 

注意到，这里𝐹𝑡只与 x、y的前 t个分量有关，于是假设最优的 y为𝑦∗，必然满足条件： 

𝑦1,…,𝑡−1
∗ = argmaxy1,…,yt-1P

(𝑦1, … , 𝑦𝑡−1|𝑦𝑡 , 𝑥1, … , 𝑥𝑡) 

否则，改变𝑦1, … , 𝑦𝑡−1可以使∑ 𝑤𝑇𝑡
𝑖=1 𝐹𝑖(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝑥)更大，而其后不受影响，总结果更大。 

根据这个最优子结构性质，我们构造如下的算法(假设𝑛 > 1，不妨设𝑦𝑖取值 1到 m)： 

第一步：对每个𝑦2,直接计算使得𝑃(𝑦1|𝑦2, 𝑥1, … , 𝑥𝑡)最大的𝑦1，并记为𝑦1
2,𝑡，t为 1到 m。 

第二步，从𝑦𝑖
𝑙,𝑠计算𝑦𝑖

𝑙+1,𝑡： 

注意到，只要𝑦𝑙 = 𝑠确定，之前的路径𝑦1到𝑦𝑙−1随之确定，所以为了计算𝑦𝑙+1 = 𝑡时最优

的𝑦1, … , 𝑦𝑙，只需要在 x确定时取𝑦𝑙 = argminyl{𝑃(𝑦𝑙+1 = 𝑡, 𝑦𝑙 = 𝑠, 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖
𝑙,𝑠)}。 

由此，计算出𝑦𝑖
𝑛,𝑠，并比较所有 s中使概率最大的，取这条路径即是最终结果。 

由于每步迭代需要进行𝑂(𝑚2)次比较(对𝑦𝑙,𝑡的每个 t 需要取 m 个中的最大值)，共进行

了𝑂(𝑛)次，比较次数𝑂(𝑚2𝑛)。 

由于共需要记录 m条路径，每条路径长𝑂(𝑛)，空间复杂度𝑂(𝑚𝑛)。 
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