
University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 1

第一章命题演算

刘贵全

gqliu@ustc.edu.cn

数理逻辑



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 2

§0  预备知识

内容提要

0.0 发展历史
0.1 集合论
0.2 Peano自然数公理
0.3 可数集
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• 形式逻辑始于亚里士多德
➢ 对概念、判断、推理及基本思维规律作了系统

研究。
➢ 局限：研究对象范围狭窄，限于主宾式语句和

三段论；未对量词加以研究，等等。

• 莱布尼兹设想能通过计算实现逻辑推理：确
定几个基本概念(并符号化)，基本概念之间不
得自相矛盾；所有概念都可通过基本概念复
合得到。
➢ 布尔部分实现了莱布尼兹的愿望：布尔代数
➢ 弗雷格、罗素、怀特海等逻辑学家、哲学家对

现代逻辑学作出了创造性贡献：《数学原理》

§0.0  发展历史
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• 逻辑学的发展与数学的公理化和形式化进程
是互相推进的。
➢ Hilbert规划 (一切能证明的都要证明)
➢ Gödel不完备性定理

• 逻辑的应用
➢ 人工智能：知识表示、推理与证明、规划…

➢ 自然语言理解
➢ 程 序 验 证 ( 科 创 验 证 学 习 平 台 ：

https://www.kcv4c.com)

➢ 此外，为证明歌德尔定理而提出和发展起来的
递归函数论是整个计算机科学的理论基础。无
论是研究算法，研究编程语言，研究程序，还
是研究程序数据，它都是必需的基本理论。

§0.0  发展历史
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• 几个概念
➢ 元语言与形式语言
➢ 元系统与形式系统

• 课程规划
➢ 以可数语言为基础的一阶逻辑系统
➢ 命题演算和谓词演算的可靠性与完全性
➢ 递归函数、歌德尔定理、图灵机等将在进阶课

程中讲授。

§0.0  发展历史
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• 子集与包含()

• 集合的相等：A=B AB 且 BA

• 幂集
• 集合的运算：并() ，交()，差(-)

• 集合与集合的积()集，n元关系与二元关系
• 等价关系
• 映射，等势
• n元函数与n元运算：集合A上的n元函数(映
射) f : An→A叫做A上的n元运算。

§0.1  集合论初等概念
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• 把自然数集N看成满足以下五条公理的集：
➢ 0N.

➢ 若xN，则x有且只有一个后继xN.

➢ 对任意xN，x0.

➢ 对任意x1,x2N， x1x2.

➢ 设MN. 若0M，且当xM时也有xM，则
M=N.

• 基于上述公理，自然数的很多性质可建立，
如：非空的自然数集中必有最小数。

§0.2  Peano自然数公理
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• 定理1(强归纳法) 假设关于自然数n的命题
P(n)满足以下条件：

1) P(0)成立；
2) 对于m>0，若k<m时P(k)都成立，则P(m)

也成立。
那么对任何自然数n， P(n)都成立。

• 证明：集合S={n|P(n)不成立}= 。

• 数论函数、递归定义

§0.2  Peano自然数公理
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• 有限集：空集或与{0,1,…,n}等势的集(nN)

• 可数集：与N等势的集
• 本节的命题及其证明同学们自己课下看看，课
堂上不讲证明过程。

§0.3  可数集
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§1  命题逻辑

内容提要

1.1 命题联结词与真值表
1.2 命题演算(L)的建立
1.3 命题演算的语义
1.4 命题演算L的可靠性与完全性
1.5 命题演算的其他课题
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§1.1  命题联结词与真值表

• 命题与真值

   命题：判断结果惟一的陈述句

   命题的真值：判断的结果

   真值的取值：真(1)与假(0)

   真命题与假命题

• 注意：
感叹句、祈使句、疑问句都不是命题

陈述句中判断结果不惟一确定的不是命题
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§1.1  命题联结词与真值表

• 否定词()

       设p是任意给定的命题，则p表示一新命题，读作“非
p”,为“命题p的否定命题”。

p为真  p为假

   

p p

0 

1

1

0 
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§1.1  命题联结词与真值表

• 合取词()

       设p,q是任意命题，则pq表示p与q的合取命题，读作
“p与(并且)q”。

pq为真  p与q都为真

  

p q pq

0 

0

1

1

0

1 

0

1

0

0

0

1
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§1.1  命题联结词与真值表

• 析取词()

       设p,q是任意命题，则pq表示p与q的析取命题，读作
“p或q”。

pq为真  p为真或q为真

  

➢可兼或与不可兼或 p q pq

0 

0

1

1

0

1 

0

1

0

1

1

1
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§1.1  命题联结词与真值表

• 蕴涵词(→)

       设p,q是任意命题，则p→q表示命题 “若p，则q”。

p→q为假  p为真且q为假

  

蕴涵式p→q中， p叫

做该式的“前件”，

q叫做该式的“后件”

p q p→q

0 

0

1

1

0

1 

0

1

1

1

0

1
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§1.1  命题联结词与真值表

• 等价词()

       设p,q是任意命题，则pq表示命题 “p当且仅当q”。

pq为真  p与q同为真或同为假

  

p q pq

0 

0

1

1

0

1 

0

1

1

0

0

1
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§1.1  命题联结词与真值表

• 通过真值表确定复合命题的真值(真、假)

       

        例1   (p)q的真值表如下

  

(0,1)称为(p)q的

成真指派， p与q的

其他真值组合称为

成假指派。

(  p )  q

1  0 

1  0

0  1

0  1

0

1 

0

0

0

1

0

1
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§1.1  命题联结词与真值表

例2   (pq) → (r  q)的真值表

  ( p    q ) → (  r  q )

0       0 

0       0

0       1

0       1

1       0 

1       0

1       1

1       1

0        0

1        0

0        1

1        1

0        0

1        0

0        1

1        1
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§1.1  命题联结词与真值表

• 通过真值表确定复合命题的真值(真、假)

       

        例3   (pq)((p)→q)的真值表如下

  

永真式与永假式
(p     q )  (( p)  →  q)

0   0   0 

0   1   1

1   1   0

1   1   1

1

1 

1

1

1   0    0   0

1   0    1   1

0   1    1   0

0   1    1   1
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§1.2  命题演算的建立

• 命题演算的形式化、公理化：只用、→

1.2.1  命题演算公式集

➢ 命题演算公式形成规则

1) (可数)命题变元x1,x2,…,xn,…中的每一个都是公式；

2) 若p是公式，则p是公式；若p,q是公式，则p→q是公
式；

3) 任一公式皆由1)、2)的有限次使用所形成。

• 记X={x1,x2,…,xn,…}. 用L(X)表示所有公式构成
的集合，则L(X)可进行分层

L(X)=L0 L1… Ln…
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§1.2.1  命题演算公式集

其中

L0=X={x1,x2,…,xn,…},

L1 ={x1, x2,…, xn,…,

x1→x1, x1→x2, …, x1→xn, …,

x2→x1, x2→x2, …, x2→xn, …,

…, xn→x1, xn→x2, …, xn→xn, …},

L2 ={(x1), (x2),…, (xn),…,

x1→(x1), (x1)→x1, …, x1→(xn), …,

(x1)→xn, …},

……
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§1.2.1  命题演算公式集

• 说明

1) L1中公式由L0中变元经过一次运算得来, L2中公
式由L0中变元经过二次运算得来, …

2) L(X)具有分层性——不同层次之间无公共元素。

3) Li(iN)都是可数集，故L(X)是可数集。

• 有时从集合Xn={x1,x2,…,xn}以同样方式建立公式
集L(Xn)，L(Xn)与L(X)具有相同的性质

• 附1和附2大家看看。
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§1.2.2  命题演算L

• 定义1(命题演算L)

    命题变元集X={x1,x2,…}上的命题演算L是指带有下面规
定的“公理”和“证明”的命题代数L(X):

1) “公理” 

取L(X)中如下模式的公式作为“公理”

(L1) p→(q→p)                                          (肯定后件律)

      (L2) (p→(q→r)) → ((p→q)→(p→r))       (蕴涵词分配律)

(L3) (p→q)→(q→p)                            (换位律)

其中p,q,rL(X)是任意公式。
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§1.2.2  命题演算L

• 命题演算L

2) “证明” 

设L(X)， pL(X)。“公式p从公式集可证”，指存
在L(X)的公式的有限序列p1,…,pn(=p)，且pk(k=1,…,n)满足：

(i) pk，或

      (ii) pk为“公理”，或

(iii) 存在i,j<k使pj=pi→pk. 

具有上述性质的有限序列p1,…,pn叫做p从的“证明”。
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§1.2.2  命题演算L

• 说明

1) 命题演算L以L(X)为基础框架，增加了新的逻辑结构。 

2) 这里的“公理”和“证明”是命题演算L 中的数学概
念(“公理”是L(X)中的一些特殊公式,“证明” 是L(X)中
的一些公式组成的具有特殊性质的有限序列)。 “证明”也
叫形式证明；后面常把引号去掉。

3) “公理”中的p,q,r是L(X)的任意元素，因此(L1),(L2), 

(L3)是三种(公理)模式，有无数条公式。

4) “公理”的取法不唯一。

5) 若p从可证，则“证明”不唯一。

6) “证明”中规则(iii)说的是，如果序列前面已有pi和
pi→pk，则可在后面写出pk。
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§1.2.2  命题演算L

• 定义2 (语法推论)

1) 若公式p从公式集可证，则写成⊢p，必要时也可写
成⊢ L p。 中的公式叫做“假定”，p叫做假定集的语法
推论。

2) 若⊢p，则称p为L的“定理”，记作⊢p，这时p的证
明简称为p在L中的证明。

3) 在一个证明中，当pj=pi→pk(i,j<k)时，就说pk由 pi, 

pi→pk使用假言推理(Modus Ponens)规则而得，或简单地说
“使用MP而得”。
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§1.2.2  命题演算L

• “证明”的一些性质

1) 若p是L的公理，则对任意公式集，都有⊢p。

2) 若⊢ p (即p为L的定理)，则对任意公式集，都有⊢ p。

3) 若p，则⊢p。

4) {p, p→q}⊢q。

5) 若⊢pn且p1,…,pn是pn从的一个证明，则对于k=1,…,n,

有⊢pk且p1,…,pk是pk从的一个证明。

6) 若是无限集且⊢p，则存在的有限子集使⊢p。

例1 证明 {p}⊢q→p.
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§1.2.2  命题演算L

例2 证明 ⊢(x1→x2) → (x1→x1).

例3 证明 {x1, x2 → (x1→x3)} ⊢ x2→x3.

命题1 ⊢ p→p (同一律)

证  下面给出p→p在L中的一个证明：

(1) p → ((p→p) → p)                                                           (L1)

(2) (p → ((p→p) → p)) → ((p→(p→p)) → (p→p))            (L2)

(3) (p→(p→p)) → (p→p)                                           (1),(2),MP

(4) p→(p→p)                                                                        (L1)

(5) p→p (3),(4),MP
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§1.2.2  命题演算L

命题2 ⊢ q → (q→p)  (否定前件律)

证  下面给出一个证明：

(1) (p→q)→(q→p)                                                          (L3)

(2) ((p→q)→(q→p)) → (q→((p→q)→(q→p)))    (L2)

(3) q→((p→q)→(q→p))                                     (1),(2),MP

(4) (q→((p→q)→(q→p))) →

((q→(p→q))→ (q→(q→p))) (L2)

(5) (q→(p→q)) → (q→(q→p))                        (3),(4),MP

(6) q→(p→q)                                                                (L1)

(7) q→(q→p)                                                             (5),(6),MP
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§1.2.2  命题演算L

定义3(无矛盾公式集)  如果对任何公式q，⊢q和⊢ q二者
都不同时成立，就称公式集为无矛盾公式集，否则称是
有矛盾公式集。

命题3 若是有矛盾公式集，则对任意公式𝑝,都有 ⊢ 𝑝。

证  若是有矛盾公式集，则存在公式q，使得⊢q和⊢ q

同时成立，于是可得p从的一个证明：

…, q, …, q, q→(q→p), q→p, p

上面用到了命题2的结论。
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§1.2.3  演绎定理

定理 (演绎定理)  {p} ⊢ q    ⊢ p→q。

证 () 假定 ⊢ p→q。由定义，p→q在L中有一个从的证
明p1,…,pn(=p→q)，于是

p1,…,pn(=p→q), q

为q在L中从{p}的证明。

() 假定{p} ⊢ q ，并设q1,…,qn(=q)是q从{p}的一
个证明。下面对以上证明的长度n归纳地证明 ⊢ p→q。

1) n=1时，有三种可能：q=p, q或q是公理。这时都有
⊢p→q：q=p时，由1.2.2命题1知⊢p→p，也就是⊢p→q；
当q或q是公理时，下面即为p→q从的一个证明

q, q→(p→q), p→q
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§1.2.3  演绎定理

2) n>1时，有四种可能：q=p, q, q是公理或q是使用
MP而得。

下面只需讨论q由qi及qj=qi→q使用MP而得的情形。因为
i,j<n，由归纳假设

             {p} ⊢ qi   ⊢ p→qi

{p} ⊢ qj   ⊢ p→qj 即 ⊢ p→ (qi→q)

于是可得到p→q从的一个证明：

ቑ

1 ……

……

𝑘 𝑝→𝑞𝑖

p→qi从的一个证明
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§1.2.3  演绎定理

ቑ

𝑘+1 ……

……

𝑙 𝑝→(𝑞𝑖→𝑞)

p→(qi→q)从的一个证明

(l+1)  (p→(qi→q)) → ((p→qi) → (p→q))                      (L2)

(l+2)  (p→qi) → (p→q)                                      (l),(l+1),MP

(l+3)  p→q                                                          (k),(l+2),MP

以上就完成了归纳过程。
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§1.2.3  演绎定理

推论 (假设三段论)  {p→q, q→r} ⊢ p→r。

证 由演绎定理，只需证{p→q, q→r,p} ⊢ r。我们很容易写出
r从{p→q, q→r,p}的证明：

• 假设三段论记作HS，以后可作为推理规则直接引用。

• 在演绎定理的证明过程中没有用到(L3)，说明把(L3)去掉
或换成别的公理，演绎定理对新的命题演算系统仍然成
立。



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 35

§1.2.3  演绎定理

例1  重新证明 ⊢ q → (q→p) 。

证 由演绎定理，只要证{q} ⊢ q→p。下面是q→p从{q}的
证明：

(1)  q → (p→q)                                                    (L1)

(2)  q                                                                          假定

(3)  (p→q)                                                      (1),(2),MP

(4)  (p→q) → (q→p)                                               (L3)

(5)  q→p (3),(4),MP
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§1.2.3  演绎定理

命题1(否定肯定律)  重新证明 ⊢ (p→p)→p 。

证 由演绎定理，只用证{p→p} ⊢ p。下面是p从{p→p}的
证明：

(1)  p → (p→(p→p))                                 (否定前件律)

(2)  (p → (p→(p→p))) →

((p→p) → (p →(p→p))                      (L2)

(3) (p→p) → (p →(p→p))                         (1),(2),MP

(4)  p→p 假定

(5) p →(p→p)                                               (3),(4),MP

(6) (p →(p→p)) → ((p→p)→p)                           (L3)

(7) (p→p)→p                                                       (5),(6),MP

(8)  p                                                                       (4),(7),MP
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§1.2.4  反证律与归谬律

定理1(反证律)  

                       ቋ
Γ ∪ {¬𝑝} ⊢ 𝑞

Γ ∪ {¬𝑝} ⊢ ¬𝑞
  ⊢ p

证 由于q和q都从∪ {p}可证，于是可以给出p从∪ {p}
的证明：

ቑ

1 ……

……

𝑘 𝑞

q从∪ {p}的一个证明

ቑ

𝑘+1 ……

……

𝑙 𝑞

q从 ∪ {p}的一个证明
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§1.2.4  反证律与归谬律

(l+1) q → (q→p)                                             否定前件律

(l+2)  q→p                                                          (l),(l+1),MP

(l+3)  p                                                                (k),(l+2),MP

至此证明了∪ {p} ⊢ p (但未达到 ⊢ p)。我们用一次
演绎定理可得 ⊢ p→p，由此可将p从的证明构造出来：

(m+1) (p→p)→p                                            否定肯定律

(m+2)  p                                                           (m),(m+1),MP

于是有  ⊢ p。

ቑ

1 ……

……

𝑚 𝑝→𝑝

p→p从的一个证明
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§1.2.4  反证律与归谬律

• 反证律与我们熟悉的反证法原理一致：为证一个命题，
先否定它，如果推出矛盾，就可以肯定它。

• 反证律的证明没直接应用(L3)，但使用的否定前件律和
否定肯定律都需要(L3)。

例1 证明 ⊢ (p→q) → ((p→q)→p).

证  由演绎定理，只用证{p→q, p→q} ⊢ p。为用反证律，
将p作为新假定，则以下公式从{p→q, p→q, p}可证：

(1) p 假定

(2) p→q                                                                    假定

(3) q                                                                    (1),(2),MP

(4) p→q                                                                       假定

(5)  q                                                                      (1),(4),MP
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§1.2.4  反证律与归谬律

由(3),(5)用反证律即得{p→q, p→q} ⊢ p。                  毕

而只用演绎定理证明则要长一些。

定理1的推论 (双重否定律)

1) {p} ⊢ p,

2) ⊢ p→p

证  用反证律证1)，把p作为新假定，然后可得

(i) {p, p} ⊢ p,

(ii) {p, p} ⊢ (p).

由(i),(ii)用反证律即得{p} ⊢ p，再用演绎定理可得2)。
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§1.2.4  反证律与归谬律

定理2 (归谬律)

ቋ
Γ ∪ {𝑝} ⊢ 𝑞

Γ ∪ {𝑝} ⊢ ¬𝑞
  ⊢ p

证  由于{p} ⊢ q，故存在q从{p}的证明，在该证明中
所有出现的p之前都插入p和p→p这两项，于是该证明
就变成了q从{ p}的证明，从而

(1) { p} ⊢ q,

同理由已知条件{p} ⊢ q可以得到

(2) { p} ⊢ q.

由(1),(2)用反证律即得⊢ p。这样从反证律推出了归谬律。
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§1.2.4  反证律与归谬律

例2 证明 ⊢ p→(q → (p→q)).

由演绎定理，只用证{p,q} ⊢ (p→q)。再把p→q 作为新
假定，立即可得…

定理2的推论 (第二双重否定律)

1) {p} ⊢ p,

2) ⊢ p→p

证  因为

(i) {p, p} ⊢ p,

(ii) {p, p} ⊢ p.

由(i),(ii)用归谬律即得{p} ⊢ p，再用演绎定理可得2)。
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§1.2.5  析取、合取与等值

在{, →}型代数L(X)中，可定义二元运算(析取)、
(合取)、 (等值)：

pq=df p→q

pq=df (p→q)

pq=df (p→q)  (q→p)

命题1

1) ⊢ p→ (pq),

2) ⊢ q→ (pq),

3)  ⊢ (pq) → (qp),

4)  ⊢ (pp) → p,

5)  ⊢ p  p .   (排中律)
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§1.2.5  析取、合取与等值

证  1) 由否定前件律⊢ p→ (p→q)及演绎定理(两次)，得

{p，p} ⊢ q

再重新用两次演绎定理便得⊢ p→ (p→q)，此即1)。

2) q→ (p→q)是(L1)型公理。

4) (pp) → p就是否定肯定律。

5) 排中律就是双重否定律。

命题2

1) ⊢ (pq) → p,

2) ⊢ (pq) → q,

3)  ⊢ (pq) → (qp),
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§1.2.5  析取、合取与等值

4)  ⊢ p → (pp),

5)  ⊢ p → (q → (pq)),

6)  ⊢ (pp) .   (矛盾律)

证  1) 即要证⊢ (p→ q)→p，以下是一个证明

(1)  p→(p→q) 否定前件律

(2)  (p→(p→ q)) → ((p→ q)→ p)           换位律

(3)  (p→ q)→ p                                         (1),(2),MP

(4) p → p                                                    双重否定律

(5) (p→ q)→p                                               (3),(4),HS

矛盾律(pp)就是(p→p)，用第二双重否定律进行
证明。其余的证明都是类似的。
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§1.2.5  析取、合取与等值

命题3

1) ⊢ (pq) → (p→q),

2) ⊢ (pq) → (q→p),

3)  ⊢ (pq) → (qp),

4)  ⊢ (pq) → (pq),

5)  ⊢ (p→q) → ((q→p)→ (pq)).

命题4 (De. Morgan律)

1) ⊢ (p  q)  (p  q),

2) ⊢ (p  q)  (p q),
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§1.3  命题演算的语义

1.3.1  真值函数

记Z2={0,1}.

定义1 (真值函数) 函数f : 𝒁𝟐
𝒏 → Z2 (即Z2上的n元运算)叫做n

元真值函数。

一元真值函数共有4个，分别用f1, f2, f3, f4表示：

f1和 f4是常函数。 f2是恒等函数f2(v)= v。 f3叫做“非”运
算或“否定”运算，也用表示： f3(v)= v = 1- v.

v Z2 f1(v) f2(v) f3(v)   f4(v)

1 

0

1         1          0         0

1         0          1         0
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§1.3.1  真值函数

二元真值函数共有16个：

其中，f4 和 f6是坐标函数；f5叫做“蕴涵”运算，也用→表
示：

v1 → v2= f5(v1, v2)=1-v1+ v1v2

• 容易看出， Z2上的运算和→与L(X)具有相似性。实际
上， Z2也是一种{,→}型代数。

v1     v2 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16

1    1 

1    0

0    1

0    0

1   1   1   1   1    1   1   1   0   0    0   0    0    0    0    0

1   1   1   1   0    0   0   0   1   1    1   1    0    0    0    0

1   1   0   0   1    1   0   0   1   1    0   0    1    1    0    0

1   0   1   0   1    0   1   0   1   0    1   0    1    0    1    0
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§1.3.1  真值函数

公式1 v = v，

      公式2 1 → v = v，

      公式3 v → 1 = 1，

      公式4 v → 0 = v，

      公式5 0 → v = 1.

现将16个二元真值函数中的f2, f8, f7分别用, , 表示。

      公式6 v1  v2 = v1 → v2，

      公式7 v1  v2 = (v1 →v2)，

      公式8 v1  v2 = (v1 → v2)  (v2 → v1).

• n元真值函数有22n
个。
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§1.3.1  真值函数

命题1 任一真值函数都可用一元运算和二元运算→表示
出来。

证 对真值函数的元数n应用归纳法。

      n=1时， f1(v) = 1 = v → v ， f2(v) = v，

f3(v) = v ， f4(v) = 0 = (v → v).  

命题正确。

n>1时，对任意n元真值函数f : 𝒁𝟐
𝒏 → Z2，以及任意v1, 

v2, …, vnZ2 ，令

g(v1, v2, …, vn-1) = f(v1, v2, …, vn-1,1),

h(v1, v2, …, vn-1) = f(v1, v2, …, vn-1,0),

k(v1, v2,…, vn-1, vn) = (h(v1, v2,…, vn-1) → vn)→

((g(v1, v2,…, vn-1) →vn)) 
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§1.3.1  真值函数

这样定义了三个新的真值函数：g, h和k；g和h是n-1元的，
k是n元的。由归纳假设， g和h可用和→表示出来，于是k也
可用和→表示出来。

下证 k = f，从而f 也具有这种性质。

k(v1, v2,…, vn-1, 1) = (h(v1, v2,…, vn-1) → 1)→

((g(v1, v2,…, vn-1) → 0)) = 1 → g(v1, v2,…, vn-1) 

= g(v1, v2,…, vn-1) = f(v1, v2,…, vn-1, 1) 

k(v1, v2,…, vn-1, 0) = (h(v1, v2,…, vn-1) → 0)→

((g(v1, v2,…, vn-1) → 1)) = h(v1, v2,…, vn-1) → 0

= h(v1, v2,…, vn-1) = f(v1, v2,…, vn-1, 0)

以上说明任意v1, v2, …, vnZ2 ，都有

k(v1, v2,…, vn-1, vn) = f(v1, v2,…, vn-1, vn)   …
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§1.3.2  赋值与语义推论

• 下面在L(X)与Z2之间建立适当联系。

• 在L(X)中，公式有分层性，x1  x1；而在Z2中v =v.

定义1(赋值) 具有“保运算性”的映射v: L(X)→Z2叫做L(X) 

的赋值。映射v具有保运算性，是指对任意p、qL(X)，v都
满足：

(1) v(p) = v(p),

(2) v(p→q) = v(p)→v(q).  

此时，对任意公式pL(X)，v(p)叫做p的真值。具有保运算
性的映射v: L(Xn)→Z2叫做L(Xn) 的赋值，Xn={x1,x2,…,xn}。

• 赋值不能随意定义。

• 思考：赋值的存在性(赋值的良定义性)。
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§1.3.2  赋值与语义推论

命题1 设v: L(X)→Z2是L(X) 的赋值，则v对、、也具
有保运算性，即对任意p、qL(X)，有：

v(p  q) = v(p)  v(q), v(p  q) = v(p)  v(q), 

v(p  q) = v(p)  v(q).  

证   v(p  q) = v(p→q) = v(p) → v(q)

= v(p) → v(q)

= v(p)  v(q) 。

…

定义2(真值指派)  映射v0: X→Z2叫做命题变元的真值指派。
若把X 换成Xn={x1,x2,…,xn}，则v0叫做x1,x2,…,xn的真值指派。
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§1.3.2  赋值与语义推论

定理1   命题变元的任一真值指派，必可唯一地扩张成L(X)

的赋值；x1,x2,…,xn的任一真值指派，必可唯一地扩张成
L(Xn)的赋值。

证   对于给定的命题变元真值指派v0: X→Z2，归纳定义映射
v: L(X)→Z2如下，

首先，令v(xi)=v0(xi), iN.

对L(X)其他层次的公式p，

(i) 当p = q时，令v(p) = v(q),

(ii) 当p = q→r时，令v(p) = v(q)→v(r).

于是v自然满足赋值所需的条件(见定义1)，且v是v0的扩张。
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§1.3.2  赋值与语义推论

扩张的唯一性：假设另有L(X)的赋值v也是v0的扩张，
下面对(任一)公式p在L(X)中的层次归纳证明v(p)=v(p).

p = xi时，有v(xi)=v0(xi)=v(xi).    (v与v都是v0的扩张)

p = q时，有 v(p)=v(q)=v(q)              (赋值条件(1))

=v(q)                 (用归纳假设)

=v(q)                (赋值条件(1))

=v(p)

p = q→r时，有

v(p)=v(q→r)=v(q)→v(r)        (赋值条件(2))

= v(q)→v(r)          (用归纳假设)

=v(q→r)                (赋值条件(2))

=v(p)
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§1.3.2  赋值与语义推论

因此v = v。L(Xn)部分的证明与上面完全是一样的。    

• L(Xn)中的任一公式常写为p(x1,x2,…,xn). 这表示公式p所包
含的命题变元在Xn中，并不要求x1,x2,…,xn全部出现在p中。

• 对于公式p(x1,x2,…,xn)及v1,v2,…,vnZ2 ，用v1,v2,…,vn分别
替换p(x1,x2,…,xn)中对应的x1,x2,…,xn的全部出现所得结果，
记为p(v1, v2,…, vn)。

     显然，p(v1, v2,…, vn) Z2 .

例   设p(x1,x2)=(x1→x2) → x2。 v1=1,v2=0。则

p(v1, v2)=(v1→v2) → v2 = (1 → 0) → 0

= 0 → 1

=1
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§1.3.2  赋值与语义推论

命题2   设mn, v是L(Xm) 或 L(X)的赋值。若v满足v(xi)=vi ，
1in；则L(Xn)的任一公式p(x1,x2,…,xn)的真值是

v(p(x1, x2,…, xn))=p(v1, v2,…, vn)

其中p(v1, v2,…, vn)是用v1,v2,…,vn分别替换p(x1,x2,…,xn)中对
应的x1,x2,…,xn的全部出现所得的结果。

证   对p(x1, x2,…, xn)在L(Xn)中的层次进行归纳，

(i) p(x1, x2,…, xn) = xi，则p(v1, v2,…, vn) = vi, 此时有

v(p(x1, x2,…, xn)) = v(xi) = vi =p(v1, v2,…, vn)

(ii) p(x1, x2,…, xn) = q(x1, x2,…, xn)，此时p(v1, v2,…, vn) = 

q(v1, v2,…, vn)，于是

v(p(x1, x2,…, xn)) = v(q(x1, x2,…, xn)) = v(q(x1, x2,…, xn))

= q(v1, v2,…, vn) = p(v1, v2,…, vn) 
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§1.3.2  赋值与语义推论

(iii) p(x1, x2,…, xn) = q(x1, x2,…, xn) →r (x1, x2,…, xn)，类
似可证.                                                                                      

• 命题2说明，L(Xn)中的公式p(x1, x2,…, xn)的真值只与其所
含命题变元的真值指派有关，而与其他变元的真值指派
无关。 (用真值表研究公式真值的基础)

• 命题变元表示简单命题，其他层次的公式表示复合命题。
(只有)命题变元的真值可随意指定，且在命题变元真值
指定之后，涉及这些命题变元的所有公式的真值也随之
唯一确定。
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§1.3.2  赋值与语义推论

• 设pL(Xn)。任取 v1,v2,…,vnZ2 ，将 v1,v2,…,vn分别指派
给x1,x2,…,xn，然后将此指派扩张成赋值v: L(Xn)→Z2，这
时p就有了唯一确定的真值

v(p(x1, x2,…, xn))=p(v1, v2,…, vn)  Z2

将此值对应于v1,v2,…,vn的函数值，就得到一个由公式p所

确定的真值函数(简称p的真值函数)。

• 公式的真值表就是该公式的真值函数的函数值表。

一些例子
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§1.3.2  赋值与语义推论

定义3(永真式)  若公式p的真值函数取常值1，则p叫做命题
演算L的永真式或重言式(tautology)，记作⊨p.

                  ⊨p  L(X)的任意赋值v都使v(p)=1

(p只有成真指派)

定理2 (代换定理)

⊨p(x1, x2,…, xn)  ⊨p(p1, p2,…, pn),

      其中 p(x1, x2,…, xn)  L(Xn)，而p1, p2,…, pn  L(X)；
p(p1,p2,…, pn)是分别用p1,p2,…, pn替换x1, x2,…, xn的全部出现
所得的结果。
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§1.3.2  赋值与语义推论

定理2 (代换定理)

⊨p(x1, x2,…, xn)  ⊨p(p1, p2,…, pn),

证   设v是L(X)的任一赋值，记

u1=v(p1),…, un=v(pn).

将u1,u2,…, un分别指派给x1, x2,…, xn且将此真值指派扩张成
L(Xn)的赋值u. 于是u满足：

(1) u(xi)= ui = v(pi), 1in.

下证

(2) v(p(p1, p2,…, pn)) = u(p(x1, x2,…, xn))
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§1.3.2  赋值与语义推论

用层次归纳法。

(i)  p(x1, x2,…, xn) = xi时，p(p1, p2,…, pn) = pi, 此时由(1)知
(2)成立。

(ii) p(x1, x2,…, xn) = q(x1, x2,…, xn)时，有

v(p(p1, p2,…, pn)) = v(q(p1, p2,…, pn))

= v(q(p1, p2,…, pn))     (赋值条件(1))

= u(q(x1, x2,…, xn))          (归纳假设)

= u(q(x1, x2,…, xn))     (u的保运算性)

= u(p(x1, x2,…, xn))

(iii) p(x1, x2,…, xn) = q(x1, x2,…, xn) →r (x1, x2,…, xn)时类
似可证.
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§1.3.2  赋值与语义推论

于是

               ⊨p(x1, x2,…, xn)  u(p(x1, x2,…, xn))=1

 v(p(p1, p2,…, pn))=1

 ⊨p(p1, p2,…, pn).                     

• 定理2的逆不成立。

命题3 L的所有公理都是永真式，即对任意p, q, r  L(X)

       1)  ⊨ p→(q→p)

       2)  ⊨ (p→(q→r)) → ((p→q)→(p→r))

3)  ⊨ (p→q)→(q→p)

证   ……
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§1.3.2  赋值与语义推论

• 一些常见的永真式见书P41。

定义4(永假式与可满足式)  若p是永真式，则p叫做永假式
(矛盾式)。非永假式叫做可满足公式。

定义5(语义推论)  设L(X)，p L(X)。如果中所有公式
的任何公共成真指派都一定是公式p的成真指派，则说p是
公式集的语义推论，记作  ⊨ p 。

简单性质

1)  ⊨ p  L(X)的任意赋值v都使v(p)=1  ⊨ p

2) p    ⊨ p 

3) ⊨ p   ⊨ p , 是任意公式集。
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§1.3.2  赋值与语义推论

命题4 {p} ⊨ p→q;  {q} ⊨ p→q. 

证   对L(X)的任意赋值v，

v(p)=1   v(p)=0   v(p→q)=1

v(q)=1   v(p→q)=1                                       

命题5  ⊨ p且  ⊨ p→q   ⊨ q.

证    每当v(p)=1 且 v(p→q)=1时，就有

v(q) = 1 →v(q)

= v(p) →v(q)

= v(p→q) = 1                                            

• 命题5是MP规则的语义形式。
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§1.3.2  赋值与语义推论

命题6 (语义演绎定理)

{p} ⊨ q   ⊨ p→q.

证   () 设{p} ⊨ q，且设v是使中公式的真值都为1的赋
值。若v(p) = 1，则由语义推论定义得 v(q) = 1，此时v(p→q) 

= 1→1 = 1；若v(p) = 0，则v(p→q) = 0→ v(q) = 1。这就证明
了  ⊨ p→q。

() 设 ⊨ p→q。因为当v(p) = 1且v(p→q) = 1 时，必有
v(q) = 1   v(p) = 1且v是中公式的公共成真指派时v(q) = 1 

 {p} ⊨ q                                                                         

• 命题6推广到一般形式：

{p1, p2,…, pn} ⊨ q  ⊨ (p1  p2  …  pn) → q
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§1  命题逻辑

内容提要

1.1 命题联结词与真值表
1.2 命题演算(L)的建立
1.3 命题演算的语义
1.4 命题演算L的可靠性与完全性
1.5 命题演算的其他课题
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

⊢p    ⊨ p   (⊢p   ⊨ p)

定理1 (L的可靠性)  ⊢ p    ⊨ p

证   设⊢ p，则存在p从的证明: p1,…, pn(=p). 现对n用归纳
法证明 ⊨ p 。

n=1时，p1=p；此时p或者是L的公理(永真式)、或者p，
两种情形都有 ⊨ p。

n>1时，如果p是L的公理或p，显然一样有 ⊨ p。若p

是由MP而得，即存在i,j<n使pj=pi→pn；此时有⊢ pi和 ⊢ pj，
根据归纳假设得⊨pi和 ⊨pj (=pi→pn)，再由1.3.2命题5便得 

 ⊨ p。                                                                        



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 4

§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

推论1 (L的无矛盾性) 命题演算L是无矛盾的，即不存在公
式p使 ⊢ p 和 ⊢ p 同时成立。

证   反设存在公式p使 ⊢ p 和 ⊢ p 同时成立。由定理1，⊨ p
和⊨p 同时成立，于是对L(X)的任一赋值v，v(p)=v(p)=1. 

但这是不可能的。

定义1(公式集的完备性)  设L(X)，是完备的，是指对任
一公式p，⊢ p 和 ⊢ p 必有一个成立。

• 完备公式集是下面完全性定理证明的一个基础：证明过
程中需要对无矛盾公式集进行完备扩张。
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

定理2 (L的完全性)  ⊨ p    ⊢ p

证   反设⊢ p不成立，接下来设法构造L(X)的一个赋值v，
它使中公式的真值为1，但使v(p)=0，从而与 ⊨ p矛盾。

L(X)是可数集，故可以把L(X)中公式排成一列，设为

p0, p1, p2,…… 

令0 = {p}。

n>0时，令

              n = ቊ
Γ𝑛−1 , 若Γ𝑛−1 ⊢ 𝑝𝑛−1

Γ𝑛−1 ∪ ¬𝑝𝑛−1 , 若Γ𝑛−1 ⊬ 𝑝𝑛−1

这样就定义出一系列公式集n ：0 1 2 …。
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

下面对n归纳证明每个n 都是无矛盾的。

首先，0 是无矛盾的，否则由{p}⊢q, q   ⊢ p，
与假设矛盾。

现设n-1 无矛盾，进而证n 无矛盾。若n 有矛盾，则存
在公式q使

(1) n ⊢ q, q 

这时有n  n-1 (因为n-1无矛盾)。于是由n的定义知

(2) Γ𝑛−1 ⊬ 𝑝𝑛−1

(3) n = n-1 {pn-1} 

结合(1)(3)用反证律即得n-1 ⊢ pn-1 ，这与(2)矛盾。以上说明
每个n 都是无矛盾的。

      作
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

*=ڂ𝑛=0
∞ Γ𝑛

*也是无矛盾的。这是因为若* ⊢ q, q. 则必然存在某个
充分大的n使n ⊢ q, q。 

*还具有完备性：对于L(X)的任一公式pn， * ⊢ pn 与
* ⊢ pn 二者必居其一。实际上，若* ⊬ 𝑝𝑛 ，则有：

n ⊬ 𝑝𝑛 (n *)

n+1 = n {pn}                (由n的定义式)

* ⊢ pn (n+1 *)

• *叫做的无矛盾完备扩张。

利用*的无矛盾性和完备性可定义一个映射v: L(X)→Z2:
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

v(q)=ቊ
1, 若Γ∗ ⊢ q;

0, 若Γ∗ ⊢ ¬q.

      v是良定义的，因为对L(X)的任一公式q，*⊢q与*⊢q

这二者必居其一(因*完备)，且只居其一(因*无矛盾)。

下证以上定义的v具有保运算性，从而是L(X)的一个赋值。

      对任一公式q，由v的定义可得

v(q)=ቊ
1, 若Γ∗ ⊢ q;

0, 若Γ∗ ⊢ ¬q.

与v(q)的定义式相对比即知：
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

(4) v(q)= v(q)

另外还需要证明v(q→r) = v(q)→v(r)，分两种情形：

情形1 v(q)→v(r)=1，此时又有两种情况： v(q)=0或
v(r)=1 。

v(q)=0   Γ∗ ⊢ q (由v的定义)

                          Γ∗ ⊢ q→r                  (否定前件律)

                          v(q→r) = 1                   (由v的定义)

v(r)=1   Γ∗ ⊢ r                           (由v的定义)

                          Γ∗ ⊢ q→r                  (肯定后件律)

                          v(q→r) = 1                   (由v的定义)

      情形2 v(q)→v(r)=0，此时有： v(q)=1且 v(r)=0 。 
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§1.4  命题演算L的可靠性与完全性

情形2 v(q)→v(r)=0，此时有： v(q)=1且 v(r)=0 。 

* ⊢ q且 * ⊢ r                               (由v的定义)

 * ⊢ (q→r) (由1.2.4例子)

                      v(q→r) = 0                                    (由v的定义)

总之都有

(5) v(q→r) = v(q)→v(r).

(4)与(5)说明v具有保运算性，因而是L(X)的赋值。

最后，可以看出，对赋值v来说Γ 中公式的真值都为1：     

q  q*  * ⊢ q v(q) = 1

但是p 0 *，故* ⊢ p v (p) = 0     ⊨ p 不成立。
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§1.5  命题演算的其他课题

1.5.1 等值公式与对偶律

定义1(等值公式) 若 ⊨ pq, 则称p与q等值(pq为永真式) 。

设p,qL(Xn).  

p与q等值 L(Xn)的任一赋值v都使v(p)=v(q)

                           L(X)的任一赋值v都使v(p)=v(q)

                           p与q有相同的成真指派与成假指派

 p与q有相同的真值函数

                           对x1,x2,…,xn的任何指派v1, v2,…, vn都有

p(v1, v2,…, vn) = q(v1, v2,…, vn)
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§1.5.1  等值公式与对偶律

命题1  1)  ⊨ pp

2)  ⊨ pq  ⊨ qp

3)  ⊨ pq 且 ⊨ qr  ⊨ pr

• 命题1说明等值是L(X)(L(Xn))上的等价关系. 同一等价类
的公式有相同的真值函数。

• 不同的n元真值函数有22n
种，于是L(Xn)有22n

种不同的

等价类，即L(Xn)中语义不同的公式只有22n
种。

命题2  1)  ⊨ pq  ⊨  pq

2)  ⊨ pp且 ⊨ qq  ⊨ (p→q)(p→q)
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§1.5.1  等值公式与对偶律

命题2  1)  ⊨ pq  ⊨  pq

2)  ⊨ pp且 ⊨ qq  ⊨ (p→q)(p→q)

证  设v是L(X)的任一赋值。

1) v(p)=v(q)  v(p)=v(q)

2) v(p)=v(p) 且 v(q)=v(q)        

v(p→q) = v(p)→v(q) = v(p)→v(q) = v(p→q)        

• 用p=…q…表示q是p的子公式： q是p的组成部分，并且q

本身是公式。

• 若q是p的子公式且qp，则在L(X)中q比p的层次低。
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§1.5.1  等值公式与对偶律

定理1 (子公式等值可替换) 

      设p=…q…，用公式q替换p的子公式q(一处替换)所得结
果记为p=…q…，那么

                ⊨ qq  ⊨ pp

证  对p在L(X)的层次归纳。

p为命题变元时，只能是p=q，因而p=q，显然 ⊨ pp。

若p所在层次大于0，则有两种情形：

(1)  p = r

最后运算是，可设q是r的子公式，这时p = r (r是用
q替换r中的子公式q而得，下同)，于是有

              ⊨ rr (归纳假设)

 ⊨ r r (命题2-1)
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§1.5.1  等值公式与对偶律

(2)  p = r→s

形成p的最后运算是→，可设q是r或s的子公式。于是

p = r→s 或p = r→s。由归纳假设，⊨ rr或⊨ ss；由
命题2-2知⊨ (r→s)(r→s) 或 ⊨ (r→s)(r→s)，都有

                         ⊨ p  p

                                                                                             

• 可用定理1若干次进行多处替换。

定义2(公式的对偶)  设公式p已被写成只含命题变元和运算
,, 的形式。把p中命题变元全部改为各自的否定、把
全改为、把全改为，这样得到的公式p*叫做p的对偶。
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§1.5.1  等值公式与对偶律

定理2(对偶律)    ⊨ p* p， p*为公式p的对偶。

证   对p中,, 出现的总次数n进行归纳。

n=0时，设p = xi ，则p* = xi ，故⊨ p* p。

n>0时，有三种情形：

Case 1: p = q. 此时p* =q*， q中,, 出现的次数为
n-1，由归纳假设有⊨ q*q；再由命题2-1得⊨ q*q，
即⊨ p* p。

Case 2: p = qr. 此时p* = q*r*，q、r中,, 出现的次
数均小于n，由归纳假设有 ⊨q*q 及 ⊨r*r ；两次用
子公式等值可替换性定理得

              ⊨ (q*r*)  (q  r*)

              ⊨ (q  r*)  (q  r)
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§1.5.1  等值公式与对偶律

证 (续)   再由De. Morgan律得

              ⊨ (q  r) (q  r)

由上及等值传递性得⊨ (q*r*) (q  r)，即⊨p*p

Case 3: p = q  r. 此时p* = q*  r*，证明与情形2类似。



推论 (推广的De. Morgan律)

1) ⊨ (p1  …  pn) (p1  …  pn)

2) ⊨ (p1  …  pn) (p1  …  pn)

由代换定理，1)和2)分别是p= x1  …  xn与p= x1  …  xn

时的特例。

• 记号⋀𝑖=1
𝑛 yi = y1  …  yn， ⋁𝑖=1

𝑛 yi = y1  …  yn
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§1.5.2  析取范式与合取范式

定义1 (基本析取式与基本合取式)  形为 y1  …  yn 和形
为y1  …  yn 的公式分别叫做基本析取式和基本合取式，
其中每个yi是命题变元或命题变元的否定。

• 基本析取式可判断是否为永真式 (若不是，则有唯一的
成假指派)。

• 基本合取式可判断是否为永假式 (若不是，则有唯一的
成真指派)。

定义2 (析取范式与合取范式)  形为 ⋁𝑖=1
𝑚 (⋀𝑗=1

𝑛 yij)和形为

⋀𝑖=1
𝑚 (⋁𝑗=1

𝑛 yij)的公式分别叫做析取范式和合取范式，其中每

个yij是命题变元或命题变元的否定。

• 析取支与合取支
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§1.5.2  析取范式与合取范式

• (x1  x2)  (x1  x2  x3)， (x1  x2  x3)  (x1  x2  x3)

• x1  x2  x3既是析取范式，也是合取范式。

• 析取范式为永假式、合取范式为永真式的快速判定。

• 找出与某给定公式等值的析取(合取)范式的步骤：
1) 消去→与。先用(p→q)  (q→p) 等值替换 pq，再用p  q

等值替换 p → q。

2) 把否定号等值变换到命题变元之前：运用De. Morgan律和双
重否定律。

3) 用交换律、结合律及分配律作等值变换，直到得出所需形式。

例1 求与(x1  (x2 → x1 )) → x2 等值的析取范式与合取范
式。
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§1.5.2  析取范式与合取范式

定义3 (主析取范式与主合取范式)   L(X)(L(Xn))中的主析取
范式是满足以下条件的析取范式：其每个析取支中，每个
命题变元x1, …, xn(带否定号或不带否定号)按下标由小到大
的次序都出现且只出现一次。主合取范式同样定义，只要
把“析取支”改为“合取支”即可。

定理1 每个非永假式必有与之等值的主析取范式。

证   设p=p(x1, …, xn)不是永假式，那么它有成真指派。令

所有成真指派(最多22n
个)为

(v1, …, vn),…

分别作出与这些成真指派对应的基本合取式

(y1…yn),…
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§1.5.2  析取范式与合取范式

方法是，令

yi=ቊ
𝑥𝑖 , 若𝑣𝑖 = 1

¬𝑥𝑖 , 若𝑣𝑖 = 0

如此(v1, …, vn) 是 y1…yn的(唯一)成真指派。最后以每
个这样的基本合取式为析取支，全部拿来作析取式

q = (y1…yn)  (…)  …

则q为所求的主析取范式。理由是：(1) q的每个析取支中，

每个命题变元按下标从小到大的次序都唯一的出现了一次；
(2) q与p有相同的真值函数，因而等值，实际上，任给真
值指派(v1, …, vn) ：

i) 若p(v1, …, vn)=1, 即(v1, …, vn)是p的成真指派，按q的
作法，q有一析取支 y1…yn 与(v1, …, vn) 对应，(v1, …, vn) 
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§1.5.2  析取范式与合取范式

也是q的成真指派，故 q(v1, …, vn)=1。

ii)  若p(v1, …, vn)=0, (v1, …, vn)不是p的成真指派，q没有
析取支与之对应，故 q(v1, …, vn)=0。                                  

例  求x2 → x1的主析取范式

定理2 每个非永真式必有与之等值的主合取范式。

证   设p为非永真式，则p为非永假式；由定理1，p有等
值的主析取范式，设为⋁𝑖=1

𝑚 (⋀𝑗=1
𝑛 yij)。

于是p等值于 ⋁𝑖=1
𝑚 (⋀𝑗=1

𝑛 yij)和⋀𝑖=1
𝑚 (⋁𝑗=1

𝑛  yij)，把最后

一个公式中的xk 换成 xk即得所求的主合取范式。        

例子
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§1.5.3  运算的完全组

定义1(运算的完全组) Z2上的一些运算构成完全组，是指
任一真值函数都可用该运算组中的运算表示出来。

• {,→}是完全组。

命题1 {,}和{, }都是完全组。

证   对任意的u, vZ2 ，有恒等式

u → v = u  v， u → v = (u  v) …                    

命题2 {, , →, }不是完全组。

证  先证以下命题*：

任一一元真值函数 f : Z2 → Z2 若能用, , →, 这四种
运算表示出来，则恒有f (1)=1。
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§1.5.3  运算的完全组

对表示 f 所用, , →, 这四种运算的次数k归纳。

      k=0时，f (v)=v   f (1)=1。

k>0时，有四种可能情况：

1) f (v) = g(v)  h(v)

2) f (v) = g(v)  h(v)

3) f (v) = g(v) → h(v)

4) f (v) = g(v)  h(v)

无论哪种情况，由归纳假设都有g(1)=h(1)=1  f (1)=1。

      当 f 是恒为0的一元常值函数时， f (1)=01；由命题*，
f 不能由, , →, 表示出来。                   

• 命题2说明了否定“”的重要特殊地位。
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§1.5.3  运算的完全组

命题3 {, }不是完全组。

证  假设二元真值函数f  能用, 这两种运算表示出来。
对表示 f 所用运算, 的总次数k归纳证明 f 具有性质：

      “f (1,1), f (1,0), f (0,1), f (0,0)中1出现偶数次”。

k=0时，f (v1, v2) = v1或v2 ，这时 f (1,1), f (1,0), f (0,1),  

f (0,0)中有且只有两个1。

k>0时有两种可能：

f (v1, v2) = g(v1, v2) 或 f (v1, v2) = g(v1, v2)  h(v1, v2)

由归纳假设，g(1,1), g(1,0), g(0,1), g(0,0)中，以及

h(1,1), h(1,0), h(0,1), h(0,0)中，

1都出现偶数次。分别对不同情况进行计算便知上述结论
成立。而二元真值函数和 不具有上述性质…               



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 26

§1.5.3  运算的完全组

推论1 {}不是完全组。

推论2 {,↮}不是完全组。

证  显然 v1↮v2 = (v1 v2)…                                          

• “↮”作为L(X)的运算(p↮q = (pq))解释为“不可兼
或”。

v1 v2 v1↮v2

1 1 0

1 0 1

0 1 1

0 0 0
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§1.5.3  运算的完全组

定义2(“与非”运算、 “或非”运算) 两个运算分别用
“|”和“”表示。

命题4 {|}和{}都是完全组。

证   对任意的v1, v2  Z2 ，有等式

v1 v2 v1|v2 v1v2

1 1 0              0

1 0 1              0

0 1 1              0

0 0 1              1
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§1.5.3  运算的完全组

v1 = v1|v1 = v1v1     

          v1 v2 = (v1|v1) | (v2|v2)

v1v2 = (v1v1) (v2v2)

利用{,}和{, }的完全性，命题得证。                      

命题5 除 |, 外，没有其他二元运算单独构成完全组。
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§1.5.4  应用举例

例1 前提：1) a1为奇数或a2为偶数；

2) a1若为偶数，则a3与a4皆为偶数；

3) a4若为偶数，则a2也为偶数。

结论：a2与a3至少有一个为偶数。

解   用 xi 表示“ai为偶数”，i=1,2,3,4. 则上述推理可形式
化为

{x1 x2, x1 → (x3  x4), x4 → x2} ⊢ x2  x3

方法1：用1.2尝试直接推导，但当推理不成立时无效。

方法2：用语义的方法。



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 30

§1.5.4  应用举例

简便方法是：检查是否有前提的公共成真指派为结论
的成假指派。如果有，则推理不成立；否则推理成立。

      对于本题，即检查下面的真值方程组(1)~(4)是否有解：

(1) v1 v2 = 1

(2) v1 → (v3  v4) = 1

(3) v4 → v2 = 1

(4) v2  v3 = 0

由(4)得

(5) v2 = 0 且

(6) v3 = 0

由(3)、(5)得

(7) v4 = 0
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§1.5.4  应用举例

由(1)、(5)得

(8) v1 = 0

将(6)、(7)、(8)代入(2)式左边得

v1 → (v3  v4) = 0 → (0  0) = 1

说明(0,0,0,0)是(1)~(4)的解，所以题中的论证(推理)不成立。

例2   检查下面推理的正确性

{x1, x2, x3, x4, (x1x2)→(x5x6), (x3x4)→x7 , (x6x7)→x8} ⊢ x8
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§1.5.4  应用举例

例2   检查下面推理的正确性

{x1, x2, x3, x4, (x1x2)→(x5x6), (x3x4)→x7 , (x6x7)→x8} ⊢ x8

解   解真值方程组：

(1) v1 = v2 = v3 = v4 = 1

(2) (v1  v2)→(v5  v6) = 1

(3) (v3  v4) → v7 = 1

(4) (v6  v7) → v8 = 1

(5) v8 = 0

由(1)、(2)得 v5  v6 = 1  v5 = v6 = 1；由(1)、(3)得 v7 = 1；

由v6 = v7 = 1 以及(4)得v8 = 1，这与(5)相矛盾。所以方程组
(1)~(5)无解，推理正确。
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§1.5.4  应用举例

例3   一案案情涉及a,b,c,d四人，根据已有线索知

(1) 若a,b均未作案，则c,d也均未作案；

(2) 若c,d均未作案，则a,b也均未作案；

(3) 若a与b同时作案，则c与d有且只有一人作案；

(4) 若b与c同时作案，则a与d同时作案或同未作案。

办案人员由此推出： a是作案者。这是否成立？

解   用x1, x2, x3, x4分别表示a,b,c,d作案。办案人员的推理形
式化为

{ (x1  x2)(x3  x4), (x1x2)→((x3  x4) (x3x4)) ,

(x2x3)→ ((x1  x4) (x1  x4)) } ⊢ x1
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§1.5.4  应用举例

{ (x1  x2)(x3  x4), (x1x2)→((x3  x4) (x3x4)) ,

(x2  x3)→ ((x1  x4) (x1  x4))} ⊢ x1

解真值方程组：

(1) (v1  v2)(v3  v4) = 1

(2) (v1v2)→((v3  v4) (v3v4)) = 1

(3) (v2v3)→ ((v1  v4) (v1 v4)) = 1

(4) v1 = 0

v1 = 0时(2)自动成立；若v2 = 0，则(3)也自动成立。此
时，为让(1)成立，可取v3 = v4 = 0。即方程组(1)~(4)有解
(0,0,0,0)，说明推论无效。
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§1.5.4  应用举例

• 给定两个假设P1、P2和两个可能结论C1、C2如下。判
断在命题逻辑中，从P1、P2能否推出C1、C2，并证明
你的判断。

P1：逻辑是很难的或没有很多学生喜欢逻辑；

P2：如果哲学是容易的，则逻辑不是很难的；

C1：如果有很多学生喜欢逻辑，则哲学不是容易的；

C2：如果哲学不是容易的，则没有很多学生喜欢逻辑。
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命题演算的不足

• 命题没有概括能力

– 1是整数，2是整数，…，100是整数…；用命题可表
示为：x1, x2, …, x100, …

• 只能表达固定的判断，不能表达变化的判断和
关系。

– 例如：北京是城市 (恒真)，乌鸦是白的 (恒假)

– 例如：图论中节点之间的相邻关系在命题中表达不
出来。

• 难以在判断(知识)之间建立联系、不能表达递归
等。

– 如三段论的有效性

– 其他例子
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§2  谓词演算

内容提要

2.1 谓词演算(K)的建立
2.2 谓词演算(K)的语义
2.3 K的可靠性
2.4 K的完全性
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§2.1  谓词演算K的建立

2.1.1 项与原子公式

• (可数)个体变元集X={x1,x2,…,xn,…}. xi表示个体对象，用
x, y, z 表示也行。

• 个体常元集(可数或有限)C={c1,c2,…,cn,…}. ci表示确定的
个体对象。

• 运算集(可数或有限) F={𝑓1
1, 𝑓2

1,…, 𝑓1
2, 𝑓2

2,…, 𝑓1
3, 𝑓2

3,…}. 

𝑓𝑖
𝑛叫做第i个n元运算符或函数词，用来表示(某)个体对象

集上的n元运算。

• 谓词集(可数或有限非空) R={𝑅1
1, 𝑅2

1,…, 𝑅1
2, 𝑅2

2,…, 𝑅1
3,

𝑅2
3,…}. 𝑅𝑖

𝑛叫做第i个n元谓词。



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 5

§2.1.1 项与原子公式

• 项的形成规则(用T表示项集)

(i) 个体变元与个体常元都是项；

(ii) 若t1,t2,…,tn是项，则𝑓𝑖
𝑛(t1,t2,…,tn)也是项(𝑓𝑖

𝑛F)；

(iii) 任何项都是有限次使用(i)、(ii)形成。

F=时，规定T=XC.

F时，T可如下分层：

T=T0  T1  T2  …  Tk …，其中

T0=XC

T1={𝑓1
1(x1), 𝑓1

1(x2),…, 𝑓1
1(c1), 𝑓1

1(c2), …,

𝑓1
2(x1,x1), 𝑓1

2(x1,x2),…

𝑓1
3(x1,x1,x1),……},……
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§2.1.1 项与原子公式

Tk 中元素(项) 含有k个运算符。T是由集合XC生成的F型
代数。

例1 C={c1}，F={𝑓1
1, 𝑓2

1}

定义1(闭项)  只含个体常元的项叫闭项。

• 所有闭项的集是由C生成的F型代数。

定义2(原子公式集)  原子公式集定义为

Y={(𝑅𝑖
𝑛, t1,t2,…,tn)| 𝑅𝑖

𝑛R, t1,t2,…,tnT}.

• 原子公式(𝑅𝑖
𝑛, t1,t2,…,tn)以后写成𝑅𝑖

𝑛(t1,t2,…,tn)。
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§2.1.2 谓词演算公式集

• 谓词演算公式(以下简称公式)形成规则

(i) 每个原子公式是公式；

(ii) 若p,q是公式，则p、p→q、xip(i=1,2,…)都是公式；

(iii) 任一公式都是有限次使用(i)、(ii)所形成。

• “唯一读法”

• 用K(Y)表示谓词演算全体公式的集合。 K(Y)可数、分层。

• 在K(Y)上定义逻辑运算、、及xi：

pq=df p→q

pq=df (p→q)

pq=df (p→q)  (q→p)

            xip =df xip
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§2.1.2 谓词演算公式集

定义1(变元的自由出现与约束出现) 在一个公式里, 个体变
元x的出现如果不是在x中或在x的范围中，则叫做自由出
现；否则叫做约束出现。 

举例

定义2(闭式) 不含自由变元的公式叫做闭式。 

定义3 用项t去代换公式p中的自由变元x时，若在代换后的
新公式里，t的变元都是自由的，则说t对p中x是可自由代换
的；简称t对p中x是可代换的，或t对p中x是自由的。 

• 若用t代换公式p中的自由变元x后，t中有变元受到约束，
则说t对p中x是“不自由的”。
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§2.1.2 谓词演算公式集

• 下列情形，t对p中x自由：

1) t是闭项；

2) x在p中不自由出现。

• xi(作为项)对xi自己总是自由的。

• 谓词演算中，p(x)中的x指的是自由出现的x，而不是约束
出现的x。其中x可以不自由出现或根本不出现，且不排除
其他变元在p(x)中出现。
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§2.1.3 谓词演算K

定义1(谓词演算K) 是指带有如下规定的“公理”和证明
的公式集K(Y)：

1) “公理” 

(K1) p→(q→p)

          (K2) (p→(q→r)) → ((p→q)→(p→r))

(K3) (p→q)→(q→p)

(K4) xp(x) → p(t), 其中项t对p(x)中x自由

(K5) x(p→q) → (p→ xq), 其中x不在p中自由出现。

p,q,r,p(x)K(Y)是任意公式。
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§2.1.3 谓词演算K

2) “证明” 

设K(Y)， pK(Y)。p从可证，记作⊢p，是指存在
公式的有限序列p1,…,pn(=p)，且pk(k=1,…,n)满足：

(i) pk，或

      (ii) pk是“公理”，或

(iii) 存在i,j<k使pj=pi→pk ，或

(iv)存在j<k使pk = xpj. 此时说pk由pj使用“Gen(推广)”
规则得到，x叫做Gen变元。

符合上述条件的有限序列p1,…,pn(=p)叫做p从的证明。
p叫做假定集的语法推论。

• 若⊢p (⊢p)，则p叫做K的定理。
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§2.1.3 谓词演算K

定理1  设x1,x2,…,xn是命题演算L的命题变元，p(x1,x2,…,xn)

是L(Xn)中公式，则

            ⊢L p(x1,x2,…,xn)  ⊢K p(p1,p2,…,pn) 

其中p1,p2,…,pnK(Y)，p(p1,p2,…,pn)是用p1,p2,…,pn分别代
换p(x1,x2,…,xn)中的x1,x2,…,xn所得结果。

证   因为L的公理模式(L1), (L2), (L3)与K的公理模式(K1), 

(K2), (K3)形式上完全相同；L的推理规则MP也在K中保留，
所以p(x1,x2,…,xn)在L中的证明可直接转换成p(p1,p2,…,pn)在
K中的证明，只要把所有命题变元xi换成对应pi的即可。
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§2.1.3 谓词演算K

定义2  若p(x1,x2,…,xn)L(Xn)是命题演算L的永真式，则对
任意p1,p2,…,pnK(Y)，p(p1,p2,…,pn)叫做K的命题演算型永
真式，简称永真式。

• 由定理1，K的永真式一定是K的定理；但反过来不成立
(K的定理不一定是永真式)。

• K是在L的基础上进行了改进，L的结论、方法等在K中
都得到了保留。

命题1  K(Y)，有矛盾  K的所有公式从可证。
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§2.1.3 谓词演算K

例1  {xp} ⊢ x p .

命题2 (1规则)  设项t对p(x)中的x自由，则有

                         ⊢ p(t)→ x p(x).

证  已知t对p(x)中的x自由，故

x p(x)→p(t)

是(K4)型公理。由此式及永真式

(q →p) → (p →q) 

可得

                        ⊢ p(t)→x p(x)

即                      ⊢ p(t)→ x p(x).
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例2  {x (p→q), xq} ⊢ x p ，其证明中除变元x外不使
用其他Gen变元。

定理2 (演绎定理)

1) 若 ⊢ p→q，则{p} ⊢ q；

2) 若{p} ⊢ q，且证明中所用Gen变元不在p中自由出
现，则不增加新的Gen变元即可得 ⊢ p→q。

证 1) 由MP立即可得。

2) 设q1,…,qn(=q)是q在K中从{p}的一个证明。由已知，
证明中所用Gen变元不在p中自由出现，下面对n归纳地证
明 ⊢ p→q。

§2.1.3 谓词演算K
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n=1时， q1=q。此时有三种可能：q=p, q或q是公理。
这时都有⊢p→q，且不用Gen规则。

n>1时，只用考虑q是使用Gen规则而得的情形 (其他情
形与命题演算时的证明相同，且不涉及Gen)。设q= x qi，
i<n，且Gen变元x不在p中自由出现。这时因{p} ⊢ qi，由
归纳假设，有⊢ p→ qi，且不增加新的Gen变元。于是有

ቑ

1 ……

……

𝑘 𝑝→𝑞𝑖

p→qi从的一个证明

(k+1)  x(p→qi) (k), Gen

(k+2) x(p→qi) → (p→xqi)                           (K5)

(k+3) p→xqi 即p→q                                       (k+1),(k+2),MP

§2.1.3 谓词演算K
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推论1 当p为闭式时，有

                       {p} ⊢ q    ⊢ p→q

命题3   ⊢ x(p→q) → (xp→xq)，除x外不用其他Gen变元。

证  用演绎定理进行证明…

定理3(反证律)  若{p} ⊢ q及q，且所用Gen变元不在p

中自由出现，则不增加新的Gen变元便可得 ⊢ p。

定理4(归谬律)  若{p} ⊢ q及q，且所用Gen变元不在p中
自由出现，则不增加新的Gen变元便可得 ⊢ p。

§2.1.3 谓词演算K
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例3  {xp} ⊢ xp

证  用归谬律。xp即xp，以下公式从{xp, xp}可证

……

命题4 (2规则) 设{p} ⊢ q，其证明中所用Gen变元不在p

中自由出现，且x不在q中自由出现；那么有{xp} ⊢ q，
且除了x不增加其他Gen变元。

证  已知{p} ⊢ q，且Gen变元不在p中自由出现，于是以
下公式从可证：

(1) p→q                                                       由演绎定理

(2) (p→q) → (q→p)                              永真式

……

§2.1.3 谓词演算K
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命题5 对K中任意公式p,q,r有

1) ⊢pp

2) ⊢pq  ⊢qp

3) ⊢pq 且 ⊢qr  ⊢pr

证 1) pp是永真式。

2) 已知⊢pq而(pq) → (qp)是永真式…

3) 由已知及永真式(pq) → ((qr) → (pr))…

定义3(可证等价) 若⊢pq，则称p与q可证等价。

命题6   ⊢pq  ⊢p→q且⊢q→p

§2.1.3 谓词演算K
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命题7  1) ⊢ xp(x)yp(y)

2) ⊢ xp(x)yp(y)

其中y不在p(x)中出现。

证 1) 先证{xp(x)}⊢ yp(y).

(1) xp(x)

(2) xp(x) → p(y)

(3) p(y)

(4) yp(y)

Gen变元y不在xp(x)中自由出现，由演绎定理就可得到

⊢ xp(x) → yp(y)

同样可得⊢ yp(y) → xp(x)…。   由此也可得2)

§2.1.3 谓词演算K
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命题8  1) ⊢ xp  xp

2) ⊢ xp xp

证 1) 用(K4)、双重否定律及Gen分别证明

          xp → xp和xp → xp

用换位律后得⊢ xp xp

2)  xp xp是永真式。

§2.1.3 谓词演算K
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§2.1.4 对偶律与前束范式

定理1 (子公式等价可替换性) 设q是p的子公式：p=…q…，
用公式q替换p中的q(一处替换)所得结果记为p=…q…，则

                      ⊢qq   ⊢pp

证  对p在K(Y)的层次n归纳。

n=0时，p是原子公式，故p=q，p=q，显然命题成立。

n>0时，除p=q这种情形外，还有以下三种可能情形：

(i)  p = r

      此时q是r的子公式，p = r，由归纳假设有

 ⊢qq   ⊢rr

而(rr)  (r r)是永真式。
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§2.1.4 对偶律与前束范式

(ii)  p = r→s

      q是r或s的子公式。于是p = r→s 或p = r→s。我们有永
真式

(rr) → ((r→s)(r→s)) 

及

(ss) → ((r→s)(r→s))

再加上归纳假设即可。

(iii) p = x r，q是r的子公式，p = x r。

由归纳假设有 ⊢qq   ⊢rr。下证 ⊢ x r x 

r，由对称性，只用证 ⊢ x r →x r。再由演绎定理，给
出{x r}  ⊢ x r的证明如下
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§2.1.4 对偶律与前束范式

(1) x r

(2) x r → r

(3) r

(4) r → ((rr) → r)

(5) (rr) → r

(6) r → r

(7) r

(8) x r

• 上述证明中，除x外，无其他Gen变元。
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§2.1.4 对偶律与前束范式

定理2(对偶律)  设公式p已表示成只含原子公式和, , , , 

的形式。现把p中原子公式全部改为它们的否定、把与
互换、与互换，这样得到的公式p*叫做p的对偶。则有

                        ⊢ p* p

证   对p中,,,, 出现的总次数n进行归纳。

n=0时，p是原子公式，则p* = p。

n>0时，有五种可能：p = q, p = qr, p = qr, p = x q, 

p = x q. 由归纳假设，总有⊢ q* q, ⊢ r* r。分别讨
论如下

Case 1: p = q. 在p* (=q*)中用q 等价替换q*，由定
理1有

         ⊢ q*q  ⊢q*q，即⊢p* p。
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Case 2: p = q  r, p* = q*r*，在p*中先后分别用q和
r 替换q*和r*得

                   ⊢ p*  (q  r)

再用De. Morgan律得

                  ⊢ p*  (q  r)，即⊢ p* p

Case 3: p = q  r, 其证明与上一种情形完全相同。

Case 4: p = x q， p* = x q*。此时有

                 ⊢ q* q

                 ⊢ x q*  x q

                 ⊢ x q* x q

                 ⊢ x q x q

                 ⊢ x q* x q                     (即⊢ p* p)

§2.1.4 对偶律与前束范式
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Case 5: p = x q， p* =x q*。证明同情形4。

命题1 若x不在p中自由出现，则

1) ⊢ x(p→q)  (p→x q)

2) ⊢ x(p→q)  (p→ x q)

若x不在q中自由出现，则

3) ⊢ x(p→q)  (x p→ q)

4) ⊢ x(p→q)  (x p→ q)

证  2) 只证⊢ x(p→q) → (p→ x q)。再由演绎定理，只用
证{x(p→q), p} ⊢ x q  (x q)，证明过程中除了x外不用
其他Gen变元即可。从{x(p→q), p, x q}可证……

§2.1.4 对偶律与前束范式
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3) 只证⊢ x(p→q) → (x p→ q)。

以下公式从{x(p→q), xp, q}可证……

4) 只证⊢ (xp→q) → x(p→ q)。

以下公式从{xp→q, x(p→q)}可证……

定义1(前束范式)  前束范式指的是形如

Q1x1…Qnxnp

的公式，其中Q1,…,Qn表示或，而p是不含量词的谓词公
式。

§2.1.4 对偶律与前束范式



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 29

命题2 用Q表示或，Q*表示Q的对偶符号(、互为对
偶)，那么

      1) 若y不在p(x)中出现，则

⊢ Qx p(x)  Qy p(y)

2) 若x不在p中自由出现，则

            ⊢ (p→ Qx q)  Qx(p→q)

          若x不在q中自由出现，则

⊢ (Qx p→ q)  Q*x(p→q)

3) ⊢ Qx p  Q*x p

§2.1.4 对偶律与前束范式
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例1 找出与公式

p = (x1x2𝑅1
3(c1, x1, x2) → x1(x2𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1))) 

等价的前束范式。

解   对p中约束变元适当改名得等价公式q1：

q1 = (x3x4𝑅1
3(c1, x3, x4) → x1(x2𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1)))

从q1出发反复应用命题2进行等价变换：

q2 = x3x4(𝑅1
3(c1, x3, x4) → x1(x2𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1)))

q3 = x3x4(𝑅1
3(c1, x3, x4) → x1(x2𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1)))

q4 = x3x4(𝑅1
3(c1, x3, x4) → x1x2(𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1)))

q5 = x3x4x1x2(𝑅1
3(c1, x3, x4) → (𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1)))

q6 = x3x4x1x2(𝑅1
3(c1, x3, x4) → (𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1)))

§2.1.4 对偶律与前束范式
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命题3   1) ⊢ (x p  x q) x (p  q)

2) ⊢ (x p  x q)  x (p  q)

若x不在p中自由出现，则

 3) ⊢ (p  Qx q)  Qx (p  q)

             4) ⊢ (p  Qx q)  Qx (p  q)

§2.1.4 对偶律与前束范式
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例1* 找出与公式

p = (x1x2𝑅1
3(c1, x1, x2) → x1(x2𝑅1

2(x2, c2) → 𝑅1
1(x1))) 

等价的前束范式。

解   首先，消去→：

q1 = (x1x2𝑅1
3(c1, x1, x2)  x1(x2𝑅1

2(x2, c2)  𝑅1
1(x1)))

继续进行等价变换：

q2 = x1x2𝑅1
3(c1, x1, x2)  x1x2 (𝑅1

2(x2, c2)  𝑅1
1(x1))

q3 = x1x2𝑅1
3(c1, x1, x2)  x1x2 (𝑅1

2(x2, c2)  𝑅1
1(x1))

q4 = x1(x2𝑅1
3(c1, x1, x2)  x2 (𝑅1

2(x2, c2)  𝑅1
1(x1)))

q5 = x1(x3𝑅1
3(c1, x1, x3)  x2 (𝑅1

2(x2, c2)  𝑅1
1(x1)))

q6 = x1x3 x2 (𝑅1
3(c1, x1, x3)  𝑅1

2(x2, c2)  𝑅1
1(x1))

§2.1.4 对偶律与前束范式
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定义2  设n>0，若前束范式是由全称量词开始，从左至右
改变n-1次词性，则叫做n型前束范式；若是由存在量词
开始，从左至右改变n-1次词性，则叫做n型前束范式。

例2   p = x1x2𝑅1
2(x1, x2) →x3x4𝑅1

2(x3, x4) 

§2.1.4 对偶律与前束范式
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§2.2  谓词演算K的语义

2.2.1   K的解释域与项解释

定义1(K的解释域)   设非空集合M具有以下性质

1) 对K的每个个体常元 ci，都有M的元素ഥ𝑐𝑖 与之对应：

ci ↦ ഥ𝑐𝑖, ഥ𝑐𝑖M

2) 对K的每个运算符𝑓𝑖
𝑛，都有M的n元运算𝑓𝑖

𝑛 与之对应： 

𝑓𝑖
𝑛 ↦ 𝑓𝑖

𝑛, 𝑓𝑖
𝑛是M上的n元运算

3) 对K的每个谓词𝑅𝑖
𝑛，都有M的n元关系𝑅𝑖

𝑛与之对应：

𝑅𝑖
𝑛 ↦ 𝑅𝑖

𝑛, 𝑅𝑖
𝑛是M上的n元关系

带有上述三个映射的非空集M叫做K的解释域。
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2.2.1   K的解释域与项解释

• 解释域是有内部结构的非空集。当K的运算符集F时，
解释域是个代数系统。

• 解释域也叫“解释”或“结构”，其元素叫个体对象。

• 给定解释域M，K中只涉及闭项的原子公式便可解释为
关于M的元素的命题。

例1 设K中的C={c1}，F={𝑓1
1, 𝑓1

2, 𝑓2
2}，R={𝑅1

2}。下面是K

的一个解释域：

N={0, 1, 2, …}.

ഥ𝑐1 =0

𝑓1
1: 后继函数 𝑓1

1(n)=n+1, 𝑓1
2: 加法(+)，𝑓2

2: 乘法(×)

𝑅1
2: 相等(=)
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2.2.1   K的解释域与项解释

还可以给出K的另外一个解释域：

Q+: 正有理数集.

ഥ𝑐1 : 1

𝑓1
1: 倒数函数, 𝑓1

2: 乘法(×) ，𝑓2
2: 除法()

𝑅1
2: 相等(=)

设p=𝑅1
2(𝑓1

2(𝑓1
1(c1), c1),𝑓2

2(𝑓1
1(c1), c1))

在N中，p解释成

在Q+中，p解释成
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2.2.1   K的解释域与项解释

• 项解释

设M是给定的解释域，映射0: X→M叫做个体变元的
对象指派，在此基础上递归定义项解释: T→M

(1) (xi)=0(xi)， (ci)= ഥ𝑐𝑖

若(t1),…, (tn)已有定义，则令

(2) (𝑓𝑖
𝑛(t1,…, tn)) = 𝑓𝑖

𝑛 ((t1),…, (tn))

(2)称作项解释的“保运算性”。

• 给定解释域M，只要变元进行了指派，便有了确定的项
解释(每个项都在M中有了解释)。

• 对固定的解释域M，记 M = { | : T→M是项解释}
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2.2.1   K的解释域与项解释

定义2(项解释的变元变通)  设x是某个给定的个体变元，y

是任意的个体变元，且、 M 满足条件

(3) y  x  (y)=(y)

则把叫做的x变通。(与互为对方的x变通)

• 变元的指派0确定  原子公式的解释便确定

• 记 ҧ𝑥 = 0(x) = (x), ҧ𝑡= (t)
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2.2.2   公式的赋值函数

定义1(公式的赋值函数) 给定解释域M和K中任一公式p。
如下归纳定义的函数|p|: M → Z2叫做公式p的赋值函数。

对任一项解释M.

(1) 当p为原子公式𝑅𝑖
𝑛(t1,t2,…,tn)时，令

|p|()=൝
1,若( ഥ𝑡1, … , ഥ𝑡𝑛) ∈ 𝑅𝑖

𝑛

0,若( ഥ𝑡1, … , ഥ𝑡𝑛) ∉ 𝑅𝑖
𝑛

      (2) 当p是q或q→r时，令

|q|() = |q|()， |q→r|() = |q|()→|r|()

(3) 当p是x q时, 令

|x q|()=൝
1,若的任一x变通都使 𝑞 () = 1

0, 若存在的x变通使 𝑞 () = 0
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2.2.2   公式的赋值函数

• 一旦解释域M给定，K中任一公式p就有了确定的赋值函
数|p|。 |p|的自变量是项解释M ，函数值|p|()为1或0.

例子

命题1 1) |pq|() = |p|() |q|() 

2) |pq|() = |p|() |q|() 

3) |pq|() = |p|()  |q|()

4) |x q|() = 1 存在的x变通都使 𝑞 () = 1
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2.2.3   闭式的语义特征

命题1   设M是K的解释域， 、M .

1) 若对项t中的任一变元x都有(x)=(x)，则(t) = (t)

2)若对公式p中任一自由变元x都有(x)=(x)，则|p|() 

= |p|()。

证  2) 对p在K(Y)中的层次k进行归纳。

k=0时，设p= 𝑅𝑗
𝑛 (t1,t2,…,tn)，此时项t1,t2,…,tn中出现的

变元在p中都是自由出现的。由1)，(ti) = (ti)，i=1,…,n.

      于是    |p|() = 1  ((t1), … ,(tn)) ∈ 𝑅𝑗
𝑛

 ((t1), … ,(tn)) ∈ 𝑅𝑗
𝑛  |p|() = 1

k>0时有三种情形：

(i) p = q.
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2.2.3   闭式的语义特征

(i) p = q.

|q|() = 1  |q|() = 0

 |q|() = 0                   (归纳假设)

 |q|() = 1

(ii) p = q→r.

|q→r|() = 1  |q|() →|r|() = 1

 |q|() →|r|() = 1     (归纳假设)

 |q→r|() = 1

(iii) p = x q.  设|x q|() = 1. 对的任一x变通，作
的x变通使(x)=(x)。x在q中可能自由出现，而在q中自
由出现的其他变元y( x)一定也在p中自由出现，于是
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2.2.3   闭式的语义特征

(y) = (y) (是的x变通)

= (y) (已知条件)

= (y)           (是的x变通)

      所以对q来说，和满足所要求的条件，由归纳假设
|q|() = |q|() 。又因已假设|x q|() =1，故|q|() =1因而 

|q|()=1，于是|x q|() =1。

同样可证

|x q|() =1  |x q|() =1

这说明  |x q|() = |x q|() 。
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2.2.3   闭式的语义特征

定义1(公式在解释域的恒真与恒假)   公式p在解释域M中恒
真，记作|p|M=1，是指对任一M ，|p|()=1；若对任一
M ，|p|()=0，则称p在解释域M中恒假，记作|p|M=0.

      解释域M中的非恒假公式叫做M中的可满足公式。

例1  设K中的C={c1}，F={𝑓1
1}，R={𝑅1

2}；解释域为N。设
p1是公式𝑅1

2(x1, x1)，p2是x1𝑅1
2(x1, c1)， p3是𝑅1

2(x1, c1)。

      c1解释为ഥ𝑐1 =0, 𝑅1
2解释为𝑅1

2: 相等(=)。则

|p1|N=1

|p2|N=0

p3在N中既非恒真也非恒假，p3是N中可满足公式。
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2.2.3   闭式的语义特征

定理1   对给定的解释域M，任一闭式p在M中恒真与恒假
二者必居其一： |p|M=1或|p|M=0.

(闭式不含自由变元)

例2   设K中的C={c1}，F={𝑓1
1}，R={𝑅1

1}。而p是公式
x1(𝑅1

1(x1)→ 𝑅1
1(𝑓1

1(x1))。

1) 取M1=Z，ഥ𝑐1 =0，𝑓1
1为后继函数， Z上一元关系𝑅1

1

为Z+。易验证 |p|M1=1.

2) M2=Z，取 𝑅1
1 为偶数集，则|p|M2=0.
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2.2.3   闭式的语义特征

命题2   |p|M=1  |xp|M=1.

证   ()

|p|M=1 对任意M 及的任一x变通，有|p|()=1

对任意M ， |xp|()=1

 |xp|M=1

()

|xp|M=1 对任意M ，|xp|()=1

对任意M ，|p|()=1   (是自己的x变通)

 |p|M=1
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2.2.3   闭式的语义特征

定义2  设xi1 
,…, xin是p中自由出现的全体变元，则

xi1… xinp

叫做p的全称闭式。

命题3   设p是p的全称闭式，则|p|M=1  |p|M=1.

命题4   |p|M=0  |xp|M=0.

证  |p|M=0时对任意M ，有|p|()=0；于是|xp|()=0。
是任意的，故|xp|M=0。
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2.2.3   闭式的语义特征

推论1   |p|M=0  |p|M=0. p是p的全称闭式。

命题5   |p|M=1且 |p→q|M=1  |q|M=1.

证  任取M ，有

|p|()=1且 |p→q|()=1    |q|()=1 。
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2.2.4   语义推论与有效式

定义1(模型)   设M是K的一个解释域。若公式集的每个公
式都在M中恒真，则称M是的模型：

r    |r|M=1. 

• =时任何解释域都是的模型。

定义2 (语义推论)   公式p是公式集的语义推论，记作⊨ p, 

指p在的所有模型中恒真(的任何模型都是{p}的模型)：

            ⊨ p 当每个r 都有 |r|M=1时，也有|p|M=1.

定义3 (有效式与可满足公式)     ⊨ p时, p叫做K的有效式，
记为⊨ p。若p不是有效式，则p叫做K的可满足公式。

• ⊨ p   p在K的所有解释域中恒真。
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2.2.4   语义推论与有效式

命题1   K中命题演算型永真式都是有效式。

证  由2.1.3的定义2，K的命题演算型永真式是指形为p(p1, 

p2,…, pn)的公式，它由K的任意公式p1,p2,…,pn分别代换命
题演算L的永真式 p(x1,x2,…,xn) 中的命题变元x1,x2,…,xn所得
结果。注意p(p1, p2,…, pn) 由p1, p2,…, pn经过,→两种运算
得到。任取K的解释域M和M。根据赋值对,→的保运
算性，有

            |p(p1, p2,…, pn)|() = p(|p1|(), |p2|(),…, |pn|())

因为p(x1, x2,…, xn)是L的永真式，而|p1|(), |p2|(),…, 

|pn|(){0,1}，故上式右端为1. 是任意的，于是

|p(p1, p2,…, pn)|M=1

又因M是任意的，最后得到  ⊨p(p1, p2,…, pn)。
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2.2.4   语义推论与有效式

推论1   (K1),(K2),(K3)这三种模式的公理都是有效式。

证  它们都是命题演算型永真式。

命题2 ⊨ p且⊨ p→q    ⊨ q.

证  设M是的任一模型，当⊨ p且⊨ p→q 时，有

|p|M=1 且 |p→q|M=1

根据2.2.3命题5，又有|q|M=1，所以⊨ q。

例1  {𝑅1
1(x1)} ⊨ x1𝑅1

1(x1)

因为|𝑅1
1(x1)|M=1  | x1𝑅1

1(x1)|M=1 .
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2.2.4   语义推论与有效式

例2   ⊭ 𝑅1
1(x1) → x1𝑅1

1(x1)

命题3 ⊨ p  ⊨ xp .

证   ⊨ p   对于的任一模型M，|p|M=1

                   对于的任一模型M，|xp|M=1

                  ⊨ xp .

命题4 设p是p的全称闭式，则有

⊨ p  ⊨ p.
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§2  谓词演算

内容提要

2.1 谓词演算(K)的建立
2.2 谓词演算(K)的语义
2.3 K的可靠性
2.4 K的完全性
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2.2.3   闭式的语义特征

命题1   设M是K的解释域， 、M .

1) 若对项t中的任一变元x都有(x)=(x)，则(t) = (t).

2) 若对公式p中任一自由变元x都有(x)=(x)，则|p|() 

= |p|()。

证  2) 对p在K(Y)中的层次k进行归纳。

k=0时，设p= 𝑅𝑗
𝑛(t1,t2,…,tn)，此时项t1,t2,…,tn中出现的

变元在p中都是自由出现的。由1)，(ti) = (ti)，i=1,…,n.

      于是    |p|() = 1  ((t1), … ,(tn)) ∈ 𝑅𝑗
𝑛

 ((t1), … ,(tn)) ∈ 𝑅𝑗
𝑛  |p|() = 1

k>0时有三种情形：

(i) p = q.



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 4

2.2.3   闭式的语义特征

(i) p = q.

|q|() = 1  |q|() = 0

 |q|() = 0                   (归纳假设)

 |q|() = 1

(ii) p = q→r.

|q→r|() = 1  |q|() →|r|() = 1

 |q|() →|r|() = 1     (归纳假设)

 |q→r|() = 1

(iii) p = x q.  设|x q|() = 1. 对的任一x变通，作
的x变通使(x)=(x)。x在q中可能自由出现，而在q中自
由出现的其他变元y( x)一定也在p中自由出现，于是
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2.2.3   闭式的语义特征

(y) = (y) (是的x变通)

= (y) (已知条件)

= (y)           (是的x变通)

      所以对q来说，和满足所要求的条件，由归纳假设
|q|() = |q|() 。又因已假设|x q|() =1，故|q|() =1因而 

|q|()=1，于是|x q|() =1。

同样可证

|x q|() =1  |x q|() =1

这说明  |x q|() = |x q|() 。



University    of    Science    and    Technology    of    China 中国科技大学计算机学院 6

2.2.3   闭式的语义特征

定义1(公式在解释域的恒真与恒假)   公式p在解释域M中恒
真，记作|p|M=1，是指对任一M ，|p|()=1；若对任一
M ，|p|()=0，则称p在解释域M中恒假，记作|p|M=0.

      解释域M中的非恒假公式叫做M中的可满足公式。

例1  设K中的C={c1}，F={𝑓1
1}，R={𝑅1

2}；解释域为N。设
p1是公式𝑅1

2(x1, x1)，p2是x1𝑅1
2(x1, c1)， p3是𝑅1

2(x1, c1)。

      c1解释为ഥ𝑐1 =0, 𝑅1
2解释为𝑅1

2: 相等(=)。则

|p1|N=1

|p2|N=0

p3在N中既非恒真也非恒假，p3是N中可满足公式。
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2.2.3   闭式的语义特征

定理1   对给定的解释域M，任一闭式p在M中恒真与恒假
二者必居其一： |p|M=1或|p|M=0.

(闭式不含自由变元)

例2   设K中的C={c1}，F={𝑓1
1}，R={𝑅1

1}。而p是公式
x1(𝑅1

1(x1)→ 𝑅1
1(𝑓1

1(x1))。

1) 取M1=Z，ഥ𝑐1 =0，𝑓1
1为后继函数， Z上一元关系𝑅1

1

为Z+。易验证 |p|M1=1.

2) M2=Z，取 𝑅1
1 为偶数集，则|p|M2=0.
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2.2.3   闭式的语义特征

命题2   |p|M=1  |xp|M=1.

证   ()

|p|M=1 对任意M 及的任一x变通，有|p|()=1

对任意M ， |xp|()=1

 |xp|M=1

()

|xp|M=1 对任意M ，|xp|()=1

对任意M ，|p|()=1   (是自己的x变通)

 |p|M=1
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2.2.3   闭式的语义特征

定义2  设xi1 
,…, xin是p中自由出现的全体变元，则

xi1… xinp

叫做p的全称闭式。

命题3   设p是p的全称闭式，则|p|M=1  |p|M=1.

命题4   |p|M=0  |xp|M=0.

证  |p|M=0时对任意M ，有|p|()=0；于是|xp|()=0。
是任意的，故|xp|M=0。
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2.2.3   闭式的语义特征

推论1   |p|M=0  |p|M=0. p是p的全称闭式。

命题5   |p|M=1且 |p→q|M=1  |q|M=1.

证  任取M ，有

|p|()=1且 |p→q|()=1    |q|()=1 。
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2.2.4   语义推论与有效式

定义1(模型)   设M是K的一个解释域。若公式集的每个公
式都在M中恒真，则称M是的模型：

r    |r|M=1. 

• =时任何解释域都是的模型。

定义2 (语义推论)   公式p是公式集的语义推论，记作⊨ p, 

指p在的所有模型中恒真(的任何模型都是{p}的模型)：

            ⊨ p 当每个r 都有 |r|M=1时，也有|p|M=1.

定义3 (有效式与可满足公式)     ⊨ p时, p叫做K的有效式，
记为⊨ p。若p不是有效式，则p叫做K的可满足公式。

• ⊨ p   p在K的所有解释域中恒真。
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2.2.4   语义推论与有效式

命题1   K中命题演算型永真式都是有效式。

证  由2.1.3的定义2，K的命题演算型永真式是指形为p(p1, 

p2,…, pn)的公式，它由K的任意公式p1,p2,…,pn分别代换命
题演算L的永真式 p(x1,x2,…,xn) 中的命题变元x1,x2,…,xn所得
结果。注意p(p1, p2,…, pn) 由p1, p2,…, pn经过,→两种运算
得到。任取K的解释域M和M。根据赋值对,→的保运
算性，有

            |p(p1, p2,…, pn)|() = p(|p1|(), |p2|(),…, |pn|())

因为p(x1, x2,…, xn)是L的永真式，而|p1|(), |p2|(),…, 

|pn|(){0,1}，故上式右端为1. 是任意的，于是

|p(p1, p2,…, pn)|M=1

又因M是任意的，最后得到  ⊨p(p1, p2,…, pn)。
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2.2.4   语义推论与有效式

推论1   (K1),(K2),(K3)这三种模式的公理都是有效式。

证  它们都是命题演算型永真式。

命题2 ⊨ p且⊨ p→q    ⊨ q.

证  设M是的任一模型，当⊨ p且⊨ p→q 时，有

|p|M=1 且 |p→q|M=1

根据2.2.3命题5，又有|q|M=1，所以⊨ q。

例1  {𝑅1
1(x1)} ⊨ x1𝑅1

1(x1)

因为|𝑅1
1(x1)|M=1  | x1𝑅1

1(x1)|M=1 .
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2.2.4   语义推论与有效式

例2   ⊭ 𝑅1
1(x1) → x1𝑅1

1(x1)

命题3 ⊨ p  ⊨ xp .

证   ⊨ p   对于的任一模型M，|p|M=1

                   对于的任一模型M，|xp|M=1

                  ⊨ xp .

命题4 设p是p的全称闭式，则有

⊨ p  ⊨ p.
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2.3   K的可靠性

K的可靠性指   

⊢p   ⊨ p   (⊢p   ⊨ p)

引理1 对给定的解释域，设是项解释的x变通，且满足
(x)=(t)。t是某个项 .

1) 若u(x)是项，则(u(x))=(u(t)).

2) 若t对公式p(x)中的x自由，则

                    |p(x)|()=|p(t)|()

证   1) 对u(x)在项集T中的层次数k归纳.

k=0时，有三种可能的情形(x可以不在u中出现)：

(i) u(x)=ci ,  (ci)=(ci).
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2.3   K的可靠性

(ii) u(x)=y , y  x. 这时u(t)=y, 是的x变通，它与对y

的取值是相同的，即(y)=(y).

(iii) u(x)=x . 此时u(t)=t, 要证的等式(u(x))=(u(t)) 即已
知条件(x)=(t).

k>0时，设u(x) = 𝑓𝑖
𝑛(t1(x),t2(x),…,tn(x))，t1(x),t2(x),…,tn(x)

是较低层次的项。这时

u(t) = 𝑓𝑖
𝑛(t1(t),t2(t),…,tn(t))

于是有       (u(x)) = (𝑓𝑖
𝑛(t1(x),t2(x),…,tn(x)))

= 𝑓𝑖
𝑛((t1(x)), (t2(x)),…, (tn(x)))

= 𝑓𝑖
𝑛((t1(t)), (t2(t)),…, (tn(t)))

= (𝑓𝑖
𝑛(t1(t),t2(t),…,tn(t))) = (u(t))
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2.3   K的可靠性

2) 对公式p(x)在K(Y)中的层次数k归纳.

k=0时，p(x)是原子公式，设

p(x) = 𝑅𝑖
𝑛(t1(x),t2(x),…,tn(x))

于是

p(t) = 𝑅𝑖
𝑛(t1(t),t2(t),…,tn(t))

这时

|𝑅𝑖
𝑛(t1(x),t2(x),…,tn(x))|() = 1

 ((t1(x)), (t2(x)),…, (tn(x))) 𝑅𝑖
𝑛

 ((t1(t)), (t2(t)),…, (tn(t))) 𝑅𝑖
𝑛

 |𝑅𝑖
𝑛(t1(t),t2(t),…,tn(t))|() = 1

|p(x)|()=|p(t)|()成立。
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2.3   K的可靠性

k>0时，分四种情况进行讨论：

(i) 若p(x) = q(x)，则p(t) = q(t)，这时

|p(x)|() = 1    |q(x)|() = 0

 |q(t)|() = 0

 |p(t)|() = 1

(ii) 若p(x) = q(x)→r(x)，则p(t)= q(t)→r(t) ，这时

|p(x)|() = 0    |q(x)|() = 1且|r(x)|() = 0

 |q(t)|() = 1且|r(t)|() = 0

 |p(t)|() = 0

(iii) 若p(x) = yq(x)但x不在p(x)中自由出现，这时p(t) = 

p(x)。根据2.2.3小节命题1-2，有|p(x)|()=|p(t)|().
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2.3   K的可靠性

(iv) 若p(x) = yq(x)且x在p(x)中自由出现，则yx且p(t) = 

yq(t)(因t对公式p(x)中的x自由，故t中不含y。现证明

|p(x)|() = 0    |p(t)|() = 0

先证(). 

设|p(t)|() = 0，即|yq(t)|() = 0。这时存在的y变通
使|q(t)|() = 0。再作的x变通，使

(1) (x) = (t).

于是由归纳假设可得

(2) |q(x)|() = 0       (上面已有|q(t)|() = 0)

      是的y变通，它与在除y之外的变元指派上都是一致
的，而t不含y，利用2.2.3小节命题1-1得

(3) (t) =(t).
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2.3   K的可靠性

现证是的y变通。为此要证 zy时总有(z)=(z)。
zy 时，又分两种可能：zx和z=x.

zx时， (z) = (z)            (是的x变通)

= (z)              (是的y变通)

= (z)             (是的x变通)

z=x时， (z) = (x) = (t)               (由(1))

= (t)                            (由(3))

= (x)                    (已知条件)

= (z)                              (z=x)

这说明是的y变通，再由(2)式得

|yq(x)|() = 0  即  |p(x)|() = 0。
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2.3   K的可靠性

再证另一个方向：

|p(x)|() = 0  |p(t)|() = 0

设|p(x)|() = 0，即 |yq(x)|() = 0。这时有的y变通使

(4) |q(x)|() = 0

再作的x变通，使(x)=(x). 和在除y之外的变元指派
上都是一致的，所以是的y变通。前面的(3)式这时仍然
成立，于是

                (t) = (t)                                        (由(3))

= (x)                               (已知条件)

= (x)             (是的y变通而yx)

再由归纳假设及(4)得

|q(t)|() = |q(x)|() = 0
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2.3   K的可靠性

由此即得  (是的y变通)

|yq(t)|() = 0 即 |p(t)|() = 0

到此完成了2)的整个归纳过程。

引理2 K的公理都是有效式。

证明  只用证(K4)、(K5)的有效性：

1)  (K4)是有效式。

设项t对p(x)中的x自由。为证⊨ xp(x) → p(t), 任取解释
域M及任一M，并设

|xp(x)|() = 1

这时对于的任一x变通，总有|p(x)|() = 1。现取的一个
特殊x变通，使其满足(x)=(t)；由引理1，
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2.3   K的可靠性

|p(t)|() = |p(x)|() = 1，这说明

|xp(x) → p(t)|() = 1

而上式当|xp(x)|() = 0时当然是成立的。由于M与都是任
取的，所以xp(x) → p(t)是有效式。

2)  (K5)是有效式。

       要证⊨ x(p→q) → (p→ xq) (其中x不在p中自由出现), 

即证任意解释域M及任一M，下式成立

|x(p→q) → (p→ xq)|() = 1

该式在|x(p→q)|() = 0或|p|() = 0时是明显成立的，所以
只要证明当

(5) |x(p→q)|() = |p|() = 1

时， |xq|() = 1就可以了。
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2.3   K的可靠性

(5) |x(p→q)|() = |p|() = 1

现设(5)式成立，这时对于的任一x变通， 有

(6) |p→q|() = 1

再由2.2.3小节命题1可得

(7) |p|() = |p|() = 1

由(6), (7)得|q|() = 1，进而得| xq|() = 1。

定理1(K的可靠性)   ⊢p   ⊨ p.

证   设有 p从的证明p1,…,pn(=p)。现对n归纳证明⊨ p。

n=1时，若p，则自然有⊨ p；若p为公理，由引理2，
显然也有⊨ p。

n>1时，有以下三种情形：
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2.3   K的可靠性

(i) p或p为公理，与n=1的情形相同。

(ii) 若有i,j<n使pj=pi→p，则由归纳假设可得⊨ pi 和 

⊨pi →p，再用2.2.4小节命题2得⊨ p。

(iii) 若p = xpi, i<n，则由归纳假设得⊨ pi ，再用2.2.4

小节命题3得⊨ xpi。

推论1(K的无矛盾性)  K是无矛盾的，即⊢p与⊢p不可能同
时成立。

证   反设有公式p使⊢p与⊢p同时成立，则由K的可靠性定
理得⊨p与⊨p。这样，对任一解释域M及任一M，有

|p|() =1且 |p|() = 1

但这是不可能的。
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2.4   K的完全性

K的完全性指   

⊨p    ⊢p   (⊨p   ⊢p)

定理1 无矛盾公式集一定有可数集模型。

证   设无矛盾公式集，下面给构造一个可数集模型M。

分六步来进行：

1. 作扩大的谓词演算K+

取可数个新的个体常元b1,b2,…,bn,…，B={b1,b2,…,bn,…}

与原来的个体常元集C={c1,c2,…,cn,…}不相交.

扩大K，以CB为新的个体常元集，X、F、R保持不变，
得到新的谓词演算记作K+。K的项集T是K+的项集T+的真子
集。
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2.4   K的完全性

K和K+的原子公式集分别用Y和Y+表示，则YY+ 。公
式集 K(Y)K(Y+).

2. 作扩大的无矛盾公式集 

把K+中所有只含一个自由变元的公式(可数个)全部取出
排成不重复的一列：

p0(y0), p1(y1),…, pn(yn),…

其中yn(=xin
X)可以重复出现。

在B中取出一串bi0
,bi1

,…, 使之满足：

(i) bi0
不在p0(y0)中出现,

(ii) n>0时，bin
不在p0(y0),…, pn(yn)中出现, 且bin

{bi0
, …, 

bin-1
}.
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2.4   K的完全性

记

rn= pn(bin
)→yn pn(yn),

并记

                 ={r0, r1, r1,…}.

       则是无矛盾的公式集，因为：若存在K+中的公式q使 

 ⊢ K+ q与 ⊢ K+ q同时成立，那么必存在充分大的n使

         {r0, …, rn} ⊢ K+ q及q.

但我们可以对{r0, …, rn}中的公式数归纳证明这是不可能的。
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2.4   K的完全性

3. 作的完备无矛盾扩张*

把K(Y+)中的所有闭式排成不重复的一列：

p0
∗ , p1

∗ , p2
∗ ,…

令

        0 = ，

        n = ൝
Γ𝑛−1 , 若Γ𝑛−1 ⊢K+ 𝑝𝑛−1

∗

Γ𝑛−1 ∪ ¬𝑝𝑛−1
∗ , 若Γ𝑛−1 ⊬𝐾+ 𝑝𝑛−1

∗

显然有

0 1 2 …

现对n归纳证明n是无矛盾的。

n=0时，0 = 已证是无矛盾的。
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2.4   K的完全性

n>0时，假设n 有矛盾，即有q使

(1) n ⊢ K+ q及q

由归纳假设，n-1无矛盾，所以n  n-1。于是从n的定义
知

(2) Γ𝑛−1 ⊬𝐾+ 𝑝𝑛−1
∗

且

(3) n = Γ𝑛−1 ∪ ¬𝑝𝑛−1
∗

将(3)式右边代入(1)，用反证律可得(𝑝𝑛−1
∗ 是闭式)

Γ𝑛−1 ⊢K+ 𝑝𝑛−1
∗

这与(2)式矛盾。由此证明了n的无矛盾性。

       作

*=ڂ𝑛=0
∞ Γ𝑛
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2.4   K的完全性

*也是无矛盾的。这是因为若* ⊢ q, q. 则必然存在某个
充分大的n使n⊢K+ q, q；与n的无矛盾性冲突。

*还是完备的，即对K+中的任一闭式 p𝑘
∗ , * ⊢K+ p𝑘

∗与
* ⊢K+ p𝑘

∗二者必居其一。实际上，

* ⊬K+ p𝑘
∗  k ⊬K+ p𝑘

∗

  k+1 = Γ𝑘 ∪ ¬𝑝𝑘
∗

  k+1 ⊢K+ p𝑘
∗

  * ⊢K+ p𝑘
∗

这就证明了*是的完备无矛盾扩张。
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2.4   K的完全性

4. 作K+的解释域M

       令

              M = K+的所有闭项组成的集，

M是由BC生成的以F为运算集的代数系统，是可数集。

首先，让M成为K+的解释域：令ഥ𝑏𝑖=bi, ഥ𝑐𝑖=ci, 𝑓𝑖
𝑛 = 𝑓𝑖

𝑛，

即都解释为自身。再规定M中与的n元谓词𝑅𝑖
𝑛对应的n元关

系𝑅𝑖
𝑛如下：

对任意闭项t1,…,tnM,

                当* ⊢K+ 𝑅𝑖
𝑛(t1,…,tn)时，令(t1,…,tn)  𝑅𝑖

𝑛;

                当* ⊢K+ 𝑅𝑖
𝑛(t1,…,tn)时，令(t1,…,tn)  𝑅𝑖

𝑛.

*的完备无矛盾性保证了𝑅𝑖
𝑛的定义是合理的。
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2.4   K的完全性

M自然也是K的解释域。

同时，M具有如下性质：对K+的任何项解释+和任一
闭项t(tM)，总有 ҧ𝑡 = +(t)= t, 这是因为常元bi, ci与运算符
𝑓𝑖

𝑛都解释为自己。

       下证M是的模型。

5. 命题 *

(*)   * ⊢K+ q     |q|M=1.

q是K+的任一闭式。

现对闭式q在K(Y+)中的层次数k归纳证明 (*)。
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2.4   K的完全性

k=0时，q是原子公式，设q= 𝑅𝑖
𝑛(t1,…,tn), 其中每个ti是

闭项。对任取的项解释+，因ti是闭项，故+(ti)= ti. 于是

               * ⊢K+ q     (t1,…,tn)  𝑅𝑖
𝑛

 (+(ti),…, +(ti))  𝑅𝑖
𝑛

 |𝑅𝑖
𝑛(t1,…,tn)|(

+) = 1

因+是任取的，所以

              * ⊢K+ q     |𝑅𝑖
𝑛(t1,…,tn)|M = 1，即 |q|M=1.

k>0时，分四种情形进行讨论：

情形1 q=r，其中r也是闭式，此时有
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2.4   K的完全性

* ⊢K+ r     * ⊬K+ r       (*完备无矛盾)

 |r|M=0   (由归纳假设)

 |r|M=1

情形2 q = r→s，其中r,s都是闭式，此时有

             *⊬K+r→s  * ⊢K+ (r→s)       (*完备无矛盾)

 * ⊢K+ r 且* ⊢K+ s     (用永真式)

 * ⊢K+ r 且* ⊬K+ s     

(*完备、无矛盾)

 |r|M=1 且 |s|M=0       (由归纳假设)

 |r→s|M=0
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2.4   K的完全性

情形3 q = x r且r是闭式，此时有

             *⊢K+ x r   * ⊢K+ r ((K4), MP及Gen)

 |r|M=1                   (由归纳假设)

 |x r|M=1

       情形4 q = x r，其中x在r中自由出现。因q是闭式，故
r(x)只含有一个自由出现的变元x，此时r(x)必在第2步中列
出的公式中出现。设r(x)=pm(ym), ym = x. 于是q = ym pm(ym)，
下面对(*)的两个方向证明如下

()  反设

(4) *⊢K+ ym pm(ym), 但

(5) |ym pm(ym)|M=0

由(5)知，存在项解释+使
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2.4   K的完全性

(6) |pm(ym)|(+)=0

记+(ym)为t，由tM  t是K+的闭项，所以

                +(t) = t = +(ym)

由上一节引理1-2(+是自己的ym变通)进一步得

|pm(t)|(+)= |pm(ym)|(+)

pm(t)是闭式，由上式及(6)又得

(7) |pm(t)|M=0

另一方面，由(4)可得*⊢K+ pm(t) (用(K4)及MP)，再结合归
纳假设得|pm(t)|M=1，与(7)矛盾。

() 设 |ym pm(ym)|M=1.

因为公理都是有效式，故
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2.4   K的完全性

|ym pm(ym) → pm(bim
)|M=1

这样由2.2.3小节命题5可得|pm(bim
)|M=1。由归纳假设，有

(8) *⊢K+ pm(bim
)

由2、3中几个公式集的定义，rm  *  *⊢K+ rm,  即

                    *⊢K+ pm(bim
) →ym pm(ym)

此式结合(8)即得

                    *⊢K+ ym pm(ym)

至此完成了命题(*)的归纳过程。

6. 整个证明的完成

       任取 p   *，当然有* ⊢K+ p。设p是p的全称闭式，
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2.4   K的完全性

6. 整个证明的完成

       任取 p   *，当然有* ⊢K+ p。设p是p的全称闭式，
则也有*⊢K+ p，由命题(*)得到|p|M=1。由此及2.2.3命题3

最后得到|p|M=1。这说明M是p的(可数集)模型。

定理2(K的完全性)   ⊨p    ⊢p

证  反设  ⊬ p.设p是p的全称闭式，则{p}是无矛盾的，
否则由反证律得  ⊢p，从而   ⊢p成立。由定理1知{p}

一定有模型，设M是{p}的模型，于是 |p|M=1  

|p|M=0. 由此可知 ⊭ p，再由2.2.4命题4得 ⊭ p，与已知
条件矛盾。
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程序验证与Hoare 逻 辑

• 程序验证

– 用数学的方法来证明程序的性质

• 演绎验证

– 用演绎推理的逻辑方法来证明程序具备所期望的性质

– 就所期望的性质而言，演绎验证可保证程序无错

• 程序逻辑

– 对程序进行推理的逻辑。Hoare逻辑是一种程序逻辑

• Hoare逻辑推理规则

– 基于简单编程语言（赋值、顺序、条件和循环等语句）

– C. A. R. Hoare. "An axiomatic basis for computer programming“ 

Volume 12 / Number 10 / October,  1969  Comm. of the ACM   576~583
3



Hoare逻辑推理规则

• 程序状态的逻辑表示

– 语法形式：{P} S {Q}，称为 Hoare三元式

 (1) S是代码段，遵循相应编程语言的语法

 (2) P和Q是关于程序状态（变量到值的映射）的断言

P/Q是S的前/后断言。断言是谓词逻辑的合式公式

 (3) 例： {x == 1  y < 5} x = x +1 {x == 2  y < 5}

– {P} S {Q}的含义：

          在满足断言 P 的状态下执行代码 S ，若执行终止，

          则终止状态满足断言 Q

 例：{x > 1  y < 5} x = x + 1 {x > 0  y < 5} 成立
                                    {x > 2  y < 5}  => {x > 0  y < 5}
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Hoare 逻辑推理规则
• 赋值公理

– 形式：{Q[E/x]} x = E {Q}

   Q[E/x]表示Q中出现的变量x用表达式 E 代换

– 例:  {x + 1 > 6} x = x +1 {x > 6}  是赋值公理的实例

– 特点： x +1 > 6 （即x > 5）是语句x = x+1和后断言x > 6 

的最弱前断言

 (1) x > 5.1可作为前断言，因为有 x > 5.1  x > 5

 (2) x > 4.9不可作为前断言，因为 x > 4.9  x > 5不成立

• 逆向推理

– Hoare的赋值公理采用的是逆向推理的演算，即由代码段
S和后断言Q，根据赋值公理和推理规则推导出前断言P
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Hoare 逻辑推理规则
• 正向推理

– 形式：{P} x = E {∃x′.P[x′/x] && x == E[x′/x]}   

后断言Q由2部分的构成：存在一个表达式x′，将P 中出现
的变量x用 x′ 代换，合取由代码段（如赋值语句）构成的
断言x == E，并将E中出现的变量x也用 x′ 代换

– 特点：正向推理演算得到的是最强后断言

– 例:  {x > 5} x = x +1 {Q} 

          P = {x > 5} , x′ = x-1，E = {x + 1}

          Q = {x-1 > 5 && x == x-1+1}

              = {x > 6 && x==x} ={x > 6}

         ⸫ {x > 5} x = x +1 {x > 6} 

    (1) x > 5.1可作为后断言，因为有 x > 6  x > 5.1 成立

    (2) x > 6.1不可作为后断言，因为 x > 6  x > 6.1 不成立
6



Hoare 逻辑推理规则

• 结构化语句的推理规则

– 顺序语句

– 条件语句（也可用其它形式表示，E为条件）

– 插曲：推论规则

P  P   {P} S {Q}    Q  Q 

{P} S {Q}

{P  E} S1 {Q}      {P  E} S2 {Q}

{P} if E then S1 else S2 {Q}

{P} S1 {R}      {R} S2 {Q}

{P} S1; S2 {Q}
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Hoare 逻辑推理规则

• 结构化语句的推理规则（续）

– 循环语句

– 例：用自然数加法来完成自然数m和n相乘

 x = 0; y = 0;

 while (y < n) { 

      x = x + m; y = y + 1;  

 } // x == m  n

• 演算得到语句S和后断言I的最弱前条件：

   x+m == m(y+1)  y+1 n

{IE} S {I}

{I} while E do S {IE}

I  为循环不变式

E 为循环条件

8

// 循环不变式 I：(x == my)  (y  n)

// 语句 S



Hoare逻辑推理规则

• 结构化语句的推理规则（续）

– 循环语句

– 例：用自然数加法来完成自然数m和n相乘

 x = 0; y = 0;

 while (y < n) { 

      x = x + m; y = y + 1; 

 } // x == m  n

 •证明 I  E  语句S和后断言I的最弱前条件：

(x == my  y n  y< n)  (x+m == m(y+1)  y+1 n)

{IE} S {I}

{I} while E do S {IE}

I 被称为循环不变式

E为循环条件

9

//循环不变式：(x == my)  (y  n)
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基于演绎推理的程序验证

11

• 原理

⁻ 程序员提供程序标注

⁻ 验证器基于Hoare 逻辑进行演算推理 

⁻ 在关键程序点（如循环出入口等）产生验证条件

⁻ 调用定理证明器证明这些验证条件是否满足

⁻ 如果所有程序点的验证条件都得证，则认为程序是正确的

• 实现

⁻ 以函数为单位，从函数协议的前件开始，自上而下进行演算推导

⁻ 在循环入出口、函数调用和函数结束等程序点自动生成验证条件

⁻ 所有验证条件的可满足性均交由定理证明器验证

⁻ 对数值溢出、数据区访问越界、除数为0、空指针访问和内存泄

漏等程序中可能的缺陷，系统默认会进行验证、报错



int mult(const int m, const int n) { 
 int x, y; 
 x = 0;
  
 y = 0;
     // 验证条件1：循环入口处

 while (y < n) { 
   
  x = x + m;
  
  y = y + 1;
     // 验证条件2：循环体结束

 }
 return x; // 验证条件3：函数结束/返回

} 12

// 通过循环累加被乘数m实现m*n的乘法运算

// 本函数的验证会产生3个验证条件，即与

循环迭代计算有关的循环入口、循环体结
束，和函数结束返回处。

实例1：加运算实现乘法的函数



/*@ requires 0 <= n < 5000 && 0 <= m < 5000; //函数协议：前件

        ensures \result == m * n; */ // 函数协议：后件

int mult(const int m, const int n) {
 int x, y;

0 <= n < 5000 && 0 <= m <5000
 x = 0;
 0 <= n < 5000 && 0 <= m < 5000 && x == 0
 y = 0;

0 <= n < 5000 && 0 <= m < 5000 && x == 0 && y == 0
 while (y < n) { 
   
  x = x + m;
  y = y + 1;
 }
 return x;
} 13

// 为变量x生成一个临时变量，%1x。用于记录对应变量的赋值前的值

// 为变量y生成临时变量，%1y

// 程序点断言暂略

// 程序点断言暂略，为x生成新的临时变量，%2x

// 程序点断言暂略，为y生成新的临时变量，%2y

// 橙色表示自上而下的演算产生的当前程序点断言

实例1：加运算实现乘法的函数

// 给定n和m的上界是为了回避计算溢出



y = 0;
0 <= n < 5000 && 0 <= m < 5000 && x == 0 && y == 0

/*@ loop invariant
           0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 &&   // 来自函数前件

           0 <= y  && y <= n && x == m * y;  // 循环中的性质

*/
 while (y < n) { 
   
  x = x + m;

  y = y + 1;

 }
 return x;
}

第 1 个验证条件：
循环入口程序点断言蕴含循环不变式

0 <= n < 5000 && 0 <= m < 5000 &&

x == 0 && y == 0 

==> 

       0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 &&  

0 <= y && y <= n && x == m * y

14

实例1：加运算实现乘法的函数



/*@ loop invariant 
0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= y && y <= n && x == m * y;    */

 while (y < n) { 
        // 循环开始点的断言 ==“循环不变式 合取 循环条件”

0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= y && y <= n && x == m * y && y < n

        x = x + m;  

        y = y + 1;

 }
 return x;
}
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实例1：加运算实现乘法的函数



/*@ loop invariant 
0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= y && y <= n && x == m * y;    */

 while (y < n) { 
0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= y && y <= n && x == m * y && y < n

         x = x + m;  // x的旧值（赋值前）：%2x

x == %2x + m && 0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= y && y <= n && %2x == m * y && y < n

         y = y + 1 ;  // y的旧值（赋值前）：%2y

x == %2x + m && 0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= %2y && %2y <= n && %2x == m * %2y && 
%2y < n && y == %2y + 1

 }
 return x;
} 16

实例1：加运算实现乘法的函数



/*@ loop invariant 
0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= y && y <= n && x == m * y;    */

 while (y < n) {// %2x和%2y分别代表赋值前x和y的值

         x = x + m;    y = y + 1;
x == %2x + m && 0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= %2y && %2y <= n && %2x == m * %2y && 
%2y < n && y == %2y + 1

 }

 return x;
}
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第 2 个验证条件：
     循环体执行完结的程序点断言蕴含循环不变式

x == %2x + m && 0 <= m < 5000 && 0 <= n < 5000 && 
0 <= %2y && %2y <= n && %2x == m * %2y && 
%2y < n && y == %2y + 1

==>
0 <= m <  5000 && 0 <= n < 5000 &&

0 <= y && y <= n && x == m * y

实例1：加运算实现乘法的函数



int mult(const int m, const int n) {

 int x, y;

 x = 0; 

 y = 0;

 while (y < n) { 

      x = x + m;

      y = y + 1;

 }

 return x;

}

由自动定理证明器
完成3个验证条件的证明
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实例1：加运算实现乘法的函数

第3个验证条件：
     函数结束点断言蕴含函数协议的后件

     x == m * y && $result == x && 0 <= n < 5000 && 

0 <= m< 5000 && 0 <= y && y <= n && y >= n 

==>
$result == m * n



基于演绎推理的验证器工作流程
对一个.c文件(称为模块)验证的数据流程图

对各模块连接
验证的有用信息

语法分析和
类型检查

代码和标注
的中间表示

代码及其注
释中的标注

验证条件

验证条件
生成器

自动定理
证明器

验证条件及
其证明情况验证者关注的信息

用户界面
工具
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科创程序验证系统的技术特色

• 科创验证器学习平台的技术特色
⁻ 把最弱前条件演算改成最强后条件演算, 以符合程序员的

推理习惯, 满足验证需穷尽所有执行路径的要求

⁻ 克服Hoare逻辑赋值公理不能用于有别名的情况

⁻ 能验证操作单向链表和二叉树的程序，并避免使用难以

理解的分离逻辑

⁻ 进一步拓展到能验证双向链表和循环双向链表的程序，

避开了它们不能抽象为代数数据类型的障碍

• 举例：有序单向链表的插入
⁻ 介绍对操作易变数据结构程序的验证

⁻ 程序员用符号断言描述形状图，系统依据描述构造形状图

21



形状图逻辑的主要特点

• Hoare逻辑三元式: {Q} S {Q},  {Q}和{Q}是符号断言

• 用形状图逻辑扩展后的Hoare逻辑三元式: 

   {G  Q} S {G  Q}

 1. G和Q分别是形状图和符号断言，形状图是堆指针断言
的图形表示

 2. 把{G } S {G}单独可看成形状图逻辑的三元式

 3. 形状图逻辑描述{G } S {G}这样的公式之间的推理规则

• 安全C语言程序的推理，使用扩展后的VC演算

22



• 形状图的语法
– 描述静态声明的堆指针和动态分配的结构体中域指针的指
向的一种有向图

– 能准确地表达指针有效性和指针之间的相等关系
– 可直接作为指针断言

形 状 图

h nxt . . .

m个节点, m>=0

nxtnxt nxt nxt . . . nullnxt
p1 p

n个节点, n>=0

一个直观的单链表示意图

h nxt nxt nxt
p1 p

m, m>=0 n, n>=0

用形状图浓缩表示为
23



单向链表与它的表段

• 单向链表需要看成由两部分组成

– 在函数入口，允许外来指针指向链表中某个节点
  • 在函数入口，head指向完整的链表

  • 允许有外来的指针(如ptr)指向链表中某个节点

– 在循环代码的迭代计算过程中，遍历链表的指针如下前进
  • 随着遍历节点数j增大，左右两边浓缩节点代表的节点数也随之变化

  • 在遍历过程中，链表被分成两部分：逐步增加的已遍历的节点（构成

     表段）和逐步缩短的尚未遍历链表（构成链表）

     

24

ptr
next

m-j

next

j, 0<=j<m

head

// 程序员用符号断言描述形状图，
系统依据描述构造形状图



• 有序单向链表和表段的归纳（谓词）定义
/*@   // 有序单向链表：分成三种情况从右向左进行归纳

inductive sorted_list(Node* p) = 

    p == \null ||    

    p != \null && p->next == \null ||

    p != \null && p->next != \null &&

 p->data <= p->next->data && sorted_list(p->next); 

// 有序单向链表表段：分成二种情况从右向左进行归纳

inductive sorted_seg(Node *p, Node *q) = 

    p == q && p != \null || 

    p != q && p != \null && p->next != \null &&

 p->data <= p->next->data && sorted_seg(p->next, q);

*/

实例2：有序单向链表的插入函数

25

typedef struct node {//节点类型

     struct node * next;

     int data; 

} Node;//@ shape next : list;



• 有序单向链表中有关表段的引理

– 表段的定义：从右向左归纳

•左边节点+右边表段，得到增加一个节点的表段

– 迭代计算时链表的逐点访问：从左向右归纳

 •左边表段+右边节点，得到增加一个节点的表段

– 逻辑定义与程序执行的方向不一致导致需添加引理

/*@ lemma property1:  // 左边表段 + 右边节点, 得增一个点表段

        \forall Node *p, Node *q. sorted_seg(p, q) && 

                   q->next != \null && q->data <= q->next->data                 

    ==> 

         sorted_seg(p, q->next);

*/

实例2：有序单向链表的插入函数
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• 有序单向链表中有关表段的引理

– 表段的定义：从右向左归纳

•左边节点+右边表段，得到增加一个节点的表段

– 迭代计算时链表的逐点访问：从左向右归纳

 •左边表段+右边节点，得到增加一个节点的表段

– 方向不一致导致需要引理

/*@ lemma property2:  // 左边表段 + 右边链表，构成较长链表

        \forall Node *p, Node *q. 

                    sorted_seg(p, q) && sorted_list(q)

   ==> 

        sorted_list(p);*/

实例2：有序单向链表的插入函数
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• 函数概述
Node* listInsert(Node* head, const int data, const int m) {

    Node *ptr, *ptr1, *p;     //@ ghost int j;  // j是幽灵变量
    p = (Node*)malloc(sizeof(Node));  if (p == NULL) {exit(1);} 

    p->data = data; p->next = NULL;

    if (head == NULL) {head = p;}         // 生成仅一个元素的表

    else if (p->data <= head->data){p->next = head; head = p;} //新节点插入在表头

    else {    ptr1 = head; ptr = head->next; //@ ghost int j = 0; 

   while ((ptr != NULL) && (ptr->data < p->data)) {

       ptr1 = ptr; ptr = ptr->next; //@ ghost j = j + 1;

   }

   p->next = ptr1->next;  ptr1->next = p;

    }

    return head;

}

实例2：有序单向链表的插入函数
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• 函数协议
//@ logic Node *oldhead;

/*@ requires sorted_list(head) && \length(head, next) == m &&

                       oldhead == head && m > 0;

        assigns *oldhead;

        exits \exit_status == 1;

        ensures   sorted_list(\result) && \length(\result, next) == m+1 &&

                       (   oldhead == \result && m > 0    || // 插入在表中或表尾
                           oldhead == \null && m == 0     || // 单节点的表
                           oldhead == \result->(next:1) && m > 0 // 插入在表头
                       ); 

*/     

Node* listInsert(Node* head, int data, const int m)；
– oldhead是逻辑变量, 用来指明对应形参head的实参指在结果链表的什

么位置。形参m表示链表长度

实例：有序单向链表的插入函数

29



实例2：有序单向链表的插入函数

循环不变式和循环不变形状图
         在while循环语句之前循环不变形状图
                p = (Node*)malloc(sizeof(Node));  if (p == NULL) {exit(1);} 

         p->data = data; p->next = NULL;

... ...

         ptr1 = head; ptr = head->next; 

                while ((ptr != NULL) && (ptr->data < p->data)) {

                       ptr1 = ptr; ptr = ptr->next;

                       //@ ghost j = j + 1;

                }

30

head next next

oldhead ptr1

m-1

ptr p

next



实例2：有序单向链表的插入函数
循环不变式和循环不变形状图
/*@ loop invariant // 分成插在表中和表尾两种情况

(ptr != \null && ptr==ptr1->next && ptr1->data <= ptr->data  &&

        sorted_list(ptr) && \length(ptr, next) == m-j-1 //插在表中
   ||

     ptr == \null && ptr1->next == \null && sorted_list(ptr1) &&

        \length(ptr1, next) == m-j  // 插在表尾
    ) 

    && oldhead == head && sorted_seg(head, ptr1) &&

     ptr1==head->(next:j) && ptr1->data < p->data &&

           \list(p) && \length(p, next) == 1 && m > 0 && 0 <= j < m;

 */
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head next next next
ptr1 ptr

j, 0<=j<m m-j-1

head next next
ptr1 ptr

j, 0<=j<m



实例2：有序单向链表的插入函数
循环操作与循环不变式和循环不变形状图变化的对应

– 循环体：ptr1 = ptr;    ptr = ptr->next;    //@ ghost j = j + 1;

– 循环体每迭代一次，ptr1和ptr前进一步，表段
\list_seg(head, ptr1) 和链表 sorted_list(ptr) 也随着分别增
加和减少一个节点，引起循环不变形状图和循环不变式同
步变化。即循环不变式中的逻辑谓词在迭代计算中变动其
囊括的节点数 j。
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head next next next
ptr1 ptr

j, 0<=j<m m-j-1

head next next
ptr1 ptr

j, 0<=j<m



安全C语言串行程序验证系统小结

• 小结
– 讲座通过二个实例介绍了基于演绎推理的程序验证的基本
概念和科创验证系统的技术特色，并简单说明了科创验证
学习平台的使用

– 对于学习和了解基于演绎推理的安全C语言串行程序验证
系统来说，这只是一个非常初步的介绍

– 有了这个开端之后，对基于演绎推理的程序验证感兴趣者
，可以通过多阅读并理解验证系统学习平台提供的实例，
参考这些实例，动手写出自己的验证程序实例，逐步提高
对程序验证的理解。通过学习，一名程序员完全可以成为
程序验证方面的熟练技术人员
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Thank You

www.kcv4c.com

科创验证学习平台
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形式化方法与形式验证
◼形式化方法

➢是基于严格的数学基础，对计算机硬件和软件系统进行描述
（形式规约）、开发和验证的技术

➢这个数学基础建立在形式语言、语义和推理证明三位一体的
形式逻辑之上

➢在软件成为社会基础设施的当今时代，形式化方法将与人工
智能、网络空间安全、量子计算、生物计算等领域和方向交
叉融合，得到更广泛的应用

◼形式验证
➢形式验证是证明不同形式规约之间需要满足的正确性需求的
逻辑关系

➢形式化开发被称为是构造即正确的开发，是通过构造、证明
形式规约之间的等价转换和精化关系，并逐步精化，开发出
满足需求的系统的方法



高可信软件
High-Confidence Software

高可信软件 是指可靠和安全标准极高的软件

• 可靠安全性(safety)  是指软件具有设计要求的功能，在运
行时不引起危险、灾难的能力

• 保密安全性(security)  是指软件具有对数据和信息提供保
密性、完整性、可用性、和真实性的保障能力

• 程序的正确性 是指程序具有用户所期望的性质，安全、
可靠

• 软件质量保障手段 功能测试、静态分析和形式验证
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