
高等数学 C 上册 下半串讲

原生生物

高数拥有两条基本的路径：求导-原函数与面积-定积分，最终统一为中值定理-泰勒展开，串讲也按这三部
分进行组织——考虑到实际范围，第一部分几乎只会涉及原函数的部分，第三部分也不会讲到中值定理的

基本练习，希望大家能自行看书进行相应练习。

* 事实上这三部分都以极限基本定义为基础，不过这并不在这次串讲的范围内。出于时间考虑，默认大家
掌握了这部分的知识 (包含基本概念与极限的保序性等简单性质)，有问题可以单独联系。
求导的动机是 “速度” 的计算，定积分的动机是 “面积” 的计算，而中值定理是为了得到核心工具：

d
dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x)

∫ b

a

g′(t)dt = g(b)− g(a)

* 本质：求导与积分互逆，从而可以进行联系。从物理上，这种互逆性是相对自然的。
* 基本要求：光滑性。事实上互逆性质只对一类特殊的函数成立，不过现实中基本都假设遇到的函数较好，
因此可以如此考虑。

泰勒展开 [递归证明]：

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + . . .

其直接形式为微分，但事实上可以关联到积分，与积分估算技巧结合。

* 注意不同余项的含义与应用。
接下来的内容将全部以习题的形式进行组织，包含一些重点的结论与思路。虽然下方的习题以计算性的内

容为主，但其中包含的思路事实上有不少与证明性质的技巧总结相关，最好不要只作为计算题进行研究。

一 微分与原函数

脉络：计算变化率 (求导)、希望进行更一般的计算 (初等函数导数与基本求导公式)、求导反问题 (原函数
概念)、初等解的存在性与找法 (一般的不定积分)
* 注意形式上的微分记号 df(x) = f ′(x)dx，将其作为 df(x)

dx = f ′(x) 的某种形式拆分即可。

1. 求不定积分 ∫
1

x
dx

由 1
x
的自然定义域在 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 上，直接计算可知 x > 0 时 lnx 是一个原函数，x < 0 时

ln(−x) 是一个原函数。但是，值得注意的是，虽然每个区间内都应有其任何原函数减 lnx 后为常数，
两个分立的区间上未必一致，因此其全部原函数可写为

f(x) =

lnx+ C1 x > 0

ln(−x) + C2 x < 0

1
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* 这个例子告诉我们，ln |x| + C 写法本质上需要考虑每个区间上加不同的常数。一般情况下，我们

计算的原函数仅是某个原函数后添上形式上的 +C，不考虑不同区间上的情况，但在计算定积分时，

这种简单的处理可能引起问题。

2. 求不定积分 ∫
x5

(x3 + 1)4
dx

* 所谓第一类换元法往往是某种 “瞪眼” 之后的配凑。而第二类换元法则是希望先进行 “部分处理”，
将不好处理的部分通过换元进行整体处理。本题我们用两种换元法计算：

• 利用第一类换元，直接配凑并拆分得到∫
x5

(x3 + 1)4
dx =

1

3

∫
x3

(x3 + 1)4
dx3 =

1

3

(∫
1

(x3 + 1)3
dx3 −

∫
1

(x3 + 1)4
dx3

)
进一步配凑为 (常用配凑：加减常数可直接放在 d 中)

1

3

(∫
1

(x3 + 1)3
d(x3 + 1)−

∫
1

(x3 + 1)4
d(x3 + 1)

)
由此可直接看出积分结果

−1

6

1

(x3 + 1)2
+

1

9

1

(x3 + 1)3
+ C

• 利用第二类换元，将不好处理的 x3 +1 看作整体 t，则有 dt = 3x2dx，且 x3 = t− 1，于是得到

∫
x5

(x3 + 1)4
dx =

1

3

∫
t− 1

t4
dt = − 1

6t2
+

1

9t3
+ C

代入也可得到结论。

* 对于较复杂的题目，往往不能一眼看出配凑方法，因此用第二类换元将难处理的部分换为整体是常
用的思路。对含无理的情况更是如此，例如将上方分母的 4 次方改为某分数。从公式记忆的角度，只
要记忆第二类换元如何进行即可解决全部问题。

3. 已知 a, b, c 不全为 0，求不定积分 ∫
1√

ax2 + bx+ c
dx

* 本题是为了介绍对根号下二次函数的一般处理，我们分类讨论，下方设

h = − b

2a
, k =

4ac− b2

4a

• 在 a = 0，b = 0 时，直接为常数，由此结果为

1√
c
x+ C

• 在 a = 0，b ̸= 0 时，作整体换元 t =
√
bx+ c，可得 t2 = bx+ c，于是 dx = 2

b
tdt，直接代入得

到最终结果为
2

b
t+ C =

2

b

√
bx+ c+ C

• 在 a > 0 时，将原积分中改写为

1√
ax2 + bx+ c

=
1√
a

1√
(x− h)2 + k

继续讨论：
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– 若 k = 0，此即为
1√
a

1

|x− h|
由此在 x > h 时不定积分为

1√
a
ln(x− h) + C

x < h 时为

− 1√
a
ln(h− x) + C

– 若 k < 0，此可看作
1√
a

1√
(x− h)2 − (

√
−k)2

由此由教材 4.3 节公式可知积分结果为

1√
a
ln(x− h+

√
(x− h)2 + k) + C

– 若 k > 0，此可看作
1√
a

1√
(x− h)2 + (

√
k)2

由此由教材 4.3 节公式可知积分结果为

1√
a
ln(x− h+

√
(x− h)2 + k) + C

• 在 a < 0 时，将原积分中改写为

1√
ax2 + bx+ c

=
1√
−a

1√
−(x− h)2 − k

继续讨论：

– 若 k ≥ 0，只有至多一点处分母有意义，不定积分无意义。

– 若 k < 0，此可看作
1√
−a

1√
(
√
−k)2 − (x− h)2

由此由教材 4.3 节公式可知积分结果为

1√
a
arcsin x− h√

−k
+ C

4. 求不定积分 ∫
eax sin(bx) cos(cx)dx

记 M = b+ c、m = b− c，提供两种思路：

• 三角变换思路
通过积化和差公式有

sin(bx) cos(cx) = 1

2
(sin((b+ c)x)− sin((b− c)x))

再由教材 4.4 节例 5 即得结果为

1

2

eax
a2 +M2

(a sinMx−M cosMx)− 1

2

eax
a2 +m2

(a sinmx−m cosmx) + C
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• 指数思路
利用 eiθ = cos θ + i sin θ，可以将积分内改写为

eax e
ibx − e−ibx

2i
eicx + e−icx

2

整理得
1

4i
(
e(a+i(b+c))x + e(a+i(b−c))x − e(a−i(b−c))x − e(a−i(b+c))x

)
直接利用形式结果 eax 积分为 a−1eax + C 可写出积分

1

4i

(
1

a+ iM e(a+iM)x +
1

a+ ime(a+im)x − 1

a− ime(a−im)x − 1

a− iM e(a−iM)x

)
+ C

再展开化简也可得到结果。

* 三角函数相关的题目除了利用一些熟知的变换公式外，熟悉三角函数写成指数函数的方式可以加
快很多三角和 e 同时存在的题目的计算速度。这也是为什么 sin、cos 与 e 指数都容易放入分部中。

5. 求不定积分
∫
f(x)g(lnx)dx，这里 f, g 为多项式。

利用积分可以展开成每一项的积分求和，只需计算∫
xm lnn xdx

这里 m,n 为非负整数。

为将其化为熟悉的形式，设 x = et，即可得到其为∫
emttndet =

∫
e(m+1)ttndt

再次换元 s = (m+ 1)t，得到
1

(m+ 1)n+1

∫
snesds

设右侧积分中的不定积分结果为 In(s)，利用分部积分计算有

In(s) =

∫
snesds =

∫
sndes = snes − n

∫
sn−1esds = snes − nIn−1(s)

由此可由 I0(s) = es + C 出发归纳得到结果，再换回 s = (m+ 1) lnx 即可。更进一步的通项化简超
出了这门课的范围，此处略去。

6. 求不定积分 ∫ sinx cosx
sin4 x+ cos4 x

dx

考虑换元 t = sinx、s = t2 得到其为∫
t

t4 + (1− t2)2
dt = 1

2

∫ dt2
t4 + (1− t2)2

=
1

2

∫
1

s2 + (1− s)2
ds

将分母展开配方为∫
1

(2s− 1)2 + 1
ds = 1

2

∫
1

(2s− 1)2 + 1
d(2s− 1) =

1

2
arctan(2 sin2 x− 1) + C

利用 cos 2x = 1− 2 sin2 x 可将结果化简成

−1

2
arctan cos 2x

* 虽然三角函数的有理式有通用换元方法，但这并不意味着只能通过通法硬凑。一些基本换元可能大
大加快速度。事实上对有理函数也是如此。
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7. 求不定积分 ∫
1

x2(1 + x2)n
dx

这里 n 为正整数。

* 同样，有理函数有通用方法，但分解也并不是必须通过待定系数解决。

利用
1

x2(x2 + 1)
=

1

x2
− 1

x2 + 1

有
1

x2(x2 + 1)n
=

1

x2(x2 + 1)n−1
− 1

(x2 + 1)n

由此可不断展开得到
1

x2(1 + x2)n
=

1

x2
− 1

x2 + 1
− · · · − 1

(x2 + 1)n

此式已经可以利用教材 4.5 节的知识算出积分。同样，无需掌握对一般 n 的通项化简，只要对具体

的 n 能由此算出结果即可。

* 采用基本方法进行更长时间的计算与进行更长时间的思考后采用较好方法的权衡。

二 积分的操作

脉络：计算面积 (积分)、严谨的定义 (极限定义与基本性质)、一般计算方法 (微积分基本定理)、推广到更
一般的情况 (广义积分)
* 此处我们先默认微积分基本定理成立，不关心其证明。

1. 若 f(x) 连续非负，且在 [a, b] 上不恒为 0，证明
∫ b

a
f(x)dx > 0。

由非负与不恒为 0可设 f(t) > 0，t ∈ [a, b]。由连续性，对任何 ε，存在 δ 使得 |x− t| < δ 且 x ∈ [a, b]

时 |f(x)− f(t)| < ε。

取定 ε = f(t)
2
，得到对应的 δ 后记区间

A = [a, b] ∩ [t− δ, t+ δ]

则由定义对任何 x ∈ A 有

f(x) > f(t)− ε =
f(t)

2

构造函数 g(x) 在 A 上为 f(t)
2
，其他为 0，则利用 f 非负性可知 f(x) ≥ g(x) 处处成立，于是∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

g(x)dx

但根据积分的定义可知 g(x) 下方为长方形，面积即 A 的长度乘 f(t)
2
。由于 A 的长度非零 (无论

t = a、t = b 或 t ∈ (a, b)，其都至少对应某一段区间)，g(x) 的积分结果为正，从而矛盾。

* 注意最基本的比较性质，即 f(x) ≥ g(x) 时，其在任何区间上的积分也有不等号。利用此结论可以

说明一些不等号成立。

* 虽然证明不是重点，但一些基本概念的严谨定义还是需要知道的，例如此处的连续性定义。
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2. 计算极限

lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + k2

* 利用积分定义进行极限计算并不常用，但需要用到时往往很难有其他方法。几个基本特征：求和的
极限、求和数量与 n 相关、乘 n 后能配出 k/n 的形式。

将其写成

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1√
1 + (k/n)2

进一步改写为

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
, f(x) =

1√
1 + x2

注意左侧求和即为积分定义中将 [0, 1] 按 1
n
步长划分后每个区间取右端点的结果，因此极限为∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

1√
1 + x2

dx

利用 f(x) 的一个原函数为 ln(x+
√
1 + x2)，直接计算可得积分为 ln(1 +

√
2)，这就是结论。

3. 计算积分 ∫ −1

−2

√
x2 − 1

x
dx

* 这题放在此处是为了让大家注意换元后的符号变化，不过其实有一个简便方法检查结果：观察发现
积分中的函数恒负，由此可提前确定积分结果一定是负数，换元过程中可以先忽略符号，最后加负号

即可。

设
√
x2 − 1 = t，则 x = −

√
t2 + 1，于是计算可得∫ −1

−2

√
x2 − 1

x
dx =

∫ 0

√
3

t

−
√
t2 + 1

(
− t√

t2 + 1
dt
)

= −
∫ √

3

0

t2

t2 + 1
dt

进一步计算即得其为

−
∫ √

3

0

(
1− 1

t2 + 1

)
dt = −

√
3 + arctan t

∣∣√3

0
=

π

3
−
√
3

4. 计算积分
∫ 1

0
xm(1− x)ndx，这里 m,n 为非负整数。

* 当然，可以利用二项式定理完全展开成以后计算积分并合并，不过我们此处介绍一个更漂亮的做
法。

若 n = 0，积分结果即为 1
m+1
。下面考虑 n > 0 的情况。换元可得∫ 1

0

xm(1− x)ndx =
1

m+ 1

∫ 1

0

(1− x)ndxm+1

由于 x 从 0 到 1 时 xm+1 也从 0 到 1，且端点处 (1− x)n 与 xm+1 均为 0，利用分部积分可知

1

m+ 1

∫ 1

0

(1− x)ndxm+1 = − 1

m+ 1

∫ 1

0

xm+1d(1− x)n =
n

m+ 1

∫ 1

0

xm+1(1− x)n−1dx

由此，不断重复上述过程可将 n 变成 0，最后一次为 xm+n 积分，于是结果为

n

m+ 1

n− 1

m+ 2
. . .

1

m+ n

1

m+ n+ 1
=

n!m!

(m+ n− 1)!



二 积分的操作 7

5. 求 r2 = cos 2θ 绕极轴旋转形成的旋转体侧面积。

这里介绍对一种极坐标 (尽量不用画图) 的基本处理方式：

• 角度范围控制
在 θ ∈ [0, 2π] 时，只有 cos 2θ ≥ 0 的部分此式才有意义，利用三角函数知识可知

θ ∈
[
0,

π

4

]
∪
[3
4
π,

5

4
π] ∪

[7
4
π, 2π]

利用 cos θ = cos(−θ) = cos(2π + θ)，可发现其实质上是 4 段相同的曲线拼合而成的。
不过，绕极轴旋转时，θ ∈ [0, π] 的部分会转到 θ ∈ [π, 2π] 的部分，因此上述四段中两两形成的

旋转面是一致的。若已知一段形成的旋转体表面积为 S，总表面积应为 2S，而非 4S。

* 一定不要忘记判断重合的部分，否则可能导致结果相差倍数。一般来说极坐标形式的方程取
θ ∈ [0, π] 的部分计算积分是正确的。

• 参数方程构建
注意到极轴即为 x 轴，我们下面来计算 S。考虑 θ ∈ [0, π/4] 的部分。此时可直接写出

x(θ) = r cos θ =
√
cos 2θ cos θ

y(θ) = r sin θ =
√
cos 2θ sin θ

由此代入教材 5.5 节公式得到

S = 2π

∫ π/4

0

√
cos 2θ sin θ

√
(
√
cos 2θ cos θ)′2 + (

√
cos 2θ sin θ)′2dθ

• 积分计算
注意范围内所有涉及的 sin、cos 均正，直接计算导数得到结果为

S = 2π

∫ π/4

0

sin θdθ

由此结果

F = 2S = (4− 2
√
2)π

* 对几何的建议：为了降低记忆量，建议把参数方程形式的公式背好，其他化为对应的参数方程，例
如 y = f(x) 即 x = t、y = f(t)，还有本题的极坐标情况。

6. 判断
∫ b

a
1

x2(x2−1)
dx 在 a 与 b 取何值时收敛 (这里假设 b > a，且 a 可取 −∞，b 可取 ∞)。

* 瑕积分的一个简单判别方式是，如果收敛，微积分基本定理往往仍能成立，由此直接假设收敛进行
计算即可知是否发散。如果无法简单判别，往往需要进行比较。

由于此函数在 0,−1, 1 外的点都有定义，我们只需要关注这三点附近与无穷的情况：

• 负无穷处
若 a = −∞、b < −1，在整个区间上有

0 <
1

x2(x2 − 1)
≤ 1

(b2 − 1)x2

而教材 5.7 节例 3 类似知 1
x2 在 (−∞, b) 积分收敛，于是比较可知原积分收敛。
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• −1 处

当 −1 ∈ [a, b] 时，考虑其子区间 A = [a, b] ∩ [−2,−1/2]，若积分收敛，在子区间上的积分也应

收敛。由有理函数的展开可计算得

1

x2(x2 − 1)
=

1

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)
− 1

x2

第一项、第三项在 A 中均为普通的黎曼积分，从而收敛，而第二项以 −1 为瑕点，由于其的一

个原函数为 − 1
2
ln |x+ 1|，在瑕点附近左、右极限均不存在，因此不可能收敛，矛盾。

• 0 处
当 0 ∈ [a, b] 时，考虑其子区间 A = [a, b] ∩ [−1/2, 1/2]，若积分收敛，在子区间上的积分也应收

敛。由有理函数的展开可计算得

1

x2(x2 − 1)
=

1

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)
− 1

x2

第一项、第二项在 A 中均为普通的黎曼积分，从而收敛，而第三项以 0 为瑕点，由于其的一个
原函数为 1

x
，在瑕点附近左、右极限均不存在，因此不可能收敛，矛盾。

• 1 处
当 1 ∈ [a, b] 时，考虑其子区间 A = [a, b] ∩ [1/2, 2]，若积分收敛，在子区间上的积分也应收敛。

由有理函数的展开可计算得

1

x2(x2 − 1)
=

1

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)
− 1

x2

第二项、第三项在 A 中均为普通的黎曼积分，从而收敛，而第二项以 1 为瑕点，由于其的一个
原函数为 1

2
ln |x− 1|，在瑕点附近左、右极限均不存在，因此不可能收敛，矛盾。

• 正无穷处
若 b = ∞、a > 1，在整个区间上有

0 <
1

x2(x2 − 1)
≤ 1

(a2 − 1)x2

而教材 5.7 节例 3 类似知 1
x2 在 (a,∞) 积分收敛，于是比较可知原积分收敛。

综合以上，当且仅当 0,−1, 1 均不属于 [a, b] 时原积分收敛。

7. 计算
∫∞
−∞ xne−x2dx，这里 n 为非负整数。

若 n 为奇数，此函数为奇函数，利用对称性可知积分为 0。否则，设 n = 2k，利用对称性可得∫ ∞

−∞
xne−x2dx = 2

∫ ∞

0

x2ke−x2dx

作换元 t = x2 有

2

∫ ∞

0

x2ke−x2dx =

∫ ∞

0

tk−1/2e−tdt = Γ(k + 1/2)

由 Gamma 函数的知识可知最终结果为(
k − 1

2

)(
k − 3

2

)
. . .

1

2
Γ

(
1

2

)
=

(2k − 1)!!

2k
√
π

* 此题后半部分事实上直接在教材中就有，这里主要是提醒不能直接对原式进行换元，因为不满足单
调性，必须分区间考虑。
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8. 计算
∫ 1

−1
ln |x|dx。

* 由于 ln |x| 在 0 处无定义，积分必须分为两段研究，而不能试图通过一个全局原函数解决问题，这
是在第一部分第一题中提醒过的。

由于 ln |x| 为偶函数，利用对称性可知积分为

2

∫ 1

0

lnxdx

进行分部积分得到 (这里利用了 x lnx 在 0 处右极限为 0，可写为 lnx/(1/x) 由洛必达法则计算得
到)

2

∫ 1

0

lnxdx = 2x lnx
∣∣1
0
− 2

∫ 1

0

xd lnx = −2

三 泰勒展开

脉络：导数关联根存在 (微分中值定理)、导数关联极限 (洛必达)、积分关联根存在 (积分中值定理)、导数
关联积分 (变限积分)、多项式逼近 (泰勒展开)、一元微积分统一 (积分余项)

1. 确定正数 a 使得极限

lim
x→0+0

3
√
1−

√
cosx

xa

不为 0 或无穷。

将极限中写成

3

√
1−

√
cosx

x3a

由三次根号为连续函数，只需要确定 a 使得

lim
x→0+0

1−
√
cosx

x3a

不为 0 或无穷。

由条件可知分子分母均为 0，从而可使用洛必达法则将极限化为 (等号是由于
√
cosx 极限为 1 可以

提出)
lim

x→0+0

sinx
6ax3a−1

√
cosx = lim

x→0+0

sinx
6ax3a−1

由此，当 3a− 1 = 1，即 a = 2
3
时，上述极限是 1

4
，不为 0 或无穷，于是有

lim
x→0+0

3
√
1−

√
cosx

x2/3
= 2−2/3

而利用

lim
x→0+0

3
√

1−
√
cosx

xa
= lim

x→0+0

3
√
1−

√
cosx

x2/3
x2/3−a

当 a > 2/3 时极限为无穷，当 a > 2/3 时极限为 0。

* 本题的结果有一件事值得注意：阶数 O(xk) 未必为整数，而只有其为整数的情况下，洛必达法则

才方便使用 (能够递降到 0)。因此，整体存在根号时需要先拿出根号。
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2. 证明 n 次多项式在任何点处的 n 阶泰勒公式为自身 (即余项恒为 0)。

设原 n 次多项式为 p(x)，其在 x0 点的泰勒公式为 q(x)，利用 Peano 余项的定义有

lim
x→x0

p(x)− q(x)

(x− x0)n
= 0

但是，由于 p(x) 与 q(x) 都是 n 次多项式，其差亦为 n 次多项式。设 h(x) = p(x+ x0)− q(x+ x0)，

则 h(x− x0) = p(x)− q(x)。若其非零，假设其次数最低的非零项为 k 次，利用 k 次洛必达法则得到

lim
x→x0

h(x− x0)

(x− x0)n
= lim

x→0

h(x)

xn
=

1

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
lim
x→0

h(k)(x)

xn−k

这里上标 (k)表示求 k 阶导。但是，h(k)(x)的常数项应非零，于是此极限在 k = n时为非零数，k < n

时为无穷，矛盾，从而 h(x) = 0，即 p(x) = q(x)。

3. 求 sin sinx 在原点带 Peano 余项的 5 阶泰勒公式，并计算

lim
x→0

x− sin sinx
x3

记 t = sinx，其在 x → 0 时为无穷小，且与 x 等价。在 0 处将 sin t 展开到 9 阶 Peano 余项得到

sin t = t− t3

6
+

t5

120
+ o(t5) = t− t3

6
+

t5

120
+ o(x5)

再代入

t = x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

可得

sin sinx = x− x3

6
+

x5

120
− 1

6

(
x− x3

6
+

x5

120

)3

+
1

120

(
x− x3

6
+

x5

120

)5

+ o(x5)

* 由于每个 t 中 o(x5) 的项与其他项乘积后仍为 o(x5)，不会影响无阶以下的情况。

将上方的次方展开。由于第二项中除了 x·x·x与 x·x·x3 外的项都比五次高，第三项中除了 x·x·x·x·x
外的项都比五次高，事实上只需保留这些项，也即

sin sinx = x− x3

6
+

x5

120
− 1

6
x3 − 1

6
3x · x ·

(
− x3

6

)
+

1

120
x5 + o(x5)

最终整理得到

sin sinx = x− 1

3
x3 +

1

10
x5 + o(x5)

* 若题目要求 Lagrange 余项 (务必记得定义)，就不得不采取最基本的方法一阶阶算导数了。

4. 计算
∫ √

x

0
sin sin tdt 在 0 处对 x 的右导数 (即导数定义中的极限改为右极限)。

* 直接由复合函数求导与变限积分计算可得

d
dx

∫ √
x

0

sin sin tdt = 1

2
√
x
sin sin

√
x

* 利用上一题作换元 t =
√
x 后由洛必达法则可得其在 0 处右极限为 1

2
。但是，这只是导数在 0 处的

右极限，无法说明右导数的结果。
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希望将上限换元为 x，因此考虑换元 s = t2，有 t =
√
s，从而 (这里实质上进行了瑕积分，但不影响

后续计算) x > 0 时 ∫ √
x

0

sin sin tdt =
∫ x

0

sin sin
√
s

2
√
s

ds

将积分中记为 g(s)，直接由洛必达法则计算可发现

lim
s→0

g(s) = lim
s→0

sin sin
√
s

2
√
s

= lim
u→0

sin sinu
2u

=
1

2

补充定义 g(0) = 1
2
，积分中是一个连续函数，且不影响积分结果，从而可知变限积分的导数为

d
dx

∫ x

0

g(s)ds = g(x)

由此原函数在 0 处的右导数为 g(0) = 1
2
。

5. 证明若 f 二阶导数连续，求证带二阶积分余项的泰勒公式

f(x+ t) = f(x) + tf ′(x) +

∫ x+t

x

(x+ t− s)f ′′(s)ds

由于在积分中观察到了导数项，进行分部积分可得 (这里跳过了求导过程并丢掉了为 0 的项)∫ x+t

x

(x+ t− s)f ′′(s)ds =
∫ x+t

x

(x+ t− s)df ′(s) = −tf ′(x) +

∫ x+t

x

f ′(s)ds

再由微积分基本定理计算第二项即得结论。

* 用此方法，归纳可得高阶积分余项的泰勒公式

f(x+ t) =
n∑

k=0

tk

k!
f (k)(x) +

1

k!

∫ x+t

x

(x+ t− s)kf (k+1)(s)ds


