
Problem Set

原生生物

一 二次型

§1.1 基本结果

1. 记 Q(x) =
1

2
xTAx+ bTx，其中 A 为 n 阶对称方阵，x 为 n 维向量。

(a) 设 A = (aij)，试说明
∂xTAx

∂x1

= 2
∑n

i=1 a1ixi。

(b) 证明 ∇xQ(x) = Ax+ b。

(c) 当 A 正定时，证明 Q(x) 存在唯一最小值点 x = A−1b。[注意梯度为 0 只能得到驻点]

2. 记 Q(x) = xTAx，其中 A 为 n 阶对称半正定方阵 [由半正定阵定义，Q(x) 的最小值为 0]。

(a) 证明 Q(x) = 0 ⇔ Ax = 0。

(b) 设 A = P TDP，其中 P 正交，D 是对角阵，非零对角元为 λ1, . . . , λr，求 Q(x) 全部最小值点。

(c) 举例：A 半正定， 1
2
xTAx+ bTx 不存在最小值。

(d) 对一般对称阵 A，何时 1
2
xTAx+ bTx 存在最小值？

§1.2 最小二乘

1. 记 Q(x) = ∥Ax− b∥，其中 A 为 m×n 阶矩阵，x, b 为 n 维向量。[这里 ∥α∥ 代表二范数，即
√
αTα]

(a) 计算 ∇xQ(x)。[先计算 ∇xQ(x)2]

(b) 利用梯度结果证明，Q(x) 取到最小值时必有 ATAx = AT b。

(c) 证明 ATAx = AT b 时 Q(x) 取到最小值。[假设满足此条件时为 x0，考虑 Q(x)2 −Q(x0)
2]

2. 考虑方程 ATAx = AT b[由上一题，求解此方程可直接解出最小二乘，此方程称最小二乘问题的正则
化方程组]。

此处广义逆的定义 [不同情境下广义逆定义未必相同]：满足 AA+A = A, (AA+)T = AA+ 的矩阵 A+

称为 A 的广义逆。值得注意的是，当 A 未必为方阵时，广义逆仍然可以存在，若 Am×n，则 A+ 为

n×m 阶矩阵。

(a) 若 ATA 可逆，验证 (ATA)−1AT 是 A 的广义逆。

(b) 证明：当 x = A+b 时，ATAx = AT b。[注意这里可以是任何一个广义逆]

(c) 若存在 A′ 使得 ∀b，A′b 是 ∥Ax− b∥ 的最小值点，证明 ATAA′ = AT。

(d) 用上一问的式子说明，A′ 一定满足 (AA′)T = AA′, AA′A = A，从而 A′ 是 A 的广义逆。
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二 范数

1. 在线性空间 Rn 中，考虑函数 p : Rn → R。若其满足：

∀x, p(x) ≥ 0; p(x) = 0 ⇔ x = 0

p(µx) = |µ|p(x)

p(x) + p(y) ≥ p(x+ y)

则称为 n 维向量的一个范数。

(a) 当 A 为对称正定阵时，验证 p(x) =
√
xTAx 是一个范数，此范数记作 ∥x∥A。

(b) 当 A 半正定时，证明 p(x) 不是一个范数。

2. 设 p(x) 是一个向量范数，考虑函数 g(A) = maxp(x)=1 p(Ax)，它是 n 阶方阵映射到一个数的函数。

(a) 证明 g(A) ≥ 0，且其为 0 当且仅当 A = O，即各个分量全为 0。

(b) 证明 g(µA) = |µ|g(A)。

(c) 证明 g(A) + g(B) ≥ g(A+B)。[由这三问，我们已经说明了它是所有 n 阶方阵中的一个范数。]

(d) 证明 g(A)p(x) ≥ p(Ax)。[由此，矩阵范数与向量范数具有某种相容性，例如，若向量范数为
∥x∥P，可以将矩阵范数也记作 ∥A∥P，其中 P 是对称正定阵]

(e) 证明 g(A)g(B) ≥ g(AB)。[这一问是矩阵范数的额外性质]

(f) 证明 g(I) = 1[而单位阵的 Frobenius 范数为
√
n]，且 g(A)g(A−1) ≥ 1。[这个 g(A)g(A−1) 一般

称为 A 在范数 g 下的条件数]

3. 这里假设如上题所述的 p, g 记为向量范数 ∥x∥p 和矩阵范数 ∥A∥p，并将矩阵范数下的条件数记作
σp(A)。对线性方程组 Ax = b，我们试着用矩阵范数考察解的扰动。以下假设 A 可逆。

(a) 证明 ∥A−1b∥p ≥ ∥b∥p

∥A∥p
。

(b) 假设 b 变为 b+ eb 时解从 x 变为 x+ ex，求证
∥ex∥p
∥x∥p

≤ σp(A)
∥eb∥p
∥b∥p

。

(c) 证明式中的逆都存在时 (A+ EA)
−1 −A−1 = −(A+ EA)

−1EAA
−1。

(d) 证明式中的逆都存在时 ∥I − (A+ EA)
−1EA∥p∥A−1∥p∥EA∥p ≥ ∥(A+ EA)

−1EA∥p

(e) 假设 A 变为 A+EA，保证 A+EA 仍可逆且 ∥A−1∥p∥EA∥p < 1。若解从 x 变为 x+ ex，求证
∥ex∥p
∥x∥p

≤ ∥A−1∥p∥EA∥p
1− ∥A−1∥p∥EA∥p

。

三 矩阵求导

§3.1 基本定义

1. 若 A 的每个分量都是 x 的函数 [这里 x 为一维变量]，定义 ∂A
∂x
的第 i 行第 j 列为 ∂aij

∂x
。

(a) 计算说明 ∂AB
∂x

= ∂A
∂x

B +A∂B
∂x
。[注意矩阵乘法顺序不可交换]

(b) 计算说明
∑

i,j aijbij = tr(ATB)，其中 A,B 为同阶矩阵。

(c) 证明 ∂ tr(ATB)
∂x

= tr(∂ATB
∂x

)。[注意 tr(ATB) 是 x 的一维函数]

2. 若 f(A) 是矩阵映射到数的函数，定义 ∂f(A)
∂A

的第 i 行第 j 列为 ∂f(A)
∂aij
。[当 A 是列向量 a 的时候，

∂f(a)
∂a
就是梯度]
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(a) 计算说明 ∂f(A)g(A)
∂A

= f(A)∂g(A)
∂A

+ g(A)∂f(A)
∂A
。[注意 f(A), g(A) 是数乘]

(b) 计算说明 ∂f(A)
∂x

= tr
((

∂f(A)
∂A

)T ∂A
∂x

)
。[这里 A 的每个位置都是 x 的函数，而最后又综合成了一个

x 的一维函数]

(c) 计算 ∂ tr(A)
∂A
，并由此重新证明上一题的 c。

§3.2 更多计算

1. 有关行列式的导数。

(a) 用 Laplace 展开证明 ∂ det A
∂aij

是 A 的第 ij 个代数余子式。

(b) 证明 ∂ det A
∂A

= (A∗)T，其中 A∗ 为 A 的伴随方阵。

(c) 利用上题的 b 计算 ∂ det A
∂x
，并进一步计算 ∂ ln det A

∂x
。

2. 极值问题：以下 w 是向量，W 是 d× d′ 矩阵，X 是 d×m 矩阵，且 n > d > d′。

(a) 回顾 ∂wTAw
∂w

的结果，并计算 ∂ tr(WTXXTW )
∂W

。

(b) 从计算结果分析怎样的 W 可以使 tr(W TXXTW ) 取到极值。

下面限定 W 满足 W TW = Id′，求解怎样的 W 使得 tr(W TXXTW ) 取到最大值。

(c) 利用拉格朗日乘数法，假设W TW 的第 i行第 j 列对应乘数 λij，且其拼成矩阵 Λ，证明 Lagrange
函数 L(W,Λ) = tr(W TXXTW )− tr(ΛT (W TW − I))。

(d) 计算乘子部分对 W 的导数
∂ tr(ΛT (W TW − I))

∂W
。

(e) 注意到 W TW 对称，其 ij 位置与 ji 位置恒相同，因此乘子 λij = λji，由此可知 Λ 也为对称

阵。证明
∂L(W,Λ)

∂W
= O ⇔ XXTW = WΛ。

附加 对 XXT 作正交相似对角化 P TDP，使得 D 的对角元从大到小排列。这时，P 的前 d′ 列构成

的矩阵就是最优的 W，此时 Λ 为对角阵，对角元是 D 的前 d′ 个对角元。

[注：这就是主成分分析的数学表达]


