
线性代数 A 习题课讲义

原生生物

* 线性代数 A [赵玉凤老师班] 习题课讲义，前十三章在上册习题课讲义中，本讲义中不会引用只在上册习
题课讲义里出现的知识，但可能会有逻辑上的类似参考。

* 配套主要教材为丘维声《高等代数》下册，除此以外课程还使用了王萼芳、石生明《高等代数》，个人还
参考了王新茂《线性代数讲义》。

* 记号约定：上标 T 表示转置，H 表示取转置并对每个元素取共轭。O 表示零矩阵，Ia 表示 a 阶单位阵

(I 为恒等映射 Ix = x)，下标 m × n 表示矩阵的行列数，det 表行列式，diag 表将后方元素拼到主对角
线上形成的对角阵。ei 表示第 i 个分量为 1，其他为 0 的单位列向量。
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十四 补充：写在正式开始之前

§14.1 多项式的高观点

听了几节赵老师的课之后，我个人对赵老师上课风格的理解是，适合睡觉以低观点为主，伴有大量的

计算进行推进。笼统来说，低观点是以更顺序性的结构安排课程，一条条写出定义、定理并逐步推进，而

高观点则是以树状的结构进行安排，通过对某个问题 (或本质概念) 的不断分层、剖析、延伸引出知识。由
于教材也基本是低观点的思路，我们先以高观点重新组织 “多项式的性质” 这一讲，来展示何为高观点。
* 看到看不下去的时候就可以直接跳转本讲义 14.2 了，这个作为高观点例子的讲解里几乎没有考试会涉
及的部分，本讲义 14.2.1 开头也将所有本节需要了解的结论列举了。

14.1.1 带余除法

对于任何一个数域 K，我们定义 K 上的 x 的多项式集合 K[x] 为{ m∑
k=0

akx
k | ak ∈ K

}
这里 x 为一个形式变元——目前暂且理解为它与函数的自变量不完全等价即可，一个简单的例子是，在多

项式除法的意义下 x2 除以 x 等于 x，而在函数意义下必须定义在非零元素上才满足。

在中学，我们已经学到了数域上的多项式如何进行加法、减法、乘法，且由于系数只进行相加/相减/相
乘，两个 K[x] 中多项式的运算结果仍然在 K[x] 中。

然而，与数不同的是，两个多项式的除法往往是没有意义的——更准确来说，K[x] 对除法不封闭。例

如，虽然以函数的视角， x2

x+1
是一个合理的函数，但由于它并不再是多项式，讨论 K[x] 时并没有谈论的意

义。

事实上，我们早在小学就已经碰到过这样无法进行除法的结构，那时我们的写法是

7÷ 3 = 2 · · · · · · 1

即使更之后学习分数后，这样的写法仍然有意义：因为它保证了问题的讨论限制在整数中，而不需要引入

一套新的数。

当然，用省略号表示余数并不是一个好记号，不过我们姑且给这种方式一个更形式性的说法 (这里我
们允许被除数或除数为负数)：对整数 a、b ̸= 0，记它们的带余除法

a÷ b = q · · · · · · r

当且仅当 a = bq + r 且 0 ≤ r ≤ |b| − 1，q, r ∈ Z，其中 q 称为商，r 称为余数。

商和余数的存在性与唯一性是容易证明的，这里简单介绍：对于存在性，b 为正时记 q 为使得 bq ≤ a

的最大 q、b 为负时记 q 为使得 bq ≤ a 的最小 q，并记 r = a− bq 可验证满足要求；而 bq1 + r1 = bq2 + r2

可以推出 b(q1 − q2) = r2 − r1，从而根据 r 的大小范围只能得到两侧均为 0。
从这段推理可以看出，带余除法定义里最关键的是余数大小的部分，它保证了余数的规模一定低于原

问题中除数的规模。若 a 除以 b 余数为 0，我们称 b 整除 a，也即 a 是 b 的倍数，记作

b | a

* 一点 LATEX 相关提示：这个整除符号并不是键盘上直接打竖线，而是通过 \mid 打出的。
* 根据定义，任何非零数都整除 0，这个性质我们在之后还将用到。
对于多项式，我们如果希望能类似定义这样的除法，首先需要的是进行大小的刻画。很显然，一个多

项式的次数是一个不错的定义手段。我们将多项式 f(x) ∈ K[x] 的次数最高的非零项 (称为首项) 的次数
定义为其次数 deg f(x)，并规定零多项式次数为负无穷。这样，一个容易得到的计算结论是

deg f(x) + deg g(x) = deg f(x)g(x)
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由此也可以看出所谓的整环性质：若 f(x)g(x) = 0，则 f(x) = 0 或 g(x) = 0。此外，我们还有

deg(f(x)± g(x)) ≤ max{deg f(x), deg g(x)}

接下来，我们希望看到带余除法是否可以进行，仿照之前，我们需要证明，对多项式 a(x) ∈ K[x]、

0 ̸= b(x) ∈ K[x]，存在唯一的商式 q(x) ∈ K[x] 与余式 r(x) ∈ K[x] 使得

a(x) = b(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg b(x)

类似教材，我们可以直接通过长除法进行操作性的证明，我们这里给出一个更严谨一点的办法，注意和整

数带余除法的存在唯一性证明类比，最核心的思路是利用余式的次数减小性：

证明：
先证明存在性。取 q(x) 为使得 a(x)− b(x)q(x) 次数最小的多项式 (的其中一个)，由于次数可能性有
限，这样的 q(x) 一定存在。下记 r(x) = a(x)− b(x)q(x)，我们证明 deg r(x) < deg b(x) 即可。
若否，设 r(x) 首项为 sxm、b(x) 首项为 txn，由假设 m ≥ n 且 st ̸= 0。取

q0(x) = q(x) +
s

t
xm−n

则直接计算可知

r0(x) = a(x)− b(x)q0(x) = r(x)− s

t
xm−nb(x)

由于 s
t
xm−nb(x) 也为 m 次多项式且 m 次项系数与 r(x) 相同，r0(x) 为至多 m− 1 次多项式，次数

小于 r(x)，与 q(x) 使得 q(x)− b(x)q(x) 次数最小矛盾。

再证明唯一性。若有 a(x) = b(x)q1(x) + r1(x) = b(x)q2(x) + r2(x) 均符合要求，有

b(x)(q1(x)− q2(x)) = r2(x)− r1(x)

若左侧非零，其次数至少为 deg b(x)，与右侧次数低于 deg b(x) 矛盾。
当然，有了带余除法后，若余式是 0，我们仍然定义整除，也仍然记作

b(x) | a(x)

同样，任何非零多项式都整除 0。
* 一个更好的整除定义是存在 q(x) ∈ K[x] 使得 a(x) = b(x)q(x)，此定义与之前定义的区别是，由于不再

利用除法，可以将 0 写在整除式的左端。从此定义可以直接得到，0 | f 当且仅当 f = 0，对于整数，我们

此后同样应用这个扩充的定义。

14.1.2 等价性与序关系

到此处，我们已经发现了整数和多项式的类似性质，之后无歧义时仍将 f(x) 记为 f。在进入公因

数/公因式的讨论前，还有三件事需要处理：

1. 如果我们只考虑整除相关的问题，整数与多项式都会存在某种等价性。具体来说，如果两个整数只
相差符号，它们对应的整除性质应该是等价的 (即，一个数是 3 的倍数/因数那么它一定是 −3 的倍

数/因数，反之亦然)；对于两个多项式 f, g ∈ K[x]，如果存在非零的 t ∈ K 使得 f(x) = tg(x)，则

f, g 的整除性质也是等价的。

证明：

我们以多项式为例进行证明：若 g(x) | h(x)，则 h(x) = g(x)u(x)，于是 h(x) = f(x)(t−1u(x))，从

而 f(x) | h(x)；若 f(x) | h(x)，则 h(x) = f(x)v(x)，于是 h(x) = g(x)(tv(x))，从而 g(x) | h(x)；
若 l(x) | f(x) 或 l(x) | g(x)，完全类似证明也可。
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从证明过程可以看出，这样的等价性成立本质上是因为 t−1 存在。整数或多项式 (下统一记为 R，注

意与表示实数的双线体 R 区分) 中的可逆元素称为它的单位。具体来说，若 a ∈ R 满足存在 b ∈ R

使得 ab = 1，则称 a 为 R 的单位。

对整数而言，其与另一个整数乘积为 1 意味着它只能是 ±1，称两个整数 a、b 等价当且仅当存在单

位 t 使得 a = tb，即 a = ±b，称 a 的等价类为所有与 a 等价的整数的集合，称等价类中的代表元为

等价类中的非负整数 (根据定义课直接看出存在唯一)；而对多项式集合 K[x]，考虑次数可以发现其

中可逆元只能是 K 中的非零元素 (作为零次多项式)，称两个多项式 a、b 等价当且仅当存在单位 t

使得 a = tb，称 a 的等价类为所有与 a 等价的多项式的集合，称等价类中的代表元为等价类中的首

项系数为 1 的多项式 (称为首一多项式)——当然，任何非零多项式都能除以首项系数成为首一多项
式，且结果唯一，对于零多项式，它的等价类中只有 0，因此 0 自身就是代表元。为了方便之后的讨
论，我们也将 0 视为首一多项式。

由于 1 是单位、单位的逆是单位、两个单位的乘积还是单位，利用上学期知识可以验证这里定义的
等价确实符合上学期所说的等价关系，因此，这里等价类和代表元的定义是合理的，代表元也符合我

们 “选出尽量形式简单的元素以表示” 的要求。由于若 b | a，将 a, b 分别替换为等价类中的任何一个

元素都不影响结果，整除性可以针对等价类进行讨论。

2. 对于整数或是多项式，就像之前已经定义的，我们可以用绝对值/次数去进行某种意义的大小比较。
不过，这样的大小比较忽略了它们的数论意义 (也就是带余数法相关的性质)。相对地，我们在之前
定义了整除，如果它可以作为某种大小比较，问题就迎刃而解了。

回顾集合 A 上的关系是指 A×A 的一个子集 S，若 (x, y) ∈ S 则称 x 与 y 具有关系 S，记为 xSy，

否则称不具有。我们定义一个关系为序关系当且仅当它满足：

• 自反性：对任何 a ∈ A 有 aSa；

• 斜对称性：对任何 a, b ∈ A，若 aSb 且 bSa，则有 a = b；

• 传递性：对任何 a, b, c ∈ A，若 aSb 且 bSc，则有 aSc。

最简单的例子是，对于实数集，大于等于、小于等于都是序关系。对于整数或是多项式，整除非常接

近序关系：可以直接验证自反性与传递性都满足，但若 a | b、b | a，未必能直接得到 a = b，例如对

整数而言取 a = 2、b = −2。

好在，我们讨论的第一件事已经解决了这个问题。如果我们将整除定义在等价类上，从 a | b 与 b | a
确实能得到 a 与 b 等价：设 a = ub、b = va，若 a = 0，则 b = 0，从而等价，否则 a = uva，于是

uv = 1，即得到 u、v 都是单位。

某种意义上来说，数论就是在研究整除性这样一个定义在等价类上的序关系。值得注意的是，并不是

任何两个元素一定存在整除性，因此整除这个 “比较” 无法对任何两个元素进行，这与任何两个实数
都可以分出大小有本质的不同。

3. 就像实数在有了 ≤、≥ 后可以比较大小，在集合 A 上定义了序关系 S 后，我们可以进一步给出如下

的定义：

• 对 A 的子集 A0，称它的一个上界为满足 ∀a ∈ A0, aSx 的 x 的集合；

• 对 A 的子集 A0，称它的一个下界为满足 ∀a ∈ A0, xSa 的 x 的集合；

• 对 A 中的一些元素 a1, . . . , ak，称它们的上/下界为集合 {a1, . . . , ak} 的上/下界；

• 对 A 的子集 A0，若存在 a ∈ A0 为 A0 的上界，则称它为 A0 中的最大元素 (利用斜对称性，最
大元素至多只有一个)；
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• 对 A 的子集 A0，若存在 a ∈ A0 为 A0 的下界，则称它为 A0 中的最小元素 (利用斜对称性，最
小元素至多只有一个)；

• 对 A 的子集 A0，若存在 a ∈ A0 使得对任何 A0 中其他元素 a′ 均没有 aSa′，则称它为 A0 中

的极大元素；

• 对 A 的子集 A0，若存在 a ∈ A0 使得对任何 A0 中其他元素 a′ 均没有 a′Sa，则称它为 A0 中

的极小元素。

我们用整数中以整除作为序关系为例进行一些简单的研究 (注意将等价类视为整体)：

• 由于 b | a 也即 a 是 b 的倍数，整数集合的上界事实上就是它的公倍数集合；

• 由于 b | a 也即 b 是 a 的因数，整数集合的上界事实上就是它的公因数集合；

• 当且仅当整数集合 A0 满足其中所有数都是其中某个数的因数时，其最大元素存在，有 0 的整
数集合最大元素一定为 0；

• 当且仅当整数集合 A0 满足其中所有数都是其中某个数的倍数时，其最小元素存在，有 ±1 的整

数集合最小元素一定为 ±1；

• 只要整数集合中的某个元素任何倍数都不在其中，其即为极大元素；

• 只要整数集合中的某个元素任何倍数都不在其中，其即为极小元素。

根据定义可以发现，一些整数可以有很多个上界或下界，而为了刻画这些整数真正意义上的 “范围”，
就像实数集合的上下确界一样，我们希望找到上界中最小的一个、下界中最大的一个。根据定义，这

就是最小公倍数与最大公因数。完全类似地，对于一些多项式，我们将整除关系下的最小上界称为最

小公倍式，最大下界称为最大公因式。由于整除性的定义都是在等价类上，最大公因数/式与最小公
倍数/式都是一个等价类，因此我们取出其中的代表元——非负整数或首一多项式——作为确定的结
果。

* 将上述序关系的语言改为整除语言，以多项式为例，我们可以得到，称 d 为 f、g 的最大公因式 (所在
等价类)，当且仅当 d | f、d | g，且对任何 d0 满足 d0 | f、d0 | g，都有 d0 | d。另一个常见定义是，d 是
f, g 所有公因式中次数最大的。我们之后将证明，这两个定义事实上基本是等价的 (但在 0 的情况上有一
定区别，见后文)。第二个定义的好处是可以直接看出存在性，但其实对于 “最大” 的含义有一定的误导作
用，因为这里的大小比较并不是指次数的大小。

* 由此，最大公因数/式与最小公倍数/式是至关重要的，因为它们刻画了整除关系下一个集合的 “规模”。
相比之下，我们更喜欢研究最大公因数/式，因为它在更小的一端，可以缩减问题规模。

为了方便之后的讨论，我们还需要定义另外一个关系：对一些集合，当且仅当 A ⊂ B 时称 A 与 B 有

关系，可以验证这也构成一个序关系，同样，不是任何两个集合都存在包含关系。我们大部分时候对集合

“大小” 的谈论都是基于这个序关系，例如以下两个命题：

• V 中的一个向量组 S 的生成子空间是指所有包含 S 的 V 的子空间中的最小元素；

• 一个向量集合 S 的极大线性无关组是指所有 S 的线性无关子集中的极大元素。

14.1.3 辗转相除法

在经历了一大堆看似复杂的定义和讨论后，我们得到了一些 “能用” 的标准定义：对于一些整数
a1, . . . , am，它们的最大公因数是指 (非负整数) 公因数 d 使得对任何公因数 d0 都有 d0 | d，记作

gcd(a1, . . . , am)
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最小公倍数是指 (非负整数) 公倍数 m 使得对任何公倍数 m0 都有 m | m0，记作

lcm(a1, . . . , am)

我们用以下的思路说明此定义的合理性 (注意唯一性已经由最大元素的定义通过序关系的斜对称性保
证了，因此只需说明存在性)，下文的字母无特殊说明时表示整数：

1. gcd(0, a) = |a|

证明：

当 a ̸= 0 时，由于任何数都为 0 的因数，公因数集合即为 a 的因数集合，而根据定义可知非负

整数 |a| 是 a 的因数，且任何 a 的因数都是 |a| 的因数，于是 |a| 是它们的最大公因数。
当 a = 0 时，公因数集合为 Z，其中包含 0，且 0 是任何整数的倍数，于是 gcd(0, 0) = 0。

* 此处展现了最大公因数的 “最大” 与通常意义下大小关系的区别：0 是整除意义下的最大元素，而
模长意义下其应为最小元素。

2. a1, a2 的公因数集合与 a1, a2 + ka1 的公因数集合相同

证明：

若 x | a1、x | a2，设 a1 = k1x、a2 = k2x，可得 a2 + ka1 = (k2 + kk1)x，于是是 x 的倍数；由

于 a2 = (a2 + ka1)− ka1，在上一句证明中将 k 改为 −k 可完全类似证出另一边。

3. gcd(a1, a2) 存在

证明：

我们用 cd(a1, a2)表示两者的公因数集合。a1、a2 有 0的情况已在之前解决，此处不妨设两者均
非零，且由于乘单位不影响整除性，cd(a1, a2) = cd(|a1|, |a2|)，由此可不妨设 a1、a2 为正整数。

不妨设 a1 ≥ a2，则根据之前已证有 cd(a1, a2) = cd(a1 − ka2, a2)，取 k 为 a1 除以 a2 的商，则

得到的 a1 − ka2 为 a1 除以 a2 的余数，于是其小于 a2，记 a′1 = a2、a′2 = a1 − ka2。由此不断

操作下去，根据余数的性质可知每次较小数都在减小，但过程中只会出现非负整数，因此至多

减少 a2 次后较小数将成为 0，由此可知一定存在某个非负整数 d 使得 cd(a1, a2) = cd(d, 0)。根
据之前已证，d 就是两者的最大公因数。

4. gcd(a1, a2, a3) = gcd(gcd(a1, a2), a3)

证明：

根据定义，gcd(gcd(a1, a2), a3)一定是 gcd(a1, a2)与 a3 的公因数，而根据定义可发现 gcd(a1, a2)
的因数一定还是 a1, a2 的公因数，因此右侧确为 a1, a2, a3 的公因数 (且根据 gcd 定义为非负整
数)，下证最大性。
考虑 a1、a2、a3 的任何一个公因数 m，由于其为 a1、a2 的公因数有 m | gcd(a1, a2)，且 m | a3，
再次根据最大公因数的定义可得 m | gcd(gcd(a1, a2), a3)，从而得证。

5. 有限个元素的最大公因数存在

证明：

类似上方即可证明

gcd(a1, . . . , an) = gcd(gcd(a1, . . . , an−1), an)

再对 n 归纳可得存在。



十四 补充：写在正式开始之前 11

6. lcm(0, a) = 0

证明：

由于 0 的倍数只有 0，而 0 是 a 的倍数，两者的公倍数只有 0，从而其为最小公倍数。

7. lcm(a1, a2) 存在

证明：

当 a1、a2 有 0 时已经证明，否则不妨设两者均为正整数。
由于 a1、a2 的公倍数集合非空，且至少有一个正整数 |a1a2|，其中一定存在最小的正整数 m，

下面证明这即为 lcm(a1, a2)。若有另一个公倍数 l 不是 m 的倍数，类似第二部分可发现对任何

整数 q，r = l − qm 都是 a1、a2 的公倍数，于是取 q 为 l 除以 m 的商，则 r 为余数，根据假

设可知 0 < r < m，与 m 是其中的最小正整数矛盾。

8. lcm(a1, a2, a3) = lcm(lcm(a1, a2), a3)

证明：

与第四部分完全类似，根据定义可知右侧确为 a1、a2、a3 的公倍数，而由于三者的公倍数一定

是 lcm(a1, a2) 与 a3 的倍数，再由最小公倍数定义得成立。

9. 有限个元素的最小公倍数存在

证明：

与第五部分完全类似，利用

lcm(a1, . . . , an) = lcm(lcm(a1, . . . , an−1), an)

归纳即可。

注意到这里的绝对值事实上为在等价类中取代表元，对于多项式而言，将绝对值符号理解为取其中的

首一多项式即可类似证明完全相同的结论。

此外，上述证明中不但说明了存在性，还给出了最大公因数的一个有效算法。然而，对最小公倍数，我

们的证明方式无法给出有效的算法，这将在下一部分解决。

14.1.4 欧几里得环

在刚才的证明中，我们可以发现，整数和域上的多项式在数论性质上具有非常多的共通之处：从带余

除法、整除性到最大公因数、最小公倍数，很多理论都可以类似应用。这启发我们，存在一个更本质的代

数结构能同时刻画两者——而细究前面的所有定义，可以发现从带余除法出发能推出所有其他性质，因此

定义的关键就是刻画何为带余除法。

观察可以发现，整数与多项式都能进行加、减、乘 (乘法可交换)，包含加法单位元 0 与乘法单位元 1，
且两个元素乘积是 0 当且仅当其中某个是 0。这样的代数结构称为整环。更进一步地，可以给整数或多项
式的每个元素 x 赋予一个非负整数 δ(x)，使得对任何元素 a 与非零元素 b，均存在元素 q、r 使得

a = bq + r, δ(r) < δ(b)

对于整数，定义这里的 δ 为绝对值即可，而对多项式则稍微麻烦一点：定义 δ(0) = 0，其他多项式的 δ 为

次数加 1 即可 (本质上仍然是对次数的刻画，只是要把 deg 0 = −∞ 这种特殊情况囊括到定义中)。
我们把满足上述要求的代数结构称为欧几里得环。当然，之后我们的讨论仍然只针对整数与多项式进

行，且仍以整数为例。不过，感兴趣的同学可以自行将证明复刻到数域上的多项式中，乃至推广到所有欧

几里得环中 (注意复刻/推广的过程中要考虑乘单位对应的等价类)。
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对于一个整环 D，我们经常会关心它的理想。具体定义为，若 D 的子集 I 满足

∀a, b ∈ I, a+ b ∈ I

∀a ∈ I, r ∈ D, ra ∈ I

则称它为一个理想。直观来看，这个定义与向量空间的定义有诸多相似处：都是要求对加法与 “数乘” 具
有封闭性。在本讲义第十五章中，我们将对这个结构进行更多推广，成为所谓的模，并讨论一些性质。

很遗憾，我们无法直接从定义看出理想这个东西到底有多 “理想” 才让数学家们这么命名。不过，本
部分剩下的内容里，我们将看到用理想表述最大公因数、最小公倍数这些概念有多么方便。这里，我们先

证明一个很有意思的定理：对整数集合的任何一个理想 I，存在非负整数 n 使得

I = {nz | z ∈ Z}

我们经常将右侧的集合记作 nZ，表示 n 的所有倍数——由于 n 的倍数求和或乘整数还是 n 的倍数，nZ
的确为一个理想。

证明：
若 I 中只包含 0，则其为 {0} = 0Z，已经得证。否则，其中至少有一个非零整数 k，取 r 为 k 的符

号可知正整数 |k| = rk ∈ I。由此，取出 I 中的最小正整数 n，若 I 中有某个不是 n 的倍数的数 l，

根据定义可知 l− qn ∈ I 对任何 q 成立，而取 q 为 l 除以 n 的商可使余数 l− qn 在 0 与 n 之间，与

n 是最小正整数矛盾。此外，由于 n ∈ I，其任何倍数都可以写为 rn，于是 nZ ⊂ I，两者结合即得

到 I = nZ。
* 我们给这个有趣但有点莫名奇妙的定理添加一些注释：

• 首先，定理的证明与本讲义 14.1.3 的第七部分几乎相同，且这并不是偶然。直接根据定义验证可以
发现，对任何 a1, a2，它们的公倍数集合构成了一个理想，因此确定这个理想到底是谁的倍数的过程

理应与找到 n 的过程相同。

• 其次，对数域上的多项式，这个定理的表述为：K[x] 的任何理想一定是 K[x] 中某个首一多项式的全

部倍数的集合。同样，设这个多项式为 f(x)，可以记作 f(x)K[x]。

• 事实上，整环中，某个元素的全部倍数集合一定是理想 (直接验证即可)，这样的理想称为主理想。上
述定理意味着，欧几里得环中所有的理想都是主理想，这样的整环称为主理想整环。

利用理想的语言，最小公倍数的性质可改写为如下 (这里的 ∩ 即为通常意义的交集)：

aZ ∩ bZ = lcm(a, b)Z

注意到 aZ 是 a 的全部倍数集合，bZ 是 b 的全部倍数集合，左侧即代表 a 与 b 的公倍数集合，右侧则为

最小公倍数的全部倍数集合。因此，这个式子的文字表述为：a、b 的公倍数等价于它们最小公倍数的倍数，

这就是最小公倍数的定义。当然，讨论多项式时，对应的式子可以写作

f(x)K[x] ∩ g(x)K[x] = lcm(f(x), g(x))K[x]

值得注意的是，可以验证两个理想的交一定还是理想，称为交理想，于是最小公倍数实际上刻画了交理想。

不过，很容易发现，一个数全部的因数并不构成一个理想，因此最大公因数貌似没有这样的性质。然

而，最大公因数满足如下更复杂的性质，称为裴蜀定理：

aZ+ bZ = gcd(a, b)Z
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先解释左侧。aZ 与 bZ 的定义已在之前说过，而它们的求和是指

{x+ y | x ∈ aZ, y ∈ bZ}

更进一步即可写成

{ua+ vb | u, v ∈ Z}

由此，我们要证明左侧等于右侧，事实上是证明 ua+ vb = m 有整数解 u, v 当且仅当 m 是 d = gcd(a, b)
的倍数。证明分为三步：

1. 当 m = d 时，若 a, b 有零可直接由定义构造解，否则，不妨设 a、b 均为正整数 (否则 u, v 反号即

可)，利用辗转相除法的过程可以构造出对应的解 u, v。

具体来说，我们归纳证明辗转相除法每一步的被除数、除数、余数都是 ua+ vb 的形式即可。不妨设

a ≥ b，最初的被除数 a、除数 b、余数 a − qb 满足要求，而被除数为 u1a + v1b、除数为 u2a + v2b

(它们若不为初始则都为某步的余数) 时，余数

u1a+ v1b− q0(u2a− v2b) = (u1 − q0u2)a+ (v1 + q0v2)b

也符合要求。最终得到的最大公因数一定是某步的余数，因此结论成立。

2. 当 m = nd 时，取出 ua+ vb = d 的解 u0, v0，则 (nu0)a+ (nv0)b = nd，从而可知 m 是 gcd(a, b) 的
倍数时有整数解。

3. 由于 a、b 均为 d 的倍数，ua+ vb 一定为 d 的倍数，因此 m 不是 d 的倍数时没有整数解。

有了这三步证明，最大公因数的意义就明确了。正如线性空间可以定义和空间，两个理想可以定义和

理想 (可验证对整环两个理想的和还是理想)，由此最大公因数实际上刻画了和理想。
当然，对多项式，我们也有

f(x)K[x] + g(x)K[x] = gcd(f(x), g(x))K[x]

此外，从这个式子中也可以进一步看出为什么我们要定义 gcd(0, 0)为 0，此时式子两端为 {0}+{0} = {0}。

接下来，我们还要研究最大公因数与最小公倍数的一个重要性质：

gcd(a, b) lcm(a, b) = |ab|

同样，它有理想的表述

(I1 + I2)(I1 ∩ I2) = I1I2

这里理想 I1, I2 代入 aZ, bZ 或 f(x)K[x], g(x)K[x] 均成立。

当然，我们还是需要先定义两个集合的乘积，定义与加法完全类似：

I1I2 = {xy | x ∈ I1, y ∈ I2}

事实上这个定义不严谨但反正我们碰不到反例所以无所谓了。

若 I1 为 a 的所有倍数，I2 为 b 的所有倍数，由定义可以得到 I1I2 表示 ab 的所有倍数。因此，上式

右侧即为 abZ，而根据前面已证，左侧为 gcd(a, b) 所有倍数与 lcm(a, b) 所有倍数的集合乘积，也的确为

gcd(a, b) lcm(a, b)Z。只要证明了 gcd(a, b) lcm(a, b) = |ab|，倍数集合自然相同。
当 a、b 有 0 时，由定义直接验证即可，其余情况不妨设它们均为正整数。记 d = gcd(a, b)，即要证

lcm(a, b) = ab/d。证明也自然分为两部分：

• 由公因数定义 b/d 是整数，于是 ab/d 为 a 的倍数，同理其为 b 的倍数，因此其为 a, b 的公倍数；
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• 对 a, b 的任何公倍数 m，设 m = ka，则有 b | ka。由裴蜀定理，可取出 u, v 使得 ua+ vb = d，由

b | ka 可知 b | kua，由定义得 b | kvb，于是 b | k(ua+ vb)，即 b | kd。根据整除的定义可发现两边同
乘整数仍然成立，因此同乘 a/d 得到 ab/d | ka，也就是 m 是 ab/d 的倍数，又由其为正整数即得证

其为最小公倍数。

将整数换成多项式可以得到完全类似的结论，只是绝对值符号要改成 ab 乘非零倍数得到的首一多项式。

在主理想整环中，两个理想的乘积按我们的定义仍然是理想，称为积理想，由此最终得到，最大公因数与

最小公倍数的关系刻画了积理想的关系。

最后，我们来详细叙述一个颇麻烦但必要的定理：唯一因子分解定理。我们先给出整数中的版本：称

绝对值大于 1 的 (事实上意味着不为 0 或单位)、因数只有 1 与自身 (所在等价类，即允许相差符号) 的整
数为素数 (注意此定义下 −2,−3 也是素数)，则任何一个绝对值大于 1 的整数 a 都可以表示为

a = ±pa1
1 p

a2
2 . . . pak

k

其中 p1, . . . , pk 为不同正素数，a1, . . . , ak 为正整数。在改变 p1 到 pk 的顺序视为相同的情况下，表示唯

一。

多项式的版本则更为复杂：称 K[x] 中至少一次的 (同样意味着不为 0 或单位)、因式只有 1 与自身
(所在等价类，即允许乘 K 中非零元素) 的多项式为不可约多项式，则任何一个至少一次的多项式 f(x) 都

可以表示为

f(x) = tpa1
1 (x)pa2

2 (x) . . . pak

k (x)

其中 p1(x), . . . , pk(x) 为不同首一不可约多项式，a1, . . . , ak 为正整数，t ∈ K 非零。在改变 p1(x) 到 pk(x)

的顺序视为相同的情况下，表示唯一。

我们只对多项式进行证明，毕竟这才是我们这学期关注的重点。表示的存在性是相对容易证明的：取

t 为 f(x) 的首项系数，即可设 f(x) 首一。只要 f(x) 有 1 与自身外的其他因式 g(x)，就必然存在首一的

g(x)、h(x) 使得 f(x) = g(x)h(x)，且 g, h 的次数都小于 f 的次数。对 g, h 进一步考虑，由于多项式的次

数有限，能进行的分解次数同样有限，必然某一步乘法的每一项都是不可约的，再将相同因式整理到一起

即可。

对于唯一性，利用定义可发现 t 只能为 f(x) 首项系数，从而仍然不妨设 f(x) 首一。若其有两种不同

表示

pa1
1 (x)pa2

2 (x) . . . pak

k (x) = qb11 (x)qb22 (x) . . . qbll (x)

将两边相同部分约去可不妨设 p1, . . . , pk, q1, . . . , ql 互不相同。进一步地，利用不可约可知 q1 与 p1, . . . , pk

的最大公因式都为 1 (若否，假设 gcd(q1, p1) = d ̸= 1，则根据不可约定义只能 d = p1 且 d = q1，与两者

不同矛盾)。
我们先证明引理：若 gcd(a, b) = 1、gcd(a, c) = 1，则 gcd(a, bc) = 1。利用裴蜀定理设 u1a+ v1b = 1、

u2a+ v2b = 1，直接构造可得

1 = (u1a+ v1b)(u2a+ v2c) = (u1u2a+ u1v2c+ u2v1b)a+ (v1v2)bc

从而 ua+ vbc = 1 有整数解 u, v，再次根据裴蜀定理得结论。

利用引理，归纳即得 gcd(q1, pa1
1 p

a2
2 . . . pak

k ) = 1，但根据两式相等可得右侧应为 q1 倍数，矛盾。

对于最后这个重要的结论，同样需要给出几点注释：

• 事实上可以证明，主理想整环一定可以进行唯一因子分解，因此真正的推导顺序是欧几里得环 ⇒ 主
理想整环 ⇒ 唯一分解整环。
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• 与判断一个数是否是素数有简单的算法不同，判断一个 K[x] 中的多项式是否可约是一个非常困难的

问题。更复杂的是，同一个多项式在 K 不同时情况不同，例如 x2 − 2 作为 Q[x] 中多项式不可约，而

作为 R[x] 中多项式可以约成 (x−
√
2)(x+

√
2)；x2 + 1 作为 R[x] 中多项式不可约，而作为 C[x] 中

多项式可以约成 (x+ i)(x− i)。

• 对于 C[x] 有如下代数学基本定理：C[x] 上的多项式不可约当且仅当其次数为 1。结合唯一分解定理，
这就说明 C[x] 上的 n 次多项式可以唯一分解成 n 个一次因式。上学期我们默认了这个结论成立才

能得到特征值的存在性与不计次序意义下的唯一性。

• 对于 R[x] 有如下定理：R[x] 上的多项式不可约当且仅当其次数为 1，或次数为 2 且无实根 (即写成
(x− a)2 + b2，a 为实数，b 为正实数)。这将在我们之后讨论有理标准形时用到，那时我们将在假设
代数学基本定理成立下证明。

• 根据唯一因子分解也可以计算最大公因式与最小公倍式。若有 K[x] 中

f(x) = tpa1
1 (x)pa2

2 (x) . . . pak

k (x)

g(x) = spb11 (x)pa2
2 (x) . . . pbkk (x)

其中 t, s 是 K 中非零元素，p1, . . . , pk 为不同的首一不可约多项式，a1, . . . , ak, b1, . . . , bk 为非负整数
(这样只在 f 或 g 中出现的因式在另一个中的次数为 0)，则有

gcd(f(x), g(x)) = p
min(a1,b1)
1 (x)p

min(a2,b2)
2 (x) . . . p

min(ak,bk)
k (x)

lcm(f(x), g(x)) = p
max(a1,b1)
1 (x)p

max(a2,b2)
2 (x) . . . p

max(ak,bk)
k (x)

定理的证明与分解唯一性的证明是类似的，虽然更加繁琐。

• 虽然上述方法对最大公因式与最小公倍式的计算与 K[x] 所取的 K 有关 (因为分解方式与 K) 有关，
结果实际上是无关的，这是因为辗转相除法的过程与 K 无关。由此，最大公因式与最小公倍式在 K
取不同数域时是不变的。

§14.2 高观点与低观点

14.2.1 教学方式的权衡

说到底，在考试范围内，本讲义 14.1 的全部讨论比起课上只是多得到了几个结论：

• 任何数都整除 0，0 也整除 0 (因为可以只用乘法定义整除)。

• 在讨论多项式相关问题时，可以将 0 也视为首一多项式 (因为要求首一本质上是在等价类中取出代
表元)。

• 0 与任何其他多项式 f 的最大公因式都是 f 对应的首一多项式，f = 0 时则有 gcd(0, 0) = 0 (因为这
里的最大是在整除性角度，0 是最大的)。

• 在多项式中，唯一因子分解定理仍然成立，也即 K[x] 中至少一次多项式可以唯一 (交换顺序视为不
变) 分解为一些 K[x] 中的首一不可约多项式与某个 K 中非零元素的乘积。此外，即使是同一个多项
式，在 K 不同时分解仍然可能不同。

• 利用唯一因子分解定理可以计算最大公倍式与最小公倍式，但事实上最终结果与数域无关 (因为可以
通过辗转相除法直接得到)。
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但是，为了得到这些结论，我们引入了一大堆新的概念，也进行了很多页的复杂讨论。如果这就是所谓的

高观点，这一切，值得吗？

想解释这个问题，我们就必须知道何为更 “高” 的观点。就像之前所说，高观点的理解往往是需要对
某个问题不断分层、剖析、延伸，补充清楚研究的动机与方法的思路。而很遗憾的是，很多问题如果想要

解释清楚，都不得不引入更高级的概念。

例如，就 gcd(0, 0) = 0 这件事，我们事实上给出了两个理解：“0 作为序关系下的最大元素” 与 “最大
公因数作为和理想的生成元”，无论是哪种，都需要引入一些更抽象的代数定义。然而，如果不这么做，我
们的教学就只有两种选择：

• 模糊化这个问题，例如王、石教材中 8.3 节所做的，行列式因子只定义到存在非零子式的阶数，避免
出现全是 0 时计算最大公因式的问题；

• 将这作为一种 “规定” 来呈现，例如王、石教材中 1.4 节所做的，直接给出最大性的定义并指出根据
定义 gcd(0, 0) = 0。

这两种选择各自存在问题：对第一种选择来说，这样的定义一定程度上破坏了一致性，无法体现行列式的

最大公因式事实上可以在任意阶定义，从而只要通过各阶行列式的最大公因式就可以完全决定相抵标准形

——由于允许 0 整除 0，相继整除也是可以一直得到满足的。对第二种选择来说，作为规定的定义显得不
自然，因为 0 与通常意义上的最大是冲突的，而定义并没有解释这种反直觉性。
就我们所用的线代教材与课程而言，事实上是以低观点为主的，因为高观点有高观点的缺陷，也就是更

加困难与需要更多篇幅。作为非数学专业的线性代数，将定义、定理顺序呈现并花时间给出充足的推导细节

似乎是一个让更多人能够听懂的更好选择 (而不是像习题课一样一段没跟上就再也不知道后面在干嘛了)。
但是，这里仍然有一个 “但是”。正因为低观点教学的理解与动机是缺乏的，想要掌握知识所需的记忆

与训练量更大——就像书上经常冒出很多莫名其妙不知道怎么想到的证明，如果想都能应用就只能记住全

部的技巧。而众所周知，下册教材的厚度远超上册，想要全部记住更加不现实，于是也就更加考验高观点

的整理。

一个 gcd(0, 0) = 0 自然是容易记忆的，但如果脑子里对它为什么成立没有概念，在学习的知识更多后

迟早会忘掉，并在不知何时出来捅自己一刀。更何况，教材里还有无数这样 “凭空冒出” 的东西。下一部
分我们将谈到，下册线性空间本来就可以视为矩阵论的高观点，因此就更需要理解了。

基于以上理由，既然大家已经听了足够多低观点的推导，无论是我自己的习题课还是这份讲义，都将

尽量补充高观点的内容 (但也有例外，详见下一部分) 来帮助大家理解、记忆。在时间有限的情况下，高观
点的东西难跟上、听懂是正常的——这当然并不意味着 “能听懂” 的课就一定更好——比起认真笔记过程
细节，更好的听课思路是，尽量想清楚每一部分在做什么。遗憾的是，就算是这样，也还是可能有大量听

了一遍不清楚的内容，这也就是这份足够详细的讲义存在的意义，能让大家通过阅读补全细节。

最后，如果有的部分实在掌握不了高观点，其实也没有任何问题：正如前面所说，对这门课程而言低

观点的记忆可以部分替代高观点的理解，因此站在通过考试的角度，留一些不会的点死记硬背也是完全没

有问题的。不过，除了人类的记忆力有限之外，如果想要这些知识真的留存下来，应用在之后的学习乃至

科研中，高观点的理解仍然是重要的。

14.2.2 作为矩阵论高观点的线性空间

这一部分中，我们需要谈谈下册的核心，线性空间，是如何作为矩阵论的高观点而存在的。

本质上来说，高观点对问题的理解是为了推广到更广泛的结构或情况中。因此，说线性空间是高观点，

恰恰是因为它除了能够完全表示矩阵理论之外，还可以处理矩阵理论无法处理的情况——虽然后者实际上

已经超出了本学期有限维线性空间的讨论范畴。

这部分的更多内容将在本讲义第十六章对线性空间进行引入时讨论，这里只简单说明一些结论 (其实
有不少在上学期习题课讲义中已经写了，如本讲义第八章)：
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• 为了将向量空间进行推广，我们将考虑一般的具有加法、数乘 (也就是线性结构) 的系统，称为线性
空间；

• 由于有了加法、数乘后就可以描述线性相关性，我们仍然可以仿照向量空间定义基与维数——然而，
一般线性空间的维数未必有限，这就会出现很多复杂的情况；

• 为了描述线性空间之间的 “保结构映射”，我们仿照向量空间的线性映射可定义一般的线性映射；

• 由线性映射的单射/满射/双射可以定义线性同构，线性空间之间存在同构当且仅当维数相同，由此
有限维线性空间都可以视为向量空间；

• 从一般的线性映射出发也可以构造一个同构，这需要先从等价类定义商空间，这样的同构构造称为
第一同构定理；

• 利用矩阵乘法，K上的 m×n矩阵可以自然看作 Kn 到 Km (列向量)的线性映射，可以证明所有 Kn

到 Km 的线性映射都是矩阵乘法；

• 进一步推广到线性空间，利用同构，给定两边的基后，任何 n 维线性空间到 m 维线性空间的线性映

射都可以唯一看作一个 m× n 矩阵，称为线性映射的矩阵表示；

• 若两边的基发生改变，即使映射本身不变，对应的矩阵表示也会改变，而改变前后的矩阵是相抵的，
由此暗示相抵不变量是线性映射的不变量——也就是秩；

• 若前后的空间是同一个，此时的线性映射称为线性变换，可与线性映射完全相同定义矩阵表示；

• 要求前后空间取同一组基，则基发生改变时对应的矩阵表示也会改变，而改变前后的矩阵是相似的，
由此暗示相似不变量是线性变换的不变量；

• 如上所述，相抵标准形可以看作寻找线性映射最简的矩阵表示，相似标准形可以看作寻找线性变换
最简的矩阵表示；

• 一个 R 或 C 上的线性空间可以类似向量空间定义内积，这时其称为内积空间；

• 内积空间的 “保结构映射” 需要保内积，考虑到内积的几何意义，这称为等距映射；

• 等距映射的矩阵表示是正交矩阵，因此研究正交矩阵就是在研究等距映射；

• 另一方面，一组基互相之间的内积形成内积矩阵，在基进行变换时，内积矩阵是彼此合同的；

• 通过内积的某种对偶结构可以定义伴随映射，它对应的矩阵表示是原映射矩阵表示的转置，由此实
对称阵 (或 Hermite 阵) 就是自伴映射——伴随是自身；

• 再次利用内积的几何意义，自伴映射对应的矩阵表示正定事实上意味着其某种意义上对方向的改变
较小......

从上面的这些结论可以看出，我们上学期学习的全部结论事实上都有空间版本。除了正定阵以外，其

他的空间版本应该都会在这学期学到。它们之所以展现了线性空间的高观点性，是因为推广为线性映射后

往往都可以在无穷维讨论，而这是矩阵做不到的。

不过，想要详细解释这些高观点，事实上还是需要对低观点的讨论有足够的熟悉程度，实际难度是相

对高的。因此，习题课讲义中也会尽量给空间问题提供矩阵论的低观点解法。这样，即使有高观点无法掌

握的内容，也可以通过背熟定义转化为矩阵论进行求解。
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14.2.3 做题指南

这一部分，我们来谈一谈这学期如何正确地做题。

由于知识量本身非常多，这学期做题不仅必要，也有着非常多的选择。然而，大家在这门课上分配的

时间肯定有限 (大概率没我写讲义多)，因此需要聊聊怎么在有限的时间里让做题有最大的效果。细说下来，
建议主要有三：

1. 少浪费时间思考。

这句话乍一看有点奇怪，思考为何是浪费时间呢？必须说明的是，这里 “思考” 指只用脑子想，而不
动手操作——或是觉得无从下手。事实上，在笔没有动的时候，大部分的思考时间是浪费的，因为过

于发散的思路往往很难有实际意义。

于是，一个更好的选择是，保持自己不停动笔尝试，而在有一段时间 (或许是 5 到 10 分钟) 无法尝
试后，就该去寻求帮助了，因为这意味着短时间很难做出有效的进展：或许是因为遗忘了某个关键定

理，又或者是没有见过某个特定操作，无论何种原因，此时继续硬做都不是一个明智的选择。

2. 少利用网络资料。

这个建议包含两个部分，无论是习题的搜集还是答案的寻找，个人都不建议利用网络资料 (包括 AI
生成)。原因是一致的：网络资料无法保证知识体系和我们所学的相符。这学期的内容可能有很多不
同的讲法 (哪怕三个班都互不相同)，题目自然也会根据知识顺序不同有完全不同的想法与做法。

就习题搜集而言，丘书的题目做一遍应该足够考到很不错的成绩了，如果真的还嫌不够可以考虑找

其他数学系教材做对应章节。更重要的是关于寻找答案：非常推荐优先与一起选课的同学交流，其次

询问助教，再次翻书后答案，最后才是网络搜索。

理论来说，与同学交流是最符合知识体系相同的，但一定需要确保交流后能有更正确的理解方向，否

则可能会一起偏移；询问助教可以保证对知识体系有了解，但得到的思路或许未必是现在可以合理

想到的；至于后两者，就只能祈祷看到的解答写得足够清晰明确了。

3. 一句句看答案。

最后，对于不会的题目，想要起到做题的效果，得到答案或提示后一定要一句句看。具体来说，只要

看到某步觉得可以尝试就不要再看下去，试着自己动手将其他部分补全。

经验表明，一道题直接看答案理解其实与没做没什么两样，因为做题本就是在尝试中学会方法。哪怕

是动手尝试的路是错的，去想清楚它为什么不可行 (或是和同学/助教交流发现可行，只是自己没做
出来) 也是非常有价值的。尤其是在时间有限的情况下，就更需要让做题的时间真正达到 “动手” 的
效果。

14.2.4 记忆关键结论？

最终，我们还是要聊到记忆。既然下册的内容如此之多 (事实上很多上册中的结论也仍然重要)，必须
有一个选取何种内容值得记忆的方法。除了必须记忆的定义与大定理外，关于其他东西是否值得记忆，也

还是有两点需要讨论：

1. 第一，判断一个结论是否是核心结论的常见方法是看它出现在了多少次其他题的引用中。一般来说，
被引用越多就意味着越核心，也越值得记忆。

不过，我们不可能在所有题中统计一个结论被引用了多少次。因此，每看到答案中引用 (或自己想到
引用) 一个结论时，有三个问题是必须思考的：这个结论是否显然？这个结论是否重要？此处的引用
是否必要？
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例如，上册书中有一道习题，已知 A、B 为同阶正定方阵，证明 AB 正定当且仅当 AB = BA。在

右推左的证明中，它引用了一个结论：两个乘积可交换的同阶正定方阵可以同时正交相似对角化。

这个结论是否显然可以直接通过书上证明的长度看出：它完全不显然。事实上，有时教材确实会因为

不想写显然而引用一些比较显然的结论，这些往往是自己可以比较轻易推出，于是不需要特别记忆。

对于这个结论是否重要，关键评判标准是它是否关联了核心结构。例如，正交相似对角化当然是处理

对称阵的核心方法，而同时正交相似对角化意味着乘积的特征值可以直接看作特征值对应乘积，因

此的确是重要的。不过，它的条件要求较高，意味着应用范围可能不广。

而所谓的必要性，则是指是否不能绕过这个结论证明。对于这题来说，答案是否定的：考虑 A = P TP，

P 可逆，则 AB = P TPB = P T (PBP T )P−T 相似于 PBP T，特征值与 PBP T 相同，而 PBP T

与 B 合同，因此正定，从而 AB 特征值均为正，正定等价于对称，直接计算可发现对称即等价于

AB = BA。

由此，这个结论是一个有重要性但应用范围不广、存在替代可能的结论，于是，记忆它的优先级可以

相对向后排，但准备时间充足时还是可以进行记忆的。

2. 第二，与永远不要指望能记得所有结论相对的是，哪怕对并不能记得的结论，也最好有一定印象，尤
其是务必留意定理条件。

就改卷来说，只要某一步是错误的，基于它的证明一定也是错误的。因此，还是以正交相似对角化为

例，期末考试凡是说两个正定阵可以同时正交相似对角化的同学都被扣了全分。

个人的建议是，如果没法记得正确的结论，至少也多读几遍加深一下印象，千万不要使用不确定条件

的结论。

当然，讨论这点则又要说回之前所述的理解。一般来说，对一个知识点理解越深，就越不容易出现错

误的记忆。我们也将在这学期之后的习题课里慢慢讨论如何进行理解性的记忆，如何对一个结论的

正误产生一定的直觉。

* 虽然写下这一章时已经是第二周了，但总归这学期才刚刚开始，希望能和大家一起度过一个学有所得的
学期——而做到这件事的基础是有问题及时解决，对于个人来说，则是建议及时来问。

十五 从同余方程组说起

* 建议先行阅读本讲义 14.1 以了解基本定义。
* 本章与上一章的内容大概率只有行列式因子、不变因子、初等因子组的计算会出现在考试中，介绍这么
多主要是为了让大家了解更高视角下这一套理论引入的动机，也给后文的更多动机性的分析做铺垫。

§15.1 再谈数论

15.1.1 线性方程组？

从本次习题课开始的几次课中，我们将要研究任意数域 K 上的相似标准形问题。而或许不可思议的
是，为了研究相似，我们需要引入一个大量涉及数论的工具——多项式矩阵，也即每个元素都是多项式的

矩阵。在上一章中，我们已经看到多项式与整数的诸多类似性质，因此，我们还是从相对简单的整数矩阵

(每个元素都是整数的矩阵) 谈起。
如果大家对上学期的内容还存在印象，应当能记得，我们引入数域上的矩阵是从求解线性方程组开始

的。同样，想要自然给出整数矩阵的概念，也需要先观察一类特殊的方程组。

《孙子算经》中记载了一道著名的问题 (有时也称韩信点兵问题)：今有物不知其数，三三数之剩二，五
五数之剩三，七七数之剩二，问物几何？翻译一下也就是，如果一个整数除以 3 的余数是 2，除以 5 的余
数是 3，除以 7 的余数是 2，求这个数的可能解。
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再进行一点抽象，所有除以 3 余 2 的数可以用 3k+2 来表示 (k 为整数)，因此上述问题可以写为，求
整数 x 使得存在整数 k1, k2, k3 满足 

x = 3k1 + 2

x = 5k2 + 3

x = 7k3 + 2

我们容易将它化成更熟悉的形式：求整数 x1, x2, x3, x4 满足方程组
x1 − 3x2 = 2

x1 − 5x3 = 3

x1 − 7x4 = 2

可以发现，这个问题完全就是一个系数均为整数的线性方程组 (此后称为整线性方程组)，只不过，我
们需要关心的是它的整数解。由于任何线性同余方程组问题都可以类似上方转化成整线性方程组问题，而

线性同余方程组又是数论的奠基性内容，就不难理解研究整线性方程组的必要性了。

仍然与之前学习线性方程组时相同，一个整线性方程组可以写为 Ax = b 的形式，其中 A 为 m × n

阶整数矩阵，x 为 n 维未知列向量，b 为 m 维整数列向量。当 b = 0 时，我们称这是一个齐次整线性方程

组，否则称为非齐次整线性方程组，我们下面将 n 维整数列向量集合记作 Zn，m× n 阶整数矩阵集合记

作 Zm×n。

事实上，整线性方程组的整数解与线性方程组的解有非常类似的性质，我们给出两条最重要的：

• 设 A ∈ Zm×n、b ∈ Zm。若 x0 是 Ax = b 的一个整数特解 (即其为整数向量且 Ax0 = b)，则整线性
方程组 Ax = b 的整数解集可以写成

{x0 + y | Ay = 0, y ∈ Zn}

这个定理的证明与上学期非齐次线性方程组的解集结构证明完全相同：若 Ax0 = b、Ay = 0，直接计

算发现 A(x0 + y) = b；若 Ax0 = b、Ax1 = b，直接计算发现 A(x1 − x0) = 0。这告诉我们，非齐次

整线性方程组的整数通解为其整数特解与对应齐次整线性方程组的整数通解之和，这个性质与一般

线性方程组完全相同。

• 对于齐次整线性方程组，若 x、y 为其整数解，则 x+ y 为其整数解；对任何 λ ∈ Z，λx 为其整数解。

这个定理同样直接计算就可以验证。回忆上学期，齐次线性方程组的类似性质可以推出齐次线性方

程组的解集是一个线性空间。

出于以上两个性质，我们首先希望能在整数向量中定义一个类似线性空间的代数结构，再说明齐次整

线性方程组的解集一定符合这个结构，如果一切顺利，下面我们就可以转而研究这个结构以确定整线性方

程组的解了。

对 Zn 的一个子集 V，若其满足 x ∈ V, y ∈ V 则 x+ y ∈ V，且对任何 λ ∈ Z，λx ∈ V，则称 V 为一

个 Z 模，此后无歧义时直接称为模。利用刚才已经证明的结论，齐次整线性方程组的解集是一个模。
* 若大家还记得本讲义 14.1.4 的概念，可以发现 Z 的理想就是能作为 Z 的子集的模。

15.1.2 模的构造尝试

至此，大家可能会产生一个非常直觉的疑问：为什么我们要把 “模” 与 “线性空间” 两个概念区分开？
整线性方程组与线性方程组真的有很大差别吗？例如，我们并不会单独谈论 “有理线性方程组的有理数
解”，因为此结论已经被一般数域上的线性方程组解集结构所包含。本节的关键就是解决这个问题，这里
先给出结论：整线性方程组的讨论方式与线性方程组有一定相似，但会存在重大区别。
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* 必须注意，我们这里对模的所有定义和讨论都建立在模是 Zn 的子集上，与数学上的一般定义存在较大

差别，因此这里的定义、定理并不对更一般的模适用。

在上学期，我们分析数域上的向量空间时，先定义了线性相关、线性无关、线性表出等概念，再从这

些得到了极大线性无关组的概念，进而定义了线性空间的基与维数，最后回到线性方程组，完成了对齐次

线性方程组解集的刻画。对于一些整数向量，我们仍然可以类似定义：

1. 对 α1, . . . , αk ∈ Zn，若存在不全为 0 的 λ1, . . . , λk ∈ Z 使得

λ1α1 + · · ·+ λkαk = 0

则称它们整线性相关，否则称它们整线性无关。

2. 对 α0, α1, . . . , αk ∈ Zn，若存在不全为 0 的 λ1, . . . , λk ∈ Z 使得

α0 = λ1α1 + · · ·+ λkαk

则称 α0 可以被 α1, . . . , αk 整线性表出。

3. 对 α1, . . . , αk ∈ Zn，若它的一个子集互相整线性无关，且再添加任何一个后都整线性相关，则其称

为 α1, . . . , αk 的一个极大整线性无关组。

4. 对 α1, . . . , αk ∈ Zn，称能被它们整线性表出的向量集合为它们的生成模，记作 ⟨α1, . . . , αk⟩。

* 这个定义的说法暗示了此集合是一个模，直接验证若 α, β 可被它们表出，则 α + β、任意整数 λ

的 λα 可被它们表出即可，与生成线性空间的证明完全相同。

5. 若一个模 V 是 α1, . . . , αk ∈ Zn 的生成模，且 α1, . . . , αk 线性无关，则称它们是 V 的一个基。

用这些定义，我们马上就可以通过不算复杂的证明得到一些相同的结构：

1. 引理：对任意有限个有理数 q1, . . . , qn，存在非零整数 m 使得 mq1, . . . ,mqn 为整数。

证明：

若 q1, . . . , qn 全为 0，取 m = 1 即可，否则考虑其中的非零有理数，将 m 取为所有非零有理数

的分母乘积，可以直接验证 mq1, . . . ,mqn 都是整数。

* 虽然这个定理的表述与证明都非常简单 (本质是多个有理数可以通分)，但我们将在下面的证明中
看到，它是沟通整线性方程组与之前的线性方程组理论的桥梁。

2. α1, . . . , αk ∈ Zn 整线性无关当且仅当它们看作 Qn 中的向量线性无关。

证明：

若 α1, . . . , αk 整线性相关，存在不全为 0 的整数 λ1, . . . , λk 使得 λ1α1 + · · · + λkαk = 0，由于

不全为 0 的整数也是不全为 0 的有理数，它们看作 Qn 中的向量线性相关。

若 α1, . . . , αk 看作 Qn 中的向量线性相关，存在不全为 0 的有理数 λ1, . . . , λk 使得 λ1α1 + · · ·+
λkαk = 0，利用引理取非零整数 m 使得 mλ1, . . . ,mλk 均为整数 (由 m 非零它们仍不全为 0)，
则有

(mλ1)α1 + · · ·+ (mλk)αk = 0

这就已经找到了不全为 0 的整数 µ1, . . . , µk 使得 µ1α1 + · · ·+ µkαk = 0，于是它们整线性相关。

由于一个向量组要么 (整) 线性无关，要么 (整) 线性相关，综合以上两部分即得到了证明。
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3. α1, . . . , αk ∈ Zn 的极大整线性无关组就是它们看作 Qn 中的向量时的极大线性无关组。

证明：

由于线性无关性与线性相关性都与看作 Qn 中的向量时相同，根据极大线性无关组的定义可得

结论。

4. α1, . . . , αk ∈ Zn 的任何极大整线性无关组所含的向量个数相同，称为向量组的秩，即为它们看作 Qn

中的向量时的秩。

证明：

由于极大线性无关组与看作 Qn 中的向量时相同，利用看作 Qn 中的向量时所有极大线性无关

组所含的向量个数相同可得结论。由此，极大整线性无关组所含的向量个数也与看作 Qn 中的

向量时相同，也即秩同样可看作 Qn 中的向量计算。

5. A ∈ Zm×n 的行向量组、列向量组秩相同，称为矩阵的秩，记作 rankA，即为它看作 Qm×n 中矩阵

时的秩。秩仍然等于最大非零子式的阶数。

证明：

将 A 看作 Q 上的矩阵，行秩、列秩相等，而这又等于作为整数向量组的行秩、列秩，从而第一
句结论成立。由于行列式计算方法不变，A 的非零子式与其看作 Q 上的矩阵时的非零子式相同，
从而得证。

6. 对模 V，记 U = {µv | µ ∈ Q, v ∈ V }，则其构成 Q 上的线性空间，且 V 的基看作 Qn 中向量一定

是 U 的基。

证明：

若 x = µ1v1 ∈ U、y = mu2v2 ∈ U，取非零整数 m 使得 mµ1、mµ2 为整数，则 mµ1v1 ∈ V、

mµ2v2 ∈ V，从而

x+ y =
1

m

(
(mµ1)v1 + (mµ2)v2

)
∈ U

而直接由定义可发现对任何 µ ∈ Q 有 µx = (µµ1)v1 ∈ U，于是其为线性空间。

对 V 的一组基 α1, . . . , αk，之前已经证明了看作 Q 中向量时线性无关，由于 V 中任何元素都

可以写为

v = λ1α1 + · · ·+ λkαk, λ1, . . . , λk ∈ Z

U 中任何元素都可以写为

µv = (µλ1)α1 + · · ·+ (µλk)αk

所有 µαi 都是有理数，从而根据定义 α1, . . . , αk 确实构成 U 的一组基。

7. 模 V 的任何基个数相同，称为 V 的维数，记作 dimV，定义 dim{0} = 0。

证明：

由于 V 的基一定是上方定义的 U 的基，而由上学期知识 U 的任何基个数相同，因此 V 的任何

基个数相同。

* 由此也可以看出，V 只要存在一组基，其维数就必然与 U 的维数相等。

8. 对 Q上的线性空间 U，记 V 为 U 中所有整数向量构成的集合，则 V 是模且 U = {µv | µ ∈ Q, v ∈ V }。

证明：
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U 中两个整数向量的和仍然是 U 中的整数向量，其仍然在 V 中；U 中整数向量数乘整数后仍

然是 U 中的整数向量，其仍然在 V 中。综合两者即得到 V 是一个模。

对 U 中任何向量 u，可取非零整数 m 使得 mu 为整数向量，从而 mu ∈ V，于是 u = 1
m
(mu) ∈

{µv | µ ∈ Q, v ∈ V }。另一方面，当 µ ∈ Q，v ∈ V ⊂ U 时，根据线性空间定义可知 µv ∈ U，因

此 U = {µv | µ ∈ Q, v ∈ V }。

* 第二部分证明实际上是证明了两个集合相互包含，这是证明集合相等时最常用的办法。

很遗憾，能类似讨论的部分到这里就结束了。顺着这个思路，我们马上就会遇到一个非常困难的问题：

当 V 不止包含零向量时，其基是否一定存在？我们知道，在一个线性空间中，任何数量等于维数的线性无

关向量组都构成了一组基，而在模中，这一性质并不成立。例如，所有偶数的集合构成一个模，{4} 作为
向量组 (里面只有一个一维向量) 是整线性无关的，但它并不构成一组基，因为 2 并不是它的倍数。将上
方构造的 U 的一组基乘一个非零整数，可以得到 V 中整线性无关的向量组，但它们未必是一组基。

在研究非齐次整线性方程组时，这个问题更加明显。在上一部分，我们事实上已经证明了，只要找到

非齐次整线性方程组的一个整数特解，通解立刻就可以表示出来，但问题恰恰出现在特解上。我们先给出

如下与普通非齐次线性方程组完全不同的结论：rank(A, b) = rankA 不足以说明非齐次整线性方程组的整
数解存在性。最简单的例子是考虑单个方程构成的方程组 2x = 3，它满足 rank(2, 3) = rank(2) = 1，但并

不存在解。

上述问题的本质在于，向量组整线性相关并不能推出其中某个向量能被其他向量表出。两个整数 (视
为一维向量) 一定是整线性相关的，但只要它们没有倍数关系，并不存在一个能被另一个表出。这就意味
着，讨论整线性方程组不得不涉及数论 (也就是倍数、因数) 相关的问题。当然，从模的理论也是可以对这
些问题给出解决方案的，但这需要一些更加抽象化的数学理论，因此，以目前的知识背景，我们必须换另

一条路解决问题。

* 当然，这并不意味着上述的尝试就没有意义了。这些尝试代表我们在试着寻找代数结构间的共性，除了
是重要的抽象以外，也提供了一个看待整数方阵的方式。事实上，就像矩阵理论有空间的解释，整数矩阵

的相关理论也都有用模理解的版本，留给感兴趣的读者自己进行表述。

15.1.3 行列变换的思路

另一个解线性方程组的思路恰恰就是我们在上学期最开始学习的行列变换方法。由于我们已经知道进

行行列变换相当于乘可逆方阵，比较形式化的方式是通过相抵标准形进行操作。

具体来说，对线性方程组 Ax = b，设 A ∈ Rm×n 的相抵标准形

A = P

(
Ir O

O O

)
Q

则原方程可以写为

P

(
Ir O

O O

)
Qx = b

也即 (
Ir O

O O

)
Qx = P−1b

由于左侧相当于将 Qx 的后 n − r 个分量变为 0，前 r 个分量不变，此方程组有解当且仅当 P−1b 的后
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n− r 个分量均为 0 (计算可发现其等价于 rank(A, b) = rank b)，此时直接计算得解为

x = Q−1



c1
...
cr

xr+1

...
xn


其中 c1 到 cr 为 Pb−1 前 r 个分量，xr+1 到 xn 可以取任何实数。

回顾上学期得到相抵标准形的思路，我们又可以将得到相抵标准形的过程拆分为以下的步骤：

• 定义符合要求的行列变换，使得 “能行列变换得到的矩阵” 成为等价关系；
• 证明任何矩阵可以在行列变换下成为某个较简单的形式；
• 通过证明较简单形式的唯一性，最终确定分类；
• 定义可逆矩阵，使得 “能左右乘可逆阵得到的矩阵” 成为等价关系；
• 证明行列变换可以看作乘可逆阵，从而能行列变换得到的矩阵一定可以左右乘可逆阵得到；
• 证明可逆矩阵可以拆成行列变换对应矩阵的乘积，最终证明上述两个等价关系对应的分类是相同的，
将这样的分类称为相抵标准形。

对于相抵来说，“较简单的形式” 自然就是相抵标准形 diag(Ir, O)，证明唯一性的方式是通过秩的确定性，

而最后则又从可逆阵的秩得到了可逆阵相抵标准形为 I，于是其可以拆成初等变换阵的乘积。

自然，我们需要的对较简单的形式有一定的期望。在相抵相关的问题中，我们至少希望它是一个对角

阵——这里对角阵指除了 i = j 的元素外全为 0 的矩阵——这样方程组 Ax = b 仍然可以通过类似方法判

定。

§15.2 整数方阵的相抵

15.2.1 可逆性

说到现在，我们其实已经给出了用相抵解决问题的思路。想要这个思路被合理使用，我们至少还需要

定义整数矩阵中的可逆矩阵与行列变换。

可逆矩阵仍然是易于定义的：对整数方阵 A，若存在整数方阵 B 使得 AB = BA = I，则称 A 可逆

(也可称 A 为模方阵，此后将用这个词与通常的可逆区分)，B 是 A 的逆，记作 B = A−1。若存在模方阵

阵 P,Q 使得整数方阵 A、B 满足 A = PBQ，则称 A 与 B 相抵 (也可称模相抵，此后将用这个词与通常
的相抵区分)。
* 直接验证可发现 I 是模方阵、A 是模方阵则 (A−1)−1 = A、A,B 是模方阵则 (AB)−1 = B−1A−1，由此

可以得到模相抵是等价关系。

我们下面先说明，如果整数方阵 A 确实可以模相抵为对角阵，整线性方程组相关问题是易于解决的。

对整线性方程组 Ax = b，设 A = PDQ，其中 P,Q 为模方阵，D 为对角阵，则方程组可以化为

PDQx = b

同时左乘 P−1 得到

DQx = P−1b

下面假设 D 的对角元满足 d1, . . . , dr ̸= 0，其余为 0。由于 DQx 相当于把 Qx 的第 i 个元素乘 di 倍 (若
m < n，多出的元素乘 0)，有解当且仅当 P−1b 的第 r + 1 到 n 个元素全为 0，且对 i = 1, . . . , r，P−1b
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第 i 个元素是 di 的倍数。此时整数通解可以写为

x = Q−1



c1/d1
...

cr/dr

xr+1

...
xn


其中 c1 到 cr 为 P−1b 前 r 个分量，xr+1 到 xn 可以取任何整数。

证明：
记 ci 为 P−1b 的第 i 个分量，并记 y = Qx，则利用对角阵乘向量的结果，删去 0yi = 0 的方程，原

方程组即 d1y1 = c1, . . . , dryr = cr。由于 x 为整数解、Q 为整数矩阵，y 一定为整数向量，因此当 ci

不为 di 倍数或 i > r 且 ci 非零时 yi 无整数解，从而原方程组无解；反之，若 i > r 时 ci 为 0，且 ci

是 di 的倍数，则直接计算可发现如上方构造的 x 一定是整数解 (注意根据模方阵定义，P−1、Q−1

所有元素为整数)。
我们最后说明如上方构造的 x是全部解。在 d1, . . . , dr 非零，其他为 0的假设下，d1y1 = c1, . . . , dryr =

cr 都将确定 yi = di/ci。对于其他 yi，无论是 0yi = 0 还是未提到都可任取，结合其为整数向量的要

求，即可取任何整数值，因此上述形式就构成了 Ax = b 的全部整数解。

这样的分析就说明了，只要整数方阵的确可以模相抵为对角阵，整线性方程组问题就将完全解决。比

起之前定义抽象的模时的混沌，这时我们已经有了一个明确的目标。但是，如何找到 P 和 Q 呢？相抵标

准形的研究给了我们一个很不错的思路：先进行行列变换，再说明这相当于乘模方阵。据此，我们需要先

证明一些小结论 (关于上学期行列变换与初等方阵的结论见教材 4.2 节)：

• 整数方阵是模方阵当且仅当其看作有理数方阵时可逆，且逆矩阵的所有元素为整数。

证明：

若整数方阵 A 看作有理数方阵时可逆，且逆矩阵 B 所有元素均为整数，则由于矩阵乘法规则不

变即得 AB = BA = I，从而对于整数方阵仍有 B 为 A 的逆。

若存在整数方阵 B 使得 AB = BA = I，根据逆的唯一性可得只能 B 也是 A 看作有理数方阵

时的逆，又由 B 全为整数可得证。

• 两个模相抵的整数方阵看作有理数方阵仍然相抵，于是秩相等。

证明：

设整数方阵 A = PBQ，P,Q 为模方阵，B 为另一个整数方阵。由于 P,Q 看作有理数方阵仍然

可逆，就得到了 A,B 相抵。

• 整数方阵是模方阵当且仅当其行列式为 ±1。

证明：

利用上学期知识，“看作有理数方阵时可逆” 等价于行列式非零。由此，我只需要说明，对看作
有理数方阵时可逆的整数方阵 A，其逆 B 的所有元素为整数当且仅当 detA = ±1。

若 detA = ±1，则有 B = (detA)−1A∗ = ±A∗ (这里 A∗ 为伴随矩阵)。由于计算伴随矩阵只需
要对 A 的元素进行加法、减法、乘法，A∗ 的仍然为整数方阵，从而 B 为整数方阵。

若 B 为整数方阵，由于行列式计算方法不变，Binet-Cauchy 公式仍成立，从而 1 = det(I) =

det(AB) = detAdetB。由于 A、B 为整数，计算行列式只需要对元素进行加法、减法、乘法，

detA、detB 均为整数。两整数乘积为 1 即得到 detA = ±1。
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• 定义第一类整行列变换：将某行/列加上另一行/列的某整数倍，其可以看作乘模方阵 (第一类初等方
阵)。

证明：

根据上学期的初等方阵知识，第一类整行列变换可以看作左/右乘第一类初等方阵 P (i, j(k))。由

于倍数为整数，k 为整数，从而其逆 P (i, j(−k)) 也为整数，从而得证其为模方阵。

• 定义第二类整行列变换：交换两行/两列，其可以看作乘模方阵 (第二类初等方阵)。

证明：

根据上学期的初等方阵知识，第二类整行列变换可以看作左/右乘第二类初等方阵 P (i, j)。由于

P (i, j) 与其逆 P (i, j) 均为整数方阵，即得证其为模方阵。

• 定义第三类整行列变换：给某行/列乘 ±1，其可以看作乘模方阵 (第三类初等方阵)。

证明：

根据上学期的初等方阵知识，第三类整行列变换可以看作左/右乘第三类初等方阵 P (i(c))。由

于 c = ±1，P (i(c)) 与其逆 P (i(c−1)) 均为整数方阵，即得证其为模方阵。

* 上述讨论可以看出整行列变换只允许乘 ±1 倍的原因：这是为了保证它可以看作乘模方阵。若允许乘任

何整数倍，虽然在方程组意义下仍然进行了等价的变换，但无法看作乘模方阵，因此无法导向标准形。

下面，我们的任务就是利用这三类整行列变换将任何整数矩阵 A 化为对角阵——或者某个更简单的

形式。

15.2.2 两种特殊情况

为了能将一般的整数方阵模相抵为对角阵，也为了给整行列变换提供操作范例，我们需要先考察两种

特殊情况，一个是 n× 1 整数矩阵，另一个是 2× 2 上三角整数矩阵。

* 之所以说这两种情况可以用于将一般整数方阵模相抵为与本讲义 10.4 证明奇异值分解的途径相同，都
是为了先化作阶梯形再化作对角阵。

* 直接仿照普通行列变换的方式进行模相抵对角化是行不通的，因为在并非倍数的情况，无法用非零元素
消去其他元素。

1. 对于整数列向量 (a1, . . . , an)
T，我们说明其可以整行列变换为 (a, 0, . . . , 0)T，且 a = gcd(a1, . . . , an)。

证明可以利用归纳法，先考虑 n = 2 时，若 a1, a2 有 0，将 0 换到第二个分量，并乘 ±1 使得第一个

分量非负则已经解决 (利用 0 与任何整数最大公因数为其绝对值)。否则，可以发现辗转相除法的操
作恰好符合行变换的要求：不妨设 |a2| ≥ |a1|，否则交换两列。将第二行减第一行某倍数、再将第一
行减第二行某倍数，重复此过程最终能得到某个位置为 0，再将其交换到第二个分量，并乘 ±1 使得

第一个分量非负，即得到结果。

由于辗转相除不改变最大公因数，当操作进行到其中一个为 0 时，另一个的绝对值一定为最大公因
数，这就得到了结论。

若 n = k 时结论成立，在 n = k + 1 时，先通过前 k 行的行变换使得 (a1, . . . , ak+1)
T 变换为

(gcd(a1, . . . , ak), 0, . . . , 0, ak+1)
T，再对第一行、最后一行按 n = 2 的情况进行行变换，利用本讲义

14.1.3 的第五个结论即得到最终可变换为第一个分量是 gcd(a1, . . . , ak+1)、其他分量均为 0 的列向
量。

* 从证明过程中，我们可以感受到最大公因数是行列变换操作的重要量。事实上，与辗转相除不改变
最大公因数的证明完全相同，我们可以证明对 (a1, . . . , an)

T 进行行变换不会改变所有分量的最大公

因数。因此，若其变换为了 (a, 0, . . . , 0)T 的形式，且 a ≥ 0，则必然 a = gcd(a1, . . . , an)。
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* 对于行向量的列变换有完全相同的结论，直接类似操作即可。

2. 对于二阶整数上三角阵
(
a b

0 c

)
，我们说明其可以整行列变换为对角阵 diag(x, y)。

若 b = 0，原矩阵已经成为了对角阵；若 a = 0，与第一部分证明相同进行行变换即可将矩阵化为

diag(0, gcd(b, c))；若 c = 0，完全同理 (第一部分的证明也可以用在行向量的列变换中) 可证能化为
对角阵 diag(gcd(a, b), 0)。由此，我们下面只考虑 abc ̸= 0 的情况。

将矩阵的两行按照第一部分证明进行行变换，可将第二列化为 (gcd(b, c), 0)T。由于这时第一列也进
行了对应的行变换，设此时它变为了 (s, t)T，则矩阵成为(

s gcd(b, c)
t 0

)

可以发现，通过交换两列，这又变回了一个上三角阵

(
gcd(b, c) s

0 t

)
，问题貌似并没有得到解决。但

是，由于转化为最大公因式缩小了规模，我们可以想到从大小出发进行归纳：

• 当 |a|, |b|, |c| 中最小值为 0 时，已经在之前讨论得到。

• 若 |a|, |b|, |c| 中最小值小于 n 时结论成立，下面考虑最小值为 n 时。

在 |c| = n时，若 b不为 c的倍数，通过上方操作整行列变换为

(
gcd(b, c) s

0 t

)
，此时 gcd(b, c) <

|c| = n，于是化为了最小值小于 n 的情况，根据归纳假设可将其模相抵对角化。若 b 为 c 的倍

数，第一行减第二行的 b/c 倍可直接化为对角阵。

在 |a| = n 时，若 b 不为 a 的倍数，类似上方操作整行列变换为

(
gcd(a, b) s

0 t

)
同理化为了最

小值小于 n 的情况，根据归纳假设可将其模相抵对角化。若 b 为 a 的倍数，第二列减第一列的

b/a 倍可直接化为对角阵。

在 |b| = n 时，若 c 不为 b 的倍数或 a 不为 b 的倍数，仍然可以使得原矩阵整行列变换为(
gcd(b, c) s

0 t

)
或

(
gcd(a, b) s

0 t

)
，从而最小值变得更小，由归纳假设成立。否则，设 c = c1b、

a = a1b，第一列减第二列的 a1 倍、第二行减第一行的 c1 倍，即可将原矩阵整行列变换为(
0 b

−a1c1b 0

)
，再交换两行就成为了对角阵。

* 这个结论的证明里，我们可以发现模长估算对最大公因数相关问题的重要性。

理论来说，这两个定理已经足够将任何整数矩阵整行列变换为对角阵了。不过，为了之后讨论的

方便，我们姑且开个 “天眼”，证明另一个有用的结论：二阶整数对角阵 diag(x, y) 可以整行列变换为
diag(gcd(x, y), lcm(x, y))。

证明：

将第二列加上第一列可将原矩阵化为

(
x x

0 y

)
，将两行按第一部分证明进行行变换则可以进一步化

为

(
s gcd(x, y)
t 0

)
，这里 s 与 t 是第一列进行对应行变换后的结果。

在第一部分中我们已经证明，对第一列进行行变换不会改变第一列的最大公因数，因此 (s, t) = x 成

立，于是 s是 x的倍数，进而是 gcd(x, y)的倍数。将第一列减第二列的 s/ gcd(x, y)倍 (若 gcd(x, y) = 0

则必然 s = 0，无需再减) 并交换两列即可将原矩阵化为 diag(gcd(x, y), t)。
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利用行列式知识，整行列变换只会使行列式乘 −1 或不变，因此必然有 gcd(x, y)t = xy。若 xy ̸= 0，

即得 t = ± lcm(x, y)，有负号再给第二行乘 −1 即可；若 x = 0 或 y = 0，gcd(x, y) ̸= 0 且 xy = 0，

必有 t = 0 = lcm(x, y)；若 x = y = 0，原矩阵为零矩阵，直接符合要求。

* 本部分的三个结论在下一部分分别称为引理 1、2、3。可以发现，三个结论中，引理 2 事实上是最重要
的，因为它克服了本质的困难：如何将不同行列的元素关联起来。正是因为引理 2 巧妙利用了模长进行归
纳，我们才可以将一般的整数矩阵进行模相抵对角化。

15.2.3 构造性证明

准备到这里，我们终于可以开始对整数方阵的模相抵标准形进行刻画了。结论如下：任何整数矩阵

A ∈ Zm×n 可以整行列变换为 (
diag(d1, . . . , dr) O

O O

)
其中 r = rankA，且正整数 d1, . . . , dr 满足 d1 | d2 | d3 | · · · | dr (连续整除号表示每一个都整除后一个)。
我们将此形式称为整数矩阵的相抵标准形/模相抵标准形，或称为 Smith 标准形。
* 感兴趣的同学可以参考本讲义 10.4.2 的奇异值分解存在性证明，观察两个证明的相似性。

证明：
不妨设 m ≥ n，否则将下面证明中的行变换改为列变换，列变换改为行变换即可。分三部分进行证

明。

1. A 可以整行列变换为上三角阵 B，且 B 中除了满足 i = j 与 i = j − 1 的 bij 均为 0。
利用引理 1，进行行变换使得第一列中 a21 到 am1 全部变换为 0，再对第 2 到 n 列进行列变换

使得 a13 到 a1n 全部变换为 0。这时，矩阵 A 成为了 (这里 ∗ 表示未知元素，未写出元素为 0)
a11 a12

∗ ∗ · · · ∗
...

...
...

...
∗ ∗ · · · ∗


接下来，对第 2 到 m 行进行行变换，使得第二列中 a32 到 am2 全被变换为 0。由于第一列涉及
的行已经全部为 0，变换不会改变它们为 0 的性质，从而 A 这时变为了

a11 a12

a22 ∗ · · · ∗
...

...
...

∗ · · · ∗


再对第 3 到 n 列进行列变换...... 重复这个过程 (由于 m ≥ n 的假设，这个过程一定可以操作至

ann)，我们最终让 A 除了 aii 与 ai,i+1 外的元素全部为 0，这就是符合要求的矩阵 B。

2. B 可以整行列变换为对角阵 C，即 C 中除了 c11, . . . , cnn 外的元素全为 0。
本部分证明的思路类似引理 2 (注意直接由引理 2 进行操作是不可行的，例如对 B 的前两行、

前两列进行整行列变换，使得 b12 = 0 会由于原本的 b23 可能非零导致 b13 可能变为非零)。对
所有元素的绝对值最小值进行归纳，只要有元素不是绝对值最小元素的倍数，就能化为更小的

情况，从而符合归纳假设。

3. C 可以整行列变换为符合 Smith 标准形要求的矩阵 D。
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首先，根据之前已证，有 rankC = rankA，因此 C 的非零对角元素个数应为 r，利用第二类整

行列变换将它们交换到 c11, . . . , crr。

由于引理 3 同样只涉及两行、两列，对于对角阵 C，其应用在任何两个对角元上都不会影响其

他元素。对 c11, c22 进行操作可使第一个对角元成为 gcd(c11, c22)，此时再对新的 c11 与 c33 进

行操作可使第一个对角元成为 gcd(gcd(c11, c22), c33) = gcd(c11, c22, c33)。由此，最终可以将第一
个对角元操作为所有对角元的最大公因数。

接下来，类似此方法，可使得第二个对角元成为第 2 到 r 个对角元的最大公因数。由于过程中

只对首行首列外的行列进行了变换，由于 c22, . . . , crr 都是 c11 的倍数，可直接验证整行列变换

后它们仍然是 c11 的倍数。因此，此时第一个对角元仍然是第 1 到 r 个对角元的最大公因数。

以此类推，最终可以使得第 i 个对角元是第 i 到 r 个对角元的最大公因数。设此时对角元为

d1, . . . , dr，根据最大公因数的定义 (第 i 个对角元是所有后续对角元的最大公因数，因此是第

i+ 1 个对角元的因数)，这就说明了 d1 | d2 | · · · | dr。

* 如同本讲义 10.4.2 中说的，证明第一部分里的矩阵 B 形式称为 Hessenberg 阵。
在上方的证明过程中，我们通过一个相对明确的构造性算法证明了任何整数矩阵都可以整行列变换为

Smith 标准形的形式。为了说明它的确是模相抵的标准形，我们还需要证明乘模方阵可以看作进行行列变
换，且此标准形对任何矩阵唯一确定。

值得一提的是，哪怕这两件事并未证明，我们也足够进行具体整线性方程组的求解了：由于整行列变

换可以看作乘模方阵，我们已经证明了对任何整数矩阵 A 都存在模方阵 P,Q 使得 PAQ 是对角阵。不过，

就像线性方程组解的存在性可以归结为 rank(A, b) = rankA，我们希望能有一个简洁的判定定理说明整线
性方程组是否有解，而不是必须每次都作出 A 的 Smith 标准形。因此，我们必须继续进行研究。

15.2.4 多项式矩阵

由于整数与多项式完全类似的性质，将对于模长的估算换成对次数的估算后，上方的所有结论都可以

推广到多项式相关的讨论上。唯一需要注意的是，正如本讲义 14.1 介绍的 “代表元” 思想，整数中涉及绝
对值的部分在多项式中应替换为首一多项式。本部分我们只列出定义与结论，证明几乎与前几部分完全相

同：

• 若一个 m 行 n 列矩阵 A 的所有元素都是数域 K 上关于 λ 的多项式，则称其为 K 上的多项式矩阵
(或 λ 矩阵)，所有 m 行 n 列 K 上的多项式矩阵构成的集合记作 K[λ]m×n。

• 由于元素的加法、减法、乘法都可以进行，K 上的多项式矩阵的加法、乘法、行列式的定义与常数矩
阵时完全相同。

• 称 K 上的多项式矩阵的秩为其最大非零子式的阶数。

* 当然，我们仍然可以从模与模上线性相关的语言得到秩的定义，此处省略。

• 对 K 上的多项式方阵 A，若存在 K 上的多项式方阵 B 使得 AB = BA = I (注意 K 上的方阵都可
以看作 K 上的多项式方阵，只是元素没有超过零次的多项式)，则称 A 可逆 (或为模方阵)，B 是 A

的逆，记作 B = A−1。

• 若存在模方阵 P,Q 使得 K 上的多项式方阵 A,B 满足 A = PBQ，则称 A 与 B 相抵 (或模相抵)。
这是一个 K 上同阶多项式方阵间的等价关系。

• K 上的多项式方阵是模方阵当且仅当其行列式为 K 中的非零元素。

* 右推左仍然是通过伴随方阵直接构造，左推右也仍然是先利用 Binet-Cauchy 公式，再根据次数计
算得到两个多项式相乘为 1 则它们都为非零常数。
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• K 上的多项式方阵 A,B 模相抵，则它们的秩相等。

* 这个结论最简单的证明方法是像整数方阵一样 “看作有理数方阵” 讨论：我们考虑每个元素是 λ 的

函数 (允许在有限个点没有定义) 的矩阵，这样所有的非零多项式就都可逆了。否则，对其的证明只
能在学习行列式因子之后了，见下节。

• 定义第一类 K 上多项式方阵的行列变换：将某行/列加上另一行/列的某 K 上多项式倍，其可以看
作乘模方阵 (第一类初等方阵)。

• 定义第二类 K 上多项式方阵的行列变换：交换两行/两列，其可以看作乘模方阵 (第二类初等方阵)。

• 定义第三类 K上多项式方阵的行列变换：给某行/列乘 K 上的某非零元素，其可以看作乘模方阵 (第
三类初等方阵)。

* 这里要求乘 K 上某非零元素的原因与整数时要求乘 ±1 的原因相同，用本讲义 14.1 的语言，这是
因为它们是环上的单位。

• 任何 K 上的多项式矩阵 A ∈ K[λ]m×n 可以行列变换为(
diag(d1, . . . , dr) O

O O

)

其中非零首一多项式 d1, . . . , dr 满足 d1 | d2 | · · · | dr。我们将此形式称为 K 上多项式矩阵的相抵标
准形/模相抵标准形，或称为 Smith 标准形。

* 由于模相抵的多项式方阵秩相等并不好证明，我们暂时规避了 r 就是 A 的秩这一相对自然的结论。

这些细节将在介绍行列式因子时补充。

§15.3 Smith 标准形

15.3.1 另一种构造方式

本部分我们先对上一节内容做一点补充，提供一个操作性稍弱、理论性稍强的证明方式 (也就是上课
所学的证明方式)。这个证明中，对规模大小的控制仍然是核心要素，此外，为了方便讨论，我们将直接对
K 上的多项式矩阵进行证明。

证明：
证明的核心思路归结于如下引理：对所有元素不全为 0 的 K 上的多项式方阵 A，可以进行行列变换

使得它的某个元素 d = gcd(A)，这里最大公因式表示对 A 所有元素取最大公因式。

记 mindeg(A) 为 A 中所有非零元素的最低次数，我们希望通过对其进行归纳证明这个结论。当

mindeg(A) = 0 时，A 中有元素是非零常数 c，因此所有元素的最大公因式必然为 1 (c 的因式只有
非零常数)，直接将 c 所在行乘 c−1 倍就得到了 1 (注意乘非零常数倍是多项式矩阵的第三类行列变
换)。
若 mindegA < n 时结论成立，下面考虑其等于 n 时。通过交换行列，可不妨设左上角元素 a11 满

足 deg a11 = n。若所有其他元素已经是 a11 的倍数，则第一行乘非零倍数使 a11 成为首一多项式后

结论已经成立。否则，分类讨论：

1. 若首行某元素 a1i 不是 a11 的倍数，类似上节引理 1 对 1、i 两列列变换可将 a11 变换为

gcd(a11, a1i)，其次数小于 a11，从而由归纳假设成立；

2. 若首列元素 ai1不是 a11的倍数，类似上节引理 1对 1、i两行行变换可将 a11变换为 gcd(a11), a1i，
其次数小于 a11，从而由归纳假设成立；
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3. 若首行首列之外的某元素 aij 不是 a11 的倍数，由于 ai1、a1j 是 a11 的倍数，可第 i 行减第一行

的 ai1/a11 倍，第 j 列减第一列的 a1j/a11 倍。这样操作后 (用上标 new 表示操作后的数)，anewij

为 aij − ai1a1j/a11，由于 ai1、a1j 是 a11 的倍数，第二项是 a11 的倍数，因此 anewij 仍然不是

a11 的倍数，且 anew1j = anewi1 = 0、anew11 = a11。类似上节引理 3 对 1i 两行 1j 两列进行变换即

可使得左上角成为 gcd(a11, anewij )，从而由归纳假设成立。

利用此引理，若 A 全为 0，已经是 Smith 标准形，否则可以变换出 gcd(A)，将其通过交换行列移动
到 a11 的位置，由于其他元素都是它的倍数，通过第一类行变换可消去第一列的其他元素，通过第一

类列变换可消去第一行的其他元素，这时 A 成为(
gcd(A) 0

0 A2

)

对 A2 重复上述操作，直到没有剩下的部分或剩下的部分为零矩阵即可。这时 A 一定将成为(
diag(d1, . . . , dr) O

O O

)

最后我们证明它符合 Smith 标准形的要求。操作完成后，由于所有 di 非零，且它们是某些多项式的

最大公因式，它们一定是非零首一多项式。

此外，直接验证可发现一些 d 的倍式在行列变换后仍然是 d 的倍式，因此根据最大公因式定义 d1 仍

然是整个矩阵的最大公因式，从而 d1 | d2。同理，由于操作是在不断重复将左上角化为最大公因式
的过程，有 d2 | d3, . . . , dr−1 | dr，这就证明了它确实是 Smith 标准形。

* 此证明中的归纳法事实上完全类似之前证明引理 2 时所用的归纳，都是从规模出发进行控制。

接下来，我们证明上节欠缺的两件事之一：任何模方阵都可以写为一系列能看作行列变换的模方阵的

乘积，这就得到了类似相抵标准形时的结论：A 可以行列变换成为 B 等价于 A 可以乘模方阵得到 B，从

而两种方式定义的等价关系事实上是同一种，今后即可以混用。同样只针对 K 上的多项式方阵进行证明，
整数方阵的情况可以类似证明。

证明：
先证明 K 上的多项式模方阵 A 可以通过行列变换化为 I。由于行列变换可以看作乘模方阵、模方阵

的乘积是模方阵，对 n 阶模方阵 A，可设存在模方阵 P,Q (P,Q 都是一些行列变换对应模方阵的乘
积) 使其满足

PAQ = diag(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0)

这里我们使用了 diag(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0)，是因为对方阵而言，Smith 标准形必然是严格意义的对角
阵。

利用模方阵当且仅当行列式为非零常数、模方阵乘积是模方阵，左侧的行列式为 K 中的非零常数 c，

从而首先有 r = n (否则右侧行列式为 0)，且

d1 . . . dn = c

由于 d1, . . . , dn 都非零，考虑次数可知只能它们都为零次，而零次的首一多项式即为 1，于是 d1 =

· · · = dn = 1，也即

PAQ = I

于是得证。

接下来，由于行列变换可以看作乘模方阵，将 P,Q 展开得到

P1 . . . PmAQ1 . . . Qn = I
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于是 (这里每个 Pi、Qi 都是能看做行列变换的模方阵)

A = P−1
m . . . P−1

1 Q−1
n . . . Q−1

1

之前已验证行列变换阵的逆仍是行列变换阵，从而得到了结论。

结合这部分证明以后，我们最终可以得到模相抵标准形的确是模相抵下的某种标准形式：对任何 K上
的多项式方阵 A，存在模方阵 P,Q 使得

PAQ =

(
diag(d1, . . . , dr) O

O O

)

其中非零首一多项式 d1, . . . , dr 满足 d1 | d2 | · · · | dr。
当然，由于模方阵的逆还是模方阵，利用消去可知也存在模方阵 P,Q 使得

A = P

(
diag(d1, . . . , dr) O

O O

)
Q

其中非零首一多项式 d1, . . . , dr 满足 d1 | d2 | · · · | dr。

15.3.2 行列式因子

在说清楚了 “能行列变换得到”与 “能左右乘可逆阵得到”对应的等价关系是同一种后，我们自然希望
上述的标准形能够完全刻画模相抵性质，也即任何矩阵只能化作唯一一个 Smith 标准形。
由于模相抵是一个等价关系，上述结论又可以化为，两个不同的 Smith 标准形不模相抵。我们对这

两个表述的等价性进行一个简单的证明，作为等价关系概念的复习。今后我们还会时常使用等价关系的性

质，那时对标准形唯一性的证明都将直接从 “不同标准形不等价” 出发，忽略这段讨论过程。

证明：
若 Smith 标准形 P,Q 模相抵，则 P 既能化作自身 (不变)，也能化作 Q，因此同一个矩阵会化成两

个不同的 Smith 标准形。
若某矩阵 A 同时与 Smith 标准形 P,Q 模相抵，从 A 与 P 模相抵出发由等价关系的对称性可知 P

与 A 模相抵，而 A 与 Q 模相抵，由等价关系的传递性可知 P 与 Q 模相抵。

想要证明唯一性，最直接也是最基本的办法是，假设 S、T 都是 K[λ]m×n 中符合 Smith 标准形形式
的多项式方阵，证明矩阵方程组 PSQ = T 不存在模方阵 P、Q 为解。事实上，教材 6.2 节的定理 1 (惯
性定理) 就是通过这样直接的方式证明了实对称阵的规范形唯一。
但是，这样的方法在此处会变得非常困难：两个模方阵提供了过多的可变化量，导致无解性的判定更

加复杂。不过，证明仍然是可以进行的。我们的核心思路是，证明两个整数/多项式相等往往需要从相互
整除出发。

证明：
设同阶 Smith 标准形

S =

(
diag(d1, . . . , ds) O

O O

)
, T =

(
diag(c1, . . . , ct) O

O O

)

模相抵，即存在模方阵 P,Q 使得 S = PTQ。

根据 Binet-Cauchy 公式，考虑 S 的左上角 k 阶主子式 (若 k > s，记 dk = 0，k > t 时也记 ck = 0)
构成的行列式有

d1 . . . dk =
∑

1≤i1<···<ik≤m
1≤j1<···<jk≤n

detP
(
1 · · · k

i1 · · · ik

)
detT

(
i1 · · · ik

j1 · · · jk

)
detQ

(
j1 · · · jk

1 · · · k

)
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这里第二项代表 T 的 i1, . . . , ik 行、j1, . . . , jk 列交出的子矩阵的行列式，其他同理。由于 T 是对角

阵，只要 i1, . . . , ik、j1, . . . , jk 不完全相同，此行列式必然为 0，其余情况行列式为对角元乘积，从
而可化简为 (注意求和中为多项式的乘法而非矩阵乘法，可以任意交换，将中间一项交换到了开头)

d1 . . . dk =
∑

1≤i1<···<ik≤min(m,n)

ci1 . . . cik detP
(
1 · · · k

i1 · · · ik

)
detQ

(
i1 · · · ik

1 · · · k

)

利用 ci 的互相整除性，任何 k 个对角元的乘积都是 c1 . . . ck 的倍数 (利用 0 是任何多项式的倍数)，
从而右侧为 c1 . . . ck 的倍数，因此

c1 . . . ck | d1 . . . dk

利用模相抵的对称性，完全同理可以证明 d1 . . . dk | c1 . . . ck。这两个式子都对 k = 1, . . . ,min(m,n)
成立。

由于 ci 与 di 或为 0，或为非零首一多项式，它们的乘积也或为 0，或为非零首一多项式，因此相互
整除即可推出相等 (见本讲义 14.1.2)，有

c1 . . . ck = d1 . . . dk, k = 1, 2, . . . ,min(m,n)

若 s ̸= t，取 k = min(s, t) + 1，一侧为 0，一侧不为 0，矛盾，因此 s = t，记 s = t = r。由于非零

性，直接归纳即可证明 ci = di 对 i = 1, . . . , r 成立，这就证明了 S = T。

不过，上面的 Binet-Cauchy 计算还是过于麻烦了。仿照相抵标准形唯一性的证明，唯一性还有另一
个更加 “高观点” 的方式，也就是不变量。我们提取相抵标准形唯一性的证明逻辑：

• 定义矩阵的秩；
• 证明行变换与列变换不改变秩；
• 证明可逆矩阵可以拆分成初等方阵的乘积；
• 综合二、三两部分得到乘可逆阵不改变秩；
• 证明每个相抵标准形对应唯一的秩；
• 综合四、五两部分得到不同的相抵标准形不相抵。
对于模相抵而言，我们已经说明了只谈论秩是不够的，且秩作为行/列向量极大线性无关组所含向量

个数的定义也无法很好拓展 (之前对模的讨论完全不充分)。不过，秩的最大非零子式定义可以给出一点启
发，暗示我们需要定义的不变量和子式有关。另一方面，我们前面的证明中反复提及，A 的 Smith 标准形
的首个对角元 d1 必然为 gcd(A) (行列变换不改变所有元素的最大公因式)，而所有元素也恰好是所有一阶
子式。由此，我们希望进行如下的证明：

• 定义 K 上的 m × n 多项式矩阵的行列式因子，第 k 个行列式因子为所有 k 阶子式的最大公因式，

k = 1, . . . ,min(m,n)；
• 证明多项式矩阵的行变换与列变换不改变任何行列式因子；
• 证明模方阵可以拆分成初等方阵的乘积；
• 综合二、三两部分得到乘模方阵不改变行列式因子；
• 证明每个 Smith 标准形对应唯一一组行列式因子；
• 综合四、五两部分得到不同的 Smith 标准形不模相抵。
这六条过程里，只有第二、三、五部分是需要证明的。模方阵可以拆分成初等方阵的乘积已在之前证

明，此处我们将证明最关键的一步，多项式矩阵的行列变换不改变任何行列式因子。

证明：
对三类行列变换分别说明即可，由于转置不影响行列式，我们只针对列变换说明：

1. 第二类列变换使得任何 k 阶子式不变或乘 −1，由于 −1 看作 K 上的多项式可逆由定义因式不
变，不影响整体最大公因式；
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2. 第二类列变换使得任何 k 阶子式不变或乘 K 中非零常数，由于 K 中非零常数看作 K 上的多项
式可逆，由定义因式不变，不影响整体最大公因式。

3. 对第一类列变换，设它将第 i 列加上了第 j 列的 f 倍。若 k 阶子式同时包含这两列或不包含第

i 列，则不变 (前者是因为行列式的行列变换性质)，下面只考虑包含第 i 列而不包含第 j 列的子

式，由于进行第二类列变换不影响整体最大公因式，我们可以不妨设考虑的子式是左上角 k 阶

子式，第 k 列加上了第 k + 1 行的 f 倍。

设前 k 行构成子矩阵的前 k + 1 列为 α1, . . . , αk+1，则新的 k 阶子式为

det(α1, . . . , αk + fαk+1)

由行列式性质可知其为

det(α1, . . . , αk) + det(α1, . . . , αk−1, fαk+1) = det(α1, . . . , αk) + f det(α1, . . . , αk−1, αk+1)

由于 det(α1, . . . , αk−1, αk+1) 仍然为 A 的子式，利用最大公因式的性质可知

gcd(det(α1, . . . , αk−1, αk+1), det(α1, . . . , αk + fαk+1))

即为

gcd(det(α1, . . . , αk−1, αk+1), det(α1, . . . , αk))

对每个产生了变化的子式都如此考虑可发现整体最大公因式不变。

* 此定理也可以得到模相抵不改变秩：所有 k 阶子式全为 0 当且仅当他们的最大公因式为 0。这就进一步
得到了 Smith 标准形中的 r = rankA。

* 大部分情况下，对于唯一性都可以采用直接方式证明，但对复杂的情况，就可能需要通过将等价关系看
作操作、寻找操作中的不变量来间接证明。虽然两种方法本质上是等价的，但不变量能够更好刻画根本性

质。

15.3.3 不变因子

为了完成不变量思路对相抵标准形唯一性的证明，我们最后说明 Smith 标准形可由行列式因子唯一
确定。由于 Smith 标准形是对角的，将它的第 i 个对角元称为第 i 个不变因子，i > r 时为 0。

证明：
记第 i 个行列式因子为 Di，第 i 个不变因子为 di，利用 Smith 标准形对角元的互相整除性 (注意 0
是任何多项式的倍数，几个 0 的最大公因式是 0)，且对角阵除了主子式外的子式均为 0，可得其所
有 k 阶行列式的最大公因式为 d1 . . . dk 对应的首一多项式。而由于它们为 0 或非零首一多项式，对
应的首一多项式为自身，从而

Dk = d1 . . . dk, k = 1, 2, . . . ,min(m,n)

当所有 di 给定时，所有 Di 自然给定。反之，若所有 Di 给定，根据形式可发现，记使 Di 非零的最

大 i 为 r，则 dr ̸= 0, dr+1 = 0，此后 di = 0。而再根据

d1 = D1, di =
Di

Di−1

, i = 2, . . . , r

即可确定所有 di。这就说明同阶矩阵的不变因子与行列式因子有一一对应的关系，被 Smith 标准形
唯一确定。
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* 为什么 Smith 标准形的对角元叫不变因子？这是因为对于 Smith 标准形有结论：对矩阵 A ∈ K[λ]m×n，

考虑包含 K 的数域 F，则也有 A ∈ F[λ]m×n。但是，无论是在 K[λ]m×n 中还是在 F[λ]m×n 中，A 的不变

因子是相等的，从而 Smith 标准形相同。

证明：
不变因子可以被行列式因子确定，只需说明行列式因子相等即可。在本讲义 14.1.4 的最后我们提到，
由于辗转相除法过程的相同，两个 K[x] 上多项式的最大公因式在看作 F[x] 上的多项式时是不变的。
而 A 看作不同数域上的多项式矩阵时任何子式的行列式不会改变，因此所有行列式的最大公因式不

改变，得证。

有了不变因子后，我们最开始关于整线性方程组解的存在性的结论就可以归为如下定理：对矩阵 A ∈
Zm×n 与向量 b ∈ Zm，Ax = b 有整数解当且仅当 (A, b) 与 A 有相同的不变因子组。

* 由于 (A, b) 与 A 不同阶，我们无法说它们的 Smith 标准形相同，但不变因子组仍然可以定义，只要将
所有 i > r 的不变因子视为 0，就可以谈论不变因子组相同。
读者可以先自行思考，我们将在前半学期复习时证明这个定理，并从 Smith 标准形出发彻底解决整线

性方程组的可解性与解集结构问题。

十六 补充：复数域的相似标准形

* 为了保证同一模块内容的完整性，这几章的内容编排与习题课上课顺序稍有不同，如本讲义 15.3 的部分
内容是与本章在同一次习题课介绍的，本章最后一部分内容是在下一次习题课介绍的。

§16.1 特征方阵

本节的三部分本质上来说都是在说明同一个定理：对于数域 K 上的方阵 A、B，A 与 B 相似当且仅

当 λI −A 与 λI −B 作为 K[λ] 上的方阵相抵 (我们仍然将后一种相抵称为模相抵)。此后我们称 λI −A

为 A 对应的特征方阵。本节中，为区分数量阵与多项式矩阵，用大写字母表示 K 上的方阵，U(λ)、V (λ)

等表示 K[λ] 上的方阵，若可逆 (仍然称为模方阵)，将其逆记作 U(λ)−1。

* 注意 λI − A 是对角元素为首一一次多项式 λ− aii，其他元素为常数的多项式方阵，它的很多特殊性质

来源于此。此外，这里的 λ 在进行形式计算时可完全类似数乘进行处理，虽然表示的并不是数而是抽象变

元。

16.1.1 特征方阵的相抵

首先，我们将给出 “仅当” 部分 (也就是左推右) 的证明，并试着理解这个结论——毕竟，直观来说相
抵和相似应该是完全不同的概念，我们必须解释此处它们通过了何种方式联系到了一起。

证明：
若 K 上方阵 A、B 相似，存在 K 上可逆方阵 P 使得 P−1AP = B，直接计算有

P−1(λI −A)P = λP−1P − P−1AP = λI −B

由于 K 上的方阵可以看作 K[λ] 上的方阵，K 上的可逆方阵符合 K[λ] 上模方阵的要求，因此也是

K[λ] 上的模方阵。模方阵的逆也是模方阵，这就说明了 λI −A 与 λI −B 模相抵。

为了看出多项式方阵的模相抵与通常相抵的区别，我们先给出一个结论：即使对任何 x ∈ K有 xI−A、
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xI −B 作为 K 上方阵相抵，A 与 B 也未必相似。反例需要在四阶方阵构造，考虑 C 上的四阶方阵：

A =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 , B =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0


计算可得这两个方阵对应的 xI −A、xI −B 在 x = 0 时秩均为 2，否则均可逆。至于它们的不相似性，读
者可以自己列方程计算，或在学习 Jordan 标准形后直接得到。
这暗示着，λI − A 与 λI − B 作为多项式方阵的模相抵与取定 λ 后作为数量阵的相抵是有本质区别

的。进一步观察，如果对任何 λ 都有 λI − A 与 λI − B 作为数量阵相抵，我们也能对每个 λ 找到 P (λ)

与 Q(λ) 使得 P (λ)(λI −A)Q(λ) = λI −B，但此时 P (λ), Q(λ) 对应的函数未必是多项式。

对比多项式和一般函数的区别，从大家高等数学里学过的知识可以看出，多项式具有非常好的光滑性：

它可以求任何阶导数，且在某阶导数之后一直为 0。所以，或许从相抵到相似就是需要构建某些更加光滑
变化的过渡矩阵 P、Q。

我们当然可以进一步追问，为什么光滑变化的过渡矩阵可以带来相似。这里提供一点纯个人的思考

(完全不保证正确，只提供思路)，考虑 R 上的方阵与多项式方阵。假设 P (λ)、Q(λ) 每个分量都足够光滑

(如为多项式函数，这样它们就是多项式方阵)，且满足

P (λ)(λI −A)Q(λ) = λI −B

由于 λ 可以随意变化，当 λ 非常大 (趋于正无穷) 时，A、B 几乎可以忽略，此时应有

P (λ)(λI)Q(λ) ≈ λI

也即 P (λ)Q(λ) ≈ I。同理，当 λ 非常小 (趋于负无穷) 时，也有 P (λ)Q(λ) ≈ I。

非常巧合的是，当 λ→ −∞ 时，将精确方程写成

P (λ)(−λI +A)Q(λ) = −λI +B

可发现此时左右相比 −λI 的 “误差” 为 +A、+B，恰好与 λ→ ∞ 时的 −A、−B 相反。因此，其中可能
存在某个点使得误差能够 “抵消”，真的达到 P (λ0)Q(λ0) = I。这时就得到了 λ0I − A 与 λ0I − B 相似，

从而根据上学期知识可得 A 与 B 相似。

* 事实上，我们最后构造出的相似过渡矩阵形式确实接近 P (λ0)，但还是有很大的区别，在从 AX = XB

出发的证明中可以观察到

* 虽然上面整段可能都是在胡扯，但本质是希望大家对形式简洁、结果不太寻常的结论有一些自己的思考
与理解，而不是单纯背诵。

下面，我们将通过两种方法对右推左给出证明。无论是哪种方法，都是希望从模相抵出发直接构造出

P 使得 P−1AP = B。在接下来两部分中，我们假设 A,B ∈ Kn×n，U(λ), V (λ) ∈ K[λ]n×n 为模方阵，且

λI −A = U(λ)(λI −B)V (λ)

16.1.2 带余除法出发的证明

课上所学的证明是基于多项式矩阵的带余除法的，归结为存在如下的分解：

U(λ) = (λI −A)Q(λ) + U0

V (λ) = R(λ)(λI −A) + V0
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这里 P (λ), Q(λ) ∈ K[λ]n×n、U0, V0 ∈ Kn×n。

我们证明一个更一般的结果：对所有 k 考虑每个位置的 λk 次项可将 K 上的 n 阶多项式方阵写成

X(λ) =
k∑

i=0

λiXi

且对非零多项式方阵，我们假设最高次项 (称为首项) 系数 Xk ̸= O，并称其次数 degX(λ) = k。我们证

明，若 Xk 可逆，则对任何 K 上的 n 阶多项式方阵多项式方阵 Y (λ)，存在唯一 K 上的 n 阶多项式方阵

QL(λ)、RL(λ)、QR(λ)、RR(λ) 使得

Y (λ) = QL(λ)X(λ) +RL(λ) = X(λ)QR(λ) +RR(λ)

且满足 degRL(λ) < degX(λ)、degRR(λ) < degX(λ)。

证明：
我们只证明 QR、RR 的存在唯一性，QL、RL 同理证明即可 (注意对比和本讲义 14.1.1 完全类似的
证明过程)。
先证明存在性。取 QR(λ) 为使得 Y (λ) − X(λ)QR(λ) 次数最小的多项式矩阵 (的其中一个)，由
于 QR(λ) = O 时次数与 Y (λ) 相同，次数可能性有限，这样的 QR(λ) 一定存在。下记 RR(λ) =

Y (λ)−X(λ)QR(λ)，我们证明 degRR(λ) < degX(λ) 即可。

若否，设 RR(λ) 首项为 λmRm，根据条件 X(λ) 首项为 λkXk，由假设 m ≥ k 且 Rm、Xk 非零，Xk

可逆。取

QR0(λ) = QR(λ) + λm−kRmX
−1
k

则直接计算可知

RR0(x) = Y (λ)−X(λ)QR0(λ) = RR(λ)− λm−kRmX
−1
k X(λ)

进一步计算发现 λm−kRmX
−1
k X(λ) 也为 m 次多项式矩阵且 m 次项系数与 Rm(λ) 相同，RR0(λ) 为

至多 m− 1 次多项式矩阵，次数小于 RR(λ)，与 QR(λ) 使得 Y (λ)−X(λ)QR(λ) 次数最小矛盾。

再证明唯一性。若有 Y (λ) = X(λ)QR1(λ) +RR1(λ) = X(λ)QR2(λ) +RR2(λ) 均符合要求，有

X(λ)(QR1(λ)−QR2(λ)) = RR2(λ)−RR1(λ)

若左侧非零，下面证明其次数至少为 degX(λ)，这就与右侧次数低于 degX(λ) 矛盾。

若左侧非零，首先有 QR1(λ)−QR2(λ) 非零，设其首项为 λtQt，则 X(λ)(QR1(λ)−QR2(λ)) 的首项

为 λk+tXkQt。由于 Xk 可逆，从 Qt 非零可得 XkQt 非零，从而其次数为 k + t ≥ k。

注意上述过程的矩阵乘法、求逆等操作都是在 K 上矩阵中进行的，因此所有系数仍然是 K 上矩阵，
从而得到的仍然是 K 上的多项式方阵。

* 本质上来说，这个证明和本讲义 14.1.1 证明多项式带余除法时有三点重要区别：

• 条件 Xk 可逆的要求是为了让 X(λ) 一定可以左乘矩阵 RmX
−1
k 使得首项系数等于给定矩阵 Rm。若

仅要求 Xk 非零，这样的矩阵未必存在，也就未必可以做带余除法，最简单的例子是

Y (λ) = I2, X(λ) = diag(0, 1)

若能做带余除法，则由余项次数小于 0 可知必须 RR(λ) = O，于是有 X(λ)QR(λ) = Y (λ)，但左侧

秩至多为 1，右侧秩为 2，矛盾。

• 由于矩阵乘法的不可交换性，考虑左乘和右乘时的商和余项未必相同。根据计算过程事实上可以发
现，当 degY (λ) ≥ degX(λ) 时，上述得到的 QL(λ) 和 QR(λ) 首项系数分别为 X−1

k 左/右乘 Y (λ)

的首项系数，只要两者不可交换即不同。
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• 由于两个非零矩阵乘积可能为 O，对一般的多项式方阵可能出现

degX(λ)Y (λ) < degX(λ) + degY (λ)

但是，从证明最后一部分能看出，只要 X(λ) 首项系数 Xk 可逆，仍然能得到乘积次数为次数之和。

根据这三点我们可以得到，首项系数可逆的多项式方阵几乎可以按照通常多项式进行处理，否则性质会有

很大差别。这个结论并不是偶然的，因为多项式方阵可以看作系数在 Kn×n 中取的多项式。这个矩阵集合

可以进行加法、减法、乘法，但不是一定可以对非零元素进行除法，是一个环。当环上的元素可逆——用

之前的语言也就是说它是环中的单位时，会有很多与域类似的良好性质。

* 由于 λI −A、λI −B 的最高次项均为 I，可逆，由此上述的分解存在，而它们的次数都为 1，因此余项
RL、RR 的次数至多为 0，这就证明了它为常矩阵。
* 至于为什么能想到利用带余除法进行定理证明，可能是消去过程中带余除法可以自然起到抵消高次的作
用，这将在下方的证明里体现。

接下来，我们从

U(λ) = (λI −A)Q(λ) + U0, V (λ) = R(λ)(λI −A) + V0

出发进行构造。我们将证明 U0 可逆，且

V0 = U−1
0 , A = V0BU0

也就是说，特征方阵模相抵的过渡矩阵进行带余除法就可以直接得到相似的过渡矩阵。

证明：
在原式左右两侧同时左乘 U(λ)−1，并代入 V 的表达式、移项得到

(U(λ)−1 − (λI −B)R(λ))(λI −A) = (λI −B)V0

由于 λI −A、λI −B 首项系数 I 均可逆，考虑两侧次数可知

deg(U(λ)−1 − (λI −B)R(λ)) + 1 = 1 + deg(V0)

由于 V0 次数至多为 0，这就得到了 U(λ)−1 − (λI −B)R(λ) 次数至多为 0，为常数矩阵，设为 T。

代换 T 后展开，得到 λT − TA = λV0 −BV0，对比一次项、零次项系数可知

T = V0, TA = BV0

只要再说明 T 可逆，上式即可写成 A = T−1BT，得到证明。

在 T 的定义式两侧同时左乘 U(λ)，可得

I − U(λ)(λI −B)R(λ) = U(λ)T

由于我们已有了 V0 = U−1
0 的期望，我们希望 U0T = I，由此展开右侧的 U(λ) 并移项得到

I − U0T = U(λ)(λI −B)R(λ) + (λI −A)Q(λ)T

这里左侧出现了一个 λI − A，我们希望能将它提出，这样就可以进行次数的估算了，而注意我们尚

未用过 V (λ) 可逆，且原式可以写为 U(λ)(λI −B) = (λI −A)V (λ)−1，于是

I − U0T = (λI −A)V (λ)−1R(λ) + (λI −A)Q(λ)T

I − U0T = (λI −A)(V (λ)−1R(λ) + T )

仍然因为 λI −A 首项次数可逆，右侧若非零则至少一次，与左侧至多零次，这就证明 U0T = I，即

T = U−1
0 。

又由于 T = V0、TA = BV0，我们已经说明了 A、B 相似，且恰好 A = U−1
0 BU0 = V0BU0。
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可以发现，这个证明的核心是利用特征方阵的首项系数可逆，从而相关的带余除法与次数估算都与多

项式有类似的性质。本质上，它是作为系数为矩阵的多项式进行操作的，是一个相对高观点的办法——因

为带余除法是不太可能凭空想到的。另一个证明方法就相对低观点一些，主要通过直接的对比系数计算得

到。

16.1.3 计算系数出发的证明

回到最开始的模相抵式

λI −A = U(λ)(λI −B)V (λ)

如果想要对比系数，直接将右侧的三项乘法完全展开是不现实的，因此我们还是需要移项为

U(λ)−1(λI −A) = (λI −B)V (λ)

取一个充分大的 m 使得 U(λ)、V (λ)、U(λ)−1 的次数都不超过 m，并将它们写为

U(λ) =
m∑
i=0

λiUi, V (λ) =
m∑
i=0

λiVi, U(λ)−1 =
m∑
i=0

λiWi

为了方便书写，在下标 i 小于 0 或大于 m 时，Ui、Vi、Wi 规定为 O。

展开左侧的乘法得到

U(λ)−1(λI −A) =
m∑
i=0

λiWi(λI −A) =
m∑
i=0

(λi+1Wi + λiWiA)

第二个等号应用了我们之前所说的，λi 可以形式上看作数乘。由于我们希望对比次数，按照次数归类可以

改写为 (注意之前的规定保证了 W−1 =Wm+1 = O，于是这样的书写是合理的)

m+1∑
i=0

(λiWi−1 + λiWiA) =
m+1∑
i=0

λi(Wi−1 +WiA)

完全同理展开右侧 (注意左右乘的区别)，可以得到等式

m+1∑
i=0

λi(Wi−1 +WiA) =
m+1∑
i=0

λi(Vi−1 +BVi)

由于两个多项式矩阵相等则它们的各项系数必然完全相等，可以得到 m+ 2 个方程

Wi−1 +WiA = Vi−1 +BVi, i = 0, . . . ,m+ 1

注意到 V0 到 Vm 只有 m+ 1 个未知量，把它们都用 Wi 表示后，理应可以得到一个关于所有 Wi 的方程，

这是我们想要的、能确定 U(λ)−1 的性质的中间结果：

m∑
i=0

Bi(WiA−BWi) = O

证明：
代入 i = m+ 1 时，有 Vm =Wm (注意 Wm+1 = Vm+1 = O)，而代入 i = m 时，可以得到

Wm−1 +WmA = Vm−1 +BVm = Vm−1 +BWm

从而

Vm−1 =Wm−1 −WmA+BWm
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同理可以得到 Vi 的递推

Vi−1 =Wi−1 −WiA+BVi

算几项后观察即可以归纳得到

Vi −Wi +BWi+1 −Wi+1A+B(BWi+2 −Wi+2A) + · · ·+Bm−i−1(BWm −WmA)

注意到，上述过程我们最多只用到了 i = 1的方程W0+W1A = V0+BV1，而 i = 0的方程W0A = BV0

(注意 W−1 = V−1 = O) 可以提供最后的等式。将 i = 0 的 Vi 代入上方等式可知

V0 =W0 +BW1 −W1A+B(BW2 −W2A) + · · ·+Bm−1(BWm −WmA)

我们用更形式化的方式写出这个表达式

V0 =W0 +
m∑
i=1

Bi−1(BWi −WiA)

这样，i = 0 的方程 W0A−BV0 = O 就可以写为

W0A−BW0 −B
m∑
i=1

Bi−1(BWi −WiA) = O

也即
m∑
i=0

Bi(WiA−BWi) = O

虽然上述过程看起来有点复杂，但本质只是中学数学的代数式变形而已。为了接近相似的目标，我们

可以发现，相似等价于寻找可逆的 X 使得 XA = BX。从这个中间结果里，X 的形式是可以变换出的，

用分配律展开合并得到：

O =
m∑
i=0

(BiWiA−BBiWi) =

( m∑
i=0

BiWi

)
A−B

m∑
i=0

BiWi

由此，可以考虑取

X =

m∑
i=0

BiWi

下面，我们将来到这个证明最难的部分，找到 X 的逆。我们先给出逆的形式并证明，最后再来谈谈这个

形式是如何想到的。事实上，X 的逆是

Y =
m∑
i=0

AiUi

证明：
只要证明 XY = I 即可。由于 XA = BX，利用结合律有 XA2 = (XA)A = BXA = B(BX) = B2X，

由此对任何 i 都有 XAi = BiX，从而利用乘法分配律可以计算出

XY = X
m∑
i=0

AiUi =
m∑
i=0

BiXUi =
m∑
i=0

Bi

m∑
j=0

BjWjUi =
m∑
i=0

m∑
j=0

Bi+jWjUi

我们将它按照 B 的次数重新整理为

XY =
2m∑
k=0

Bk
∑

i+j=k
0≤i≤m
0≤j≤m

WjUi
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右侧究竟是不是我们想要的 I 呢？注意 U(λ)−1 与 U(λ) 的互逆关系，有 (由加法交换与结合律，求
和次序可以交换)

I = U(λ)−1U(λ) =
m∑
j=0

λjWj

m∑
i=0

λiUi =
m∑
j=0

m∑
i=0

λi+jWjUi =
m∑
i=0

m∑
j=0

λi+jWjUi

同样按照 λi+j 的次数整理为

I =
2m∑
k=0

λk
∑

i+j=k
0≤i≤m
0≤j≤m

WjUi

对比两侧系数，可以发现在 k > 0 时，λk 后的系数应为 O。而 i + j = 0，即 i = j = 0 时，有

W0U0 = I。因此，之前的求和可以化为 (由任何矩阵零次方为 I)

XY = B0I +

2m∑
k=1

BkO = I

这就得到了证明。

* 关于如何想到逆的构造，一位热心同学提供了不错的思路：由于 XA = BX，其逆 Y = X−1 应满足

AY = Y B。将原式重新改写为

(λI −A)V (λ)−1 = U(λ)(λI −B)

并设 V (λ)−1 的各项系数为 Zi，完全类似对比系数可以得到 Zi 与 Ui 的关系，消去 Zi 恰好可以发现

Y =
m∑
i=0

AiUi

满足 AY = Y B，再结合 Ui、Wi 对应多项式方阵的互逆性，即可尝试证明这是逆的形式。

虽然这个证明的计算相对复杂，但思路比前一种证明更加自然。从这个证明中，我们更是可以得到一

个重要的对比系数得到的方程组

Vi−1 =Wi−1 −WiA+BVi, i = 0, . . . ,m+ 1

注意到，寻找 XA = BX 可以看作寻找 SA = BT 且 S = T 的 S 与 T。当 i = m+ 1 时，方程即

Wm = Vm

这时 Wi、Vi 符合第二个条件，但未必符合第一个。当 i = 0 时，方程即

W0A = BV0

这时 Wi、Vi 符合第一个条件，但未必符合第二个。

通过中间不同的次数的方程组递推，我们事实上在均衡两个条件的误差，并最终通过将每个 Wi 乘矩

阵进行组合达到同时完成两个条件的效果。这样的递推、均衡思想在数学证明中是重要的。至于证明的主

要手段，仍然是看作系数为多项式的矩阵进行同次数系数的对比。

§16.2 Jordan 标准形

16.2.1 初等因子组

上节的定理证明后，对相似标准形的讨论马上就可以化为对模相抵的讨论，具体来说，对 K 上的矩
阵 A，相似标准形的构造方案变成了：
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• 构造特征方阵 λI −A；

• 计算 λI −A 的 Smith 标准形；
• 找固定简单形式的 K 上方阵 B 使得 λI −B 的 Smith 标准形与 λI −A 相同；

• 将 B 定义为 A 的相似标准形。

虽然其他问题已经解决，这里的第三步仍然并不简单。本节，我们主要讨论相似的数域为复数域，即

K = C，并研究如何得到这样的矩阵 B。不过，在进入 C 的讨论前，我们还是需要看一看对一般的 K 的
结论。

我们已经知道，确定 Smith 标准形也就是确定不变因子组或行列式因子组。但无论是利用哪个，都具
有一个十分麻烦的问题：分块对角阵的不变因子/行列式因子与每个对角块的不变因子/行列式因子关系并
不明确。

我们考虑最简单的 C(λ) = diag(A(λ), B(λ))形式的 K上多项式矩阵。假设 A(λ)的不变因子为 ai(λ)、

B(λ) 的不变因子为 bi(λ)、C(λ) 的不变因子为 ci(λ)。

由于第一个不变因子为所有元素的最大公因式，有 c1(λ) = gcd(a1(λ), b1(λ))。但是，对于 c2(λ) 就没

有如此简单的关系了。事实上，它满足的表达式为

c1(λ)c2(λ) = gcd(a1(λ)a2(λ), b1(λ)b2(λ), a1(λ)b1(λ))

证明：
考虑 C(λ) 的第二个行列式因子。对于其所有二阶子式，只包含在 A(λ) 部分中时最大公因式应为

(利用不变因子与行列式因子关系) a1(λ)a2(λ)、只包含在 B(λ) 部分中时最大公因式应为 b1(λ)b2(λ)。

而在部分包含于 A(λ) 中、部分包含于 B(λ) 中时，由分块对角性其一定为 A(λ) 中某元素与 B(λ)

中某元素乘积。下面证明这种情况的最大公因式为 a1(λ)b1(λ)。若 a1(λ)b1(λ) = 0，由定义可知成立，

以下假设两者均非零。

首先，由于 A(λ)中元素都是 a1(λ)倍式、B(λ)中元素都是 b1(λ)倍式，最大公因式一定是 a1(λ)b1(λ)

的倍式。

若最大公因式事实上为 d(λ)a1(λ)b1(λ)，且 deg d(λ) ≥ 1，将 d(λ) 进行唯一因子分解 (见本讲义
14.1.4)，设某首一不可约多项式 p(λ) | d(λ)。
利用唯一因子分解定理，若 p(λ) | x(λ)y(λ)，说明 x(λ)y(λ) 的分解式里 p(λ) 次数至少为 1，从而
x(λ) 与 y(λ) 的分解式里 p(λ) 的次数不能全为 0，也即 p(λ) | x(λ) 或 y(λ) | b(λ)。由于任何 A(λ)

中元素 a(λ) 与 B(λ) 中元素 b(λ) 的乘积是 p(λ)a1(λ)b1(λ) 的倍式，且 a1(λ) | a(λ)、b1(λ) | b(λ)，
a(λ)/a1(λ) 与 b(λ)/b1(λ) 中至少有一个是 p(λ) 的倍式。

然而，若所有 a(λ)/a1(λ) 都是 p(λ) 的倍式，可推出所有 a(λ) 是 a1(λ)p(λ) 的倍数，与所有元素

最大公因式 a1(λ) 矛盾；若有一个 a(λ)/a1(λ) 不是 p(λ) 的倍式，取此 a(λ) 与所有 b(λ) 可得所有

b(λ)/b1(λ) 都是 p(λ) 的倍式，类似上方仍然矛盾。

综合以上，即得到部分包含于 A(λ) 中、部分包含于 B(λ) 中的二阶子式最大公因式 a1(λ)b1(λ)，因

此最终第二个行列式因子为

gcd(a1(λ)a2(λ), b1(λ)b2(λ), a1(λ)b1(λ))

同理，我们最终可以证明 (省略 λ)
k∏

i=1

ci = gcd
( k∏

i=1

ai,
k−1∏
i=1

aib1,
k−2∏
i=1

aib1b2,
k−3∏
i=1

ai

3∏
j=1

bj , . . . ,
k∏

j=1

bj

)
对任何正整数 k 成立 (超出阶数的不变因子都记为 0)。若用 Ci(λ)、Ai(λ)、Bi(λ) 表示 A、B、C 的第 i

个行列式因子，上式还可以写为

Ck(λ) = gcd(Ak(λ), Ak−1(λ)B1(λ), Ak−2(λ)B2(λ) . . . , A1(λ)Bk−1(λ), Bk(λ))
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虽然这样看起来相对简单了一些，但还是要计算 k 个多项式的最大公因式，我们希望能有更直接的结论以

方便进行构造。

在刚才的证明中，我们运用了唯一因子分解定理这个重要的结论。虽然它在不同数域中结果不同 (见
本讲义 14.1.4)，破坏了不变性，但或许可以用来刻画一些性质。
基于这个观察，定义一个 K 上的满秩多项式方阵 A(λ) 的初等因子组为：设 ds(λ), . . . , dn(λ) 为其所

有不等于 1 的不变因子，且分别有分解

di(λ) = pai1

i1 (λ) . . . p
aiki

iki
(λ), i = s, s+ 1, . . . , n

其中 pi1 到 piki
是不同的首一不可约多项式 (注意由于上述 di(λ) 都是至少一次的首一多项式，唯一因子

分解定理中的常数项为 1)，则将所有 p
aij

ij (λ) 称为 A(λ) 的初等因子组。

例如，考虑 C上的多项式方阵 diag(1, 1, λ−1, (λ−1)λ, (λ−1)2λ2(λ−2))，由于其已经符合 Smith标准
形的要求，所有对角元即为不变因子。其中，至少一次的不变因子有 (λ−1)2、(λ−1)2λ与 (λ−1)3λ2(λ−2)。

它们已经写成了 C 上的唯一分解形式，因此其初等因子组为 (注意重复的也要算上)

λ− 1, λ− 1, λ, (λ− 1)2, λ2, λ− 2

* 初等因子组事实上是一个多重集合，也即每个元素可以出现不止一次的集合。在上方的例子里，λ− 1 出

现了两次，其他都只出现了一次。下面我们将提到把两个初等因子组放在一起，是指新的多重集合中每个

元素的出现次数为原本的两个集合中对应元素的出现次数相加 (当然，不出现视为出现 0 次)。
* 定义要求满秩多项式方阵的基本原因是，0 的分解是无法刻画的，因此希望所有有效的不变因子均非零。

根据定义，不变因子组可以完全确定初等因子组，而满秩多项式方阵，只要两个满秩多项式方阵的初

等因子组相等，就有它们的不变因子组相等，从而模相抵。

证明：
为方便书写将多项式 f(λ) 记为 f。

假设多项式方阵 A(λ) 的秩为 r，且初等因子组为

pk11
1 , pk12

1 , . . . , p
k1m1
1 ,

pk21
2 , pk22

2 , . . . , p
k2m2
2 ,

. . . ,

pkt1
t , pkt2

t , . . . , p
ktmt
t

这里 p1, . . . , pt 为不同的不可约多项式，且 l1 < l2 时 kil1 ≥ kil2 (也即次数从大到小排列)。
由于已知秩为 r，非零的不变因子为 d1, . . . , dr。我们下面证明

dr = pk11
1 . . . pkt1

t

由于每个初等因子必然为某个不变因子分解出的，我们先证明 pk11
1 到 pkt1

t 都是 dr 分解出的。若否，

不妨假设 pk11
1 是 dr0 , r0 < r 分解出的，则根据唯一分解定理，dr 中 p1 的次数至多为 pk12

1 (根据定
义，一个不变因子只能分解出一个以 p1 为底数的初等因子)。由定义 k12 ≤ k11，但根据 dr0 | dr 可
知 k12 ≥ k11，综合得到 k12 = k11，因此 pk12

1 就是 pk11
1 ，从而得证。

考虑去掉 pk11
1 , . . . , pkt1

t 的初等因子组，它们必然是由 d1, . . . , dr−1 分解出的，重复上述过程，最终得

到

dr−j+1 = p
k1j

1 . . . p
ktj
t , j = 1, . . . , r

这里当 j > mi 时记 kij = 0。

至此，A(λ) 的不变因子组完全确定，定理得证。
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* 还有如下重要结论：所有初等因子乘积为行列式 (对应的首一多项式)。这是因为满秩多项式方阵不变因
子中没有 0，于是所有初等因子乘积就等于所有不变因子乘积，而这等于最后一个行列式因子，即其行列
式对应的首一多项式。

另外，分块对角阵的初等因子组确实是容易确定的，我们可以证明，C(λ) = diag(A(λ), B(λ)) 的初等

因子组就是 A(λ) 的初等因子组与 B(λ) 的初等因子组放在一起 (假设 A(λ)、B(λ) 都是满秩多项式方阵)。

证明：
首先，利用秩的性质可知 C(λ) 也满秩，从而初等因子组可以定义。

由于初等因子组对每个不可约多项式是分开的，我们只需要对每个 A(λ) 或 B(λ) 的初等因子组底数

中出现的不可约多项式考虑即可。将不可约多项式 p(λ)记作 p，假设它在 A(λ)的不变因子 a1, . . . , ar

中次数分别为 n1, . . . , nr、在 B(λ) 的不变因子 b1, . . . , bs 中次数分别为 m1, . . . ,ms，我们下面说明

C(λ) 中以 p 为底数的初等因子是 pn1 , . . . , pnr , . . . , pm1 所有次数大于 0 的项。
根据不变因子的相互整除性，n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nr，m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ ms。我们之前证明了 (省略 λ)
对 k = 1, . . . , r + s 有

k∏
i=1

ci = gcd
( k∏

i=1

ai,
k−1∏
i=1

aib1,
k−2∏
i=1

aib1b2,
k−3∏
i=1

ai

3∏
j=1

bj , . . . ,
k∏

j=1

bj

)
由此，假设 ci(λ) 中包含的 p 次数为 li，应有 (假设下标大于 r 时 ni 为 +∞，下标大于 s 时 mj 为

+∞，也即求最小值时忽略这些项)
k∑

i=1

lk = min
( k∑

i=1

ni,
k−1∑
i=1

ni +m1,
k−2∑
i=1

ni +m1 +m2, . . . ,
k∑

i=1

mi

)
利用归纳法即可证明 li是所有 n1, . . . , nr,m1, . . . ,ms中第 i小的数 (这看起来更像是计算机课程里会
出现的问题，可参考归并排序的算法)，大致思路为，由于 mi 和 ni 都是单调不减的，其中最小 k 个

的和一定会出现在 min 中，因此前 k 个 li 的和就是 n1, . . . , nr,m1, . . . ,ms 中最小 k 个的和，再简

单归纳得到。

于是，由于 ci(λ)中的底数为 p的初等因子为 pli (若 li > 0)，c1(λ), . . . , cr+s(λ)中能分解出的底数为

p 的初等因子一定为 n1, . . . , nr,m1, . . . ,ms 中所有非零次数对应的 pni 或 pmi，对 ai(λ)、bi(λ) 因式

分解中出现的所有 p 考虑即得到证明 (由于 detC(λ) = detA(λ) detB(λ)，ci(λ) 因式分解中不会出

现 ai(λ)、bi(λ) 中从未出现过的 p)。
*由此归纳即得到 diag(A1(λ), . . . , Ak(λ))的初等因子组就是 A1(λ), . . . , Ak(λ)的初等因子组放在一起。特

别地，当 A1(λ), . . . , Ak(λ) 实际上是非零多项式 a1(λ), . . . , ak(λ) 时，其看作一阶方阵唯一一个不变因子

是自身 (所化作的首一多项式)，因此可得满秩对角多项式方阵的初等因子组可直接将每个对角元因式分解
得到，这就规避了不变因子的计算。

有了以上的准备工作，我们就可以开始构建复方阵的相似标准形 (称为 Jordan 标准形) 了。下一部
分的证明中，我们将看到上面两个定理是初等因子组发挥作用的核心。在本部分最后，我们需要指出，相

同的多项式方阵在看作数域不同时初等因子组可能不同：将 λ2 + 1 看作一阶多项式方阵，若其为 C 上的
多项式方阵，则初等因子组为 λ− i、λ+ i；若其为 R 或 Q 上的多项式方阵，则初等因子组为 λ2 + 1。

16.2.2 Jordan 块

现在，让我们将目光回到复方阵 A ∈ Cn×n 的特征方阵 λI −A 上。很容易发现，λI −A 一定是满秩

的：由完全展开，其行列式 det(λI −A) 是一个 λ 的首一 n 次多项式，从而非零。由此，根据上一部分已

经证明的，对于 n 阶复方阵，λI − A 的初等因子组可以完全确定 λI − A 的不变因子组，进而确定 A 与

怎样的方阵相似。
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此外，由于所有初等因子乘积为行列式，复数域上的不可约多项式只有一次多项式，λI −A 的初等因

子组一定可以写为

(λ− λ1)
k1 , (λ− λ2)

k2 , . . . , (λ− λs)
ks

这里不同的 i 对应的 λi 与 ki 均可能相同，k1 + · · ·+ ks = n。

现在，终于到了构造标准形式的时候。一个简单的想法是：如果我们能构造矩阵 Bi 使得 λI −Bi 的

初等因子组只有 (λ− λi)
ki，由于

λI − diag(B1, . . . , Bs) = diag(λI −B1, . . . , λI −Bs)

根据上一部分已经证明的，分块对角阵的初等因子组是将每个对角块的初等因子组放在一起，此矩阵的初

等因子组恰好为

(λ− λ1)
k1 , (λ− λ2)

k2 , . . . , (λ− λs)
ks

因此与 A 相似。

* 由于两个复方阵对应的特征方阵初等因子组相同，它们的初等因子组次数之和也相同，而这就是方阵的
阶数，因此特征方阵的初等因子组相同可以说明同阶，从而两个复方阵相似当且仅当对应的特征方阵初等

因子组相同，此结论无需再叙述阶数相等。

那么，怎样的 Bi 满足要求呢？我们有如下的定理：设 k 阶复方阵 B 的各分量 bij 满足
bij = 0 i > j

bij = λ0 i = j

bij ̸= 0 i = j − 1

或 
bij = 0 i < j

bij = λ0 i = j

bij ̸= 0 i = j + 1

则 λI −B 的初等因子组只有 (λ− λ0)
k。

证明：
只对第一种情况，即 B 为上三角阵的情况证明。这时 λI −B 为

λ− λ0 −b12 ∗ . . . ∗

λ− λ0 −b23
. . . ...

λ− λ0
. . . ∗
. . . −bn−1,n

λ− λ0


由于 b12, . . . , bn−1,n 均非零，其右上角的 n − 1 阶行列式为某非零复数，因此第 k 个行列式因子为

1，且计算行列式得第 k 个行列式因子为 (λ− λ0)
k。利用不变因子和行列式因子的关系，λI −B 前

k − 1 个不变因子只能都为 1，第 k 个为 (λ− λ0)
k，再根据初等因子组定义得结论。

在如此多的选择里，我们希望为 0 的元素尽量多 (这也是为了方便之后的多项式等计算)，非零元素也
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尽量简单 (非零的最简单元素自然是 1)，因此，一般有两种选择：
λ0 1

λ0
. . .
. . . 1

λ0

 ,


λ0

1 λ0

. . . . . .
1 λ0


不同教材的选择有所不同，我们的讲义里采取前一种方式定义。将上述前一种方式定义的 k 阶矩阵称为一

个 k 阶 Jordan 块，记作 Jk(λ0)。在不得不使用后一种的时候，我们将把它称为下三角 Jordan 块，并
记为 J

(L)
k (λ0)。

用 Jordan 块代入之前得到的相似结论，我们可以证明：对任何复方阵 A，存在一系列 Jordan 块
Jk1

(λ1), . . . , Jks
(λs) 使得存在可逆矩阵 P 满足

A = P−1 diag(Jk1
(λ1), . . . , Jks

(λs))P

其中 k1 + · · ·+ ks = n，这称为复方阵 A 的 Jordan 标准形。
那么，Jordan 标准形是否具有唯一性呢？事实上，它在交换 Jordan 块次序视为不变的意义下唯一。

这里仍然是通过不变量对唯一性进行证明，而不变量就是已经给出的初等因子组。

证明：
由于每个 Jk(λ0) 的特征方阵对应唯一一个初等因子，不同的 Jk(λ0) 对应的初等因子不同，若两组

Jk1
(λ1), . . . , Jks

(λs) 交换次序后仍然无法完全相同，则它们作为对角块的矩阵的特征方阵具有不同

的初等因子组，从而根据特征方阵相似等价于初等因子组相同可知不相似。

* 注意 Jk1
(λ1) 的括号并不表示多项式方阵，只是对其对角元的标注。

16.2.3 矩阵的多项式

为了让大家感受到 Jordan 标准形的威力，我们将利用它彻底解决本讲义 7.4.2 的多项式问题，并用
更简洁的证明给出可对角化的重要判定定理。

首先，我们需要计算 Jordan 块的多项式，它有如下性质：设 f(λ) ∈ C[λ]，A = f(Jn(x)) 的各分量为

aij，则

aij =

0 i > j

1
(j−i)!

f (j−i)(x) i ≤ j

这里上标 j − i 表示进行 j − i 次求导，进行 0 次求导即为 f(x) 自身。

证明：
由于 Jordan 标准形可写为 xI +N，其中

N =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


计算可发现 Nk 当且仅当 j − i = k 的元素为 1，其余为 0 (当 k ≥ n 时即全为 0)，由此，我们先考
虑 f(x) = xm 的情况，此时利用 I,N 可交换，通过二项式定理展开有

(xI +N)m =
m∑

k=0

Ck
mx

m−kNk

由此，当 k ≤ min(m,n− 1) 时，其 j − i = k 位置的元素为 Ck
mx

m−k，否则为 0。而对 xm 求 k 阶

导数的结果恰好在 k ≤ m 时为 k!Ck
mx

m−k，在 k > m 时为 0，从而对 xm 结论成立。
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对一般的

f(x) =
m∑

k=0

ckx
k

利用高等数学知识，对 f(x) 求 l 次导相当于对每个 xk 求 l 次导再乘对应 ck 求和 (事实上这意味着
求导运算是线性的)，而

f(Jn(x)) =
m∑

k=0

ckJn(x)
k

考虑每个分量可发现结论仍然成立。

下面，我们就可以利用 Jordan 标准形给出矩阵多项式的算法：由上学期知识，对多项式 f 有

f(P−1AP ) = P−1f(A)P

因此，设 A 的 Jordan 标准形为

A = P−1 diag(Jk1
(λ1), . . . , Jks

(λs))P

则 (准对角阵的多项式是每个对角块分别作多项式，这可以直接计算得到)

f(A) = P−1 diag(f(Jk1
(λ1)), . . . , f(Jks

(λs)))P

从上述过程可以看到，有了 Jordan 标准形后，矩阵的多项式问题可以通过具体的计算来确定。进一
步地，我们来求解矩阵方程 An = I，假设 n ≥ 1。

解答：
设 A 的 Jordan 标准形为

A = P−1 diag(Jk1
(λ1), . . . , Jks

(λs))P

则

I = An = P−1 diag(Jk1
(λ1)

n, . . . , Jks
(λs)

n)P

消去可得

I = diag(Jk1
(λ1)

n, . . . , Jks
(λs)

n)

于是 An = I 当且仅当其每个 Jordan 块的 n 次方都是 I。

若 Jordan 块的阶数为 1，J1(λ0) 即为 λ0，其 n 次方为 I 当且仅当 λn
0 = 1；若 Jordan 块的阶数大

于 1，可发现 Jk(λ0)
n = I 需要对角元为 1、i− j = 1 位置的元素为 0，利用 Jordan 块多项式的结

论也即

λn
0 = 1, nλn−1

0 = 0

但这两个式子对复数 λ0 不可能同时成立，矛盾。

综合以上，我们得到，An = I 当且仅当 A 的 Jordan 标准形只有一阶 Jordan 块，且每个 Jordan 块
的 λ0 都满足 λn

0 = 1。

再举一个例子，求解矩阵方程 An = O。解答：

设 A 的 Jordan 标准形为
A = P−1 diag(Jk1

(λ1), . . . , Jks
(λs))P

则

O = An = P−1 diag(Jk1
(λ1)

n, . . . , Jks
(λs)

n)P

消去可得

O = diag(Jk1
(λ1)

n, . . . , Jks
(λs)

n)
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于是 An = O 当且仅当其每个 Jordan 块的 n 次方都是 O。

利用 Jordan 块多项式的结论可知 Jordan 块 Jk(λ0) 的 n 次方对角元 λn
0，由此其为 O 至少需要

λ0 = 0。此时直接计算可发现 k ≤ n 时符合要求，否则不符合。

综合以上，我们得到，An = I 当且仅当 A 的 Jordan 标准形中每个 Jordan 块的 λ0 = 0，且阶数不

超过 n。

* 事实上现实情况并没有这么美好，因为所有涉及 Jordan 标准形的算法只能成为近似算法，不可能精确：
由于五次及以上方程的不可解性，我们无法精确得到任何不变因子分解出的初等因子组，从而无法精确确

定 Jordan 标准形。
* 另外，可交换性即使有了 Jordan 标准形也并不容易确定，之后有机会时我们将描述几个简单的结论，并
在期中复习题彻底解决可交换性问题。

16.2.4 可对角化 IV

接下来，我们来看一看之前所学习的特征系统结论在 Jordan 标准形有什么对应。一个很重要的观察
是，相似不改变特征值、上三角阵的特征值是对角元，因此每个 Jordan 块的 λ1, . . . , λk 一定是 A 的特

征值。

此外，由于单个对角元可以看作一阶 Jordan 块，对角阵符合 Jordan 标准形的形式，因此复方阵相
似对角化是 Jordan 标准形的一种特殊情况。反过来，只要 Jordan 标准形有二阶对角块，它就不可能是
对角阵了。综合这两个结论，我们可以得到复方阵可以相似对角化当且仅当它所有 Jordan 块为一阶。利
用 Jordan 块的定义，我们可以进一步得到复方阵可以相似对角化当且仅当它的特征方阵的所有初等因子
为一次。

* 由此，上一部分 An = I 的解也可以描述为，An = I 当且仅当其可以相似对角化，且所有特征值的 n 次

方为 1。

不过，这两些内容比起有意义的推导都更像是纯粹的文字与逻辑游戏。为了让这部分内容不显得那么

无聊，我们来叙述一个更有意义的定理：复方阵 A可对角化当且仅当存在无重根多项式 f 使得 f(A) = O。

这个定理在本讲义 9.2.3 已经证明了，而通过 Jordan 标准形可以大大简化证明过程。

证明：
左推右：若 A 可对角化，设其不同特征值为 λ1, . . . , λk，代数重数分别为 n1, . . . , nk，且

A = P−1 diag(λ1In1
, . . . , λkInk

)P

令 f(λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λk) 有

f(A) = P−1 diag(f(λ1In1
), . . . , f(λkInk

))P

直接计算得其为

P−1 diag(f(λ1)In1
, . . . , f(λk)Ink

)P = P−1OP = O

且 f 无重根，从而得证。

右推左：若有无重根多项式 f 使得 f(A) = O，设 A 的 Jordan 标准形为

A = P−1 diag(Jk1
(λ1), . . . , Jks

(λs))P

则代入并消去可知

diag(f(Jk1
(λ1)), . . . , f(Jks

(λs))) = O

从而每个对角块 Jk(λ0) 都满足 f(Jk(λ0)) = O。我们下面只需要说明 k ≥ 2 时这件事不可能发生，

就足够得到证明了。
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设 f(x) = (x − x1) . . . (x − xr)，由于 f(Jk(λ0)) 需要对角元为 0、i − j = 1 位置得元素为 0，利用
Jordan 块多项式得结论也即

f(λ0) = nf ′(λ0) = 0

从而 f(λ0) = f ′(λ0) = 0。我们先证明 gcd(f(x), f ′(x)) = 1：若否，利用唯一因子分解定理，必然存

在 i0 使得 x− xi0 | f ′(x)，但利用乘积求导公式可知

f ′(x) =
r∑

i=1

∏
j ̸=i

(x− xj)

求和中，当 i ̸= i0 时，对应的项包含 x− xi0，是 x− xi0 的倍式，但 i = i0 时对应的项为其他 x− xj

乘积，不为 x− xi0 倍式，矛盾，从而得到了结论。

利用裴蜀定理，存在 u(x)、v(x) 使得 u(x)f(x) + v(x)f ′(x) = 1，但根据条件

u(λ0)f(λ0) + v(λ0)f
′(λ0) = 0

矛盾，因此当 k ≥ 2 时不可能 f(Jk(λ0)) = O。

*更简单的证明是 Jk(λ0)−xiIk 在 xi ̸= λ0时可逆，从而乘积为 O当且仅当 λ0为某个 xi且 Jk(xi)−xiIk =

O (由乘可逆阵不改变秩)，这就得到了 k = 1。不过，无重根多项式满足 gcd(f, f ′) 的性质较为重要，因此

选择了通过此性质进行证明。

* 此后，我们很少会再讨论复方阵对角化的判定问题了，因为它可以被 Jordan 标准形的理论囊括。不过，
可对角化矩阵的很多良好性质仍然需要掌握。

十七 走向抽象

§17.1 习题解答

1. (王书 习题 1.2)

(1) 求 m, p, q 使得 x2 +mx− 1 | x3 + px+ q。

解答：

利用次数关系可设 x3 + px + q = (x2 +mx − 1)(ax + b)，对比三次、零次项系数发现只能

x3 + px+ q = (x2 +mx− 1)(x− q)，于是二次项、一次项系数即为方程q = m

p = −qm− 1

都用 m 表示也即 (m, p, q) = (m,−m2 − 1,m)。

(2) 求 m, p, q 使得 x2 +mx+ 1 | x4 + px2 + q。

解答：

利用次数关系可设 x4 + px2 + q = (x2 +mx+ 1)(ax2 + bx+ c)，对比四次、零次项系数发现

只能

x4 + px2 + q = (x2 +mx+ 1)(x2 + bx+ q)

再考虑三次项发现 b = −m，从而

x4 + px2 + q = (x2 +mx+ 1)(x2 −mx+ q)

二次项、一次项系数即为方程 p = q + 1−m2

0 = mq −m
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讨论 m 是否为 0 可知 (m, p, q) 为 (0, q + 1, q) 或 (m, 2−m2, 1)。

* 注意多项式乘法后最高次与最低次项都是只进行相乘不进行相加得到的，可以有效减少方程数量。

2. (王书 习题 1.7) 若 x3 + (1 + t)x2 + 2x+ 2u 与 x3 + tx+ u 最大公因式为二次，求 t, u。

解答：

左减右得到 (1 + t)x2 + (2− t)x+ u，由最大公因式性质可知此与 x3 + tx+ u 的最大公因式仍

为原最大公因式。若 t = −1，这一定是一次多项式，从而最大公因式不可能为二次。否则，利

用辗转相除法性质可知必然有

(1 + t)x2 + (2− t)x+ u | x3 + tx+ u

先假设 u 非零，类似上方对比三次、零次项系数可得

((1 + t)x2 + (2− t)x+ u)

(
1

1 + t
x+ 1

)
= x3 + tx+ u

由二次项、一次项系数得到方程  2−t
1+t

+ 1 + t = 0

u
1+t

+ 2− t = t

直接解出 (t, u) 为 (−1+
√
11i

2
,−7−

√
11i) 或 (−1−

√
11i

2
,−7 +

√
11i)。

当 u 为零时，也即

(1 + t)x2 + (2− t)x | x3 + tx

同除以 x 不影响整除性得到

(1 + t)x+ (2− t) | x2 + t

验证 2− t = 0 时不满足条件，从而类似有

((1 + t)x+ (2− t))

(
x

1 + t
+

t

2− t

)
= x2 + t

对比一次项系数得到方程
2− t

1 + t
+
t(1 + t)

2− t
= 0

这是三次方程，不过可尝试得到 t = −4 为根，从而分解为 (t+4)(t2 − t+1)，最终解出 t 为 −4

或 1±
√
3i

2
。

综合以上，(t, u) 共有 5 个解

(−4, 0),

(
1 +

√
3i

2
, 0

)
,

(
1−

√
3i

2
, 0

)
,

(
−1 +

√
11i

2
,−7−

√
11i
)
,

(
−1−

√
11i

2
,−7 +

√
11i
)

* 不建议大家对带未知数的式子用长除法，很容易漏讨论情况。

3. (王书习题 1.11)若 f(x)、g(x)不全为 0，u(x)f(x)+v(x)g(x) = gcd(f(x), g(x))，证明 gcd(u(x), v(x)) =
1。

证明：

记 d(x) = gcd(f(x), g(x))，由条件其非零，从而由整除性 f1(x) =
f(x)
d(x)
与 g1(x) =

g(x)
d(x)
都为多

项式。等式两侧同除以 d(x) 得到

f1(x)u(x) + g1(x)v(x) = 1

若 m(x) 同时为 u(x)、v(x) 的因式，则其也为 1 的因式，从而只能为非零常数，因此

gcd(u(x), v(x)) = 1
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* 最后一步即为裴蜀定理的逆命题，一般可以直接使用。

4. (王书 习题 8.1(3)) 将以下 λ 矩阵化为标准形：
λ2 + λ

λ

(λ+ 1)2


解答：

这里介绍直接行列变换的做法。由本讲义 15.2.2 引理 3 的方式对右下角二阶子矩阵进行操作可
变换为 (具体流程：第三列加第二列 1 倍，第三行减第二行 λ+2 倍，第二行减第三行 λ 倍，第

二列加第三列 λ2 + 2λ 倍) 
λ2 + λ

λ(λ+ 1)2

1


交换行列得到 

1

λ2 + λ

λ(λ+ 1)2


这时已经符合互相整除要求，从而为 Smith 标准形。

* 注意 Smith 标准形要求不变因子为首一多项式，最后可能需要某行/列乘常数。

5. (王书 习题 8.2(5)) 求以下 λ 矩阵 diag(λ+ 1, λ+ 2, λ− 1, λ− 2) 的不变因子。

解答：

同样介绍直接行列变换的做法。由本讲义 15.2.2 引理 3 的方式对左下角二阶子矩阵进行操作可
变换为

diag(1, (λ+ 1)(λ+ 2), λ− 1, λ− 2)

再对中间两行、两列构成的二阶子矩阵进行操作得到

diag(1, 1, (λ+ 1)(λ+ 2)(λ− 1), λ− 2)

最后对右下角二阶子矩阵进行操作得到

diag(1, 1, 1, (λ+ 1)(λ+ 2)(λ− 1)(λ− 2))

这符合 Smith标准形形式，于是其前三个不变因子为 1，最后一个为 (λ+1)(λ+2)(λ−1)(λ−2)。

* 注意说不变因子要说清楚第几个不变因子是什么。

6. (王书 习题 8.3) 证明矩阵 
λ a0

−1 λ a1
. . . . . . ...

−1 λ+ an−1


前 n− 1 个不变因子为 1，最后一个为 f(λ) = λn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a0。

证明：
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通过行列式因子计算的方法见本讲义 17.2.1，仍然介绍行列变换的思路：最后一行加倒数第二
行的 λ 倍、倒数第三行加倒数第二行的 λ 倍...... 第一行加第二行的 λ 倍，可得到

f0(λ)

−1 f1(λ)
. . . ...

−1 fn−1(λ)


这里归纳可发现

fi(λ) = λn−i + an−1λ
n−i−1 + an−2λ

n−i−2 + · · ·+ ai+1λ+ ai

从而即有 f0(λ) = f(λ)。

最后一列加上第一列 f1(λ) 倍、第二列 f2(λ) 倍...... 第 n− 1 列 fn−1(λ) 倍得到
f(λ)

−1
. . .

−1


给前 n− 1 列乘 −1，并交换行列即得到

diag(1, . . . , 1, f(λ))

这符合 Smith 标准形形式，从而得证。

7. (王书 习题 8.5) 求 
λ 0 0

1 λ 0

0 1 λ


k

解答：

与本讲义 16.2.3 相同方法可得结果为
λk

kλk−1 λk

k(k−1)
2

λk−2 kλk−1 λk


8. (王书 习题 8.6(1,13,14)) 计算以下矩阵的 Jordan 标准形：

(1)


1 2 0

0 2 0

−2 −2 −1


解答：

计算其特征方阵为 
λ− 1 −2 0

0 λ− 2 0

2 2 λ+ 1


其左下角二阶行列式为 2(λ− 2)、一三两行一三两列交出的行列式为 (λ− 1)(λ+1)，最大公

因式为 1，因此二阶行列式因子为 1。由此，前两个不变因子只能为 1，第三个不变因子为行
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列式对应的首一多项式。直接计算可知行列式为 (λ− 1)(λ− 2)(λ+1)，因此不变因子分别为

1、1、(λ− 1)(λ− 2)(λ+ 1)，初等因子组为 λ− 1, λ− 2, λ+ 1。于是其 Jordan 标准形为

diag(J1(1), J1(2), J1(−1)) = diag(1, 2,−1)

(2)


1 −3 0 3

−2 6 0 13

0 −3 1 3

−1 2 0 8


解答：

计算其特征方阵为 
λ− 1 3 0 −3

2 λ− 6 0 −13

0 3 λ− 1 −3

1 −2 0 λ− 8


第四列加第二列得到 

λ− 1 3 0 0

2 λ− 6 0 λ− 19

0 3 λ− 1 0

1 −2 0 λ− 10


第二行减第四行两倍得到 

λ− 1 3 0 0

0 λ− 2 0 −(λ− 1)

0 3 λ− 1 0

1 −2 0 λ− 10


第一行减第三行得到 

λ− 1 0 −(λ− 1) 0

0 λ− 2 0 −(λ− 1)

0 3 λ− 1 0

1 −2 0 λ− 10


由于左下角二阶行列式为 −3，第二个行列式因子为 1。直接计算行列式可知第四个行列式
因子为 (λ− 1)2(λ2 − 14λ+ 19)，下面计算第三个行列式因子。

取出的三行三列只要包含第一行或第三列，按第一行或第三列展开即得到其为 λ− 1 的倍数。

另一方面，直接计算得 2、3、4 行与 1、2、4 列交出的子式为 3(λ− 1)，因此第三个行列式

因子即为 λ− 1，从而所有不变因子为 1, 1, λ− 1, (λ− 1)(λ2 − 14λ+19)，分解得到初等因子

组，进而算出 Jordan 标准形为

diag(1, 1, 7 +
√
30, 7−

√
30)

(3) 
1

1
. . .

1


解答：
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计算其特征方阵为 
λ −1

−1 λ
. . . λ

−1 λ


由于此方阵符合作业题第 6 题的形式，可知其前 n− 1 个不变因子为 1，最后一个为 λn − 1。

直接因式分解可知其初等因子组为

λ− 1, λ− ξ, . . . , λ− ξn−1

这里 ξ = e2πi/n。由此可知其 Jordan 标准形

diag(1, ξ, . . . , ξn−1)

* 行列变换到一定形式后再直接计算行列式因子往往是最快的方法。

9. (丘书 习题 8.1.23(1)) 已知

α1 =


1

0

0

0

 , α2 =


0

1

0

0

 , α3 =


0

0

1

0

 , α4 =


0

0

0

1



β1 =


1

1

−1

1

 , β2 =


2

3

1

1

 , β3 =


3

1

−2

0

 , β4 =


0

1

−1

2


求 {αi} 到 {βi} 的过渡矩阵与 (x1, x2, x3, x4)

T 在 {βi} 下的坐标。

解答：

将所有 α 拼成矩阵 A，将所有 β 拼成矩阵 B，根据过渡矩阵 P 定义有 B = AP，由于 A = I

即得 P = B。

由于 (x1, x2, x3, x4)
T 即为基 {αi} 下的坐标，利用坐标变换性质可知在 {βi} 下的坐标为

P−1


x1

x2

x3

x4

 =


−13x1 + 17x2 − 11x3 − 14x4

x1 − x2 + x3 + x4

4x1 − 5x2 + 3x3 + 4x4

6x1 − 8x2 + 5x3 + 7x4


* 不熟悉性质可以考虑直接由定义构造方程组推导。

10. (丘书 习题 8.1.25) 在 K 上线性空间 K[x]n 中，求基 1, x, . . . , xn−1 到基 1, x − a, . . . , (x − a)n−1 的

过度矩阵，a ∈ K 为非零常数。

解答：

利用过渡矩阵 P 定义即

(1, x− a, . . . , (x− a)n−1) = (1, x, . . . , xn−1)P

由此 pij 为 (x− a)j−1 中 xi−1 的系数，当 j < i 时为 0，否则为 Ci−1
j−1(−a)j−i。
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11. (丘书 习题 8.1.26)

(1) 证明 K[x]n 中多项式组

fi(x) =
∏

1≤j≤n
j ̸=i

(x− aj)

构成其一组基，这里 a1, . . . , an ∈ K 互不相同。

证明：

若 λ1f1(x) + · · · + λnfn(x) = 0，代入 x = ai 可以发现当 j ̸= i 时 fj(ai) = 0，而 j = i 时

fi(ai) ̸= 0，从而得到 λi = 0。对 i = 1, . . . , n 考虑即得所有 λi 全为 0，因此 f1(x), . . . , fn(x)

线性无关。

另一方面，此向量组的个数为 n，与 K[x]n 维数相等，因此它们即为一组基。

(2) 取 K = C，ai = ξi−1 时，求 1, x, . . . , xn−1 到基 f1(x), . . . , fn(x) 的过渡矩阵。这里 ξ = e2πi/n。

解答：

由于 (x− 1)(x− ξ) . . . (x− ξn−1) = xn − 1，且 ξn = 1，可发现

fj(x) =
xn − 1

x− ξj−1
=
xn − (ξj−1)n

x− ξj−1
= xn−1 + ξj−1xn−2 + · · ·+ ξ(n−1)(j−1)

用过渡矩阵 P 定义有

(f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) = (1, x, . . . , xn−1)P

由此 pij 为 fj(x) 中 xi−1 的系数，为 ξ(n−i)(j−1)。

§17.2 有理标准形

17.2.1 一般数域上的相似

在解决了 C 上的相似后，我们下面来讨论一般数域 K 上的相似。我们现在终于可以证明相似最重要
的定理之一了：两个 K 上的方阵相似当且仅当它们看作 C 上的方阵相似。换句话说，对 A,B ∈ Kn×n，

若存在 C 上的可逆阵 P 使得 A = P−1BP，则一定存在 K 上的可逆阵 Q 使得 A = Q−1BQ，反之亦然。

证明：
若 K 上方阵 A,B 相似，存在 K 上的可逆阵 Q 使得 A = Q−1BQ，由于 Q 也可以看成 C 上可逆方
阵，它们在 C 上仍然相似。
若 K 上方阵 A,B 看作 C 上方阵相似，λI − A 与 λI − B 看作 C 上的多项式方阵模相抵，因此具
有相同的不变因子组。但是，由于 λI −A 与 λI −B 实际上是 K 上的多项式方阵，根据不变因子组
在不同域中的不变性 (见本讲义 15.3.3)，将它们看作 K 上的多项式方阵时 Smith 标准形都不变，因
此仍然相等，从而仍然模相抵，这就得到 A,B 作为 K 上的方阵相似。

* 不变因子组扩域不变性质的重要性在这个证明中完全体现了。

一个很自然的问题是，既然任何数域 K 上的相似都可以被 C 上的相似给解决，那还有什么值得研究
的呢？这里，我们必须再做一点抽象的说明：由于相似是一个等价关系，对某个 K 上矩阵 A，与它相似的

矩阵事实上是一个等价类，不妨记作 [A]K，而 Jordan 标准形是其中的代表元。
两个 K 上的方阵相似当且仅当它们看作 C 上的方阵相似，可以归为如下式子：

[A]K = Kn×n ∩ [A]C

这个式子的含义是，A 在 K 上的相似等价类是 A 在 C 上的相似等价类中所有 K 上的方阵。
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此处我们可以发现，虽然 K 上的相似可以被 C 上的相似刻画，[A]K 与 [A]C 仍然是不同的，一个很

直观的影响是无法取到相同的代表元。例如，对没有实特征值的实方阵

(
0 1

−1 0

)
，它的 Jordan 标准形

diag(i,−i) 在 C 上的相似等价类中，但不在 K 上的相似等价类中。因此，对于更小的等价类 [A]K，我们

至少希望重新取出合适的代表元，这也就是所谓的有理标准形 (叫这个名字大概是因为有理数域 Q 是最小
的数域)。

要想构造出有理标准形，我们还是回到本讲义 16.2.1 的四步过程。此外，由于我们已经证明了 K 上
的多项式方阵的初等因子组的良好性质，我们可以直接从初等因子组构造，这里设 A ∈ Kn×n：

• 构造特征方阵 λI −A；

• 计算 λI −A 的 Smith 标准形，从而得到全部不变因子；
• 计算 λI −A 的初等因子组 p1(λ)

k1 , . . . , ps(λ)
ks；

• 找固定简单形式的 K 上方阵 Bi 使得 λI −Bi 的初等因子组只有 pi(λ)
ki；

• 将 diag(B1, . . . , Bs) 定义为 A 的相似标准形。

由于最后一个行列式因子的次数仍然为 n，我们有

k1 deg p1(λ) + k2 deg p2(λ) + · · ·+ ks deg ps(λ) = n

于是与本讲义 16.2.2 完全相同得到两个 K 上的方阵相似当且仅当对应的特征方阵初等因子组相同，无需
再单独叙述阶数相等。此外，只要这样的 Bi 对每个 pi(λ)

ki 是确定的，其相似标准形在交换对角块视为相

同的意义下还是唯一的。

因此，我们最终需要解决的问题是，任给一个 p(λ)k，其中 p(λ) 是 K[λ] 中的不可约多项式，找一个

K 上方阵 B (根据阶数计算，其应为 k deg p 阶) 使得 λI −B 初等因子组只有 p(λ)k。

17.2.2 一般数域上的相似标准形

为了构造这样的 B，我们先给出一个引理：设 K 上多项式 f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ + a0，

称 Kn×n 中的矩阵

F (f) =


−a0

1 −a1
. . . ...

1 −ak−1


为 f 的友方阵，其特征方阵前 n− 1 个不变因子为 1，最后一个为 f(λ)。

证明：
直接计算可知

λI − F (f) =


λ a0

−1 λ a1
. . . . . . ...

−1 λ+ ak−1


由于其左下角 n− 1 阶子式为 ±1，其第 n− 1 个行列式因子必然为 1，从而与本讲义 16.2.2 相同得
其前 n− 1 个不变因子都为 1，第 n 个不变因子为其行列式 det(λI − F (f))。

记 g(λ) = λn−1 + an−1λ
n−2 + · · · + a2λ + a1，将原行列式按第一行展开可发现左上角对应的代数余

子式是 g(λ) 的友方阵的特征方阵的行列式，a0 对应的代数余子式是对角阵的行列式乘 −1 的次方，

从而

det(λI − F (f)) = λ det(λI − F (g)) + a0(−1)n+1(−1)n−1 = λ det(λI − F (g)) + a0

由于一阶时其即为 λ+ a0，利用上式归纳得到结论。
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由此，只要 f(λ) 是不可约多项式 p(λ) 的 k 次方，F (f) 的特征方阵的初等因子组就只有 pk(λ)。另

外，不同的多项式 f 对应着不同的 F (f)，从而可以得到 K 上的有理标准形结论：对任何 K 上的方阵 A，

存在一系列 K上的首一不可约多项式 p1(λ), . . . , ps(λ)与对应次方 k1, . . . , ks 使得存在 K上的可逆矩阵 P

满足

A = P−1 diag(F (pk1
1 ), . . . , F (pks

s ))P

其中 F 代表友方阵。此标准形在交换对角块视为相同的意义下唯一，证明与 16.2.2 最后一段相同。
利用这个标准形，我们可以完全解决任何数域 K 上的相似问题，由于友方阵对应的计算相对复杂，我

们将在学完空间相关知识后再给出它的一些应用。

* 此标准形的性质事实上与 K 上的线性空间理论密切相关，因此到这里明白它可以完全解决相似标准形
问题并学会计算即可，并不需要建立更深的理解。

在本节的最后，我们需要指出，上述的有理标准形构造 (也是教材中的构造) 确实解决了任意 K 上矩
阵的相似标准形问题，但会出现一个很尴尬的情况：当 K = C 时，有理标准形与 Jordan 标准形并不相
同，例如 (λ− 1)2 对应的友方阵与 Jordan 块分别为(

0 −1

1 2

)
,

(
1 1

0 1

)

从直观上甚至无法一眼看出它们是相似的，即使它们确定对应相同的单个初等因子。由于 C 上的相似当
然也是某个数域 K 上的相似，我们也希望能从 Jordan 标准形的推广出发定义有理标准形。这时的定义如
下：对任何 K 上的方阵 A，存在一系列 K 上的首一不可约多项式 p1(λ), . . . , ps(λ) 与对应次方 k1, . . . , ks

使得存在 K 上的可逆矩阵 P 满足

A = P−1 diag(Fk1
(p1), . . . , Fks

(ps))P

其中有理块

Fk(p) =


F (p)

E1,deg p F (p)
. . . . . .

E1,deg p F (p)


这里 F (p) 表示 p 的友方阵，阶数为 deg p，其对角上排列了 k 个 F (p)，因此总阶数为 k deg p。此外，
E1,deg p 表示只有右上角元素为 1、其他为 0 的 deg p 阶方阵。此形式在交换对角块视为相同的意义下唯
一。

证明：
我们事实上只需要证明 Fk(p) 的特征方阵的初等因子组只有 pk(λ)，而观察可发现 λI − Fk(p) 所有

i = j + 1 位置的元素都为 −1，因此左下角 k deg p − 1 阶子式为 1，这就说明了前 k deg p − 1 个不

变因子均为 1，最后一个不变因子为行列式。利用已证 deg(λI −F (p)) = p(λ)，由准三角阵行列式结

论即得

deg(λI − Fk(p)) = deg(λI − F (p))k = pk(λ)

从而得证。

可以发现，对这个标准形 (我们姑且称为 Jordan-有理标准形，书上叫法是广义 Jordan 标准形)，当
K = C 时，由于 C 上的不可约多项式只能是 λ− λ0，其对应的友方阵即 λ0，因此 Fk(λ− λ0) 成为了下三

角 Jordan 块 J
(L)
k (λ0)。这样，我们就完成了一般 K 上的相似与 C 上的相似的统一。

* 事实上，上述所有讨论都不止可以在数域进行。对抽象代数中定义的、更一般的域，都可以谈论其中的
有理标准形或 Jordan-有理标准形，而能谈论 Jordan 标准形的要求是代数闭域，也即满足其上的不可约
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多项式只有一次的域。于是，从下半学期讲义开头到现在的讨论完全解决了域上相似的问题。接下来，我

们就需要从空间的角度理解这些标准形到底意味着什么了。

* 哪怕只从矩阵论来看，这些标准形也是十分有用的，之前求解 An = I 只是最基本的例子，之后我们也

将面对更复杂的应用。

17.2.3 “表示”

引入空间前，我们最后来说一点 “抽象废话”。
观察本讲义 17.2.1 开头对 K 上相似等价于 C 上相似或本讲义 16.2.2 结尾对 Jordan 标准形唯一性的

证明，可以发现这些证明好像和我们习惯的数学证明有一定区别：比起推导和计算，它更多通过文字描述

逻辑完成了证明。

细究它通过文字描述了怎样的逻辑，可以发现，除了核心的过程外，基本在进行语言的转换。就以 K
上相似等价于 C 上相似的证明为例，证明过程是基于以下六个命题依次等价：

• A、B 作为 K 上的方阵相似；
• λI −A、λI −B 作为 K 上的多项式方阵模相抵；
• λI −A、λI −B 作为 K 上的多项式方阵不变因子相同；
• λI −A、λI −B 作为 C 上的多项式方阵不变因子相同；
• λI −A、λI −B 作为 C 上的多项式方阵模相抵；
• A、B 作为 C 上的方阵相似。
证明的核心事实上是三、四两个命题等价这步，而这是之前讨论不变因子的性质时已经说明的，对于

其他步骤，我们似乎都只是在对同一个命题改变表述。准确来说，在 K 上方阵相似与 K[λ] 上方阵模相抵

两套语言中，我们找到了同一件事的不同表述，而在 K 上方阵相似这套语言中难以解决的问题，在 K[λ]

上方阵模相抵这套语言里可以找到解决方案——因为解决问题的关键不变因子在相似中几乎没有对应的

概念。

这样的情况在之前的证明中也经常发生：一组向量线性相关等价于其中某个向量可被其他向量线性表

出是在线性相关与线性表出两套语言中切换 (之前谈论到模时以往的方法失效就是因为整线性相关与整线
性表出不再等价)、行秩等于列秩等于最大非零子式阶数是在向量组与矩阵两套语言中切换...... 即使证明
等价的过程可能相对复杂，证明等价后我们可以掌握更多工具解决问题。

——以更高一点的观点来看，这样 “不同语言之间的等价切换” 在数学上往往称为表示，有一门名叫
表示论的数学分支就专门研究这样的等价切换 (主要是以线性结构表示)。

回到课程中来，如果说上学期我们研究的主题是矩阵是什么、矩阵有怎样的性质，这学期的研究核心

则是矩阵能表示什么、怎么从矩阵说明被表示对象的性质与怎么从对被表示对象的研究中反推矩阵的性

质。

因为矩阵是一个线性结构，矩阵能表示的东西往往都与一般的线性结构，线性空间，密切相关。例如，

A ∈ Km×n 可以表示 n 维线性空间到 m 维线性空间的线性映射，矩阵的秩可以表示线性映射像空间的维

数，A ∈ Kn×n 可以表示一个 n 维线性空间上的线性变换，可逆的 n 阶的方阵可以表示 n 维线性空间两

组基之间的变换与对应的坐标变换，n 阶对称实方阵可以表示 n 维欧氏空间的一个自伴的线性变换，n 阶

正定矩阵可以表示 n 维欧氏空间上一组基的内积矩阵.....
值得一提的是，矩阵能表示的对象局限于有限维线性空间，反之，有限维线性空间的理论也可以表示

一切矩阵的理论。但当空间来到无限维时，不再能通过矩阵表示，也因此具有很多更复杂的性质——不过

正如之前所说，这学期研究的核心是矩阵能表示什么，因此几乎不涉及无穷维的线性空间。出于严谨性，

习题课讲义涉及的结论会标注只在有限维线性空间成立还是在无穷维也成立，虽然我们并不会直接要求考

虑无穷维线性空间，但一个重要的建议是，对无穷维线性空间也成立的结论尽量不要采用矩阵理论相关的

证明方法，因为这阻碍了结论的推广。
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就像模相抵理论解决了矩阵的相似标准形问题，一些矩阵理论不好解决的问题在空间视角可能易于解

决，本学期我们还将看到很多这样的例子，尤其是与线性变换，也就是方阵相关时。

* 某种意义上，本学期对有限维线性空间的学习只是为了获取解决矩阵问题的工具，所以一定要注意如何
还原到矩阵去表述。

§17.3 期末考试

17.3.1 试题

1. 设三阶实对称矩阵

A =


1 λ −1

λ 4 2

−1 2 4


为正定矩阵，求 λ 的取值范围。

2. 设 A 为数域 K 上的三阶方阵，α, β, γ 分别为 A 的属于特征值 0, 2, 3 的一个特征向量：

(a) 求关于 x 的线性方程组 Ax = β + γ 的全部解 (用 α, β, γ 的线性组合表示)；

(b) 若关于 x 的线性方程组 Ax = aβ + bβ + cγ 无解，求 a, b, c 满足的条件。

3. 设下标从 0 开始的数列 {ak} 满足 a0 = 0、a1 =
1
2
，且对任何 n ≥ 0 有

an+2 =
1

2
(an+1 + an)

求该数列的通项公式及 n 趋于无穷时的 an。

4. 在 R4 中，设

α1 = (1, 0, 2, 1)T , α2 = (2, 0, 1, 1)T , α3 = (3, 0, 3, 0)T

令 W 为 α1, α2, α3 生成的子空间，求 β = (1, 2, 3,−2)T 在 W 上的正交投影向量 γ，即 γ ∈ W 且

β − γ 与 W 中所有向量均正交。

5. 设实二次型

f(x) = 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 − 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4, x = (x1, x2, x3, x4)
T

(a) 求二次型 f(x) 的矩阵 A 及其特征值、特征向量；

(b) 求正交矩阵 P 与对角矩阵 D 使得 P TAP = D；

(c) 求 f(x) 在满足 x21 + x22 + x23 + x24 = 1 时的最大值和最小值，并确定在何处取到。

6. (a) 证明矩阵

A =


2 0 0

u 2 0

v w −1


可对角化的充要条件是 u = 0；

(b) 设 n 阶矩阵 A 满足 A2 − 5A+ 6I = O，判断 A 是否一定可以对角化，并说明理由或举出反例。

7. 设 n 阶方阵 A,B 满足 rankA+ rankB < n，证明 A,B 有公共特征值和特征向量。

8. 设 A 是正定矩阵，B 是半正定矩阵，证明 det(A+B) ≥ detA+ detB。
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17.3.2 解答

1. 注意正定性最易于计算的判定定理：对称阵正定等价于所有顺序主子式为正。由此，直接计算其一、
二、三阶顺序主子式分别为 1、4− λ2、8− 4λ− 4λ2，于是得到

λ ∈ (−2, 2) ∩ (−2, 1) = (−2, 1)

2. 由于不同特征值对应的特征向量线性无关，α, β, γ 构成 K3 的一组基，也即任何三维 K 中向量可以
写为 λ1α+ λ2β + λ3γ，这里 λ1,2,3 ∈ K。

(a) 设 x = λ1α+ λ2β + λ3γ，则由特征向量定义

Ax = λ1Aα+ λ2Aβ + λ3Aγ = 2λ2β + 3λ3γ

利用线性无关性可知 λ2 =
1
2
、λ3 =

1
3
，λ1 ∈ K 可任取。

(b) 设 x = λ1α+ λ2β + λ3γ，同上计算得

Ax = 2λ2β + 3λ3γ

若 a ̸= 0，利用基的线性无关性可知原方程组无解；若 a = 0，取 λ1 = 0、λ2 =
1
2
b、λ3 =

1
3
c 即

为解。综合这两部分可知无解当且仅当 a ̸= 0。

3. 事实上这题可以有很多不同的理解与做法，我们采用矩阵乘法的方案。递推式可以写为(
an+2

an+1

)
=

(
1
2

1
2

1 0

)(
an+1

an

)

由此可发现 (
an+1

an

)
=

(
1
2

1
2

1 0

)n(
a1

a0

)
=

(
1
2

1
2

1 0

)n(
1
2

0

)

直接计算可发现

(
1
2

1
2

1 0

)
特征值为 1 与 − 1

2
，对应的特征向量分别是 (1, 1)T 与 (−1, 2)T，由此将

( 1
2
, 0)T 表示为特征向量线性组合有(

an+1

an

)
=

(
1
2

1
2

1 0

)n(
1

3

(
1

1

)
− 1

6

(
−1

2

))
利用乘法结合律与数乘可以交换位置可发现当 Aα = λα 时 Anα = λnα，从而(

an+1

an

)
=

1

3

(
1
2

1
2

1 0

)n(
1

1

)
− 1

6

(
1
2

1
2

1 0

)n(
−1

2

)
=

1

3

(
1

1

)
− 1

6

(−1)n

2n

(
−1

2

)

对比第二个分量得到

an =
1

3

(
1− (−1)n

2n

)
其在 n→ +∞ 时极限为 1

3
。

4. 利用最小二乘知识，此问题可以直接转化为找 λ1、λ2、λ3 使得 ∥β − λ1α1 − λ2α2 − λ3α3∥2 最小，然
后套用最小二乘的公式。我们这里给出一个只需要定义，不需要任何特殊前置知识的做法。

首先，通过向量组的初等变换可以将基 α1、α2、α3 化作更简单的形式 (类似线性方程组化为简化阶
梯形)

γ1 = (1, 0, 0, 0)T , γ2 = (0, 0, 1, 0)T , γ3 = (0, 0, 0, 1)T
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由此，W = {(a, 0, b, c)T | a, b, c ∈ R}，设所求向量 γ = (a, 0, b, c)T，根据条件可知

(β − γ)Tγ1 = (β − γ)Tγ2 = (β − γ)Tγ3 = 0

直接计算可发现这三个方程就是 1− a = 0、3− b = 0、−2− c = 0，从而有

γ = (1, 0, 3,−2)T

5. (a) 根据定义可知

A =


0 1 1 −1

1 0 −1 1

1 −1 0 1

−1 1 1 0


计算得其有单特征值 −3 与三重特征值 1，−3 对应的一个特征向量为 (1,−1,−1, 1)T，1 对应的
特征子空间一组基为 (−1, 0, 0, 1)T , (1, 0, 1, 0)T , (1, 1, 0, 0)T。

(b) 利用 Schmidt 正交化等方法可以构造出特征值 −3 的特征子空间的一组标准正交基(
1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2

)T

特征值 1 的特征子空间的一组标准正交基 (不唯一，有多种取法，这个非常漂亮的构造来自同
学) (

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)T

,

(
1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2

)T

,

(
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

)T

由此可取

P =
1

2


1 1 1 1

−1 1 1 −1

−1 1 −1 1

1 1 −1 −1

 , D = diag(−3, 1, 1, 1)

(c) 由于 P TAP = D，设 y = P Tx 有

f(x) = xTAx = xTPDP Tx = yTDy = −3y21 + y22 + y23 + y24

而条件 xTx = 1 即为 yT y = y21 + y22 + y23 + y24 = 1，从而又有

f(x) = −4y21 + 1

由条件 y1 ∈ [−1, 1]，从而 f(x) 的最小值在 y1 = ±1 时 (此时 y 其他分量只能为 0，由 x = Py

即得 x 是特征值 −3 的特征向量) 取到，为 −3；f(x) 的最大值在 y1 = 0 时 (由 x = Py 即得 x

是特征值 1 的特征向量) 取到，为 1。
* 更一般的情况可见本讲义 11.3.1。

6. (a) 直接计算特征多项式可得其有特征值 2、−1，代数重数分别为 2、1。由于可对角化等价于所有
特征值代数重数等于几何重数，且代数重数为 1 时几何重数只能为 1，A 可对角化等价于特征
值 2 的几何重数为 2。
根据几何重数的定义，A 可对角化等价于 rank(2I −A) = 1，直接写出此等式

rank


0 0 0

−u 0 0

−v −w 3

 = 1
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第一列加上第三列的 v/3 倍、第二列加上第三列的 w/3 倍可将此等式化为

rank


0 0 0

−u 0 0

0 0 3

 = 1

考虑行秩可发现 u = 0 时左侧秩为 1，否则秩为 2，从而等式成立当且仅当 u = 0，得证，

(b) 我们来证明 A 一定可对角化。

利用 Sylvester 秩不等式，由 (A− 2I)(A− 3I) = O 可得

rank(A− 2I) + rank(A− 3I) ≤ n+ rank(A− 2I)(A− 3I) = n

另一方面有

rank(A− 2I) + rank(A− 3I) ≥ rank((A− 2I)− (A− 3I)) = rank I = n

综合得到

rank(A− 2I) + rank(A− 3I) = n

将它改写成

(n− rank(A− 2I)) + (n− rank(A− 3I)) = n

若 A = 2I 或 A = 3I，它自然可以对角化，否则 n− rank(A− 2I) 与 n− rank(A− 3I) 均非零，

也即 2、3 都是 A 的特征值，且几何重数和为 n。由于代数重数大于等于几何重数，且特征值代

数重数和为 n，可知 A 的特征值必然只有 2、3，且它们的代数重数等于几何重数，这就得到了
A 可对角化。

* 这一问也有很操作性的证明方式，与本讲义 4.2.2 的矩阵方法类似。

7. 将其改写成
(n− rankA) + (n− rankB) > n

由于 n− rankA 与 n− rankB 都至多为 n，这至少说明两者都非零，也即 A、B 中 0 的几何重数都
非零，它们有公共特征值 0。

另一方面，设 A 中 0 对应的特征子空间 (即满足 Ax = 0 的 x 构成集合) 为 WA、B 中 0 对应的特
征子空间 (即满足 Bx = 0 的 x 构成集合) 为 WB，上方的改写也可以看作

dimWA + dimWB > n

由此，取出 WA 一组基 α1, . . . , αr、WB 一组基 β1, . . . , βs，由于总个数大于 n，它们一定线性相关，

也即存在不全为 0 的 λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µs 使得

r∑
i=1

λiα+
s∑

j=1

µjβj = 0

移项即
r∑

i=1

λiα = −
s∑

j=1

µjβj

等式左侧属于 WA、右侧属于 WB，因此属于 WA ∩WB，且无论是某个 λi 非零还是某个 µj 非零，

都能由基的性质得到等式两边非零，从而这就是 WA ∩WB 中的非零向量，也就是 A、B 属于特征

值 0 的公共特征向量。

* 我们规避了上学期尚未学习的和空间维数公式，这学期很快就将学到。
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8. 由 A 正定，利用合同标准形为 I 可知存在可逆阵 P 使得 A = P TP，从而 (最后一个等号通过
Binet-Cauchy 公式与转置不影响行列式)

det(A+B) = det(P TP +B) = det(P T (I + P−TBP−1)P ) = (detP )2 det(I + P−TBP−1)

记 C = P−TBP−1，左侧即为 (detP )2 det(I + C) 右侧可化为

det(P TP ) + det(P TCP ) = (detP )2(1 + detC)

由于 P−1 可逆，C 与 B 合同，因此 C 仍半正定。而由 P 可逆知 detP ̸= 0，从而 (detP )2 > 0，只

需证明

det(I + C) ≥ 1 + detC

设 C 的正交相似标准形为 C = QTDQ，其中 D 为对角阵，Q 为正交阵，由半正定性 D 的对角元

d11, . . . , dnn 非负，计算可知 (由正交阵定义 QTQ = I) 左侧化为

det(QTQ+QTDQ) = (detQT )(detQ) det(I +D) = det(QTQ)
n∏

i=1

(1 + dii) =

n∏
i=1

(1 + dii)

而右侧为

1 + det(QTDQ) = 1 + det(QTQ) detD = 1 +

n∏
i=1

dii

由于所有 dii 非负，右侧为左侧乘法全展开后的其中两项，即得左侧大于等于右侧。

* 这题另一个做法是利用引理，半正定阵与正定阵可以同时合同对角化 (而非正交相似对角化)。不
过，同时对角化的几个引理必须分清楚条件才能用，两个正定阵一般不能同时正交相似对角化。

§17.4 期末的延伸

本节我们将从上学期的期末卷出发，聊到本学期研究的内容，并给出一些线性空间相关的基本定义。

整节中，我们所有讨论的概念都是针对无穷维线性空间也成立的，因此维数、秩等概念将放在之后真正学

习时进行研究。本节的几乎所有内容都只作为介绍，除了线性空间、交空间、线性映射的定义外目前都不

要求掌握。

17.4.1 加法、数乘

首先，什么是线性？

我们知道，平面是一个具有线性的结构。某种意义上，线性就是这样的平直结构。再去思考平直结构

的含义，我们可以发现有两个要素：对任何一个方向可以进行无限延长，且对任何两点可以进行连线。在

向量空间中，无限延长自然就对应数乘，而连线对应 λα+ (1− λ)β 类型的计算，在已经允许数乘的情况

下，连线就只需要允许加法。

因此，只要能进行数乘与加法的结构，都具有线性性。我们已经学过无数具有线性性的结构了：除了

向量空间以外，实数、复数、多项式、一般的函数、矩阵，都是符合要求的。

具体来说，对于一个集合 V 与数域 K，加法是一个 V × V → V 的映射 (也就是把 V 中两个元素操

作为 V 中一个元素)，数乘是一个 K× V → V 的映射 (也就是把 K、V 中各一个元素操作为 V 中一个元

素)。为了让它们符合我们对于 “通常” 加法与数乘的期待，我们额外要求

∀α, β, γ ∈ V, (α+ β) + γ = α+ (β + γ)

∃z ∈ V, ∀α ∈ V, z + α = α+ z = α
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* 此 z 称为零元，无歧义时通常直接记作 0。

∀α ∈ V, ∃β ∈ V, α+ β = β + α = 0

* 此 β 称为 α 的逆元，通常记作 −α。

∀α, β ∈ V, α+ β = β + α

∀α ∈ V, 1α = α

* 注意这个 1 是 K 中的，也就是通常的数字 1。

∀λ, µ ∈ K, ∀α ∈ V λ(µα) = (λµ)α

∀λ, µ ∈ K, ∀α ∈ V, (λ+ µ)α = λα+ µα

* 注意左侧的加法是数的加法，右侧的加法是我们自己定义的 V 上的加法。

∀λ ∈ K, ∀α, β ∈ V, λ(α+ β) = λα+ λβ

* 这里对零元、逆元的定义都未保证唯一，大家可以利用性质尝试验证其唯一性。
这八条中的前四条规定加法的性质、接下来两条规定数乘的性质 (事实上数乘还自带 K作为数域的一

些性质)，最后两条分配律则代表相容性。我们这里只对相容性做一点解释：相容性事实上保证了通过加
法和数乘可以生成有限线性组合。也就是说，用 α1, . . . , αk 经过有限次加法、数乘得到的一定是它们的线

性组合，而任何它们的线性组合都可以通过有限次加法、数乘得到。此结论证明相对简单，可参考本讲义

2.3.3，这里就不进行详细的叙述了。我们将这样的结构称为线性空间，其中的元素称为向量——虽然它可
能已经不是我们熟悉的向量了。

* 加法是 V × V → V 的映射事实上包含了重要的性质，封闭性，也就是对任意 α, β ∈ V 有 α + β ∈ V。

同理，数乘的封闭性即对任意 λ ∈ K, α ∈ V 有 λα ∈ V。

* 虽然在习题里我们可能会碰到 R+ 上乘法当成 “加法”、指数当成 “数乘” 这样的诡异情况，在现实研究
中，线性空间的加法与数乘往往是自然的，也就是，在我们知道它是线性空间之前，我们已经学会了加法

和数乘如何计算，无论是多项式还是矩阵都是如此。

就像向量空间一样，对一般的线性空间，我们也可以谈论线性相关与线性无关。为了方便之后的推广，

我们需要谈论无穷多个向量线性相关或线性无关，而定义很简单，只要存在有限个向量线性相关，这无穷

多个向量就线性相关，否则线性无关。形式化来写，对一族线性空间 V 中的向量 αi, i ∈ I，I 为某下标集

合，它们线性相关当且仅当

∃{i1, . . . , in} ∈ I, ∃不全为 0 的λ1, . . . , λn ∈ K, λ1αi1 + · · ·+ λnαin = 0

* 之后称 I 为指标集，例如 I = {1, . . . , n} 就对应着有限个向量，而 I = N 就可以对应可数无穷个向量。
* 这里的写法必须非常谨慎：由于 αi 可能会有相同的，所有 αi 未必是集合，也就不能加大括号；而线性

相关需要找 n 个不同下标对应向量，因此 i1, . . . , in 必须构成集合。

*由于线性无关的向量组不可能有重复向量 (否则系数取为 1与 −1即矛盾)，线性无关向量组一定是集合。
进一步地，向量 α ∈ V 能被 αi, i ∈ I 线性表出是指能被其中有限个向量表出，也就是

∃i1, . . . , in ∈ I, ∃λ1, . . . , λn ∈ K, α = λ1αi1 + · · ·+ λnαin

而向量组 αi, i ∈ I 称为线性空间 V 的一组基当且仅当它们线性无关，且任何 α ∈ V 可被它们线性表出

——与有限维时很类似，利用线性无关性可以得到表出方式唯一。
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* 若向量组 βi, i ∈ I 中有子集 S 线性无关，且任何 βi, i ∈ I 可被它们线性表出 (利用线性表出的定义，这
意味着 S 放入其他任何一个向量后都将线性相关)，则称 S 是 βi, i ∈ I 的一个极大线性无关组。由此，基

就是线性空间的极大线性无关组。

在介绍了这么多抽象概念之后，看更多例子之前，我们还是必须说明，即使直觉看来显然的结论，在

抽象线性空间中的形式证明也可能并不简单。例如 0α = 0 与 (−1)α = −α。

证明：
由分配律可知

0α = (0 + 0)α = 0α+ 0α

设 β = −(0α)，两侧同加 β 得到

0α = 0

再由分配律知

0 = 0α = (1 + (−1))α = α+ (−1)α

从而由存在唯一性可知 (−1)α = −α。
大家或许会自然诞生一个疑问：既然我们往往是知道它是线性空间之前就已经学会了加法和数乘的计

算方式，为何还要进行这些复杂的证明来得到 “显然”的性质呢？但是，正是因为这些证明，我们才知道该
如何抽象出线性结构。例如，0α = 0 是一个我们会觉得 “显然对数乘成立” 的性质，但是它不够本质 (容
易通过其他性质证明)，因此无需放入线性空间的定义中。这样精简的八条定义能刻画出我们觉得显然成
立的性质，恰恰是这个定义十分优秀的体现。不过事实上，这八条定义中的加法交换律是可以通过其他七

条推出的，放在定义中是因为交换的确刻画了加法的本质，强调本质的不可替代性。

证明：
证明的关键在于类似矩阵乘法中 (AB)−1 = B−1A−1 的逆变结构。首先，直接利用结合律验证可发现

(−α) + (−β) + β + α = 0

从而根据唯一性有

(−α) + (−β) = −(β + α)

而由已证可知

(−1)α+ (−1)β = (−1)(β + α)

再通过分配律可得

(−1)(α+ β) = (−1)(β + α)

两侧同时数乘 −1，由数乘结合律得到结论

α+ β = β + α

* 结合之前 (−1)α = −α 的证明，我们可以发现，这个证明的确运用了所有剩下七条性质。大家可以自行
确定每条性质用在了何处，加强对代数化的抽象证明的理解——之后，我们对线性空间相关定理的证明本

质上都是从这八条出发的，无法再直接通过具体例子确定。

对于抽象的概念，最重要的学习方式就是通过具体例子进行把握。现在，我们来观察一些具体的线性

空间例子 (大家可以自行验证为线性空间，一般来说，当加法、数乘的性质符合通常感受时，较重要的是
验证封闭性)：
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• 定义 V1 = C，则加法为通常的加法、数乘为通常的乘法时，V1 是 R 上的线性空间。

由于不存在不全为 0 的 a, b ∈ R 使得 a+ bi = 0，可知 1 和 i 是线性无关的，而任何复数又都可以写
为 a+ bi，于是 1、i 构成 V1 的一组基。

• 定义 V2 = R，则加法为通常的加法、数乘为通常的乘法时，V2 是 Q 上的线性空间。

一个著名的结论是，e 是超越数，也就是它不是任何非零整系数多项式的根。由此，考虑向量组 {en |
n ∈ N}，若存在不全为 0 的 q1, . . . , qr ∈ Q 使得

r∑
k=1

qkemk = 0

将所有 mk 从小到大排列并补全中间项可知存在不全为 0 的有理数 a0, . . . , am 使得

a0 + a1e+ · · ·+ amem = 0

通分可知存在非零整数 M 使得 Mai 均为整数，由此有

(Ma0) + (Ma1)e+ · · ·+ (Mam)em = 0

由于此多项式非零，与 e 是超越数矛盾。因此，我们的确构造出了无穷多个线性无关的向量。

* 一般地，若 K 是一个数域，F 是包含 K 的数域，在通常加法、乘法看作加法、数乘下，F 一定是
K 上的线性空间。

• 定义 V3 = R[x]，即实系数多项式集合，则加法为多项式加法、数乘为通常的多项式乘法 (数看作零
次多项式) 时，V3 是 R 上的线性空间。

可以发现，{xn | n ∈ N} 是线性无关的 (否则能得到一个非零多项式与 0 相等)，且任何多项式都可
以被它们的线性组合表出 (这就是多项式的定义)，因此这无穷多个向量构成 V3 的一组基。

• 定义 V4 = R[x]n，即小于 n 次的实系数多项式集合，则加法为多项式加法、数乘为通常的多项式乘

法 (数看作零次多项式) 时，V4 是 R 上的线性空间，类似上个例子可以得到 1, x, . . . , xn−1 构成 V4

的一组基。

• 定义 V5 = Km×n，即 K 上所有 m 行 n 列矩阵构成的集合，则加法为矩阵加法、数乘为矩阵数乘时，

V5 是 K 上的线性空间。

记 Eij 为只有第 i 行第 j 列是 1，其他是 0 的矩阵，则 {Eij | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} 构成 V5

的一组基：它们的线性无关性可以直接通过定义得到，而对任何第 i 行第 j 列为 aij 的矩阵 A，它

可以写成

A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij

由此其符合基的定义。

下面我们尝试用线性空间的语言理解期末考试的第三题。定义 V = CN，也即所有下标为 0 的复数数
列构成的集合，我们将每个元素为 ai 的数列即为 (ak)。其中的加法为对应元素相加 ((ak) + (bk) 的第 i 个

元素为 ai + bi)，数乘为每个元素进行数乘 (λ(ak) 的第 i 个元素为 λai)，则可以验证其构成一个线性空间。
首先我们必须指出，这个线性空间与多项式空间 C[x] 有本质不同：记 ei 为第 i 个分量是 1，其余为

0 的数列，则 {ei | i ∈ N} 并不是这个空间的一组基：所有元素全为 1 的数列无法被它们中有限个的线性
组合表出 (注意线性表出的定义要求)。
我们可以证明，所有满足递推 an+2 =

1
2
(an+1 + an) 的复数列也构成一个线性空间，记为 U。

证明：
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由于其中的加法、数乘定义与 CN 中相同，无需再验证，只要证明封闭性。

若 (ak), (bk) 满足递推

an+2 =
1

2
(an+1 + an), bn+2 =

1

2
(bn+1 + bn)

则计算可知其和 (ak + bk) 也满足递推

an+2 + bn+2 =
1

2
((an+1 + bn+1) + (an + bn))

数乘 (λak) 也满足递推

λan+2 =
1

2
(λan+1 + λan)

从而其为线性空间。

非常自然地，这样的线性空间 U 是 V 的子集，且与 V 具有相同的运算，因此称为 V 的子空间。

* 如同过程中那样，验证一个集合是给定线性空间的子空间无需再考虑加法、数乘的性质，只要验证封闭。
* 作为反例，虽然之前例子中 V2 是 V1 的子集，但并不构成子空间，因为数乘的定义不同，一个是针对有

理数，一个是针对实数。

自然，我们希望能知道这个线性空间的一组基。可以证明，以 a0 = 0、a1 = 1 开始的数列 (ak) 与

b0 = 1、b1 = 0 开始的数列 (bk) 构成 U 的一组基。

证明：
先说明线性无关。若 λ(ak) + µ(bk) = 0，考虑前两个分量可发现 λ = µ = 0。

对任何满足 c0 = x、c1 = y 的 U 中数列 (ck)，由于 x(ak) + y(bk) 的前两个位置与 (ck) 相同，且 U

中数列可被前两个位置决定，即得到 x(ak) + y(bk) = (ck)，从而得证。

不过，从目前来看，似乎并没有办法确定这两个数列的具体表达式。这是因为这两组基并不具有很好

的性质。为了得到更好的性质，我们将在下一部分引入线性变换的概念进一步刻画。

17.4.2 整体性

仿照我们对向量空间之间线性映射的定义，线性空间之间的线性映射定义也非常自然：对 K 上的线
性空间 U、V，与 U → V 的映射 f，若有

∀α, β ∈ U, f(α+ β) = f(α) + f(β)

∀α ∈ U, λ ∈ K, f(λα) = λf(α)

则称它为一个 U 到 V 的线性映射。当 V = U 时，我们把线性映射称为 U 上的线性变换。

仍然沿用上一节的 V1 到 V5 的定义，我们给出一些线性映射与线性变换的例子，大家同样自行验证

即可 (这里写 K 或 Kn 时默认是 K 上的向量空间)：

• f(z) = z̄ 是一个 V1 上的线性变换。

• C 作为 C 上的一维向量空间时，f(z) = z̄ 并不是线性变换：f(1) = 1，但 f(i1) = −i ̸= if(1)。

* 思考这里与上一种情况的区别。

• f(x) =
√
2x 是一个 V2 上的线性变换。

• 对任何多项式 f ∈ R[x]，定义 L(f) = f(1)，它是一个 V3 到 R 的线性映射。

• 对任何多项式 f ∈ R[x]，定义

L(f) =

∫ 1

0

f(x)dx

它也是一个 V3 到 R 的线性映射。
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• 对任何多项式 f ∈ V4，定义 A(f) = f，它是一个 V4 到 V3 的线性映射。

• 对任何方阵 A ∈ Kn×n，迹 tr(A) 是一个 Kn×n → K 的线性映射。

* 而 det、rank 都不是线性映射。

• 给定列向量 β1, . . . , βn−1 ∈ Kn，则映射

f(α) = det(α, β1, . . . , βn−1)

是一个 Kn → K 的线性映射。

当然，向量空间的线性映射在我们的定义下还是线性映射。例如，对 A ∈ Km×n，x→ Ax是 Kn → Km

的线性映射，而 m = n 时它可以看作 Kn 上的线性变换。

为了能进行进一步的讨论，我们必须思考一个问题：当我们在谈论矩阵时，我们在谈论什么？

最开始学习矩阵时，它只不过是把一些数排成了行列。但现在，当我们看到 A2 − 5A+6I = O 这样的

式子时，我们想到的并不是各个分量展开形成的 n2 个二次方程，而是矩阵作为整体所展现出的性质。当

我们逐渐不用去拆成分量看待矩阵时，它就具有了更多的整体刻画。

期末试卷第五题中，我们可以看到矩阵作为分量时与整体时考虑的对角化问题，而为了把它在一般的

线性变换 (线性变换对应方阵) 中推广，我们则必须思考，哪些性质是可以不依赖分量进行定义的。
一个例子是，特征系统是可以不依赖分量定义：设 A是一个 U → U 的线性变换，若有非零向量 x ∈ U

使得

A(x) = λx

则称 λ 为 A 的一个特征值，x 为对应的特征向量。对某个 λ，可直接验证其所有特征向量与 0 构成一个
线性空间，称为特征子空间。一个重要的性质是，A 不同特征值的特征向量线性无关仍然成立。接下来，
不引起歧义时，我们将把 A(x) 简记为 Ax。

证明：
若否，存在 A 的不同特征值 λ1, . . . , λn 与对应特征向量 x1, . . . , xn 使得存在不全为 0 的 µ1, . . . , µn

满足

µ1x1 + · · ·+ µnxn = 0

在左侧作用 A，利用线性映射定义可知

µ1Ax1 + · · ·+ µnAxn = A0

由 A0 +A0 = A0 可知 A0 = 0，从而右侧仍为 0。而左侧根据特征值定义可知

µ1λ1x1 + · · ·+ µnλnxn = 0

重复此过程可得到

µ1λ
2
1x1 + · · ·+ µnλ

2
nxn = 0

直到

µ1λ
n−1
1 x1 + · · ·+ µnλ

n−1
n xn = 0

设矩阵

P =


1 λ1 · · · λn−1

1

1 λ2 · · · λn−1
2

...
...

...
...

1 λn · · · λn−1
n


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由于 λi 互不相同，Vandermonde 阵行列式非零，从而 Pα = b 对任何向量 b 有非零解。取 b = e1

(第一个元素为 1，其他为 0)，设解为 a1, . . . , an，对比 xi 前的系数可发现

0 =
n∑

i=1

ai(µ1λ
i−1
1 x1 + · · ·+ µnλ

i−1
n xn) = µ1x1

由 x1 ̸= 0 可知 µ1 = 0，同理可得所有 µi 均为 0，与不全为 0 矛盾。

由于更多对于线性变换的知识在之后才会涉及，我们这里还是回到期末考试第三题的例子。接下来所

有的分析基于如下的构造：设 V 为上一部分中定义的所有复数列构成的线性空间，则

B(a0, a1, a2, a3, . . . ) = (a1, a2, a3, . . . )

是一个线性变换，可以称为前移，也即将数列的每个元素向前移动一位 (a0 直接删除)。
这个线性变换的定义平平无奇，但我们如果进行特征系统的分析，就可以发现非常有趣的事。我们先

来求解其全部特征值与特征向量。

解答：
设

B(ak) = λ(ak)

展开可发现有

(a1, a2, a3, . . . ) = (λa0, λa1, λa2, . . . )

从而有

ai = λai−1, ∀i ∈ N+

因此，B 的特征值为全体复数，特征值 c 对应的特征向量为以 c 为公比的等比数列。类似上一部分

的做法可以验证，c 对应的特征子空间的基可以取为 {(ck)}，即一个第 k 个元素是 ck 的数列。

* 利用不同特征值特征向量线性无关，我们事实上构造了 V 中不可数个线性无关的向量。且它们仍然不构

成 V 的一组基：考虑 an = en2

，利用无穷大阶数超过任何等比数列可发现其不可被这些向量线性表示。

下面，我们用 B 进行原问题的求解。若将数列记为 x，数列满足

an+2 =
1

2
(an+1 + an)

事实上可验证其能写为

B2x =
1

2
Bx+

1

2
x

也即上一部分定义的

U = {x ∈ V | B2x =
1

2
Bx+

1

2
x}

这里 B2 表示 B 的复合，这里即重复作用两次，也就是前移两位。此外，B 左侧的数乘 1
2
满足(

1

2
B
)
x =

1

2
(Bx)

记 I 为所有数列映射到自身的单位映射，可将上式进一步写成

1

2
(2B2 − B − I)x = 0

这里线性映射的加减满足

(2B2 − B)x = 2B2x− Bx
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可以发现，x 左侧已经成为了 B 的多项式——由于乘法、数乘与求和都可以定义，一个线性变换的多项式
是完全可以定义的。这样完全类似矩阵乘法的形式让我们希望能做如下的分解(

B +
1

2
I
)
(B − I)x = 0

而根据乘法看作映射复合的定义，可以验证这确实是正确的。不仅如此，我们还可以验证一个线性变换的

多项式可交换，从而改写成

(B − I)
(
B +

1

2
I
)
x = 0

由于线性变换一定将 0 映射到 0，只要 (B − I)x = 0 或 (B + 1
2
I)x = 0，上式当然满足，而这两个式子分

别可以化为

Bx = x, Bx = −1

2
x

根据已经求解的特征方程，前者的一个解为全为 1 的数列 (pk)，后者的一个解为满足 qk = (− 1
2
)k 的 (qk)。

由于前两个元素可以完全确定满足递推的数列，与上一部分相同可验证 (pk) 与 (qk) 构成 U 的一组

基，因此可设所求数列为

λ(pk) + µ(qk)

由前两个元素分别为 0、 1
2
可以最终解出

λ =
1

3
, µ = −1

3
, ak =

1

3

(
1− (−1)k

2k

)
* 我们事实上证明了 Ker (2B2 −B − I) = Ker (2B+ I)⊕Ker (B − I)，在之后学到线性变换时，我们将分
析这件事是否一定成立。

17.4.3 最小二乘结构

最后，我们再来看一看实方阵内积的推广。期末考试第四题中，我们研究了如何通过正交投影构造空

间里与给定向量最接近的向量。

很显然，只要一个空间有距离的概念，我们就可以研究这样的问题。考虑 [0, 1] 上所有的实值连续函

数构成的集合，记为 C[0, 1]。以函数加法、数和函数的乘法作为加法和数乘，可以验证这确实构成一个线

性空间 (需要利用一点分析知识：连续函数进行加法、数乘后还是连续函数)。在很多不同情况下，我们都
需要考虑用简单函数逼近复杂函数的问题，因此在这个空间研究逼近是必要的。

那么，如何度量这个空间里两个函数的距离呢？就像欧氏空间那样，我们希望通过内积解决这个问题。

只要能定义合理的内积 ⟨f, g⟩，
√

⟨f − g, f − g⟩ 就是距离的度量。
我们希望一个内积 (看作 C[0, 1]×C[0, 1] 映射到一个实数的函数) 具有如下三个性质，下方 f, g 都代

表函数，λ 表实数：

• 正定性，也即 ⟨f, f⟩ ≥ 0，当且仅当 f = 0 时其为 0。很显然，只有有了这样的性质，
√
⟨f − g, f − g⟩

才是有意义的，也真的能刻画距离 (只有两个函数一样时为 0)。

• 对称性，也即 ⟨f, g⟩ = ⟨g, f⟩。这是源于内积的夹角刻画性质，即

cos θ = ⟨a, b⟩√
⟨a, a⟩ ⟨b, b⟩

我们不希望交换 a, b 位置后 “夹角” 的值会发生变化。

• 双线性性，也即
⟨f1 + f2, g⟩ = ⟨f1, g⟩+ ⟨f2, g⟩

⟨λf1, g⟩ = λ ⟨f1, g⟩
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作为线性空间上的映射，我们希望它对两个分量都是线性映射。这里保证了对第一个分量线性，再结

合对称性即可得到对两个分量都线性。

最常用的内积是所谓的 L2 内积，也就是

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f(x)g(x)dx

除了正定性的验证需要一定的分析知识外，其他两个性质都是容易验证的。

回到开始的问题。一个简单的例子是，怎样的一次函数可以在 C[0, 1] 中最好逼近 ex？
由定义，两个函数的距离是

√
⟨f − g, f − g⟩，我们就需要找到 a、b 使得∫ 1

0

(ex − ax− b)2dx

最小 (省略了根号，不影响最小性)。
验证可发现，所有的一次函数构成 C[0, 1] 的一个子空间，1, x 构成一组基，因此这个问题实际上也是

子空间 U 中寻找对 V 中某元素 f 的最优逼近，符合我们熟悉的最小二乘问题的形式。

我们希望，与最小二乘问题一样，此问题的解 fh ∈ U 有性质

∀g ∈ U, ⟨f − fh, g⟩ = 0

这样，考虑一组基就可以把此问题改写为∫ 1

0

(ex − ax− b)xdx = 0,

∫ 1

0

(ex − ax− b)dx = 0

直接计算积分可发现这是一个关于 a, b 的线性方程组，就易于求解了，事实上可以解出a = −6e+ 18

b = 4e− 10

对这个问题，上述结论确实是成立的，直接在要最小化的式子中对 a、b 求导就可以得到。那么，一

般情况还是否成立呢？答案是肯定的。

证明：
若 fh 使得 ⟨f − fh, f − fh⟩ 最小，假设还有 g ∈ U 使得 ⟨f − fh, g⟩ ̸= 0，则考虑 gh = fh + λg，利用

双线性性与对称性展开可得

⟨f − fh − λg, f − fh − λg⟩ = ⟨f − fh, f − fh⟩ − 2 ⟨f − fh, λg⟩+ ⟨λg, λg⟩

进一步得到

⟨f − fh − λg, f − fh − λg⟩ − ⟨f − fh, f − fh⟩ = −2λ ⟨f − fh, g⟩+ λ2 ⟨g, g⟩

由于 ⟨f − fh, g⟩ ̸= 0 且 ⟨g, g⟩ > 0 (g = 0 时 ⟨f − fh, g⟩ = 0)，利用二次函数最小值理论可发现存在
λ 使右侧小于 0，从而

⟨f − fh − λg, f − fh − λg⟩ < ⟨f − fh, f − fh⟩

于是 gh 的逼近误差更小，这就与最小性矛盾了。

反之，若 fh 使得对任何 g ∈ U 有 ⟨f − fh, g⟩ = 0，类似上方展开可发现对任何 g ∈ U 有

⟨f − g, f − g⟩ = ⟨f − fh, f − fh⟩+ 2 ⟨f − fh, fh − g⟩+ ⟨fh − g, fh − g⟩

由子空间封闭性 fh − g ∈ U，从而右侧的中间一项为 0，根据正定性即得

⟨f − g, f − g⟩ = ⟨f − fh, f − fh⟩+ ⟨fh − g, fh − g⟩ ≥ ⟨f − fh, f − fh⟩

从而 fh 是一个最优的逼近。
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事实上，我们还可以证明最优逼近若存在则唯一。

证明：
若 f1、f2 都是 f 在 U 中的最优逼近，由 f1 − f2 ∈ U 与上方已证可知

⟨f − f1, f1 − f2⟩ = 0, ⟨f − f2, f1 − f2⟩ = 0

两式作差即得到

⟨f1 − f2, f1 − f2⟩ = 0

因此 f1 = f2。

* 利用更深的理论可以证明，当 U 维数有限时，最优逼近一定存在唯一，但维数无限时可能并不存在。

* 一个与内积密切相关的概念是伴随，也就是，对给定的线性变换 A，满足 ⟨Aα, β⟩ = ⟨α,Bβ⟩ 的线性变换
称为 A 的伴随变换，这事实上是转置真正的来源。
* 和伴随密切相关的概念是对偶，对偶空间理论在多重线性代数中将发挥根本性的作用。

本节的内容是接下来要学习的知识在一般线性空间中版本的一个速览。可以发现，每一块内容事实上

都是从上学期的矩阵理论中抽象出来，而正如本讲义 17.2.3 所说，我们将研究的有限维部分也可以完全由
矩阵所表示——如何表示本身也是一块重要的学习内容。

在之后所有线性空间相关的学习中，希望大家能记住，我们本质还是在研究矩阵的理论，因此一切问

题都可以转化成矩阵论来解决。习题课讲义中，也将补充更多空间和矩阵相关结论的相互表示 (事实上，本
讲义第四章等内容已经进行了一些基础的讨论了，感兴趣的同学可以参考)。

十八 补充：直和与空间分解

由于线性空间的很多基本的定义、性质与向量空间基本相同，解释定义只需要很简单的叙述，与向量

空间相同的定理也无需再赘述证明。因此，本章主要以习题的形式给大家展现如何从抽象角度应用结论。

在进行本章的学习前，请大家熟悉本讲义 17.4.1 有关线性空间、线性相关、线性无关、线性表出 (注意这
三个概念对无穷多个向量的定义，此后线性表出简称表出)、基、子空间的定义。

§18.1 期中前整体规划

从这次习题课开始，我们就要从空间定义一路讲到空间视角的 Jordan 与有理标准形了。由于连这次
一共还有五次习题课，除去最后一次讲解复习题，我们还有四次课的机会进行这一套推导。实际上，推导

总共分为三个重要的部分，我们仍然将以本讲义 17.2.3 讨论的表示思路进行叙述。

• 线性空间：从什么是一个线性空间出发，解释抽象线性空间的定义，并给出从一个空间中构造其他空
间的方法：子空间、生成空间、交空间、和空间 (直和空间)、商空间。这些方法中，除了商空间是重
新定义了运算，其他都是保持子空间性质，继承原有的运算。

在有限维情况，我们需要知道上述空间的维数关系，此时列向量可以用于表示一般有限维线性空间

中向量的坐标，而可逆矩阵可以表示同一个有限维空间两组基的变换关系，与对应的坐标变换关系。

• 线性映射：从如何建立两个线性空间的关系出发，解释抽象线性映射的定义，并对应定义线性单射、
线性满射、线性同构，以刻画两个线性空间结构的关联。对于同构最重要的结论是第一同构定理，叙

述了如何从同态诱导出一个同构——而为了介绍它又需要自然引入核空间与像空间的概念。此外，我

们还将介绍之后用于线性映射与线性变换研究的最重要工具，限制映射，它可以通过控制问题的规

模以局部简化问题。

在有限维情况，我们可以得到第一同构定理与它能推出的第二、第三同构定理的维数版本。给定一组

基后，两个有限维空间之间的下线性映射可以用矩阵表示，而线性单射、线性满射、线性同构则对应
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列/行满秩与可逆。进行基变换时，线性映射的矩阵表示对应关系是相抵，于是相抵标准形可以看作
给线性映射找一组最好的基。最后，限制映射本质上对应某种分块三角阵，因此用限制映射操作事实

上与矩阵分块具有相同原理。

最后，同样两个空间之间的线性映射可以进行线性组合，而一个的陪域等于另一个的定义域的两个

线性映射可以进行复合，这恰好对应矩阵的加法、数乘与乘法。

• 线性变换：从一个空间到自身的线性映射出发，考察抽象线性变换能进行怎样的描述。由于线性变换
可以与自身复合，我们可以谈论它的多项式，而所有一次多项式的核空间则对应了特征系统，也即特

征值与特征向量 (准确来说是相应的特征子空间)。

在有限维情况，线性变换对应的矩阵表示是方阵，而进行基变换时线性变换的矩阵表示对应关系是

相似，于是相似标准形可以看作给线性变换找一组最好的基。

为了进行构造，我们需要进行两层分解，一层是根子空间分解，另一层是循环子空间分解，而这两层

分解都需要基于根据限制映射定义出的不变子空间概念。利用这些工具，我们最终可以得到复方阵

相似的 Jordan 标准形与一般数域上方阵相似的有理标准形。

总的来说，对前半学期内容的一个理解是，我们对线性空间、线性映射与线性变换的讨论是为了推广

矩阵理论，而在有限维的讨论则是通过语言转换以解决矩阵相似标准形问题。

§18.2 维数与坐标

18.2.1 基本结论

首先，仿照向量空间，我们可以谈论一个一般线性空间的维数。由于线性代数并不强制大家对集合的

势 (可数、不可数等) 有概念，我们只叙述维数有限情况下的定义。
若一个线性空间 V 存在一组个数有限的基 α1, . . . , αn，则称它为一个有限维线性空间，它的维数为 n，

记作 dimV = n (若 V 只包含零向量，我们认为空集构成它的一组基，维数为 0，仍然算作有限维线性空
间)。若不存在，则称为无穷维线性空间。很显然，想要此定义合理，我们需要证明任何一组基个数相同。

证明：
与向量空间完全相同，利用未知数个数比方程个数多的齐次线性方程组一定有非零解可以证明，若

向量组 βi, i ∈ I 能被向量组 γ1, . . . , γn 表出，则 βi, i ∈ I 中不可能存在 n+ 1 个线性无关的向量。

由此，由于 V 能被 α1, . . . , αn 表出，V 中不可能存在 n+ 1 个线性无关的向量，因此另一组基个数

至多为 n，设它为 κ1, . . . , κm，有 m ≤ n。由于 α1, . . . , αn 能被 κ1, . . . , κm 表出，再次根据上方结

论可知 n ≤ m，综合 m ≤ n 得到 m = n。

* 一般的线性空间是否存在基与维数？如果认为选择公理成立，那么基一定存在，且仍然有 “任何一组基
个数相同” 的结论，从而可以定义维数。不过，由于这些理论需要的数学背景过于抽象，即使真的在泛函
分析这样关心无穷维线性空间的课程中，我们也很少会谈论无穷维空间的维数。本门课程中，我们默认线

性空间一定存在一组基。

为了展示无穷维空间的确比有限维 “更大”，我们有如下结论：对 K 上的无穷维线性空间 V，任意给

定 n ∈ N，V 存在一个 n 维的子空间。

证明：
当 n = 0 时，取 {0} 作为子空间即成立。下面假设存在 k 维子空间 U，证明存在 k + 1 维子空间。

取出 U 的一组基 α1, . . . , αk，由定义它们线性无关，若它们能表出 V 的所有向量，则根据定义它们

也是 V 的一组基，与 V 不存在有限基矛盾，因此一定有向量 β 不能被它们表出，进一步与向量空

间时完全相同可验证 α1, . . . , αk, β 线性无关。

考虑集合

{u+ bβ | b ∈ K, u ∈ U}
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利用定义与子空间 U 的封闭性可验证此集合构成 V 的子空间，且其中元素由 α1, . . . , αk, β 表出 (U
可由 α1, . . . , αk 生成)，由此可知 α1, . . . , αk, β 构成此空间一组基，这就是符合要求的子空间。

在刚才的讨论中，我们可以发现，直观来说，只要有一些向量，我们就可以用它们生成一个子空间，使

得这个子空间的元素都可以被这些向量表出。基于这个感受，我们给出生成线性空间的两个等价定义。设

V 是一个 K 上的线性空间，αi, i ∈ I 是 V 中的向量组，我们称它们生成的线性空间为能被此向量组线性

表出的所有向量集合，或所有包含此向量组的 V 的子空间中最小的一个，并记为

⟨αi, i ∈ I⟩

* 这里包含向量组意味着每个元素都被包含，不考虑重复。
* 回顾本讲义 14.1.2，最小是指任何包含此向量组的 V 的子空间都包含 ⟨αi, i ∈ I⟩。

我们下面来证明第一个定义所得到的集合确实是一个 V 的子空间，且符合第二个定义。这样，由于

第二个定义对应的子空间至多唯一 (互相包含的集合是相等的)，就能得到第二个定义得到的子空间也符合
第一个定义，于是两个定义等价。

证明：
我们将第一个定义形式上写为 (n = 0 时认为对应的元素为 0){

λ1αi1 + · · ·+ λnαin | n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I, λ1, . . . , λn ∈ K
}

先验证这的确是一个线性空间。假设两个元素分别写为 (λi、µi 是 K 中元素，αi 都是 V 中向量)

λ1αi1 + · · ·+ λnαin , µ1αj1 + · · ·+ µmαjm

它们的和即为

λ1αi1 + · · ·+ λnαin + µ1αj1 + · · ·+ µmαjm

由于这仍然符合生成空间中元素的定义 (n+m 个仍然为有限个元素)，因此仍然在生成空间中。
另一方面，λ1αi1 + · · ·+ λnαin 数乘 λ 的结果为

(λλ1)αi1 + · · ·+ (λλn)αin

这也符合生成空间中元素的定义，由此得到生成空间确实是一个子空间。

接下来验证任何包含 αi, i ∈ I 的线性空间都包含这个空间。利用对数乘的封闭性，对任何 αi1 , . . . , αin

与 λ1, . . . , λn ∈ K，包含 αi, i ∈ I 的子空间都应包含

λ1αi1 , . . . , λnαin

再利用对加法的封闭性，即可得到它包含

λ1αi1 + · · ·+ λnαin

这就得到了包含关系。

* 当向量组元素个数有限时，生成空间可以写为

⟨α1, . . . , αn⟩ =
{
λ1α1 + · · ·+ λnαn | λ1, . . . , λn ∈ K

}
这是因为若选取的 αik 少于 n 个，可以视为其他 λi 取 0。
* 利用定义可发现，原向量组的极大线性无关组构成生成空间的一组基。



十八 补充：直和与空间分解 75

接下来就该谈论坐标了。正如 Rn 中一样，坐标是一种用数组表示向量的手段。必须强调，我们只在有

限维线性空间中谈论坐标，不考虑无穷维的情况。给定 K 上 n 维线性空间 V 的一组基 S = {α1, . . . , αn}，
坐标是指如下 V 到 Kn 的映射 πS：

πS(λ1α1 + · · ·+ λnαn) = (λ1, . . . , λn)
T

根据基的定义，任何 V 中向量都可以写为 λ1α1 + · · ·+λnαn，而利用线性无关性可知此表示是唯一的 (证
明与向量空间中相同)，因此 πS 的确是 V 上的映射。事实上，它还是一个双射。

证明：
先证明满射。对任何 (λ1, . . . , λn)

T ∈ Kn，利用线性空间的封闭性可知 λ1α1 + · · · + λnαn 一定是 V

中元素，这就找到了原像。

再证明单射。若 πS(β) = πS(γ) = (λ1, . . . , λn)
T，可知

β = λ1α1 + · · ·+ λnαn = γ

从而即得单射。

因此，坐标是向量到数组的一一对应。我们将 πS(β) 记为 βS (注意这是 Kn 中元素)，应有形式乘法

β = SβS

这里 S = (α1, . . . , αn) 是将基中每个向量作为元素拼成的行向量，βS = (µ1, . . . , µn)
T 为列向量，根据矩

阵乘法的形式定义即有右侧为

µ1α1 + · · ·+ µnαn = β

我们必须补充一些说明：

• 之所以叫形式乘法而不是一般的矩阵乘法，是因为这里的 S 未必是矩阵，例如考虑 R[x]3 (三次以下
实系数多项式) 时，1、x、x2 构成一组基，于是 3x2 + 2x+ 1 对应的坐标为 (1, 2, 3)T，形式乘法为

3x2 + 2x+ 1 =
(
1 x x2

)
1

2

3


• 当 S 为向量空间的基，也即一些列向量时，上述的形式乘法即成为真正的矩阵乘法，例如考虑 R3 中

(1,−1, 2)T 与 (1, 1, 1)T 生成的子空间，并以此两向量作为一组基，则计算可发现 (3,−1, 5)T 对应的

坐标为 (2, 1)T，形式乘法为 
3

−1

5

 =


1 1

−1 1

2 1


(
2

1

)

• 从现在起，我们谈论的基都是指 S = (α1, . . . , αn) 的形式行向量形式，而不再是 {α1, . . . , αn} 的
集合形式，这是因为我们需要关心顺序。例如，在基 (α1, α2, α3) 下坐标为 (1, 2, 3)T 的元素，在基

(α1, α3, α2) 下坐标应为 (1, 3, 2)T。改变基的顺序会导致坐标改变，而之后定义的基变换矩阵、坐标

变换矩阵、线性映射的矩阵表示等也会对应改变。

• 形式乘法最重要的性质是结合律仍然满足，这与矩阵乘法的结合律验证方式完全相同。事实上，它们
的本质都是映射复合具有结合律，而形式乘法只是定义了某种满足线性关系的映射而已，我们将在

之后介绍矩阵表示时具体谈论。除此以外，其分配律、与数乘可交换等也仍然成立，与矩阵情况验证

相同。
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就如向量空间时的结论一样，一个线性空间往往可以有无穷多组不同的基。由定义任何一组基都可以

表出全空间，因此若给定 K 上 n 维线性空间 V 的一组基 S = (α1, . . . , αn)，对向量组 T = (β1, . . . , βn)，

一定存在唯一 K 上 n 阶方阵 C 使得

T = SC

更进一步地，T 也是 V 的一组基当且仅当 C 可逆。

证明：
将此形式乘法展开也即 (设 C 第 i 行第 j 列即 cij)

∀i = 1, . . . , n, βi =
n∑

j=1

cjiαj

而由于 βi 一定可以写成 α1 到 αn 的线性组合，表示一定存在。另一方面，由基的线性无关性任何向

量表示唯一，因此 cji 唯一确定。

我们下面用形式乘法来证明 T 是一组基当且仅当 C 可逆。考虑 n 维 K 上列向量 x，则由于 T 个数

等于维数，与向量空间类似可证明它构成一组基当且仅当线性无关，也即 Tx = 0 只有零解。

将其写为 SCx = 0，由形式乘法结合律即 S(Cx) = 0，利用 S 线性无关可知这当且仅当 Cx = 0。由

此，T 构成一组基当且仅当 Cx = 0 只有零解，利用 Cramer 法则即得这等价于 C 可逆 (注意 C 是

K 上的方阵，Cx 就是通常意义矩阵乘法)。
当 T 也是 V 的一组基时，我们将 C 称为 S 到 T 的过渡矩阵。如之前所证，它一定是一个可逆矩阵。

假设 α 在 S、T 下的坐标分别为 αS、αT，我们即得到了三个等式

T = SC, α = SαS = TαT

由此将 T = SC 代入可得

SαS = SCαT

利用 S 的线性无关性，此式成立当且仅当

αS = CαT

因此

αT = C−1αS

也即更换基时坐标的变换可看作左乘过渡矩阵的逆。

* 此过程里我们可以看出形式乘法的好处，它避免了复杂的中间计算，而是通过已经证明的矩阵乘法结合
律直接得到了等量关系。

* 另一个与上学期相同过程可以得到的结论是，有限维线性空间中个数与维数相等的线性无关向量组一定
为基。

18.2.2 例题

以下 C(R) 表示 R 上所有连续函数构成的 R 上线性空间，其他记号如本讲义 17.4.1。

1. 证明对 A ⊂ R，C(R) 中的向量集合 (x 为函数自变量)

S = {sin(ax) | a ∈ A}

线性无关当且仅当不存在 a, b ∈ A 使得 a+ b = 0。

* 由此可知 C(R) 是无限维的。

2. 假设 n > 1，以下哪些矩阵集合是 n 阶实方阵空间 Rn×n 的子空间？若是，给出它的基与维数。
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(a) 实对称方阵；

(b) 实斜对称方阵；

(c) 对角阵；

(d) 上三角方阵；

(e) 满足 A2 = O 的方阵；

(f) 满足 detA = a 的方阵 (a ∈ R 给定)；

(g) 秩小于等于 r 的方阵 (0 ≤ r ≤ n 给定)；

(h) 满足 trA = a 的方阵 (a ∈ R 给定)；

(i) 所有特征值都是实数的方阵；

(j) 可以相似对角化的方阵；

(k) 与 A 可交换的方阵 (A ∈ Rn×n 给定，本小问不要求给出基与维数)；

(l) A 的多项式 (A ∈ Rn×n 给定，可假设其 Jordan 标准形已知)。

3. 已知 V 是 C 上的线性空间，并将其上的加法记为 a+ b、数乘记为 λ · a。在集合 V 上定义新的加法

⊕ 满足
∀a, b ∈ V, a⊕ b = a+ b

R 上数乘 ⊙ 满足
∀λ ∈ R, a ∈ V, λ⊙ a = λ · a

证明此时的 V (记作 VR)构成 R上的线性空间。若 V 是 C上的 n维线性空间，一组基为 α1, . . . , αn，

确定 VR 的维数与一组基。

4. 设 V 是 K 上的线性空间，证明当且仅当 V 是有限维线性空间时，U 是 V 的子空间且 U 的一组基

到 V 的一组基存在双射可推出 U = V。

5. 设 V 是 K 上的线性空间，且 α1, . . . , αn 线性无关，对给定 λ ∈ K，求

α1 + λα2, α2 + λα3, . . . , αn−1 + λαn, αn + λα1

生成的线性空间的维数与一组基。

6. 在 C(R) 中，证明向量集合

S = {1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, sin 3x, cos 3x}

T = {sin2 x, sinx cosx, cos2 x, sin3 x, sin2 x cosx, sinx cos2 x, cos3 x}

是同一个子空间的一组基，并给出 S 到 T 的过渡矩阵与 sin 4x
sin x
、 sin 4x

cos x 在 S、T 下的坐标 (这里分母
为 0 处以极限定义)。

7. 在 R[x]n 中，对 a ∈ R，证明 1, (x− a), . . . , (x− a)n−1 为一组基，并求其到 1, x, . . . , xn−1 的过渡矩

阵。
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18.2.3 解答

1. 先说明存在 a, b ∈ A 使得 a+ b = 0 时线性相关。若 a = b = 0，sin 0x = 0 ∈ S，也即 S 中有零向量，

线性相关；否则存在非零 a 使得 sin ax、sin(−a)x 都在 S 中，而 sin ax+ sin(−a)x = 0，从而线性

相关。

若不存在 a, b ∈ A 使得 a+ b = 0，可发现 A 中无 0，且对任何不同的 a, b ∈ A，a2 ̸= b2，下面以此

出发得到结论。

要说明 S 线性相关，只要说明任何有限子集线性相关。考虑写成形式行向量的子集 (a1, . . . , an ∈ A

互不相同)
T = (sin a1x, . . . , sin anx)

要证其线性无关只需证明 Tα = 0 对 α ∈ Rn 只有零解。

若 Tα = 0 成立，将此式求导成为

(a1 cos a1x, . . . , an cos anx)α = 0

再求导得到

(−a21 sin a1x, . . . ,−a2n sin anx)α = 0

上式又可以写成 (两侧同乘 −1 消去负号)

T


α1

. . .
αn



a21
...
a2n

 = 0

类似将 Tα = 0 写成

T


α1

. . .
αn



1
...
1

 = 0

更进一步地，对 (−a21 sin a1x, . . . ,−a2n sin anx)α = 0 再求两阶导，可以得到

T


α1

. . .
αn



a41
...
a4n

 = 0

同理，通过求导，右侧的 4 次方可以换成任何 2n 次方。我们考虑 0、2、4 直到 2n− 2 次方，并按

列拼成矩阵，可得 (右侧是一个 n 个元素全为 0 的形式行向量)

T


α1

. . .
αn



1 a21 . . . a2n−2

1

1 a22 . . . a2n−2
2

...
...

...
...

1 a2n . . . a2n−2
n

 = 0

由条件 a21 到 a2n 互不相同，因此利用 Vandermonde 行列式知第二个矩阵可逆，从而同时右乘其逆
得到

T


α1

. . .
αn

 = 0
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而这就意味着 α1 sin(a1x) = α2 sin(a2x) = · · · = αn sin(anx) = 0，由于 a1 到 an 非零即得所有 αi 为

0，得证。

* 这样的形式乘法写法可以让此题过程简洁很多，但需要想清楚过程，尤其是 “拼成矩阵” 一步，本
质是用了分块乘法 AB = A(β1, . . . , βn) = (Aβ1, . . . , Aβn)，由于分块乘法相关的结论只利用乘法定

义就可以证明，这一结论对形式矩阵乘法仍然成立。

* 为什么能想到求两阶导？这里给出一个更本质的解释，大家可以在学完线性变换后回看。考虑所有
可以求任意多次导数的函数构成的集合 V，可直接验证这是一个线性空间，而求两阶导 f → f ′′ 是

其上的线性变换，将此变换记为 C。直接计算可以发现，a 非零时所有 sin ax 都是 C 的特征向量，对
应的特征值为 −a2。由此，若 A 中不存在 a+ b = 0，S 中所有元素是 C 不同特征值的特征向量，因
此线性无关 (证明可见本讲义 17.4.2，大家可以思考如何用形式乘法重写本讲义 17.4.2 的证明)。

2. 我们以本题为例介绍子空间的验证方法与基、维数的求法。首先，如本讲义 17.4.1 所说，由于子空
间的运算遵循原空间的运算，八条性质自动满足，验证子空间只需考虑封闭性，也即加法、数乘仍在

其中 (零元和逆元的存在性可以通过封闭性推得)。另外，线性空间中一定有零元素，因此若 O 不在

子集中，子集不可能构成子空间，这就可以排除大部分情况 (需要证明不是子空间的题目往往都是对
数乘封闭的，一般需要通过加法构造反例)。

对于基和维数，根据定义，必然先找到基后确定维数，因此核心难点在于确定一组基。一般来说，如

果子空间是由原空间进行一些限制得到的，考虑坐标时其往往会成为某个齐次线性方程组的解空间，

因此可以通过线性方程组思路确定基与维数。当然，如果能直接看出一组能生成全空间的线性无关

的向量，问题自然也可以解决。以下用 Eij 表示第 i 行第 j 列是 1，其他是 0 的 n 阶方阵，省略较

直接的验证过程。

(a) 是子空间。直接验证两个实对称方阵的和还是实对称方阵、实对称方阵数乘还是实对称方阵即
可。实对称方阵的限制 A = AT 可以看作 n(n−1)

2
个独立的线性方程 aij = aji, 1 ≤ i < j ≤ n，由

此可发现 E11, . . . , Enn 与 Eij + Eji, 1 ≤ i < j ≤ n 构成一组基，维数为 n(n+1)
2
。

(b) 是子空间。直接验证两个实斜对称方阵的和还是实斜对称方阵、实斜对称方阵数乘还是实斜对称
方阵即可。实斜对称方阵的限制 A = AT 可以看作 n(n+1)

2
个独立的线性方程 a11 = · · · = ann =

0，aij = −aji, 1 ≤ i < j ≤ n，由此可发现 Eij −Eji, 1 ≤ i < j ≤ n 构成一组基，维数为 n(n−1)
2
。

(c) 是子空间。直接验证两个对角阵的和还是对角阵、对角阵数乘还是对角阵即可。对角阵的限制
也即要求对角元之外的元素全为 0，由此可发现 E11, . . . , Enn 构成一组基，维数为 n。

(d) 是子空间。直接验证两个上三角阵的和还是上三角阵、上三角阵数乘还是上三角阵即可。上三
角阵的限制也即要求对角线以下的元素全为 0，由此可发现 Eij , 1 ≤ i ≤ j ≤ n 构成一组基，维

数为 n(n+1)
2
。

(e) 不是子空间。计算可发现 E2
12 = E2

21 = O，但 (E12 + E21)
2 = E11 + E22 ̸= O。

(f) 不是子空间。当 a 不为 0 时，通过 O 不在其中可知不是线性空间。当 a = 0 时，由于 n > 2，

detE11 = det(I − E11) = 0，而 det I ̸= 0，从而不构成子空间。

(g) 当且仅当 r = 0或 n时为子空间。当 r = 0时只有 O，从而是子空间，维数为 0；当 r = n时包含

全部 n阶方阵，从而是子空间，基为所有 Eij，维数为 n2。对其他情况，设 Ar = E11+ · · ·+Err，

则 rankAr = r ≤ r，rankEr+1,r+1 = 1 ≤ r，rank(Ar +Er+1,r+1) = rankAr+1 = r + 1 > r，从

而不构成子空间。

(h) 当且仅当 a = 0 时为子空间。当 a 不为 0 时，通过 O 不在其中可知不是线性空间。当 a = 0

时，限制是一个线性方程 a11 + · · ·+ ann = 0，由此可发现 Eij , i ̸= j 与 E11 −Ekk, k = 2, . . . , n

构成一组基，维数为 n2 − 1。
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(i) 不是子空间。计算特征多项式可发现，E12 与 −E21 的特征值都全为 0，而 E21 −E21 的特征值

为 n− 2 个 0 与 ±i，从而不构成子空间。

(j) 不是子空间。由于 E11 + E12 与 E22 + E12 都满足 0 的代数重数、几何重数为 n − 1，1 的代
数重数、几何重数为 1，它们都可以相似对角化，而 E11 + E22 + 2E12 利用特征方阵计算可知

Jordan 标准形为 n− 2 个特征值 0 的一阶 Jordan 块与 1 个特征值 1 的二阶 Jordan 块，因此
不可相似对角化，从而不构成子空间。

(k) 是子空间。AB = BA、AC = CA 则 A(B + C) = AB + AC = BA + CA = (B + C)A，且

A(λB) = λAB = (λB)A。在 A 不可对角化时，此子空间基和维数的确定往往非常困难。

(l) 是子空间。直接验证 A 的多项式的和还是 A 的多项式、A 的多项式数乘还是 A 的多项式即可。

我们将在之后学习线性变换的最小多项式时解决其基与维数的问题。

3. 先说明封闭性，加法的封闭性由 V 加法的封闭性得到，而由于 R ⊂ C，λ ⊙ a = λ · a 一定还在 VR

中。接着，VR 加法与数乘的性质验证是直接的，因为可以直接从 V 的加法、数乘性质得到，这就得

到了它构成一个线性空间。

* 虽然上面的验证看起来非常废话，但仍然是必要的。数学上有时会称这种旧 “东西” 上通过等号直
接定义出的新 “东西” 方式叫做诱导——这是一种叫法而非严谨的数学名词——出于等号，诱导往往
能保持原本 “东西” 的部分性质，但有些性质会存在区别，例如下面所说的基与维数。

由于 C 作为 C 上线性空间是一维，基可以取 1，作为 R 上线性空间是二维，基可以取 1、i，我们可
以猜测维数会变为 2n。与之前类似，我们仍然希望找到其一组基，而上述构造方式则带来了对基的

猜测 (注意 i · α 不能写为 i⊙ α，因为 ⊙ 要求左边的数是实数)：

α1, . . . , αn, i · α1, . . . , i · αn

下面说明它们的确是 VR 的一组基，从而其维数为 2n。

• 线性无关性
若存在实数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn 使得 (由于加法完全相同，我们不再区分 + 与 ⊕，这里实际上
都是 ⊕)

n∑
k=1

ak ⊙ αk +

n∑
k=1

bk ⊙ (i · αk) = 0

利用 ⊙ 的定义，我们可以将上式化为
n∑

k=1

ak · αk +
n∑

k=1

bk · (i · αk) = 0

进一步利用 V 的数乘结合律、分配律可得

n∑
k=1

(ak + bki) · αk = 0

由 α1, . . . , αn 为 V 的基可知所有 ak + bki 都为 0，而由于 ak、bk 为实数即得所有 ak = bk = 0，

得证。

• 能表出所有向量
利用 α1, . . . , αn 为 V 的基可知对任何向量 α，存在复数 c1, . . . , ck 使得

α =
n∑

k=1

ck · αk
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设 ck = ak + bki，其中 ak、bk 为实数，与上方完全相同计算可知

α =
n∑

k=1

ak ⊙ αk +
n∑

k=1

bk ⊙ (i · αk)

这就说明了 VR 任何向量都可被这 2n 个向量表出。

4. 若 V 是有限维空间，其基的个数即为维数，而利用映射知识可知两个有限集存在双射当且仅当元

素个数相等 (虽然这个结论很直观，我们仍然将在下一次习题课证明它)，从而条件化为 U ⊂ V 且

dimU = dimV。考虑 U 的一组基 α1, . . . , αk，若它们不是 V 的基，则 V 中还存在不能被它们线性

表出的向量 β，利用上学期知识可知 α1, . . . , αk, β 线性无关，与 dimV = k 矛盾。

利用类似希尔伯特旅店的思路 (每个元素映射到后一个元素，事实上需要先取出可数子集，这部分
本课程不作要求) 可以证明无穷集合 S 去掉一个元素后与自身存在双射。由此，设 V 的一组基为

S = {αi | i ∈ I}，去掉其中任何一个 α0，剩余的基生成子空间为 U，则 S\{α0} 构成 U 的一组基，

它与 V 的一组基存在双射，但根据基的线性无关性可知 α0 不能被其他基生成，从而 U ̸= V。

* 这题揭示了无穷维线性空间与有限维的某种本质区别：不再能通过某种 “维数计算” 确定相等，讨
论线性映射时，我们还将再次谈论。

5. 这个向量组可用形式乘法写为

(α1, . . . , αn)


1 λ

. . . . . .
1 λ

λ 1


由此，根据过渡矩阵知识，它们构成 V 的一组基当且仅当矩阵可逆。直接计算其行列式为 (−λ)n−1，

由此 λ ∈ K 且 λn ̸= (−1)n 时它们生成的线性空间就是 V，全部向量构成一组基。

若 λn = (−1)n，这 n 个向量线性相关。下面证明前 n− 1 个向量线性无关，这样就得到了它们的一

个极大线性无关组，从而生成线性空间 n− 1 维，前 n− 1 个向量构成其一组基。

考虑方程
n−1∑
i=1

λi(αi + λαi+1) = 0

由于 a1 前的系数为 λ1，由 α1, . . . , αn 线性无关可知必然 λ1 = 0，再考虑 λ2, λ3, . . .，以此类推可得

到所有 λi 均为 0，从而线性无关。

6. 我们先证明 S 的线性无关。这里引用两个分析中的结论，首先，对 S 中任何两个不同函数 f(x)、g(x)

有 (这个结论称为三角函数系的正交性) ∫ π

−π

f(x)g(x)dx = 0

其次，一个非负连续函数在 [−π, π] 积分为 0 当且仅当其在 [−π, π] 恒为 0。

将 S 中的向量记为 f1(x), . . . , f7(x)，设
∑7

i=1 λifi(x) = 0，则同平方并积分有∫ π

−π

( 7∑
i=1

λifi(x)

)2

dx = 0

展开平方，由于所有交叉项积分都为 0，可以改写左侧为
7∑

i=1

λ2
i

∫ π

−π

f2
i (x)dx = 0
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而由于 fi(x) 均非零，平方积分均非零，因此只能所有 λ2
i 为 0，也即所有 λi 为 0，从而得到线性无

关。

利用三角函数知识直接计算可以得到

T = SP, P =



1
2

0 1
2

0 0 0 0

0 0 0 3
4

0 1
4

0

0 0 0 0 1
4

0 3
4

0 1
2

0 0 0 0 0
1
2

0 − 1
2

0 0 0 0

0 0 0 − 1
4

0 1
4

0

0 0 0 0 − 1
4

0 1
4


直接展开计算行列式可验证 P 可逆，从而 T 构成一组基，P 就是 S 到 T 的过渡矩阵。

利用三角函数知识得

sin 4x
sinx = 4 cosx(cos2 x− sin2 x) = −4 cosx sin2 x+ 4 cos3 x

sin 4x
cosx = 4 sinx(cos2 x− sin2 x) = −4 sin3 x+ 4 sinx cos2 x

从而二者在 T 下的坐标为 (0, 0, 0, 0,−4, 0, 4)T、(0, 0, 0,−4, 0, 4, 0)T，再左乘 P 就得到 S 下的坐标

为 (0, 0, 2, 0, 0, 0, 2)T、(0,−2, 0, 0, 0, 2, 0)

7. 我们先证明推广的结论：若 R[x]n 中 n 个向量构成的向量组满足 0, 1, . . . , n− 1 次多项式各一个，则

其构成一组基。

这里介绍两种证明方式 (事实上它们本质是相同的)：

• 由于向量组个数等于空间维数，只要证明线性无关即构成一组基。设其中次数为 k 的多项式为

fk(x)，考虑方程

λ0f0(x) + · · ·+ λn−1fn−1(x) = 0

若 λi 不全为 0，设下标最大的非零元素为 λk，则可发现左侧的 k 次项只有 λkfk(x) 有，因此

由 fk(x) 为 k 次多项式可知非零，矛盾，从而得证。

• 设其中次数为 k 的多项式为 fk(x)，标准基为 1, x, . . . , xn−1，可写出形式乘法

(f0(x), . . . , fn−1(x)) = (1, x, . . . , xn−1)P

由于次数要求，可发现 P 的对角元非零，且其下三角部分均为 0，由此其为对角元非零的上三
角阵，从而知可逆，因此 f0(x), . . . , fn−1(x) 构成一组基。

接下来计算过渡矩阵。设过渡矩阵为 Q，由定义其应满足

(1, x, . . . , xn−1) = (1, x− a, . . . , (x− a)n−1)Q

这里介绍一个相对技巧性 (而不用直接计算矩阵逆的) 的手段。由于两侧都为 x 的多项式，代入

x = y + a 仍然成立，从而可以得到

(1, y + a, . . . , (y + a)n−1) = (1, y, . . . , yn−1)Q

由此直接展开对比系数可以得到 Q 的第 i 行第 j 列元素 qij 满足

qij =

0 i > j

Ci−1
j−1a

j−i i ≤ j



十八 补充：直和与空间分解 83

* 补充一个与第五题证明方法类似可得到的重要结论：若 S = (α1, . . . , αn) 线性无关，向量组 T =

(β1, . . . , βm) 可以用形式乘法写为

T = SP

这里 P 为 n×m 阶矩阵，则 T 线性无关当且仅当 P 列满秩。

证明：
T 线性无关当且仅当 Tx = 0 对列向量 x 只有零解，这又等价于 SPx = 0 只有零解，而根据 S 的

线性无关性可知 SPx = 0 等价于 Px = 0，从而最终等价为 Px = 0 只有零解，由解空间维数定理即

知这等价于 P 列满秩。

§18.3 直和

18.3.1 交空间与和空间

第一节中，我们介绍了线性空间、子空间与生成空间的概念，并给出了基的定义与有限维时维数的定

义。接下来，我们的证明将遵循以下原则：对无限维线性空间也成立的结论不通过维数计算证明 (例如第
一同构定理等)，无限维时无需取出一组基证明的结论不通过取基证明 (这意味着此结论的成立不依赖选择
公理)。

就像集合中可以考察交集、并集等 “用两个子集构造出新的子集” 概念，线性空间中也可以考察从给
定的子空间中构造新的子空间。最简单的方式是所谓交空间，也就是，对 K 上线性空间 U 与子空间 V、

W，其交集 V ∩W 也是 K 上的子空间，称为交空间。

证明：
注意到验证子空间只需验证封闭性即可，即可以进行简单的验证：若 a, b ∈ V ∩W，由 a, b ∈ V 可知

a+ b ∈ V，同理 a+ b ∈ W，从而 a+ b ∈ V ∩W。若 a ∈ V ∩W，λ ∈ K，由 a ∈ V 可知 λa ∈ V，

同理 λa ∈W，从而 λa ∈ V ∩W。
不过，虽然它是线性空间的验证是简单的，它的计算往往是一个相对困难的问题。我们先考虑向量空

间 Kn 中，若已知子空间 V 的一组基 α1, . . . , αs、W 的一组基 β1, . . . , βt，如何计算 V ∩W 的一组基呢？

解答：
根据定义，当且仅当存在 K 中的 λ1, . . . , λs 与 µ1, . . . , µt

γ =
s∑

i=1

λiαi =
t∑

j=1

µjβj

时，γ ∈ V ∩W。我们将中间的等号重新写成

s∑
i=1

λiαi −
t∑

j=1

µjβj = 0

将 λ1, . . . , λs、µ1, . . . , µt 看作未知数，这是一个 t+ s 个未知数、n 个方程的线性方程组。

在上学期我们已经学到，可以通过消元构造出它的一个基础解系，假设其中有 r 个解，分别为

λ
(1)
1 , . . . , λ(1)

s , µ
(1)
1 , . . . , µ

(1)
t

λ
(2)
1 , . . . , λ(2)

s , µ
(2)
1 , . . . , µ

(2)
t

...

λ
(r)
1 , . . . , λ(r)

s , µ
(r)
1 , . . . , µ

(r)
t
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我们只考虑前 s 个分量，并用 V 的基将它们重组为

s∑
i=1

λ
(1)
i αi,

s∑
i=1

λ
(2)
i αi, . . . ,

s∑
i=1

λ
(r)
i αi

下面说明这 r 个向量就是交空间的一组基。

– 线性无关性
若它们线性相关，也即有非零的 c1, . . . , cr 使得

r∑
k=1

ck

s∑
i=1

λ
(k)
i αi = 0

利用分配律与结合律交换求和次序，将求和改写为

s∑
i=1

( r∑
k=1

ckλ
(k)
i

)
αi = 0

由于所有 αi 线性无关，这就可以得到

∀i = 1, . . . , s,
r∑

k=1

ckλ
(k)
i = 0

另一方面，利用基础解系都为解可知

s∑
i=1

λ
(k)
i αi =

t∑
j=1

µ
(k)
j βj

从而有
r∑

k=1

ck

t∑
j=1

µ
(k)
j βj = 0

同理交换求和次序并利用所有 βj 线性无关得到

∀j = 1, . . . , t,
r∑

k=1

ckµ
(k)
j = 0

将两式结合可发现
r∑

k=1

ck(λ
(k)
1 , . . . , λ(k)

s , µ
(k)
1 , . . . , µ

(k)
t ) = 0

但根据基础解系的线性无关性可知只能所有 ck 全为 0，矛盾。

– 能表出所有向量
对任何 γ ∈ V ∩W，上方已经说明有

γ =
s∑

i=1

λiαi =
t∑

j=1

µjβj

利用基础解系的定义，一定存在 c1, . . . , ck ∈ K 使得

(λ1, . . . , λs, µ1, . . . , µt) =
r∑

k=1

ck(λ
(k)
1 , . . . , λ(k)

s , µ
(k)
1 , . . . , µ

(k)
t )

由此即有

∀i = 1, . . . , s,
r∑

k=1

ckλ
(k)
i = λi

从而类似证明线性无关性时操作求和计算可发现

γ =
s∑

i=1

λiαi =
r∑

k=1

ck

s∑
i=1

λ
(k)
i αi
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虽然证明过程比较复杂，尤其是在证明线性无关时需要一些对求和的细节操作，但最终得到的算法还

是非常明确的：以 (α1, . . . , αs,−β1, . . . ,−βt) 作为系数矩阵 (由于 −β1, . . . ,−βt 也是 W 的基，事实上可

以去掉负号) 求解线性方程组，并将一个基础解系的前 s 个分量作为线性组合系数组合 α1, . . . , αs，得到

的就是交空间的基。

对一般的有限维线性空间如何进行计算呢？最直观的做法是，取定 U 的一组基 S，将 V、W 的基都

写为 S 下的坐标，与上相同即可得到交空间的基的坐标，再用坐标的定义即可通过 S 还原出向量。不过，

有的时候，在一般线性空间中，由于 V、W 的定义，它们的交集可能容易直接确定，这时算出交集再取基

也是可行的做法。

与集合不同的是，直接将两个子空间取并往往得不到线性空间：考虑 R2 的子空间
〈
(1, 0)T

〉
、
〈
(0, 1)T

〉
，

可发现 (1, 0)、(0, 1) 都在并集中，但 (1, 1) 不在，由此不能构成子空间。不过，这时我们可以考虑在并集

之上利用之前提到的生成结构，也即，对 V 的子空间 U1、U2，我们定义它们的生成子空间为

U = ⟨U1 ∪ U2⟩

我们下面验证其可以有一个更简单的表述，和空间 (第二个等号即为定义)：

U = U1 + U2 = {u ∈ V | ∃u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, u = u1 + u2}

证明：
要证明两个集合相等的一般思路是证明相互包含，不过，由于生成子空间本身就是由包含性定义的，

我们希望直接验证和空间符合生成子空间定义。

首先，由于封闭性要求，任何包含 U1 ∪U2 的子空间必然会包含形如 u1 + u2，u1 ∈ U1, u2 ∈ U2 的向

量，从而其会包含 U1 + U2。

根据生成子空间的定义，只要证明了 U1 + U2 构成一个子空间，我们即可以说明任何包含 U1 ∪ U2

的子空间包含它。而验证子空间只需说明封闭性：若 u1 + u2 ∈ U1 + U2、v1 + v2 ∈ U1 + U2，其中

u1, v1 ∈ U1、u2, v2 ∈ U2，利用子空间封闭性有 u1 + v1 ∈ U1, u2 + v2 ∈ U2，因此它们的和

u1 + u2 + v1 + v2 = (u1 + v1) + (u2 + v2) ∈ U1 + U2

同理可知数乘

λ(u1 + u2) = (λu1) + (λu2) ∈ U1 + U2

这就得到了证明。

虽然和空间的定义相对简单，我们还是有必要提及有限维时和空间的计算。仍然考虑向量空间 Kn 中，

已知子空间 V 的一组基 α1, . . . , αs、W 的一组基 β1, . . . , βt，下面来计算 V +W 的一组基。不难证明，

α1, . . . , αs, β1, . . . , βt 的极大线性无关组就是 V +W 的一组基。

证明：
线性无关性利用极大线性无关组定义即得。由于极大线性无关组可以表出 α1, . . . , αs, β1, . . . , βt，而

这些向量可以表出 U、V 中的任何元素，从而根据定义可表出 U + V 中任何元素，即得结果。

由此，我们通过上学期计算极大线性无关组的算法可以直接得到和空间。不过，我们还需要补充一些

重要的注释：

• 计算性的习题往往需要同时计算交空间与和空间。可以发现，无论是计算极大线性无关组时，还是解
线性方程组 (α1, . . . , αs, β1, . . . , βt)x = 0 时，都需要对这个向量组进行行变换。因此，通过行变换化

为简化阶梯形矩阵的结果可以同时在交空间、和空间计算时使用。

• 一般的有限维线性空间最直观的计算方式仍然是取定 U 的一组基 S，将 V、W 的基都写为 S 下的

坐标，与上相同利用极大线性无关组得到和空间的基的坐标，再用坐标的定义即可通过 S 还原出向

量。
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• 一个自然而然的问题是，上述做法真的严谨吗？我们可以发现，上述做法本质是把任何 K 上的 n 维

线性空间 U 当作 Kn 来处理，因此严谨证明它的成立需要下一次习题课介绍的同构知识。到此处，

至少希望大家能感受到这个做法是自然的。

• 从我们的交空间、和空间算法可以得到一个重要的结论：假设 K 上线性空间 U 子空间 V 的一组基

α1, . . . , αs、W 的一组基 β1, . . . , βt，则交空间维数为 (α1, . . . , αs, β1, . . . , βt)x = 0 的解空间维数，和

空间维数为 rank(α1, . . . , αs, β1, . . . , βt)，利用解空间维数定理可以得到

dimV ∩W + dim(V +W ) = s+ t

也即著名的和空间维数公式

dim(V +W ) = dimV + dimW − dim(V ∩W )

除了能用来计算维数外，它的更深含义将在之后介绍第二同构定理时讨论。

• 利用定义可发现
U1 + U2 = U2 + U1

U1 + (U2 + U3) = (U1 + U2) + U3 = {u1 + u2 + u3 | ui ∈ Ui}

由此可以直接写出多个空间求和，如 U1 + U2 + U3，不会引起歧义。

• 虽然这门课程不会涉及，但还是可以简单介绍：无穷个空间的和空间定义为所有能从它们中取出任
意有限个并在其中各取一个向量进行求和得到的向量。

和空间与集合的并集有一定类似的性质，但很多情况下完全不同，我们将在之后的例题里看到这种生

成性质与直接取并本质差别。个人建议是，涉及判断空间中的等式是否成立，可以考虑 R2中 U1 =
〈
(0, 1)T

〉
、

U2 =
〈
(1, 0)T

〉
、U3 =

〈
(1, 1)T

〉
作为例子，这样的三个彼此交为 {0} 的子空间两两和为全空间在集合中是

不可能出现的——集合中，若三个集合两两交为空，不可能任意两个并集都是全集。

18.3.2 直和与补空间

在介绍完和空间后，我们还需要介绍一种特殊的和结构，也就是直和。简单来说，若 U1 ∩ U2 = {0}，
我们就将 U1 + U2 记为 U1 ⊕ U2。

从直觉上，这个定义理应并不复杂，却有点莫名其妙：为什么我们需要把交为 {0} 时候的和进行单独
的定义呢？我们将在之后的讨论中看到，这是因为它对应着某种固定的空间分解方式。如无特殊说明，本

节之后提到的空间都是某 K 上线性空间 V 的子空间。

我们先证明，对于子空间 U1、U2，记 W = U1 + U2，以下命题互相等价：

1. W = U1 ⊕ U2；

2. U1 ∩ U2 = {0}；

3. 对任何 w ∈W，有 w = u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2，且 u1, u2 唯一确定；

4. 存在 w ∈W，使得 w = u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2，且 u1, u2 唯一确定；

5. U1、U2 的任意各一组基构成 W 一组基；

6. 存在 U1、U2 的各一组基构成 W 一组基。

证明：
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1 等价于 2：这就是直和的定义。
2 推 3：由和空间定义知存在分解 w = u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2，若有 u′1, u

′
2 使得 w = u′1 + u′2, u

′
1 ∈

U1, u
′
2 ∈ U2，移项可得 u1 −u′1 = u′2 −u2，由于左右分别属于 U1、U2，即可知 u1 −u′1 = u′2 −u2 = 0，

从而 u1 = u′1, u2 = u′2，这就得到了分解唯一。

3 推 4：由于子空间 W 非空 (至少包含 0)，对 W 中任意元素都满足可以推出存在 w 满足。

4 推 2：若否，存在 u ̸= 0 ∈ U1 ∩U2，则由封闭性 −u ∈ U1 ∩U2。对任何 w ∈W，根据和空间定义存

在分解 w = u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2，同时也有 w = (u1 − u) + (u2 + u)，由之前假设 u1 − u ∈ U1、

u2 + u ∈ U2，且由 u ̸= 0 此分解与 u1 + u2 不同，矛盾。

2 推 5：考虑 U1、U2 的各一组基，若它们线性相关，类似上学期操作按照等号一边 U1、一边 U2 移

项即可得到 U1 ∩U2 中的非零元素。另一方面，根据和空间定义可从它们能生成 U1、U2 得到它们能

生成 W，从而得证。

5 推 6：由任意各一组基都构成 W 一组基与基的存在性可知结论。

6 推 2：若存在非零 u ∈ U1 ∩U2，考虑其在 U1、U2 的各一组基下的表示可发现 U1、U2 的基必然线

性相关，不可能构成 W 的基，矛盾。

当然，有限维时，利用和空间维数定理，我们还可以以维数给出等价条件

dimU1 + dimU2 = dimW

从上述的等价命题中，我们已经可以看到直和的意义了：有了直和后，W 中的任何元素可以与 U1、U2 中

各一个元素等价，这实际上成为了某种意义上的坐标，以此，一些问题可以分别在 U1、U2 进行讨论，再

还原到 W 上。下一次习题课介绍完限制映射后，即可以讨论这个层面的应用。

U1 ⊕ U2 = U2 ⊕ U1 仍然直接，我们下面要证明，若 W = (U1 ⊕ U2) ⊕ U3，则 W = U1 ⊕ (U2 ⊕ U3)，

从而直和也可以交换、结合，进而 n 个子空间的直和 U1 ⊕ · · · ⊕ Un 是不会引起歧义的。

证明：
由于 (U1 + U2) + U3 = U1 + (U2 + U3)，我们实际上只要证明 U2 与 U3 的和是直和、U1 与 U2 ⊕ U3

的和是直和即可。

若 U2 ∩ U3 ̸= {0}，则其中的元素一定在 (U1 ⊕ U2) ∩ U3 中，与 U1 ⊕ U2 与 U3 的和是直和矛盾。

若 U1 ∩ (U2 ⊕ U3) ̸= {0}，设非零的 u ∈ U1 且 u ∈ U2 ⊕ U3。根据和空间定义存在 u = u2 + u3，其

中 u2 ∈ U2、u3 ∈ U3，于是 u− u2 ∈ U1 ⊕ U2 且 u− u2 = u3 ∈ U3。利用 (U1 ⊕ U2) ∩ U3 = {0} 可知
u = u2，但这就得到 u ∈ U1 ∩ U2，与 U1、U2 的和为直和矛盾，从而得证。

仿照上述命题的证明过程，我们可以说明，若 W = U1 + · · ·+ Un，则以下命题相互等价：

1. W = U1 ⊕ · · · ⊕ Un；

2. 对每个 Ui，Ui ∩ (U1 + · · ·+ Ui−1) = {0}；

3. 对每个 Ui，Ui ∩ (U1 + · · ·+ Ui−1 + Ui+1 + · · ·+ Un) = {0}；

4. 对任何 w ∈W，有 w = u1 + · · ·+ un，其中 ui ∈ Ui 唯一确定；

5. 存在 w ∈W，使得 w = u1 + · · ·+ un，且 ui ∈ Ui 唯一确定；

6. U1, . . . , Un 的任意各一组基构成 W 一组基；

7. 存在 U1, . . . , Un 的各一组基构成 W 一组基。

证明：
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1 等价于 2：这就是多个子空间和为直和的定义。
1 等价于 3：由多个子空间的直和可以交换、结合知 W = U1 ⊕ · · · ⊕Ui−1 ⊕Ui+1 ⊕ · · · ⊕Un ⊕Ui，此

时再利用 2 即可得到 3。另一方面，由 U1 + · · ·+ Ui−1 是 U1 + · · ·+ Ui−1 + Ui+1 + · · ·+ Un 的子空

间知 3 可以直接推出 2。
1 推 4：利用 W = (U1 ⊕ · · · ⊕ Un−1)⊕ Un 可知其可以唯一分解为 U1 ⊕ · · · ⊕ Un−1 与 Un 元素之和，

由 u1 + · · ·+ un−1 ∈ U1 ⊕ · · · ⊕ Un−1 即得 un 唯一，进一步归纳得证。

4 推 5：由于子空间 W 非空 (至少包含 0)，对 W 中任意元素都满足可以推出存在 w 满足。

5 推 3：记 Vi = U1 + · · ·+Ui−1 +Ui+1 + · · ·+Un、vi = w− ui，若否，存在非零 x ∈ Ui ∩ Vi，则 W

的分解 w = ui + vi 还可以写为 (ui + x) + (vi − x)，于是 ui − x 也是符合要求的 ui，而 vi − x ∈ Vi

还是可以写为除 Ui 外各一个子空间的元素和，从而 W 的分解不唯一，矛盾。

1 推 6：利用两个空间情况可知 U1 ⊕ · · · ⊕ Un−1、Un 的一组基构成 W 一组基，再归纳即可。

6 推 7：由任意各一组基都构成 W 一组基与基的存在性可知结论。

7 推 2：若否，取最小的 i 使得 Ui ∩ (U1 + · · · + Un−1) ̸= {0}，则此前仍为直和，于是 U1, . . . , Ui−1

的一组基构成 U1 + · · · + Ui−1 的一组基，但根据两个空间和为直和的等价条件可知这组基与 Ui 的

一组基线性相关，于是 U1, . . . , Ui 的各一组基线性相关，再添加更多向量仍然线性相关，不可能构成

W 一组基，矛盾，从而得证。

有限维时仍然可以等价于维数等式
n∑

i=1

dimUi = dimW

不过此等式一般作为维数计算使用，很少作为判据，因为从中无法直接看出空间分解的性质。

就像对一个集合可以谈论补集，对一个空间也可以谈论补空间。具体来说，对 V 的子空间 U,W，若

V = U ⊕W，则称 U、W 互为补空间。

自然的疑问是，对 V 的任何一个子空间 U，补空间是否一定存在？我们先给出 V = Kn 时的一个算

法。设 U 的一组基为 α1, . . . , αr。

解答：
由之前证明的等价性质，只需找到向量 β1, . . . , βn−r 使得 α1, . . . , αr, β1, . . . , βn−r 构成 Kn 的一组基。

由线性无关性 α1, . . . , αr 秩为 r，将它们作为列拼成 n 行 r 列矩阵 A，通过列变换可找到 A 的行向

量的极大线性无关组，设为第 i1, . . . , ir 行。根据上学期知识，A 的 i1, . . . , ir 行构成的行列式非零。

假设 1 到 n 除了 i1, . . . , ir 外的下标是 j1, . . . , jn−r，取 βi = eji，这里 ek 表示只有第 k 个分量为 1
的单位向量，则对后 n− r 列依次展开可发现此时将所有 α1, . . . , αr, β1, . . . , βn−r 拼成的矩阵行列式

为 A 的 i1, . . . , ir 行构成的行列式乘 −1 的某个次方，因此非零，从而这些向量构成一组基，得证。

* 由此，只要能看出 A 中某些行构成子式非零，即可取补空间一组基为剩下的行下标对应的单位向量，这

是一个好用的 “目测” 补空间的方式。
我们以几个注释结束本部分：

• 对于一般的有限维线性空间 V，可以通过坐标得到补空间的算法，与之前交空间、和空间类似。

• 利用直和的维数关系可发现有限维时 U 的补空间维数与 U 的维数和为全空间维数。

• 对无穷维线性空间，补空间的存在性依赖选择公理，本门课程中可以默认正确。
• 当 U ̸= {0} 或 V 时，补空间不唯一。我们仅说明有限维时为何成立：设 U 的一组基为 α1, . . . , αr，

补空间一组基为 β1, . . . , βs，则由于 s、r 都至少为 1，大家可以验证 α1 + β1, β2, . . . , βs 也可以成为

补空间的一组基，且与 β1, . . . , βs 不等价。这与集合的补集唯一完全不同。
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18.3.3 例题

1. 考虑多元实函数
f(x1, . . . , xn) = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2r

其中 p ≥ 1、r − p ≥ 1。f(x1, . . . , xn) = 0 的解集为 Rn 的一个子集 A，求

(a) A 生成的 Rn 子空间的维数与一组基；

(b) A 包含的维数最大的向量空间的维数。

* 从此题中可以感受到生成和包含的本质差别。

2. 若 U、W1、W2 是某 K 上线性空间 V 的子空间，证明

(U +W1) ∩ (U +W2) = U + (U +W1) ∩W2

并举出 U、W1、W2 使得

(U +W1) ∩ (U +W2) ̸= U +W1 ∩W2

* 由此集合的 “容斥” 性质对线性空间实际上不成立。

3. 给定 K 上线性空间 V 中向量 α1, . . . , αn，对 Kn 子空间 U，证明

V (U) = {x1α1 + · · ·+ xnαn | x ∈ U}

构成 V 的子空间。若 W 为 Kn 另一个子空间，证明

V (U +W ) = V (U) + V (W )

V (U ∩W ) ⊂ V (U) ∩ V (W )

并给出 V (U ∩W ) ̸= V (U) ∩ V (W ) 的例子。

4. 给定 R[x] 中的多项式 f、g，证明 f 的倍式集合 (可记为 (f))、g 的倍式集合均为线性空间，并计算
它们的交空间与和空间，给出一组基。

5. 给定 a, b ∈ R、k ∈ N+，设 V1 是 R[x] 中 x− a, (x− a)3 . . . , (x− a)2k−1 生成的子空间，V2 是 R[x]
中 x− b, (x− b)3, . . . , (x− b)2k−1 生成的子空间，若 a ̸= b，求证

V1 ⊕ V2 = R[x]2k

6. 考虑 n 阶复方阵 A 与多项式 f、g，回顾

Ker B = {x ∈ Cn | Bx = 0}

为向量空间，证明 gcd(f, g) = 1 时 Ker f(A)⊕Ker g(A) = Ker f(A)g(A)，并对逆命题举出反例。

* 此结论非常重要，且事实上在无穷维仍然成立，可对应之后学到的根子空间分解。

7. 对 K 上的 n 维线性空间 V 与其 r 维子空间 V1, . . . , Vs，证明：

(a) 当 r ̸= n 时存在元素 v ∈ V 使得 v /∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs；

(b) 存在空间 U 是 V1, . . . , Vs 的共同补空间。

* 这样不同子空间的共同补空间是集合中的补集不具有的性质，同样作为线性空间与集合本质差别
的例子。
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18.3.4 解答

1. 以 ei 表示第 i 个单位向量。

(a) 我们证明 A 能够生成整个 Rn，从而基可取为 e1, . . . , en。

首先，由于 f 只涉及前 r 个分量，有 er+1, . . . , en ∈ A。此外，直接计算可发现所有 ei ± ej 在

1 ≤ i ≤ p < j ≤ r 时在 A 中，而 ei + ej、ei − ej 可表出 ei、ej，由此即得 e1 到 er 也可由 A

中向量表出，综合即得 A 能生成 Rn。

(b) 设 m = min(p, r − p)，考虑线性空间

V = ⟨e1 + ep+1, e2 + ep+2, . . . , em + ep+m, er+1, . . . , en⟩

由于生成 V 的向量非零分量位置完全不同，它们构成 V 的一组基，从而 V 的维数为 m+n− r。
另一方面，对 V 中任何向量 x 都有 x1 = xp+1、x2 = xp+2，直到 xm = xp+m，且前 r 个分量

中剩下的分量全为 0，从而 f(x) = 0，因此 V ⊂ A。

下面证明，A 中不存在 m + n − r + 1 维子空间，于是结果即为 m + n − r。先给出一个引理：

Rn 的任何一个 t 维子空间 U 中，指定 t − 1 个分量 i1, . . . , it−1，则 U 中存在这些分量均为 0
的非零向量 (这个引理曾经是某年线性代数 A1 的期中考题)。

证明：

设 U 的一组基为 α1, . . . , αt，对 λ1, . . . , λt ∈ R，考虑

λ1α1 + · · ·+ λtαt

可以发现，要求其第 i1, i2, . . . , it−1 个分量为 0 构成了 t− 1 个齐次线性方程，而未知数 λi

共有 t 个，因此一定存在非零解，而由线性无关性，代入非零解得到的 λ1α1 + · · ·+ λtαt 非

零，从而即为 U 中第 i1, . . . , it−1 是 0 的非零向量。
利用引理，若 A 中存在 m+ n− r + 1 维子空间 U，分类讨论。若 p ≤ r − p，有

m+ n− r + 1 = n− (r − p) + 1

从而 U 中存在第 1, 2, . . . , p, r + 1, r + 2, . . . , n 个分量为 0 的非零向量

x = (0, . . . , 0, xp+1, . . . , xr, 0, . . . , 0)
T

但根据 f 定义可发现 f(x) < 0，矛盾。同理，若 r − p ≤ p，指定后 n− p 个分量为 0，U 中存
在非零向量

x = (x1, . . . , xp, 0, . . . , 0)
T

于是 f(x) > 0，也得到了矛盾。

2. 分为三个部分：

• (U +W1) ∩ (U +W2) ⊂ U + (U +W1) ∩W2

由定义，左侧任何元素 x 都可以写为 x = u+ w，其中 u ∈ U、w ∈W2，且有 x ∈ U +W1。

由此，利用 u ∈ U +W1 可知 w = x− u ∈ U +W1，而 w ∈W2，即得 w ∈ (U +W1) ∩W2，从

而 u+ w ∈ U + (U +W1) ∩W2，得证。

• U + (U +W1) ∩W2 ⊂ (U +W1) ∩ (U +W2)

由于 (U +W1) ∩W2 ⊂ U +W1、U ⊂ U +W1 可知 U + (U +W1) ∩W2 ⊂ U +W1，由于

(U +W1) ∩W2 ⊂W2 ⊂ U +W2、U ⊂ U +W2 可知 U + (U +W1) ∩W2 ⊂ U +W2，综合两者

得结论。
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• 反例构造
考虑 R2 中 U =

〈
(1, 0)T

〉
，W1 =

〈
(0, 1)T

〉
，W2 =

〈
(1, 1)T

〉
，则左侧为 R2，右侧为 U，不相等。

* 如果觉得前两部分证明的直接构造方法难想到的话，也可以考虑从基的角度出发，如取出 U 的一

组基，扩充为 U +W1 ∩W2 的一组基，再分别扩充到 U +W1、U +W2...... 不过，这类方法依赖选
择公理，而且只是把原本思考的难度转移到了基扩充顺序的构造上，容易出现严谨性问题，个人并不

推荐。

3. 我们记 S = (α1, . . . , αn)，从而可写出形式乘法

V (U) = {Sx | x ∈ U}

分为四个部分：

• 验证子空间
只需验证封闭性对 V (U) 中元素 Sx、Sy，其中 x, y ∈ U，有 Sx+ Sy = S(x+ y)，利用子空间

封闭性 x+ y ∈ U，从而其仍在 V (U) 中；同理，对 Sx 的数乘，λSx = S(λx) ∈ V (U)，从而得

证。

• V (U +W ) = V (U) + V (W )

直接利用定义得

V (U +W ) = {S(u+ w) | u ∈ U,w ∈W} = {Su+ Sw | u ∈ U,w ∈W} = V (U) + V (W )

• V (U ∩W ) ⊂ V (U) ∩ V (W )

直接利用定义得

V (U ∩W ) = {Sx | x ∈ U ∩W} ⊂ {Sx | x ∈ U} = V (U)

同理其在 V (W ) 中，从而得证。

• 反例构造
考虑 V = R，α1 = 1、α2 = 2，n = 2，U = ⟨(1, 0)⟩、W = ⟨(0, 1)⟩，则 V (U) = V (W ) = R，
V (U ∩W ) = {0}。

4. • 线性空间验证
只需验证封闭性。由于 f 的倍式之和仍为 f 的倍式，数乘仍为 f 的倍式即得为子空间。

• (f) 的一组基

当 f = 0 时，即为 {0}，空集构成一组基，否则我们证明

f(x), xf(x), x2f(x), . . .

构成其一组基。

先证明它们线性无关：若否，存在不全为 0 的 a0, . . . , an−1 使得

n−1∑
i=0

aix
if(x) =

( n−1∑
i=0

aix
i

)
f(x) = 0

而由于 f(x) 不为 0，对比系数可知只能
∑

i aix
i = 0，矛盾。

再证明它们能表出全空间。(f)中任何元素可以写为 f(x)g(x)，其中 g 为多项式，由此设 g(x) =∑n−1
i=0 aix

i 即得

f(x)g(x) =
n−1∑
i=0

aix
if(x)

从而得证。
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• 交空间计算
根据最小公倍式定义，一个多项式既是 f 的倍式又是 g 的倍式当且仅当它是 lcm(f, g) 的倍式，

从而根据交空间定义有

(f) ∩ (g) = (lcm(f, g))

再由第二部分证明给出一组基。

• 和空间计算
利用裴蜀定理可知一个多项式能写为 f 某倍式和 g 某倍式之和当且仅当其为 gcd(f, g) 的倍式
(可见本讲义 14.1.4)，而 (f) + (g) 即为所有能写为 f 某倍式和 g 某倍式之和的多项式，从而

(f) + (g) = (gcd(f, g))

再由第二部分证明给出一组基。

5. 利用直和的维数性质，由于生成向量的个数为 k 有 dimV1 ≤ k、dimV2 ≤ k，从而只要证明了

V1 + V2 = R[x]2k，就可以直接得到

dimV1 = dimV2 = k, V1 ⊕ V2 = R[x]2k

记 αi = (x− a)2i−1、βi = (x− b)2i−1，α1, . . . , αk, β1, . . . , βk 可以生成向量组

α1 − β1, β1, α2 − β2, β2, . . . , αk − βk, βk

由于 a ̸= b，直接通过二项式定理可展开计算得 αi − βi 是 2i− 2 次多项式，由此利用本讲义 18.2.3
中第 7 题解答里证明的结论可知上方向量组构成 R[x]2k 一组基，因此 α1, . . . , αk, β1, . . . , βk 的生成

子空间包含 R[x]2k，又由它们都在 R[x]2k 中即得到 V1 + V2 = R[x]2k，得证。

* 大部分情况下验证直和都是从交为 {0} 的角度，但本题是一个从和空间维数验证直和的例子，提
醒大家注意直和的不同等价形式可能适用不同情况。

6. • Ker f(A)、Ker g(A) 和为直和
利用裴蜀定理，存在多项式 u(x)、v(x) 使得 u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1，从而代入 A 即

u(A)f(A) + v(A)g(A) = I

右乘 x 得到

u(A)f(A)x+ v(A)g(A)x = x

从而 f(A)x = g(A)x = 0 可得 x = 0，即得证

Ker f(A) ∩Ker g(A) = {0}

从而根据直和等价定义可知结论。

• Ker f(A)⊕Ker g(A) ⊂ Ker f(A)g(A)
利用上学期知识，两个 A 的多项式可交换，再利用矩阵乘法结合律可知无论是 f(A)x = 0 还是

g(A)x = 0 都可以推出 g(A)f(A)x = f(A)g(A)x = 0，因此

Ker f(A) ⊂ Ker f(A)g(A), Ker g(A) ⊂ Ker f(A)g(A)

再利用 Ker f(A)g(A) 对加法封闭性可知它们的和空间必然仍然包含于 Ker f(A)g(A)，从而得
证。
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• Ker f(A)g(A) ⊂ Ker f(A)⊕Ker g(A)
若 f(A)g(A)x = 0，利用上方的

x = u(A)f(A)x+ v(A)g(A)x

通过 A 的多项式可交换发现

g(A)(u(A)f(A)x) = u(A)f(A)g(A)x = 0, f(A)(v(A)g(A)x) = v(A)f(A)g(A)x = 0

从而 u(A)f(A)x ∈ Ker g(A)、v(A)g(A)x ∈ Ker f(A)，即得证。

• 逆命题反例
考虑 A = I、f(x) = g(x) = x，则

Ker f(A) = Ker g(A) = Ker f(A)g(A) = {0}

从而确实满足直和性质，但 gcd(f, g) ̸= 1。

* 可以发现，不成立的主要原因是出现了使得 A − λI 可逆的因式 x − λ。由此，若限定 f(x)、

g(x) 的根都在 A 的特征值当中，此时即能从 Ker 的直和性质推出 gcd(f, g) = 1。

* 本题中可以看到，多项式作为整体进行处理时，裴蜀定理是处理最大公因式条件的最常用手段。

7. (a) 我们先想办法建立直观：当 n = 2、r = 1 时，这即是在说有限条直线不能盖住平面，而 n = 3、

r = 2 时即是在说有限个平面不能盖住三维空间。对此的证明想法也很自然：设法取定一条直

线，使得其中每个 Vi 与直线至多一个交点，而直线上的点又有无穷多个，这就得到了不可能盖

住全空间。为此，我们对 s 进行归纳。当 s = 1 时，由于 dimV1 < dimV，自然有 V1 ̸= V，从

而可取出 v，下面假设结论对任意 s− 1 个维数为 r 的空间成立。

• 直线选取
由归纳假设，存在 α /∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs−1，若 α /∈ Vs，则其已经符合要求，下设 α ∈ Vs。

由于 dimVs < dimV，也可取出 V 中的 β 使得 β /∈ Vs。同样，若 β 不在 V1 到 Vs−1 的任

何中，β 已经符合要求，因此下设 β ∈ V1 ∪ · · · ∪ Vs−1。

* 注意这里无法直接得到 α+ β 符合要求，大家可以思考 s = 3 时的反例。

考虑直线

L = {kα+ β | k ∈ K}

由于 α /∈ V1，其不可能为零向量，因此不同的 k 对应 L 中的不同元素，这的确是一条包含

无穷多个点的 “直线”，下面只要说明其与任何 Vi 交点至多一个即可。

• 交点个数
首先，若 L 中有某个 λα+ β ∈ Vs，则由 α ∈ Vs 可知 β ∈ Vs，矛盾，因此其与 Vs 无交点。

对 i = 1, . . . , s − 1，若 L 中有不同的两点 k1α + β、k2α + β 都在 Vi 中，则作差可知

(k1 − k2)α ∈ Vi，但 k1 ̸= k2，矛盾，

由此，L 在 V1 ∪ · · · ∪ Vs 中的点至多只有 s− 1 个，但是其又包含无穷多个点，从而一定能

选取出不在 V1 ∪ · · · ∪ Vs 中的点，这就是符合要求的 v。

(b) 对维数 r 进行反向归纳。当 r = n 时，所有 Vi 都是全空间，从而 {0} 是共同补空间。下面假设
r < n，结论对 r + 1 成立。

利用 (a)，取出 v 使得 v /∈ V1 ∪ · · · ∪ Vs，并记 Ui = V1 + ⟨v⟩，这里 ⟨v⟩ 代表 v 生成的子空间。

由于 v /∈ Vi，考虑 Vi 的一组基，可发现其不能表出 v，因此利用上学期知识知这组基添加 v 后

仍然线性无关，而其又可以生成 Ui，从而 Vi 的一组基添加 v 成为 Ui 的基，这就说明了对任何

Ui 有

dimUi = r + 1
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利用归纳假设，设所有 Ui 的共同补空间为 W，记 U =W + ⟨v⟩，下面证明 V = U ⊕ Vi 对任何

i 成立，这就说明了结论。

由补空间性质可知

V =W ⊕ Ui =W ⊕ (Vi + ⟨v⟩)

而根据维数可知 Vi 与 ⟨v⟩ 的和是直和，从而

V =W ⊕ (Vi ⊕ ⟨v⟩)

利用本讲义 18.3.2 已经证明的直和的交换、结合律，即得

V = (W ⊕ ⟨v⟩)⊕ Vi = U ⊕ Vi

从而得证。

* 此题的证明较为技巧性，但结论可以代表某种本质的和空间性质，也与并集有根本不同。利用不断
构造补空间可以发现，对 K 上的 2k 维线性空间 V，可以构造任意有限个子空间 V1, . . . , Vs，使得两

两互为补空间。

§18.4 商空间

18.4.1 基本结论

最后，我们来介绍一个高中阶段并没有学习过的构造结构方式，也就是商，自然，我们要从集合的商

开始介绍。复习上学期等价关系的定义：集合 A 上的关系是指 A × A 的子集 R，若 (a, b) ∈ R 可记为

aRb，称为 a 与 b 具有关系 R。等价关系是指满足 aRa、aRb 则 bRa、aRb, bRc 则 aRc 的关系。

有了等价关系 R 以后，就可以定义集合对等价关系的商集

A/R = {[a] | a ∈ A}, [a]R = {x ∈ A | xRa}

这里的 [a]R 称为 a 在关系 R 下的等价类，利用等价关系定义可发现不同的等价类不交，所有等价类并集

为 A，且 aRb 当且仅当 a、b 属于同一等价类中，或 [a]R = [b]R。

也就是说，一个集合对等价关系的商集是指其所有等价类的集合 (注意要求为集合，因此不进行重复
计算)。商集与交集、并集、补集有一个显著差别，也就是 A 对于某等价关系的商集并不是 A 的子集。

* 一个简单的例子是，考虑 Z 上用除以 m 余数相同定义等价关系 (记为 ≡m)，则得到的商集一共有 m 个

元素，分别为 [0]≡m
, [1]≡m

, . . . , [m− 1]≡m
，也即写成

A/ ≡m= {[0]≡m
, [1]≡m

, · · · , [m− 1]≡m
}

由于线性空间是集合，给定线性空间上的一个等价关系，自然也可以构造出对应的商集。但是，这样

得到的商集往往无法自然定义成线性空间。我们当然希望线性空间的商还是线性空间，因此我们只考虑一

类特殊的等价关系：设 K 上的线性空间 V 有子空间 W，定义 V 上的关系 ∼W 为，a ∼W b 当且仅当

a− b ∈W。我们先证明这是一个等价关系。

证明：
由子空间定义 0 ∈ W (只要 W 非空，对 a ∈ W，可知 (−1)a = −a ∈ W，从而和 0 在 W 中)，于
是 a ∼W a；若 a ∼W b，则 b − a = (−1)(a − b) ∈ W，于是 b ∼W a；若 a ∼W b、b ∼W c，可知

a− c = (a− b) + (b− c) ∈W，从而 a ∼W c。

由此，商集 V / ∼W 存在。为了方便，将其记为 V /W，下面我们说明等价类集合 [a]∼W
可以写为

a+W = {a+ w | w ∈W}

证明：
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由 a−b ∈W 可知 b = a−w,w ∈W，从而 b = a+(−w) ∈ a+W；若 b ∈ a+W，设 b = a+w,w ∈W

有 a− b = −w ∈W。综合两部分得到 [a]∼W
= a+W。

* 上方的证明中说明了商空间最常用的结论，a+W = b+W 等价于 a− b ∈W 或 b− a ∈W。

为了让其成为一个线性空间，我们必须定义合适的加法和数乘，简单的想法是对任何 a, b ∈ V、λ ∈ K
定义

(a+W ) + (b+W ) = (a+ b) +W

λ(a+W ) = (λa) +W

但是，这样的定义必须验证合理性：这里 a、b 本质是在等价类集合中取出了代表元，我们必须证明代表

元更换而等价类不变时对应的计算结果不变。

证明：
加法的定义合理性也即要证明，a+W = c+W、b+W = d+W 时

(a+ b) +W = (c+ d) +W

利用等价类的定义，a +W = c +W 也即 c ∈ a +W，或写成 c − a ∈ W，第二个条件即可写为

d− b ∈W，设 w1 = c− a、w2 = d− b，则利用加法交换、结合律

(c+ d) = (a+ b) + (w1 + w2)

由于 w1 + w2 ∈W，即得到 (c+ d)− (a+ b) ∈W，从而 (a+ b) +W = (c+ d) +W。

数乘的定义合理性也即要证明，a+W = c+W 时

(λa) +W = (λc) +W

同样将条件写为 w = c− a ∈W，则 λc− λa = λw ∈W，即得证结论。

* 对于线性空间的八条性质验证相对直接 (通过 V 中加法、数乘的性质验证即可)，这里不再赘述，不过注
意商空间中的零元为 0 +W =W。

至此，我们的确构造出了 V 对等价关系 ∼W 的商空间，或称为 V 对子空间 W 的商。就像我们需要

计算交空间与和空间一样，对商空间也需要考虑如何计算。同样先考虑 Kn 的情况，设子空间 W 的一组

基为 α1, . . . , αr，考虑 Kn/W。

解答：
在本讲义 18.3.2 中，我们已经给出了 W 的补空间 U 一组基的计算方法，设它们为 β1, . . . , βn−r。我

们下面证明，β1 +W, . . . , βn−r +W 构成 Kn/W 的一组基，即给出了一个有效的算法。

– 线性无关性
注意商空间中零元素为 W，若

∑n−r
i=1 λi(βi +W ) =W，利用商空间中加法、数乘的定义可得

n−r∑
i=1

λiβi +W =W

从而根据等价类性质可知
n−r∑
i=1

λiβi ∈W

而又由于
∑n−r

i=1 λiβi ∈ U，利用补空间定义可知只能和为 0，再由 βi 的线性无关性可知只能所

有 λi 全为 0。
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– 生成全空间
对任何 a+W，a ∈ V，利用补空间性质设其为 u+ w，u ∈ U、w ∈W，则

a+W = (u+ w) +W = u+ (w +W ) = u+W

而利用基的定义 u 可以由 β1, . . . , βn−r 表出，从而根据商空间加法、数乘定义 u +W 可以由

β1 +W, . . . , βn−r +W 表出，得证。

最后提供一点注释：

• 如之前的所有计算一样，一般的商空间计算可以通过取定全空间一组基后根据坐标构造。此外，如果
是对线性方程组 Ax = 0 的解空间的商空间 Km/Ker A，利用上学期知识可知 A 的行空间与 Ker A
互为补空间，因此也可以用行向量极大线性无关组加 Ker A 成为商空间一组基。

• V、W 维数有限时，根据上方的构造与补空间的维数关系即可得到商空间维数公式

dim(V /W ) = dimV − dimW

不过，即使 V、W 均为无穷维，V /W 也可能维数有限，我们将在下面的习题中看到例子。这时，上

方证明中的补空间一组基加 W 成为商空间一组基仍然成立，证明过程几乎不变。

• 虽然我们已经给出了商空间的定义，但目前它的意义还不明确。粗略地理解，定义商空间是为了合并
元素，从而可以方便之后第一同构定理时的同构区别。

• 商空间也可以对应空间分解，我们大致写为 V = (V /W )×W (事实上等号应为同构)，这里 A×B 是
指所有向量对 (a, b)使得 a ∈ A、b ∈ B，定义加法 (a, b)+(c, d) = (a+b, c+d)、数乘 λ(a, b) = (λa, λb)

后形成的线性空间。

• 比起补空间，商空间的空间分解具有显著的优势，也即其唯一性：虽然补空间可以有很多种不同构
造，商空间是唯一确定的，补空间的不同构造只是对应商空间不同的基。

18.4.2 例题

1. 对 R[x] 中 f 的倍式构成的线性空间 (f)，给出 R[x]/(f) 的维数与一组基。

2. 若 U、W 是 K 上的线性空间 V 的有限维子空间，证明

dim(U +W )/W = dimU/(U ∩W )

3. 若 U 是 K 上有限维线性空间 V 的子空间、W 是 U 的子空间，证明 (注意 U/W 是 V /W 的子集)

dim(V /W )/(U/W ) = dimV /U

18.4.3 解答

1. 对 f(x) = 0 的平凡情况，(f) = {0}，而根据商空间定义可发现 R[x]/{0} 每个元素的等价类只有自
身，因此本质与 R[x] 相同，维数无穷，基为所有 {xi}, i ∈ N (注意商空间中元素为集合)。

当 f(x) 不为零多项式时，设 n = deg f，我们下面证明 R[x]n 是 (f) 的补空间，从而即得 R[x]/(f)
维数为 n，一组基为 1 + (f), x+ (f), . . . , xn−1 + (f)。

由于 (f) 中任何非零多项式次数都至少为 n 次，R[x]n ∩ (f) = {0}。另一方面，由于任何多项式都可
以写为 q(x)f(x)+r(x)，且 deg r(x) < n，根据 q(x)f(x) ∈ (f)、r(x) ∈ R[x]n 即得 R[x]n+(f) = R[x]。
综合两者得证。

2. 直接利用和空间维数公式与商空间维数公式计算

dim(U +W )/W = dim(U +W )− dimW = dimU + dimW − dimU ∩W + dimW

化简得其等于 dimU − dimU ∩W，即为右侧的维数。
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3. 直接利用商空间维数公式计算

dim(V /W )/(U/W ) = dim(V /W )− dim(U/W ) = (dimV − dimW )− (dimU − dimW )

化简得其等于 dimV − dimU，即为右侧的维数。

十九 线性映射

§19.1 习题解答

1. (丘书 习题 8.2.9) 在 K4 中，设

V1 = ⟨α1, α2, α3⟩ , α1 = (1, 1,−1, 2)T , α2 = (2,−1, 3, 0)T , α3 = (0,−3, 5,−4)T

V2 = ⟨β1, β2⟩ , β1 = (1, 2, 2, 1)T , β2 = (4,−3, 3, 1)T

求 V1 + V2 与 V1 ∩ V2 的一个基和维数。

解答：

算法可参考本讲义 18.3.1 或教材，V1 + V2 的一组基可以取为 α1, α2, β1，维数为 3；V1 ∩ V2 的

一组基可以取为 β1 + β2，维数为 1 (基的取法不唯一)。

2. (丘书 习题 8.2.17) 设 A、B 是数域 F 上 s× n、m× n 矩阵，证明关于 x 的齐次线性方程组 Ax = 0

与 Bx = 0 解集相同当且仅当 A、B 行向量组等价。

证明：

* 本题最直接的做法是利用上学期正交补空间的知识：解空间与行向量组生成子空间 (行空间)
互为正交补，而正交补唯一，因此解空间相同当且仅当行空间相同，从而当且仅当行向量组等

价。

* 未学正交时的做法可见本讲义第六章复习题 7。
由上学期记号将 Ax = 0 解集记为 Ker A，根据线性方程组定义有

Ker C = Ker A ∩Ker B, C =

(
A

B

)

由此 Ker A = Ker B 当且仅当

Ker A = Ker C = Ker B

我们下面证明第一个等号成立当且仅当 B 的行向量可被 A 的行向量线性表出，同理第二个等

号成立当且仅当 A 的行向量可被 B 的行向量线性表出，这就得到了结论。

若 B 的行向量可被 A 的行向量线性表出，由上学期知识 (设出表出式后直接构造) 存在矩阵 P

使得 B = PA，从而 Ax = 0 可推出 PAx = 0，于是 Ker A ⊂ Ker C，而由 Cx = 0 中包含

Ax = 0 的方程，有 Ker C ⊂ Ker A，因此 Ker C = Ker A。
若 B 的某个行向量不能被 A 的行向量线性表出，则 A 的行向量组极大线性无关组增添 B 的对

应行后仍然线性无关，从而 rankC > rankA，利用解空间维数定理可得 Ker C < Ker A，不可
能相等，从而 Ker C = Ker A 可推出 B 的行向量能被 A 的行向量线性表出。

3. (丘书 习题 8.4.2) 设 W 是 K 上 n 维线性空间 V 的非平凡子空间，从 W 中取一个基 δ1, . . . , δm，考

虑两种不同扩充方式使得

S = (δ1, . . . , δm, αm+1, . . . , αn)
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T = (δ1, . . . , δm, βm+1, . . . , βn)

都是 V 的一组基，且 S 到 T 的过渡矩阵为 P。求 V /W 的两组基

SW = (αm+1 +W, . . . , αn +W ), TW = (βm+1 +W, . . . , βn +W )

的过渡矩阵。

解答：

由过渡矩阵定义 T = SP，从而设 P 第 i 行第 j 列为 pij 有

∀j = m+ 1, . . . , n, βj =
m∑
i=1

pijδi +
n∑

i=m+1

pijαi

由于所有 δi 构成 W 的一组基，可发现

∀j = m+ 1, . . . , n, βj −
n∑

i=m+1

pijαi ∈W

利用商空间等价类定义也即

∀j = m+ 1, . . . , n, βj +W =

n∑
i=m+1

pijαi +W

再利用商空间加法、数乘运算的性质可知

∀j = m+ 1, . . . , n, βj +W =
n∑

i=m+1

pij(αi +W )

这已经符合过渡矩阵的定义式，由此根据形式得 SW 到 TW 的过渡矩阵为 P 的第 m+1 到第 n

行/列交成的子矩阵 (或表述为 P 右下角的 n−m 阶方阵)。

4. (丘书 习题 8.4.3) 设 K 上矩阵

A =

(
1 −1 2

1 0 −1

)

(1) 求 Ax = 0 解空间 W 的一组基。

解答：

直接利用线性方程组知识得到 {(1, 3, 1)T } 可作为一组基 (其他正确结果为此向量的非零倍
数)。

(2) 求 K3/W 的维数与一组基。

解答：

算法可参考本讲义 18.4.1或教材，维数为 2，基可以取为 {e1+W, e2+W}或 {αT
1 +W,α

T
2 +W}

等 (取法不唯一)，其中 α1, α2 为 A 的两个行向量。

5. (丘书 习题 8.3.8) 对正整数 n，令

Q(
n
√
3) =

{
a0 + a1

n
√
3 + · · ·+ an−1

n
√
3n−1 | a0, . . . , an−1 ∈ Q

}
对不同正整数 m、n，Q( n

√
3) 与 Q( m

√
3) 是否同构？

解答：
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我们下面证明 1, n
√
3, . . . ,

n
√
3n−1 线性无关，从而 Q( n

√
3) 的维数为 n，而有限维线性空间同构当

且仅当维数相同，即可得到不同构。

* 下面这部分证明完全无需掌握，并不在这学期考察范围内，布置这题确实意味不明......
记 t = n

√
3。若它们线性相关，也即存在不全为 0 的有理数 a0, . . . , an−1 使得 a0 + a1t + · · · +

an−1t
n−1 = 0，也即存在至多 n− 1 次的非零有理系数多项式 f(x) 使得 f(t) = 0。

记多项式 g(x) = xn − 3，则 g(t) = 0。由于 g(x)、f(x) 都有 x− t 作为因式，两者的最大公因

式至少为一次，而根据最大公因式不随数域变化而变化 (辗转相除法计算的结论)，设有理系数
多项式 d(x) 满足 d(x) = gcd(f(x), g(x))，则有

1 = deg(x− t) ≤ deg d(x) ≤ deg f(x) ≤ n− 1

可得

1 ≤ deg d(x) ≤ n− 1

下设

xn − 3 = d(x)h(x)

为了说明上式不可能成立，我们定义一个有理数 q 为 3 的 “倍数” 当且仅当化为最简分数后分
子是 3 的倍数。有两个容易计算得到的结论：乘积为 3 的 “倍数” 的两个有理数至少有一个是
3 的 “倍数”，反之亦然；3 的 “倍数” 和不是 3 的 “倍数” 的两数之和不是 3 的 “倍数” (通分可
证)。
由于 xn 前系数为 1，通过 d(x)、h(x) 乘适当倍数可设 d(x)、h(x) 首项系数均为 1，从而可设

d(x) = a0 + a1x+ · · ·+ am−1x
m−1 + xm, h(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bn−m−1x

n−m−1 + xn−m

由于 a0b0 = 3，a0b0 中必然有一个是 3 的 “倍数”，且若两个都是 3 的 “倍数”，可发现乘积必
然是 9 的 “倍数”，但 3 不是 9 的 “倍数”，矛盾，从而必然一个是 3 的 “倍数” 一个不是 3 的
“倍数”。
设 a0 是 3 的 “倍数” 而 b0 不是。由于一次项 0 = a0b1 + a1b0 是 3 的 “倍数”，且 a0b1 是 3 的
“倍数”，若 a1 不是 3 的 “倍数”，则 a1b0 不是 3 的 “倍数”，从而两者求和不是 3 的 “倍数”，矛
盾，因此必须 a1 是 3 的 “倍数”。类似归纳，考察到第 m 次项 (注意 m < n，由此乘积 1 到 m

次项均为 0) 可发现，a0 到 am−1 都是 3 的 “倍数”，但 m 次项满足 (记 bn−m = 1，更高次项系

数为 0)
0 = a0bm + · · ·+ am−1b1 + b0

从而左侧为 3 的 “倍数”，右侧为 3 的 “倍数” 与 b0 之和，不为 3 的 “倍数”，矛盾。同理，若
b0 是 3 的 “倍数” 而 a0 不是，由于 n−m < n，考察到第 n−m 次项可由 b0 到 bn−m−1 都是

3 的 “倍数” 推出矛盾。
* 上述方法可以推广为判别有理系数多项式不可约性的艾森斯坦因判别法。

6. (丘书 习题 8.3.10) 设 n 阶循环移位方阵 A = (en, e1, . . . , en−1) (ei 为第 i 个单位向量)，求 C(A) 的
维数与一组基，这里 C(A) 表示与 A 可交换的矩阵构成的子空间。

解答：

一个直接计算的方法：直接考虑方程组 AX = XA，可发现与 A 可交换当且仅当 xij = xi+1,j+1

(并将 n + 1 视作 1) 对任何 i, j 成立。由此简单分析可发现 X 的所有元素分成了相等的 n 组，

于是其维数为 n，一组基为 (Eij 表示第 i 行第 j 列位置为 1，其他为 0 的矩阵)

{E1i + E2,i+1 + · · ·+ En−i+1,n + En−i,1 + · · ·+ En,i−1 | i = 1, . . . , n}



十九 线性映射 100

进一步分析可发现上述取 i 的矩阵恰好为 Ai−1，由此一组基可写为

{I, A, . . . , An−1}

* 本质上这是由于 A 可对角化且特征值互不相同，我们将在本讲义 20.2.2 的例题中对可对角化
时的一般情况进行分析。更一般的情况见期中复习题。

7. (丘书 习题 8.3.11) 设 A、B 是特征多项式相同的实对称矩阵，证明存在 Rn 到自身的同构映射 σ 使

得

∀α ∈ Rn, σ(α)TBσ(α) = αTAα

证明：

由本章讨论将得到，Rn 到自身的同构映射当且仅当其是 σ(α) = Pα，其中 P 可逆。

由于 A、B 都是实对称阵，特征多项式相同意味着特征值相同，于是正交相似标准形相同，从

而它们正交相似，也即存在正交阵 P 使得 P TBP = A，取 σ(α) = Pα 即可验证成立。

8. (丘书 习题 9.2.1) 已知 K4 → K5 的映射 A

A


x1

x2

x3

x4

 =



x1 − 3x2 + x3 − 2x4

2x1 + x2 − x3 + 3x4

−x1 + 10x2 − 4x3 + 9x4

3x1 − 2x2 + x4

4x1 + 9x2 − 5x3 + 13x4


判断其是不是线性映射，如果是，求 Im A、Ker A、CoKerA = K5/ Im A。

解答：

直接验证可知其是线性映射。由于它即为左乘矩阵

1 −3 1 −2

2 1 −1 3

−1 10 −4 9

3 −2 0 1

4 9 −5 13


以下基的构造均不唯一。计算列向量极大线性无关组可知 Im A 一组基可取为

(1, 2,−1, 3, 4)T , (−3, 1, 10,−2, 9)T

求解线性方程组可知 Ker A 一组基可取为

(2, 3, 7, 0)T , (1, 1, 0,−1)T

由本讲义 18.4.1 算法或教材可知 CoKerA 一组基可取为

e1 + Im A, e2 + Im A, e3 + Im A

9. (丘书 习题 9.2.4) 求习题 9.2.1 中的映射 A 对应的 K4/Ker A 的一组基。

解答：

由本讲义 18.4.1 算法或教材可知 K4/Ker A 一组基可取为 (取法不唯一)

e1 +Ker A, e2 +Ker A
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10. (丘书 习题 9.2.8) 设 A 是 K 上 n 维线性空间 V 的线性变换，证明存在正整数 m 使得

Am(V ) = Am+k(V ), k ∈ N

证明：

直接利用定义可知

As+t(V ) = As(At(V )) ⊂ As(V )

由此记 Vi = Ai(V )，每个 Vi 包含在之前的 Vi 中，因此 i < j 时

Vj ⊂ Vi, dimVi ≥ dimVj

由于 dimVi 的取值只能在 0 到 n 的整数中，dimVi > dimVi+1 至多只能发生 n 次，从而最

后一次发生后 (设 dimVm−1 > dimVm，此后不减) 即有 dimVi 不再变化，而根据包含关系，

dimVi = dimVj 且 i < j 即得 Vi = Vj，从而满足题目要求。

*一个更强的版本是，只要 dimVm = dimVm+1，即有 Vm = Vm+k，这是因为由包含关系有 Vm = Vm+1，

且

Vm+2 = A(Vm+1) = A(Vm) = Vm+1 = Vm

再归纳可得证。由此可以得到取 m = n+ 1 必然符合要求 (至多下降 n 次后恒等)。

* 进一步加强，若 dimV1 = n，则 A(V ) = V，从而可得 dimVi = n 恒成立，可取 m = 1。否则至

多下降 n− 1 次后恒等，取 m = n 必然符合要求。综合可得取 m = n 必然符合要求。

*设 V 的一组基为 α1, . . . , αn，并定义 A(α1) = 0，i > 1时 A(αi) = αi−1，可发现 A(V )到 An−1(V )

互不相同，因此不可能取到比 n 更小的 m 保证成立。

* 此结论的矩阵版本即为存在正整数 m 使得 rankAm = rankAm+k, k ∈ N。

§19.2 同态与同构

19.2.1 集合的同态

本节的主要目的是考虑两个一般线性空间之间的 “连接”：线性映射。为了理解它的定义动机，进行之
后的分析，我们必须先从高中集合论中就学过的，大家更为熟悉的映射谈起。我们将从一个很基本的问题

开始，为什么要引入映射的概念？

我们就以两个集合 {a, b, c, d, e} 与 {1, 2, 3, 4, 5} 为例。我们会认为这两个集合本质上具有某种结构相
同的特性。具体来说，我们可以用 x1、x2、x3、x4、x5 去称呼 a, bc, d, e 或 1, 2, 3, 4, 5，无论进行哪一种称

呼，都有

{x1, x2, x3} ∪ {x2, x4} = {x1, x2, x3, x4}, {x1, x5} ∩ {x2, x5} = {x5}

等等。在集合的角度，我们称这样的两个集合同构，可以看出，要证明两个集合同构，我们只要找到一种

合适的对应关系。而粗略理解下，一般的映射即是一种结构的对应关系。

不过，到底什么是结构与结构相同？在数学上，一个结构往往是一个对象与它所允许的操作构成的。

具体来说，对于一个集合，我们允许对它的子集计算交、并、补，那么这些运算的结果都是结构的一部分。

因此，当我们在说一个映射部分保持结构时，事实上指的是映射可以部分保持交、并、补运算。我们下面

假设 f : X → Y 是映射，A、B 是 X 的子集，用 f(A) 表示 {y ∈ Y | y = f(a), a ∈ A}，称为 A 在 f 下

的像，则有如下两个结论刻画结构的对应关系：

f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B)

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

证明：
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对第一个结论，由定义可知

f(A ∩B) = {y ∈ Y | y = f(a), a ∈ A ∩B}

由于 a ∈ A ∩B 满足 a ∈ A 且 a ∈ B，根据定义 f(A ∩B) ⊂ f(A) 且 f(A ∩B) ⊂ f(B)，从而成立。

对第二个结论，由定义可知

f(A ∩B) = {y ∈ Y | y = f(a), a ∈ A ∪B}

而满足 y = f(a)，a ∈ A ∪ B 的 y 一定满足 y = f(a), a ∈ A 或 y = f(a), a ∈ B。反之，无论是

y = f(a), a ∈ A 还是 y = f(a), a ∈ B 都可以得到 y = f(a), a ∈ A ∪B。综合两者可知集合相等。

而所谓的两个集合 X、Y 同构 (事实上可以称为等势)，是指存在映射 f : X → Y 满足对任何 X 的

子集 A、B 有 (上标 c 为补集，由此即看出结构相同即为存在保持交、并、补的对应关系)

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

f(Ac) = f(A)c

我们将满足这三个条件的映射称为集合间的同构映射，或称为双射。有如下重要的判定定理：f : X → Y

是双射当且仅当 f(X) = Y 且 f(a) = f(b) ⇒ a = b。

证明：
– 若 f 为双射，取 A = ∅ 可得 f(X) = f(∅c) = f(∅)c = Y，这里利用了空集的像集是空集，这

可以由定义直接得到。

另一方面，由于当 a ̸= b 时 ∅ = f({a} ∩ {b}) = f({a}) ∩ f({b}) = {f(a)} ∩ {f(b)}，即得到
f(a) ̸= f(b)。

– 若 f(X) = Y 且 f(a) = f(b) ⇒ a = b，下面验证 f 是双射。利用一般映射的性质，只需证明

f(A) ∩ f(B) ⊂ f(A ∩B) 且 f(Ac) = f(A)c。

对第一条，假设存在 A、B 使得包含关系不成立，也即有元素在 f(A)∩f(B)中，但不在 f(A∩B)

中。设其为 y，存在 a ∈ A、b ∈ B 使得 f(a) = f(b) = y，但由于不存在 A ∩ B 中元素的像为
y，a ̸= b，从而与第二个条件矛盾。

对第二条，由于第一条已经成立，利用 f(A)∩ f(Ac) = f(A∩Ac) = ∅ 可知 f(Ac) ⊂ f(A)c。再

由 f(X) = Y，f(A) ∪ f(Ac) = f(A ∪Ac) = Y，因此即得到 f(A)c ⊂ f(Ac)。综合两者得证。

* 非常建议大家在看这一段对映射的说明时自己举有限集合的例子观察。
* 利用双射的定义可直接验证双射的复合还是双射。

由上方的讨论，我们已经可以看出映射的意义了：保持结构就是保持允许的操作，这里为交、并、补，

而双射——也可以称为集合间的同构——代表完全保持结构，一般的映射即代表部分保持结构。

我们将满足 f(X) = Y 的映射称为满射，满足 f(a) = f(b) ⇒ a = b 的映射称为单射。直观上理解，

满射代表左侧的结构可以覆盖在右侧的结构上，某种意义上是左侧的结构比右侧的结构大，单射则代表左

侧的结构可以嵌入右侧的结构，某种意义上是左侧的结构比右侧的结构小，根据上方证明的判定定理，双

射等价于满射加单射，也就是说，如果左边的结构既比右边大，也比右边小，则两者结构相同。

* 上述说明中隐含了集合论中经典的康托伯恩斯坦定理，也即 X 到 Y 存在单射与满射则存在双射。这样

的结论对一般的结构未必正确，但至少对集合、线性空间都是成立的。

我们给上面的大小关系一个直观的感受：当 X、Y 元素个数均有限时，用 |X| 记 X 的元素个数，则

X 到 Y 存在单射当且仅当 |X| ≤ |Y |，存在满射当且仅当 |X| ≥ |Y |，存在双射当且仅当 |X| = |Y |。

证明：
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设 X = {x1, . . . , xn}，Y = {y1, . . . , ym}，则 |X| = n、|Y | = m。

– 单射
若 X 到 Y 存在单射 f，设 f(xi) = yki

，由单射定义，k1 到 kn 互不相同，而它们又都在 1 到
m 中，从而 n ≤ m。

若 n ≤ m，考虑映射 f(xi) = yi，其中 i = 1, . . . , n，即可验证其为单射。

– 满射
若 X 到 Y 存在满射 g，对任何 yi 都存在 xki

(未必唯一，取出其中一个) 使得 g(xki
) = yi。由

映射的定义同一个元素不可能映到两个不同元素，因此 K1 到 km 互不相同，而它们又都在 1到
n 中，从而 m ≤ n。

若 m ≤ n，考虑映射 f(xi) = yi，其中 i = 1, . . . , n，下标大于 n 的 xi 都映射到 y1，即可验证

其为满射。

– 双射
若 X 到 Y 存在双射 h，由于双射既是单射又是满射，从上面两部分证明中可知m ≥ n且m ≤ n，

从而 m = n。

若 m = n，考虑映射 f(xi) = yi，其中 i = 1, . . . , n，即可验证其为双射。

这样，有限集合时的单射对应结构更小、满射对应结构更大、双射对应同构即得到了一个很好的展示。

此结论将在之后讨论有限维线性空间的单同态、满同态、线性同构时用到。

接下来，我们定义一个映射 f : X → Y 的逆映射 g : Y → X 为满足

∀x ∈ X, g(f(x)) = x

∀y ∈ Y, f(g(y)) = y

的映射 g，记作 g = f−1。我们可以证明，一个映射是双射当且仅当它的逆映射存在。

证明：
若 f 是双射，对任何 y ∈ Y，考虑 {x | f(x) = y}，由 f(X) = Y 知其非空，由 f(a) = f(b) ⇒ a = b

可知其中最多只有一个元素，因此可定义 g(y) 为 {x | f(x) = y} 的唯一元素 x。根据定义可发现

f(g(y)) = y 对任何 y 成立。对任何 x ∈ X，代入 y = f(x) 可知 f(g(f(x))) = f(x)，再利用 f 为单

射即得 g(f(x)) = x，从而为逆映射。

若 f 存在逆映射 g，∀y ∈ Y，取 x = g(y)即得 f(x) = y，从而 f(X) = Y。另一方面，若 f(a) = f(b)，

有 a = g(f(a)) = g(f(b)) = b，从而 f 为单射。综合两部分得 f 为双射。

* 某种意义上，这是同构更本质的定义——映射存在说明 X 的结构可以复制到 Y 的结构，逆映射存在则

说明 Y 的结构可以复制到 X 的结构，且这两种复制都是无损的 (可以还原为恒等映射)。利用双射等价于
逆映射存在，而逆映射是相互的，可知双射的逆映射是双射。

最后，我们可以证明集合的同构 (存在双射) 有如下性质：
• A 到 A 存在双射；

• 若 A 到 B 存在双射，则 B 到 A 存在双射；

• 若 A 到 B、B 到 C 存在双射，则 A 到 C 存在双射。

证明：
对第一个性质，取 ∀a ∈ A, f(a) = a 即得到符合要求的映射。

对第二个性质，设 f : A→ B 为双射，已经证明 f−1 : B → A 也是双射，从而成立。

对第三个性质，设 f : A→ B、g : B → C 是双射，已经证明复合 g ◦ f : A→ C 也是双射，从而成

立。
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可以发现，利用这三个性质，同构是集合上的等价关系 (这里的等价关系与之前定义的有一个细微的
差别，将在之后讨论)，因此可以用同构划分出集合间的等价类。例如，根据之前已证，对于有限集合而言，
等价类即可由元素个数确定。

*还有一个相对抽象的映射的性质我们此处没有讨论，也即映射复合具有结合律，当 f : A→ B、g : B → C、

h : C → D 都为映射时，有

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

这里映射复合的定义是 (g ◦ f)(x) = g(f(x))，由此可直接验证，某种意义上说，所有有结合律的地方都有

映射存在，例如我们马上就要看到矩阵乘法的结合律对应线性映射的结合律。

19.2.2 线性映射

在讨论完两个集合之间结构的对应关系后，我们自然就希望刻画两个线性空间之间结构的对应关系。

首先，线性空间至少是一个集合，因此对应关系至少是一个映射。此外，线性空间除了具有集合的所有结

构外，还可以进行加法、和数乘，因此我们希望结构的对应关系也能保持这两点。具体来说，若 K 上的线
性空间 U、V 之间的映射 f 满足

∀u1, u2 ∈ U, f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2)

∀u ∈ U, λ ∈ K, f(λu) = λf(u)

则称它为一个线性映射，或线性同态 (同态大致意味着保持部分结构的对应关系)。与映射时类似，若一个
线性同态是单射则称为单同态，若一个线性同态是满射则称为满同态。

• 定义要求线性映射是在同一个数域上的线性空间讨论的，这是因为不同数域的线性空间不可能构造
数乘的对应。

• 注意定义中括号内的加法、数乘是 U 上的加法、数乘，括号外则是 V 上的加法、数乘，对应的运算

可能不同。

• 线性映射的例子可见本讲义 17.4.2。
不过，与单同态、满同态的定义略有区别的是，我们定义一个线性映射是同构 (称为线性同构) 当且

仅当它是双射且逆映射也是线性映射。之所以要添加逆映射也是线性映射的要求，是为了让同构具有某种

等价性：若 U 与 V 同构，则 V 与 U 也同构 (逆映射作为同构映射)。幸运的是，我们将证明线性映射是
双射则逆映射线性，由此，一个线性映射是线性同构当且仅当其为双射，无需再对逆进行单独验证。

证明：
设 U, V 为 K 上线性空间，f : U → V 为可逆线性映射，下面证明 f−1 是线性映射。

由 f 为线性映射且逆映射存在，在 f(x+ y) = f(x) + f(y) 两侧取逆可知

∀x, y ∈ U, x+ y = f−1(f(x) + f(y))

也即

f−1(f(x)) + f−1(f(y)) = f−1(f(x) + f(y))

由 f 可逆，其为满射，因此对任何 α, β ∈ V，存在 x、y 使得 f(x) = α、f(y) = β，于是 (事实上可
直接代入 x = f−1(α)、y = f−1(β))

∀α, β ∈ V, f−1(α) + f−1(β) = f−1(α+ β)

同理，在 f(λx) = λf(x) 两侧取逆可知

∀x ∈ U, λ ∈ K λf−1(f(x)) = f−1(λf(x))
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再由满射，对任何 α 取 x = f−1(α) 得

∀α ∈ V, λ ∈ K λf−1(α) = f−1(λα)

综合得到的两个式子可知 f−1 是线性映射。

此外，我们还需要证明线性映射的复合是线性映射，设 U、V、W 是 K 上的线性空间，f : U → V、

g : V →W 都是线性映射，我们下面证明 g ◦ f 也是线性映射。

证明：
直接由线性性计算

g(f(x+ y)) = g(f(x) + f(y)) = g(f(x)) + g(f(y))

g(f(λx)) = g(λf(x)) = λg(f(x))

从而结论成立。

我们再对线性映射保持结构的性质作一点验证，大家可以对比这里的结论与上一部分结论的相似之

处。仿照映射的性质 f(A∪B) = f(A)∪ f(B)、f(A∩B) ⊂ f(A)∩ f(B)，我们有：若 U、V 是 K 上的线
性空间，f : U → V 是线性映射，则对 U 的子空间 W 有 f(W ) 是 V 的子空间，且对 U 的子空间 W1、

W2 有

f(W1 ∩W2) ⊂ f(W1) ∩ f(W2)

f(W1 +W2) = f(W1) + f(W2)

证明：
– f(W ) 是子空间

只需验证封闭性。若 x, y ∈ f(W )，也即存在 w1, w2 ∈W 使得 f(w1) = x、f(w2) = y，从而由

W 封闭性

x+ y = f(w1) + f(w2) = f(w1 + w2) ∈W

同理，对 λ ∈ K 有
λx = λf(w1) = f(λw1) ∈W

于是结论成立。

– 交空间性质
由于这里交空间即定义为交集，利用上一部分证明的映射的性质即得成立。

– 和空间性质
由定义

f(W1 +W2) = {f(w) | w ∈W1 +W2} = {f(w1 + w2) | w1 ∈W1, w2 ∈W2}

而

f(W1) + f(W2) = {f(w1) + f(w2) | w1 ∈W1, w2 ∈W2} = {f(w1 + w2) | w1 ∈W1, w2 ∈W2}

从而两者相等。

除此以外，若对 U 的任何子空间 W1、W2 与子空间 W 的补空间 W0 有

f(W1 ∩W2) = f(W1) ∩ f(W2)

f(W1 +W2) = f(W1) + f(W2)

f(W0)⊕ f(W ) = V

且 V 不为 {0}，则 f 是一个线性同构，反之，若 f 是线性同构，则上面三条也成立。

证明：
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– 若三条性质成立，取 W0 = {0}，其补空间只能是 U，从而 f(U) = V，为满射。

若 f 不为单射，即存在 f(a) = f(b)、a ̸= b，则由线性性 f(a− b) = 0，a− b ̸= 0，记 u = a− b，

下面证明 f(x) = 0 对任何 x ∈ U 成立，这就说明 f(U) = {0}，结合满射得 V = {0}，矛盾，从
而结论成立。

首先，若 x 能被 u 表出，由线性性结论成立，否则 x、u 线性无关，而这就能说明 x、x+ u 线

性无关，从而

{0} = f(⟨x⟩ ∩ ⟨x+ u⟩) = f(⟨x⟩) ∩ f(⟨x+ u⟩)

但是，由于 f(u) = 0，f(x) = f(x+ u)，因此若 f(x) ̸= 0 则矛盾，于是得证。

– 若 f 是线性同构，由其为双射，根据映射时已经证明的结论，第一条对任何子集都成立，对子

空间也自然成立。

已证第二条对任何线性映射都成立，因此 f 为同构时成立。

对于第三条，若有非零的 a ∈ f(W0) ∩ f(W )，由于 W0 ∩W = {0}，存在 W0、W 中的不同元

素像都为 a，矛盾，从而 f(W0)、f(W ) 为直和。再由满射与第二条可知

V = f(U) = f(W0 +W ) = f(W0) + f(W )

从而成立。

* 这里的结论比起映射时稍弱，需要额外要求 V ̸= {0}，是因为第一条性质只要求对交空间成立，而非一
般交集，因此无法得到单射。

定义了单同态、满同态、线性同构 (下无歧义时简称同构，两个线性空间之间存在线性同构则称这两
个线性空间同构，可用 ∼= 表示)，并验证了线性映射的复合与逆都一定是线性映射后，线性映射确实是一
个合理的保持结构的对应关系，上面的证明中也可以看到，有些结论与映射完全类似。不过，线性空间和

集合的很大区别是，整个空间可以用基的线性组合来进行表示，由此，我们需要给出一些基相关的结论。

以下假设 U、V 都是 K 上的线性空间 (并假设 U 的基存在)，f 是 U 到 V 的线性映射，我们来研究单同

态、满同态与同构如何用基来表示。接下里证明过程中，我们将默认无穷维线性空间中在元素基下的线性

表示仍然具有唯一性，这种唯一性具体来说是每个基前的系数唯一 (注意至多有限多个系数非零)，证明与
有限维时类似。有如下结论：

1. f 是单同态、U 的任意一组基的像在 V 中线性无关、存在 U 的一组基的像在 V 中线性无关，三者

等价。

证明：

由于第二条可以推出第三条，我们只需证明 1 推 2 与 3 推 1。

– 1 推 2
反证。设 U 的一组基为 {αi | i ∈ I}，若其像线性相关，存在 i1, . . . , in 与不全为 0 的
λ1, . . . , λn 使得

λ1f(αi1) + λ2f(αi2) + · · ·+ λnf(αin) = 0

而这就得到

f(λ1αi1 + · · ·+ λnαin) = 0

由基的线性无关性，λ1αi1 + · · ·+ λnαin 非零，但 f(λ1αi1 + · · ·+ λnαin) = f(0)，与单射矛

盾。

– 3 推 1
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设 U 的基 {αi | i ∈ I} 的像在 V 中线性无关。若 f 不是单射，存在 a ̸= b，f(a) = f(b)，也

即 f(a− b) = 0，且 a− b ̸= 0。设 a− b 的为

n∑
k=1

λiαik

则由 f(a− b) = 0 与线性性可得
n∑

k=1

λif(αik) = 0

由于 a− b ̸= 0，所有 λi 不全为 0，与所有 f(αik) 线性无关矛盾。

2. f 是满同态、U 的任意一组基的像可以生成 V、存在 U 的一组基的像可以生成 V，三者等价。

证明：

由于第二条可以推出第三条，我们只需证明 1 推 2 与 3 推 1。
– 1 推 2
设 U 的一组基为 {αi | i ∈ I}，对任何 v ∈ V，由于其有原像 u，设

u =

n∑
k=1

λiαik

则利用 f(u) = v 与线性性可得
n∑

k=1

λif(αik) = v

也即这组基的像可以生成 v。从而结论成立。

– 3 推 1
设 U 的基 {αi | i ∈ I} 的像可以生成 V，也即对任何 v ∈ V 存在 λ1, . . . , λn 使得

v =
n∑

k=1

λkf(αik)

从而利用线性性，设 u =
∑n

k=1 λkαik，即得 f(u) = v，从而 f 为满射。

3. f 是线性同构、U 的任意一组基的像是 V 的一组基、存在 U 的一组基的像是 V 的一组基，三者等

价。

证明：

由于第二条可以推出第三条，我们只需证明 1 推 2 与 3 推 1，而这直接由前两部分证明可以得
到：f 是线性同构可得其为单射、满射，从而 U 任意一组基的像是能生成 V 的线性无关向量

组，即 V 一组基；存在 U 的一组基的像是 V 的一组基，即线性无关且可以生成 V，从而 f 是

单射、满射，即其是线性同构。

4. 给定 U 的一组基，任意指定它们的像都可以得到唯一一个线性映射 f。我们接下来将称这种定义方

式为用基映射定义线性映射。

证明：

假设 U 的一组基为 {αi | i ∈ I}，且指定像为 f(αi) = βi ∈ V。

– 存在性
由于对任何 u ∈ U，利用基的定义可以唯一写成 (若 u = 0 对应 N = 0 的情况，否则要求

所有 λi 非零)

u =
N∑

k=1

λkαjk



十九 线性映射 108

这里 jk ∈ I。由于被基表出的存在唯一性，这确实对 f 在任何一点处的值给出了唯一定义。

由此可以定义 f(0) = 0，其他情况

f(u) =
N∑

k=1

λkf(αjk) =
N∑

k=1

λkβjk

由于 αi 的表示即为 1αi，f 的确满足 f(αi) = βi，下面证明其为线性映射。

对 u1, u2 ∈ U，设 (下方表出可以有系数为 0，这样能让 u1、u2 选取相同的一些基)

u1 =
n∑

k=1

µkαik , u2 =
n∑

k=1

γkαik

这里 ik ∈ I。由于加 0 不改变元素，可以发现仍有

f(u1) =
n∑

k=1

µkβik , f(u2) =
n∑

k=1

γkβik

而利用结合律、分配律

u1 + u2 =
n∑

k=1

(γk + µk)αik

于是

f(u1 + u2) =
n∑

k=1

(γk + µk)βik = f(u1) + f(u2)

对 u ∈ U, λ ∈ K，设

u =
n∑

k=1

λkαik

则有

f(u) =
n∑

k=1

λkβik

而利用结合律、分配律

λu =
n∑

k=1

(λλk)αik

于是

f(λu) =
n∑

k=1

λλkβk = λf(u)

从而得证 f 的确是线性映射。

– 唯一性
首先，对线性映射 f 有 f(0) = f(0 + 0) = 2f(0)，从而 f(0) = 0 恒成立。对非零的

u =
n∑

k=1

λkαik

利用线性性可知必然

f(u) =
n∑

k=1

λkf(αik) =
n∑

k=1

λkβik

从而不可能有上方定义之外的线性映射满足条件。

5. 若 U、V 维数有限，U 到 V 存在单同态当且仅当 dimU ≤ dimV。

证明：
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– 若 dimU ≤ dimV，考虑 U 的一组基 α1, . . . , αn，V 的一组基 β1, . . . , βm，且 n ≤ m，用

基映射定义线性映射

f(αi) = βi, i = 1, . . . , n

利用上方结论，α1, . . . , αn 的像在 V 中是一组基的一部分，因此线性无关，从而 f 是单同

态。

– 若 f 是单同态，利用上方结论，U 的一组基 α1, . . . , αn 的像在 V 中线性无关，利用基等价

于极大线性无关组可知 V 存在包含 f(α1), . . . , f(αn) 的基，从而 dimU ≤ dimV。

6. 若 U、V 维数有限，U 到 V 存在满同态当且仅当 dimU ≥ dimV。

证明：

– 若 dimU ≥ dimV，考虑 U 的一组基 α1, . . . , αn，V 的一组基 β1, . . . , βm，且 n ≥ m，用

基映射定义线性映射

f(αi) = βi, i = 1, . . . ,m

f(αi) = 0, i = m+ 1, . . . , n

利用上方结论，α1, . . . , αn 的像包含 V 的一组基，因此能生成 V，是满同态。

– 若 f 是满射，利用上方结论，U 的一组基 α1, . . . , αn 的像能生成 V。设 f(α1), . . . , f(αn)

的极大线性无关组为 f(αi1), . . . , f(αir)，则 f(αi1), . . . , f(αir) 线性无关且可生成 V，从而

是 V 的一组基，其个数不会超过 n，因此 dimV ≤ dimU。

7. 若 U、V 维数有限，U 与 V 同构当且仅当 dimU = dimV。

证明：

– 若 dimU = dimV，考虑 U 的一组基 α1, . . . , αn，V 的一组基 β1, . . . , βn，用基映射定义线

性映射

f(αi) = βi, i = 1, . . . , n

利用上方结论，α1, . . . , αn 的像是 V 的一组基，因此 f 是线性同构。

– 若 U、V 同构，设同构映射为 f，U 的一组基 α1, . . . , αn 的像 f(α1), . . . , f(αn) 是 V 的一

组基，因此基个数相同，dimU = dimV。

* 于是有限维时证明同构只需证明维数相同。

第四条结论暗示了构造线性映射的方式：只要提供一组基的像即可，此结论的更完善版本将在之后的

例题中介绍。利用它，我们证明了后三条结论，它们事实上与有限集之间存在单射、满射、双射的情况非

常类似，这意味着有限维线性空间的结构可以由维数完全确定，而存在 U 到 V 的单同态/满同态也确实
意味着 U 的结构更小/更大。

19.2.3 构造双射的方式

在进入线性映射的下一部分之前，我们还是要回到映射，研究从映射构造双射的方式。

我们已经知道，映射代表结构的部分保持，而双射代表结构的 “迁移”。那么，从映射中，是否能看到
一个相同的结构呢？考虑如下的简单例子：

X = {1, 2, 3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3, 4}

f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 1, f(4) = 2, f(5) = 4

一个简单的想法是，先将没有原像的 3去掉，再在 1、2、4的原像中各取一个，例如，记 X ′ = {1, 2, 5}、
Y ′ = {1, 2, 4}，并定义 f̃(1) = 1、f̃(2) = 2、f̃(5) = 4 (即 f̃(x) = f(x))，则 f̃ 构成一个双射，这意味着我
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们确实从 f 中得到了一个双射。不过，f̃ 映射还并不够好：它不能完全刻画 f 的信息，忽略了 f(3) = 1

与 f(4) = 2 的部分。想要解决这个问题，更好完成构造双射的任务，我们将先从单射、满射构造双射。

为了从单射构造双射，我们要进行的过程类似上方的第一步，也即将没有原像的元素去掉。若 f : X →
Y 是一个单射，我们下面证明，定义

f̃ : X → f(X), f̃(x) = f(x)

则其成为一个双射。

证明：
首先，由于任何 f(x)当然在 f(X)中，此映射定义合理。若 f̃(a) = f̃(b)，由定义可知 f(a) = f(b)，从

而由 f 单射得 a = b，这就说明了 f̃ 为单射。对任何 y ∈ f(X)，根据定义存在 x ∈ X 使得 f(x) = y，

从而 f̃(x) = y，f̃ 为满射。综合以上讨论得证 f̃ 为双射。

那么，若 f : X → Y 是一个满射，如何定义对应的映射呢？如果按照之前的想法，我们的映射构造是

这样的：对每个 y ∈ Y，在 {x | f(x) = y} 中选择一个，构成子集 S，再在 S 上定义

f̃ : S → Y, f̃(x) = f(x)

则其成为一个双射。

证明：
由于 f(x) ∈ Y，此映射定义合理。若 f̃(a) = f̃(b)，由于 f̃ 的定义可知 a, b ∈ {x | f(x) = y}，但根
据 S 的定义 S ∩ {x | f(x) = y} 只有一个元素，从而 a = b，f̃ 为单射。同样，由于对任何 y ∈ Y，

S ∩ {x | f(x) = y} 有元素，存在 s ∈ S 使得 f̃(s) = y，因此 f̃ 为满射。

* 一个有趣的事情是，上述的选择在集合有无穷多个元素时无法从集合论公理直接推出存在。于是，选择
的存在性成为了一条新的公理，也就是选择公理。由于我们的课程默认其成立，上述的证明是没有问题的。

不过，刚才我们已经解释了，这样的选择会损失原映射的信息。因此，我们希望能有一个不损失信息

的方式。对于之前举例的 f，可以从它构造一个这样的映射 f̃ : X ′′ → Y ′：

X ′ = {{1, 3}, {2, 4}, {5}}, Y ′ = {1, 2, 4}

f̃({1, 3}) = 1, f̃({2, 4}) = 2, f̃({5}) = 4

这里，我们将原集合划分为了几个子集，并在子集的集合上构造了双射。观察划分方式，我们会发现，每

一类中都满足 f(a) = f(b)。由此，若 f : X → Y 是一个满射，我们定义 X 上的关系 ∼，a ∼ b 当且仅

当 f(a) = f(b)。直接由定义可以验证这是一个等价关系，从而可以存在商集 X/ ∼ (定义参考可本讲义
18.4.1)。接下来，定义 X/ ∼ 到 Y 的映射

f̃([x]) = f(x)

下面说明这是一个双射。

证明：
等价关系验证：f(a) = f(a)，因此 a ∼ a；若 a ∼ b 有 f(a) = f(b)，从而 f(b) = f(a)，b ∼ a；若

a ∼ b、b ∼ c 有 f(a) = f(b) = f(c)，从而 f(a) = f(v)，a ∼ c。

对 f̃，首先验证定义合理性。若 [x] = [y]，这意味着 x ∼ y，因此 f(x) = f(y)，从而有 f̃([x]) = f̃([y])，

定义合理。

对任何 y ∈ Y，由 f 为满射存在 x 使得 f(x) = y，于是 f̃([x]) = y，因此其为满射。对 [x] ̸= [y]，由

等价关系定义可知 f(x) ̸= f(y)，从而 f̃([x]) ̸= f̃([y])，因此其为双射。综合两部分得双射。
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最后，经过上面的单射定义双射与满射定义双射，一般映射定义双射的方式就很清晰了，它可以看成

之前两步的结合。我们将定理叙述如下，这个定理可以称为集合之间的第一同构定理：

设 f : X → Y 是一个映射，在 X 上定义关系 ∼f，x ∼f y 当且仅当 f(x) = f(y)，则其构成等价关

系，定义对应的商集到 f 像集的映射 f̃ : X/ ∼f→ f(X)，f̃([x]) = f(x) 是一个双射。

证明：
设 f̂ : X → f(X) 满足 f̂(x) = f(x)，则与单射构造双射的方式相同可以验证 f̂ 是一个满射。

由于 f̂(x) = f(x)，用 f̂ 仿照满射定义双射时定义的等价关系 ∼f̂ 事实上就是 ∼f，从而 f̃ 即为满射

f̂ 按照上面满射定义双射的方式定义的双射，得证。

这个定理从一般映射得到了双射，事实上说明了一般映射保持了怎样的一个结构：它说明了左侧的某

个商结构与右侧的某个子结构相同。

19.2.4 限制映射 I

在介绍线性空间之间的线性映射对应的第一同构定理前，我们先更深入讨论一个刚才讨论集合时涉及

到的内容。

在上面的单射构造双射与第一种满射构造双射的方式 (取子集 S) 中，我们都定义出了一个满足在定
义域中 g(x) = f(x) 的映射。我们将这样的映射称为限制映射，意为将 f(x)“限制” 到更小的集合中。再细
分来看，事实上有两种限制的方式，一个是对陪域 (f : X → Y 的 Y ) 进行的限制，一个是对定义域进行
的限制。将它们整理到一起，我们可以如下定义限制映射：

对映射 f : X → Y 时，若 X0 ⊂ X 与 Y0 ⊂ Y 满足 f(X0) ⊂ Y0，则可以定义限制映射 g : X0 → Y0，

满足 g(x) = f(x)，将这样的 g 记作

f |X0→Y0

证明：
由于定义已经保证了 f(X0) ⊂ Y0，这样的 f |X0→Y0

定义合理。

限制映射的意义很清晰：若 X → Y 之间保持了某种结构，那么 X 的任何一个子集到适当的 Y 的子

集也对应保持了结构。利用限制映射，承认选择公理时我们可以给出另一种从映射构造双射的方式：

设 f : X → Y 是一个映射，对每个 y ∈ f(X)，在 {x | f(x) = y} 中选择一个，构成子集 S，则

f |S→f(X) 是一个双射。

证明：
由于 f(x) ∈ f(X)，此映射定义合理。若 f |S→f(X)(a) = f |S→f(X)(b)，由于 f |S→f(X) 的定义可知

a, b ∈ {x | f(x) = y}，但根据 S 的定义 S ∩{x | f(x) = y} 至多只有一个元素，从而 a = b，f |S→f(X)

为单射。同样，由于对任何 y ∈ f(X)，S ∩ {x | f(x) = y} 有元素，存在 s ∈ S 使得 f(s) = y，从而

f |S→f(X)(s) = y，因此 f |S→f(X) 为满射。

注意到，这种构造双射的方式说明了 X 存在子集 S 与 f(X) 同构，而上一种方式则是 X/ ∼f 与 Y

同构。更一般地，可以说明，承认选择公理时，任何一个集合的商集一定和它某个子集同构。

对于线性映射，我们可以完全类似定义限制映射：f : U → V 是一个 K 上线性空间之间的线性映
射，若 U 的子空间 U0 与 V 的子空间 V0 满足 f(U0) ⊂ V0，则可以定义限制映射 g : U0 → V0，满足

g(x) = f(x)，将这样的 g 记作 f |U0→V0
，它仍然是一个线性映射。

证明：
限制映射的定义合理性在之前对映射时已经说明，只需说明线性。验证是简单的：对 x, y ∈ U0，由

U0 封闭性 x+ y ∈ U0，且对 λ ∈ K 有 λx ∈ U0，它们都在 f |U0→V0
定义域中，且由 f 线性性

f |U0→V0
(x+ y) = f(x+ y) = f(x) + f(y) = f |U0→V0

(x) + f |U0→V0
(y)



十九 线性映射 112

f |U0→V0
(λx) = f(λx) = λf(x) = f |U0→V0

(λx)

这就得到了证明。

* 这个证明看起来比较 “废话”，恰恰是因为我们限制映射的定义就是为了不改变 f 的性质。

* 虽然下一节中不会涉及，但利用限制映射也可以从线性映射构造同构，见本讲义 20.1.1 的第一道例题。
这里我们只给出线性映射限制的概念，在之后的学习中，我们将慢慢看到线性映射限制映射的运用。

某种意义上，它是比集合的限制映射更有用的，因为它意味着映射可以随空间一起分解。

19.2.5 第一同构定理

进行完上面对集合的讨论后，我们终于可以开始研究一般线性映射最重要的结论，也即如何从线性映

射出发构造同构了。考虑 K 上线性空间 U → V 的线性映射 f，利用集合的第一同构定理，我们可以构造

出 f̃ : U/ ∼f→ f(U) 的双射。下面的所有讨论事实上都在说明，这个双射就是一个线性同构。

首先，仿照集合，我们仍然希望先从单射、满射开始构造线性同构。不过，线性性会给单射、满射一

些不同的刻画。具体来说，定义 Im f = f(U)，称为 f 的像空间，则满射的条件可以写为 Im f = V，而

Im f 是 V 的子空间，因此有限维时可以直接通过维数计算确定。

证明：
在本讲义 19.2.2 已证明 W 是 U 子空间时 f(W ) 为线性空间，取 W = U 得证 Im f 线性。满射即

为 f(U) = V，从而可写为 Im f = V。

对于单射，线性映射则有与集合截然不同的刻画：定义 Ker f = {x ∈ U | f(x) = 0}，则其构成 U 的

子空间，称为 f 的核空间，且 f 是单射当且仅当 Ker f = {0}，这是对线性映射最常用的单射判定方式。

证明：
先证明其为线性空间。由于是子空间验证，只需证明封闭，若 f(a) = 0、f(b) = 0，有 f(a + b) =

f(a) + f(b) = 0，从而 a + b ∈ Ker f；若 f(a) = 0，对任何 λ ∈ K，有 f(λa) = λf(a) = 0，从而

λa ∈ Ker f。因此 Ker f 是 U 的子空间。

若 f 是单射，0 的原像至多一个，之前已证线性映射必然满足 f(0) = 0，从而 Ker f = {0}；若
Ker f = {0}，对任何 v ∈ V，假设 f(x) = f(y) = v，可发现 f(x − y) = f(x) − f(y) = 0，从而

x− y ∈ Ker f，即得到 x = y，符合单射条件。

进一步可以得到，按照之前定义的等价关系 u ∼ v 当且仅当 f(u) = f(v)，u ∈ U 所在的等价类即为

u+Ker f。

证明：
对任何 x ∈ u+Ker f，设其为 u+ z, z ∈ Ker f，则由 Ker f 定义

f(x) = f(u+ z) = f(u) + f(z) = f(u)

反之，若 f(x) = f(u)，则类似上方推导 f(x− u) = 0，从而 x− u ∈ Ker f，设 z = x− u ∈ Ker f
有 x = u+ z，即得 x ∈ u+Ker f。

由此，U/ ∼f 事实上就是商空间 U/Ker f，自然也可以看成线性空间。接下来，我们将快速走完之前
集合构造双射的过程。值得注意的是，这里每一部分定义的映射都和集合时完全相同，只是额外增加了线

性性验证：

1. 单同态构造同构：若 f : U → V 是 K 上线性空间之间的单同态，则 f |U→Im f 是一个同构。

证明：

由于这与映射时单射构造双射的方式完全相同，已验证得到的 f |U→Im f 为双射。再根据子空间

的限制映射保持线性性可知它是线性同构。
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2. 满同态构造同构：若 f : U → V 是 K 上线性空间之间的满同态，则定义 f̃ : U/Ker f → V，使得

f̃(x+Ker f) = f(x)，它是一个同构。

证明：

利用 x + Ker f = [x]，这与映射时满射构造双射的方式完全相同，已验证得到的 f̃ 为双射 (包
含定义合理性的验证都与映射时相同)。为验证线性性，直接由定义与商空间的加法定义可知对
x, y ∈ U 与 λ ∈ K 有

f̃((x+Ker f) + (y +Ker f)) = f̃((x+ y) +Ker f)

= f(x+ y) = f(x) + f(y) = f̃(x+Ker f) + f̃(y +Ker f)

f̃(λ(x+Ker f)) = f̃(λx+Ker f) = f(λx) = λf(x) = λf(x+Ker f)

从而其为线性映射，再结合双射知为同构。

3. 线性映射构造同构：若 f : U → V 是 K 上线性空间之间的线性映射，则定义 f̃ : U/Ker f → Im f，

使得 f̃(x+Ker f) = f(x)，它是一个同构。

证明：

设 f̂ : U → Im f 满足 f̂(x) = f(x)，则与单同态构造同构的方式相同可以验证 f̂ 是一个满同态。

由于 f̂(x) = f(x)，可知 Ker f̂ = Ker f，用 f̂ 仿照满同态定义同构时定义的商空间 U/Ker f̂
事实上就是 U/Ker f，从而 f̃ 即为满同态 f̂ 按照上面满同态定义同构的方式定义的同构，得

证。

* 换句话说，U/Ker f 与 Im f 同构。

这里映射构造双射的方式即称为第一同构定理，它可以用于各种商空间同构相关的验证与维数计算。

我们给出四个能用它推出的结论 (后三个结论的证明即为第一同构定理常见的使用方式)：

1. 像与核维数公式：若 f : U → V 是 K 上线性空间之间的线性映射，且 U、V 维数有限，则

dimKer f + dim Im f = dimU

证明：

利用定义 dimU/Ker f = dimU − dimKer f，而已证有限维线性空间同构等价于维数相等，从
而 dimU − dimKer f = dim Im f，移项得证。

* V 维数无限时结论仍然成立，这是因为利用同构将基映射到基可知有限维空间不可能与无穷维空
间同构，从而 Im f 维数有限，再结合之前的同构结论即得。此结论当 f(x) 为矩阵乘法时即为上学

期常用的解空间维数定理。

2. 商空间与子空间同构性：对 K 上线性空间 U 与其子空间 W，设 W 对 U 的一个补空间是 V (若承
认选择公理，其一定存在)，则 U/W 与 V 同构。

证明：

由条件可知 U =W ⊕ V，从而任何 u ∈ U 可以唯一写成 w+ v，其中 w ∈W, v ∈ V。定义映射

f : U → U 满足 f(w + v) = v，下面证明其是线性映射并构造第一同构定理。

– 定义合理性
由直和的性质，对任何 u，v 是唯一确定的，从而此映射的确是 U → U 的映射。
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– 线性性
若 u = w + v、u′ = w′ + v′，利用 V、W 封闭性可知

u+ u′ = (w + w′) + (v + v′), w + w′ ∈W, v + v′ ∈ V

从而再根据分解唯一性

f(u+ u′) = v + v′ = f(u) + f(u′)

对任何 λ ∈ K，利用 V、W 封闭性可知

λu = λw + λv, λw ∈W, λv ∈ V

从而再根据分解唯一性

f(λu) = λv = λf(u)

– 像空间
由定义可发现 Im f ⊂ V，且对任何 v ∈ V 有 f(v) = v，从而有原像，因此 Im f = V。

– 核空间
首先，根据分解唯一性，任何 w ∈W 等于 w+ 0，因此 f(w) = 0，即 W ∈ Ker f。对不在
w 中的 u，其分解 u = w+ v 中 v 不可能为 0，否则 u = w ∈W，从而 u /∈ Ker f。综合得
到 Ker f =W。

利用第一同构定理即得 U/W = U/Ker f 同构于 Im f = V。

3. 第二同构定理：对 K 上线性空间 V 的子空间 U、W，(U +W )/U 同构于 W/(U ∩W )。

证明：

由定义，任何 x ∈ U +W 可以写为 u+ w，其中 u ∈ U,w ∈W，定义映射

f : (U +W ) →W/(U ∩W )

满足 f(u+ w) = w + U ∩W，下面证明其是线性映射并构造第一同构定理。

– 定义合理性
由于 w ∈W，w + U ∩W 的确是 W/(U ∩W ) 的元素。

对元素 v，若有两种分解 v = u + w = u′ + w′，可得 u − u′ = w′ − w，从而 w′ − w ∈ U，

再由 w,w′ ∈ W 可知 w′ − w ∈ W，综合得到 w′ − w ∈ U ∩ W，于是利用等价类定义

w + U ∩W = w′ + U ∩W，因此 v 映射到的像唯一，即证此映射定义合理。

* 注意验证了定义合理性时，对 v 我们可以选择想要的分解方式，下面计算像与核的过程都

应用了这点。

– 线性性
若 v = u+ w、v′ = u′ + w′，利用 U、W 封闭性可知

v + v′ = (u+ u′) + (w + w′), u+ u′ ∈ U, w + w′ ∈W

从而再根据分解唯一性与商空间加法定义

f(v + v′) = (w + w′) + U ∩W = w + U ∩W + w′ + U ∩W = f(v) + f(v′)

对任何 λ ∈ K，利用 U、W 封闭性可知

λv = λu+ λw, λu ∈ U, λw ∈W

从而再根据分解唯一性与商空间加法定义

f(λv) = λw + U ∩W = λ(w + U ∩W ) = λf(v)
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– 像空间
对任何 w + U ∩W，w ∈ W，由于 w ∈ U +W，由定义 f(w) = f(0 + w) = w + U ∩W，
于是其有原像，从而 Im f =W/(U ∩W )。

– 核空间
对任何 u ∈ U，有 f(u) = f(u+ 0) = U ∩W，从而 u ∈ Ker f。对不在 U 中的 v，其分解

v = u+w 中 w 不可能在 U ∩W 中，否则由 u,w ∈ U 可知 v ∈ U，矛盾，从而根据等价类

定义得到 w + U ∩W ̸= U ∩W，v /∈ Ker f。综合得 Ker f = U。

利用第一同构定理即得 (U +W )/U = (U +W )/Ker f 同构于 Im f =W/(U ∩W )。

* 从此定理计算维数可以直接得到和空间维数公式，也即核空间维数公式本质上是第二同构定理。

4. 第三同构定理：对 K 上线性空间 V 的子空间 U、U 的子空间 W，(V /W )/(U/W ) 同构于 V /U。

* 注意 V /W 的元素为所有 v +W, v ∈ V，U/W 的元素为所有 u+W,u ∈ U ⊂ V，因此后者为前者

的子集，且为线性空间，从而为前者的子空间，可以定义商空间，商空间的元素应为 (v+W )+U/W。

证明：

定义映射 f : (V /W ) → (V /U) 满足 f(v +W ) = v + U，下面证明其是线性映射并构造第一同

构定理。

– 定义合理性
当 v1 +W = v2 +W 时，由等价类定义可知 v1 − v2 ∈W，而由 W ⊂ U 可知 v1 − v2 ∈ U，

从而 v1 + U = v2 + U，即同一个元素的像唯一，映射定义合理。

– 线性性
利用商空间加法、数乘定义可知

f((v +W ) + (v′ +W )) = f((v + v′) +W )

= (v + v′) + U = (v + U) + (v′ + U) = f(v +W ) + f(v′ +W )

f(λ(v +W )) = f(λv +W ) = λv + U = λ(v + U) = λf(v)

– 像空间
对任何 v + U，v ∈ V，由定义 f(v +W ) = v + U，于是其有原像，从而 Im f = V /U。

– 核空间
先说明 v +W ∈ U/W 与 v ∈ U 等价。利用商空间定义，v ∈ U 时 v +W 确实是 U/W 中

元素。另一方面，当 v +W ∈ U/W 时，意味着存在 u ∈ U 使得 u+W = v +W，也即存

在 u ∈ U 使得 v − u ∈W，而 W ⊂ U，从而 v ∈ U，得证。

根据商空间零元素定义 v +W ∈ Ker f 当且仅当 f(v +W ) = v + U = U，利用等价类定义

这当且仅当 v ∈ U，再由上方已证这当且仅当 v +W ∈ U/W，于是 Ker f = U/W。

这样，我们就从第一同构定理出发证明出了对一般线性映射最重要的几个结论。读者可以自己思考第

二与第三同构定理是否有集合论的版本。回顾对一般线性映射的讨论，我们几乎都在研究它保持结构的具

体方式 (最重要的结论是第一同构定理) 和与基的联系 (最重要的结论是用基映射定义线性映射)。接下来，
对于有限维线性空间，我们将在基的个数有限时找到全部的线性映射，并给出刻画。

§19.3 矩阵表示

19.3.1 同构标准形

既然我们这学期的研究主题仍然是有限维线性空间之间的映射，我们还是希望能有更好的方式刻画出

这些映射，而不是只能通过抽象的 f 来代表。
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为了之后的推理，我们先来证明线性空间的同构事实上是一种等价关系。

证明：
对线性空间 U，定义 f : U → U 满足 f(u) = u，则可验证其为线性双射，从而为同构，于是 U 与

U 同构。

若 U 与 V 同构，设 f 为同构映射，则根据已证 f−1 为 V 到 U 的同构映射，从而 V 与 U 同构。

若 U 与 V 同构、V 与 W 同构，设 f : U → V、g : V →W，由已证 g ◦ f 是 U →W 的线性映射，

且根据双射的复合还是双射可知其为双射，从而得到 g ◦ f 是 U 到 W 的同构，从而 U 与 W 同构。

* 值得一提的是，出于某些集合论的规定 (为了避免出现著名的理发师悖论)，所有线性空间并不构成一个
集合，而是构成一个类——可以简单理解为一个可以容纳比集合更多东西的 “框子”。事实上，等价关系与
等价类都可以定义在类上，具体可以参考范畴论的相关知识。我们将忽略这套抽象的理论，直接考虑每个

线性空间所在的等价类的元素，而不考虑整个类。

在刚才的讨论中，我们证明了一个很重要的结论：两个 K 上的有限维线性空间同构当且仅当有相同
的维数。由此，所有 K 上的 n 维线性空间构成一个等价类。毫无疑问，我们希望 Kn 能成为这个等价类

的代表元，因为它形式最简单。

更有意思的是，我们其实已经知道任何一个 K 上 n 维线性空间 U 到 Kn 的同构映射是什么。对写成

形式行向量的 U 的一组基 S = (α1, . . . , αn)，设 f : U → Kn 满足 f(u) = uS，其中 uS 为 u 的坐标，则

其是一个同构。我们之后将把这个映射记为 πS，也即 αS = πS(α)。

证明：
首先，在之前介绍坐标时我们已经证明其唯一性，从而它确实是一个良好定义的映射。

先证明其为线性映射：对 α, β ∈ U 由定义有 SαS = α、SβS = β，因此利用形式乘法分配律

α+ β = SαS + SβS = S(αS + βS)

从而由坐标唯一性 πS(α+ β) = αS + βS。同理利用形式乘法与数乘可交换，对任何 λ ∈ K 由定义有

λα = λSαS = S(λαS)

从而由坐标唯一性 πS(λα) = λαS。

根据坐标的定义，πS 把 α1, . . . , αn 映射到了 e1, . . . , en，这里 ei 表示第 i 个单位向量。由于所有 ei

构成 Kn 的一组基，πS 把一组基映射到一组基，因此为同构。

接下来，我们将要用这个同构——也就是说所有 K 上 n 维线性空间都可以看成 Kn——刻画所有有限

维线性空间的线性映射。

19.3.2 坐标的线性映射

就像我们之前对相抵标准形或合同标准形的应用，用标准形解决一般问题往往分为两步：解决标准形

时的问题，并把一般问题化到标准形上。我们下面假设 U、V 分别是 K上的 n维、m维线性空间，我们想

解决的问题是，如何刻画全部 U 到 V 的线性映射。我们将所有 U 到 V 线性映射的集合记作 Hom(U, V )。

1. 标准形问题：Hom(Kn,Km) 的构成

首先，我们证明，对 A ∈ Km×n，A(x) = Ax 是一个线性映射。

证明：

由矩阵乘法定义可知 x ∈ Kn 时 Ax ∈ Km。此外可直接验证 x, y ∈ Kn、λ ∈ K 时

A(x+ y) = A(x+ y) = Ax+Ay = A(x) +A(y)

A(λx) = A(λx) = λAx = λA(x)

从而结论成立。
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其次，对任何 A ∈ Hom(Kn,Km)，存在矩阵 A ∈ Km×n 使得 A(x) = Ax 对任何 x ∈ Kn 成立，从而

Kn 到 Km 的线性映射实际上就是矩阵乘法。

证明：

设 ei 为第 i 个 n 维单位向量，设 A(ei) = αi ∈ Km，其中 i = 1, . . . , n，定义

A = (α1, . . . , αn)

利用 α 为 m 维列向量可知 A 的确是 m× n 矩阵。且直接计算可发现

Aei = αi, i = 1, . . . , n

根据之前已经证明，线性映射可以通过一组基的像确定，而 x→ Ax 与 A 都为线性映射，且在
Kn 的一组基 e1, . . . , en 上的像都为 α1, . . . , αn，从而即可知两映射相同，即 A(x) = Ax 对任何

x ∈ Kn 成立。

最后这样的 A 是唯一的，也即不同的线性映射对应的 A 不同。

证明：

考虑 A,B ∈ Hom(Kn,Km)，由已证可知存在 A,B ∈ Km×n 使得 A(x) = Ax、B(x) = Bx 对任

何 x ∈ Kn 成立。

若 A = B，即有 A(x) = Ax = Bx = A(b) 对任何 x ∈ Kn 成立。否则，A、B 至少有一列不同，

设为第 i 列，则计算可发现 Aei 为 A 的第 i 列，从而

A(ei) = Aei ̸= Bei = B(ei)

这就得到了 A ̸= B。
结合两方面的讨论，即得到 A = B 当且仅当 A = B，于是不同线性映射对应的 A 不同。

综合以上，Hom(Kn,Km) 到 Km×n 对应一个自然的双射，即将满足 A(x) = Ax 的映射 A 映射到 A

(由于将每个 A 映射到 A(x) = Ax 的映射是其逆映射，其必然双射)。更进一步来说，Hom(Kn,Km)

可以某种意义上 “看作”Km×n。

2. 一般的 Hom(U, V ) 转化为 Hom(Kn,Km)

在之前的讨论中，我们已经知道了，取定 U 的一组基 S、V 的一组基 T，可以写出同构 πS : U → Kn

与 πT : V → Km。那么，能不能用这两个同构将 U 到 V 的线性映射转移到 Kn → Km 呢？

我们已经知道，线性映射的复合还是线性映射，同构的逆还是同构。因此，如果我们有一个 U 到 V

的线性映射 f，想象如下的过程 (可以自行在 U, V,Km,Kn 之间画箭头表示下方过程)：

• 为了能让映射的起点是 Kn，先将 Kn 中的向量 x 同构到 U 上，对应的同构映射是 π−1
S ，也即

x 成为了 u = π−1
S (x)；

• 接着，应用我们已知的映射 f，将 u 映射到 V 中元素 v；

• 最后，再利用同构将 V 中元素用坐标还原回 Km，也即 y = πT (v)。

经过这三步，我们将 f : U → V “扩充” 为了 Kn 到 Km 的线性映射 A，使得 A(x) = πT (f(π
−1
S (x)))，

利用映射复合写为

A = πT ◦ f ◦ π−1
S

更准确来说，由于这个 A 与 S、T 有关，我们可以记作 AST。

由于求逆与复合保持线性性，AST 的确是一个 Kn 到 Km 的线性映射，因此存在 AST 使得

AST (x) = ASTx, ∀x ∈ Kn
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最后，我们证明 Hom(U, V )到 Hom(Kn,Km)的映射 (注意这是一个映射到映射的映射......但经过上
面的讨论，含义应该已经清晰了) f → πT ◦ f ◦ π−1

S 是一个双射，从而上述的 f 与 AST 是一一对应。

证明：

这里我们采取一个和以往不太一样的证明方法，直接说明其逆映射存在。

将上述映射记为 φ，考虑映射 ψ : A → π−1
T ◦ A ◦ πS。从右往左看 (注意复合映射是从右往左计

算的)，对 Kn → Km 的线性映射 A 得到的 π−1
T ◦ A ◦ πS，它先将 U 同构到 Kn，再将 Kn 线性

映射到 Km，最后通过逆将 Km 同构到 V，因此确实是一个 U → V 的线性映射，从而 ψ 是一

个 Hom(Kn,Km) → Hom(U, V ) 的映射。

对任何 f ∈ Hom(U, V )、A ∈ Hom(Kn,Km)，利用映射复合的结合律和逆映射定义 (注意恒等映
射复合任何其他映射为自身) 有

ψ(φ(f)) = π−1
T ◦ (πT ◦ f ◦ π−1

S ) ◦ πS = (π−1
T ◦ πT ) ◦ f ◦ (π−1

S ◦ πS) = f

φ(ψ(A)) = πT ◦ (π−1
T ◦ A ◦ πS) ◦ π−1

S = (πT ◦ π−1
T ) ◦ A ◦ (πS ◦ π−1

S ) = A

由此可以得到 ψ ◦ φ 与 φ ◦ ψ 都是恒等映射，从而二者互逆，即得到 φ 是双射。

* 这个证明其实没有看起来那么可怕，它某种意义上是在证明 (利用之后所说的线性映射复合对应矩
阵表示乘法)，当 P、Q 为可逆矩阵时，映射 X → PXQ−1 是一个可逆映射，由于可以直接左乘 P−1

右乘 Q 还原回 X，可以较自然想到直接构造逆的思路。

上面两部分中我们已经得到，取定 U 的基 S 与 V 的基 T 后，Hom(U, V ) 中的线性映射 f 与

Hom(Kn,Km) 中的线性映射 AST 是一一对应的，而 Hom(Kn,Km) 中的线性映射 AST 又是与 Km×n

中的矩阵 AST 一一对应的，我们将矩阵 AST 称为 f 在基 S、T 下的矩阵表示，

由于在给定基 S、T 后存在唯一的 AST 可以表示 f，利用上方证明中构造的 ψ(A) = π−1
T ◦ A ◦ πS，

我们最终得到，对任何线性映射 f ∈ Hom(U, V ) 与 U 的基 S、V 的基 T，存在唯一矩阵 AST 使得

f(u) = π−1
T (ASTπS(u))

对任何 u ∈ U 成立，或设 AST (x) = ASTx 写成

f = π−1
T ◦ AST ◦ πS

此外，对每个 AST，上述构造都决定了一个 f ∈ Hom(U, V )。这样，我们就给出了 Hom(U, V ) 中的全部

线性映射。

不过，上面这个表述终究还是太抽象了，有没有更具体的写法呢？首先，πS(u) 就是 u 的坐标 uS，而

两边同时在左侧复合 πT 得到 (右侧 πT 与 π−1
T 抵消)

πT (f(u)) = ASTuS

这也就代表

f(u)T = ASTuS

从而线性映射的矩阵表示就是坐标之间的矩阵乘法。

一个很简单的例子是，如果 S = (α1, . . . , αn)、T = (β1, . . . , βm)，AST = diag(Ir, O)，其中 r ≤
min(m,n)，我们来看看对应的 f 是什么。

解答：
由于 α1 在 S 下的坐标即为 e

(n)
1 ，这里 e

(n)
1 代表 Kn 的第 1个单位向量，而计算可发现当 r ≥ 1时有

AST e
(n)
1 = e

(m)
1
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V 中在 T 下坐标为 e
(m)
1 的元素恰恰就是 β1，于是 f(α1) = β1。

同理，对 i = 1, . . . , r，αi 在 S 下的坐标为 e
(n)
i ，直接计算得

AST e
(n)
i = e

(m)
i , i = 1, . . . , r

V 中在 T 下坐标为 e
(m)
i 的元素恰恰就是 βi，于是

f(αi) = βi, i = 1, . . . , r

对 i > r，αi 在 S 下的坐标为 e
(n)
i ，但此时

AST e
(n)
i = 0, i = r + 1, . . . , n

由坐标的定义，V 中坐标是 0 的元素当然是零向量 (也记为 0，注意表示的和 Km 中的零向量不同)，
于是

f(αi) = 0, i = r + 1, . . . , n

由于基映射可以确定线性映射，上面的所有 f(αi) 的像已经可以确定 f。

在刚才的例子中，我们似乎发现，矩阵表示还有另一种等价的看法，也就是利用 AST e
(n)
i 为 AST 的

第 i 列，AST 的每一列是 f(αi) 在 T 下的坐标。

由此，记 AST 的第 i 列为 ai，利用坐标定义可以可以发现

f(αi) = Tai

再将它们拼成矩阵，利用形式乘法仍然满足分块特性可发现

(f(α1), f(α2), . . . , f(αn)) = TAST

这就是教材中常见的矩阵表示定义。若将左侧记为 f(S) (视为 f 作用在 S 每一个分量形成的形式行向量)，
可以更简洁地写成

f(S) = TAST

此定义同样是矩阵表示的计算方法。

我们总共介绍了三种矩阵表示的定义：f = π−1
T ◦ AST ◦ πS、f(u)T = ASTuS 与 f(S) = TAST。三

种定义的侧重点不同。第一种定义最为抽象，但是也是本质性的，是代数上的定义；第二种定义最为直接，

揭示了矩阵表示的真正含义：看作坐标的矩阵乘法，在已知矩阵表示计算向量的像时最为有效；第三种定

义虽然具体，但从中其实很难看出矩阵表示的含义，适合已知映射计算矩阵表示。

* 我们并未严谨证明三种定义完全等价，留给感兴趣的同学们。至少必须掌握后两种定义，用于进行两个
方向的计算。

最后，如果大家对基变换的过渡矩阵有印象，它的定义其实和矩阵表示很像：K 上 n 维线性空间 U

的基 S 到 T 的基变换过渡矩阵 P 定义为

S = TP

可以发现，只要让 f(S) = S (从中可看出 f 是恒等映射)，它确实就可以是 f 在基 S、T 下的矩阵表示，

因此它可以理解为恒等映射在两组不同基下的矩阵表示。不过，这样我们对同一个空间取了两组不同基，

稍显混乱，如果让 f(T ) = S，它可以成为 f 在基 T、T 下的矩阵表示，似乎会更好。

真的能做这样的选择吗？答案是肯定的。注意到 f(T ) = S 意味着 f 将 T 中的第 i 个基映射到了 S

中的第 i 个基，可以由这样的基映射定义线性映射。更进一步地，由于它将一组基映射到了一组基，它还

是一个线性同构。由于它是 U → U，也就是 U 到自身的线性同构，我们称为 U 的自同构。于是，过渡矩

阵更合理的看法是看作自同构在给定基下的矩阵表示。
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19.3.3 线性映射的运算

那么，已经知道了线性映射可以怎样刻画以后，我们还需要知道什么呢？答案是，我们还需要知道线

性映射之间的结构。简单来说，定义了矩阵后，我们还希望知道矩阵能进行怎样的运算，那我们自然也会

关心线性映射之间的运算。

既然线性映射可以 “看成”矩阵，如果从仿照矩阵运算的角度，对线性映射之间应该可以定义加法、数
乘与乘法，下面我们将看到，这三件事对线性映射来说意味着什么，又是如何与矩阵的运算对应的。

1. 加法

在之前的学习中，我们已经很熟悉两个函数的加法了，简单来说，(f + g)(x) = f(x) + g(x)，函数的

和在某个点处的值应该是分别求值再求和。我们将这种简单的定义延伸到线性映射中，考虑 K 上的
线性空间 U, V，对 f, g ∈ Hom(U, V )，定义 f + g 为 (这里右侧的加法为 V 中加法)

∀u ∈ U, (f + g)(u) = f(u) + g(u)

它是一个 Hom(U, V ) 中的线性映射。

证明：

由于线性空间对加法的封闭性，f(u) + g(u) ∈ V，f + g 还是一个 U 到 V 的映射，下面验证其

为线性映射。对任何 u1, u2 ∈ U 有

(f+g)(u1+u2) = f(u1+u2)+g(u1+u2) = f(u1)+f(u2)+g(u1)+g(u2) = (f+g)(u1)+(f+g)(u2)

对任何 u ∈ U, λ ∈ K 有

(f + g)(λu) = f(λu) + g(λu) = λf(u) + λg(u) = λ(f + g)(u)

从而其确实在 Hom(U, V ) 中。

假设 f 在基 S、T 下的矩阵表示为 A，g 在基 S、T 下的矩阵表示为 B，此处我们希望计算 f + g

的矩阵表示，因此利用第三个定义得

(f + g)(S) = f(S) + g(S) = TA+ TB = T (A+B)

因此 f + g 的矩阵表示为 A+B。这确实与我们的期望相符。

2. 数乘

对于一个函数的数乘，最直接的定义当然就是将函数每个点的值乘上数，也就是 (λf)(x) = λf(x)。

考虑 K 上的线性空间 U, V，对 f ∈ Hom(U, V ) 与 λ ∈ K，可定义 λf 为 (这里右侧的数乘为 V 中

数乘)
∀u ∈ U, (λf)(u) = λf(u)

它是一个 Hom(U, V ) 中的线性映射。

证明：

由于线性空间对数乘的封闭性，λf(u) ∈ V，λf 还是一个 U 到 V 的映射，下面验证其为线性映

射。对任何 u1, u2 ∈ U 有

(λf)(u1 + u2) = λf(u1 + u2) = λf(u1) + λf(u2) = (λf)(u1) + (λf)(u2)

对任何 u ∈ U, µ ∈ K 有

(λf)(µu) = λf(µu) = λµf(u) = µ(λf(u)) = µ(λf)(u)

从而其确实在 Hom(U, V ) 中。
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假设 f 在基 S、T 下的矩阵表示为 A，此处我们希望计算 λf 的矩阵表示，因此利用第三个定义得

(λf)(S) = λf(S) = λTA = T (λA)

因此 λf 的矩阵表示 λA。这也确实与我们的期望相符。

3. 乘法

最后是一个稍显复杂的问题，矩阵乘法如何用映射表示？

对于映射来说，唯一一个能将映射放在一起的方法是复合。根据已经证明的性质，对 K 上的线性空
间 U, V,W，f ∈ Hom(U, V )，g ∈ Hom(V,W ) 时，的确有 g ◦ f ∈ Hom(U,W )。

我们下面证明，若 U、V、W 的各一组基是 R、S、T，且 f 在 R、S 下的矩阵表示为 B，g 在 S、

T 下的矩阵表示为 A，则 g ◦ f 在 R、T 下的矩阵表示为 AB。

证明：

由矩阵表示第三个定义可知

f(R) = SB, g(S) = TA

从而

(g ◦ f)(R) = g(f(R)) = g(SB)

利用形式乘法与 g 的线性性可以发现

g(SB) = g(S)B

从而进一步计算得

g(S)B = TAB = T (AB)

由此最终得到

(g ◦ f)(R) = T (AB)

这就符合了矩阵表示的定义。

因此，我们也的确得到了线性映射的复合对应矩阵乘法。

至此我们已经可以看出，有限维线性空间上的线性映射利用矩阵表示，可以与矩阵有诸多类似的性质。

最后，在 Hom(U, V ) 上可以定义加法、数乘后，我们也希望它构成一个线性空间，而这确实是成立的。

证明：
在刚才加法、数乘的定义中已经验证了封闭性，从而只需验证线性空间的八条性质。我们将默认 f、

g、h 为 Hom(U, V ) 的任意线性映射，注意验证 U 到 V 的映射相等只需说明任何元素像相同。

加法结合律：

∀u ∈ U, ((f+g)+h)(u) = (f+g)(u)+h(u) = f(u)+g(u)+h(u) = f(u)+(g+h)(u) = (f+(g+h))(u)

加法交换律：

∀u ∈ U, (f + g)(u) = f(u) + g(u) = g(u) + f(u) = (g + f)(u)

存在零元：记 O(x) 为把所有向量映射到 0 的映射，可验证其线性，从而 O(x) ∈ Hom(U, V )，且

∀u ∈ U, (O + f)(u) = 0 + f(u) = f(u) = f(u) + 0 = (f +O)(u)

存在逆元：对 f，记 −f 满足 (−f)(u) = −f(u)，可验证其线性，且 −f(u) ∈ V，从而 (−f)(u) ∈
Hom(U, V )，且

∀u ∈ U, (−f + f)(u) = (−f)(u) + f(u) = 0 = O(u) = f(u) + (−f)(u) = (f + (−f))(u)
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数乘单位元：

∀u ∈ U, (1f)(u) = 1f(u) = f(u)

数乘结合律：

∀u ∈ U, λ, µ ∈ K, (λ(µf))(u) = λ(µf(u)) = λµf(u) = (λµ)f(u) = ((λµ)f)u

加法分配数乘：

∀u ∈ U, λ, µ ∈ K, ((λ+ µ)f)(u) = (λ+ µ)f(u) = λf(u) + µf(u) = (λf + µf)(u)

数乘分配加法：

∀u ∈ U, λ ∈ K, (λ(f + g))(u) = λ(f + g)(u) = λ(f(u) + g(u)) = λf(u) + λg(u) = (λf + λg)(u)

综合八条得证。

* 这里 Hom(U, V ) 构成线性空间的所有验证步骤都无需假设有限维，因此即使对无穷维也成立。

不仅如此，我们还可以发现，上一部分定义的 φ : Hom(U, V ) → Hom(Kn,Km) 事实上就是两个空间

之间的线性同构。

证明：
由于已经验证了双射，只需说明线性性。利用线性映射的线性性与映射加法定义，对任何 f, g ∈
Hom(U, V )、x ∈ Kn 有

φ(f + g)(x) = πT ((f + g)(π−1
S (x))) = πT (f(π

−1
S (x))) + πT (g(π

−1
S ))(x) = φ(f)(x) + φ(g)(x)

从而再由映射加法定义可知 φ(f + g) = φ(f) +φ(g)。同理，利用线性映射的线性性与映射数乘定义，

对任何 f ∈ Hom(U, V )、λ ∈ K、x ∈ Kn 有

φ(λf)(x) = πT ((λf)(π
−1
S (x))) = λπT (f(π

−1
S )) = λφ(f)(x)

从而再由映射数乘定义可知 φ(λf) = λφ(f)。

综合两部分得证为线性映射，即得其为同构。

* 如果对这部分证明的思路还有疑问，可以参考本讲义 20.1.1 的第二道例题。
不仅如此，将 Hom(U, V ) 中的元素 A 映射到矩阵 A ∈ Km×n，使得 A(x) = Ax，此映射也是线性同

构。

证明：
由于已经验证了双射，只需说明线性性。计算可发现这里的 A即为 A在基 e

(n)
1 , . . . , e

(n)
n 、e

(m)
1 , . . . , e

(m)
m

下的矩阵表示，利用矩阵表示的性质可知 A+ B 的矩阵表示为 A+B，λA 的矩阵表示为 λA，由此

其为线性映射，即得其为同构。

利用同构的复合还是同构，我们最终得到，将 K 有限维线性空间 U, V 的线性映射 f ∈ Hom(U, V ) 映

到其在基 S、T 下的矩阵表示 AST 的映射是线性同构。

这个结论最大的作用是，可以用来计算出 Hom(U, V ) 的一组基。我们下面设 U 的一组基为 S =

(α1, . . . , αn)，V 的一组基 T = (β1, . . . , βm)。

解答：
由于线性同构将一组基映射到一组基，且其逆还是线性同构。考虑 Km×n 的一组基，将其从矩阵表

示还原回一组基，即为 Hom(U, V ) 的一组基。

设 Eij ∈ Km×n 为只有第 i 行第 j 列为 1，其他为 0 的矩阵，则所有

Eij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n
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构成 Km×n 的一组基。我们假设 Eij 还原到的线性映射为 fij，下面计算 fij。

类似上一部分中对 AST = diag(Ir, O) 的讨论，利用矩阵表示的第三种定义，由

fij(S) = TEij

直接计算右侧可发现 (这里 βi 是形式行向量的第 j 个分量)

fij(S) = (0, . . . , 0, βi, 0, . . . , 0)

由此进一步对比分量可发现

fij(αk) =

0 k ̸= j

βi k = j

若用 δkj 表示 k = j 时为 1，k ̸= j 时为 0 的量，可以进一步写成

fij(αk) = δjkβi

利用基映射构造线性映射即可以确定 fij。

* 这种类似 fij(αk) = δjkβi 的构造往往是由同构得到的，因此常出现在映射构成的线性空间的基的构造上

——因为很难像之前那样直观找到它的基，我们还将在之后的例题中看到。

19.3.4 基变换与相抵

值得注意的是，不管之前在如何推导，我们都是在固定 U、V 一组基的情况下得到的。那么，非常自

然地，我们希望知道基进行变换时矩阵表示会如何变化。

设 K 上 n 维线性空间 U 的两组基为 S、S′，V 的两组基为 T、T ′，f ∈ Hom(U, V ) 在基 S、T 下的

矩阵表示为 AST，在基 S′、T ′ 下的矩阵表示为 AS′T ′，若假设 S 到 S′ 的过渡矩阵为 P，T 到 T ′ 的过渡

矩阵为 Q，AST 与 AS′T ′ 有何关系呢？

证明：
根据定义我们可以写出如下的四个形式乘法：

f(S) = TAST , f(S′) = T ′AS′T ′ , S′ = SP, T ′ = TQ

用后两个式子代入第二式可得

f(SP ) = TQAS′T ′

利用 f 的线性性，左侧即为 f(S)P，由过渡矩阵可逆性，同时右乘 P−1 得到

f(S) = TQAS′T ′P−1 = T (QAS′T ′P−1)

根据矩阵表示唯一性也即得到

AST = QAS′T ′P−1

即

AS′T ′ = Q−1ASTP

由此我们可以发现，同一个线性映射 f 在不同基下的矩阵表示相抵。另一方面，之前已经证明了过渡

矩阵可以取为任何可逆阵，从而若 f 在 S、T 下的矩阵表示为 AST，任何与 AST 相抵的矩阵都可以看作

f 在某两组基下的矩阵表示。

于是，利用上一部分已经计算的 AST = diag(Ir, O) 对应的 f，相抵标准形可以解释为：对任何 K 上
n维线性空间 U 到 m维线性空间 V 的线性映射 f，存在 U 的一组基 α1, . . . , αn，V 的一组基 β1, . . . , βm，

使得存在自然数 r 满足

f(αi) = βi, i = 1, . . . , r
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f(αi) = 0, i = r + 1, . . . , n

我们还可以用空间直接证明此结论，来展示有限维线性空间理论与矩阵理论的等价性。

证明：
设 r = n− dimKer f，考虑 dimKer f 的一组基，αr+1, . . . , αn，则利用 Ker f 定义

f(αi) = 0, i = r + 1, . . . , n

下面，将其扩充为 U 的一组基，假设扩充的向量为 α1, . . . , αr，记

βi = f(αi), i = 1, . . . , r

只要证明了 β1, . . . , βr 线性无关，即可以把它们扩充为 V 的一组基，而上述的定义已经符合要求的

形式。

设 λ1, . . . , λr ∈ K 使得
r∑

i=1

λiβi = 0

利用线性性可发现
r∑

i=1

λif(αi) = f

( r∑
i=1

λiαi

)
= 0

于是
r∑

i=1

λiαi ∈ Ker f

但是，根据补空间的算法，α1, . . . , αr 生成的子空间应为 Ker f 的补空间，从而两者交只有 0，得到
r∑

i=1

λiαi = 0

再由 α1, . . . , αr 线性无关可知所有 λi 全为 0，得证 β1, . . . , βr 线性无关，从而结论成立。

* 此证明与上学期的操作性证明思路完全不同，大家可以体会这个思路的更加本质性。

最后，既然 f 的任何矩阵表示都相抵，它任何矩阵表示的秩应当相同，从而也是可以对 f 合理定义

的量。事实上，可以证明，f 任何矩阵表示的秩等于 dim Im f。

证明：
由于对任何矩阵表示秩相同，而矩阵表示不影响 f 本身，从而 dim Im f 也恒定，只需证明矩阵表示

为相抵标准形 diag(Ir, O) 时 dim Im f = r 即可。

仍按上个定理假设，由 f(U) + f(W ) = f(U +W ) 可知

Im f = f

( n∑
i=1

⟨αi⟩
)

=
n∑

i=1

f(⟨αi⟩)

而由于 f(⟨αi⟩) 即为所有 f(λαi)，与所有 λf(αi) = λβi 相同，而 ⟨0⟩ = 0，上式可进一步化为

Im f =

r∑
i=1

⟨βi⟩ = ⟨β1, . . . , βr⟩

由于 β1, . . . , βr 是一组基的一部分，它们线性无关，从而右侧维数为 r，因此左侧维数也为 r，得证。

* 这个证明虽然写起来有一点抽象，核心过程 f(⟨α1, . . . , αn⟩) = ⟨f(α1), . . . , f(αn)⟩ 其实是非常直观
且易于验证的。

由此，仍设 dimU = n、dimV = m，能得到用矩阵表示刻画同构的结论：
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1. f 是单同态当且仅当其任何矩阵表示列满秩。

证明：

由于矩阵表示为 Km×n，列满秩即等价于秩为 n，从而等价于

dim Im f = n

利用第一同构定理，上式又等价于

dimKer f = n− dim Im f = 0

从而等价于 Ker f = {0}，即等价于单同态。

2. f 是满同态当且仅当其任何矩阵表示行满秩。

证明：

由于矩阵表示为 Km×n，列满秩即等价于秩为 m，从而等价于

dim Im f = m = dimV

由于 Im f 是 V 的子空间，上式即等价于 Im f = V，即等价于满同态。

3. f 是同构当且仅当其任何矩阵表示可逆。

证明：

由于同构既是单同态又是满同态，由上面两部分证明，f 的任何矩阵表示既列满秩又行满秩，由

上学期知识即得其可逆。

* 方阵的行满秩、列满秩、可逆相互等价，从而 U、V 维数相同时单同态、满同态、同构相互等价。

二十 补充：从映射到变换

§20.1 一般线性映射

20.1.1 例题

1. 若 U, V 是 K 上线性空间，f 是 U → V 的线性映射，W 是 U 的子空间，且 Ker f ⊕W = U，证明

f |W→Im f 是同构。

2. 设 U、V 均为 K上的线性空间，S 为 U 的一组基构成的集合，对 S → V 的所有映射集合 Map(S, V )

定义加法、数乘

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λf(x)

(a) 证明 Map(S, V ) 构成线性空间，且与 Hom(U, V ) 同构。

(b) 对某有限集 X = {x1, . . . , xn} 与 m 维 K 线性空间 V，与上相同将 Map(X,V ) 定义为线性空

间，计算其维数与一组基。

3. 设 U、V 均为 K 上的线性空间，给定非零向量 α ∈ U，考虑 Hom(U, V ) 到 V 的映射 Aα(f) = f(α)。

(a) 证明 Aα 为线性映射；

(b) 计算 Aα 的像与核，并写出相应的第一同构定理；
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(c) 若 U、V 分别为 m 维、n 维，计算 Ker Aα 的维数与一组基。

4. 给定 a ∈ R，考虑 R[x] → R[x] 的映射 S、D、Ta 使得

S(f) =

∫ x

0

f(t)dt, D(f) = f ′, Ta(f(x)) = f(x+ a)

(a) 验证 S、D、Ta 是线性映射；

(b) 计算 S、D、Ta 的像与核；

(c) 证明 D ◦ S、Ta 都是同构，S ◦D 不是同构。

(d) 找最大的 R[x] 子空间 W 使得 (S ◦D)|W→W 是同构，这里最大是指，只要 (S ◦D)|V→V 是同

构，就有 V ⊂W。

5. 将 C 看作 R 上的二维线性空间 (可见本讲义 17.4.1)，通过第一同构定理证明 R[x]/(x2 + 1) 同构于

C，(x2 + 1) 代表 x2 + 1 的所有倍式集合构成的 R[x] 的子空间。

6. 对 K 上线性空间 U、V 之间的线性映射 f，证明存在线性空间 W 使得 f 可以分解为单同态 g :

W → V 与满同态 h : U →W 的复合，也即 f = g ◦ h。给出此结论的矩阵版本。

20.1.2 解答

1. 由像空间定义 f(W ) ⊂ Im f，因此限制映射的确存在。为证明同构只需说明是双射。

单射：若 f |W→Im f (x) = 0，由限制映射定义可知 x ∈ W 且 f(x) = 0，于是根据核空间定义 x ∈
Ker f ∩W，由直和可知 x = 0，于是 Ker f |W→Im f = 0，为单射。

满射：对任何 x ∈ Im f，设 f(y) = x，由 U 为 Ker f、W 直和可知存在 z ∈ Ker f、w ∈ W 使得

y = z + w，由 Ker 定义 f(w) = f(z) + f(w) = f(z + w) = x，从而 fW→Im f (w) = x，因此 x 有原

像，为满射。

2. (a) 线性空间的验证与本讲义 19.3.3 过程基本相同，下面证明同构，我们采用直接构造同构映射的
方式——此映射的构造事实上是基于基映射可以确定线性映射，而本问即是基映射可以确定线

性映射这件事的形式化表述。

考虑 Hom(U, V ) 到 Map(S, V ) 的映射 L 满足 L(φ) = φ|S→V，我们下面来验证这是同构。为了

书写清晰，我们将用中括号代表映射到映射的映射，即将 L(φ) 记为 L[φ]。

* 注意此处由于 S 是 U 的子集，φ 在 S → V 的限制映射是可以定义的，也的确是 S 到 V 的

映射，但由于 S 并非线性空间，φ|S→V 并非线性映射。

• 线性性
为了说明线性性，我们需要先证明 L[φ+ ψ] = L[φ] + L[ψ] 对任何 φ,ψ ∈ Hom(U, V ) 成立，

这里左右侧分别为 Hom(U, V ) 与 Map(S, V ) 中的加法。由于左右都是 S → V 的映射，要

说明映射相等只需证明在任何元素下的像都相等。对任何 s ∈ S 有

L[φ+ ψ](s) = (φ+ ψ)|S→V (s) = (φ+ ψ)(s) = φ(s) + ψ(s)

= φ|S→V (s) + ψ|S→V (s) = (φ|S→V + ψ|S→V )(s) = (L[φ] + L[ψ])(s)

这里六个等号的依据依次是：L 的定义、限制映射定义、Hom(U, V ) 加法定义、限制映射定

义、Map(S, V ) 加法定义、L 的定义。

对数乘，我们也采用类似的方式。对 λ ∈ K，考虑任何 s ∈ S，有

L[λφ](s) = (λφ)|S→V (s) = (λφ)(s) = λφ(s) = λ(φ|S→V (s)) = (λφS→V )(s) = (λL[φ])(s)
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这里六个等号的依据依次是：L 的定义、限制映射定义、Hom(U, V ) 数乘定义、限制映射定

义、Map(S, V ) 数乘定义、L 的定义。

综合两部分可得证线性。

• 单射
即要证明 Ker L = {0}。若 φ ∈ Ker L，由定义可知

φ|S→V = 0

也即 φ 在一组基上均为 0，不妨设这组基为 {αi | i ∈ I}。由于任何元素都可以写成基的线
性组合，利用 φ 的线性性可知

φ

( n∑
k=1

λkαik

)
=

n∑
k=1

λkφ(αik) = 0

从而 φ 是零映射，得证。

• 满射
本讲义 19.2.2 中已经证明了可以用基映射定义线性映射，而对任何 f ∈ Map(S, V )，用 f

作为基映射定义的线性映射 φ 即满足 φ|S→V = f，从而 L[φ] = f，因此其为满射。

(b) 计算映射构成线性空间的基有两种方式，根据同构 (利用同构将一组基映射到一组基) 或直接构
造，前者的困难在于找到同构的空间，后者的困难在于写出合适的形式，我们这里给出两种方

法：

• 同构方法
由于已知了 Map(X,V ) 与 X 作为基的 Hom(U, V ) 同构，我们可以不妨假设 x1, . . . , xn 是

某个 K 上的 n 维线性空间 U 的一组基 (由于这里 xi 是某种虚指标，具体取何种元素并不

影响映射的构造，这个做法是合理的)。
在本讲义 19.3.3 中，我们已经给出了 Hom(U, V ) 的一组基，当 U 的基为 {x1, . . . , xn}、V
的一组基为 {β1, . . . , βm} 时，Hom(U, V ) 的一组基对应的线性映射 φij : U → V 满足

φij(xk) =

0 k ̸= j

βi k = j
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

而根据 (a) 中构造的同构，将它们作限制映射即得到对应的 f : X → V 为

fij(xk) =

0 k ̸= j

βi k = j
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

这就是 Map(X,V ) 的一组基，个数为 mn，因此其维数为 mn。

• 直接构造法
仍设 V 的一组基为 β1, . . . , βm，我们尝试直接构造 Map(X,V ) 的一组基。

利用 V 的基，每个映射 f : X → V 都可以写成

∀i = 1, . . . , n f(xi) =
m∑
j=1

λijβj

这里坐标 λij ∈ K。
可以发现，由于两个映射求和对应像求和，利用坐标的性质也即每个 xi 的像坐标求和，而

映射的数乘即对应 xi 的像坐标数乘，由此可以考虑只有一个 λij = 1，其他为 0 的映射

fij(xi) = βj , fij(xk) = 0, k ̸= i

我们下面说明所有这些映射构成 Map(X,V ) 的一组基。即得到维数为 mn。
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– 表出所有向量
考虑某个其能表出的向量

f =
∑
ij

λijfij

直接计算

f(xk) =
∑
ij

λijfij(xk)

由于 i ̸= k 时 fij(xk) = 0，上式事实上只存在 i = k 的项，进一步根据映射加法定义

f(xk) =

m∑
j=1

λkjfkj(xk) =

m∑
j=1

λkjβj

由此，对 f ∈ Map(X,V )，设对每个 k，f(xk) =
∑m

j=1 µkjβj，有

– 线性无关性
若 0 =

∑
ij λijfij，根据上方计算可知

0 =
m∑
j=1

λkjβj

对任何 k = 1, . . . , n 成立，而利用 β1, . . . , βm 的线性无关性即得必须所有 λkj 为 0。
* 这里的 fij 定义对应上一种方法中的 fji。

* 映射空间的一组基往往先考虑映射只在某个元素/基为 0 的情况，因为这些情况可以组合
出全部情况。而这种情况下又可以考虑其取为右侧每个基，这样得到的就是线性无关且能组

合出全部的映射了。不过，这种做法往往比同构更加麻烦。

3. (a) 根据映射加法、数乘定义，对任何 f, g ∈ Hom(U, V )、λ ∈ K，有

Aα(f + g) = (f + g)(a) = f(a) + g(a) = Aα(f) +Aα(g)

Aα(λf) = (λf)(a) = λf(a) = λAα(f)

从而得证。

(b) * 为了简单起见，我们承认选择公理成立，α 可以扩充为 U 的一组基。

先证明 Im Aα = V。将 α 扩充为 U 的一组基 α ∪ {ui | i ∈ I}。对任何 v ∈ V，指定 f(α) = v、

f(ui) = 0, i ∈ I，并用基映射定义线性映射，则得到的 f 由定义满足 Aα(f) = v，即得证成立。

对 Ker Aα，由定义可知

Ker Aα = {f ∈ Hom(U, V ) | f(α) = 0} = {f ∈ Hom(U, V ) | α ∈ Ker f}

。

由此第一同构定理为 Hom(U, V )/{f ∈ Hom(U, V ) | α ∈ Ker f} 与 V 同构。

(c) 利用第一同构定理可直接得到 dimKer Aα = dimHom(U, V ) − dimV = mn − n。下面计算其

一组基。

* 由于已知根据 U、V 的一组基可以通过同构构造出 Hom(U, V ) 的一组基，只要从这组基进行

研究即可。此外，由于已知了某个特殊的非零向量 α，我们当然希望取的 U 的基是包含 α 的，

这就有了下面的做法。

考虑将 α 扩充为 U 的一组基 α1 = α, α2, . . . , αm，V 的一组基 β1, . . . , βn，本讲义已构造出

Hom(U, V ) 的一组基

fij(αk) =

0 k ̸= j

βi k = j
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m
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利用定义可发现，这组基中满足 j ̸= 1 的 fij 都有 fij(α1) = fij(α) = 0，从而在 Ker Aα 中。

上述向量共有 n(m − 1) 个，等于 dimKer Aα，且线性无关，从而它们就是 Ker Aα 的一组基，

写为

fij(αk) =

0 k ̸= j

βi k = j
, i = 1, . . . , n, j = 2, . . . ,m

*此题不太需要考虑同构或直接的思路，因为是在已知原空间基时构造子空间的一组基，只要取
出原空间合适的基并组合即可。

4. (a) 利用分析知识可知多项式求导、不定积分或代入 x+a后仍为多项式，从而三者均为 R[x] → R[x]
的映射，只需验证线性性。

直接验证对任何 f, g ∈ R[x]，λ ∈ R，x ∈ R 有

S(f+g)(x) =

∫ x

0

(f(t)+g(t))dt =
∫ x

0

f(t)dt+
∫ x

0

g(t)dt = S(f)(x)+S(g)(x) = (S(f)+S(g))(x)

S(λf)(x) =

∫ x

0

(λf(t))dt = λ

∫ x

0

f(t)dt = λS(f)(x) = (λS(f))(x)

D(f + g) = (f + g)′ = f ′ + g′ = D(f) +D(g)

D(λf) = (λf)′ = λf ′ = λD(f)

Ta(f + g)(x) = (f + g)(x+ a) = f(x+ a)+ g(x+ a) = Ta(f)(x)+Ta(g)(x) = (Ta(f)+Ta(g))(x)

Ta(λf)(x) = (λf)(x) = λf(x) = λTa(f)(x) = (λTa(f))(x)

从而均为线性映射。

(b) • Im S

利用分析知识可发现 ∫ x

0

n∑
i=0

ait
idt =

n∑
i=0

ai
i+ 1

xi+1

从而 Im S 中所有多项式常数项都为 0，且对常数项为 0 的多项式 f 计算有 S(f ′) = f，于

是利用多项式零次项为 0 处值可知 Im S = {f ∈ R[x] | f(0) = 0}，或写为 Im S = (x)，这

里 (x) 为 x 的倍式集合。类似验证 R[x] 的基可知其一组基为 {xi | i ∈ N+}。
• Ker S
利用上方的分析知识计算结果即知多项式在 0到 x积分为 0当且仅当其为 0，从而 Ker S =

{0}。
* 上述两部分讨论说明 S 是单射，但并不是满射，与有限维相同维数的线性空间上的线性

映射单射、满射等价不同。

• Im D

利用分析知识直接计算可发现对任何 f ∈ R[x]，取 g = S(f)，则D(g) = f，于是 Im D = R[x]。

• Ker D
利用分析知识即得多项式导数为 0 当且仅当其为常数，即 Ker D = R[x]1 (回顾之前的定义，
这代表小于 1 次的多项式，即常数)。
* 同样，这说明 D 是满射，但并不是单射。

• Im Ta、Ker Ta

见 (c)中同构的验证，验证为同构后即得其为单射、满射，从而 Im Ta = R[x]，Ker Ta = {0}。

(c) • D ◦ S 是同构
利用分析知识直接计算验证可知 D(S(f)) = f 对任何 f ∈ R[x] 成立，于是其即为恒等映射，
由定义直接验证它是双射，因此是同构。
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• Ta 是同构

这里我们采取直接构造逆映射的方式验证同构。由于 a ∈ R，T−a 也是 R[x] → R[x] 的线性
映射，且对任何 f ∈ R[x]、x ∈ R 有

T−a(Ta(f))(x) = Ta(f)(x− a) = f(x− a+ a) = f(x)

Ta(T−a(f))(x) = T−a(f)(x+ a) = f(x+ a− a) = f(x)

从而 T−a 就是 Ta 的逆映射，因此 Ta 为同构。

* 如果能看出逆映射的构造，验证映射互逆往往比直接计算像与核更加简单。
• S ◦D 不是同构
S(D(1)) = S(0) = 0，从而 1 ∈ Ker S ◦D，因此其不是单射，不是同构。
* 本题说明，无穷维线性空间单侧复合是恒等未必能推出互逆。

(d) 首先，记 W = {f ∈ R[x] | f(0) = 0}，类似 (b) 中直接计算可得对任何 g ∈W 有 S(D(g)) = g，

从而 S(D(W )) =W ⊂W，限制映射可定义，且 (S ◦D)|W→W 是恒等映射，因此是同构。下面

说明 W 就是最大的符合要求的子空间。

考虑 V 使得 (S ◦D)|V→V 是同构，为说明 V ⊂W，只需说明 V 中不包含常数项非零的多项式，

这样由 W 是所有常数项为 0 的多项式即知 V ⊂W。

若 V 中有多项式 f(x) =
∑n

i=0 aix
i，且 a0 ̸= 0，由限制映射可定义知 S(D(V )) ⊂ V，于是

S(D(f)) ∈ V，直接计算可知

g(x) =
n∑

i=1

aix
i ∈ V

再由子空间封闭性，f(x)− g(x) ∈ V，这就得到了 a0 ∈ V。但是，S(D(a0)) = S(0) = 0，再由

a0 ∈ V 与限制映射定义得

a0 ∈ Ker (S ◦D)V→V

若其为同构，Ker 应只有 0，矛盾。

5. 定义映射 A : R[x] → C，使得 A(f) = f(i)，与 3(a) 完全类似可验证其为线性映射，下面计算 Im A

与 Ker A。

• Im A

对任何 c ∈ C，设 c = a+ bi，且 a, b ∈ R，则取 f(x) = bx+ a 即有 f(x) = c，于是 Im A = C。

• Ker A
若 f(x) ∈ (x2 + 1)，设 f(x) = (x2 + 1)g(x)，g 为多项式，则 f(i) = (i2 + 1)g(i) = 0，因此

f ∈ Ker A。
若 f ∈ Ker A，由定义 f(i) = 0，设 f(x) =

∑n
k=0 akx

k，ak ∈ R，可知
n∑

k=0

akik = 0

取共轭得到
n∑

k=0

ak(−i)k = 0

从而 f(−i) = 0。

* 这是著名的实系数多项式虚根成对结论。
考虑 f 看作 C[x] 上的多项式进行因式分解，由条件知必有 x− i、x+ i 因式，因此看作 C[x] 上
的多项式

x2 + 1 = (x− i)(x+ i) | f(x)
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此外，由于 f(x) 对 x2 + 1 进行带余除法的商与余式都在 R[x] 中，看作 R[x] 上的多项式整除
仍成立，从而 f ∈ (x2 + 1)。

综合以上两部分得 Ker A = (x2 + 1)。

由此，利用第一同构定理即得 R[x]/(x2 + 1) 与 C 同构。

6. 构造是直接的，取 W = Im f ⊂ V，并定义

h : U → Im f, h = f |U→Im f

g : Im f → V, ∀v ∈ Im f, , g(v) = v

下面进行验证：

• h 为满同态

由于 f(U) ⊂ Im f，限制映射定义合理，且左右均为子空间，从而为线性映射。根据 Im f 的定

义，对任何 v ∈ Im f 存在 u ∈ U 使得 f(u) = v，从而 h(u) = v，h 为满同态。

• g 为单同态

由 g 的定义可直接验证线性，且 g(v) = 0 当且仅当 v = 0，从而 Ker g = {0}，g 为单同态。

• f = g ◦ h

首先，由于 g : Im f → V、h : U → Im f，的确有 g ◦ h ∈ Hom(U, V )。

对任何 u ∈ U，有

g(h(u)) = g(f(u)) = f(u)

从而得证相等。

* 注意验证映射相等一定要先验证定义域与陪域相同。

最后，我们来考虑这个结论的矩阵版本。若考虑 U、V、W 的各一组基 R、S、T，f 在 R、S 下的

矩阵表示为 A，g 在 T、S 下的矩阵表示为 P，h 在 R、T 下的矩阵表示为 Q，则利用矩阵表示与

映射复合的关系可知

A = PQ

此外，由本讲义 19.3.4 节的结论，P 是列满秩的，Q 是行满秩的，这就是矩阵的满秩分解的存在性
(对矩阵 A 存在列满秩矩阵 P、行满秩矩阵 Q 使得 A = PQ)，上学期我们用相抵标准形证明了这个
结论。

* 在我们的构造中，由于 W = Im f，可知 dimW = dim Im f = rankA。此外，由于给定 A 相当于

给定了 f 与 U、V 的基，而这里给定的 V 的基未必包含 Im f 的基，于是 g 虽然定义简单，未必有

很简单的矩阵表示。

§20.2 有限维空间线性映射

20.2.1 限制映射 II

上一节的习题主要是关于一般线性映射的，而本学期的主题仍然是在有限维线性空间之间的线性映射

上。在进入本节的习题前，我们先补充一个上一章没来得及介绍的知识：将限制映射与矩阵表示结合能得

到什么。

我们假设 U、V 分别是 K 上的 n、m 维线性空间，f ∈ Hom(U, V )，且 U0 是 U 的 s ≤ n 维子空间，

V0 是 V 的 r ≤ m 维子空间，满足 f(U) ⊂ V，从而限制映射 f |U→V 存在。
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为了让限制映射的矩阵表示存在意义，我们自然不能乱取 U、V 的基，而是应让它们与 U0、V0 的基

存在关系。具体来说，设 U0 一组基为 S0 = (α1, . . . , αs)，将它们扩充为 U 一组基 S = (α1, . . . , αn)；V0

一组基为 T0 = (β1, . . . , βr)，将它们扩充为 V 一组基 S = (β1, . . . , βm)。我们用 Sc、T c 表示扩充出的部

分 (αs+1, . . . , αn)、(βr+1, . . . , βm)，则 f |U0→V0
在 S0、T0 下的矩阵表示 A0 ∈ Kr×s 应满足

f |U0→V0
(S0) = T0A0

利用限制映射的定义与形式乘法的分块即有

f(S0) = T0A0 = (T0, T
c)

(
A0

O

)
= T

(
A0

O

)

而另一方面 f 的矩阵表示 A ∈ Km×n 满足

f(S) = (f(S0), f(S
c)) = TA

再次利用形式乘法的分块即得到 (这里 B ∈ Kr×(n−s)，C ∈ K(m−r)×(n−s) 为某个未知矩阵)

f(S) = T

(
A0 B

O C

)

于是

A =

(
A0 B

O C

)
* 对限制映射、分块等不熟的同学们可以写成求和的形式直接推导。
由此我们得到，若 f |U0→V0

存在，则 f 可以在适当的基下矩阵表示为分块三角阵，且左上角的对角块

即为限制映射的矩阵表示。

上述结论的逆命题也成立，假设 f 在 U 的一组基 α1, . . . , αm、V 的一组基 β1, . . . , βn 下矩阵表示为

A =

(
A0 B

O C

)

且 A0 是 r × s 阶矩阵，我们可以构造限制映射使得 A0 为其矩阵表示。

* 这里我们用求和直接推导，同样，对求和操作不熟的同学们可以尝试用形式乘法操作。
设 U0 = ⟨α1, . . . , αs⟩、V0 = ⟨β1, . . . , βr⟩，由于基的线性无关性可知 α1, . . . , αs 构成 U0 的基，β1, . . . , βs

构成 V0 的基。我们下面证明 f |U0→V0
的矩阵表示就是 A0。

首先，设 A 的第 i 行第 j 列为 aij，A0 的第 i 行第 j 列为 a′ij，根据分块的形式可知

a′ij = aij , i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s

利用矩阵表示的定义可知

∀j = 1, . . . ,m, f(αj) =
n∑

i=1

aijβi

对任何 j = 1, . . . , s，可发现 aij = 0 对 i = r + 1, . . . ,m 成立，于是实际上有

∀j = 1, . . . , s, f(αj) =
r∑

i=1

aijβi

由于右端都是由 β1, . . . , βr 生成，可知对 j = 1, . . . , s 都满足 f(αj) ∈ V0，从而它们生成的空间也满足，即

f(U0) ⊂ V0，可以进行限制。此外，利用限制映射定义与 a′ij = aij 可知

∀j = 1, . . . , s, f |U0→V0
(αj) =

r∑
i=1

a′ijβi
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这即是 f |U0→V0
的矩阵表示为 A0 的定义。

经过以上两部分，我们实际上得到的结论是，有限维时限制映射与分块三角阵等价。由于限制映射不

止可以在有限维线性空间定义，它可以看作某种分块三角阵的推广，在之后的推导中，能用限制映射操作

时，我们往往就不再显式写出分块三角阵了。不过，这样的限制映射终究还是只刻画了原映射的部分信息，

我们能否有机会用线性映射刻画原映射的全部信息呢？

答案是肯定的。考虑如下情况：U1、U2 是 U 的两个互补的子空间，V1、V2 是 V 的两个互补的子空

间，且满足 f(U1) ⊂ V1，f(U2) ⊂ V2。

假设 U1 的一组基为 S1 = (α1, . . . , αs)，U2 的一组基为 S2 = (αs+1, . . . , αn)，V1 的一组基为 T1 =

(β1, . . . , βr)，V2 的一组基为 T2 = (βr+1, . . . , βm)，设 f |U1→V1
在 S1、T1 下的矩阵表示为 A1，f |U2→V2

在

S2、T2 下的矩阵表示为 A2，下面我们来计算 f 在 S = (S1, S2)、T = (T1, T2) 下的矩阵表示。

解答：
我们用形式乘法的方式写出结果。与之前类似，我们可以写出

f(S1) = T1A1 = (T1, T2)

(
A1

O

)
= T

(
A1

O

)

f(S2) = T2A2 = (T1, T2)

(
O

A2

)
= T

(
O

A2

)

f(S) = (f(S1), f(S2)) = T

(
A1 O

O A2

)
从而矩阵表示即为 diag(A1, A2)，这是一个分块对角阵。

同样的，若已知 f 在基 S = (α1, . . . , αn)、T = (β1, . . . , βm) 下的矩阵表示 A = diag(A1, A2)，其中

A1 是 r × s 阶矩阵，我们也可以给出对应的限制映射。

解答：
设 U1 = ⟨α1, . . . , αs⟩、U2 = ⟨αs+1, . . . , αn⟩，V1 = ⟨β1, . . . , βr⟩、U2 = ⟨βr+1, . . . , βm⟩ 与之前类似，由
于左下角为 O，可以得到 f(U1) ⊂ V1，且 A1 为 f |U1→V1

的矩阵表示；类似可推得 f(U2) ⊂ V2，且

A2 为 f |U2→V2
的矩阵表示。利用基的关系可知 U1 ⊕ U2 = U、V1 ⊕ V2 = V，从而这就得到了分解。

由此，有限维时分块对角等价于在子空间和补空间上有独立限制，这里独立是指 f(U1)∩f(U2) = {0}，
否则将无法分出符合要求的 V1、V2。

20.2.2 投影映射

在刚才的讨论中，我们可以发现一个有趣的问题。在假设 U1、U2 互补，V1、V2 互补，且 f(U1) ⊂ V1，

f(U2) ⊂ V2 时，根据推导，我们似乎可以从 f |U1→V1
、f |U2→V2

确定 f。这件事对无穷维也是成立的，我

们可以写出如下的等式：

∀u ∈ U, f(u) = f |U1→V1
(P

(U1,U2)
U1

(u)) + f |U2→V2
(P

(U1,U2)
U2

(u))

这个等式中，我们首先需要解释 P
(U1,U2)
U1

与 P
(U1,U2)
U2

的含义。P
(U1,U2)
U1

是指这样一个映射：由于任何

u ∈ U 都可以唯一分解为 u1 + u2，u1 ∈ U1、u2 ∈ U2，定义 U → U 的映射

P
(U1,U2)
U1

(u) = u1, P
(U1,U2)
U2

(u) = u2

为在 (U1, U2) 的分解下分别到 U1 与 U2 的投影。

我们证明，投影映射的确是线性映射，且等式成立。

证明：
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本讲义 19.2.5 证明商空间与补空间同构时构造的映射即为投影 P
(W,V )
V ，由此线性性验证完全相同。

为说明结论成立，设 u = u1 + u2，u1 ∈ U1、u2 ∈ U2，直接由限制映射与投影定义可得等式右端为

f |U1→V1
(u1) + f |U2→V2

(u2) = f(u1) + f(u2) = f(u1 + u2) = f(u)

从而成立。

* 必须强调，这里上标 (U1, U2) 是必要的，因为若 U2 取 U1 的另一个补空间 U ′
2，则 P

(U1,U
′
2)

U1
̸= P

(U1,U2)
U1

，

如考虑 U = R2，U1 =
〈
(1, 0)T

〉
，U2 =

〈
(0, 1)T

〉
，U ′

2 =
〈
(1, 1)T

〉
，u = (1, 1)T，大家可以计算两个映射在

u 上的结果。

* 此外，等式的成立并不意味着f = f |U1→V1
◦ P (U1,U2)

U1
+ f |U2→V2

◦ P (U1,U2)
U2

，因为这里的映射定义域与陪

域导致了复合无法进行。一个合理的写法是

f = IVV1
◦ f |U1→V1

◦ P (U1,U2)
U1

|U→U1
+ IVV2

◦ f |U2→V2
◦ P (U1,U2)

U2
|U→U2

这里 IVW 代表 V 的子空间 W 到 V 的线性映射，满足 IVW (w) = w 对任何 w ∈W 成立。不过，这样抽象

的对映射的操作并不在我们的范围内，感兴趣的同学可以自行验证。

为了之后的讨论，我们还需要说明一些投影映射的性质：

1. 投影映射满足 Ker P (U1,U2)
U1

= U2、Im P
(U1,U2)
U1

= U1、Ker P (U1,U2)
U2

= U1、Im P
(U1,U2)
U1

= U2。

证明：

本讲义 19.2.5 证明商空间与补空间同构时构造的映射即为投影 P
(W,V )
V ，由此 Im 与 Ker 的计

算完全相同可得结论。

2. 投影映射与自身的复合还是自身 (这称为幂等性)。

证明：

由定义可知当 u1 ∈ U1 时 P
(U1,U2)
U1

(u1) = u1，可知若 u = u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2，有

P
(U1,U2)
U1

(P
(U1,U2)
U1

(u)) = P
(U1,U2)
U1

(u1) = u1 = P
(U1,U2)
U1

(u)

从而结论陈列馆 i。对 P
(U1,U2)
U2

同理。

3. 所有与自身复合还是自身的 f ∈ Hom(U,U) 都是某个投影映射。

证明：

对满足条件的映射 f，设 Im f = U1、Ker f = U2 (注意它们都是 U 的子空间，可以计算交与

和)，下证
f = P

(U1,U2)
U1

首先，对任何 u1 ∈ Im f，设 u1 = f(u) 可发现 f(u1) = f(f(u)) = f(u) = u1，从而 Im f 中映

射到 0 的元素只能是 0，即 Ker f ∩ Im f = {0}，和是直和。
此外，对任何 u ∈ U 有 u = f(u) + (u − f(u))，f(u) ∈ Im f，而由条件可知 f(u − f(u)) =

f(u)− f(f(u)) = 0，于是 u− f(u) ∈ Ker f，这就证明了 Ker f ⊕ Im f = U。

最后，对任何 u ∈ U，设 u = u1 + u2，u1 ∈ Im f，u2 ∈ Ker f，根据已证有 f(u) = f(u1) = u1，

这即符合投影映射 P
(U1,U2)
U1

的定义，得证。

4. P (U1,U2)
U1

+ P
(U1,U2)
U2

= I，这里 I 表示恒等映射。

证明：
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直接由定义，对任何 u ∈ U，设 u = u1 + u2，u1 ∈ U1、u2 ∈ U2，则

P
(U1,U2)
U1

(u) + P
(U1,U2)
U2

(u) = u1 + u2 = u

而 P
(U1,U2)
U1

、P (U1,U2)
U2

、I 都是 U 到 U 的线性映射，从而结论成立。

* 对于 U1 ⊕ · · · ⊕ Uk = U 的情况，同样可以定义投影 P
(U1,...,Uk)
Ui

，定义为 u 的唯一分解中 Ui 里的分量。

利用直和的性质，即有

P
(U1,...,Uk)
Ui

= P
(Ui,Ûi)
Ui

, Ûi = U1 ⊕ · · · ⊕ Ui−1 ⊕ Ui+1 ⊕ · · · ⊕ Uk

从而可以与分为两个子空间时的有类似性质。

20.2.3 例题

1. (a) 对 K 上 n 阶方阵 A 定义线性映射 A(X) = AX −XA，若 A 可对角化，计算 Ker A 与 Im A
的维数，并证明 Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩ 当且仅当 A 的特征值互不相同。

(b) 若 A 看作 C 上方阵可对角化，而在 K 上不可对角化，重新计算 Ker A 与 Im A 的维数，并讨
论何时 Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩。

2. 设 U、V 是 K 上的有限维线性空间，f 是 U → V 的线性映射，用 f(W ) 表示 U 的子空间 W 的像

集 (本讲义 19.2.2 已验证其为线性空间)，f−1(X) 表示 V 的子空间 X 的原像集，证明

(a) dimW − dimKer f ≤ dim f(W ) ≤ dimW；

(b) f−1(X) 为 U 的子空间，且

dim f−1(X) ≤ dimX + dimKer f

(c) 证明当 X ⊂ Im f 时

dim f−1(X) ≥ dimX

并对逆命题举出反例。

3. 利用线性映射证明秩不等式 (后两问需要限制映射)：

(a) rank(A+B) ≤ rankA+ rankB；

(b) rank(AB) ≤ rankA；

(c) rank(AB) ≤ rankB；

(d) rank
(
A O

O B

)
= rankA+ rankB；

(e) rank
(
A C

O B

)
≥ rankA+ rankB。

4. 对 K 上有限维线性空间 U、V、W、X 之间的线性映射

C : U → V, B : V →W, A :W → X

证明 (这里省略了复合的记号)

dim Im ABC + dim Im B ≥ dim Im AB + dim Im BC

并给出此结论的矩阵版本。
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5. 对 K 上线性空间 U、V 之间的线性映射 f，若 dim Im f = r，证明存在 f1, . . . , fr ∈ Hom(U, V ) 使

得

∀i = 1, . . . , r, dim Im fi = 1

f =
r∑

i=1

fi

并给出此结论的矩阵版本。

20.2.4 解答

1. (a) 设 A的特征多项式 φA(x) = (x−λ1)
m1 . . . (x−λk)

mk，这里 λ1, . . . , λk 互不相同，且 m1+ · · ·+
mk = n。

假设 A 的对角化为 A = P−1DP，其中 D 为对角阵

diag(λ1Im1
, λ2Im2

, . . . , λkImk
)

• Ker A 计算
由条件 X ∈ Ker A 即 AX = XA，从而同左乘 P、右乘 P−1 (由于可以左乘 P−1 右乘 P

从右推出左，左右是等价的) 有

P−1DPX = XP−1DP ⇐⇒ DPXP−1 = PXP−1D

令 Y = PXP−1，则通过 DY = Y D 可直接对比分量 (这即得到 (di − dj)yij = 0，di 为 D

的第 i 个对角元，从而 di = dj 时 yij 可任取，否则为 0) 算出所有的 Y 是

Y = diag(Y1, Y2, . . . , Yk)

其中 Yi 是 mi 阶方阵。

由于 Y 的分量只有任取或为 0，它构成一个线性空间，记为 C(D) (与 D 可交换的方阵)，一
组基为

{Eij | di = dj}

参考分块形式可看出总个数 (即维数) 为 m2
1 +m2

2 + · · ·+m2
k。

我们下面证明，映射 f(Y ) = P−1Y P 是 Kn×n → Kn×n 的同构。直接验证可知其线性，且

记 g(X) = PXP−1 可直接计算得

f(g(X)) = X, g(f(Y )) = Y

从而其存在逆映射，是同构。

由此，根据 Y = PXP−1 可知 X = P−1Y P，从而所有满足要求的 X 即为 f(C(D))。由 f

是同构可验证其将线性无关向量组映射到线性无关向量组，从而将 {f(Eij) | di = dj} 是线
性无关的，再由像空间定义可知它们构成 f(C(D)) 一组基，于是构成 Ker A 一组基，这就
得到了

dimKer A = dim C(D) = m2
1 +m2

2 + · · ·+m2
k

• Im A 维数计算
利用第一同构定理可知

dim Im A = dimKn×n − dimKer A = n2 −m2
1 −m2

2 − · · · −m2
k

事实上，利用第一同构定理也可以得到 Im A 的一组基。
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由于同构将补空间映射到补空间，而 C(D)的补空间一组基可以取为 {Eij | di ̸= dj}，Ker A
的补空间一组基可以取为 {f(Eij) | di ̸= dj}。
由此，商空间 Kn×n/Ker A 的一组基可以取为

{f(Eij) +Ker A | di ̸= dj}

利用第一同构定理的构造，同构将基映射到基，从而 Im A 一组基为

{A(f(Eij)) | di ̸= dj}

也即

{AP−1EijP − P−1EijPA | di ̸= dj}

• Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩ 推特征值互不相同
若特征值有相同，m1 到 mk 中至少有一个大于 1，从而

dimKer A = m2
1 + · · ·+m2

k > m1 + · · ·+mk = n

但右侧为 n 个向量生成的子空间，维数至多为 n，矛盾。

• 特征值互不相同推 Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩
此时 dimKer A = n，且由于 A 的多项式都与 A 可交换知〈

I, A, . . . , An−1
〉
⊂ Ker A

从而只需证明左侧维数为 n，即 I, A, . . . , An−1 线性无关即可。

直接计算可知，若 a0 + a1A+ · · ·+ an−1An−1 = O，有

O = a0 + a1A+ · · ·+ an−1An−1 = P−1(a0 + a1D + · · ·+ an−1D
n−1)P

从而 a0 + a1D+ · · ·+ an−1D
n−1 = O。由于 D 为对角阵，a0 + a1D+ · · ·+ an−1D

n−1 即为

第 i 个对角元是 a0 + a1di + · · ·+ an−1d
n−1
i 的对角阵。由此，根据其为 O，A 的每个特征

值都是 a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 = 0 的根，但一个非零 n − 1 次多项式至多 n − 1 个根，

从而只能为 0，即得所有 ai 为 0，线性无关。
* 也可以通过 Vandermonde 行列式直接从 P−1DP 的 1 到 n− 1 次方构造出 Ker A。

(b) 我们将证明，设 A的特征多项式在 C上分解为 φA(x) = (x−λ1)
m1 . . . (x−λk)

mk，则 dim Im A
与 dimKer A 与 Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩ 都不变。

X ∈ Ker A 等价于 AX −XA = O，而展开分量可发现这是一个 n2 个变量的线性方程组，从而

看成不同数域上的解空间维数不变 (可以考虑用简单阶梯形矩阵思考，这个结论本质是不同数域
相抵标准形相同)，于是 dimKer A 不变，再由第一同构定理得到 dim Im A 不变。

由于 dimKer A 不变，Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩ 仍能特征值互不相同，而若特征值互不相同，
将 I, A, . . . , An−1 看作 C 上方阵线性无关，但由于它们在 K 上，看作 K 上方阵仍线性无关 (可
看作 K 上线性方程组)，从而仍可得到结论。

2. (a) 考虑 f 的限制映射 f |W→V，利用第一同构定理可知

dimW = dimKer f |W→V + dim Im f |W→V

利用限制映射定义可知

Ker f |W→V = {x ∈W | f |W→V (x) = 0} = {x ∈W | f(x) = 0} =W ∩Ker f

Im f |W→V = {v ∈ V | ∃w ∈W, f |W→V (w) = v} = {v ∈ V | ∃w ∈W, f(w) = v} = f(W )
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由此即得

dimW = dim(Ker f ∩W ) + dim f(W )

而由子空间维数不超过原空间维数可知

dim f(W ) ≤ dim(Ker f ∩W ) + dim f(W ) ≤ dimKer f + dim f(W )

将中间替换为 dimW 并移项即得到要证的不等式。

* 若是不熟悉第一同构定理，构造 W 的基强做也是可以的，但会麻烦很多。以右侧不等号为例，

先利用 f 线性性说明线性相关向量组的像仍然线性相关，于是 f(W ) 中线性无关向量组的向量

个数不可能超过 W 中的，这也可以说明结论。不过，由于之后还要大量应用限制映射的语言，

还是推荐大家掌握限制技巧的。

(b) 先验证 f−1(X) 为子空间。对 u1, u2 ∈ f−1(X)、λ ∈ K，由条件 f(u1), f(u2) ∈ X，从而由 X 封

闭性

f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2) ∈ X, f(λu1) = λf(u1) ∈ X

这就得证 u1 + u2, λu1 ∈ f−1(X)，从而成立。

由 f−1(X) 的定义可知其上元素的像在 X 中，限制映射可定义。考虑 f 在 f−1(X) → X 上的

限制映射，利用第一同构定理有

dim f−1(X) = dimKer f |f−1(X)→X + dim Im f |f−1(X)→X

与 (a) 相同分析得

dim f−1(X) = dim(Ker f ∩ f−1(X)) + dim f(f−1(X))

我们下面证明 f(f−1(X)) = X ∩ Im f。根据定义有

f(f−1(X)) = {f(u) | u ∈ f−1(X)} = {f(u) | f(u) ∈ X}

令 f(u) = u′，则 u′ 的取值范围为 Im f，由此

f(f−1(X)) = {u′ ∈ Im f | u′ ∈ X} = X ∩ Im f

从而

dim f−1(X) = dim(Ker f ∩ f−1(X)) + dim(Im f ∩X)

第二项不超过 dimKer f，第三项不超过 dimX，即得结论。

(c) 当 X ⊂ Im f 时 (b) 中式子可改写为

dim f−1(X) = dim(Ker f ∩ f−1(X)) + dimX

从而结论成立。

考虑将 R2 所有元素映射到 0 ∈ R 的线性映射 O，记 X = R，则 dimO−1(X) = dimR2 = 2，

而 dimX = 1，且 X 不包含在 Im O = {0} 中。

* 反例构造的方式是直接从等式中看出的：只要让 dimKer f ∩ f−1(X) 充分大即可。

* 本题中有一个直接根据限制映射定义可得 (从而可以直接使用) 的重要的限制映射像与核结论：

Ker f |U0→V0
= Ker f ∩ U0, Im f |U0→V0

= f(U0)

此外，在 f 不可逆时一定要注意 f(f−1(W )) 与 f−1(f(W )) 都未必等于 W。事实上我们已经证明了

f(f−1(W )) =W ∩ Im f，而 f−1(f(W )) 可以是任何包含 W 的子空间，读者可以考虑如何构造符合

要求的 f。
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3. 本题中我们用花体字母 A、B、C 表示线性映射 x→ Ax、x→ Bx、x→ Cx，由此通过本讲义 19.3.4
秩与像空间维数关系可知

dim Im A = rankA

对 B、C 同理。

(a) 由线性映射矩阵表示的加法是加法的矩阵表示可知也即要证明

dim Im (A+ B) ≤ dim Im A+ dim Im B

而对任何 y ∈ Im (A+B)，存在 x使得 y = (A+B)(x) = A(x)+B(x)，由 A(x) ∈ Im A,B(x) ∈
Im A 即可知

Im (A+ B) ⊂ Im A+ Im B

于是 (第二个不等号由和空间维数公式可得)

dim Im (A+ B) ≤ dim(Im A+ Im B) ≤ dim Im A+ dim Im B

(b) 由线性映射矩阵表示的加法是复合的矩阵表示可知也即要证明

dim Im (A ◦ B) ≤ dim Im A

而利用定义

Im (AB) = {y | ∃x, y = A(B(x))} = {A(z) | ∃x, z = B(x)} ⊂ Im A

于是结论成立。

(c) 由线性映射矩阵表示的加法是复合的矩阵表示可知也即要证明

dim Im (A ◦ B) ≤ dim Im B

而类似 (b) 中推导可得 Im (A ◦ B) = A(Im B)，于是利用第二题 (a) 右侧不等号可知成立。

(d) 利用本讲义 20.2.1的结论，将左右视为矩阵表示可知只需证明对K上的线性空间 U、V，U1⊕U2 =

U、V1 ⊕ V2 = V，若 f ∈ Hom(U, V ) 满足 f(U1) ⊂ V1、f(U2) ⊂ V2，则

dim Im f = dim Im f |U1→V1
+ dim Im f |U2→V2

我们只需证明

Im f = Im f |U1→V1
⊕ Im f |U2→V2

下记 f1 = f |U1→V1
、f2 = f |U2→V2

。

首先，由条件 V1 ∩V2 = {0}，从而根据限制映射定义可知 Im f1 ⊂ V1、Im f2 ⊂ V2，因此两者交

为 {0}，和是直和。其次，由限制映射定义 Im f1 ⊂ Im f、Im f2 ⊂ Im f，右侧两个空间都是左

侧的子空间，直和也是左侧的子空间。最后，由本讲义 20.2.2 证明的 f(u) = f1(P
(U1,U2)
U1

(u)) +

f2(P
(U1,U2)
U2

(u))，由于右侧是 Im f1 与 Im f2 中各一个元素求和，其属于 Im f1 + Im f2，即得

Im f ⊂ Im f1 + Im f2。综合三者得证。

(e) 证明分为五个部分。

• 改写为映射语言
虽然左侧可以根据本讲义 20.2.1 视为能限制在 U1 → V1 的映射的矩阵表示，但此时相对难

以刻画右侧的 dim Im B，因此我们将左侧看成(
A O

O B

)
+

(
O C

O O

)
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由此看成矩阵表示可成为两映射之和的矩阵表示。f、U、V、U1,2、V1,2、f1,2 的定义都如

(d)，设 U1、U2 的一组基为 S1、S2，V1、V2 的一组基为 T1、T2，则 g 满足

(g(S1), g(S2)) = (T1, T2)

(
O C

O O

)

从而

g(S1) = O, g(S2) = T1C

由此即得到 g 满足 U1 ∈ Ker g，g(U2) ⊂ V1。需要证明的结论即

dim Im (f + g) ≥ dim Im f1 + dim Im f2

• Im f1 估算

对 y ∈ Im f1，根据定义存在 x ∈ U1 使得 f(x) = y，则由 U1 ∈ Ker g 可得 (f+g)(x) = f(x)，

从而 Im f1 ⊂ Im (f + g)，再由限制映射定义可知

Im f1 ⊂ Im (f + g) ∩ V1

• Im f2 估算

对任何 v ∈ Im (f + g)，设 v = v1 + v2，v1 ∈ V1、v2 ∈ V2，将所有 v2 构成的集合记为 W，

根据投影映射定义 W = P
(V1,V2)
V2

(Im (f + g))，从而其为子空间。可以证明 Im f2 ⊂ W：对

任何 v ∈ Im f2，设 f2(u) = v，由于 u ∈ U2 可知 g(u) ∈ V1，进一步得 (g(u) ∈ V1，投影到

V2 上为 0)
P

(V1,V2)
V2

((f + g)(u)) = P
(V1,V2)
V2

(v + g(u)) = v

* 虽然本题无需使用，不过事实上成立 W = Im f2。另一边包含关系证明：若 v2 ∈ W，设

v1 + v2 = f(u) + g(u)，这里 v1 ∈ V1，设 u = u1 + u2，u1 ∈ U1、u2 ∈ U2，有 f(u) + g(u) =

(f(u1)+ g(u2))+ f(u2)，可发现 f(u1)+ g(u2) ∈ V1、f(u2) ∈ V2，由分解唯一性 v2 = f(u2)，

再由限制映射定义得到 v2 = f2(u2)，从而 W ⊂ Im f2。

• 直和分解
综合以上，我们得到

Im f1 ⊕ Im f2 ⊂ (Im (f + g) ∩ V1)⊕ P
(V1,V2)
V2

(Im (f + g))

左侧的直和在 (d) 中证明了，右侧的直和是因为第一个空间是 V1 子空间，第二个空间是 V2

子空间。

设 X = Im (f + g)，可知

dim Im f1 + dim Im f2 ≤ dim(X ∩ V1) + dimP
(V1,V2)
V2

(X)

我们最后证明 dim(X ∩ V1) + dimP
(V1,V2)
V2

(X) = X 对任何 V 的子空间 X 成立。

• 投影映射限制
对 P

(V1,V2)
V2

|X→V 利用第一同构定理，与之前类似利用限制映射定义可发现

dimX = dimKer P (V1,V2)
V2

|X→V +dim Im P
(V1,V2)
V2

|X→V = dim(Ker P (V1,V2)
V2

∩X)+P
(V1,V2)
V2

(X)

利用 Ker P (V1,V2)
V2

= V1 最终得到

dimX = dim(X ∩ V1) + dimP
(V1,V2)
V2

(X)

* 利用商空间、补空间同构性，(X ∩ V1)⊕ P
(V1,V2)
V2

(X) 事实上同构于 X。
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* 可能存在更简单的做法，但空间角度本质都是和上述讨论一样的。此外，上述讨论也可以得到
等号成立当且仅当

Im f1 = Im (f + g) ∩ V1

* 注意本题我们得到了很多 Im 之间的包含或相等关系，这些结论都是与维数无关的，可以视为秩不
等式的推广。

4. 本题的核心思路是，既然讨论的是 Im 之间的关系，我们想将同一个空间的子空间放在等式同一边
进行处理。

由于 Im 的定义，Im AB、Im ABC 都是 X 的子空间，Im B、Im BC 都是 W 的子空间，且第三题

(b) 已证 Im BC ⊂ Im B、Im ABC ⊂ Im AB，从而将要证的不等式移项为

dim Im B − dim Im BC ≥ dim Im AB − dim Im ABC

由于空间减子空间维数可以看作商空间或补空间的维数，但这里用商空间显得较为复杂，我们用补

空间记。设 Im BC 对 Im B 的补空间为 W0，即

W0 ⊕ Im BC = Im B

左侧即成为 dimW0。为了和右侧建立联系，在第三题 (c) 已证 Im AB = A(Im B)，从而两侧同时作
用 A 得到

A(W0 ⊕ Im BC) = Im AB

本讲义 19.2.2 中证明了 A(W0 + Im BC) = A(W0) +A(Im BC)，从而

A(W0) + Im ABC = Im AB

两侧取 dim，利用和的维数不超过维数的和可知

dimA(W0) + dim Im ABC ≥ dim Im AB

移项，并利用第二题 (a) 已证的 dimA(W0) ≤ dimW0，即得到

dimW0 ≥ dimA(W0) ≥ dim Im AB − dim Im ABC

即得证。

类似第三题可知矩阵版本即对 K 上矩阵 A、B、C (假设乘法 AB、BC 可以进行) 有

rankB + rankABC ≥ rankAB + rankBC

即为 Frobenius 秩不等式。

5. 设 dim Im f 的一组基为 α1, . . . , αr，利用直和的等价条件可发现

Im f = ⟨α1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨αr⟩

设 Pi 代表 Im f 上的投影 P
(⟨α1⟩,...,⟨αr⟩)
⟨αi⟩ ，由投影映射性质可发现 Im Pi = ⟨α1⟩，且 P1 + · · ·+Pr = I

(这里 I 为 Im f → Im f 的恒等映射)。

记 fi = IVIm f ◦Pi ◦ f |U→Im f，我们下面来证明 f1, . . . , fr 满足条件，这里 IVIm f 表示 Im f 到 V 的满

足 IVIm f (x) = x 的映射，可由定义直接验证线性。首先，由于每个 fi 从右到左的映射分别是 U 到

Im f、Im f 到 Im f、Im f 到 V 的线性映射，利用线性映射复合线性可知它的确是 U 到 V 的线性

映射。
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其次，利用映射加法和复合的定义可知

r∑
i=1

fi =
r∑

i=1

IVIm f ◦ Pi ◦ f |U→Im f = IVIm f ◦
r∑

i=1

Pi ◦ f |U→Im f = IVIm f ◦ f |U→Im f

而最后这个映射根据定义，对任何 u ∈ U 有

IVIm f (f |U→Im f (u)) = IVIm f (f(u)) = f(u)

且也是 U 到 V 的映射 (U 到 Im f 与 Im f 到 V 的复合)，于是就是 f。

* 最后这个映射其实就是本讲义 20.1.2 最后一题的满秩分解证明中定义的映射分解。

最后，由于 IVIm f 不改变任何元素，可知

Im fi = Im Pi ◦ f |U→Im f ⊂ Im Pi = ⟨αi⟩

从而 dim Im fi ≤ 1。另一方面，由 f =
∑r

i=1 fi 可知

r∑
i=1

dim Im fi ≥ dim Im
r∑

i=1

fi = r

于是只能所有 dim Im fi 都为 1，得证。

类似第三题可知矩阵版本即对 K 上矩阵 A，若 rankA = r，存在矩阵 A1, . . . , Ar 使得 A =
∑r

i=1Ai，

且 rankAi = 1 对每个 Ai 成立。

§20.3 线性变换

线性变换的定义非常简单。若一个线性映射的定义域和陪域相同，它就是一个线性变换。线性变换

f ∈ Hom(U,U) 可以称为 U 上的线性变换。本节开始，如无特殊说明，省略线性变换复合的 ◦ 记号。

20.3.1 多项式与特征系统

设 U 是 K 上的线性空间。对于一个一般的线性变换 A ∈ Hom(U,U)，它的很多讨论与线性映射是相

同的，例如像、核、单同态/满同态/同构 (此时称为自同构) 条件、第一同构定理等等。不过，有一件事会
存在一定的差别：由于它的定义域与陪域限制，它可以与自身进行复合。我们用 An 记 A 与自身复合 n

次的结果，且 A0 表示 I，即恒等变换 I(x) = x，利用已经定义的加法、数乘，我们可以考察其多项式

f(A) =
k∑

i=1

aiAi

这里 f ∈ K[x] 是 K 上的多项式。
事实上，所有 A 的多项式构成 Hom(U,U) 的子空间，记为 K[A]，且 K[A] 中任何两个元素乘法可交

换。

证明：
利用加法与数乘的交换、结合、分配性质，由于 A 的多项式加法、数乘后还是 A 的多项式，即得其
为子空间。我们下面证明 f(A)g(A) = g(A)f(A) = (fg)(A) 对任何 f, g ∈ K[x] 成立。

设 f(x) =
∑n

i=0 aix
i、g(x) =

∑n
i=0 bixi，对任何 u ∈ U，利用映射加法、数定义乘有

f(A)g(A)(u) =
n∑

i=0

aiAi

(( n∑
j=0

bjAj

)
(u)

)
=

n∑
i=0

aiAi

( n∑
j=0

bjAj(u)

)
进一步由线性性与 Ak 定义可得

f(A)g(A)(u) =
n∑

i=0

ai

n∑
j=0

bjAi(Aj(u)) =

n∑
i=0

ai

n∑
j=0

bjAi+j(u)
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而这就是 (fg)(A)(u)，即得到 f(A)g(A) = (fg)(A)，而对多项式 f、g 有 fg = gf，也即得证

g(A)f(A) = (gf)(A) = (fg)(A)。

* 当然，对 Kn×n 中的矩阵 A，完全类似可定义 Kn×n 的子空间 K[A]，其中任何两个元素也乘法可交换。

与矩阵时类似，A(x) = x 代表线性变换 A 的不动点，而如果我们放宽不动点的要求，只要求不改变
方向，即得到 A(x) = λx 其中 λ ∈ K，这称为 A 的特征方程，若存在非零解则称 λ ∈ K 为 A 的特征值，
非零 x 称为 λ 的特征向量。利用定义，所有 λ 的特征向量和 0 构成的集合为 Ker (λI −A)，于是其为一

个线性空间，称为 λ 的特征子空间。

* 与一个 K 上方阵可以直接看作 C 上方阵不同，K 上线性空间 U 上的线性变换想要 “看成”C 上线性空
间的线性变换是难以简单定义的，因此我们必须规避这样的说法，只有化为矩阵论后才能放大数域。

就像一个 K 上矩阵未必有特征值与特征向量，一个 K 上的线性变换也未必有特征值与特征向量，例
如 R2 上的线性变换 (x, y) → (y,−x)。此外，考虑无穷维线性空间时，即使是 C 上的线性变换也未必存
在特征值与特征向量，例如 C[x] 上的线性变换 f(x) → xf(x)，考虑次数可发现其特征方程不可能有非零

解。在本讲义 17.4.2 中，我们还给出了以所有 c ∈ C 为特征值的线性变换的例子。
在今后的讨论中，我们主要关注的还是有限维空间上的线性变换，这样至少可以保证性质与我们熟悉

的矩阵相同。

20.3.2 矩阵表示与基变换

有限维时 (假设 dimU = n)，我们自然需要考虑线性变换的矩阵表示。它的定义与线性映射的唯一不
同是，既然左右都是 U，我们并不希望取出 U 的 S、T 两组不同基进行表示，由此，我们将左、右的基

均取为 S。一句话来说也就是，线性变换 A 在 U 的基 S 下的矩阵表示即是 A 看作线性映射在基 S、S

下的矩阵表示。A 在 U 的基 S 下的矩阵表示 AS 的三个等价定义式为 (第一行的 AS 代表左乘 AS 对应

的线性变换)
A = π−1

S ◦AS ◦ πS

A(u)S = ASuS

A(S) = SAS

利用映射复合与矩阵乘法的关系，可知线性变换多项式的矩阵表示为矩阵表示的多项式，即 A 在基 S 下

的矩阵表示为 A 时，f(A) 在基 S 下的矩阵表示为 f(A)，这里 f 为某个 K 上多项式。

证明：

当基 S 变换为基 S′ 时，设 S 到 S′ 的过渡矩阵为 P，我们也希望知道 AS、AS′ 的关系。利用线性

变换矩阵表示的定义，从本讲义 19.3.4 的推导中即可发现，这相当于 T = S、T ′ = S′ 的情况，这时 T 到

T ′ 的过渡矩阵也为 P，从而

AS′ = P−1ASP

我们直接复制线性映射时得到的结论：同一个线性变换 A 在不同基下的矩阵表示相似。另一方面，之前
已经证明了过渡矩阵可以取为任何可逆阵，从而若 A 在 S 下的矩阵表示为 AS，任何与 AS 相似的方阵

都可以看作 A 在某组基下的矩阵表示——于是，相似标准形问题可以转化为寻找线性变换的最好矩阵表
示的问题。

由此，所有相似等价的量都可以定义在有限维线性空间的线性变换上：例如，由于相似矩阵的迹相同，

我们可以定义 trA 为 A 的任何一个矩阵表示的 tr，由于所有基下的矩阵表示相似，这个定义下的值是唯
一确定的，从而定义合理。由此，特征值、代数重数、几何重数、特征多项式、迹、秩、行列式，都可以

定义在线性变换上 (我们事实上主要关心与特征系统相关的部分)。
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不过，我们之前已经单独定义它的特征值与特征向量，这与使用矩阵表示定义的特征值有何关系呢？

我们用下面三个命题说明，这里仍假设 A 是 K 上 n 维线性空间 U 上的线性变换，U 的一组基为 S，此

基下 A 的矩阵表示为 AS：

1. A 的特征值集合与 AS 的特征值集合相同。

证明：

若 A(u) = λu 对非零 u 成立，利用第二个等价定义可知

ASuS = (A(u))S = (λu)S = λuS

利用坐标定义 u 为非零向量时 uS 也非零，从而 λ 是 AS 特征值。

若 ASx = λx 对非零 x 成立，利用第一个等价定义知

A(π−1
S (x)) = π−1

S (ASπS(π
−1
S (x))) = π−1

S (ASx) = π−1
S (λx) = λπ−1

S (x)

由 π−1
S 为同构，考虑单射性质可知 x 非零时 π−1

S (x) 非零，即得 λ 为 A 特征值。

2. A 与 AS 的特征值 λ 的特征子空间满足 πS(Ker (λI − A)) = Ker (λI −AS)。

证明：

上方证明中事实上已经说明

u ∈ Ker (λI − A) ⇒ uS ∈ Ker (λI −AS)

x ∈ Ker (λI −AS) ⇒ π−1
S (x) ∈ Ker (λI − A)

记 W = Ker (λI − A)、V = Ker (λI −AS)，由第一个式子根据定义可知

πS(W ) ⊂ V

对任何 x ∈ V，由于 π−1
S (x) ∈ W，有 x = πS(π

−1
S (x)) ∈ πS(W )，从而 V ⊂ πS(W )。综合两者

得证。

3. AS 的特征值 λ 的几何重数 (这也是 A 的特征值 λ 的几何重数定义) 为 dimKer (λI − A)。

证明：

由于 πS 是同构，它是单同态。我们可以从单同态推出 dimπS(W ) = dimW (W 的定义如上个

证明中)。
大家可以考虑使用基进行证明，这里提供一个利用限制映射的比较简单的证法：考虑 πS |W→Kn，

利用第一同构定理

dimW = dimKer πS |W→Kn + dim Im πS |W→Kn

由已经证明的限制映射像与核性质，上式可改写为

dimW = (dimKer πS ∩W ) + dimπS(W )

但由 πS 是单同态，Ker πS = {0}，从而第二项为 0，于是得证。
由于 λ对 AS 的几何重数定义为 n− rank(λI−AS)，利用解空间维数定理知即为 dimKer (λI−
AS)，再由上个证明中已证即得

dimKer (λI −AS) = dimπS Ker (λI − A) = dimKer (λI − A)

从而成立。
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这样，我们就把方阵的特征系统理论对应上了线性变换的特征系统——至少特征值、特征向量与几何

重数可以定义。而在之前，我们已经知道秩的对应关系

rankAS = dim Im A

事实上，就如我们已经证明的，利用解空间维数定理可知 rankAS 也可以看作 n 减特征值 0 的几何重数，
这对 A 也相同。
很自然地，我们会开始思考代数重数与特征多项式对应着什么，不过，这个问题只有在下一章介绍根

子空间时才能解决，而本章的最后，我们需要谈到另一个重要的矩阵相似不变量：化零多项式。

20.3.3 化零多项式

假设 A 是 K 上线性空间 U 上的线性变换，化零多项式的定义很简单：若 K 上的多项式 f 满足

f(A) = O (O 表示所有元素映射到 0 的线性变换零变换)，它就称为线性变换 A 的化零多项式。
当然，f(x) = 0 是化零多项式，而对于一般的线性变换，未必存在非零的化零多项式。例如，考虑

C[x] 上的线性变换 φ(f(x)) = xf(x)，对非零多项式 g，直接计算可发现 g(φ)(f(x)) = g(x)f(x)，考虑维

数知当 g(x) 为非零多项式时，Ker g(φ) = {0} 恒成立，自然不可能 g(φ) = O。
不过，当 U 为有限维时，线性变换的非零化零多项式一定存在。

证明：
设 dimU = n，由于 Hom(U,U) 为 n2 维线性空间，其中的 n2 + 1 个向量 I,A,A2, . . . ,An2

必然线

性相关，于是存在 n2 + 1 个不全为 0 的系数 a0, . . . , an2 使得

n2∑
i=0

aiAi = O

这就得到了一个非零的至多 n2 次的化零多项式。

完全类似，对于一个矩阵 A ∈ Kn×n，定义使得 f(A) = O 的多项式 f 为 A 的化零多项式，则线性变

换的化零多项式与其矩阵表示的化零多项式集合相同。

证明：
由于已经证明 f(A) 的矩阵表示为 f(A)，且通过矩阵表示是线性映射到矩阵的同构可知一个变换是

零变换当且仅当矩阵表示为 O，从而得证。

* 由此结论可以自然得到相似的矩阵化零多项式相同，或由上学期知识通过 P−1f(A)P = f(P−1AP ) 并

消去可逆矩阵得到 f(A) = O 当且仅当 f(P−1AP ) = O。

不过，上述的化零多项式集合作为 K[x] 的一个子集，还是不具有清晰的结构。由此，我们需要引入

下面的定理：对有限维 K 上线性空间 U 上的线性变换 A，存在非零首一多项式 f，使得所有化零多项式

的集合为 (f)，即 f 的所有倍式集合。称此多项式 f 为 A 的最小多项式，记作 mA。

证明：
将化零多项式集合记作 NA。若 f ∈ NA，利用零映射定义可知对任何多项式 h 有 f(A)h(A) = O，
从而 fh ∈ NA，若 f, g ∈ NA，利用零映射加法零元性质可知 f(A) + g(A) = O + O = O，从而
f + g ∈ NA。

利用这两条性质，由于已知 NA 中有非零多项式，可以取出其中次数最小的非零多项式，利用第一

条性质可知乘非零数后仍属于 NA，于是乘非零数将其化为首一，记为 m，下面证明 m 即为所求的

多项式。

首先，根据第一条性质，的确有 (m) ⊂ NA，从而只需证明第二条。若 NA 有 (m) 外的元素 p，利用

带余除法可知存在多项式 q 与非零 (若为 0 则 p ∈ (m)) 且次数小于 m 的多项式 r 使得

p = qm+ r
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但利用两条性质，根据 p ∈ NA、m ∈ NA 可得 r = p− qm ∈ NA，这就与 m 是次数最小的非零多项

式矛盾。

* 参考本讲义 14.1.4，利用多项式集合是一个主理想整环，开始证明的两条性质即说明 NA 是理想，

于是必然是主理想，这就直接得到了证明。

完全类似，将矩阵 A 看成左乘 A 的线性变换，可发现矩阵的化零多项式集合具有相同的性质，将矩

阵 A 的最小多项式记为 mA。

* 这里的最小性是本讲义 14.1.2 提到的整除作为序关系意义下的最小性，最好不要简单理解为非零且次数
最低。

* 由于证明过程并未用到非零化零多项式的存在性或矩阵表示，上述最小多项式定义对无穷维线性变换 A
也成立，只要要求 A 没有非零化零多项式时最小多项式定义为 0 (作为化零多项式集合中能整除其他所有
的元素)。

我们还可以证明，对于 n 维 K 上线性空间 U 上的线性变换 A，设其特征多项式 (以任意矩阵表示的
特征多项式定义) 为 φA，则 φA(A) = O，这称为 Hamilton-Caylay 定理 (可简写为 H-C 定理)。

证明：
此证明事实上在本讲义 9.3.3 已经写过。由于 f(A) = O 当且仅当 f(A) = O，我们只需说明对 K 上
方阵 A 有 φA(A) = O。

由于特征多项式不会随 A 看作的数域改变，将 A 看作复方阵不影响结论。利用相似三角化，设

A = P−1UP，U 为上三角阵，则 φA(A) = P−1φA(U)P。为证 φA(A) = O，只需证明对于对角元为

λ1, . . . , λn 的上三角阵 U 有
n∏

i=1

(λiI − U) = O

对 U 的阶数归纳，当 U 一阶时直接成立，若对 n− 1 阶成立，利用 U 的多项式的可交换性将结果

改写为

(λ1 − U)
n∏

i=2

(λiI − U)

由于上三角阵的乘积还是上三角阵，且 U 的右下角 (n−1)×(n−1)阶子矩阵 U0 对角元为 λ2, . . . , λn，

分块为

U =

(
λ1 x

0 U0

)
后根据归纳假设可得第二项成为 (

λ1 y

0 O

)
而第一项由于是 λ1I − U，必然是第一个对角元为 0 的上三角阵，从而是(

0 x

0 X(n−1)×(n−1)

)

直接计算可得乘积为 O。

* 此结论的最简单证明方式就是直接相似三角化进行计算，不过注意需要先考虑更大的数域。
由此，根据最小多项式的性质有 φA ∈ (mA)，即 mA | φA，由于特征多项式在 K 中的根一定是特征

值，可知最小多项式的根也为特征值，且每个根的重数不超过特征多项式中的重数。这个定理事实上给了

最小多项式的次数一个上界：至多为 n 次。

最后，我们来算一算 Jordan 标准形 (自然，它是 C 上的方阵) 的最小多项式。具体来说分为三步：
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1. 若 A1、A2 为方阵，diag(A1, A2) 的最小多项式为 lcm(mA1
,mA2

)。

证明：

由于

f(diag(A1, A2)) = diag(f(A1), f(A2))

从而 f(diag(A1, A2)) = O 当且仅当 f(A1) = O、f(A2) = O，于是 diag(A1, A2) 的化零多项式

集合为 A1、A2 化零多项式集合的交集，而由于 A1、A2 化零多项式集合分别为 (mA1
), (m(A2))，

利用最小公倍式性质即得交集为 (lcm(mA1
,mA2

))，再由最小公倍式首一即得证。

2. Jordan 块 Jn(λ) 的最小多项式为 mJn(λ)(x) = (x− λ)n。

证明：

直接计算可发现其特征多项式为 φJn(λ)(x) = (x − λ)n，根据 C-H 定理得 mJn(λ)(x) 一定是

(x− λ)n 的因式，从而是 (x− λ)k, 0 ≤ k ≤ n。

直接计算发现 Jn(λ)− λI = Jn(0)，且 Jn(0)、Jn(0)2 到 Jn(0)
n−1 均非零 (利用上学期知识计算

即得 Jn(0)
k 在 j − i = k 的位置为 1，其他为 0)，于是 x− λ、(x− λ)2 到 (x− λ)n−1 均不为化

零多项式，最小多项式只能为 (x− λ)n。

3. Jordan 标准形 J = diag(Jn1
(λ1), . . . , Jnk

(λk)) 的最小多项式计算。

解答：

假设特征值 λi 对应的 Jordan 块阶数为 ai1 ≥ ai2 ≥ · · · ≥ airi，不同特征值为 λ1, . . . , λk，我们

下面说明其最小多项式为

mJ(x) =
k∏

i=1

(x− λi)
ai1

利用第一部分证明归纳即得此对多个分块的对角阵也成立，再利用第二部分证明可知每个对角

块的最小多项式，从而最终得到的最小多项式为以下所有多项式的最小公倍式：

(x− λi)
ai1 , (x− λi)

ai2 , (x− λi)
airi , i = 1, . . . , k

我们首先计算对每个 i 的这些多项式的最小公倍式，因为它们是同一个多项式的次方，可以得

到最小公倍式为最大的次方，于是问题化为以下所有多项式的最小公倍式：

(x− λ1)
a11 , (x− λ2)

a21 , . . . , (x− λk)
ak1

由于这些多项式两两根不相同，利用唯一因子分解定理计算最小公倍式即得到必然为它们的乘

积。

标准形的最小多项式有几个重要推论：

• 将 A 看作不同数域上的方阵，最小多项式不变。

证明：
可以发现，利用特征方阵理论，上述的证明过程构造出的最小多项式 m0(x)是 xI−A看作 C[x]
上方阵的最后一个不变因子，而不变因子不随数域改变，因此若 A ∈ Kn×n，必然 m0 ∈ K[x]。

另一方面，K[x] 是 C[x] 的子集，C[x] 中不存在次数更小的非零化零多项式，K[x] 也自然不存

在，再由首一性，m0 也是 K[x] 上的最小多项式。

• 复方阵 A 可对角化当且仅当最小多项式无重根。

证明：
A可对角化当且仅当标准形中所有 Jordan块都是一阶，这又当且仅当 a11 = a21 = · · · = ak1 = 1，

从而等价于最小多项式没有二次项。
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• 复方阵 A 满足 mA = φA 当且仅当其每个特征值 Jordan 块唯一。

证明：
利用 Jordan 标准形上三角，特征多项式为以下所有多项式的乘积：

(x− λi)
ai1 , (x− λi)

ai2 , (x− λi)
airi , i = 1, . . . , k

而最小多项式相当于对每个 i 只保留第一项进行乘积，从而两者相同等价于对每个 i 只有一项。

* 这样的方阵可以称为循环变换，具体含义会在下一章说明，之所以不叫循环方阵是因为教材中用循
环方阵称呼别的方阵了。

* 直接计算 Jordan 标准形的特征向量可以发现特征值的几何重数等于 Jordan 块数量，因此上述结
论可以等价于每个特征值几何重数为 1。

二十一 相似标准形再探

§21.1 习题解答

这里将给出每题的书写注意事项，以作为考试书写的提示。

1. (丘书 习题 9.4.10) 设 C 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 在一组基 α1, . . . , αn 下的矩阵 A 为

A =


1

. . .
1

−a0 −a1 . . . −an−1


求 A 的特征多项式和属于每个特征值的全部特征向量，并判断它是否可对角化。

解答：

直接利用上学期行列式知识计算可知 (可发现 A 为本讲义 17.2.2 已经计算过特征多项式的友方
阵的转置) A 的特征多项式为 φ(λ) = λm + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0。这就是 A 的特征多项式
定义。

对此多项式的某个根 λi，直接求解

Ax = λix

可发现对应方程组 (设 xj 为 x 的第 j 个分量)

xj+1 = λixj , j = 1, . . . , n− 1

λixn = −a0x1 − a1x2 − · · · − an−1xn

将前 n− 1 个方程依次代入可得到通项

xj = λj−1
i x1, j = 1, . . . , n

将这些结果代入最后一个方程，发现最后得到的方程为 φ(λi)x1 = 0，由于已知 φ(λi) = 0，此

式必然满足，而从通项中即可得到 λi 对应的 A 特征向量为

{(x1, λix1, . . . , λ
n−1
i x1)

T | x1 ̸= 0}

将它们看作坐标即得 λi 对应的 A 特征向量 (可参考本讲义 20.3.2) 为{
x1

n∑
k=1

λk−1
i αi | x1 ̸= 0

}
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由此，A 的每个特征值对应的特征子空间都是一维的，几何重数为 1，利用可对角化等价于每个
特征值代数重数等于几何重数，若每个特征值代数重数为 1，即 φ(λ) 无重根，A 即可对角化，

否则 A 不可对角化。根据 A 可对角化的定义即得当且仅当 φ(λ) 无重根时 A 可对角化。

* 本题由于问的内容较多，计算特征多项式的过程不是本学期重点，可以略写 (比如直接写一个归纳
得特征多项式为，但不许写显然)。不过，书写特征向量时注意不要忘了从坐标还原回 V 中向量 (很
多题都需要类似的最后一步，不写会适当扣分)。最后，进行对角化判定时尽量说清楚所用的判定定
理。

2. (丘书 习题 9.4.11) 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明：

(1) A 的特征多项式的所有复根和等于 tr(A)。

证明：

由特征多项式与 tr的定义只需对方阵 A ∈ Kn×n 说明成立，设其第 i行第 j 列 aij。考虑完全

展开式，直接计算可发现 φA(λ) = det(λI−A)的 n−1次项只会在对角元乘积
∏n

i=1(λ−aii)
中出现 (否则至多 n− 2) 次，而此式中的 n− 1 次项需要选择 n− 1 个 λ 与剩下元素，于是

为

−a11 − a22 − · · · − ann = − trA

另一方面，利用 φA(λ) =
∏n

i=1(λ− λi) 与上类似可知其 n− 1 次项为 −λ1 − · · · − λn，从而

得到

λ1 + · · ·+ λn = trA

结论成立。

(2) A 的特征多项式的所有复根乘积等于 tr(A)。

证明：

由特征多项式与 det 的定义只需对方阵 A ∈ Kn×n 说明成立，设其第 i 行第 j 列 aij。考虑

完全展开式，直接计算可发现 φA(λ) = det(λI − A) 的常数项必须在完全展开式中每一项都

选取常数项，从而其为 det(−A) 的完全展开式结果，等于

det(−A) = (−1)n detA

另一方面，利用 φA(λ) =
∏n

i=1(λ−λi)可知常数项为
∏n

i=1(−λi) = (−1)n
∏n

i=1 λi，从而得到

n∏
i=1

λi = detA

结论成立。

* 本题千万不要说由矩阵论知识 trA 为 A 特征多项式所有复根之和，因为直接使用此定理显然跳过

了本题实际考察的部分 (真不确定一个结论是否能用时可以在考场上向助教提问)。两问的最后一部
分说明也可以直接写为由韦达定理得，这类熟知的定理一般是允许使用的。

3. (丘书 习题 9.5.1) 对于复数域上的三阶方阵 A，定义 C3 上的线性变换 A(α) = Aα，当

A =


4 7 −3

−2 −4 2

−4 −10 4


时，求 A 的所有不变子空间。

解答：
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直接计算求解可知 A 的特征值为 2、1 + i、1− i，特征子空间分别为

V1 =
〈
(2,−1,−1)T

〉
, V2 =

〈
(1− 2i, i− 1,−2)T

〉
, V3 =

〈
(1 + 2i,−i− 1,−2)T

〉
利用教材 9.5 节例 12 特征值互不相同的有限维复线性变换的所有不变子空间结论，可知 A 共
有八个不变子空间

{0}, V1, V2, V3, V1 ⊕ V2, V1 ⊕ V3, V2 ⊕ V3, C3

* 本章中将给出不变子空间个数有限时所有不变子空间的一般性结论。

* 计算为主的题目基本可以直接运用已经证明的结论，即使是例题中的。不过，要尽量说清楚结论的
来源和内容，其中结论内容是必须要说的，结论来源实在不记得也可以不写。

4. (丘书 习题 9.5.7) 求 
0 1

0
. . .
. . . 1

0


的一个非零的零化多项式。

解答：

直接计算可得其特征多项式为 λn，从而由 H-C 定理 φ(λ) = λn 即为所求。

* 考试大概没有这么简单的证明题，但哪怕真出现了也尽量编点过程，比如直接计算的话最好写出
Ak 的具体形式，不能直接说显然 An = O。

5. (丘书 习题 9.6.12) 设 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 在一组基 α1, . . . , αn 下的矩阵 A 为

A =


−a0

1 −a1
. . . ...
1 −an−1


证明 C(A) = K[A]，且 dim C(A) = n。

证明：

利用矩阵表示的定义直接计算可发现条件等价于

A(αi) = αi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1

A(αn) = −a0α1 − · · · − an−1αn

从前 n− 1 个式子可以得出

αk = Ak−1(α1), k = 1, . . . , n

由于 α1, . . . , αn 为一组基，这也就得到了 α1,A(α1), . . . ,An−1(α1) 线性无关，由此，若 A 存在
次数小于 n 的非零化零多项式，设其为 f(A)，则 f(A)(α1) = 0，展开可发现与线性无关矛盾。

又由于 H-C 定理，特征多项式是化零多项式，即得 A 的特征多项式等于最小多项式。
上方已经证明了 I,A, . . . ,An−1 线性无关 (否则仍与 α1,A(α1), . . . ,An−1(α1) 线性无关矛盾)，
而再添加 An 后由特征多项式为 n次可知将线性相关，于是它们是 K[A]的极大线性无关组，即

得到 dimK[A] = n。
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下面说明 C(A) = K[A]。若 B ∈ C(A)，由于 B(α1) ∈ V = ⟨α1, . . . ,An−1(α1)⟩，存在一个至多
n− 1 次的多项式 g 使得 B(α1) = g(A)(α1)。由此，利用可交换得

B(α2) = BA(α1) = AB(α1) = Ag(A)(α1) = g(A)A(α1) = g(A)(α2)

同理可归纳得 B 与 g(A) 在 α1, . . . , αn 上的像均相同，由基映射确定线性映射可知 B = g(A)，

于是 C(A) ⊂ K[A]，由线性变换的多项式可交换知另一边包含关系成立，综合得证。

* 本题到底能不能直接写 A 的特征多项式等于最小多项式是需要确认的，这里给出了一个直接证明

的方法，核心思路是将全空间看作向量 α1 生成的循环子空间，这其实就是本讲义 20.3.3 所说的循
环变换的含义。满足 mA = φA 的循环变换的等价条件与性质可以进行简单整理。

6. (丘书 习题 9.6.13) 设 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 满足特征多项式在 K 上可分解成一次
因式乘积，假设 λ 是 A 的代数重数为 r 的特征值，证明

rank(A− λI)r = n− r

证明：

利用代数重数与秩定义可知只需对 K 上方阵 A 证明成立。由特征多项式可分解为一次因式，A

可以在 K 上相似为上三角方阵 U。由此，设 U 满足前 r 个对角元为 λ，此后均不为 λ，由相似

不改变多项式的秩只需证明

rank(U − λI)r = n− r

将 U 分块

U =

(
X Y

O Z

)
其中 X 为对角元均为 λ 的 r 阶上三角方阵，Z 为对角元均非 λ 的 r 阶上三角方阵。于是

λI − U =

(
λIr −X −Y

O λIn−r − Z

)

直接计算可知其 r 次方为 (Y ′ 为某未知 r × (n− r) 阶矩阵)

(λI − U)r =

(
(λIr −X)r Y ′

O (λIn−r − Z)r

)

由于 λIr −X 为对角元均 0 的 r 阶上三角阵，计算得 r 次方为 0，从而 λI − U 只有后 n − r

列可能非 0。另一方面，右下角 λIn−r −Z 是对角元均非零的 n− r 阶上三角阵，其可逆，因此

r 次方仍然可逆。于是，我们在 (λI − U)r 中找到了 n− r 阶可逆子式，但由于只有 n− r 列可

能非零，不存在 n− r + 1 阶可逆子式，这就说明了其秩为 n− r。

* 虽然按理说学到这节的时候尚未证明 Jordan 标准形，如果想不起相似三角化的方法，考试时候遇
到这种题目往往是允许直接从 Jordan 标准形计算的。此外，由于本题步骤较多，证明对角元均为
0 的 r 阶上三角方阵 r 次方为 O 就不需要细写了。

* 当然，本题也可以从空间角度由根子空间分解得到，不过个人觉得上述的矩阵论方法反而是更加清
晰直接的。

7. (王书) 阅读 8.7 节并写出定理 14 的完整证明。

证明：

见本讲义 17.2 的推导。
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8. (丘书 习题 9.6.2) 设 A ∈ Kn×n 满足 A3 = A2 + 4A− 4I，判断 A 是否可对角化。

解答：

由条件因式分解可得 f(x) = (x− 1)(x+ 2)(x− 2) 是 A 的一个化零多项式，其最小多项式应是

其因式，而由 f 无重根可知最小多项式无重根，从而 A 可对角化。

* 本题除了使用关键的最小多项式可对角化判定 (同样，理应将这个判定依据直接写出) 以外，还一
定要注意 f 未必是最小多项式。

9. (丘书 习题 9.6.4) 设 A 是 K 上 5 维线性空间 V 上的线性变换，在某组基下的矩阵

A =



0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 2 0 0

0 3 0 0 0

4 0 0 0 0


判断 A 是否可对角化。

解答：

由A可对角化定义只需判断 A是否可对角化。直接计算特征多项式可发现其为 λ2(λ2−3)(λ−2)，

从而 0 的代数重数为 2，而由形式可得 rankA = 4，从而 0 几何重数为 1，几何重数小于代数
重数，不可对角化。

* 本题非常不推荐直接使用例题结论，因为直接由定义的验证也是简单的 (上述只是其中一种方法，
考虑最小多项式、限制映射等都可以)。另一个书写建议是，由于

√
3未必在 K中，最好不要对 λ2−3

进行分解。

10. (丘书 习题 9.6.7) 定义 R3 上的线性变换 P1 满足 P1((x, y, z)
T ) = (x, y, 0)T，求其最小多项式。

解答：

首先，不存在 λ ∈ R 使得 P1((x, y, z)
T ) = λ(x, y, z)T 恒成立，从而其最小多项式不为一次，而

直接计算可发现对任何 x, y, z ∈ R 有

(P 2
1 − P1)((x, y, z)

T ) = P1((x, y, 0)
T )− (x, y, 0)T = (x, y, 0)T − (x, y, 0)T = 0

从而利用最小多项式是次数最小的首一化零多项式，m(x) = x2 − x 为其最小多项式。

* 本题无论是直接用映射还是矩阵表示计算，都必须先说明最小多项式不是一次。另外，由于这是简
单计算题，也非常不推荐使用投影映射的结论，而应该直接从定义验证。

11. (丘书 习题 9.6.9) 设 A ∈ Kn×n、B ∈ Km×m，证明若 A 的最小多项式 m1 与 B 的最小多项式 m2 互

素，则矩阵方程

XA = BX

对 X ∈ Km×n 成立当且仅当 X = O。

证明：

由 XA = BX 有 XA2 = BXA = B2X，同理归纳可知 XAk = BkX 对任何自然数 k 成立，对

这些方程两端进行数乘并相加后可得对任何多项式 f ∈ K[x] 有

Xf(A) = f(B)X

取 f = m1，由 m1(A) = O 可得 m1(B)X = O。
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由于 m1、m2 互素，由裴蜀定义可知存在多项式 u, v ∈ K[x] 使得

u(x)m1(x) + v(x)m2(x) = 1

代入 B，利用 m2(B) = O 得到

u(B)m1(B) = I

从而对 m1(B)X = O 左乘 u(B) 可知 X = O，得证。

* 对有一定难度的证明题，过程不会有太细节的步骤要求，但务必写清楚关键步骤。例如这里从
XA = BX 推出 Xf(A) = f(B)X 再代入最小多项式的过程，和用裴蜀定理证明 m1(B) 可逆的过

程。

* 由本题证明过程可推出的结论：若 f 和 A 的最小多项式互素，则 f(A) 可逆。事实上此命题逆命

题也成立，考虑看成 C 上方阵相似三角化即可。

* 一位同学给出了非常有趣的相抵标准形证法，这是很不错的从上学期矩阵论操作中得到的思路：

证明：

若有非零解 X，设 X = P diag(Ir, O)Q，其中 P、Q 可逆，由非零可知 r > 0。代入并同左乘

P−1、右乘 Q−1 可得

diag(Ir, O)QAQ−1 = P−1BP diag(Ir, O)

由相似不改变最小多项式，记 C = QAQ−1、D = P−1BP，两者最小多项式也应互素。但由于

diag(Ir, O)C = D diag(Ir, O)

将 C,D 分块为

C =

(
C1 C2

C3 C4

)
, D =

(
D1 D2

D3 D4

)
使得 C1、D1 为 r 阶方阵，直接计算并对比可发现

C1 = D1, C2 = O, D3 = O

从而设 F = C1 = D1 有

C =

(
F O

C3 C4

)
, D =

(
F D2

O D4

)
从而利用分块三角阵行列式知识

det(λI − C) = det(λIr − F ) det(λIn−r − C4), det(λI −D) = det(λIr − F ) det(λIm−r −D4)

由于 F 至少一阶，C、D 有公共特征值 (看作复方阵)，再由所有特征值是最小多项式的根可知
C、D 最小多项式不互素 (注意看作不同数域最小多项式相同)，矛盾。

§21.2 定义准备

21.2.1 限制映射 III

之前，我们已经讨论了线性变换的基本知识。非常自然，任何一个对于线性映射可以定义的概念对线

性变换都可以相同定义，限制映射也不例外。不过，对于线性变换，我们也希望它的限制映射还能是线性

变换。具体来说，若 A 是 K 上线性空间 V 上的线性变换，W 是 V 的子空间，且 A(W ) ⊂ W，则我们

将限制映射 A|W→W 简记为 A|W，称为 A 在 W 上的限制变换。我们将这样的 W 称为 A-不变子空间。
* 直接利用定义可知，W 是 A-不变子空间也等价于对任何 w ∈W 有 A(w) ∈W。

参考之前线性映射时的讨论 (主要见本讲义 20.2)，我们可以直接写出如下的性质：
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• Ker A|W = Ker A ∩W
• Im A|W = A(W )

• 限制映射的第一同构定理，W 维数有限时

dimW = dim Im A(W ) + dimKer A ∩W

• V 维数有限时，取 W 的一组基扩充为 V 一组基，A 在这组基下的矩阵表示为分块上三角阵，且两
个对角块都为方阵。

* 之所以能要求方阵，是因为左上对角块即为 A|W 的矩阵表示，为方阵，而计算阶数可知右下对角
块也是方阵。

• V 维数有限时，若 A 在某组基下的矩阵表示为两个对角块都是方阵的分块上三角阵，若第一个对角
块为 r 阶，则这组基的前 r 个生成的子空间为 A-不变子空间。

• V 维数有限时，若 V =W ⊕ U，且 W、U 都是 A-不变子空间，取 W、U 的一组基组成 V 的一组

基，A 在这组基下的矩阵表示为分块对角阵，且两个对角块都是方阵。
* 两个对角块分别是 A|W 与 A|U 的矩阵表示。

• V 维数有限时，若 A 在某组基下的矩阵表示为两个对角块都是方阵的分块对角阵阵，若第一个对角
块为 r 阶，则这组基的前 r 个与后 n− r 个生成的子空间均为 A-不变子空间。
线性变换与线性映射的一个很重要的差异是，如果忽略多项式矩阵角度的讨论 (这与我们现在讨论的

内容不属于同一套理论)，我们目前对相似下的标准形并没有好的结果。而上述的性质则意味着，若能将
原空间分解为若干不变子空间的直和，线性变换的矩阵表示就可以成为若干个分块的分块对角阵。由此，

不变子空间分解对于线性变换是格外重要的，从标准形理论的角度，利用不变子空间分解可以将一般的 K
上方阵相似为分块对角阵 (注意不同基下的矩阵表示相似)，从而大幅化简问题。不过，在进行更进一步的
讨论前，我们需要先对不变子空间的性质与例子有基本的了解。

我们将用五个定理说明不变子空间的一些基本性质，下仍假设 A 是 K 上线性空间 V 上的线性变换：

1. {0} 与 V 是 A-不变子空间。

证明：

由于线性映射一定将 0 映射至 0，A({0}) = {0} ⊂ {0}，从而零空间是 A-不变子空间。
由映射定义必然 A(V ) ⊂ V，从而 V 是 A-不变子空间。

2. V 的一维子空间 W 是 A-不变子空间当且仅当其基为 A 的特征向量。

证明：

设其基为 α (由线性无关性其非零)，则 W = ⟨α⟩，由不变子空间定义，W 是 A-不变子空间当
且仅当

A(α) ∈ ⟨α⟩

这也即等价于存在 λ 使得

A(α) = λα

由于 α ̸= 0，上式即为特征向量定义。

3. 若 U、W 是 A-不变子空间，U ∩W、U +W 都是 A-不变子空间。

证明：

对 x ∈ U ∩W，由 x ∈ U 有 A(x) ∈ U，由 x ∈ W 有 A(x) ∈ W，从而 A(x) ∈ U ∩W，于是
U ∩W 是 A-不变子空间。
对 x ∈ U +W，设 x = u+w，且 u ∈ U、w ∈W，有 A(x) = A(u+w) = A(u) +A(w)，利用

不变子空间定义 A(u) ∈ U、A(w) ∈W，于是 A(x) ∈ U +W，于是 U +W 是 A-不变子空间。
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4. 对任何 K 上多项式 f，Im f(A)、Ker f(A) 是 A-不变子空间。

证明：

对 x ∈ Im f(A)，设 x = f(A)(y)，则利用线性变换的多项式可交换 A(x) = Af(A)(y) =

f(A)(Ay) ∈ Im f(A)，于是 Im f(A) 是 A-不变子空间。
对 x ∈ Ker f(A)，由于 f(A)(x) = 0，利用线性变换的多项式可交换 f(A)(Ax) = Af(A)(x) =

A(0) = 0，于是 A(x) ∈ Ker f(A)，Ker f(A) 是 A-不变子空间。

5. 对任何 K 上多项式 f，A-不变子空间 W 也是 f(A) 的不变子空间，且 f(A)|W = f(A|W )。

证明：

设 f(λ) =
∑k

i=0 aiλ
i。对任何 x ∈ W，利用不变子空间定义有 A(x) ∈ W，再利用定义可知

A2(x) ∈W，同理可得 A3(x), . . . ,Ak(x) ∈W，而由线性变换多项式的定义

f(A)(x) =
k∑

i=0

aiAi(x) = a0x+ a1A(x) + · · ·+ akAk(x)

从而利用子空间对线性组合封闭可知 f(A)(x) ∈ W，即得到 W 是 f(A) 的不变子空间。由此，

根据限制映射定义可知对任何 x ∈W 有 f(A)|W (x) = f(A)(x)，只需证明这等于 f(A|W )(x)。

由于 x ∈ W 时 A|W (x) = A(x)，可得 (A|W )2(x) = A|W (Ax) = A2(x)，于是同理归纳可知

(A|W )i(x) = Ai(x) 对 i = 0, 1, . . . , k 成立。进一步利用线性变换多项式定义得

f(A)(x) =
k∑

i=0

aiAi(x) =
k∑

i=0

ai(A|W )i(x) = f(A|W )(x)

* 由此 A 的化零多项式是 A|W 的化零多项式，因此 A|W 的最小多项式一定是 A 的最小多项式的
因式。

* 从后两个定理中可以看出，不变子空间和线性变换的多项式关系密切，之后的构造也将从这个思路出发。
* 另一个重要性质 (即传递性) 是，W 是 A-不变子空间，则 U ⊂ W 是 A-不变子空间当且仅当 U 是

A|W -不变子空间。这可以直接通过定义验证。

在本部分的最后，我们接着前面讨论不变子空间分解。我们先引入一个概念：设 A 是 K 上线性空间
V 上的线性变换，V 的一个 A-不变子空间分解是指一些 V 的子空间 V1, . . . , Vk 使得

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk

且每个 Vi 都是非零 A-不变子空间。对非零 A-不变子空间 W，我们也可以定义 W 的 A-不变子空间分解，
形式与上方完全相同。

* 由于本讲义中并未定义无穷多个子空间的直和，我们只讨论有限情况，事实上不变子空间分解应允许分
解为无穷多个的直和。

这个定义可以直接与我们之前讨论的投影映射对应 (见本讲义 20.2.2)：如果 V1, . . . , Vk 是 V 的 A-不
变子空间分解，对任何 v ∈ V，应有

A(v) =
k∑

i=1

A|Vi
(P

(V1,...,Vk)
Vi

(v))

如果用更简单的矩阵论角度看，假设 V 为 n维，dimVi = ni，这事实上也即是说，在 V1, . . . , Vk 的各一组基

构成的 V 的基下，A可以矩阵表示为一个分块对角阵，其对角块为 n1, . . . , nk 阶方阵，对应 A|V1
, . . . ,A|Vk

的矩阵表示 (证明与本讲义 20.2.1 完全类似)。
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* 因此，不变子空间分解可以看作一个线性变换的 “可对角化程度” (根据之前的讨论，相似不变量可以定
义在线性变换上，是否可对角化也包含在其中) 的刻画，分解出越多就越接近真正的对角阵，而可对角化
意味着分解为了 n 个一维不变子空间的直和。

若 A-不变子空间分解中 k = 1，也即分解就是 W =W，则称这个分解为平凡的，否则称为非平凡的；

若一个 A-不变子空间 W 不存在非平凡的 A-不变子空间分解，则称它为不可约 A-不变子空间；若 V 的

A-不变子空间分解中每个 Vi 都是不可约 A-不变子空间，则称这个分解为不可约 A-不变子空间分解。
从 “可对角化程度” 的视角，这个定义也是自然的：若一个 A-不变子空间分解 V1, . . . , Vk 不是不可约

的，那么一定存在某个 Vi = Vi1 ⊕ Vi2，使得 Vi1 与 Vi2 都是非零 A-不变子空间 (若 Vi 能分解为更多个不

变子空间的直和，我们取第一个为 Vi1，其余的直和为 Vi2，利用不变子空间的和仍是不变子空间即得到)。
这样，我们就得到了 V 的另一种分解

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vi−1 ⊕ Vi1 ⊕ Vi2 ⊕ · · · ⊕ Vk

这是一个比之前更精细的 A-不变子空间分解，意味着 A 的矩阵表示具有更多的对角块，更接近对角阵。
于是，不可约不变子空间分解事实上意味着某种程度的不可进一步化简。

至此，我们终于得到了寻找线性变换 “最好” 矩阵表示的一个基本方案：我们希望对一个线性变换先
进行不可约不变子空间分解，再寻找其在每个不可约不变子空间上的矩阵表示。可以想象，这样得到的标

准形应当是一个分块对角阵，且每个对角块具有类似的形式。

不过，正如之前讨论过很多次的，标准形应当具有唯一性，但不可约不变子空间分解往往并不是唯一

的：考虑 Rn 上的恒等变换 I，取 Rn 的任何一组基 α1, . . . , αn，则 ⟨α1⟩ , . . . , ⟨αn⟩ 都构成 I-不变子空间
分解，且一维不变子空间根据定义不可约。因此，如果上述过程合理，我们至少还需要不可约不变子空间

分解具有某种意义上的唯一性。

如果 A 的某个矩阵表示具有唯一的相似标准形，其作为分块对角阵，对角块数与每个对角块的阶数
应唯一。由此，一个合理的期望是，我们希望不同的 A-不可约不变子空间分解所分解出的不可约不变子
空间个数唯一，且维数可以对应相等。这也是我们之后将证明的。

21.2.2 根子空间与分解

虽然之前讨论了很多关于不可约不变子空间分解的理论内容，但我们目前对于如何得到一个不可约不

变子空间分解还没有任何思路。根据不可约不变子空间分解的定义，我们从任何一个不变子空间分解出发，

不断细分下去，总能使每个不变子空间都不可约。因此，可以考虑先自上而下地得到一个不变子空间分解，

再看如何进行细分。

事实上，从之前已经介绍过的内容，我们已经可以构造出一个不变子空间分解了。考虑 K 上 n 维线

性空间 V 上的线性变换 A，有如下结论：
• 与本讲义 18.3.3 第 6 题完全相同可以证明，若 f、g 都是 K 上的多项式，且 gcd(f, g) = 1，则

Ker f(A)⊕Ker g(A) = Ker f(A)g(A)

• 在本讲义 20.3.3 中已经证明了 H-C 定理：设 φA 为 A 的特征多项式，则 φA(A) = O，利用 Ker 的
定义可知

V = Ker φA(A)

• 在本讲义 21.2.1 中，我们知道，对任何多项式 f，Ker f(A) 都是 A-不变子空间。
综合上述三个结论，即得到根子空间分解：设 φA 为 A 的特征多项式，其唯一因子分解为 (见本讲义

14.1.4，由于 φA 首一且次数至少为 1，可假设因子均首一)

φA(x) = pa1
1 (x)pa2

2 (x) . . . pak

k (x)
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其中 p1, . . . , pk 为不同的首一不可约多项式。则有

V = Ker pa1
1 (A)⊕Ker pa2

2 (A)⊕ · · · ⊕Ker pak

k (A)

每个 Ker pai

i (A) 都称为 A 的根子空间。

证明：
本讲义 14.1.4 中已经证明了最大公因式可通过唯一因子分解计算：当两个多项式的因子分解中没有
共同不可约因子时，最大公因式必然为 1，由此可知 (pa1

1 , p
a2
2 ) = 1，从而根据本讲义 18.3.3 第 6 题

可知

Ker pa1
1 (A)⊕Ker pa2

2 (A) = Ker (pa1
1 p

a2
2 )(A)

进一步地，由于 pa1
1 p

a2
2 与 pa3

3 也没有共同不可约因子，可知 (pa1
1 p

a2
2 , p

a3
3 ) = 1，从而再利用本讲义

18.3.3 第 6 题结论有

Ker (pa1
1 p

a2
2 )(A)⊕Ker pa3

3 (A) = Ker (pa1
1 p

a2
2 p

a3
3 )(A)

结合上一个式子展开得到

Ker pa1
1 (A)⊕Ker pa2

2 (A)⊕Ker pa3
3 (A) = Ker (pa1

1 p
a2
2 p

a3
3 )(A)

重复此过程，可证明等式右侧的确都为直和，且直和的结果为

Ker (pa1
1 p

a2
2 . . . pak

k )(A)

而根据定义这即是 Ker φA(A)，由 H-C 定理此为 Ker O，于是是全空间 V，得证。

为了方便讨论，我们下面先考虑 K = C 的情况，这时，由于 C 上的首一不可约多项式只能为 pi(x) =

x− λi，根子空间分解定义可以表述为：设 A 的特征值为 λ1, . . . , λk，对应的代数重数为 m1, . . . ,mk，则

V = Ker (A− λ1I)m1 ⊕Ker (A− λ2I)m2 ⊕ · · · ⊕Ker (A− λkI)mk

每个 Ker (A− λiI)mi 都称为 A 的根子空间。

证明：
由代数重数定义，复方阵的特征多项式 φA 分解为

φA(x) = (x− λ1)
m1(x− λ2)

m2 . . . (x− λk)
mk

其中 mi 为 λi 对应的代数重数。

而根据定义，多项式 (x− λi)
mi 代入 A 得到的即是

(A− λiI)mi

从而得证。

* 由于对任何多项式 f，Ker f(A) 都是 A-不变子空间，上述根子空间分解的确是不变子空间分解。

下面，我们来介绍根子空间最重要的性质：不变子空间分解到根子空间上。若 V 的 A-根子空间分解
是

V = Ker pa1
1 (A)⊕Ker pa2

2 (A)⊕ · · · ⊕Ker pak

k (A)

且 U 是一个 A-不变子空间，则 (由于不变子空间的交为不变子空间，下方直和中每一项都是 A-不变子空
间)

U = (Ker pa1
1 (A) ∩ U)⊕ (Ker pa2

2 (A) ∩ U)⊕ · · · ⊕ (Ker pak

k (A) ∩ U)

证明：
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为了方便，我们记 Vi = Ker pai

i (A)。

设 A 的最小多项式为 p，由于 p(A) = O，利用限制映射多项式性质 (见上一部分) 可知

p(A|U ) = p(A)|U = O

于是，A|U 上的最小多项式一定是 p(x) 的因式，设其为

pU (x) =
k∏

i=1

psii (x)

且 si ≤ ai。由此可对 U 进行 A|U 根子空间分解

U = Ker ps11 (A|U )⊕Ker ps22 (A|U )⊕ · · · ⊕Ker pskk (A|U )

再由限制映射多项式性质可得

Ker psii (A|U ) = Ker (psii (A)|U )

再由限制映射的像与核结论可知其为

Ker psii (A) ∩ U

于是其包含在 U ∩ Vi 中 (由 si ≤ ai 利用 Ker (BC) ⊂ Ker C 得第一项包含在 Vi 中)。
另一方面，由于 V1 到 Vk 为直和，利用直和等价于每个与其他所有求和交为 {0} 可知 U ∩ V1 到

U ∩Vk 也是直和，而它们为 U 的子空间，因此直和包含在 U 中，由此利用每个的包含关系得到得到

U = Ker ps11 (A|U )⊕ · · · ⊕Ker pskk (A|U ) ⊂ (U ∩ V1)⊕ · · · ⊕ (U ∩ Vk) ⊂ U

由于左侧等于右侧，每个包含关系只能取等，即得结论。

* 事实上计算维数可进一步得到 Ker psii (A|U ) = Vi ∩ U。这个证明中限制映射的最小多项式是原映
射最小多项式因式结论是常用于分析限制映射的。

* 注意对一般的线性空间 V 与子空间 U、U1、U2，V = U1 ⊕U2 不能推出 U = (U1 ∩U)⊕ (U2 ∩U) (考虑
V = R2、U1 = ⟨e1⟩、U2 = ⟨e2⟩、U = ⟨e1 + e2⟩ 的经典反例)，由此可以看出根子空间讨论不变子空间问题
的本质不同。

之所以说这是最重要的性质，是因为它说明了根子空间分解是得到不可约不变子空间分解的必经之路：

V 的任何一个不可约 A-不变子空间一定是某个根子空间的子空间，由此，V 的任何一个不可约 A-不变子
空间分解一定需要先进行根子空间分解。

证明：
我们仍记 A-根子空间为 V1 到 Vk。设 U 是不可约 A-不变子空间，利用之前结论有

U = (U ∩ V1)⊕ · · · ⊕ (U ∩ Vk)

由于不变子空间的交为不变子空间，直和中每一项都是 A-不变子空间，又由不可约性，直和中至多
有一项不是零空间，否则即对 U 进行了分解。设 U ∩ Vi 外的项全为零空间，即得到

U = U ∩ Vi

从而

U ⊂ Vi

由此，对 V 的任何一个不可约 A-不变子空间分解 (注意其中没有零空间，因此不可能有一个不变子
空间包含在不同的 Vi 中)，我们假设 Ui1, Ui2, . . . , Uiti 是包含于 Vi 的不变子空间，有

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk = (U11 ⊕ · · · ⊕ U1t1)⊕ · · · ⊕ (Uk1 ⊕ · · · ⊕ Uktk)
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由子空间的和还是子空间可知

U11 ⊕ · · · ⊕ U1t1 ⊂ V1, . . . , Uk1 ⊕ · · · ⊕ Uktk ⊂ Vk

但由于直和的结果相等，考虑维数即得必须 (否则第三项维数将小于第二项维数)

U11 ⊕ · · · ⊕ U1t1 = V1, . . . , Uk1 ⊕ · · · ⊕ Uktk = Vk

这就得到所有不可约 A-不变子空间分解都是从根子空间分解进一步分解得到。
利用此结论，我们还可以解决一些不变子空间相关的问题，例如确定一个 C 上 n 维线性空间 V 上的

线性变换 A 的全部不变子空间，见下一章的复习题 (复习题中给出了矩阵版本，对于线性变换，用矩阵表
示可完全类似证明)。

最后，我们再证明一些根子空间的性质，简单起见，先考虑 C 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A，
这时我们可以称 Ker (A− λiI)mi 为特征值 λi 对应的根子空间：

1. 特征值 λi 对应的根子空间维数为其代数重数 mi。

证明：

上学期，利用相似三角化，我们已经证明了若 A 的特征值为 λ1, . . . , λn，对复多项式 f，f(A)

的特征值为 f(λ1), . . . , f(λn)。利用矩阵表示的性质，此结论对线性变换 A 仍然成立。由此，记
B = (A− λiI)mi，B 特征值为 A 的特征值减 λi 后作 mi 次方。

由于 A 的特征值有 mi 个 λi，其余不为 λi，可知 B 的特征值有 mi 个 0，其余不为 0，于是
B 的特征值 0 的代数重数为 mi。另一方面，Ker B = Ker (B − 0I) 为 0 对应的特征子空间，
dimKer B 即为 B 的特征值 0 的几何重数。利用几何重数不超过代数重数，有

dimKer B = dimKer (A− λiI)mi ≤ mi

此式对每个 i 均成立。但是，根据根子空间分解定理与代数维数定义有

k∑
i=1

dimKer (A− λiI)mi = n =
k∑

i=1

mi

因此考虑维数关系可知必然 dimKer (A− λiI)mi = mi，从而得证。

* 这里我们通过将问题转化为比较几何重数与代数重数规避了更复杂的计算，事实上直接相似
三角化后计算也可得到结论。

2. 特征值 λi 对应的根子空间可以写为 Ker (A−λiI)di，其中 di 为 λi 在最小多项式中的重数 (即 x−λi

的次数)。

证明：

在根子空间分解的证明中，可以发现用满足 p(A) = O 的多项式 p 替代 φA，结论仍然成立。由

此，取 p 为 A 的最小多项式 dA，利用最小多项式的性质可知其分解为

dA(x) = (x− λ1)
d1 . . . (x− λk)

dk

从而进一步得到

V = Ker (A− λ1I)d1 ⊕Ker (A− λ2I)d2 ⊕ · · · ⊕Ker (A− λkI)dk

另一方面，由最小多项式性质 di ≤ mi，于是 Ker (A− λiI)di ⊂ Ker (A− λiI)mi，对比维数可

知必然有

Ker (A− λiI)di = Ker (A− λiI)mi

从而将 mi 替换为 di 后仍为根子空间。



二十一 相似标准形再探 160

3. 记 ct = dimKer (A− λiI)t，则

c0 < c1 < · · · < cdi
= cdi+1 = cdi+2 = . . .

证明：

上学期我们已经证明了，对方阵 B，记 rk = rankBk，则 rk 单调不增，且若 ri = ri+1，则此后

的 ri 都相等。

利用第一同构定理可知

ct = n− dim Im (A− λiI)t

设 B 为 A− λiI 在某组基下的矩阵表示，利用秩与维数的关系可知

ct = n− rankBt

由此 ct 单调不减，且在某次不变后不再改变。

记 s 为使得 cs = cs+1 的最小自然数，我们只需证明 s = di 即得到了结论。

分为两部分说明：

– s ≤ di

利用最小多项式性质，设 A 的最小多项式为 dA，则 dA(x)(x − λi) 也是 A 的化零多项式，
而其分解中其他 λj 的次数不变，λi 的次数增加 1，因此有

V = Ker (A− λ1I)d1 ⊕ · · · ⊕Ker (A− λiI)di+1 ⊕ · · · ⊕Ker (A− λkI)dk

由于 Ker (A−λiI)di ⊂ Ker (A−λiI)di+1，完全类似对比维数可知两者必然相等，从而只能

cdi
= cdi+1

这就证明了 s 不会超过 di 的位置。

– s ≥ di

若否，可知必然有 cdi−1 = cdi
(注意根据最小多项式的性质，必然 di ≥ 1，因此 cdi−1 一定

存在)，即
dimKer (A− λiI)di−1 = dimKer (A− λiI)di

由于左包含于右，通过维数相等即得

Ker (A− λiI)di−1 = Ker (A− λiI)di

将其代入最小多项式对应的分解，可发现

V = Ker (A− λ1I)d1 ⊕ · · · ⊕Ker (A− λiI)di−1 ⊕ · · · ⊕Ker (A− λkI)dk

完全类似之前的计算可知右侧为

Ker p(A)

其中 p(x) = (x− λ1)
d1 . . . (x− λi)

di−1 . . . (x− λk)
dk。

根据定义，V = Ker p(A) 即说明 p(A) = O，但 p 的次数比最小多项式小 1，且并非零多项
式，与最小多项式的定义矛盾。

* 由此可以看出另一个计算最小多项式的方法：解出 A 的所有特征值 λ1, . . . , λk 后，对每个 λi

计算上述的 ct，首次不再改变时得到的就是最小多项式中 λi 的次数。事实上，计算上述的 ct 可

以直接得到 Jordan 标准形，我们将在之后进行说明。

* 这部分的证明中，我们反复利用了包含关系与维数关系结合的技巧，这对有限维线性空间的分析十分重
要，值得熟练。
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21.2.3 循环子空间

生成不变子空间-自下而上
循环向量

向量的最小多项式

存在向量最小多项式 = 最小多项式

§21.3 标准形理论

21.3.1 可对角化 V

可对角化与根子空间、特征子空间

21.3.2 循环子空间分解

循环子空间上的矩阵表示

存在不变补空间

一般空间分解为循环子空间

根子空间分解为循环子空间的不可约性

21.3.3 Jordan 标准形

根子空间分解循环子空间的矩阵表示

用秩的计算方法与 Jordan 形唯一性
空间分解唯一性-循环子空间同构
A 与 AT 相似

循环变换

21.3.4 有理标准形

一般数域上的循环子空间

一般数域的循环子空间分解

一般数域循环子空间分解矩阵表示

有理标准形

二十二 补充：期中复习

§22.1 知识与技巧整理

* 按照丘书的顺序将多项式放在最后，务必至少掌握下方列出的算法，此外，由于每节的内容、结论较多，
这里将顺序列举关键结论。

* 所有算法和标注无需证明的结论都可以不用掌握证明。
* 所有标注了解即可的结论看一下结论就行。
* 标注简单推论的结论可以熟悉，不用强记，理应可以通过定义、定理简单推出。
* 加粗的结论表示必须记忆的核心结论。



二十二 补充：期中复习 162

22.1.1 上册知识

主要包含期中需要用到的线性空间与矩阵论的基础知识，不再整理例题，尤其注意由于前半学期主要

讨论的内容为线性变换，矩阵多项式与相似相关的结论非常重要。

1.1 矩阵、系数矩阵、增广矩阵定义
线性方程组通解算法

2.2 行列式定义

2.3 矩阵转置定义
行列式上三角化求值算法

2.4 行列式按行/列展开算法
Vandermonde 行列式结论 (无需证明)

3.1 Kn 与其子空间定义

3.2 线性相关、线性无关定义
线性相关、线性无关的线性组合表述 (简单推论)
线性相关、线性无关的线性方程组表述 (简单推论)
线性相关、线性无关的基本性质 (简单推论)

3.3 极大线性无关组、向量组等价定义
极大线性无关组的行变换算法

向量组 S 能表出向量组 T，且 T 个数多于 S，则 T 线性相关 (无需证明)
极大线性无关组向量个数相同 (简单推论)
秩定义

3.4 向量空间基、维数定义
满足个数等于维数、能表出全空间、线性无关任意两个条件的向量组都是基 (简单推论)
子空间维数小于等于原空间，且维数相等可推相同 (简单推论)
矩阵行、列空间定义

3.5 行秩、列秩、矩阵秩定义
行秩等于列秩等于最大非零子式阶数 (无需证明)
矩阵秩的行列变换算法

方阵满秩等价于行列式非零 (简单推论)
一些基本的秩等式与不等式，如典型例题 7、8、9 与习题 14 (大部分简单推论)

3.6 线性方程组有解等价于系数矩阵秩等于增广矩阵秩 (简单推论)

3.7 齐次线性方程组解空间与基础解系算法
解空间维数定理 (无需证明)
* 最重要的特例：未知数个数大于方程个数的齐次线性方程组有非零解。

3.8 非齐次线性方程组解集结构 (简单推论)
* 最重要的特例：未知数个数等于方程个数的线性方程组存在唯一解当且仅当系数矩阵可逆。

4.1 矩阵加法、数乘、乘法、次方，单位阵定义
矩阵运算、转置与单位阵的基本性质 (大部分简单推论，其他无需证明，如 (AB)′ = B′A′)
Jordan 块的次方，即典型例题 9 与习题 7
矩阵的多项式可相互交换，即典型例题 12 (无需证明)



二十二 补充：期中复习 163

4.2 对角矩阵、基本矩阵 Eij、三角矩阵、初等矩阵、对称矩阵、斜对称矩阵定义

与基本矩阵乘法结果 (简单推论)
与初等矩阵相乘等价于行列变换，左乘行变换右乘列变换 (简单推论)
幂零阵、幂零指数的定义与基本性质，即典型例题 9

4.3 对两个方阵 det(AB) = detA detB (无需证明)
rank(AB) ≤ max(rankA, rankB) (无需证明)
rank(A+B) ≤ rankA+ rankB (简单推论)

4.4 可逆矩阵定义
伴随方阵、行列变换计算逆算法

可逆的等价条件 (简单推论)
逆矩阵基本性质，即性质 1 到 7 (无需证明)

4.5 分块矩阵在阶数相符时可以类似通常矩阵乘法计算乘法 (无需证明)
* 最重要的特例：AB 的每列等于 A 乘 B 的每列、分块为 2× 2 方阵的情况。

分块初等矩阵定义与左右乘的基本性质

* 虽然期中考试不会考必须初等变换的证明，但如果能掌握，即相当于多一种解决问题的手段。
分块对角阵、分块三角阵定义

diag(Im, In −AB) 到 diag(In, Im −AB) 的初等行列变换

* 可以推出 I −AB、I −BA 的秩、行列式、逆矩阵关系，本学期仍然有用。

Frobenius 秩不等式，即习题 3
* 此结论常用于秩的估计，如习题 4 这类题目。对它的空间/矩阵证明至少要掌握一个。
* 重要推论是 rankB = rank(AB) 时 rank(BC) = rank(ABC)。
* 这又可以推出 rankAm = rankAm+1 则 rankAm = rankAm+k 对任何自然数 k 成立。

4.7 * 本节上学期时不重要，这学期必须熟练掌握。
映射、像、原像、单射、满射、双射、变换、函数、恒等映射、复合、可逆定义

映射的基本性质，如可逆等价于双射、例题 1 (简单推论)
线性映射、像空间、核空间定义

像空间等于列空间，核空间等于解空间 (简单推论)

5.1 * 这学期由于有商空间等概念，必须熟悉等价类语言的叙述。
等价关系、等价类、商集、代表元定义

等价类基本性质 (简单推论)

5.2 相抵定义
相抵标准形定义、任何矩阵可以唯一相抵为标准形 (无需证明)
* 用相抵标准形可以证明很多秩相关的结论，这学期同样是作为可选方法而非必须掌握。
相抵为等价关系，相抵等价即秩相等 (简单推论)
满秩分解，即例 3 (简单推论)

5.4 迹定义
迹的基本性质，尤其 tr(AB) = tr(BA) (简单推论)
相似、可对角化定义

相似为等价关系 (简单推论)
相似的基本性质，尤其性质 1 可推出相似矩阵的多项式计算 (简单推论)
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5.5 特征值、特征向量、特征子空间、特征多项式、代数重数、几何重数定义
特征系统是相似不变量 (简单推论)
几何重数至少为 1，至多为代数重数 (无需证明)
可逆等价于无 0 特征值 (简单推论)

5.6 不同特征值的特征向量线性无关 (无需证明)
可对角化等价于存在一组都是特征向量的基 (简单推论)
可对角化等价于所有特征子空间维数和为 n (无需证明)
K 上可对角化等价于任何特征值代数重数等于几何重数且特征值在 K 中 (简单推论)
* 结合秩估算可以得到重要结论：若 f(A) = O，且 f 无重根，则 C 上方阵 A 可对角化。

可对角化时 P−1AP = D 的 D、P 计算

5.7 复方阵相似三角化，即例 6 (无需证明)
* 重要推论：若 A 的特征值为 λ1, . . . , λn，则 f(A) 特征值为 f(λ1), . . . , f(λn)，f 为多项式。

* 由此可以直接计算证明 Caylay-Hamilton 定理，设 A 特征多项式为 φA，则 φA(A) = O。

22.1.2 线性空间

注意我们只需要了解定义在数域上的线性空间，无需掌握一般域的情况。

8.1 数域上线性空间定义
线性空间基本性质，包含例 6 (简单推论)
一般向量组 (可能无穷个) 线性相关、线性无关、线性表出定义
一般向量组线性相关、线性无关、线性表出基本性质 (简单推论，基本同 3.2)
有限个向量的极大线性无关组、向量组等价、秩定义与基本性质 (基本同 3.2)
线性空间的基、有限维线性空间、维数定义与基本性质 (基本同 3.2)
线性空间基与维数求法 (无固定算法，基本思路是找到能表出全空间的较简单向量组，需多看例题)
任何线性空间存在基 (无需证明)
形式乘法的基本性质与应用 (更多运用可参考本讲义 19.3)
* 推荐掌握原因：可以很大程度简化书写，且省略不少复杂的求和符号操作。
基变换过渡矩阵定义

* 由于算法即为直接由定义计算，不单独列出算法。
基变换后的坐标变换方式是左乘基变换过渡矩阵的逆 (简单推论)
K 上方阵 A 的所有多项式构成线性空间，记为 K[A] (简单推论)

重要例题：

• 线性空间验证 (习题 5)
• 基与维数算法 (例 16、18、23、25，习题 3、14)
• 基变换与坐标变换 (习题 24、25)

8.2 子空间、生成子空间、交空间、和空间定义
交、和具有交换律、结合律 (简单推论)
交对和或和对交不存在分配律，即命题 1 与其另一边包含关系的反例 (简单推论)
有限维子空间维数定理，即定理 4 (无需证明)
向量空间交空间、和空间基与维数算法，即例 11 (也可参考本讲义 18.3.1)
直和、补空间定义

两个有限维子空间和是直和的等价条件，即定理 5、定理 6 (简单推论)
有限个有限维子空间和是直和的等价条件，即定理 8、定理 9
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所有与 K 上方阵 A 可交换的方阵构成线性空间，记为 C(A) (简单推论)
数域上线性空间有限个真子空间并集不为全空间，即例 10 (无需证明)
可对角化等价于特征子空间直和为全空间，即例 15 (5.6 节结论的简单推论)
(f, g) = 1 时 Ker (f(A)g(A)) = Ker f(A)⊕Ker g(A)，即例 16
* 可以应用在如习题 13、14 上。
和空间的生成定义，即补充题八.1、八.2(无需证明)

重要例题：

• 子空间验证与计算 (例 1、3、5)
• 直和验证与证明 (习题 16、20，补充题八.3)
• 抽象说明 (例 23、24，习题 19)

8.4 商空间、余维数定义
商空间定义合理性 (无需证明)
商空间的基扩充算法 (也可参考本讲义 18.4.1)
有限维商空间维数公式 (简单推论)

重要例题：

• 维数无穷但余维数有限的情况 (习题 4，大概率不考不过有空可以看一下)
• 商空间的过渡矩阵 (习题 2，注意扩充对应的补空间不同，但商空间仍然相同，只是取了不同基)

22.1.3 线性映射

书里把线性映射、线性变换混在一起了，个人非常不推荐，因此仍然拆开叙述。

9.1 线性映射、线性函数、零映射定义
线性映射基本性质，尤其将线性相关组映射到线性相关组 (简单推论)
确定一组基的像就能确定线性映射 (简单推论)
直和分解上的投影映射定义

Hom(U, V ) 构成线性空间

重要例题：

• 线性映射验证 (例 4，习题 4、5、6)

8.3 线性同构定义
线性同构基本性质，尤其是同构当且仅当一组基映射到一组基 (简单推论)
同构的逆与复合还是同构，即习题 4、5 (简单推论)
有限维线性空间同构当且仅当维数相等 (简单推论)
同构可迁移子空间，即命题 1 (简单推论)
* 有效的应用如例 4，不过这类题目需要掌握不那么技巧性的硬做方法。
A、B 相似则 C(A)、C(B) 同构，即例 7
* 应用如例 8，这是解决一般 C(A) 求法的关键。
商空间与补空间同构，即 8.4.2 例 1

重要例题：

• 映射相关线性空间的基与坐标求法 (例 5，同样要掌握硬做方法，参考本讲义 20.1.1 的例题)
• 通过基的映射构造同构 (习题 1、3)
• 有限维时计算维数证明同构 (8.4.2 例 7，至少要会直接计算维数证明有限维情况)
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9.2 一般线性映射像空间、核空间、余核定义
用像与核确定单射、满射 (简单推论)
线性映射可迁移子空间，即例 1(1) (简单推论)
第一同构定理，即定理 1、2 (无需证明，不建议使用映射秩、零度的概念，容易与矩阵混淆)
有限维线性空间单射满射等价 (简单推论)
补充：限制映射 (可参考本讲义 19.2.4、20.2.1)
* 我们学习范围的书上并未明确介绍限制映射，但大量用到了，因此建议整体学习理论。

重要例题：

• 像与核相关的抽象说明 (例 6)
• 维数公式联系限制映射证明 (例 1、4，习题 7，注意例 4 和上册证法完全不同)

9.3 矩阵表示定义
矩阵表示的含义：坐标进行矩阵乘法，即第三部分

像空间维数即为矩阵表示秩，即例 8 (简单推论)
映射的加法、数乘、复合对应矩阵表示的加法、数乘、乘法，即定理 1、例 20 (无需证明)
Hom(U, V ) 与 Kdim U,dim V 同构

* 由此可构造 Hom(U, V ) 一组基。

补充：一些关于线性映射矩阵表示的基本结论 (可参考本讲义 19.3，例 9、10)
* 上方很多结论教材讲解都只对线性变换说明，破坏了其通用性，非常建议先弄明白线性映射。
基变换后的矩阵表示相抵，即习题 12

重要例题：

• 矩阵表示计算 (例 19、习题 4)
• 线性映射抽象说明 (例 21、习题 7)

22.1.4 线性变换

重中之重，但很多结论其实是无需会证明的，也必须清楚前几部分所有前置知识才能更好理解。

9.1 线性变换、幂等变换、恒等变换、数乘变换定义
线性变换的幂与多项式定义

投影是幂等变换 (简单推论)
空间的投影分解，即例 11

重要例题：

• 整体思路证明 (例 10、习题 11，注意对一般线性变换只能采用整体思路，不再有矩阵的局部)

9.2 幂等变换是投影，即命题 3

重要例题：

• 有限维线性变换的单射满射等价 (例 11、12)
• 线性变换多项式与维数 (习题 8)

9.3 线性变换矩阵表示的定义
线性变换可逆等价于矩阵表示可逆 (简单推论)
线性变换的多项式的矩阵表示是矩阵表示的多项式 (线性映射情况的简单推论)
线性变换不同基下矩阵相似 (线性映射情况的简单推论)
* 从而矩阵的相似不变量可以定义为线性变换的量。
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相似的矩阵可以看作同一个线性变换的矩阵表示，即习题 11 (由此相似与取基完全等价)
有限维化零多项式的存在性、最小多项式的思路，即例 7 (之后将完善此题结论)

重要例题：

• 矩阵表示计算 (例 16、习题 10，尤其注意例 16 中利用坐标的计算方法)
• 利用矩阵表示进行证明 (例 11、15、习题 6)

9.4 线性变换的特征值、特征向量、特征多项式、代数重数、几何重数、可对角化定义
不同特征值的特征向量线性无关，即习题 2 (矩阵情况简单推论)
A 的多项式的特征值是特征值的多项式 (矩阵情况简单推论)
可对角化等价条件，即定理 1，推论 1、2、3，命题 1 (5.6 节结论的简单推论)
* 仍然注意 K 上的线性变换要考虑特征值在不在 K 中。
特征多项式基本性质，即习题 11 (矩阵情况的简单推论)

重要例题：

• 整体性的特征系统说明 (例 5、6、7，习题 8)
• 可对角化判定 (例 8，习题 7、14，习题 7 注意矩阵论技巧的使用)

9.5 不变子空间、诱导商空间映射定义
不变子空间分解上限制映射的矩阵表示为分块对角阵 (简单推论)
不变子空间与其补空间上分解的矩阵表示，即例 8 (无需证明)
Jordan块、特征值互不相同时的所有不变子空间，即例 10、12 (无需证明，一般情况见本讲义 21.2.2)
A 的多项式的核空间分解，即定理 2、3 (8.2 节结论的简单推论)
Hamilton-Caylay 定理 (无需证明，即使要证也建议用相似三角化证明，即例 22)
根子空间定义与根子空间分解 (简单推论)
AX = XB 只有零解当且仅当 A、B 无公共特征值，即习题 10、11 (解决一般可交换性问题的引理)
* 利用下节知识，这也等价于特征多项式/最小多项式互素。
可交换矩阵可以同时相似三角化，即例 5 (无需证明，注意此时 A+B 特征值为 A、B 特征值求和)

重要例题：

• 线性变换的限制技巧 (例 2、4、19)
• 不变子空间操作 (例 15)
• 多项式相关操作 (例 21、23、24，习题 8，注意例 21 证明过程已经不再需要矩阵论)

9.6 最小多项式定义与唯一性 (简单推论)
零化多项式当且仅当是最小多项式倍式 (简单推论)
最小多项式的根与特征多项式相同，且不随扩域改变，相似不改变 (无需证明)
分块对角阵的最小多项式是每个对角块最小多项式的最小公倍式 (简单推论)
不变子空间分解后的最小多项式是每个不变子空间上最小多项式的最小公倍式 (矩阵情况简单推论)
Jordan 块最小多项式为特征多项式
* 上述结论已经足以得到 Jordan 标准形的最小多项式。
可对角化当且仅当最小多项式能分解为一次因式乘积

可对角化映射的任何不变子空间上的限制可对角化 (简单推论)
可对角化映射的任何不变子空间存在补空间是不变子空间 (了解即可)
根子空间分解中每个空间对应的次数可写为最小多项式中次数 (简单推论)
根子空间维数等于代数重数，即例 19 (无需证明)
K[A] 维数与基，即例 10
不变子空间可以分解到根子空间上，即例 22 (了解即可，解决一般求所有不变子空间问题的引理)
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重要例题：

• 最小多项式、根子空间计算 (例 6、7、14，习题 12)
• 最小多项式与可对角化 (例 16、习题 2、11)

9.7 强循环子空间定义
强循环子空间分解与幂零变换 Jordan 形，即定理 1、2 (无需证明)
幂零变换 Jordan 形利用 rankAk 的算法

重要例题：

• 幂零变换的整体操作 (习题 2、10)
• 幂零阵 Jordan 标准形应用 (例 9、12、13，习题 7)
• Jordan 形可交换矩阵计算 (例 14、16，本质上都是直接硬算)

9.8 C 上 Jordan 标准形定义与利用 rank(λI −A)k 的算法

Jordan 标准形与特征值代数重数、几何重数、最小多项式 (简单推论)
最小多项式等于特征多项式等价于不同 Jordan 块特征值不同 (简单推论)
* 根据之前的结论可发现，此时不变子空间个数有限，且 C(A) = K[A]。

A 与 AT 相似，即例 5 (无需证明)
Jordan 基定义与算法，即例 2
分块三角阵 Jordan 标准形，即例 18 (无需证明)
Jordan 块次方的 Jordan 标准形，即例 19、21，习题 12

重要例题：

• Jordan 标准形计算 (习题 3、4、8)
• Jordan 标准形应用 (例 24，习题 6、7)

9.9 一般数域上的根子空间分解，即 9.6 节例 17、例 20 (无需证明)
循环子空间定义

有理标准形的定义与利用秩的算法

* 没考过，但在范围内，所以会一下。用秩和下面介绍的用初等因子算会一个就行。
另一种有理标准形，广义 Jordan 标准形，即例 3 (了解即可)

22.1.5 多项式矩阵

往年从未考过必须会多项式矩阵才能做的题，但对不少结论，多项式矩阵是很好的方法。此外，虽然

多项式矩阵 (即 λ-矩阵) 可能不考，多项式的基本性质与算法是必须掌握的。

7.1 多项式与加法、数乘、乘法、次数定义
次数的基本性质 (简单推论)

7.2 整除、带余除法定义与算法
整除与带余除法的基本性质 (简单推论)
λ-矩阵与相抵定义
λ-矩阵的相抵标准形算法

7.3 最大公因式定义、基本性质与算法
裴蜀定理，即定理 1 (无需证明，几乎是多项式这块最重要的结论)
互素定义与基本性质 (简单推论)
λ-矩阵的不变因子、行列式因子定义
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λ-矩阵的不变因子随扩域不变 (基本推论)
λ-矩阵的不变因子与行列式因子关系 (无需证明)
λ-矩阵相抵与不变因子相同、行列式因子相同等价 (简单推论)

7.4 不可约多项式定义
唯一因子分解定理 (无需证明)

7.5 根的重数定义

7.6 复多项式的唯一因子分解定理 (无需证明)

9.8 λ-矩阵的初等因子定义
特征方阵 λI −A 与其初等因子定义

特征方阵相抵等价于初等因子相同 (无需证明)
矩阵相似等价于对应的特征方阵相抵 (无需证明)
* 此结论很重要，如证明 A 与 AT 相似时这是最好的方法。

矩阵相似随扩域不变 (不变因子随扩域不变的基本推论)
用初等因子计算 Jordan 标准形的算法
最后一个不变因子是矩阵的最小多项式 (无需证明)
* 这可以证明最小多项式随扩域不变。

9.9 用初等因子计算有理标准形的算法

§22.2 复习题

除 5(d) 与 9 外都是从教材/往年题中选取、改编的。

1. 设 V1、V2 是 V 的子空间，且和为 V，若 W 是 V1 ∩ V2 对 V1 的补空间，证明它也是 V2 对 V 的补

空间，并对逆命题举出反例。

2. 对 K 上的有限维线性空间 U、V 之间的线性映射 f, g，若 Ker f = Ker g，证明存在 V 上的可逆线

性变换 h 使得 f = h ◦ g。给出此结论的矩阵版本。

3. 若 A 是线性空间 V 上的线性变换：

(a) 证明 V = Im A+Ker A 当且仅当 A|Im A 为满射；

(b) 证明 V = Im A⊕Ker A 当且仅当 A|Im A 为双射；

(c) 若 V 维数有限，证明 V = Im A⊕Ker A 当且仅当 A|Im A 为单射。

4. 定义 Kn×n 上的线性变换 A(X) = AX，其中 A ∈ Kn×n。

(a) 给出 Im A、Ker A 的维数与一组基；

(b) 证明 A 可对角化当且仅当 A 可对角化。

5. 定义 Cn×n 上的线性变换 A(X) = AX −XA，其中 A ∈ Cn×n。

(a) 若 A 可对角化，证明 A 可对角化；

(b) 若 B ∈ Ker A，证明 A、B 有公共特征向量；

(c) 证明 Ker A = ⟨I, A, . . . , An−1⟩ 当且仅当 A 的特征多项式等于最小多项式；

(d) 对一般的 A，计算 Ker A 的维数与一组基，并给出 Im A 的维数。
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6. 已知复方阵 A 的特征多项式为 f(x) =
∏k

i=1(x− λi)
mi，最小多项式为 p(x) =

∏k
i=1(x− λi)

ni，其中

λ1, . . . , λk 互不相同。

(a) 证明 A 的 Jordan 标准形能通过 f(x) 与 p(x) 确定当且仅当 ni 为 1 或 mi − 1 或 mi 对每个 ni

成立；

(b) 写出 A 对应的根子空间分解，并求 A 的多项式 f(A) 使得它是到第 i 个根子空间的投影变换，

且使得其他根子空间变为 0；

(c) 证明 deg p ≤ rankA+ 1；

(d) 证明存在 α 使得 α,Aα, . . . , Adeg p−1α 线性无关；

(e) 若每个 ni = mi，计算 A-不变子空间的个数；

(f) 对复多项式 h，证明 h(A) 可逆当且仅当 (h, f) = (h, p) = 1，并证明此时存在复多项式 g 使得

h(A)−1 = g(A)。

7. 设 R4 中向量

α1 = (3, 4, 0, 1)T , α2 = (2, 5, 0, 1)T , α3 = (2, 4, 1, 1)T , α4 = (6, 7, 1, 2)T

设 R4 上的线性映射 A 满足

A(α1) = α2, Im A = ⟨α1, α2⟩ , Ker A = ⟨α3, α4⟩

证明存在一组基使得 A 在这组基下的矩阵表示为 Jordan 标准形的形式，并求此标准形。

8. 对 K 上的 n 维线性空间 V，已知 V 上的非零线性变换 A 满足 Am = O、Am−1 ̸= O，m 为正整数。

(a) 证明 Im Am−1 ⊂ Ker A ∩ Im A；

(b) 给出 Im Am−1 ̸= Ker A ∩ Im A 的例子；

(c) 当 n = m+ 1 时，证明 Im Am−1 = Ker A ∩ Im A。

9. 对方程组 Ax = b，其中 A 为 K 上的 m× n 阶多项式矩阵，b 为 K 上的 m 维多项式列向量，证明

存在 K 上的 n 维多项式列向量 x 为解的充分必要条件是 A 与 (A, b) 的所有不变因子对应相等 (定
义所有超过阶数的不变因子都为 0)。

§22.3 解答

1. * 这类题目的通用思路：先找一些例子，取基感受结论大致是怎么回事。

也即已知 V1 + V2 = V、W ⊕ (V1 ∩ V2) = V1，求证 W ⊕ V2 = V。

• W ∩ V2 = {0}

若有 w ∈W ∩ V2，由于 W ⊕ (V1 ∩ V2) = V1 可知 W ⊂ V1，于是 W ∩ V2 ⊂ V1 ∩ V2，即 w 既在

W 中也在 V1 ∩ V2 中，由直和可知 w = 0，从而得证。

另证：由 W 与 V1 ∩ V2 为直和可知 W ∩ (V1 ∩ V2) = {0}，利用交集运算可以结合，由 W ⊂ V1

可知

{0} =W ∩ (V1 ∩ V2) = (W ∩ V1) ∩ V2 =W ∩ V2

* 这两个做法分别是从结论与条件入手的。
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• W + V2 = V

对任何 v ∈ V，存在 v1 ∈ V1、v2 ∈ V2 使得 v = v1 + v2；对任何 v1 ∈ V1，存在 w ∈ W、

v12 ∈ V1 ∩ V2 使得 v1 = w + v12，从而

v = v1 + v2 = w + v12 + v2

由于 v12, v2 ∈ V2 可知 v12 + v2 ∈ V2，这就得到了 V ⊂ W + V2，而 W、V2 都为 V 的子空间，

于是 W + V2 = V。

* 不要忘记子空间的和还是子空间。

• 逆命题反例
取 V = R2，V1 = ⟨(1, 0)⟩T、V2 =

〈
(0, 1)T

〉
、W =

〈
(1, 1)T

〉
，可验证 V1 +V2 = V、W ⊕V2 = V，

但 W 不包含在 V1 中，自然不可能是 V1 ∩ V2 对 V1 的补空间。

* 记住经典反例三个两两互补的空间。

* 本题如果出成有限维版本其实也可以硬算维数 (但不会有人想算吧......)

2. 记 n = dimU，m = dimV。我们把证明分成三个部分，U 上的基扩充、V 上的基扩充与映射性质验

证：

• 设 Ker f = Ker g 的一组基为 k1, . . . , kn−r，将它们扩充 u1, . . . , ur 成为 U 的一组基，先证明

f(u1), . . . , f(ur) 线性无关。

若否，存在不全为 0的 λ1, . . . , λr 使得
∑r

i=1 λif(ui) = 0，则 f
(∑r

i=1 λiui
)
= 0，于是

∑r
i=1 λiui ∈

Ker f，但由于 ⟨u1, . . . , ur⟩ 构成 Ker f 的补空间，它们的交只有 0，从而
∑r

i=1 λiui = 0，再由

线性无关性即得所有 λi 全为 0。
同理，g(u1), . . . , g(ur) 线性无关。

* 这部分的结论非常经典，是线性映射相关问题常用的。证明叙述方式有不止一种，这里采取了
补空间的方法，也可以直接从基线性无关推导。

• 将 f(u1), . . . , f(ur) 扩充 v1, . . . , vm−r 成为 V 的一组基，g(u1), . . . , g(ur) 扩充 v′1, . . . , v
′
m−r 成

为 V 的一组基，这样即得到了 V 的两组不同的基。

• 定义 h(f(ui)) = g(ui) 对 i = 1, . . . , r 成立，且 h(vj) = v′j 对 j = 1, . . . ,m− r 成立。由于这指

定了一组基的像，线性映射 h 已经确定；由于 h 将一组基映射到了一组基，h 必然是同构。最

后，定义保证了对所有 ui 有 h(f(ui)) = g(ui)，而对所有 kj 由定义有

h(f(kj)) = h(0) = 0 = g(kj)

从而 h ◦ f 与 g 在一组基上的像相同，且它们都是 Hom(U, V ) 中的线性映射，从而相等。

* 有限维线性映射最重要的操作是取适当基与基扩充。只要有了基映射，线性映射就容易构造了。

矩阵版本：考虑 U 的一组基 S，V 的一组基 T (和我们证明中构造的基可以完全不相干)，设 f 在

S、T 下的矩阵表示为 F，g 在 S、T 下的矩阵表示为 G，h 在 T 下的矩阵表示为 H。

条件可以化为 Ker F = Ker G，而利用同构的矩阵表示可逆与线性映射复合对应矩阵乘积，结论即
存在可逆阵 H 使得 F = HG。

* 本题直接用矩阵论证明是并不简单的，因为未必能构造出可逆的 H。空间取基虽然有些技巧性，但

思路是明确的。

3. * 这类抽象证明题的思路来源：若要证明和相关则从配凑符合要求的部分出发，证明交相关则往往需
要利用反证推导。只要思路清晰，具体的过程细节总是可以推理出的。
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(a) 利用限制映射的定义，Im A|Im A = A(Im A)，于是其为满射等价于 A(Im A) = Im A。

左推右：若 V = Im A+Ker A，对任何 v ∈ V 存在 x ∈ Im A、y ∈ Ker A 使得 v = x+ y，从

而 A(v) = A(x+ y) = A(x)+A(y) = A(x) (利用 Ker A 定义)。当 v 取任何元素时，A(v) 可为

任何 Im A 中元素，而右侧由于 x ∈ Im A，有 A(x) ∈ A(Im A)，从而得到 Im A ⊂ A(Im A)。

又由定义可知 A(Im A) ⊂ A(V ) = Im A，于是等式成立。

右推左：若 A(Im A) = Im A，对任何 v ∈ V 有 A(v) ∈ Im A，从而由条件存在 x ∈ Im A
使得 A(x) = A(v)。进一步地，有 A(v − x) = A(v) − A(x) = 0，于是 v − x ∈ Ker A，从而
v = x+ (v − x) ∈ Ker A+ Im A，这就说明了 V ⊂ Ker A+ Im A，再由右侧都为 V 子空间可

知相等。

(b) 利用限制映射的定义，Ker A|Im A = Ker A∩Im A (任何 A|Im A(x) = 0的 x至少需要 A(x) = 0，

且 x 在限制映射定义域 Im A 中)。由此，A|Im A 是单射等价于 Ker A|Im A = {0}，这又等价于
Ker A ∩ Im A = {0}。

结合 (a)的结论，A|Im A 是双射等价于它是单射、满射，即等价于 Ker A∩Im A = {0}、Ker A+

Im A = V，与 Ker A⊕ Im A = V 等价。

(c) 对于有限维线性空间上的线性变换，其单射、满射、双射相互等价。
* 此结论一般可以直接使用，证明思路：若其为单射，将基映射到线性无关向量组，而个数等于
维数的线性无关向量组必然为基，从而其将一组基映射到一组基，是双射；若其为满射，将基映

射到能表出全空间的向量组，而个数等于维数的能表出全空间的向量组必然为基，从而其将一

组基映射到一组基，是双射；反之，双射自然可以推出单射与满射。

由此，A|Im A 为单射等价于它为双射，根据 (b) 得结论成立。

* 需要熟悉限制映射像与核的表达 Im f |U0→V0
= f(U0)、Ker f |U0→V0

= Ker f ∩ U0，这样往往可以

将限制映射条件转化为原映射条件。

4. (a) 这类题目的最通用方法是考虑矩阵表示：考虑 Kn×n 的一组基

S = (E11, . . . , En1, E12, . . . , En2, . . . , E1n, . . . , Enn)

这里 Eij 为第 i 行第 j 列位置为 1，其他为 0 的 n 阶方阵。

计算可发现 A(Eij) 得到的矩阵是将 A 的第 i 列放在第 j 列，其他列为 0 的方阵，从而直接计
算可得

A(S) = S diag(A,A, . . . , A)

于是 A 在 S 下的矩阵表示为 diag(A,A, . . . , A)，也即对角块共有 n 个，每个都是 A 的分块对

角阵。

对任何一个矩阵 X，设其坐标为 x，将 x 自上而下分为 n 个 n 阶列向量 x(1), x(2), . . . , x(n)，计

算可发现

diag(A, . . . , A)


x(1)

...
x(n)

 =


Ax(1)

...
Ax(n)


由此，X ∈ Ker A 当且仅当每个 x(i) ∈ Ker A，X ∈ Im A 当且仅当每个 x(i) ∈ Im A。进一步

观察可发现 x(i) 即为 X 的第 i 列。

* 事实上直接计算 A(x(1), . . . , x(n)) = (Ax(1), . . . , Ax(n)) 的效果是完全相同的，只是矩阵表示方

法更加通用。

为了构造一组基，我们设 α1, . . . , αr 为 Im A 一组基，β1, . . . , βn−r 为 Ker A 一组基 (由解空间
维数定理可确定个数)。
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设 XI
ij 为第 i 列取 αj，其他列取 0 的矩阵，这里 i = 1, . . . , n、j = 1, . . . , r。这些矩阵线性无关：∑n

i=1

∑r
j=1 λijX

I
ij 的第 i 列为

∑r
j=1 λijαj，由此若线性组合为 O，当且仅当每列都为 0，即可

由 αj 之间的线性无关性推出所有系数为 0。此外，上方计算中已经可以说明 XI
ij 的每一列都可

取为 Im A 中任何元素，因此可表出全空间。由此，XI
ij 构成 Im A 的一组基，其维数为 nr，根

据矩阵论结论可知 r = rankA，因此 dim Im A = n rankA。
同理，设 XK

ij 为第 i 列取 βj，其他列取 0 的矩阵，这里 i = 1, . . . , n、j = 1, . . . , n− r，可验证

它们构成 Ker A 一组基，从而维数为 n(n− rankA)。
* 这里为一组基的构造看起来有些复杂，本质上是由于这样构造后非零分量位置不重合时可以
独立组合，本题也即对每一列组合。

(b) 本题当然可以从特征值与特征子空间出发证明，但我们这里要介绍一种更好的做法：直接从最
小多项式说明。

直接计算可发现 A2(X) = A(AX) = A2X，同理 An(X) = AnX，进一步计算得到 f(A)(X) =

f(A)X 对任何多项式 f ∈ K[x] 成立。

由此，f(A) = O 当且仅当 f(A)X = O 对任何 X 成立，取 X = I 即得这当且仅当 f(A) = O

(f(A) = O 推 f(A)X = O 是直接的)。
由此 f(A) = O 等价于 f(A) = O，二者的化零多项式集合相同，由定义最小多项式也相同。可

对角化当且仅当最小多项式无重根且能在 K 上分解为一次因式，这对 A 与 A 同时成立或不成
立，从而得证。

* 当线性变换的多项式可以直接计算时，用最小多项式说明可对角化往往是最简单的办法。

5. (a) * 本题直接计算 A 的多项式会发现没有明显规律，矩阵表示形式相对复杂，特征子空间也难以
确定，因此只能回到找一组特征向量作为全空间基的原始定义。定义方法与特征子空间方法的

差别在于，此时无需考虑对应的特征值是多少。

考虑特征向量满足的方程，即存在 λ ∈ C 使得

AX −XA = λX

由条件，设 A = P−1DP，D = diag(λ1, . . . , λn)，代入方程可得

P−1DPX −XP−1DP = λX

同时左乘 P 右乘 P−1 得到

DPXP−1 − PXP−1D = λPXP−1

设 Y = PXP−1，方程化为 DY − Y D = λY，直接计算并对比分量可知这当且仅当对每个 i、j

满足

(λi − λj − λ)yij = 0

只要某个 yij = 1，其他 yij 全为 0，λ = λi − λj，此方程即能满足，于是所有 Eij 都可以满足

此方程，这就得到所有 P−1EijP 都是 A 的特征值。

由于 Y → P−1Y P 是线性映射，且计算验证可知它与 X → PXP−1 互逆，从而是同构，这就能

说明它将 Cn×n 的一组基映射到一组基，因此所有 P−1EijP 是 Cn×n 一组基，得证可对角化。

* 这里证明同构利用了直接构造逆映射的技巧，因为双射等价于存在逆映射。

(b) * 本题的核心思路是将 A、B 有公共特征向量转化为 B 有包含在 A 的某个特征子空间上的特

征向量。我们将复方阵看作复线性变换。由于复线性空间上的线性变换一定有特征值与特征向

量，只要 B 能限制在某个特征子空间上即可。
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由条件可知 AB = BA。

设 A 的某个特征子空间为 U = Ker (λI −A)，对任何 x ∈ U，有

(λI −A)Bx = λBx−ABx = λBx−BAx = B(λI −A)x = 0

从而 Bx ∈ U。考虑复线性变换 B : x→ Bx，则 B|U 必然有特征值 µ 与属于它的特征向量，设

其为 y，则 y ∈ U，且可发现

Ay = λy, By = B(y) = B|U (y) = µy

从而 y 即为符合要求的公共特征向量。

* 这里最重要的过程是将 B 看作线性变换后进行限制以得到子空间上的特征向量作为原本的特

征向量。

(c) 我们将给出一个基本可以直接使用的结论：特征多项式等于最小多项式的方阵可以相似为友方
阵，反之亦然。

证明：

我们用特征方阵进行考虑。若 n 阶方阵 A 的特征多项式等于最小多项式，其初等因子组中

每个不可约因式只能出现一次，从而可发现 λI −A 不变因子组只能为 n− 1 个 1 与特征多
项式 φA(λ)。

另一方面，考虑 φA(λ) 的友方阵 (形式与性质可见本讲义 17.2.2 开头)，其特征方阵不变因
子组也为 n− 1 个 1 与 φA(λ)，利用相似等价于特征方阵相抵即得到此友方阵与 A 相似。

反之，由于 f 的友方阵的不变因子组为 n− 1 个 1 与 f(λ)，其分解的初等因子组中每个不

可约因式只出现一次，从而也满足特征多项式等于最小多项式。

* 若利用结论最小多项式就是最后一个不变因子，可以更快说明。

• 右推左
根据矩阵的多项式可交换性，⟨I, A, . . . , An−1⟩ ⊂ Ker A，于是只需证明另一边包含关系。
设 A = P−1FP，其中

F =


−an−1

1 −an−2

. . . ...
1 −a0


为 A 的特征多项式的友方阵。

与 (a) 类似，X ∈ Ker A 等价于 AX = XA，记 Y = PXP−1 可得 Y F = FY。

计算可发现 F 有性质

Fei = ei+1, i = 1, . . . , n− 1

于是有

ei = F i−1e1, i = 1, . . . , n

由此，全空间一组基即为 e1, F e1, . . . , F
n−1e1。由于 Y e1 是空间中向量，存在多项式 g ∈ C[x]

使得

Y e1 = g(F )e1

利用可交换性有

Y Fe1 = FY e1 = Fg(F )e1 = g(F )Fe1

同理归纳可得 Y F ke1 = g(F )F ke1 对任何自然数 k 成立，从而 Y 与 g(F ) 看作 x → Y x、

x→ g(F )x 的线性变换在一组基下的像相同，从而得到两个变换相等，即得 Y = g(F )。
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利用相似不改变多项式直接计算即得

X = P−1Y P = P−1g(F )P = g(P−1FP ) = g(A)

利用 H-C 定理，A 的任何 n 次以上的多项式对特征多项式利用带余除法都可以化为不

超过 n − 1 次的多项式，于是 ⟨I, A, . . . , An−1⟩ 可以表示 A 的所有多项式，从而 X ∈
⟨I, A, . . . , An−1⟩，这就得到了证明。
* 称最小多项式等于特征多项式的线性变换为循环变换，能相似为友方阵从而得到全空间一
组基是它的核心性质。我们上面的一些推导对更一般的循环变换也成立。下一道复习题中，

我们还将更多考虑其性质。

• 左推右
类似上方的情况，设 A 的 Jordan 标准形为 J，且 A = P−1JP，只需找到 Y J = JY 且

Y ̸= g(J) 对任何多项式 g ∈ C[x] 成立，取 X = P−1Y P 即可发现 X 不是 A 的多项式，从

而矛盾。

若 A 的每个特征值只有一个 Jordan 块，利用 Jordan 标准形的最小多项式结论可知 A 的

特征多项式等于最小多项式，于是 A 必然存在特征值 λ 有 Ja(λ)、Jb(λ) 两个 Jordan 块，
我们写出它的 Jordan 标准形 (注意 Jordan 块可任意排列) 为

diag(Ja(λ), Jb(λ), . . . , Jnk
(λk))

计算可以发现，分块对角阵的多项式相当于每个对角块变为多项式，由此，只要找到这些对

角块以外有元素且与 J 可交换的 Y，即推出了结论。

由于特殊性在左上角地两个块，我们设 Y 与 J 相同分块，且 (未写出元素均为 0)

Y =


O Y0

. . .
O


也即只有第一行第二列的分块为 Y0 ∈ Ca×b，其他为 O。直接计算可知 JY = Y J 等价于

Ja(λ)Y0 = Y0Jb(λ)

两侧同减 λY0，可以进一步化简为

Ja(0)Y0 = (Ja(λ)− λIa)Y0 = Ja(λ)Y0 − λY0 = Y0Jb(λ)− λY0 = Y0(Jb(λ)− λIb) = Y0Jb(0)

由此只需构造非零的 Y0 使得 Ja(0)Y0 = Jb(0)，直接计算可发现 Y0 = E1b 则两侧都为 O，

符合要求，结论成立。

* 复线性空间的循环变换等价于 Jordan 标准形每个特征值 Jordan 块只有一个。

(d) 在 (c) 中已经说明了，设 A 的 Jordan 标准形为 J，且 A = P−1JP，只需找到 Y J = JY 的所

有 Y，令 X = P−1Y P 即得到 AX = XA 的所有 X。此外，与 (a) 类似可证明，只要找到了符
合要求的 Y 的一组基，P−1Y P 即可得到 X 的一组基。

对一般的 Jordan 标准形 J = diag(Jn1
(λ1), . . . , Jnk

(λk)) (这里 λi 未必互不相同)，受到 (c) 的
启发，我们将 Y 相同分块为

Y =


Y11 . . . Y1k

... . . . ...
Yk1 . . . Ykk


直接分块计算可发现 Y J = JY 当且仅当

Jni
(λi)Yij = YijJnj

(λj)
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• 若 λi ̸= λj，我们下面说明无非零解。

首先，类似 (c) 两侧同减 λi 得到

Jni
(0)Yij = YijJnj

(λj − λi)

直接计算有

J2
ni
(0)Yij = Jni

(0)YijJnj
(λj − λi) = YijJ

2
nj
(λj − λi)

同理归纳得

Jk
ni
(0)Yij = YijJ

k
nj
(λj − λi)

对任何自然数 k 成立。取 k = ni，则计算得左侧为 O，右侧 Jni
nj
(λj−λi)为对角元 (λj−λi)

ni

非零的上三角阵，必然可逆，因此只能 Yij = O。

* 这个结论的推广是，只要复方阵 A、B (未必同阶) 无公共特征值，AX = XB 都只有零

解，见本讲义 21.1 习题解答。
• 若 λi = λj，与 (c) 相同可得这转化为

Jni
(0)Yij = YijJnj

(0)

设 Yij 的各个分量为 yst，直接计算可发现左侧相当于把 Yij 所有元素上移一行，然后最下

一行变为 0；右侧相当于把所有元素右移一列，然后最左一列变成 0，从而得到的方程事实
上是，对所有 s = 1, . . . , ni、t = 1, . . . , nj、且 s+ k = 1, . . . , ni、t+ k = 1, . . . , nj 的 s、k、

t 有

yst = ys+k,t+k

也即每条从左上到右下的对角线上元素相同，且第一列除了 y11、最后一行除了 yninj
外全

为 0。
* 上面的过程虽然写起来比较复杂，计算一下会发现是非常直观的。
首先，由于 i− j 可以从 1−nj 取到 ni− 1，共有 ni+nj − 1 条对角线。第一列除了 y11、最

后一行除了 yninj
外的元素一共包含 max(ni, nj) − 1 条对角线 (可以自己画一下确定)，于

是作差得到还剩下 min(ni, nj) 条对角线可任取。

由此，Yij 的解空间维数为 min(ni, nj)，对应的一组基为 i − j = ni − 1 一直到 i − j =

ni −min(ni, nj) (从右上角往下数 min(ni, nj) 条) 的每条对角线取 1，其他对角线取 0 的矩
阵。

* 同样，计算一下会发现结果非常直观，我们举两个简单的例子：J4(0)Y = Y J3(0) 的解空

间一组基为 
1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ,


0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,


0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0


J2(0)Y = Y J3(0) 的解空间一组基为(

0 1 0

0 0 1

)
,

(
0 0 1

0 0 0

)
最后，所有的 Y 相当于把每个符合要求的 Yij 拼在一起，由此所有 Y 的一组基为：对每个 Yij，

在 Yij 位置取 Yij 的一组基，其他位置取 O，并将所有这些方阵拼在一起 (能这么做是类似复习
题第三题构造基的思路，Yij 的位置互相不重叠)，总维数为所有 Yij 维数和，即

k∑
i=1

k∑
j=1

δλiλj
min(ni, nj)
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这里 δλiλj
表示一个当 λi = λj 时取 1，否则取 0 的量，也即加法事实上只对 λi = λj 时进行。

由上方论述，对每个基取 P−1Y P 即可以从所有 Y 的一组基得到所有 X 的一组基，且由第一

同构定理 Im A 的维数是

n−
k∑

i=1

k∑
j=1

δλiλj
min(ni, nj)

* 若设特征值 λi 的 Jordan 块为 Jni1
(λi), . . . , Jniti

(λi)，且 ni1 ≤ · · · ≤ niti，特征值 λ1, . . . , λs

互不相同，则考虑每个 nij 计算次数可发现求和还可以化为 (注意前一个求和中 ni = nj 的项)

s∑
i=1

ti∑
j=1

(2(ti − j) + 1)nij

* 对这个相对复杂的大问题的解决其实可以代表用标准形分析相似不变问题的方式。利用标准
形后，往往可以将复杂的问题化为直接的计算。

* 期中考试最重要的技巧是，遇到不会分析的复方阵问题转化为 Jordan 标准形考虑，一般数域上
的问题只要对扩域不变或 Jordan 标准形存在，仍然可以转化为复方阵 Jordan 标准形问题。

6. 本题中我们进一步观察怎么将复杂的问题化为直接的计算，以及在这之上作进一步的处理。

(a) 确定 Jordan 标准形只需确定每个特征值对应的 Jordan 块阶数，于是 Jordan 标准形唯一当且
仅当每个特征值对应的 Jordan 块阶数都能够确定。根据 Jordan标准形最小多项式的结论，mi

表示每个特征值对应的 Jordan 块总阶数，ni 表示此特征值对应的最大的 Jordan 块阶数 (且由
H-C 定理 ni ≤ mi)。

• 若 ni = 1，由于最大 Jordan 块只有一阶，此特征值有 mi 个一阶 Jordan 块。
• 若 mi = ni，由于最大 Jordan 块即为 ni = mi 阶，此特征值只有一个 mi 阶 Jordan 块。
• 若 mi = ni−1，由于最大 Jordan块为 mi−1阶，剩下只有一阶了，此特征值有一个 mi−1

阶 Jordan 块和一个一阶 Jordan 块。
• 若 ni > 1 且 ni < mi − 1，假设 mi = kni + r，其中 r < ni、k ≥ 1。若 k = 1，则由条件

r ≥ 2，可能出现一个 ni 阶、一个 r 阶与一个 ni 阶、r 个 1 阶，根据条件这两种情况不同；
若 k > 1，可能出现 k 个 ni 阶、一个 r 阶与 k − 1 个 ni 阶、一个 r 阶、ni 个一阶，根据

条件这两种情况不同。

综合得证。

* 本题的结论值得熟悉。当所有 ni = mi 时即为循环变换，当所有 ni = 1 时即为可对角化变换。

这两种特殊的线性变换的各种性质是常用的。

(b) 由条件可知根子空间分解可用最小多项式写为

Cn = Ker (A− λ1I)
n1 ⊕Ker (A− λ2I)

n2 · · · ⊕Ker (A− λkI)
nk

我们证明如下结论：

• f(A) 满足对任何 v ∈ Ker (A− λiI)
ni 有 f(A)v = 0 当且仅当 (x− λi)

ni | f(x)。
首先，由 Ker (A− λiI)

ni 的定义，只要 (x− λi)
ni | f(x)，设 f(x) = (x− λi)

nig(x) 即有

f(A)v = (A− λiI)
nig(A)v = g(A)(A− λiI)

niv = A0 = 0

反之，若存在 (x− λi)
ni ∤ f(x) 使得 f(A)v 恒为 0，由定义可知

(g(A)f(A) + h(A)(A− λiI)
ni)v = 0
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对任何多项式 g、h 恒成立，从而根据裴蜀定理可知能使得左侧为 gcd(f, (x− λi)
ni)(A)。由

于 (x−λi)
ni ∤ f，只能存在比 ni 次数更低的 pi 使得 (A−λiI)

piv 恒为 0，也即存在 pi < ni

使得

Ker (A− λiI)
ni ⊂ Ker (A− λiI)

pi

此时类似另一边证明直接计算可发现
∏

j ̸=i(x − λj)
nj (x − λi)

pi 也是 A 的非零化零多项式，

但其次数比最小多项式更低，矛盾。

* 这也是最小多项式的常见性质：λi 对应的根子空间至少需要 A− λiI 的 ni 次方才能表示

出。

• f(A) 满足对任何 v ∈ Ker (A− λiI)
ni 有 f(A)v = v 当且仅当 (x− λi)

ni | f(x)− 1。

由条件 f(x)− 1 满足对任何 v ∈ Ker (A− λiI)
ni 有 (f(A)− 1)v = 0，由上一种情况成立。

下面进行构造，关键如下：只要 f(A) 满足对任何 v ∈ Ker (A− λiI)
ni 有 f(A)v = v，且对任何

v ∈ Ker (A− λjI)
nj , j ̸= i 有 f(A)v = 0，它就符合要求。证明同样直接：利用直和的性质，任

何 v 都可以唯一分解为 v1 + · · ·+ vk，从而有

f(A)(v1 + · · ·+ vk) = f(A)v1 + · · ·+ f(A)vk = f(A)vi = vi

因此这就是符合要求的投影。

* 这里利用了映射随空间分解的特点，本质是由于对任何多项式 g，Ker g(A) 都是 f(A) 的不变

子空间。

根据之前证明的结论，只需

(x−λ1)
n1 | f(x), . . . , (x−λi−1)

ni−1 | f(x), (x−λi+1)
ni+1 | f(x), . . . , (x−λk)

nk | f(x)

且 (x− λi)
ni | f(x)− 1 即可。

由于所有 λi 互不相同，第一行其实可以推出∏
j ̸=i

(x− λj)
nj | f(x)

从而设

f(x) = p(x)
∏
j ̸=i

(x− λj)
nj

由第二行可设

f(x) = q(x)(x− λi)
ni + 1

根据裴蜀定理，由于
∏

j ̸=i(x− λj)
nj 与 −(x− λi)

ni 互素，一定存在 p(x)、q(x) 使得

p(x)
∏
j ̸=i

(x− λj)
nj − q(x)(x− λi)

ni = 1

移项就得到了符合要求的 f。

* 考试范围内多项式相关的技巧往往归结于裴蜀定理。

(c) 利用相似不改变几何重数，利用 Jordan 标准形直接计算可发现特征值的几何重数等于它的
Jordan 块个数。
由此，利用解空间维数定理，右侧 rankA+ 1 = n− dimKer A+ 1。设 s = dimKer A 为 0 的
Jordan 块个数，则右侧为 n− (s− 1)。另一方面，左侧为每个特征值最大 Jordan 块的阶数，可
以看成每个特征值只保留一个最大 Jordan 块、去掉其他 Jordan 块后的剩余阶数。由于 0 有
s 个 Jordan 块，至少去掉了 s− 1 个，而去掉的每个又至少一阶，因此至少去掉了 s− 1 阶，即

得左侧不超过 n− (s− 1)，得证。
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* 由于看作不同数域不影响最小多项式与秩，此结论对任何数域上的方阵都成立。
*由此，最小多项式等于特征多项式当且仅当所有特征值几何重数为 1。一定要熟悉这些 Jordan
标准形相关的计算性质。

(d) * 此结论非常经典，有不同方法说明，我们这里结合 Jordan 标准形与循环变换性质证明，希
望大家掌握这个方法。

由最小多项式的每个特征值对应次数等于最大 Jordan 块阶数，设 Q−1AQ = J，A 的 Jordan
标准形 J 一定可以写为

diag(Jn1
(λ1), . . . , Jnk

(λk), J0)

这里 J0 为一些其他 Jordan 块。由于左上角的 diag(Jn1
(λ1), . . . , Jnk

(λk)) 特征多项式等于最小

多项式，存在可逆阵 P 将它相似为友方阵，即 (注意此时两侧都为 deg p 阶方阵)

P−1 diag(Jn1
(λ1), . . . , Jnk

(λk))P =


−an−1

1 −an−2

. . . ...
1 −a0


因此进一步计算得

(
P−1

I

)
Q−1AQ

(
P

I

)
=




−an−1

1 −an−2

. . . ...
1 −a0


J0


记 R = Q diag(P, I)，并将右侧方阵记为 B，即得 R−1AR = B。

直接计算可知 Be1 = e2、Be2 = e3，直到 Bedeg p−1 = edeg p，从而 e1, Be1, . . . , B
deg p−1e1 线性

无关。记 α = R−1e1，利用相似性质有

Akα = R−1(RAkR−1)Rα = R−1(RAR−1)kRα = R−1Bke1

由于 R−1 是可逆矩阵，可验证 R−1 乘线性无关向量组后仍然线性无关 (可逆矩阵视为同构，同
构将一组基映射为一组基，从而满足)，由此即得 α,Aα, . . . , Adeg p−1α 线性无关，得证。

* 这个证明方法的核心思路是从 A 中构造出一个子方阵使得其为循环变换，这样就可以用友方

阵直接构造对应的向量 (友方阵最重要的性质就是可以用它的次方乘 e1 生成全空间一组基)。

(e) 由于所有 ni = mi，由 (a) 中讨论可设

A = P−1JP, J = diag(Jn1
(λ1), . . . , Jnk

(λk))

其中 λ1, . . . , λk 互不相同。证明分为五个部分：

• Jn(0)-不变子空间计算
对 Jn(0) 的不变子空间 U，我们下面证明必须

U = ⟨e1, . . . , ei⟩

这里 i = 0, 1, . . . , n，i 取 0 即 U = {0}。

证明：
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若 U ̸= {0}，对任何非零向量 x ∈ U，都存在 i 使得 xi ̸= 0、xi+1 = · · · = xn = 0。取 x

使得对应的 i 最大，直接计算可发现，若 x = (x1, . . . , xi, 0, . . . , 0)
T，有

Jn(0)x = (x2, . . . , xi, 0, 0, . . . , 0)
T

Jn(0)
2x = (x3, . . . , xi, 0, 0, 0, . . . , 0)

T

直到 Jn(0)
i−1x = (xi, 0, . . . , 0)

T。由于 U 包含 x，利用不变子空间定义可知上述所有向

量都在 U 中，且考虑这些列向量拼成的矩阵，其前 i 行构成的子矩阵是一个对角线均为

xi (非零) 的三角阵，从而可逆，因此它们线性无关。由于它们只有前 i 个分量非零，可

知它们生成的子空间为

⟨e1, . . . , ei⟩

* 也可以直接用它们列变换出 e1, . . . , ei 以说明等价。

而由于子空间的封闭性，⟨e1, . . . , ei⟩ ⊂ U。

另一方面，由于 x 使得 i 最大，U 中没有后 n− i 个分量非零的元素，于是

U ⊂ ⟨e1, . . . , ei⟩

综合两方面包含得证。

此外，当 U = ⟨e1, . . . , ei⟩ 时，利用 Jn(0)e1 = 0，Jn(0)ei = ei−1, i > 1，可通过一组基

的像验证其为不变子空间，从而得证。

• Jn(λ)-不变子空间计算
我们下面证明，它的不变子空间仍为

U = ⟨e1, . . . , ei⟩

这里 i = 0, 1, . . . , n，i 取 0 即 U = {0}。

证明：
对 Jn(λ)-不变子空间 U，若 u ∈ U，由于 Jn(λ)u ∈ U，利用空间封闭性可知

Jn(λ)− λu ∈ U

而这即说明 Jn(0)u ∈ U，由于这对任何 u ∈ U 成立，U 也是 Jn(0)-不变子空间。
完全同理，对 Jn(0)-不变子空间 U，若 u ∈ U，由于 Jn(0)u ∈ U，利用空间封闭性可知

Jn(0) + λu ∈ U

而这即说明 Jn(λ)u ∈ U，由于这对任何 u ∈ U 成立，U 也是 Jn(λ)-不变子空间。
于是，Jn(λ) 与 Jn(0) 的不变子空间完全相同，即得证。

• 根子空间分解引理
对于 J-不变子空间的计算关键在于如下引理：设 C 上线性空间 V 上的线性变换 A 的根子
空间分解为 (这里假设 ni 为 A 的最小多项式中 λi 次数)

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk, Vk = Ker (A− λiI)ni

则对 A-不变子空间 U，有

U = (U ∩ V1)⊕ (U ∩ V2)⊕ · · · ⊕ (U ∩ Vk)

* 直接验证可知不变子空间的交还是不变子空间，又由于根子空间是不变子空间，可得 U ∩
V1, . . . , U ∩ Vk，都是 A-不变子空间。

证明：
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设 A 的最小多项式为 p，由于 p(A) = O，利用限制映射定义可知

p(A|U ) = O

于是，A 在 U 上的最小多项式一定是 p(x) 的因式，设其为

pU (x) =
k∏

i=1

(x− λi)
si

且 si ≤ mi。由此可对 U 进行根子空间分解

U = Ker (A|U − λ1I|U )s1 ⊕Ker (A|U − λ2I|U )s2 ⊕ · · · ⊕Ker (A|U − λkI|U )sk

利用限制映射与映射的指数 (复合) 的定义可知

(A|U )k = Ak|U

从而再作加法、数乘可知

Ker (A|U − λiI|U )si = Ker (A− λiI)si |U

再由限制映射的像与核结论可知其为

Ker (A− λiI)si ∩ U

于是其包含在 U ∩ Vi 中 (由 si ≤ ni 可知第一项包含在 Vi 中)。
另一方面，由于 V1 到 Vk 为直和，利用直和等价于每个与其他所有求和交为 {0} 可知
U ∩ V1 到 U ∩ Vk 也是直和，而它们为 U 的子空间，因此直和包含在 U 中，由此利用

每个的包含关系得到得到

U = Ker (A|U − λ1I|U )s1 ⊕ · · · ⊕Ker (A|U − λkI|U )sk ⊂ U ∩ V1 ⊕ · · · ⊕ U ∩ Vk ⊂ U

由于左侧等于右侧，每个包含关系只能取等，即得结论。

* 此结论对一般的空间分解或非不变子空间的 U 未必成立，是根子空间的本质性质。

• J-不变子空间计算
设

x =


x1

x2
...
xk


这里 xi 为 ni 阶列向量。直接计算可发现

Jx =


Jn1

(λ1)x1

Jn2
(λ2)x2
...

Jnk
(λk)xk


由此直接计算可发现 Ker (J − λiI)

ni 为 xi 可任取，其他分量为 0 的列向量。对任何一个
J-不变子空间 U，Ui = U ∩Ker (J − λiI)

ni 也即 U 中除 xi 外全为 0 的向量。
由于 Ui 是 J 不变子空间，假设其中所有 xi 集合为 U ′

i (由于其他分量为 0，Ui 即为 U ′
i 中

所有向量增添零分量)，利用上方的计算结果可知 U ′
i 是一个 Jni

(λi)-不变子空间。根据已证，
必须 U ′

i = ⟨e1, . . . , ej⟩，j = 0, 1, . . . , ni。
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综合以上，由于 J-不变子空间 U 一定为

U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk

而每个 Ui 完全由 U ′
i 确定，因此有 ni + 1 种取法，故总取法数为

k∏
i=1

(ni + 1)

* 一些说明细节：由不变子空间定义可验证不变子空间的和是不变子空间，从而构造出每个
Ui 后一定能得到不变子空间 U，且 Ui 不同时对应的非零分量位置不同，得到的 U 不同。

• A-不变子空间计算
我们最后证明 A-不变子空间与 J-不变子空间个数相同。
设 U 为 J 的不变子空间，记 P−1U = {P−1u | u ∈ U}，可直接验证其为子空间。由于
A = P−1JP，对任何 u ∈ U，Ju ∈ U 可以推出对任何 P−1u ∈ P−1U 有

P−1JP (P−1u) = P−1(Ju) ∈ P−1U

于是 P−1U 是 A-不变子空间。
完全同理，若 V 是 A-不变子空间，则 PV 是 J-不变子空间，因此 A-不变子空间与 J-不变
子空间一一对应，即得到个数相同，从而最终结论为

k∏
i=1

(ni + 1) =
k∏

i=1

(mi + 1)

*这里第三部分的引理是核心结论，不变子空间在根子空间上的分解，再根据根子空间的具体情
况可确定所有不变子空间。的确考过求所有不变子空间的题目，因此至少这题结论值得记忆。

* 若某个 ni < mi，利用几何重数等于 Jordan 块个数可知 λi 的几何重数至少为 2。设其两个线
性无关的特征向量为 α1、α2，则对任何 k ∈ C，α1 + kα2 都是 λi 的特征向量，于是 ⟨α1 + kα2⟩
是 A 的不变子空间，可验证这无穷多个不变子空间彼此不同。由此，本题的题干即为不变子空

间个数有限的充要条件。

(f) 利用裴蜀定理，(h, f) = 1 可推出存在多项式 u、v 使得 uh + vf = 1，代入可得 u(A)h(A) +

v(A)f(A) = I，由 H-C 定理可知 f(A) = O，从而 u(A)h(A) = I，这就说明了 h 可逆且存在 A

的多项式为 h 的逆。

若 (h, f) = d ̸= 1，可知 d 的次数至少为 1，从而可取出其某一次因式 x− λ，由于 d | f 可知 λ

为 A 的特征值，从而 rank(A− λI) < n，其不可逆，利用唯一因子分解定理可知 h(A) 可以分

解为包含 A− λI 的一系列矩阵的乘积，因此不可逆。

* 这里的做法是较为形式化的，更直接的计算做法是，由于相似不改变多项式结论，可以不妨设
A 已经是 Jordan 标准形了，这时由于 A 是对角元为特征值 λi 的上三角阵，判断 h(A) 可逆性

只需计算对角元，而 h(A) 的对角元即为所有 h(λi)，从而均非零等价于任何 λi 都不是 h 的因

式，也能得证。

7. * 这类具体计算的问题一定要先分析所给向量的结构。计算可以发现 α1、α2、α3 线性无关，且

α4 = 2α1 − α2 + α3

由此，设 α1, α2, α3, β 构成全空间一组基，条件可以化为基映射的条件，即 Im A = ⟨α1, α2⟩ 能推出

A(α1),A(α2),A(α3),A(β) ∈ ⟨α1, α2⟩

且 rank(A(α1),A(α2),A(α3),A(β)) = 2 (否则 Im A 维数至多 1)。
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Ker A = ⟨α3, α4⟩ 能推出
A(α3) = 0, A(2α1 − α2 + α3) = 0

* 事实上上述已经条件与原条件等价了，这是因为 rank 确定了 Im A 与 Ker A 的维数。

回到原题的目标，由于已知 A(α1) = α2、A(α3) = 0，我们还需要确定 A(α2) 和 A(β) 的情况。利用

Ker A 的第二个条件可知
2A(α1)−A(α2) +A(α3) = 0

从而代入得到 A(α2) = 2α2。对于 A(β)，至少可知其能写成 xα1 + yβ2 (由 Im A = ⟨α1, α2⟩)，从而

由此 A 在基 α1, α2, α3, α4 下的矩阵表示为
0 0 0 x

1 2 0 y

0 0 0 0

0 0 0 0


直接计算可发现此矩阵特征多项式为 φ(λ) = λ3(λ− 2)，从而有 3 重 0 特征值、1 重 2 特征值。

若 x = 0，则 Im A = ⟨α2⟩，矛盾，由此 x ̸= 0，直接计算得此矩阵秩为 2 (事实上也可从 dim Im A = 2

直接得到)，于是 0 的几何重数为 2，而 3 重 0 分为两个 Jordan 块 (直接计算秩可发现几何重数是
Jordan 块个数) 只能为一个一阶、一个二阶，从而 Jordan 标准形为 (未写出元素均为 0)

0 1

0 0

0

2


8. (a) 由 A 非零，m > 1，从而利用定义

Im Am−1 = A(Im Am−2) ⊂ A(V ) = Im A

* 这类直接的式子不用写过多细节，如果对证明还有疑问，可以取元素进行详细讨论。
另一方面，对任何 v ∈ Im Am−1，设 v = Am−1(u)，则 A(v) = Am(u) = 0，于是 Im Am−1 ⊂
Ker A。
综合两式得证。

(b) 反例构造为，设 V = R5，A 满足

A(e1) = A(e2) = 0, A(e3) = e1, A(e4) = e2, A(e5) = e3

可验证 m = 3，且 Im A2 = ⟨e1⟩、Ker A ∩ Im A = ⟨e1, e2⟩。

* 映射的反例往往需要从基映射去想，这里想完成真包含就需要 Ker A∩ Im A 至少为两维，以
此出发至少需要四个基，再添加一个可导出矛盾。

(c) 利用条件可说明 λm 是 A 的化零多项式，而 λm−1 不是，利用话零多项式当且仅当是最小多

项式的倍数可知 A 的最小多项式为 λm = λn−1。由于此最小多项式在 K 上可以分解为一次因
式，应有 A 可以化为 Jordan 标准形。类似复习题第六题 (a) 的讨论知其 Jordan 标准形只能为
diag(Jn−1(0), 0)。

设 A 在基 α1, . . . , αn 下的矩阵表示 Jordan 标准形，直接利用 Jordan 标准形计算可发现

Im A = ⟨α1, . . . , αn−2⟩



二十二 补充：期中复习 184

Ker A = ⟨α1, αn⟩

Im Am−1 = Im An−2 = ⟨α1⟩

从而直接计算得两侧都为 ⟨α1⟩，结论成立。

* 遇到莫名其妙的题目一定要尝试用标准形计算。

9. • 左推右
由 Ax = b 可知

(A, b) = (A,Ax)

设 A 的每列为 α1, . . . , αn，则 Ax = x1α1,+ · · · + xnαn，从而将 (A,Ax) 最后一列减去前面第

i 列的 xi 倍 (这的确符合多项式矩阵初等变换的要求)，可得到

(A, 0)

而添加零列不影响任何非零子式，(A, 0) 和 A 的各个行列式因子相同，从而不变因子对应相等，

又由 (A, 0) 与 (A, b) 作为多项式方阵相抵即得 (A, b) 与 (A, 0)，它们的不变因子对应相等，即

得证。

• 右推左
设 A 的 Smith 标准形为

PAQ =

(
diag(a1, . . . , ar) O

O O

)
这里 P、Q 为可逆多项式方阵，ai 为 A 的第 i 个不变因子。

由此可直接计算得到

P (A, b)

(
Q 0
0 1

)
=

((
diag(a1, . . . , ar) O

O O

)
Pb

)

由于 diag(Q, 1) 也是可逆多项式方阵 (可直接构造逆为 diag(Q−1), 1)，我们只需要证明，若右侧
矩阵的第 i 个不变因子是 ai，i > r 时不变因子为 0，则原方程有解。我们设 Pb = c，这是一个

m 阶列向量。

首先，若 cr+1 到 cm 有非零元素，考虑右侧矩阵的前 r 行 r 列的子式添加非零元素所在行列，

可发现对应子式非零，矛盾。

其次，我们可以归纳证明 ai|ci：由行列式因子性质，a1 = gcd(a1, c1)，从而 a1 | c1。接下来，考
虑前两行、第一列与最后一列构成的二阶子式，其行列式为 a1c2，由行列式因子性质 a1a2|a1c2，
由 a1 非零 a2|c2，以此类推，对 i = 1, . . . , r 有 ai|ci。

最后，我们来构造对应的 x。设

x = Q



c1/a1
...

cr/ar

0
...
0


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由已经证明的整除性，这确实是一个多项式列向量，且有 (第三个等号是由于 cr+1 到 cm 均为

0)

Ax = P−1

(
diag(a1, . . . , ar) O

O O

)


c1/a1
...

cr/ar

0
...
0


= P−1



c1
...
cr

0
...
0


= P−1c = P−1Pb = b

从而得证。

* 应用到整数上完全类似，这就完全解决了同余方程组的可解性问题。

二十三 有关证明

* 这两周作业只有一题，见上章复习题 6(d)。

§23.1 期中考试

23.1.1 试题

1. 求矩阵的 Jordan 标准形： 
1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1


2. 设复方阵

A =


−2 1 0

−4 2 0

−2 1 0


问是否存在复方阵 B 使得 A = B2，若存在则给出构造，不存在则给出证明。

3. 设 n 阶复方阵 A 的元素均为 1，求最小多项式并说明它是否可对角化。

4. 设 ϕ, ψ 是实数域奇数维线性空间 V 上的线性变换，且 ψϕ = ϕψ，证明二者有公共特征向量。

5. 设 A 是数域 Π 上的 n 阶幂零矩阵，这里 n > 1，证明若 An = O、An−1 ̸= O，则不存在 Π 上的 n

阶矩阵 B 使得 B2 = A。

6. 设 V 为次数不超过 n 的实系数多项式构成的线性空间。

(a) 证明 1, (x+ 1), (x+ 1)2, . . . , (x+ 1)n−1 构成 V 一组基；

(b) 将求导看作 V 上的线性变换 D，求 D 在 (a) 中基下的矩阵；

(c) 求 D 所有不变子空间。

7. 设 n 阶复方阵 A 有 n 个不同特征值 λ1, . . . , λn，并设 Mn 为所有 n 阶复方阵构成的线性空间。考虑

Mn 上的线性变换

L(B) = ABAT

这里 AT 为 A 的转置。
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(a) 设 x, y ∈ Cn 为 A 的特征值 λ1, λ2 的特征向量，利用 x, y 构造 L 的一个特征向量；

(b) 求 L 的一个非零化零多项式。

8. 设 n 阶复方阵 A 特征值均为 1，证明 A 与 Ak 相似，这里 k 为正整数。

23.1.2 解答

1. 直接计算可得 A 的特征多项式 (λ− 1)4，从而特征值为 4 重 1，且 rank(A− I) = 3，从而 1 的几何
重数为 1，Jordan 标准形只有一块，得到 Jordan 标准形为

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1


2. • Jordan 标准形计算

直接计算可发现 det(λI − A) = λ3、rankA = 1，因此特征值 0 的代数重数为 3，几何重数为
3− 1 = 2，A 的 Jordan 标准形只能为

J =


0 1 0

0 0 0

0 0 0


下面求过渡矩阵 P 使得 P−1AP = J。由于直接计算可知

Im A =
〈
(1, 2, 1)T

〉
Ker A =

〈
(0, 0, 1)T , (1, 2, 0)T

〉
我们取出一个有原像的 0 的特征向量 (1, 2, 1)T，并找到它的一个原像 (0, 1, 0)T，另一个特征向

量直接有用 (0, 0, 1)T 即可，从而得到可取

P =


1 0 0

2 1 0

1 0 1


• 构造
我们先尝试构造 H 使得 H2 = J。可发现

0 1 0

0 0 1

0 0 0


2

=


0 0 1

0 0 0

0 0 0


而 J 相当于右侧交换行列的结果 (事实上是交换 23 两列、23 两行，看作初等变换阵相似应将
左侧也交换 23 两列、23 两行)，因此对左侧也尝试交换行列可算出

0 0 1

0 0 0

0 1 0


2

=


0 1 0

0 0 0

0 0 0


由此可取左侧为 H，而已知 A = PJP−1、J = H2，可发现取 B = PHP−1 即有 B2 = A
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• 结果计算
综合以上结果并计算可得

P =


1 0 0

2 1 0

1 0 1

 , H =


0 0 1

0 0 0

0 1 0

 , P−1 =


1 0 0

−2 1 0

−1 0 1


从而有

B = PHP−1 =


−1 0 1

−2 0 2

−3 1 1


3. 给出两种做法：

• 利用上学期知识，秩为 1 的矩阵可以分解为列向量乘行向量，设 1 为全为 1 的列向量可得分解
A = 11T，从而 A2 = 1(1T 1)1T = n11T = nA，而 A−λI 对任何 λ都非零，因此 f(x) = x2−nx
就是 A 的最小多项式。由于其无重根，A 可对角化。

• 直接利用添行等方法计算行列式可发现 A 的特征多项式为 λn−1(λ − n)，而 rankA = 1，于是

特征值 0 的几何重数为 n− 1 等于代数重数，而特征值 n 代数重数为 1，几何重数必然等于代
数重数，由此 A 可对角化，最小多项式为 λ(λ− n)。

4. * 从更基础出发的推导方法可见 9.6 节例 21。

这里不加证明地使用如下结论：奇数维实线性空间上的线性变换一定存在实特征值与对应的实特征

向量。实特征值的存在性可由奇数次实系数多项式存实根证明，对应特征向量的存在性则由域上线

性方程组的理论证明。

归纳。当 dimV = 1时，由于上述结论，V 的基一定为 ϕ、ψ的公共特征向量。下面假设 dimV ≤ 2k−1

时命题成立，考虑 dimV = 2k + 1 时。

我们先证明以下四个命题，下方 λ 为任意实数。

• Ker (ϕ− λI) 是 ϕ-不变子空间。
若 x ∈ Ker (ϕ− λI)，由定义可知 ϕ(x) = λx，由于子空间封闭性即得 ϕ(x) ∈ Ker (ϕ− λI)。

• Ker (ϕ− λI) 是 ψ-不变子空间。
若 x ∈ Ker (ϕ − λI)，由定义可知 ϕ(x) = λx，于是 ϕψ(x) = ψϕ(x) = λψ(x)，从而 ψ(x) ∈
Ker (ϕ− λI)。

• Im (ϕ− λI) 是 ϕ-不变子空间。
若 x ∈ Im (ϕ− λI)，设 (ϕ− λI)y = x，则利用 ϕ 多项式的可交换性

ϕ(x) = ϕ(ϕ− λI)y = (ϕ− λI)ϕ(y)

从而 ϕ(x) ∈ Im (ϕ− λI)。

• Im (ϕ− λI) 是 ψ-不变子空间。
若 x ∈ Im (ϕ− λI)，设 (ϕ− λI)y = x，则利用 ψ 与 ϕ 可交换

ψ(x) = ψ(ϕ− λI)y = ϕψ(y)− λψ(y) = (ϕ− λI)ψ(y)

从而 ψ(x) ∈ Im (ϕ− λI)。
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若存在 λ ∈ R 使得 ϕ = λI，所有向量都是 ϕ 的特征向量，而 ψ 存在实特征向量，从而已经得证。

否则，取 λ 为 ϕ 的实特征值，根据解空间维数定理

dimKer (ϕ− λI) + dim Im (ϕ− λI) = 2k + 1

且 0 < Ker (ϕ− λI) < 2k + 1 (第一个不等号由特征向量定义，第二个不等号由 ϕ ̸= λI)。由此也有
dim Im (ϕ− λI) < 2k+1。由于维数和为奇数，Ker (ϕ− λI) 与 Im (ϕ− λI) 中必有一个维数为奇数，
设其为 V1，考虑 ϕ|V1

与 ψ|V1
。

利用限制映射定义，ϕ|V1
ψ|V1

= ψ|V1
ϕ|V1
，且 V1 是维数小于 2k + 1 的奇数维实线性空间，归由纳假

设即得 ϕ|V1
与 ψ|V1

存在公共特征向量。利用特征向量定义可发现限制映射的特征向量必然为原映

射的特征向量，这就找到了 ϕ 与 ψ 的公共特征向量。

5. 我们证明更强的结论：不存在复方阵 B 使得 B2 与 A 相似，这样自然就不存在 Π 上的 B 使得

B2 = A 了。

* 下方推理其实无需 A 是复方阵，因为幂零阵的 Jordan 标准形一定存在，这里叙述复方阵是为了便
于推广结论。

将 A 看作复方阵。由条件可知 A 的化零多项式集合包含 xn、不包含 xn−1，利用所有化零多项式都

是最小多项式的倍式可知最小多项式为 f(x) = xn，从而可确定 A 的 Jordan 标准形为一个特征值 0
的 n 阶 Jordan 块 Jn(0)。

* 事实上利用第二题类似构造，存在 B 使得 B2 与 A 相似等价于存在 B 使得 B2 = A。

若存在，由于 B2n = O，B也是幂零方阵，从而特征值只有 0，进一步从 0的重数非零得到 rankB < n。

另一方面，由于 rankA = rank Jn(0) = n−1，利用 rankA = rankB2 ≤ rankB 可知 rankB ≥ n−1，

从而只能 rankB = n − 1，于是 0 的几何重数为 1，利用几何重数等于 Jordan 块个数可知 B 的

Jordan 标准形只能为 Jn(0)。

但是，利用相似不改变秩，且 B2 与 J2
n(0)相似，直接计算可知此时 rankB2 = n−2 < rankA = n−1，

从而 B2 与 A 不可能相似，矛盾。

* 更简单 (但不本质) 的做法：由于 B2n−2 ̸= O、B2n = O，B 的幂零指数为 2n− 1 或 2n，而幂零

阵幂零指数不超过 n，从而 n > 1 时不可能成立

6. (a) 分两部分：

• 线性无关
考虑方程 λ1 + λ2(x+ 1) + · · ·+ λn+1(x+ 1)n = 0。若其成立，其对任何 x ∈ R 成立，从而
对任何 y = x+ 1 成立，于是

λ1 + λ2y + · · ·+ λn+1y
n = 0

当 x 取遍所有实数时 y 也取遍所有实数，从而上式恒成立可推出所有系数为 0，得证。
* 细致一点证明可以说上述至多 n 次的多项式的根超过 n 个，所以只能为 0。

• 生成全空间
对任何多项式 f(x) ∈ V，设

f(x) =
n∑

i=0

aix
i

将其写为
∑n

i=0 ai((x + 1) − 1)i 用二项式定理展开即得到其能被 1, (x + 1), . . . , (x + 1)n 表

出，从而能生成全空间。
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* 证明上面两部分之一后说此空间维数 n+ 1 所以 n+ 1 个线性无关/生成全空间的向量构成基
也算对。

(b) 直接计算可发现 D(x+ 1)k = k(x+ 1)k−1，从而由定义矩阵表示为 (未写出的元素为 0)

0 1

0 2

0
. . .
. . . n

0


(c) * 其实与复习题 6(e) 第一步完全相同。
我们下面证明，D 的不变子空间 U 只能是 {0} 或〈

1, x, . . . , xi
〉
, i = 0, 1, . . . , n

也即所有不超过 i 次的多项式构成的子空间。

若 U ̸= {0}，对任何非零多项式 f(x) ∈ U，取 f(x) 使得 k = deg f 最大，直接计算可发现，
degD(f) = k − 1、degD2(f) = k − 2，直到 degDk(f) = 0。由于 U 包含 f，利用不变子空间

定义可知上述所有向量都在 U 中，且若

k∑
j=0

λjD
j(f) = 0

假设 λ 不全为 0，考虑下标最小的非零 λj，可发现上式左侧应为 k− j 次，不为 0，矛盾，因此
它们线性无关。又由于它们的次数都不超过 k，且共 k + 1 个，可知它们生成的子空间为 (所有
不超过 k 次的多项式构成的子空间维数 k + 1，于是它们生成的必然为所有不超过 k 次的多项

式) 〈
1, x, . . . , xk

〉
而由于子空间 U 的封闭性，

〈
1, x, . . . , xk

〉
⊂ U。

另一方面，由于 f 使得 deg f 最大，U 中没有大于 k 次的多项式，于是

U ⊂
〈
1, x, . . . , xk

〉
综合两方面包含得证。

此外，当 U =
〈
1, x, . . . , xk

〉
时，由于不超过 k 次的多项式求导仍然不超过 k 次，可验证的确为

不变子空间，综合即得这给出了全部 D-不变子空间。

7. (a) 设 B = xyT，可发现

L(xyT ) = AxyTAT = Ax(Ay)T = λ1x(λ2y)
T = λ1λ2xy

T

由于向量 x、y 均非零，计算得 xyT 不是零矩阵，从而 xyT 是 L 属于特征值 λ1λ2 的特征向量。

(b) 以 (a) 作为提示，可猜测 L 的所有特征值为 λiλj，i, j = 1, . . . , n，于是猜测下面的 f 是非平凡

零化多项式：

f(x) =
n∏

i=1

n∏
j=1

(x− λiλj)
n2

我们下面证明的确如此。
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设

ABAT = λB

由特征值互不相同，A 可对角化，设 A = P−1DP，D = diag(λ1, . . . , λn)，则计算得

P−1DPBP TDP−T = λB

从而同时左乘 P 右乘 P T 得到

DPBP TD = λPBP T

设 C = PBP T，设此式成立，可发现对任何 i, j = 1, . . . , n 有

(λiλj − λ)cij = 0

由此，若 λ 与一切 λiλj 不同，只能所有 cij 为 0，从而已经得证 L 的特征值只能为所有 λiλj，

利用 H-C 定理将每个特征值作阶数次方一定是化零多项式。
* 事实上进一步可得所有 P−1EijP

−T 是 L 线性无关的特征向量 (这即是 (a) 的构造)，构成全
空间一组基，从而 L 可对角化，f 所有项次数为 1 即可。

8. • Jm(1) 与 Jk
m(1) 相似

直接归纳计算可知 Jm(1)k 是一个对角元素为 1、第 i 行第 i+ 1 列 (i = 1, . . . ,m− 1) 元素为 k

的上三角方阵，从而与第一题同理计算不变因子得 Jk
m(1) 的相似标准形是 Jm(1)，即存在可逆

阵 Pm 使得

Jm(1) = P−1
m Jk

m(1)Pm

• A 与 Ak 相似

由于 A 的特征值全为 1，一定存在可逆阵 P 使得 A = P−1JP，其中

J = diag(Jm1
(1), Jm2

(1), . . . , Jmt
(1))

直接计算可知 Ak = P−1JkP，且由已证
Pm1

. . .
Pmt



Jk
m1

(1)
. . .

Jk
mt

(1)



P−1
m1

. . .
P−1
mt

 =


Jm1

(1)
. . .

Jmt
(1)


于是记 Q = diag(Pm1

, . . . , Pmt
) 即有 J = QJkQ−1，也即 A ∼ J ∼ Jk ∼ Ak (这里 ∼ 表示相

似)，利用相似是等价关系可知 A 与 Ak 相似。

§23.2 逻辑与证明

23.2.1 什么是证明

证明-看作序列
命题逻辑与公理

谓词逻辑

数学证明是代码?
顺序证明-搜索
分类与归纳/条件与循环
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23.2.2 不完备性

最简单的代码语言-图灵完备
停机问题不可解

不可计算数

数学证明可以看作某种意义上的代码停机

哥德尔不完备性

23.2.3 形式化证明

纯函数-数学上没有储存
函数式语言

算法与形式化证明

二十四 补充：双线性函数简介

§24.1 双线性性

24.1.1 动机与定义

* 本部分所有内容都仅作介绍，但希望大家了解本节所述的认知新概念的方式。
从本章开始，我们将介绍下半学期的内容：双线性函数、实内积空间、复内积空间与张量初步。而事

实上，接下来的每一件事都是以双线性函数为基础，因此必须先对这个概念做一点简单的引入。

在上学期我们已经学过，Kn 上的二次型可以定义为

f(x) = xTAx

其中 A ∈ Kn×n 为对称阵。有了这样的二次函数后，我们即可以讨论最值等问题。那么，既然学习了一般

线性空间，一个自然的问题是，能否在一般线性空间上定义二次函数呢？有限维时，这个问题还是易于解

决的，只要将其转化为坐标就可以类似上方进行定义。但是，这终究只是一个权宜之计。我们到底有没有

办法给出更一般的定义呢？更进一步来说，通过什么手段能在一般线性空间定义一般的多项式？

在数学上，一个重要的技巧是，通过对已有工具的重复应用处理新工具的问题。就像解决一元多次线

性常微分方程时可将其化为多元一次线性常微分方程组，我们将二次型看作如下的函数 φ

φ(x, y) = xTAy

在 x = y 时的值。可以验证，固定 x 时 φ(x, y) 对 y 是线性的，固定 y 时 φ(x, y) 对 x 是线性的，因此这

样的 φ(x, y) 称为双线性函数。

很明显，这样的定义可以推广到任何线性空间上：对数域 K 上的线性空间 V、W，定义 V ×W → K
的映射 φ (即 φ 将一对 (v, w) 映射到 K 中一个数)，若其对两个分量分别线性，即对任何 v1, v2, v ∈ V、

w1, w2, w ∈W、λ ∈ K 有

φ(v1 + v2, w) = φ(v1, w) + φ(v2, w), φ(λv,w) = λφ(v, w)

φ(v, w1 + w2) = φ(v, w1) + φ(v, w2), φ(v, λw) = λφ(v, w)

则称其为 V,W 上的双线性函数。

* 定义也可以等价写为，对任何 v1, v2, v ∈ V、w1, w2, w ∈W、λ, µ ∈ K 有

φ(λv1 + µv2, w) = λφ(v1, w) + µφ(v2, w)
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φ(v, λw1 + µw2) = λφ(v, w1) + µφ(v, w2)

从原定义直接验证可得此定义成立，反之，分别取 λ = µ = 1、µ = 0 可得原定义。

* 若 V =W，我们简称其为 V 上的双线性函数。

从双线性函数的定义，我们即可以得到二次函数的定义：对 V → K 的函数 q，若存在 V 上的双线性

函数 φ 使得

∀α ∈ V, q(α) = φ(α, α)

则称 q 是 V 上的二次型 (二次型与二次函数的差别是没有一次、零次项)。
* 我们将在后面的部分验证这样的二次型定义在 Kn 上与通常定义一致，从而这确实是二次型对一般线性

空间的推广。

* 很明显，完全类似双线性函数，我们可以定义 V 上的三线性函数、四线性函数...... 且类似定义三次型、
四次型，这就得到了多项式的推广。这部分内容将在介绍张量时作为补充。

最后，为了说明双线性函数的定义确实是新的，我们将说明非平凡双线性函数不是线性映射，无法通

过之前的理论刻画。

对于 K 上的线性空间 V、W，V ×W 可以自然定义成一个 K 上的线性空间，其中的运算为：

(v1, w1) + (v2, w2) = (v1 + v2, w1 + w2)

λ(v, w) = (λv, λw)

验证其为线性空间的方式和验证向量空间为线性空间几乎完全相同，这称为 V 与 W 的积空间。

由此，Hom(V ×W,K) 可以表示 V ×W 到 K 的线性映射。我们下面证明，若一个双线性函数属于
Hom(V ×W,K)，则它只能是零映射 (即任何 (v, w) 都映射到 0)，从而结论成立。

证明：
若 V,W 上的双线性函数 φ 不是零映射，至少存在 v0 ∈ V、w0 ∈W 使得

φ(v0, w0) = c ̸= 0

由于其为线性映射，有

φ(2v0, 2w0) = φ(2(v0, w0)) = 2φ(v0, w0) = 2c

但由于其为双线性函数，又有

φ(2v0, 2w0) = 2φ(v0, 2w0) = 4φ(v0, w0) = 4c

于是 2c = 4c，与 c ̸= 0 矛盾。

* 虽然教学范围并没有积空间的概念，但将双线性函数当作线性函数处理确实是常犯的错误，尤其注意

φ(λv, λw) = λ2φ(v, w)

24.1.2 非退化性

在有个这个新概念以后，我们就需要开始思考可以研究它的何种性质。对于一个线性映射，我们会考

虑它的 Ker 与 Im，也即零点与像空间。对双线性函数，像空间的意义并不大：只要一个双线性函数不是
零映射，设 φ(v, w) = c ̸= 0，有 φ(λv,w) = λc，考虑 λ 取遍 K 可得其值域必然为 K。不过，它的零点集
合仍然是重要的，事实上有结论：若两个双线性函数的零点集合相同，则它们一定相差倍数，在复习题中

我们将证明这个结论。

遗憾的是，双线性函数的零点集合往往并不构成线性空间 (V ×W 的子空间意义下)，例如 R 上的双
线性函数 f(x, y) = xy，其零点集合为 x = 0 或 y = 0，这自然不是 R2 的子空间。不过，仔细观察可以发
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现，x = 0 或 y = 0 对这个双线性函数是具有特殊性的，x = 0 时无论 y 如何取，都有 f(x, y) = 0。我们

将满足这样性质的集合称为双线性函数的根。

具体来说，对 V,W 上的双线性函数 f，定义 (严格来说这里的 ⊥ 应当为 ⊥f，我们将在不会有歧义

时省略下标 f 以简化书写)
⊥W = {v ∈ V | ∀w ∈W, f(v, w) = 0}

V ⊥ = {w ∈W | ∀v ∈ V, f(v, w) = 0}

分别称为 f 的左根与右根。

很明显，这样的定义可以推广到任何 V 的子集 S 与 W 的子集 T：若 T ⊂W，定义其左补为

⊥T = {v ∈ V | ∀w ∈ T, f(v, w) = 0}

若 S ⊂ V，定义其右补为

S⊥ = {w ∈W | ∀v ∈ S, f(v, w) = 0}

这样，左根就是 W 的左补，右根就是 V 的右补。

有结论：⊥T = ⊥ ⟨T ⟩ 是 V 的子空间，S⊥ = ⟨S⟩⊥ 是 W 的子空间。

证明：
此处只证明第一句，第二句完全类似即可得到。

首先，利用生成子空间定义，对任何 ⟨T ⟩ 中元素 w，设

w =
n∑

i=1

λiwi

其中 λi ∈ K、wi ∈ T，则利用双线性性，对任何 v ∈ ⊥T 由定义有

f(v, w) =
n∑

i=1

λif(v, wi) =
n∑

i=1

λi0 = 0

于是 v ∈ ⊥ ⟨T ⟩，这就说明了 ⊥ ⟨T ⟩ ⊂ ⊥T。另一方面，由于 T ⊂ ⟨T ⟩，从定义可以直接看出

{v ∈ V | ∀w ∈ ⟨T ⟩ , f(v, w) = 0} ⊂ {v ∈ V | ∀w ∈ T, f(v, w) = 0}

于是 ⊥T ⊂ ⊥ ⟨T ⟩，综合得证 ⊥T = ⊥ ⟨T ⟩。
我们下面说明它是 V 的子空间。对任何 v1, v2 ∈ ⊥T、任何 λ ∈ K 与任何 w ∈ T，有

f(v1 + v2, w) = f(v1, w) + f(v2, w) = 0, f(λv1, w) = λf(v1, w) = 0

从而 v1 + v2 与 λv1 也在 ⊥T 中，得证。

至此，我们成功用线性空间刻画出了 f 的零点集合：f 的所有零点可以描述成{
(v, w) ∈ V ×W | v ∈ ⊥{w}

}
=
{
(v, w) ∈ V ×W | w ∈ {v}⊥

}

就像有了 Ker 与 Im 后，我们可以单射与满射，有了左根、右根后，我们可以定义双线性函数的非
退化性：若 ⊥W = {0}，则称 f 为左非退化；若 V ⊥ = {0}，则称 f 为右非退化。若 f 左非退化且右非退

化，则称它非退化。

* 此定义暗含了 f(0, w) = f(v, 0) = 0，这是因为固定右侧为 w 或左侧为 v 时，f 对另一个分量均为线性

映射，因此利用线性映射性质必然在 0 处为 0。
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那么，到底什么是非退化呢？一个直观的理解是，非退化意味着可区分。例如，当且仅当 f 左非退化

时，对任何不同的 v1, v2 ∈ V，存在 w ∈W 使得

f(v1, w) ̸= f(v2, w)

从而 v1 与 v2 在双线性函数 f 下可区分。类似地，当且仅当 f 右非退化时，对任何不同的 w1, w2 ∈ W，

存在 v ∈ V 使得 f(v, w1) ̸= f(v, w2)。

证明：
同样只证明第一句，第二句完全类似即可得到。

若 f 存在非零左根 v，对任何 w ∈W 有 f(0, w) = f(v, w) = 0，从而可区分性不成立。

若存在不同的 v1, v2 ∈ V 不可区分，即对任何 w ∈ W 有 f(v1, w) = f(v2, w)，作差利用线性性得

f(v1 − v2, w) = 0 恒成立，于是 v1 − v2 是 f 的左根，且由 v1 ̸= v2 其非零。

综合以上两部分得证。

* 可以发现，非退化的定义与单射有一定的相似处。在之后讨论矩阵表示时将看到，若 V、W 维数均有

限，右非退化/左非退化/非退化与单射/满射/双射有微妙的对应关系。

最后，我们证明关于和空间、交空间补的性质。这里假设 f 是 K 上的线性空间 V,W 上的双线性函

数，并设 U1、U2 为 V 的子空间：

1. (U1 + U2)
⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2

证明：

– (U1 + U2)
⊥ ⊂ U⊥

1 ∩ U⊥
2

设 w ∈ (U1 +U2)
⊥，也即对任何 v ∈ U1 +U2 都有 f(v, w) = 0 从而对任意 v ∈ U1 或 v ∈ U2

都有 f(v, w) = 0，即得到 w ∈ U⊥
1 且 w ∈ U⊥

2 。

– U⊥
1 ∩ U⊥

2 ⊂ (U1 + U2)
⊥

设 w ∈ U⊥
1 ∩U⊥

2 ，也即对任何 v ∈ U1 或 v ∈ U2 都有 f(v, w) = 0。对任何 v ∈ U1 +U2，设

v = v1 + v2，且 v1 ∈ V1、v2 ∈ V2，则

f(v, w) = f(v1, w) + f(v2, w) = 0

从而得证 w ∈ (U1 + U2)
⊥。

2. U⊥
1 + U⊥

2 ⊂ (U1 ∩ U2)
⊥

证明：

只需证明 U⊥
1 ⊂ (U1 ∩ U2)

⊥ 即可，对称可证 U⊥
2 ⊂ (U1 ∩ U2)

⊥，再由子空间的和还是子空间得

证。

根据定义，若 w ∈ U⊥
1 ，对任何 v ∈ U1都有 f(v, w) = 0，从而由 U1∩U2 ⊂ U1对任何 v ∈ (U1∩U2)

有 f(v, w) = 0，得证。

同理，对左补有对称的性质：

• ⊥(U +W ) = ⊥U ∩ ⊥W；

• ⊥U + ⊥W ⊂ ⊥(U ∩W )。

24.1.3 限制映射与同构定理

接下来，就像线性映射可以定义限制映射，对于双线性函数也有自然的限制：对 K 上的线性空间 V、

W，设 V0 为 V 的子空间，W0 为 W 的子空间，给定 V,W 上的双线性函数 f，可以定义 V0,W0 上的函
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数 f |V0,W0
满足

∀v ∈ V0, w ∈ V0, f |V0,W0
(v, w) = f(v, w)

我们将其称为 f 在 V0,W0 上的限制映射。若 V =W，V0 =W0，我们简称其为 f 在 V0 上的限制映

射，并直接记为 f |V0
。类似线性映射的情况，直接由定义即可验证双线性函数的限制映射仍为双线性函数。

对于线性映射的限制映射，我们可以从原映射的 Ker 与 Im 简单得到限制映射的 Ker 与 Im，然而，
这点对双线性函数并不成立。考虑如下例子 (写成行向量以方便书写)：

V =W = R2, f((x1, y1), (x2, y2)) = x1x2 − y1y2

可以直接验证其为非退化的双线性函数。然而，考虑 V0 = ⟨(1, 1)⟩，可计算得对任何 v, w ∈ V0有 f(v, w) = 0，

从而

f |V0
= 0

于是 V0 为限制映射的左根与右根，从而即使原映射非退化，限制映射也无法保持非退化性。

* 之后学习实内积空间时可以发现，若 f 满足正定性 (这可以推出非退化性)，则其限制映射仍然是正定
的，这就保证了实内积空间的子空间仍然是实内积空间。

* 由于一般双线性函数的限制映射无法保持太多性质，我们这里只引入定义，之后不再进行更进一步的讨
论。事实上，学习矩阵表示后，限制映射的矩阵表示同样可以看作原映射矩阵表示的分块。

另一个值得考虑的问题是，就像第一同构定理可以从任何一个线性映射出发构造同构，从任何一个双

线性函数出发，能否构造一个非退化的双线性函数呢？此处的结论与第一同构定理的形式也有很多类似处，

分为商空间与补空间两个版本：

1. 商空间版本

记 V0 =
⊥W、W0 = V ⊥。

设 Ṽ = V /V0，W̃ =W/W0，定义 Ṽ , W̃ 上的函数 f̃ 满足

∀v ∈ V,w ∈W, f̃(v + V0, w +W0) = f(v, w)

则其为非退化的双线性函数。

证明：

– 定义合理性
若 v + V0 = v′ + V0、w +W0 = w′ +W0，利用商空间性质可知 v − v′ ∈ V0，w − w′ ∈W0，

从而利用左右根定义可知 f(v − v′, w′) = 0、f(v, w − w′) = 0，从而再由双线性性

f(v′, w′) = f(v′, w′) + f(v − v′, w′) + f(v, w − w′) = f(v, w′) + f(v, w − w′) = f(v, w)

由此，f̃ 确实将每对等价类映射到了同一个元素，定义合理。

– 双线性性
我们只对第一个分量验证线性，第二个分量完全类似。

对任何 λ, µ ∈ K 与 v1, v2 ∈ V、w ∈W，有 (第一个等号来自商空间运算定义)

f̃(λ(v1 + V0) + µ(v2 + V0), w +W0) = f̃((λv1 + µv2) + V0, w +W0)

= f(λv1 + µv2, w) = λf(v1, w) + µf(v2, w)

= λf̃(v1 + V0, w +W0) + µf̃(v2 + V0, w +W0)

从而符合线性性定义。
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– 非退化性
我们只验证左非退化性，右非退化性完全类似。

由左根定义，对任何 v ∈ V 且 v /∈ V0，存在 w ∈W 使得 f(v, w) ̸= 0，因此

f̃(v + V0, w +W0) = f(v, w) ̸= 0

于是，v + V0 是 f̃ 的左根当且仅当 v ∈ V0，从而由商空间等价类性质其即等于 V0，即商空

间中的零元，这就证明了左非退化性。

2. 补空间版本

记 V0 =
⊥W、W0 = V ⊥。

设 V0 对 V 的某个补空间为 V1，W0 对 W 的某个补空间为 W1，则限制映射 f |V1,W1
是非退化的双

线性函数。

证明：

之前已说明限制映射是双线性函数，只需证明非退化性。我们同样只验证左非退化性，右非退

化性完全类似。

由 V1 ∩ V0 = {0}，若 v1 ∈ V1 非零，存在 w ∈ W 使得 f(v1, w) ̸= 0。由于 W = W0 ⊕W1，设

w = w0 + w1，其中 w0 ∈W0，w1 ∈W1，由右根性质可得

f(v1, w1) = f(v1, w1) + f(v1, w0) = f(v1, w) ̸= 0

也即对任何非零的 v1 ∈ V1，存在 w1 ∈W1 使得 f(v1, w1) ̸= 0，这就说明了 f |V1,W1
的左根只有

{0}，从而其有左非退化性。

24.1.4 双线性函数空间

最后，就像线性映射可以由基映射构造得到，我们希望知道双线性函数与基的关系，例如能否通过基

映射构造双线性函数、能否通过基映射结果确定非退化性等。后者对于双线性函数是非常困难的，但前者

仍然可行。

我们接下来证明，对于 K 上的线性空间 V 与 W，给定 V 的一组基 S = {vi | i ∈ I}，W 的一组基

T = {wj | j ∈ J}，则对任何一组 cij , i ∈ I, j ∈ J，存在唯一双线性函数 f 满足

∀i ∈ I, j ∈ J, f(vi, wj) = cij

证明：
– 存在性
由于对任何 v ∈ V、w ∈W，利用基的定义可以唯一写成 (v = 0对应 n = 0，w = 0对应 m = 0，

否则要求所有系数非零)

v =
n∑

k=1

λkvik , w =
m∑
l=1

µlwjl

这里 ik ∈ I、jl ∈ J。由此可以定义 f(v, w) 当 v 或 w 为 0 时为 0，否则满足

f(v, w) =
n∑

k=1

m∑
l=1

λkµlcikjl

由于被基表出的存在唯一性，这确实对 f 在任何一点处的值给出了唯一定义。由于 vi 的唯一表

示即为 1vi、wj 的唯一表示即为 1wj，f 的确满足 f(vi, wj) = cij，下面证明其为双线性函数。
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我们只对第一个分量验证线性，对第二个分量完全类似即可。对 v′, v′′ ∈ V、a, b ∈ K，设 (下方
表出可以有系数为 0，这样能让 v′、v′′ 选取相同的一些基)

v′ =
N∑

k=1

akvi′k , v′′ =
N∑

k=1

bkvi′k

这里 i′k ∈ I。由于加 0 不改变元素，可以发现仍有

f(v′, w) =
N∑

k=1

m∑
l=1

akµlci′kjl

f(v′′, w) =
N∑

k=1

m∑
l=1

bkµlci′kjl

由此，直接利用结合律、分配律计算可知 (注意第二个等号开始所有的符号都表示 K 中数，可
任意进行交换、结合、分配)

af(v′, w) + bf(v′′, w) = a
N∑

k=1

m∑
l=1

akµlcikjl + b
N∑

k=1

m∑
l=1

bkµlci′kjl =
N∑

k=1

m∑
l=1

(aak + bbk)µlci′kjl

另一方面，利用线性空间性质计算可知

av′ + bv′′ =
N∑

k=1

(aak + bbk)vi′k

从而根据 f 的定义，由坐标唯一性有

f(av′ + bv′′, w) =
N∑

k=1

m∑
l=1

(aak + bbk)µlci′kjl

于是即得到 af(v′, w) + bf(v′′, w) = f(av′ + bv′′, w)，对第一个分量的线性性成立。

– 唯一性
若 f 为满足条件的双线性函数，对任何 v ∈ V、w ∈W，设

v =
n∑

k=1

λkvik , w =
m∑
l=1

µlwjl

这里 ik ∈ I、jl ∈ J，则利用双线性性可得

f(v, w) =
n∑

k=1

λkf(vik , w) =
n∑

k=1

λk

m∑
l=1

µlf(vik , wjl) =
n∑

k=1

λk

m∑
l=1

µlcikjl

由此，再通过一步乘法分配律可得 f 必须满足存在性证明中给出的定义，从而唯一。

* 注意对比此处证明与本讲义 19.2.2 的类似性，这也可以称为从基映射构造双线性函数。

事实上，某种意义上，从给定的 cij 构造 f 的过程是线性的。首先，对于两个 X → K 的映射 ϕ1, ϕ2，

我们定义它们的和为

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x)

一个映射数乘 λ ∈ K 为
(λϕ1)(x) = λϕ1(x)

由此，双线性函数也可以定义和与数乘。对于 K上的线性空间 V 与 W，给定 V 的一组基 S = {vi | i ∈ I}，
W 的一组基 T = {wj | j ∈ J}，我们有如下结论：
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1. 所有 S × T → K 的映射构成线性空间，记为 Map(S × T,K)。

证明：

这里定义映射的运算与本讲义 20.1.1 第 2 题完全相同，根据该题结论，对任何集合 X 与线性

空间 V，Map(X,V ) 都构成线性空间，此处取 X = S × T、V = K 为其中特例。

2. 所有 V,W 上的双线性函数构成线性空间，记为 T (V,W )。

证明：

与上方类似可知 Map(V ×W,K) 为线性空间，由定义 T (V,W ) 为其子集，为说明其为线性空间

只需证明封闭性。

若 f, g ∈ T (V,W )，对任何 λ, µ, a, b ∈ K、v, v1, v2 ∈ V、w,w1, w2 ∈ W，根据映射的加法、数

乘定义与双线性性有

(λf + µg)(av1 + bv2, w) = λf(av1 + bv2, w) + µg(av1 + bv2, w)

= λaf(v1, w) + λbf(v2, w) + µag(v1, w) + µbg(v2, w)

= a(λf(v1, w) + µg(v1, w)) + b(λf(v2, w) + µg(v2, w))

= a(λf + µg)(v1, w) + b(λf + µg)(v2, w)

同理

(λf + µg)(v, aw1 + bw2) = a(λf + µg)(v, w1) + b(λf + µg)(v, w2)

由此证明了双线性函数的线性组合仍然是双线性函数，从而得到了封闭性。

3. T (V,W ) 与 Map(S × T,K) 同构。

证明：

在从基映射构造双线性函数的过程中，我们事实上已经从任何一个 φ ∈ Map(S × T,K) (满足对
任何 i ∈ I, j ∈ J 有 φ(vi, wj) = cij) 得到了唯一的 f ∈ T (V,W )。我们将这个过程记作映射 T，

即 T (φ) = f。为了书写清晰，我们用中括号表示映射到映射的映射，将其写作

f = T [φ]

由于存在唯一性，我们已经证明了 T 的良好定义性，下面证明其为线性同构。

– 线性性
对于 φ1, φ2 ∈ Map(S × T,K)，λ, µ ∈ K，记 φ = λφ1 + µφ2，根据映射加法、数乘定义可知

∀i ∈ I, j ∈ J, φ(vi, wj) = λφ1(vi, wj) + µφ2(vi, wj)

由此，设 f = T [φ]、f1 = T [φ1]、f2 = T [φ2]，对任何 v ∈ V、w ∈W，设

v =
n∑

k=1

λkvik , w =
m∑
l=1

µlwjl

这里 ik ∈ I、jl ∈ J，则有

f(v, w) =
n∑

k=1

m∑
l=1

λkµlφ(vik , vjl)

=

n∑
k=1

m∑
l=1

λkµl(λφ1(vik , vjl) + µφ2(vik , vjl))

= λ
n∑

k=1

m∑
l=1

λkµlφ1(vik , vjl) + µ
n∑

k=1

m∑
l=1

λkµlφ2(vik , vjl)
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而根据定义，这即是 λf1(v, w) + µf2(v, w)，从而

T [λφ1 + µφ2] = λT [φ1] + µT [φ2]

T 的确是线性映射。

– 单射
由于 f 在 S × T 中的值与 φ 相同，不同的 φ 对应的 f 至少在 S × T 中某点不同，从而不

可能相同，因此其为单射。

– 满射
对任何 f，定义 φ 为 f 在 S × T 上的限制映射 (这里只取映射的限制映射，忽略线性性)，
则 T [φ] 与 f 在 S × T 上的值完全相同。由于指定了 f 在 S × T 上的值后得到的双线性函

数是唯一的，必然有 T [φ] = f，这就说明 φ 是 f 的原像，其为满射。

* 事实上，整段的分析都与本讲义 20.1.1 第 2 题非常类似。

至此，我们已经将所有可以与一般线性映射类似研究的内容研究完成了。下面我们将先讨论可以与有

限维空间线性映射类似研究的内容，再讨论无法类似研究的性质。

§24.2 度量矩阵

24.2.1 向量空间的双线性函数

本节，我们将类似有限维空间的线性映射，给出有限维空间双线性函数的度量矩阵，并用度量矩阵刻

画其性质。我们已经知道，矩阵表示是利用有限维线性空间的 “同构标准形”——向量空间来 “替代” 一般
空间，由此，仍然需要先研究向量空间中的双线性函数。

首先，直接由定义可验证，对任何 A ∈ Km×n，Km × Kn 上的函数 f(x, y) = xTAy 是一个双线性函

数。

本节的核心目的即是证明，对任何 Km,Kn 上的双线性函数 f，存在唯一矩阵 A ∈ Km×n，使得

∀x ∈ Km, y ∈ Kn, f(x, y) = xTAy

证明：
– 存在性
设 e

(m)
i 表示 Km 中的第 i 个单位向量，e(n)j 表示 Kn 中的第 j 个单位向量，记

aij = f(e
(m)
i , e

(n)
j ), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

将所有 aij 拼成矩阵 A，我们下面证明 f(x, y) = xTAy 对任何 x ∈ Km、y ∈ Kn 成立。

直接展开计算可知

xTAy =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjaij

另一方面，由于

x =
m∑
i=1

xie
(m)
i , y =

n∑
j=1

yje
(n)
j

由双线性性

f(x, y) =
m∑
i=1

xif(e
(m)
i , y) =

m∑
i=1

xi

n∑
j=1

yjf(e
(m)
i , e

(n)
j ) =

m∑
i=1

xi

m∑
j=1

yjaij

再通过一步乘法分配律可知两者相等。
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– 唯一性
设 fA(x, y) = xTAy、fB(x, y) = xTBy，若 A ̸= B，设 i、j 满足 aij ̸= bij，则计算可得

fA(e
(m)
i , e

(n)
j ) = aij ̸= bij = fB(e

(m)
i , e

(n)
j )

从而 fA ̸= fB，由此可知表示唯一。

此外，上述确定 A 的过程是 T (Km,Kn) 到 Km×n 的同构，从而 dimT (Km,Kn) = mn。

证明：
设从双线性函数 T (Km,Kn) 构造 Km×n 的过程为映射 L，即当 f(x, y) = xTAy 时 L(f) = A。由于

存在唯一性，我们已经证明了 L 的良好定义性，下面证明其为线性同构。

– 线性性
对 f1, f2 ∈ T (Km,Kn)、λ, µ ∈ K，设 L(f1) = A1、L(f2) = A2，有 (最后一步利用了矩阵乘法
的分配律与数乘可以任意移动位置)

(λf1 + µf2)(x, y) = λf1(x, y) + µf2(x, y) = λxTA1y + µxTA2y = xT (λA1 + µA2)y

由此

L(λf1 + µf2) = λA1 + µA2 = λL(f1) + µL(f2)

这就说明了线性性。

– 双射
我们记映射 T 满足 T (A) = fA，这里 fA(x, y) = xTAy，则直接由定义验证可发现

∀f ∈ T (Km,Kn), T (L(f)) = f

∀A ∈ Km×n, L(T (A)) = A

从而 T 是 L 的逆映射，因此 L 为双射。

在这一部分的最后，我们利用这样的同构给出 T (Km,Kn) 的一组基。

解答：
在刚才的证明中，我们已经构造了 L 的逆映射 T。由于同构的逆映射也是同构，T 是 Km×n →
T (Km,Kn) 的线性同构，因此其将一组基映射到一组基。

设 Eij ∈ Km×n 为只有第 i 行第 j 列为 1，其他为 0 的矩阵，则所有

{Eij | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}

构成 Km×n 一组基，于是所有

{T (Eij) | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}

构成 T (Km,Kn) 一组基。我们下面设 fij = T (Eij)，更进一步计算得：

fij(x, y) = xTEijyi = xiyj

从而所有满足 fij(x, y) = xiyj 的 fij 构成 T (Km,Kn) 的一组基，这里 i = 1, . . . ,m、j = 1, . . . , n。
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24.2.2 度量矩阵

解决了向量空间的问题后，自然就应该开始解决一般的有限维线性空间。对 K 上的 m 维线性空间 V

与 n 维线性空间 W，给定 V 的一组基 S、W 的一组基 T，用下标 S、T 表示元素在基下的坐标，我们

先证明对任何 f ∈ T (V,W )，存在唯一矩阵 A ∈ Km×n 使得

∀v ∈ V,w ∈W, f(v, w) = vTSAwT

证明：
设 πS 为坐标映射 πS(v) = vS，πT 为坐标映射 πT (w) = wT，之前已证明它们均为线性同构。

– 存在性
对任何 f ∈ T (V,W )，定义 φ : Km ×Kn → K 使得

∀x ∈ Km, y ∈ Kn, φ(x, y) = f(π−1
S (x), π−1

T (y))

由于线性映射的复合是线性映射，分别考虑 φ 的两个分量可知其的确为双线性函数。由此，利

用前一部分的证明，存在唯一矩阵 A ∈ Km×n

φ(x, y) = xTAy

由 πS、πT 为同构可知 π−1(x) 取遍所有 v、π−1(y) 取遍所有 w，从而可进一步得到

f(v, w) = φ(πS(v), πT (w)) = vTSAwT

这已经符合要求。

– 唯一性
若存在 A1, A2 ∈ Km×n 使得

f(v, w) = vTSA1wT = vTSA2wT

由坐标映射为同构，vS 可取遍 Km、wT 可取遍 Kn，从而对任何 x ∈ Km、y ∈ Kn 有

xTA1y = xTA2y

这时左右都是 Km,Kn 上的双线性函数，利用上一部分已证可知对应的矩阵唯一，因此 A1 = A2，

得证。

我们将上述的 A 称为 f 在基 S, T 下的度量矩阵——可以看作另一种称呼的矩阵表示。事实上，度量

矩阵的元素有一种更简单的计算方式：设 S = (v1, . . . , vm)、T = (w1, . . . , wn)，则 A 的第 i 行第 j 列元

素 aij 应满足

aij = f(vi, wj)

证明：
与上一部分相同计算可以发现，当 vS = e

(m)
i 、wT = e

(n)
j 时

f(v, w) = vTSAwT = aij

而由坐标定义，vS = e
(m)
i 即意味着 v = vi，wT = e

(n)
j 即意味着 w = wj，从而得证。

* 我们可以将其简单记作 A = f(S × T )，这也是教材上定义度量矩阵的方式。

与上一部分类似，我们也可以证明度量矩阵是 T (V,W ) 到 Km×n 的同构，从而 dimT (V,W ) = mn。

证明：
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在之前的证明中，我们对任何 f ∈ T (V,W ) 构造出了 φ ∈ T (Km,Kn) 使得

∀x ∈ Km, y ∈ Kn, φ(x, y) = f(π−1
S (x), π−1

T (y))

由于这对任何点给出了定义，我们对任何 f 都定义出了唯一的 φ，由此可记上述关系为满足 φ = P (f)

的映射 P。我们先证明 P 是 T (V,W ) 到 T (Km,Kn) 的同构。

– 线性性
对任何 f1, f2 ∈ T (V,W )、λ, µ ∈ K，设

φ1 = P (f1), φ2 = P (f2), f = λf1 + µf2, φ = P (f)

则根据 P 与映射加法、数乘定义可知

φ(x, y) = (λf1 + µf2)(π
−1
S (x), π−1

T (y))

= λf1(π
−1
S (x), π−1

T (y)) + µf2(π
−1
S (x), π−1

T (y))

= λφ1(x, y) + µφ2(x, y)

再代入 φ 的定义即得线性性。

– 双射
对任何 φ ∈ T (Km,Kn)，构造 f ∈ Map(V ×W,K) 使得

f(v, w) = φ(vS , wT )

由于线性映射的复合是线性映射，分别考虑 f 的两个分量可知其的确为双线性函数。由于这对

任何点给出了定义，我们对任何 φ 都定义出了唯一的 Q，由此可记上述关系为满足 f = Q(φ)

的映射 Q。

利用定义可直接验证对任何 f ∈ T (V,W ) 有

∀v ∈ V,w ∈W, Q(P (f))(v, w) = P (f)(vS , wT ) = f(π−1
S (vS), π

−1
T (wT )) = f(v, w)

从而 Q ◦ P 为恒等映射，类似计算得 P ◦Q 为恒等映射，于是 Q 是 P 的逆映射，因此 P 为双

射。

可发现，之前证明中从 φ 得到 A 的方式即是前一部分构造的同构 L，由此利用同构的复合还是同构

可知 L ◦ P 就是 T (V,W ) 到 Km×n 的同构。

最后，我们还是从 Km×n 的一组基出发给出 T (V,W ) 的一组基。

解答：
与上一部分类似，考虑

{Eij | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}

利用同构性，通过这组 Km×n 的基可以构造 T (V,W ) 的一组基。

具体来说，设 fij 是以 Eij 为基 S, T 下度量矩阵的 T (V,W ) 中双线性函数，即有

fij(v, w) = vTSEijwT

则根据同构将一组基映射到一组基，所有

{fij | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}

构成 T (V,W ) 的一组基。

更进一步计算可知

fij(v, w) = vTSEijwT = (vS)i(wT )j

即其在 (v, w) 的值为 v 中 vi 的坐标分量乘 w 中 wj 的坐标分量。
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* 这两部分的操作与本讲义 19.3.2 到 19.3.3 本质上相同。

24.2.3 基变换与相抵

既然我们定义了基下的度量矩阵，仍然与线性映射类似，我们希望知道进行基变换后度量矩阵会进行

怎样的改变。

设 V、W 为 K 上的 m、n 维线性空间，且 S、S′ 为 V 的基，S 到 S′ 的过渡矩阵为 P，T、T ′ 为

W 的基，T 到 T ′ 的过渡矩阵为 Q。假设 f ∈ T (V,W ) 在基 S, T 下的度量矩阵为 A、在基 S′, T ′ 下的度

量矩阵为 A′，我们来计算 A 与 A′ 的关系。

解答：
由度量矩阵定义，对任何 v ∈ V、w ∈W 有

f(v, w) = vTSAwT = vTS′A′wT ′

本讲义 18.2.1 中已经给出了坐标变换与过渡矩阵的关系，即

vS′ = P−1vS , wT ′ = Q−1wT

代入并利用 (XY )T = Y TXT 可得

vTSAwT = vTSP
−TA′Q−1wT

与之前的分析类似，由于 vS 可取遍 Km、wT 可取遍 Kn，左右均可看作关于 vS , wT 的双线性函数，

利用度量矩阵唯一性可知

A = P−TA′Q−1

同时左乘 P T、右乘 Q 改写为

A′ = P TAQ

由此，双线性函数在不同基下的度量矩阵相抵，因此其度量矩阵的秩保持不变，称为其矩阵秩。另一

方面，由于过渡矩阵可以取为任何可逆阵，任何秩等于 f 的矩阵秩的 Km×n 中矩阵都可以看作 f 在某两

组基下的度量矩阵。

有了相抵与矩阵秩后，我们自然可以得到一些相关的结论，例如从相抵标准形可以得到，设 V、W 为

K 上的 m、n 维线性空间，设 f ∈ T (V,W ) 的矩阵秩为 r，则存在 V 的一组基 S、W 的一组基 T 使得 f

在基 S, T 下的度量矩阵为 (
Ir O

O O

)
最后，正如单射、满射可以用秩来刻画，非退化性事实上也可以用矩阵秩来刻画。具体来说，f 左非退

化当且仅当其度量矩阵行满秩，右非退化当且仅当其度量矩阵列满秩，非退化当且仅当其度量矩阵可逆。

证明：
考虑 V 的任何一组基 S，W 的任何一组基 T，f 的度量矩阵 A 应满足

f(v, w) = vTSAwT

先说明左非退化的等价条件。对 v ∈ ⊥W，由定义其对任何 w ∈W 都有

f(v, w) = vTSAwT = (AT vS)
TwT = 0

由坐标的同构性，wT 可任取，从而取 wT = AT vS 可知只能 AT vS = 0。
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由此，⊥W = {0} 当且仅当 AT vS = 0 没有非零的 vS 作为解 (之前已证明 vS = 0 ⇔ v = 0)，利用解
空间维数定理可知这当且仅当 AT 列满秩，即 A 行满秩。

完全类似，右非退化可等价于 AwT = 0 没有非零的 wT 作为解，利用解空间维数定理可知这当且仅

当 A 列满秩。

综合以上两部分结论，非退化等价于行满秩且列满秩，即可逆。

最后补充几个注释：

• 考虑矩阵的阶数可发现，当 V、W 维数有限时，当且仅当 dimV ≤ dimW 时其可能左非退化，

dimV ≥ dimW 时其可能右非退化，dimV = dimW 时其可能非退化。

• 利用行秩等于列秩，dimV = dimW 时，左非退化、右非退化、非退化相互等价。

• 对上述过程利用解空间维数定理可进一步得到

dim⊥W = m− rankA, dimV ⊥ = n− rankA

当 dimV = dimW 时二者维数相等。

* 可以将这部分的讨论与本讲义 19.3.4 进行对比，观察结论的相同与不同处。

§24.3 对称与斜对称

前两节中的所有讨论事实上都与对线性映射的研究完全类似。不过，既然双线性函数的确是一个新概

念，其应当有不能被之前研究涵盖的内容，而所有这些内容都指向了一个共同的根源：对称性，或者说，

用矩阵论的语言，我们可以研究其转置。

24.3.1 转置

在前半学期讨论线性变换时，我们一直回避了一个上学期经常出现的概念，也就是矩阵的转置。既然

双线性函数的度量矩阵与基变换下的变换都与转置密切相关，可以想象它将成为我们研究转置的空间工

具。

事实上，对双线性函数来说，其 “转置”的定义非常简单：设 V,W 是 K上的线性空间，对 f ∈ T (V,W )，

定义

∀v ∈ V,w ∈W, g(w, v) = f(v, w)

利用定义可直接验证 g 是 W,V 上的双线性函数。我们将这样的 g 记作 fT。利用定义，转置的一些性质

是可以直接验证的，例如：

• (fT )T = f；

• fT 左非退化当且仅当 f 右非退化；

• fT 右非退化当且仅当 f 左非退化；

• fT 非退化当且仅当 f 非退化。

为了说明它真的是某种 “转置”，我们需要介绍如下结论：设 V、W 为 K 上的 m、n 维线性空间，给

定 V 的一组基 S，W 的一组基 T，设 f 在基 S, T 下的度量矩阵为 A，则 fT 在基 T, S 下的度量矩阵为

AT。

证明：
由度量矩阵定义可知

f(v, w) = vTSAwT

从而 (第三个等号是 1× 1 矩阵等于其转置)

fT (w, v) = f(v, w) = vTSAwT = (vTSAwT )
T = wT

TA
T vS



二十四 补充：双线性函数简介 205

这符合度量矩阵的定义式，由度量矩阵唯一性即得 fT 在基 T, S 下的度量矩阵是 AT。

因此，双线性函数的转置可以看作矩阵转置的某种推广。

24.3.2 对称性与合同

可以想到，当 f 是 V 上的双线性函数时，fT 也成为了 V 上的双线性函数，由此即可以对两者进行

比较：若 f = fT，我们称 f 对称；若 f = −fT，我们称 f 斜对称。根据定义 f 对称当且仅当

∀v, w ∈ V, f(v, w) = f(w, v)

f 斜对称当且仅当

∀v, w ∈ V, f(v, w) = −f(w, v)

本节剩下的内容里，我们都将讨论 V 上的双线性函数与它具有的特殊性质。

我们先列举几个一般线性空间上对称或斜对称双线性函数的基本性质，以下假设 V 是 K 上的线性空
间：

1. 若 f 是 V 上的对称或斜对称双线性函数，则对任何子集 S ⊂ V，⊥S = S⊥ (这里 ⊥ 指 ⊥f )。

证明：

当 f 对称或斜对称时，由于 f(x, y) = ±f(y, x) 对任何 x, y ∈ V 成立，它们同时为 0 或非零，
因此 f(x, y) = 0 当且仅当 f(y, x) = 0。

由此，根据定义有

⊥S = {w ∈ V | ∀v ∈ S, f(w, v) = 0} = {w ∈ V | ∀v ∈ S, f(v, w) = 0} = S⊥

从而得证。

2. 设 V 上的双线性函数空间为 T2(V )，则对称双线性函数集合 TS
2 (V )与斜对称双线性函数集合 T I

2 (V )

都是其子空间，且

T2(V ) = TS
2 (V )⊕ T I

2 (V )

证明：

– 子空间
直接验证可知，若 f、g 均为对称/斜对称的 V 上双线性函数，对任何 λ, µ ∈ K，λf + µg

对任何 α, β ∈ V 满足

(λf + µg)(α, β) = λf(α, β) + µg(α, β) = ±λf(β, α)± µg(β, α) = ±(λf + µg)(β, α)

从而对称/斜对称双线性函数均具有封闭性，为子空间。
– 交为 {0}
若 f 既为对称双线性函数又为斜对称双线性函数，对任何 α, β ∈ V 有

f(α, β) = −f(β, α) = f(β, α)

而等于自己相反数的数只有 0，从而必然 f(α, β) = 0，即 f 是零映射。

– 和为全空间
对任何 f ∈ T2(V )，设

fS =
1

2
(f + fT ), fI =

1

2
(f − fT )
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由定义可发现 f = fS + fI，另一方面，对任何 α, β ∈ V 有

fS(α, β) =
1

2
(f(α, β) + f(β, α)) = fS(β, α)

fI(α, β) =
1

2
(f(α, β)− f(β, α)) = −1

2
(f(β, α)− f(α, β)) = −fI(β, α)

由此可得 fS ∈ TS
2 (V )、fI ∈ T I

2 (V )，得证。

3. 回顾二次型定义：对 V → K 的函数 q，若存在 V 上的双线性函数 φ 使得对任何 α ∈ V 有 q(α) =

φ(α, α)，则称其为 V 上的二次型。

对任何 V 上的二次型 q，存在唯一 V 上的对称双线性函数 f 使得

∀α ∈ V, q(α) = f(α, α)

证明：

– 存在性
设 φ 是 q 对应的双线性函数，记 f = 1

2
(φ+ φT )，即

∀α, β ∈ V, f(α, β) =
1

2
(φ(α, β) + φ(β, α))

在上一个证明中我们已经说明了 f 对称，另一方面有

∀α ∈ V, f(α, β) =
1

2
(φ(α, α) + φ(α, α)) = φ(α, α)

因此有 q(α) = f(α, α) 对任何 α 成立，得证。

– 唯一性
也即要证明，若 f, g 都是 V 上的对称双线性函数，且对任何 α ∈ V 有 f(α, α) = g(α, α)，

则 f = g。直接计算可知 (将右侧利用双线性性展开得到 1
2
(f(α, β) + f(β, α))，再利用对称

性可知即为 f(α, β))：

∀α, β ∈ V, f(α, β) =
1

2
(f(α+ β, α+ β)− f(α, α)− f(β, β))

同理

∀α, β ∈ V, g(α, β) =
1

2
(g(α+ β, α+ β)− g(α, α)− g(β, β))

由条件

f(α, α) = g(α, α), f(β, β) = g(β, β), f(α+ β, α+ β) = g(α+ β, α+ β)

* 这可以看作对称双线性函数的某种本质性质：可以被所有 f(α, α) 的值确定。

* 这即对应上学期结论：对任何二次型，存在唯一的对称阵 A 使其表示为 f(x) = xTAx。

4. 若 f 是 V 上的双线性函数，其斜对称当且仅当

∀α ∈ V, f(α, α) = 0

证明：

若 f 斜对称，有

f(α, α) = −f(α, α)

从而只能为 0。
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反之，若 g(α, α) = 0 对任何 α 成立，直接计算有 (这里第一个等号左右为直接展开得到，建议
熟悉这种展开方式)

∀α, β ∈ V, g(β, α) + g(α, β) = g(α+ β, α+ β)− g(α, α)− g(β, β) = 0

从而即得 g(β, α) = −g(α, β)，得证。

为了对有限维情况进行更深入的讨论，我们需要先从有限维情况双线性函数的度量矩阵说起。

首先，就像线性映射矩阵表示与线性变换矩阵表示的差异，既然左右是同一个空间，我们也希望取同

一组基。由此，若 K 上的线性空间 V 维数有限，设其一组基为 S，我们将 V 上的双线性函数 f 在基 S, S

下的度量矩阵简称为其在基 S 下的度量矩阵。

更进一步，设 f 在基 S 下度量矩阵为 A，在基 S′ 下度量矩阵为 A′，且 S 到 S′ 的过渡矩阵为 P，利

用之前的计算结果有

A′ = P TAP

由此，与线性映射时类似可以得到两个结论：f 在不同基下的度量矩阵合同，任何与 A 合同的矩阵

都可以看作 f 在某组基下的度量矩阵。

* 这样将相抵加强为合同的过程事实上也与线性变换将相抵加强为相似的过程一致。
由此，研究合同下标准形的问题可以等价为取合适的基使得有限维线性空间上的双线性函数度量矩阵

最简。我们将先对对称与斜对称的情况给出解答。

一个很基本的结论是，有限维线性空间上的双线性函数对称/斜对称当且仅当其度量矩阵对称/斜对
称。

证明：
考虑有限维线性空间 V，给定一组基 S，假设 f 在 S 下的度量矩阵为 A。

根据上一部分的最后，fT 在 S 下的度量矩阵为 AT，利用度量矩阵是同构可知双线性函数相等当且

仅当同一组基下度量矩阵相等，于是 f = fT 当且仅当 A = AT，对称情况得证。

由于度量矩阵是线性同构，−fT 的度量矩阵为 −AT，于是 f = −fT 当且仅当 A = −AT，斜对称情

况得证。

对 K 上的 n 维线性空间 V，若 f 是 V 上的对称双线性函数，存在一组基 S 使得 f 在 S 下的度量

矩阵是对角阵。

证明：
– 先证明存在一组基 v1, . . . , vn 使得 f(v1, vi) = 0 对 i ̸= 1 成立。

若 f 为零映射，任取一组基即成立，否则，利用之前已证可知存在向量 v1 使得 f(v1, v1) ̸= 0：

若所有 f(α, α) 全为 0 则 f 斜对称，既对称又斜对称只能为 0。
由此，将 v1 扩充为一组基 v1, u2, . . . , un，并取

vi = ui −
f(v1, ui)

f(v1, v1)
v1, i = 2, . . . , n

则可发现对任何 i = 2, . . . , n 都有

f(v1, vi) = f

(
v1, ui −

f(v1, ui)

f(v1, v1)
v1

)
= f(v1, ui)−

f(v1, ui)

f(v1, v1)
f(v1, v1) = 0

* 这步的技巧非常常用，也即利用双线性性从已知的非零项构造零点。事实上，这可以看作上学
期的成对初等行列变换的推广。
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另一方面，由于

ui = vi +
f(v1, ui)

f(v1, v1)
v1

v1, . . . , vn 与 v1, u2, . . . , un 可以相互表出，从而等价，v1, . . . , vn 也构成全空间一组基。

– 利用度量矩阵的定义，直接计算可发现 f 在这组基下的度量矩阵为(
f(v1, v1) 0T

0 A0

)

这里 A0 为某个 K(n−1)×(n−1) 中方阵。

至此，我们已经可以用矩阵论证明完成：上述证明在矩阵论中对应，对任何 K 上 n 阶对称阵 A，

存在 K 上 n 阶可逆阵 P 使得

P TAP =

(
a1 0T

0 A0

)
由于合同不改变对称性，A′ 仍然对称，从而存在可逆阵 P0 使得 (A1 ∈ K(n−2)×(n−2))

(P0)
TA0P0 =

(
a2 0T

0 A1

)

由此取

Q0 = P

(
1 0T

0 P0

)
即可计算得

QT
0AQ0 =

(
diag(a1, a2) O

O A1

)
重复此过程即得到对角阵。

* 这个递减阶数归纳过程在上学期证明相似三角化、正交相似对角化等过程时十分常用。

– 我们再用空间方法给出证明。考虑 v2, . . . , vn 生成的子空间，记为 V0，利用左/右补的线性性
可知 f(v1, v) = 0 对任何 v ∈ V0 成立。若 f |V0

为零映射，则 f 在这组基下的度量矩阵已经为

diag(f(v1, v1), 0, . . . , 0)，从而是对角阵。
否则，直接验证可发现 f |V0

仍然是对称的，从而可构造 V0 的一组基 v′2, . . . , v
′
n 使得 f(v′2, v

′
i) = 0

对任何 i = 3, . . . , n 成立。

利用 V0 的基的等价性，v1, v′2, . . . , v
′
n 也构成 V 的一组基，再由 f(v1, v) = 0 对任何 v ∈ V0 成

立可知 f 在这组基下的度量矩阵应为

diag(f(v1, v1), f(v′2, v′2), A1)

的形式，这里 A1 ∈ K(n−2)×(n−2)。固定 v′2，重复此过程，即构造出一组基使得 f 在其下的度量

矩阵为对角阵。

当 K = R 时，存在一组基 S 使得 f 在 S 下的度量矩阵是对角元只有 0、±1 的对角阵；当 K = C 时，
存在一组基 S 使得 f 在 S 下的度量矩阵是对角元只有 0、1 的对角阵。

证明：
在刚才的证明中，我们已经构造了一组基 v1, . . . , vn使得 f 在这组基下的度量矩阵为 diag(a1, . . . , an)，
这里 ai = f(vi, vi)。

若 K = R，我们记

ui =


vi ai = 0

vi√
|ai|

ai ̸= 0
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直接利用双线性性计算可发现 f(ui, uj) 是 f(vi, vj) 的倍数，从而 i ̸= j 或 i = j 且 ai = 0 时

f(ui, uj) = 0。其他情况有

f(ui, ui) = f

(
vi√
|ai|

,
vi√
|ai|

)
=

1

|ai|
f(vi, vi) =

ai
|ai|

从而为 ±1。

若 K = C，我们记

ui =

vi ai = 0

vi
bi

ai ̸= 0
, b2i = ai

利用复数的性质，当 ai 非零时存在非零的 bi 使得 b2i = ai，与上类似代入验证可知 i ̸= j 或 i = j 且

ai = 0 时 f(ui, uj) = 0，其他情况 f(ui, ui) = 1。

无论上述哪种构造，每个 ui 均为对应 vi 乘非零倍数，除以此倍数即可还原，由此 u1, . . . , un 与

v1, . . . , vn 等价，它们仍然构成 V 一组基，得证。

* 更一般的情况无法化简，例如考虑 Q 上的双线性函数 f(x, y) = 2xy，其在基 {1} 下的度量表示为
(2)，由于

√
2 不是有理数，不可能存在基使得它的度量矩阵为 (0) 或 (±1)。

* 由于合同不改变矩阵的秩，可知 K = C 时 1 的个数唯一，即为 f 的矩阵秩；利用上学期的矩阵论

知识，我们还可以证明 K = R 时 1、−1 的个数均唯一，称为 f 的正惯性指数与负惯性指数。

对 K 上的 n 维线性空间 V，若 f 是 V 上的斜对称双线性函数，存在一组基 S 使得 f 在基 S 下的

度量矩阵为

diag
((

0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, . . . , 0

)
* 也即其为分块对角阵，每个对角块或为上述形式的二阶块，或为 0。

证明：
* 此证明与上学期的矩阵论证法几乎一致。

– 与对称阵类似，我们只需要证明以下结论：当 f 不为零映射时，存在 V 的一组基 v1, . . . , vn

使得 f(v1, v2) = 1，且 f(vi, vj) = 0 对 i ≤ 2、j > 3 成立。此时，再利用斜对称性可发现

f(v1, v1) = f(v2, v2) = 0、f(v2, v1) = −1，从而其在这组基下的度量矩阵为

diag
((

0 1

−1 0

)
, A0

)

这里 A0 ∈ K(n−2)×(n−2)，再由矩阵论或空间理论重复上述过程即可得到结果。

– 仍然与对称阵类似，我们需要构造性质较一般的一组基 u1, . . . , un，以此为起点进行更进一步刻

画。

首先，由于 f 为斜对称双线性函数，对任何线性相关的 α、β (也即它们构成倍数关系)，不妨设
β = λα，有

f(α, β) = f(α, λα) = λf(α, α) = 0

由此，若 f 不为零映射，一定存在线性无关的 α, β 使得 f(α, β) ̸= 0 (由于任何两个向量或线性
无关或线性相关，若否可得 f 在任何两个向量上均为 0)。
设 u1 = α、u2 = β，扩充为 V 的一组基 u1, . . . , un。

– 最后，我们 u1, . . . , un 出发利用线性组合构造 v1, . . . , vn。

我们记

v1 =
1

f(u1, u2)
u1, v2 = u2
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由于 f(v1, v2) 非零，此定义合理，且类似之前考虑等价性可知 v1, v2, u3, . . . , un 构成 V 的一组

基，且计算可知

f(v1, v2) = 1

接下来，类似对称阵，我们希望从 u3, . . . , un 中去除 v1, v2 的部分，使得正交性 (即为 0 的要求)
成立。

设

∀i = 3, . . . , n, vi = ui + f(v2, ui)v1 − f(v1, ui)v2

此时，利用斜对称性 f(v1, v1) = f(v2, v2) = 0、f(v2, v1) = −1，可进一步计算得

f(v1, vi) = f(v1, ui) + f(v2, ui)f(v1, v1)− f(v1, ui)f(v1, v2) = 0

f(v2, vi) = f(v2, ui) + f(v2, ui)f(v2, v1)− f(v1, ui)f(v2, v2) = 0

利用等价性可知 v1, . . . , vn 为 V 一组基，于是符合要求，结合之前讨论得证。

* 这里 v3, . . . , vn 的构造事实上是先待定系数 vi = ui + av1 + bv2，再配凑出来的。

* 对于更一般的情况，事实上只要 A 不是斜对称方阵，一定存在可逆矩阵 P 使得 P TAP 是上三角阵，从

而有对应的取基方式。不过，这个合同三角化结论并不像相似三角化那么重要 (根本没见任何地方用过)，
这里仅作介绍。

24.3.3 补与补空间

最后，我们讨论一些关于左补、右补——在本讲义 24.1.2 已经证明了其为子空间——的定理。有两个
较为自然的关注点：左补何时等于右补，左/右补何时构成补空间。此外，子空间交与和的左/右补性质也
值得关注。我们仍然假设 V 是 K 上的线性空间，f 是 V 上的双线性函数，下方的 ⊥ 均表示 ⊥f。

首先，关于左补等于右补，有结论：f 是对称或斜对称双线性函数当且仅当对 V 的任何子空间 W，有
⊥W =W⊥。

证明：
我们已经证明了 f 对称或斜对称时 ⊥W = W⊥ 对任何子集 W 成立，从而只需从对任何子空间 W

有 ⊥W =W⊥ 推出 f 对称或斜对称。证明分为四步。

– 对任何子空间 W 有 ⊥W =W⊥ 可推出 f 与 fT 零点集合相同。

* 利用 fT 的定义，这当且仅当对任何 x, y ∈ V 有 f(x, y) = 0 ⇔ f(y, x) = 0。

若 f(α, β) = 0，将其写为 β ∈ {α}⊥，利用右补的性质可知 β ∈ ⟨α⟩⊥。由于 ⟨α⟩ 为子空间可得
⟨α⟩⊥ = ⊥ ⟨α⟩ 可知 β ∈ ⊥ ⟨α⟩，从而根据定义

f(β, α) = 0

同理，从 f(β, α) = 0 可推出 f(α, β) = 0，这即说明

∀x, y ∈ V, f(x, y) = 0 ⇔ f(y, x) = 0

– 若 f(x, x) = 0 对任何 x ∈ V 成立，则利用之前已证可知 f 斜对称，从而已经符合要求，下面

设存在 z 使得 f(z, z) ̸= 0，我们证明 f 对称。

– 先证明对任何 y ∈ V 有 f(y, z) = f(z, y)。

我们与之前思路类似，利用 f(z, z) ̸= 0 设法消除 y 中 z 的部分，定义

y′ = y − f(y, z)

f(z, z)
z
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则

f(y′, z) = f(y, z)− f(y, z)

f(z, z)
f(z, z) = 0

于是由条件 f(z, y′) = 0，将 y′ 展开利用双线性性得到

f(z, y)− f(y, z)

f(z, z)
f(z, z) = 0

这即证明了 f(z, y) = f(y, z)。

– 最后证明对任何 x, y ∈ V 有 f(x, y) = f(y, x)。我们进一步分为三种情况：

1. 若 f(x, z) ̸= 0，定义

y′ = y − f(x, y)

f(x, z)
z

则

f(x, y′) = f(x, y)− f(x, y)

f(x, z)
f(x, z) = 0

于是由条件 f(y′, x) = 0，将 y′ 展开利用双线性性得到

f(y, x)− f(x, y)

f(x, z)
f(z, x) = 0

再结合 f(x, z) = f(z, x) 即证明了 f(y, x) = f(x, y)。

2. 若 f(z, y) ̸= 0，同理定义

x′ = x− f(x, y)

f(z, y)
z

证明过程与上方相同。

3. 若 f(x, z) = f(z, y) = 0，定义

x′ = x+ z, y′ = y − f(x, y)

f(z, z)
z

则利用 f(x, z) = f(z, y) = 0 直接展开可得

f(x′, y′) = f(x, y)− f(x, y)

f(z, z)
f(z, z) = 0

于是由条件 f(y′, x′) = 0。进一步由条件可知 f(y, z) = f(z, x) = 0，从而展开 x′、y′ 利用

双线性性得到

f(y, x)− f(x, y)

f(z, z)
f(z, z) = 0

这即证明了 f(x, y) = f(y, x)。

* 这个证明的思路很值得细究：我们先通过等价定义排除一种情况，再反复通过线性组合将非零点移
至零点进行说明，这是零点相关条件的一般处理方式。具体将哪个变量进行何种平移具有一定的技

巧性，一般情况将在之后复习题中详细研究。

接下来，我们假设 V 维数有限，dimV = n。我们来研究何时对 V 的任何子空间 W，W⊥ 是 W 的

补空间。对于有限维且无特殊条件的问题，我们往往需要借助度量矩阵进行操作。我们分为以下部分进行

研究：

1. 当且仅当 f 非退化时，对 V 的任何子空间 W 有

dimW + dimW⊥ = n

证明：
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– 设 V 的一组基 S 下 f 的度量矩阵为 A，则根据度量矩阵定义对任何 α, β ∈ V 有

f(α, β) = αT
SAβS

利用坐标的同构性质，假设 W 的一组基为 α1, . . . , αr，则它们的坐标 w1, . . . , wr 构成 W 中

所有向量坐标构成的 Kn 子空间的一组基。

由此，β ∈W⊥ 当且仅当

wT
1 AβS = wT

2 AβS = · · · = wT
r AβS = 0

将这些方程拼成整体的关于 βS 线性方程组 BTAβS = 0，这里 B = (w1, . . . , wr)。再次利用

同构性，其解空间维数应等于 W⊥ 的维数，从而

dimW⊥ = n− rank(W TA)

若 f 非退化，之前已证明 A 可逆，由乘可逆阵不改变秩可知 rank(W TA) = rankW T =

rankW，而根据 B 的定义考虑列秩有 rankB = dimW，从而得证。

* 证明中我们大量运用了坐标的同构性，一个更简单的考虑方法是，坐标的同构性即是说，
直接假设 V 为 Kn，得到的结论并无差别。

– 反之，若 f 退化，取 W = V，利用退化定义可知 dimV ⊥ ̸= 0，而 dimV = n，于是

dimV + dimV ⊥ > n，矛盾。

同理，当且仅当 f 非退化时，⊥W 与 W 维数和等于全空间维数。

2. 在 f 非退化时，我们只考虑 V 是 R 上的线性空间的情况。设 f 在 V 的某组基下的度量矩阵为 A。

当且仅当 A+AT 正定或负定时，对 V 的任何子空间 W 有 W ∩W⊥ = {0}，从而结合上一部分有

W ⊕W⊥ = V

证明：

– 先证明对 V 的任何子空间 W 有 W ∩W⊥ = {0} 等价于对任何 x ̸= 0 有 f(x, x) ̸= 0。

若 x ̸= 0 且 f(x, x) = 0，取 W = ⟨x⟩，由条件 x ∈W⊥，从而 x ∈W ∩W⊥。

若 x ̸= 0 且存在 W 使得 x ∈W ∩W⊥，由 x ∈W⊥ 可知对任何 w ∈W 有 f(w, x) = 0，再

由 x ∈W 即得 f(x, x) = 0。

– 再证明对任何 x ̸= 0 有 f(x, x) ̸= 0 当且仅当其恒大于 0 或小于 0。
若 x, y ∈ V 使得 f(x, x) > 0、f(y, y) < 0，我们来证明存在非零的 z ∈ V 使得 f(z, z) = 0，

从而矛盾。

首先，若 x、y 线性相关，由于它们都非零可设 y = λx，于是 f(y, y) = λ2f(x, x)，两者不

可能异号，矛盾。

设 z = λx+ (1− λ)y，展开计算可得

f(z, z) = λ2f(x, x) + (1− λ)2f(y, y) + λ(1− λ)(f(x, y) + f(y, x))

由于其是关于 λ 的二次函数，必然连续，且 λ = 0 时为 f(y, y)，λ = 1 时为 f(x, x)，在其

中存在零点。由于 x、y 线性无关，且 λ 与 1− λ 不可能同时为 0，这样得到的 z 不为零向

量，即得证。

– 我们证明恒大于 0 的情况对应 A+AT 正定，恒小于 0 对于负定可同理证明。
利用度量矩阵的定义，设这组基为 S，对任何 x ∈ V 且 x ̸= 0 有

f(x, x) = xTSAxS > 0
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由于 x 为 0 当且仅当 xS 为零向量，再利用同构性质，这即是对任何 w ∈ Rn 且 w ̸= 0 有

wTAw > 0

由于 wTAw 是一阶方阵，等于其转置，上式成立当且仅当任意非零 w ∈ Rn 有

wT (A+AT )w = wTAw + (wTAw)T > 0

直接验证得 A+AT 对称，从而这即是 A+AT 正定的定义。

* 我们将满足 f(x, x) > 0 对非零 x 恒成立的 f 称为正定，上文的讨论中已经得到有限维实

线性空间中 f 正定当且仅当 A+AT 正定。下一章将讨论其更多性质。

* 对一般情况未必成立，例如在 Q2 上定义

f((x1, y1)
T , (x2, y2)

T ) = x1x2 − 2y1y2

其在标准基下的度量矩阵并不正定，但不存在有理向量 q 使得 f(q, q) = 0，否则
√
2 将为有理数。进

一步可验证其对任何 Q2 的子空间 W 的确满足 W ⊕W⊥ = Q2。

* 当 V 是 C 上至少二维的线性空间时，总存在子空间 W 使得 W⊥ 不是 W 的补空间，证明可利用

本讲义 25.1 第 3 题 (2)。

最后，利用上面的讨论还可以证明，设 dimV = n，当 f 非退化时，U⊥
1 + U⊥

2 = (U1 ∩ U2)
⊥ 对任何

V 的子空间 U1, U2 成立，左补有完全对称的结论。

证明：
由于本讲义 24.1.2 已经证明了 U⊥

1 + U⊥
2 ⊂ (U1 ∩ U2)

⊥，只需证明维数相等即可。

利用和空间维数定理直接计算，并由非退化时补的维数性质有

dim(U⊥
1 + U⊥

2 ) = dimU⊥
1 + dimU⊥

2 − dim(U⊥
1 ∩ U⊥

2 ) = 2n− dimU1 − dimU2 − dim(U⊥
1 ∩ U⊥

2 )

再由本讲义 24.1.2 已证的 U⊥
1 ∩ U⊥

2 = (U1 + U2)
⊥，进一步计算有

dim(U⊥
1 + U⊥

2 ) = n− dimU1 − dimU2 + dim(U1 + U2) = n− dimU1 ∩ U2

从而左侧维数与右侧相等，得证。

当 f 退化时，上式未必不成立，如考虑 f 为零映射，则 U⊥ 恒为 V，结论仍然成立。不过，只要 f

退化且不为零映射，上式的确不可能对任何 V 的子空间都成立。

证明：
由 f 不为零映射，存在 x ∈ V 使得 {x}⊥ ̸= V，设 U1 = ⟨x⟩。另一方面，存在非零的 z ∈ ⊥V，设

U2 = ⟨x+ z⟩。
利用定义可知 f(z, v) = 0 对任何 v ∈ V 成立，从而 f(x+ z, v) = 0 当且仅当 f(x, v) = 0，根据补的

性质与和空间定义即有

U⊥
2 = U⊥

1 = {x}⊥ ̸= V

U⊥
2 + U⊥

1 = {x}⊥ ̸= V

另一方面，x 与 z 不可能线性相关，否则根据补为子空间必然有 x ∈ ⊥V，从而 {x}⊥ = V，矛盾。因

此，U1 ∩ U2 = {0}，进一步得到
(U1 ∩ U2)

⊥ = V

这就得到了矛盾。

* 这个反例构造相对技巧性，可以从特例中尝试思路。
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二十五 实内积空间

§25.1 习题解答

1. (丘书 习题 10.1.1) 在 K4 上，定义双线性函数

f((x1, x2, x3, x4)
T , (y1, y2, y3, y4)

T ) = x1y2 − 2x2y1 + x3y4 − 3x4y2

求 f 在基

α1 = (1, 2, 1, 1)T , α2 = (2, 3, 1, 0)T , α3 = (3, 1, 1,−2)T , α4 = (4, 2,−1,−6)T

下的度量矩阵。

解答：

可以直接由定义计算所有 f(αi, αj)，另一个做法 (个人觉得并没有更简单) 是先由形式直接得到
f 在基 e1, e2, e3, e4 下的度量矩阵是

A =


0 1 0 0

−2 0 0 0

0 0 0 1

0 −3 0 0


再由标准基到基 (α1, α2, α3, α4)的过渡矩阵即为 P = (α1, α2, α3, α4) (将每个基作为列拼成的矩
阵)，得到结果为

P TAP =


−7 −14 −16 −26

−1 −6 −18 −26

17 23 1 4

39 58 12 34


2. (丘书 习题 10.1.3) 设 A ∈ Fm×m，对 V = Fm×n，定义 V × V 到 F 的映射 f 满足

f(G,H) = tr(GTAH)

(1) 证明 f 是 V 上的双线性函数。

证明：

对 G1, G2,H1,H2, G,H ∈ V、λ, µ ∈ F，利用 tr 的线性性与 (λG1 +µG2)
T = λGT

1 +µGT
2 直

接计算可知

f(λG1 + µG2,H) = λ tr(GT
1AH) + µ tr(GT

2AH) = λf(G1,H) + µf(G2,H)

f(G,λH1 + µH2) = λ tr(GTAH1) + µ tr(GTAH2) = λf(G,H1) + µf(G,H2)

从而得证双线性性。

(2) 求 f 在基 E11, E12, . . . , E1n, . . . , Em1, . . . , Emn 下的度量矩阵。

解答：

直接利用矩阵乘法定义计算可知 ET
ijAEkl 只有第 j 行第 l 列为 aik，其他元素为 0，从而可

知

tr(ET
ijAEkl) =

0 j ̸= l

aik j = l
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取较小的 m、n 尝试计算即可发现结果形式为
a11In · · · a1mIn

... . . . ...
am1In · · · ammIn


或利用之后定义的矩阵克罗内克积写为 A⊗ In。

3. (丘书 习题 10.1.4) 设 V 是 C 上的 n 维线性空间，n ≥ 2，f 是 V 上的对称双线性函数。

(1) 证明存在 V 的一组基 δ1, . . . , δn，使得这组基下 f 的度量矩阵为

diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)

证明：

见本讲义 24.3.2 倒数第二个证明。

(2) 证明 V 中存在非零向量 ξ 使得 f(ξ, ξ) = 0。

证明：

设 f 的矩阵秩为 r。当 r = 1 时，取 ξ = δ2 利用度量矩阵定义即得 f(δ2, δ2) = 0；否则，取

ξ = δ1 + iδ2，有

f(ξ, ξ) = f(δ1, δ1)− f(δ2, δ2) + i(f(δ1, δ2) + f(δ2, δ1))

利用度量矩阵定义可知其为 1− 1 + i(0 + 0) = 0。

(3) 若 f 非退化，存在线性无关的向量 ξ、η，使得

f(ξ, η) = 1, f(ξ, ξ) = f(η, η) = 0

证明：

由非退化性，矩阵秩 r = n > 1。取

ξ =

√
2

2
(δ1 + iδ2), η =

√
2

2
(δ1 − iδ2)

与前一问完全相同计算可知 f(ξ, η) = 1，且 f(ξ, ξ) = f(η, η) = 0。

由于

δ1 =

√
2

2
(ξ + η), δ2 =

√
2

2i (ξ − η)

δ1, δ2 与 η, ξ 等价，从而由 δ1, δ2 线性无关可知 η, ξ 线性无关，得证。

4. 对于 K 上线性空间 V 上的双线性函数 f，若对任何 α, β ∈ V，f(α, β) = 0 当且仅当 f(β, α) = 0，

则 f 对称或斜对称。

证明：

见本讲义 24.3.3 第一个证明的后三步。

5. (丘书 习题 10.1.9) 设 V 是 n 维实线性空间，Q1、Q2 是 V 上两个二次函数，证明，若 Q1、Q2 分

别再 V 的一个基下的表达式的正惯性指数都小于 n
2
，那么 Q1 +Q2 在 V 的一个基下的表达式不是

正定的。

证明：
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我们假设 Q1 (对应的对称双线性函数 f1) 在基 α1, . . . , αn 下取到合同规范形

diag(Ip1
,−Iq1 , On−p1−q1)

Q2 (对应的对称双线性函数 f2) 在基 β1, . . . , βn 下取到合同规范形

diag(Ip2
,−Iq2 , On−p2−q2)

设 W1 = ⟨αp1+1, . . . , αn⟩，我们先证明对任何 w ∈W1 有 Q1(w) ≤ 0。

设

w =
n∑

i=p1+1

λiαi

则根据 Q1 的表达式即为 f1 的度量矩阵，进一步由定义计算得 (最后一个等号是由于 f(αi, αj)

在 i ̸= j 时为 0，否则为度量矩阵对应对角元，即 −1 或 0)

Q1(w) = f1(w,w) =
n∑

i=p1+1

n∑
j=p1+1

λiλjf(αi, αj) = −
p1+q1∑
i=p1+1

λ2
i ≤ 0

同理，设 W2 = ⟨βp2+1, . . . , βn⟩，对任何 w ∈W2 有 Q2(w) ≤ 0。

由于 dimW1 = n− p1、dimW2 = n− p2，利用条件 p1 <
n
2
、p2 <

n
2
可得

dimW1 ∩W2 = dimW1 + dimW2 − dimW1 +W2 ≥ dimW1 + dimW2 − n > 0

从而存在非零向量 w ∈W1 ∩W2，此时

Q1(w) +Q2(w) ≤ 0

与正定定义矛盾，即得证。

6. (丘书 习题 10.1.10) 判断 K 上下列两个斜对称矩阵是否合同：

A =


0 2 1 −3

−2 0 4 5

−1 −4 0 −1

3 −5 1 0

 , B =


0 1 −4 −1

−1 0 3 −2

4 −3 0 11

1 2 −11 0


解答：

直接计算可知 rankA = 4、rankB = 2，从而不可能合同。

* 注意利用斜对称阵的合同规范形结论，斜对称阵秩为偶数，且合同等价于秩相等。

7. (丘书 习题 10.1.12) 判断以下两个实对称矩阵是否可以同时合同对角化：

A =

(
1 1

1 0

)
, B =

(
0 1

1 1

)

解答：

利用教材 10.1 节例 20 的结论，直接计算

A−1B =

(
1 1

−1 0

)

其特征值为 ±i，无实特征值，因此看作实方阵不可对角化，于是 A、B 不可同时合同对角化。
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8. (丘书 习题 10.2.17) 在实内积空间 C[0, 2π] ([0, 2π] 上所有连续函数) 中，指定的内积为

(f, g) =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx

证明 C[0, 2π] 的子集

S =

{
1√
2π
,

1√
π
cos(nx), 1√

π
sin(nx) | n ∈ N+

}
是正交规范集 (即每个向量均为单位向量且相互正交)。

证明：

利用三角函数的和差化积公式可以得到

cos(mx) cos(nx) = 1

2

(
cos((m− n)x) + cos((m+ n)x)

)
sin(mx) sin(nx) = 1

2

(
cos((m− n)x)− cos((m+ n)x)

)
sin(mx) cos(nx) = 1

2

(
sin((m+ n)x) + sin((m− n)x)

)
利用三角函数的周期性，在 k 为自然数时，cos(kx) 与 sin(kx) 当且仅当 k = 0 时在 [0, 2π] 上积

分为 2π，否则为 0，从而利用上述公式得到 (这里 δmn 当 m = n 时为 1，否则为 0)

∀m ∈ N+, ∀n ∈ N,
∫ 2π

0

sin(mx) cos(nx)dx = 0

∀m,n ∈ N+,

∫ 2π

0

cos(mx) cos(nx)dx = δmnπ

∀m,n ∈ N+,

∫ 2π

0

sin(mx) sin(nx)dx = δmnπ∫ 2π

0

1dx = 2π

再对应乘倍数即可验证其为正交规范集。

9. (丘书 习题 10.2.18) 设 α1, . . . , αn 是 n 维欧氏空间 V 中的非零向量组，证明

|G(α1, . . . , αn)|2 ≤ ∥α1∥2∥α2∥2 . . . ∥αn∥2

且等号成立当且仅当 α1, . . . , αn 相互正交。

证明：

由教材 10.2 节例 10，当且仅当 α1, . . . , αn 线性相关时左侧为 0，此时由此向量组非零可知右侧
非零，小于号严格成立。

下面考虑 α1, . . . , αn 线性无关的情况。此时利用教材 10.2 节例 11，设 β1, . . . , βn 为 α1, . . . , αn

的正交化 (不进行标准化) 结果，有

|G(α1, . . . , αn)|2 = ∥β1∥2∥β2∥2 . . . ∥βn∥2

另一方面，直接由定义与 β1, . . . , βn 正交性计算可得

(βi, βi) =

(
αi −

i−1∑
j=1

(αi, βj)

(βj , βj)
βj , βi

)
= (αi, βi) = (αi, αi)−

i−1∑
j=1

(αi, βj)
2

(βj , βj)

由此可发现 ∥βi∥2 ≤ ∥αi∥2，从而不等号成立。
另一方面，由于已知所有 ∥αi∥非零，等号成立当且仅当 α1, . . . , αn 线性无关且每个 ∥βi∥ = ∥αi∥，
根据上式也即得到

∀j < i, (αi, βj) = 0

由于 ⟨β1, . . . , βi−1⟩ = ⟨α1, . . . , αi−1⟩，此式等价于所有 αi 相互正交，即得证。
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10. (丘书 习题 10.5.1) 在指定标准内积的酉空间 C3 中，设

α = (1,−1, 1)T , β = (1, 0, i)T

求 ∥α∥、∥β∥，α 与 β 的夹角 ⟨α, β⟩。

解答：

∥α∥ =
√
αHα =

√
3, ∥β∥ =

√
βHβ =

√
2

⟨α, β⟩ = arccos |βHα|
∥α∥∥β∥

= arccos
√
3

3

11. (丘书 习题 10.5.4) 在指定标准内积的酉空间 C3 中，设

α1 = (1,−1, i)T , α2 = (1, 0, i)T , α3 = (1, 1, 1)T

求其一组标准正交基。

解答：

对 α1, α2, α3 进行 Schmidt 正交化可得到标准正交基

η1 =
1√
3
(1,−1, i)T , η2 =

√
6

6
(1, 2, i)T , η3 =

1

2
(1 + i, 0, 1− i)T

* 由于本题并未要求用正交化，其实直接写 e1, e2, e3 也是可以的...

12. (丘书 习题 10.5.6) 在 Cn×n 中，指定内积为

(A,B) = tr(ABH)

设 W 是所有 n 阶复对角矩阵构成的子空间，求 W⊥ 及其标准正交基。

解答：

这事实上是 Cn×n 中的标准内积定义，直接计算验证可发现

{Eij | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n}

相互正交，且每个模长都是 1，考虑到个数等于维数即得其构成此内积下的标准正交基。
进一步计算可得 W = ⟨E11, . . . , Enn⟩，从而利用正交补的算法 (可见本讲义 25.2.2) 即得

W⊥ = ⟨Eij | i ̸= j⟩

所有满足 i ̸= j 的 Eij 即构成 W⊥ 的标准正交基。

§25.2 内积

25.2.1 实内积空间

从本章起，我们将开始学习内积空间的知识。首先需要关注的即是实内积空间：在实线性空间 V 中，

若对称的双线性函数 f 满足正定性要求

∀x ∈ V, x ̸= 0, f(x, x) > 0

则称其为一个内积。带有内积的实线性空间称为实内积空间，我们将 f(x, y) 简记为 (x, y)。

* 我们将在本节的最后通过长度与夹角展示为何要如此定义内积。

对称性已经在之前的章节中研究过，因此这里我们需要给出正定的判定与性质，这里列举如下，我们

假设 f 是 V 上的对称双线性函数：
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1. 若 f 正定，则其非退化，且其在 V 任何子空间上的限制都对称正定 (从而非退化)。

证明：

由于对任何非零的 x，f(x, x) > 0，不可能对任何 y ∈ V 有 f(x, y) = 0 或对任何 y ∈ V 有

f(y, x) = 0，于是其左根、右根都只有零向量，从而非退化。

对任何 V 的子空间 W 上，根据定义有

∀a, b ∈W, f |W (a, b) = f(a, b) = f(b, a) = f |W (b, a)

∀a ∈W,a ̸= 0, f |W (a, a) = f(a, a) > 0

从而对称正定。

2. 若 f 正定，对 V 的任何子空间 W，⊥W =W⊥，且 W ∩W⊥ = {0}。

证明：

由对称性可知 ⊥W =W⊥，对任何非零 x ∈W，由于 f(x, x) ̸= 0，根据定义 x /∈W⊥，于是

W ∩W⊥ = {0}

3. 若 V 维数有限，f 正定当且仅当其在任意一组基下的度量矩阵正定。

证明：

本讲义 24.3.3 的 W ∩W⊥ = {0} 相关讨论中，已经证明了 f 正定当且仅当 A+AT 正定，又由

于 f 对称，A = AT，这等价于 2A 正定，利用矩阵论知识也即 A 正定。

4. 若 V 维数有限，f 正定当且仅当其在某组基下的度量矩阵为单位阵 I。

证明：

利用矩阵论知识，A 正定当且仅当其合同规范形为 I。由此，利用上个结论，若 f 正定，先取

其任何一组基下的度量矩阵 (设为 A)，再对应根据本讲义 24.3.2 的讨论进行基变换即可构造一
组基使得其度量矩阵为 I。

另一方面，由于 I 是正定阵，根据上个结论可知若 f 在某组基下度量矩阵为 I，则其正定。

5. 若 V 维数有限且 f 正定，对 V 的任何子空间 W，W⊥ 是 W 的补空间，即 W ⊕W⊥ = V。

证明：

由于已经证明了 f 非退化，且满足度量矩阵 A 正定，再由对称性 A+ AT = 2A 正定，根据本

讲义 24.3.3 的讨论即得结论。

*V 维数有限时，计算维数可发现，只要 V 的子空间 W0 与 W 正交 (即 W0 ⊂ W⊥)，且 dimW0 +

dimW = dimV，必有 W0 =W⊥。这也是 W⊥ 的常用判定。

6. 若 V 维数有限且 f 正定，对 V 的任何子空间 W，(W⊥)⊥ =W。

证明：

首先，根据 W⊥ 的定义，W 中任何向量都与 W 中任何向量相互正交，于是

W ⊂ (W⊥)⊥

另一方面，根据上一个性质可知

dim(W⊥)⊥ = dimV − dimW⊥ = dimV − (dimV − dimW ) = dimW

从而只能相等。
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* 若 f 未必对称，由于正定性条件只与 f(x, x) 相关，之前已经介绍过，g = f+fT

2
是满足 g(x, x) = f(x, x)

处处成立的对称双线性函数，因此上述讨论可以归为 g 的性质。

* 此后，在实内积空间中，我们谈论 ⊥ 均指内积 f 下的 ⊥f。由于对称性，我们只保留 S⊥ 的记号，不再

单独写出 ⊥S。

既然我们将赋予了内积的实线性空间定义为了实内积空间，我们自然需要像上半学期对线性空间那样

研究它作为代数结构的性质。首先是关于子结构的结论：在实内积空间 V 的子空间 W 上，定义内积为 V

的内积在 W 上的限制，则 W 也是实内积空间。

* 此后，当我们谈论实内积空间的子空间时，均默认以这种方式定义为实内积空间。

证明：
根据正定对称双线性函数的性质，内积在 W 上的限制正定对称 (之前已证明双线性函数在子空间上
的限制仍为双线性函数)，从而符合内积定义，W 仍构成实内积空间。

由此，无论是交空间、和空间还是生成子空间，由于都是子空间的运算，在实内积空间中都可以正常

讨论。

对于商空间，有如下结论：对 V 的子空间 W，若 V =W ⊕W⊥ (之前已经证明，至少这在有限维时
恒成立)，则在 V /W 中定义内积 (注意左侧代表商空间中内积，右侧代表 V 中内积，由于不会引起歧义，

用相同记号表示)
∀v1, v2 ∈W⊥, (v1 +W, v2 +W ) = (v1, v2)

其构成一个实内积空间。

证明：
我们先证明对任何商空间中的元素 x+W，存在唯一 v ∈W⊥ 使得 x+W = v +W。

– 存在性
由直和的性质，设 x = w + v，其中 w ∈W、v ∈W⊥，则

x+W = w + v +W = v + (w +W ) = v +W

最后一个等号是由于商空间的等价类性质。

– 唯一性
由于 W ∩W⊥ = {0}，若 v1, v2 ∈W⊥ 且 v1 ̸= v2，进一步通过 v1 − v2 ̸= 0、v1 − v2 ∈W⊥ 可知

v1 − v2 /∈W，从而由商空间等价类性质 v1 +W ̸= v2 +W，这就证明了唯一性。

由此，上述的内积的确对任何两个元素给出了唯一定义，是 V /W × V /W 上的函数。可直接利用商

空间运算验证其对第一个分量的线性性，对任何 v1, v2, v ∈W⊥、λ, µ ∈ R 有

(λ(v1 +W ) + µ(v2 +W ), v +W ) = (λv1 + µv2 +W, v +W )

= (λv1 + µv2, v)

= λ(v1, v) + µ(v2, v)

= λ(v1 +W, v +W ) + µ(v2 +W, v +W )

同理对第二个分量也线性，于是其是双线性函数。

其对称性也可直接验证，对任何 v1, v2 ∈W⊥：

(v1 +W, v2 +W ) = (v1, v2) = (v2, v1) = (v2 +W, v1 +W )

最后，由商空间元素与 W⊥ 的唯一确定性，v ∈W⊥ 使得 v +W =W 当且仅当 v = 0，于是对任何

商空间中的非零元素 v +W，v ∈W⊥、v ̸= 0 有

(v +W, v +W ) = (v, v) > 0
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这就证明了正定性。

另一个较有趣的事是实内积空间的积空间 (积空间定义见本讲义 24.1.1)，若 V、W 都是实内积空间，

内积分别为 ϕV、ϕW，在 V ×W 上定义内积 φ：

φ((v1, w1), (v2, w2)) = ϕV (v1, v2) + ϕW (w1, w2)

则 V ×W 构成实内积空间。

证明：
– 线性性 (只验证第一个分量，第二个分量类似)
设 v1, v2, v ∈ V、w1, w2, w ∈W、λ, µ ∈ R，有

φ(λ(v1, w1) + µ(v2, w2), (v, w)) = φ((λv1 + µv2, λw1 + µw2), (v, w))

= ϕV (λv1 + µv2, v) + ϕW (λw1 + µw2, w)

= λϕV (v1, v) + µϕV (v2, v) + λϕW (w1, w) + µϕW (w2, w)

= λφ((v1, w1), (v, w)) + µφ((v2, w2), (v, w))

从而其为双线性函数。

– 对称性
对任何 v1, v2 ∈ V、w1, w2 ∈W 有

φ((v1, w1), (v2, w2)) = ϕV (v1, v2)+ϕW (w1, w2) = ϕV (v2, v1)+ϕW (w2, w1) = φ((v2, w2), (v1, w1))

于是对称性满足。

– 正定性
V ×W 中，若 (v, w) 为零元，当且仅当 v = 0、w = 0，于是对任何非零的 (v, w) 有

φ((v, w), (v, w)) = ϕV (v, v) + ϕW (w,w)

由于 v 与 w 至多一个为 0，右侧两项必然一个大于等于 0、一个大于 0，从而得证。
* 商空间与积空间成为实内积空间的过程不要求掌握，但可以此作为内积验证和操作的练习。

最后，我们将看到内积定义的意义。仿照高中学过有了内积以后，我们希望定义向量的模长为 ∥x∥ =√
(x, x)，正定性即要求所有向量可以度量长度，且只有零向量长度为 0。两个非零向量的夹角为

Θ(x, y) = arccos (x, y)

∥x∥∥y∥

不过，这自然产生了一个问题：是否真的有 |(x, y)| ≤ ∥x∥∥y∥，使得夹角可以定义？答案是肯定的，这称
为内积空间的 Cauchy 不等式。

证明：
* 下面这个配凑二次函数的方法是柯西不等式的常用证明思路。
若 y = 0，左右均为 0，已经得证，下不妨设 y ̸= 0，从而 (y, y) > 0。对任何 λ ∈ R，由内积正定性有

(x− λy, x− λy) ≥ 0

展开并利用对称性得到

λ2(y, y)− 2λ(x, y) + (x, x) ≥ 0

由于这是一个关于 λ 的二次项非零的二次函数，直接利用二次函数知识可知其最小值在 λ = (x,y)
(y,y)

取

到，代入可得

−(x, y)2

(y, y)
+ (x, x) ≥ 0
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由于 (y, y) > 0 再两侧同乘 (y, y) 即得

(x, x)(y, y) ≥ (x, y)2

两侧同作平方根得证原命题。

有了夹角以后，我们自然可以定义两个向量 x、y 正交 (若均非零即指夹角为 π
2
) 当且仅当 (x, y) = 0。

若对 V 的子集 (或子空间) S、T，有

∀s ∈ S, t ∈ T, (s, t) = 0

则称这两个子集 (或子空间) 正交。根据补的定义 (注意内积下的左右补相等)，两个子集正交即等价于
S ⊂ T⊥ 或 T ⊂ S⊥。此外，对 V 的子空间 W，根据 W⊥ 的定义，它是所有与 W 中所有向量都正交的向

量的集合，在实内积空间中称为 W 的正交补。

事实上，正交是一种更强的无关性：若实内积空间 V 中的一些非零向量 αi, i ∈ I (这里 I 为指标集)
两两正交，则它们线性无关。

证明：
假设它们线性相关，即存在一些下标 i1, . . . , in ∈ I 与不全为 0 的 λ1, . . . , λn ∈ R 使得

λ1αi1 + λ2αi2 + · · ·+ λnαin = 0

由此有

(λ1αi1 + λ2αi2 + · · ·+ λnαin , λ1αi1 + λ2αi2 + · · ·+ λnαin) = 0

利用 αi 的两两正交性，将左右侧全部展开，所有下标不同的内积 (αij , αik), j ̸= k 均为 0，于是只剩
下

λ2
1(αi1 , αi1) + λ2

2(αi2 , αi2) + · · ·+ λ2
n(αin , αin) = 0

但是，由于 αi 均非零，每项 (αik , αik) > 0，若所有 λi 不全为 0 可知左侧大于 0，矛盾，这就得到
了证明。

* 这里的展开后只保留下标相同项是利用正交性的常见化简。
* 由此，正交性只需要两两成立，即能保证整体的线性无关，但向量组两两线性无关仍然可能整体线性相
关，这就体现了正交比一般的线性无关更强。

* 事实上，有了模长后，还可以定义两个向量的距离 d(x, y) = ∥x− y∥，自此就可以研究收敛性、函数极
限等分析问题了。

25.2.2 标准正交基

既然正交是更强的线性无关，一个自然的问题是，我们是否可以找到实内积空间的一组两两正交的基？

设 V 是实内积空间，先引入定义：两两正交的非零向量组称为 V 中的正交集，两两正交的一组基称为 V

的正交基；两两正交且模长均为 1 的向量组称为 V 中的正交规范集，两两正交且模长均为 1 的一组基称
为 V 的标准正交基。

我们可以直接得到以下结论：

1. V 存在正交基与 V 存在标准正交基相互等价。

证明：

若 αi, i ∈ I 是 V 的一组正交基，由线性无关性可知均非 0，从而 ∥αi∥ > 0，考虑

1

∥αi∥
αi, i ∈ I
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由于这是将每个基放缩了非零倍数，通过乘倍数可还原，由此这与 αi, i ∈ I 等价，为 V 的一组

基。另一方面，i, j ∈ I 且 i ̸= j 时有(
1

∥αi∥
αi,

1

∥αj∥
αj

)
=

1

∥αi∥∥αj∥
(αi, αj) = 0

且对任何 i ∈ I 有 ∥∥∥∥ αi

∥αi∥

∥∥∥∥ =
1

∥αi∥2
(αi, αi) = 1

从而这的确构成标准正交基。

另一方面，标准正交基是正交基，从而若存在标准正交基也存在正交基。

* 从正交基构造标准正交基的过程称为规范化，由于仅进行了放缩，相对简单，我们之后基本只讨论
正交基的构造，需要标准正交基时进行一步规范化即可。

2. 若 V 无限维，其可能不存在标准正交基。

证明：

我们只给出例子，忽略所有证明细节。这里仅作为科普，无需掌握。

考虑所有下标为 0 开始的实数列 (ak) 构成的线性空间 V，定义两个数列的和为逐项求和，数列

的数乘为逐项相乘。

定义 W 为所有满足平方和极限收敛，即

∞∑
k=0

a2k < +∞

的数列构成的集合，可验证它是 V 的一个子空间 (也可记作 l2)。
在 W 上定义

((ak), (bk)) =
∞∑
k=0

akbk

可验证其构成一个内积，从而 W 成为实内积空间。

W 中的任何一个正交集至多可数，但其维数不可数，从而不存在标准正交基。

* 因此，我们之后基本只讨论有限维实内积空间，忽略无穷维的情况，以保证性质良好。

3. 若 V 维数有限，其一定存在标准正交基。

证明：

之前讨论正定对称双线性函数的性质时已经证明，存在一组基使得内积在这组基下的度量矩阵

为 I，而根据度量矩阵的定义，这即代表这组基相互正交且每个的模长都为 1，从而得证。

4. 若 V 维数有限，其正交基等价于极大正交集。

* 这里极大指正交集 S 满足不存在正交集 T 使得 S ⊊ T，即 T 真包含 S。

证明：

设 dimV = n。证明分为两个方向：

– 正交基是极大正交集
若 S 是 V 的正交基，由其为基可知个数为 n，但由于之前已经证明了正交集是线性无关向

量组，不可能有个数大于 n 的正交集，从而不会有真包含 S 的正交集。

– 极大正交集是正交基
若 S 是 V 中的正交集，且不为正交基，由于线性无关性，其个数必然小于 n，设其为

α1, . . . , αr，且 r < n。
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由于其不为基，存在向量 β 与 α1, . . . , αr 线性无关，定义

γ = β −
r∑

i=1

(αi, β)

(αi, αi)
αi

计算验证可发现

(αj , γ) = (αj , β)−
r∑

i=1

(αi, β)

(αi, αi)
(αj , αi)

由于 αi 之间的正交性，(αj , αi) 当且仅当 i = j 时非零，从而上式化简为

(αj , γ) = (αj , β)−
(αj , β)

(αj , αj)
(αj , αj) = 0

由此可知 α1, . . . , αr, γ 也相互正交。

另一方面，由于 γ 由 β 减掉 α1, . . . , αr 的线性组合得到，β 可以由 γ 加 α1, . . . , αr 的线性

组合得到，因此 α1, . . . , αr, β 与 α1, . . . , αr, γ 等价，从而 α1, . . . , αr, γ 也线性无关，这就可

以得到 γ 非零，从而 α1, . . . , αr, γ 是一个正交集。

综合以上讨论，α1, . . . , αr, γ 是真包含 α1, . . . , αr 的正交集，从而 α1, . . . , αr 不是极大正交

集。考虑逆否命题可得要证的结论。

* 注意我们证明中又用到了去除指定分量的操作与等价性证明技巧。

5. 若 V 维数有限，其标准正交基等价于极大正交规范集。

证明：

利用第一个结论中的规范化操作，任何正交集均可规范化得到正交规范集，任何正交基均可规

范化得到标准正交基，从而结合上一个结论得证。

从最后两个命题中可以看到，对有限维实内积空间 V (可以称为欧氏空间)，任给 V 中的正交集，我们

都可以扩充出 V 的一组正交基。现在我们给出具体的算法。假设 dimV = n，已知 V 中的正交集 α1, . . . , αr

(可以 r = 0，这时初始的正交集是空集，相当于从头构造 V 的正交基)。

解答：
在第四个性质的证明中，我们已经给出了部分的算法，现在我们将其完善。

由于 α1, . . . , αr 相互正交，它们线性无关，从而记

W = ⟨α1, . . . , αr⟩

它们构成 W 的正交基。

利用本讲义 18.3.2 的算法，可以构造 W 的补空间的一组基 βr+1, . . . , βn，则 α1, . . . , αr, βr+1, . . . , βn

构成 V 的一组基。

接下来，我们从这组基出发构造正交基：我们对 k = r + 1 到 n 依次进行操作：

αk = βk −
k−1∑
i=1

(αi, βk)

(αi, αi)
αi

每次操作后，我们用 αk替换对应 βk。根据之前的证明，每次操作后得到的 αk都与之前的 α1, . . . , αk−1

相互正交，且 α1, . . . , αk 与 α1, . . . , αk−1, βk 等价。利用等价性的定义，等价的向量组增添一些相同

的向量也等价，于是 α1, . . . , αk, βk+1, . . . , βn 与 α1, . . . , αk−1, βk, . . . , βn 等价。由此，进行完 n − r

次操作后，即可得到最终的 α1, . . . , αn 与 α1, . . . , αr, βr+1, . . . , βn 等价，为 V 的一组基，且相互正

交。这就构造出了 V 的一组正交基。
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* 此算法必须掌握，称为 Schmidt 正交化。若需要标准正交基，再进行规范化即可。有时候我们也将
Schmidt 正交化与规范化的过程合称为 Schmidt 正交化。
此算法事实上也给出了正交补除了定义外的另一种计算方式：若上述 α1, . . . , αr 是 V 的子空间 W 的

正交基，扩充出的基为 αr+1, . . . , αn，则 αr+1, . . . , αn 构成 W⊥ 的正交基。

证明：
之前已经证明了 W⊥ 为 W 的补空间，由此从 dimW = r 可知 dimW⊥ = n− r。

由于 αr+1, . . . , αn 是正交基的一部分，它们线性无关且彼此正交。根据 α1, . . . , αn 的两两正交性，应

有

∀i = 1, . . . , r, ∀j = r + 1, . . . , n, (αi, αj) = 0

从而可知

∀j = 1, . . . , n, αj ∈ {α1, . . . , αr}⊥

利用之前证明的补的性质即有

∀j = 1, . . . , n, αj ∈ ⟨α1, . . . , αr⟩⊥ =W⊥

由于它们的个数等于 W⊥ 的维数，且线性无关，它们即构成 W⊥ 的一组基，又由正交性知为正交基。

标准正交基在实内积空间中具有重要的性质，以下假设 V 是有限维实内积空间，一组标准正交基 S

为 α1, . . . , αn：

1. 对 V 中任何向量 x 有

x =
n∑

i=1

(αi, x)αi

证明：

由于 α1, . . . , αn 构成 V 一组基，可设

x =
n∑

i=1

λiαi

由于坐标的唯一性，只需证明 λi = (αi, x) 即可。对任何 k = 1, . . . , n，两侧同时与 αk 作内积，

利用双线性性得到

(x, αk) =
n∑

i=1

λi(αi, αk)

再利用 S 的标准正交性，右侧只有 i = k 时为 λi，否则为 0，因此右侧即为 λk，这就得到了

∀k = 1, . . . , n, λk = (x, αk) = (αk, x)

从而得证。

2. 对 V 中任何向量 x，设其坐标为 xS，则 (x, y) = xTSyS (右侧即相当于 Rn 中的内积)。

证明：

根据标准正交基的定义，其下内积的度量矩阵为 I，而根据度量矩阵的定义可知

(x, y) = xTS IyS = xTSyS

即得证。

3. 若 T 是 V 的一组基，T 是标准正交基当且仅当 S 到 T 的过渡矩阵 P 为正交阵。

证明：
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由之前证明的讨论，T 为标准正交基当且仅当其下内积的度量矩阵为 I，也当且仅当

∀x, y ∈ V, (x, y) = xTT yT

又由于 (x, y) = xTSyS，上式等价于

∀x, y ∈ V, xTT yT = xTSyS

设 S 到 T 的过渡矩阵为 P，利用坐标变换的性质有 xS = PxT，于是可进一步等价于

∀x, y ∈ V, xTT yT = (PxT )
TPxT

利用坐标变换的同构性质，其是满射，于是上式可等价为

∀α, β ∈ Rn, αTβ = αTP TPβ

由于左右都是 α, β 的双线性函数，利用度量矩阵唯一性可知上式恒成立等价于 P TP = I，这即

是方阵 P 为正交阵的定义。

最后，由于 V 维数有限，之前已证任何子空间 W 均满足 V = W ⊕W⊥。我们将投影 P
(W,W⊥)
W (定

义见本讲义 20.2.2) 简记为 PW，称为到 W 的正交投影。除了投影本身具有的幂等性外，其还有性质：

1. 对任何 x ∈ V 有

∀w ∈W, ∥x− PWx∥ ≤ ∥x− w∥

* 这说明 PWx 是 W 中离 x 最近的点。

证明：

两侧同平方，只需证明

∀w ∈W, (x− PWx, x− PWx) ≤ (x− w, x− w)

设 x = y+ z，其中 y ∈W、z ∈W⊥，则 PWx = y，于是左侧即为 (z, z)，右侧可展开并利用对

称性写为

(y + z − w, y + z − w) = (z, z) + (y − w, y − w) + 2(z, y − w)

根据定义，w、y 均在 W 中，从而 y − w ∈W，而 z ∈W⊥，第三项为 0，这样右侧就化为了

(z, z) + (y − w, y − w)

由正定性，(y − w, y − w) ≥ 0，于是左侧不超过右侧恒成立。

2. 对任何 x, y ∈ V 有

(PWx, PW y) = (PWx, y) = (x, PW y)

证明：

设 x = x1 + x2，其中 x1 ∈W、x2 ∈W⊥；y = y1 + y2，其中 y1 ∈W、y2 ∈W⊥。

第一项即为 (x1, y1)，而第二项利用正交性为

(x1, y1 + y2) = (x1, y1) + (x1, y2) = (x1, y1)

于是前两项相等。同理展开 x 可得一、三两项相等，于是得证。
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3. 设 W 的一组标准正交基为 α1, . . . , αr，则

PWx =
r∑

i=1

(αi, x)αi

证明：

将 α1, . . . , αr 扩充为全空间的标准正交基 α1, . . . , αn，已证明 αr+1, . . . , αn 构成 W⊥ 的标准正

交基。

利用标准正交基的性质

x =
n∑

i=1

(αi, x)αi =
r∑

i=1

(αi, x)αi +
n∑

i=r+1

(αi, x)αi

将两项分别记作 x1、x2。利用子空间的封闭性，由于 α1, . . . , αr ∈W、αr+1, . . . , αn ∈W⊥ 即得

x1 ∈W、x2 ∈W⊥，于是即有

PWx = x1 =
r∑

i=1

(αi, x)αi

* 事实上，利用投影映射的第一条性质，之前的最小二乘问题可以直接表述为投影以解决。第三条性质则
给出了投影的具体算法：从标准正交基构造进行计算。

§25.3 实内积空间的同构

25.3.1 线性映射的矩阵表示

矩阵表示

标准正交基下的矩阵

基变换-正交相抵
奇异值分解，详见下章例题

25.3.2 等距映射

一定是线性单射

矩阵表示?

25.3.3 同构

矩阵表示-正交阵
自同构-等距映射

§25.4 内积下的线性变换

25.4.1 伴随变换

转置

自伴 (对称)、斜自伴 (斜对称)
可正交相似对角化当且仅当对称
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25.4.2 正规变换

定义

判定

正规变换的相似标准形

由正规标准形推自伴、斜自伴、正交的相似标准形

性质与标准形详见期末复习题

二十六 补充：一般内积空间

§26.1 实内积空间综合

26.1.1 例题

1. (a) 对 n 维实内积空间 V 与 V → R 的线性映射 f，证明存在 α ∈ V 使得

∀β ∈ V, f(β) = (α, β)

(b) 对 F 上的有限维线性空间 V 与 V 上的双线性函数 ϕ，若 ϕ 退化，构造线性映射 f 使得不存在

α ∈ V 满足

∀β ∈ V, f(β) = ϕ(α, β)

(c) 对 F 上的有限维线性空间 V 与 V 上的双线性函数 ϕ，若 ϕ 非退化，是否对任何线性映射 f 都

存在 α ∈ V 使得

∀β ∈ V, f(β) = ϕ(α, β)

给出证明或反例。

2. 对 n 维实内积空间 V 中的两个向量 x, y，定义它们的距离为

d(x, y) =
√
(x− y, x− y)

对两个集合 S、T，定义它们的距离为

d(S, T ) = inf
x∈S,t∈T

d(x, y)

也即其中各一点距离的最小值。接下来的每问结果可用正交投影表示，到子空间 V0 的正交投影记为

PV0
。

(a) 设 S = {x}，T 为 V 的子空间 W，计算 d(S, T )；

(b) 设 S = x+ U，其中 U 为 V 的子空间，T 为 V 的子空间 W，计算 d(S, T )。

(c) 设 S = x+ U，其中 U 为 V 的子空间，T 为 y +W，其中 W 为 V 的子空间，计算 d(S, T )。

3. 对 n 维实内积空间 V 中的两个子空间 W1、W2，设到它们的正交投影为 P1、P2。若 λP1 + µP2 为

到子空间 W0 的正交投影，求所有可能的 λ、µ、W0。

4. 设 U、V 为 n、m 维实内积空间，A 是 U、V 之间的非零线性映射。

(a) 求定义在 α ̸= 0 上的函数

f(α) =
∥A(α)∥
∥α∥

的最大值与取到最大值的一个 α。
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(b) 证明存在向量 α ∈ U 使得

A(α) ̸= 0, A(⟨α⟩⊥) ⊂ ⟨A(α)⟩⊥

(c) 证明存在 U、V 的一组标准正交基使得 A 在这组基下的矩阵表示为(
Σ O

O O

)
, Σ = diag(σ1, . . . , σr), σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0

5. 设 A 为 n 维实内积空间 U 上的线性变换，用 A∗ 表示其伴随变换。

(a) 若 (α, β) = 0 等价于 (Aα,Aβ) = 0 对任何 α, β ∈ U 成立，证明存在正数 t 使得 A−1 = tA∗。

(b) 若 A∗ +A = O，证明 Ker A = (Im A)⊥，其逆命题是否成立？给出证明或反例。

(c) 若 A = A∗，证明 A 的不同特征子空间正交。若 A 可对角化且不同特征子空间正交，是否有
A = A∗？给出证明或反例。

26.1.2 解答

1. (a) 设 V 的一组标准正交基是 β1, . . . , βn，并取

α =
n∑

i=1

f(βi)βi

则对任何 β ∈ V，利用标准正交基的性质可知

β =
n∑

i=1

(βi, β)βi

从而利用 f 与内积的线性性有

f(β) =
n∑

i=1

(βi, β)f(βi) =

( n∑
i=1

f(βi)βi, β

)
= (α, β)

即得证。

* 事实上从上述过程中还可看出对任何 β ∈ V 均有( n∑
i=1

f(βi)βi, β

)
= (α, β)

从而考虑 β 为一组标准正交基可知 α 唯一确定。这个定理称为 Riesz 表示定理。

(b) 由 ϕ 退化，其存在非零右根 γ。将 γ 扩充为 V 的一组基 γ, γ2, . . . , γn，并用基映射定义线性映

射

f(γ) = 1, f(γ2) = · · · = f(γn) = 0

此时，由右根定义，对任何 α ∈ V 有 ϕ(α, γ) = 0，但 f(γ) = 1，等号不可能成立。

(c) 答案是肯定的，我们下面给出证明，设 dimV = n。

考虑 V 的一组基 β1, . . . , βn，由 ϕ 非退化，ϕ 在这组基下的度量矩阵 A 应可逆，设 A 各分量

为 aij。

对任何 α, β ∈ V，设

α =
n∑

i=1

λiβi, β =
n∑

j=1

µjβj
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这里所有 λi, µj ∈ F，则利用线性性与双线性性直接计算可知

f(β) =
n∑

j=1

µjf(βj)

ϕ(α, β) =
n∑

i=1

n∑
j=1

λiµjϕ(βi, βj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

λiµjaij

要想上式对任何 β 成立，也即对一切 µj 成立，对比 µj 前的系数可发现也即等价于

n∑
i=1

λiaij = f(βj), j = 1, . . . , n

将所有 λi 拼成列向量 x，所有 f(βj) 拼成列向量 y，可发现上式即方程组

ATx = y

从而由 A 可逆即存在唯一解

x = A−T y

以解出的 x 作为坐标得到的 α 即为满足要求的元素。

* 同样可发现 α 具有唯一性。

2. 用 ∥x∥ 表示 √
x, x，则 d(x, y) = ∥x− y∥。

(a) 本讲义 25.2.2 中已经证明了 x 到 W 的正交投影 PWx 满足

∀w ∈W, ∥x− PWx∥ ≤ ∥x− w∥

且 PWx ∈W，可取到，于是根据定义可知

∥x− PWx∥ = inf
w∈W

d(x,w) = d(S, T )

(b) 我们下面证明
d(S, T ) = ∥x− PU+Wx∥

根据 S、T 的定义有

d(S, T ) = inf
s∈S,w∈W

∥s− w∥ = inf
u∈U,w∈W

∥(x+ u)− w∥

分两部分说明：

• 存在 s ∈ S、t ∈ T 使得 d(s, t) = ∥x− PU+Wx∥
由于 PU+Wx ∈ U +W，设其为 u0 + w0，其中 u0 ∈ U、w0 ∈ W，即可发现取 u = −u0、
w = w0 得到 (由子空间封闭性 −u0 ∈ U)

∥(x+ u)− w∥ = ∥x− u0 − w0∥ = ∥x− PU+Wx∥

从而其确实可取到。

• 对任意 s ∈ S、t ∈ T，d(s, t) ≥ ∥x− PU+Wx∥
若 u ∈ U、w ∈W，由子空间封闭性与和空间定义可知 −u+w ∈ U +W，根据正交投影性

质有

∀y ∈ U +W, ∥x− PU+Wx∥ ≤ ∥x− y∥

取 y = −u+ w 即得

∥x− PU+Wx∥ ≤ ∥(x+ u)− w∥

这就证明了其的确最小值。
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(c) 利用定义有
d(S, T ) = inf

s∈S,t∈T
∥s− t∥ = inf

u∈U,w∈W
∥(x+ u)− (y + w)∥

利用加法结合律直接得到上式改写为

d(S, T ) = inf
u∈U,w∈W

∥(x− y + u)− w∥ = d(x− y + U,W )

从而由 (b) 得结果为 ∥x− y − PU+W (x− y)∥。

* 此题说明了正交投影在距离相关问题中的处理方式。

3. 我们先证明引理：n 维实内积空间中的线性变换 A 是正交投影当且仅当 A2 = A = A∗。

* 此结论非常建议掌握证明。

证明：

– 左推右
若 A 是正交投影，则由投影映射性质可知 A2 = A，只需证明 A∗ = A。
在本讲义 25.2.2 中已经证明了 (Ax, y) = (x,Ay) 对任何 x, y ∈ V 成立，而根据定义伴随映

射是满足 (Ax, y) = (x,A∗y) 恒成立的唯一线性映射，由唯一性得结论。

– 右推左
若 A2 = A，由本讲义 20.2.2 的证明可知 A 为直和分解 V = Im A⊕Ker A 时到 Im A 的
投影。为了证明其为正交投影，只需再证明 Ker A = (Im A)⊥。

首先，对任何 x ∈ Ker A、y ∈ Im A，设 y = Az，由 A∗ = A 可知

(x, y) = (x,Az) = (A∗x, z) = (Ax, z) = (0, z) = 0

从而由定义 Ker A ⊂ (Im A)⊥。由于 (Im A)⊥ 与 Ker A均为 Im A的补空间，其维数相等，
从而根据包含关系即得 Ker A = (Im A)⊥，得证。

由此，由于 P ∗
1 = P1、P

∗
2 = P2，利用伴随的线性性可知

(λP1 + µP2)
∗ = λP ∗

1 + µP ∗
2 = λP1 + µP2

从而其为正交投影当且仅当其幂等，即

(λP1 + µP2)
2 = λP1 + µP2

展开并利用 P 2
1 = P1、P

2
2 = P2 整理得到 (右侧代表零映射)

(λ2 − λ)P1 + (µ2 − µ)P2 + λµ(P1P2 + P2P1) = O

我们记左侧的映射为 Aλ,µ。先讨论一些平凡情况，可直接通过上式代入特殊值验证：

情况 1: W1 =W2 = {0}

此时 P1、P2 为零映射，无论如何取 λ、µ 均为到 {0} 的正交投影，即零映射。

情况 2: 若 W1 = {0}、W2 ̸= {0}

此时 P1 为零映射，λ 可任取，µ 只能为 0 或 1，µ 取为 0 代表到 {0} 的正交投影，µ 取为 1 代
表到 W2 的正交投影。

情况 3: W2 = {0}、W1 ̸= {0}

此时 P2 为零映射，µ 可任取，λ 只能为 0 或 1，λ 取为 0 代表到 {0} 的正交投影，λ 取为 1 代
表到 W1 的正交投影。
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情况 4: W1、W2 均不为零空间、µ 或 λ 有 0
当 µ = 0 时 λ 只能取为 0 或 1，当 λ = 0 时 µ 只能取为 0 或 1，对应正交投影到的子空间与前
两种情况相同。

我们下面假设 W1、W2 均不为零空间，并考虑 λ、µ 均非 0 的解。仍然先说明引理，Aλ,µ 为零映射

当且仅当 Aλ,µ(W1) = {0}、Aλ,µ(W2) = {0}。

证明：

左推右由零映射定义可证，只需证明右推左。

根据本讲义 24.1.2 的证明，(W1 +W2)
⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 ，对任何 x ∈ (W1 +W2)

⊥，由 x ∈ W⊥
1

利用正交投影定义可知 P1x = 0，同理 P2x = 0，于是根据 Aλ,µx 的每一项都进行了投影 P1 或

P2 可知 Aλ,µx = 0，从而

A((W1 +W2)
⊥) = {0}

若 Aλ,µ(W1) = {0}、Aλ,µ(W2) = {0}，利用线性性可验证

Aλ,µ(W1 +W2 + (W1 +W2)
⊥) = {0}+ {0}+ {0} = {0}

而利用正交补是补空间，左侧即 Aλ,µ(V )，从而得证 Aλ,µ 为零映射。

由此，我们将问题化为了 x ∈W1 与 x ∈W2 的情况。可以发现，当 x ∈W1 时，利用正交投影定义

P1x = x，从而整理得原式即化为

∀x ∈W1, (λ2 − λ)x+ (µ2 − µ+ λµ)P2x+ λµP1P2x = 0

同理得 x ∈W2 时可化为

∀x ∈W2, (λ2 − λ+ λµ)P1x+ (µ2 − µ)x+ λµP2P1x = 0

以上两式即与 λP1 + µP2 是正交投影等价。

我们先解决一个特殊情况，即 W1 ∩W2 ̸= {0} 时。此时，取 x ∈W1 ∩W2，应有 P1x = P2x = x，从

而可发现

(λ2 − λ+ µ2 − µ+ 2λµ)x = 0

由于 x 非零，可知前面系数必然为 0，将其因式分解为 (λ + µ − 1)(λ + µ) 即得到 λ + µ = 1 或

µ = −λ。

情况 5: W1 ∩W2 ̸= {0} 且 λ+ µ = 1

此时代入 µ = 1− λ，两式可化为

∀x ∈W1, (λ2 − λ)x+ (λ− λ2)P1P2x = 0

∀x ∈W2, (λ2 − λ)x+ (λ− λ2)P2P1x = 0

由于已经假设了 λ、µ 均非零，即得

∀x ∈W1, x = P1P2x

∀x ∈W2, x = P2P1x

先考虑第一式，利用正交投影的性质可知 ∥x∥ ≥ ∥P2x∥ ≥ ∥P1P2x∥，且等号成立当且仅当 x ∈W2、

P1x ∈ W1，由此可直接得到 W1 ⊂ W2，而第二式可以得出 W2 ⊂ W1，从而此时存在非平凡解

当且仅当 W1 = W2。这时可直接验证任何满足 λ + µ = 1 的 λ、µ 都对应到 W1 (或 W2) 的正
交投影。
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情况 6: W1 ∩W2 ̸= {0} 且 µ = −λ
此时代入得两式可化为

∀x ∈W1, (λ2 − λ)x+ λP2x− λ2P1P2x = 0

∀x ∈W2, −λP1x+ (λ2 + λ)x− λ2P2P1x = 0

由 λ ̸= 0 进一步消去并整理可得 (I 表示恒等映射)

∀x ∈W1, (λ− 1)x = (λP1 − I)(P2x)

∀x ∈W2, (λ+ 1)x = (I + λP2)(P1x)

由于 λ ̸= 0，讨论其大于或小于 0 即可。若 λ > 0，根据第二式有

(λ+ 1)∥x∥ = ∥(I + λP2)(P1x)∥

但由范数三角不等式可知

∥(I + λP2)(P1x)∥ ≤ ∥P1x∥+ λ∥P2P1x∥

进一步由正交投影性质 (类似情况 5 中的讨论)

∥P1x∥+ λ∥P2P1x∥ ≤ ∥x∥+ λ∥x∥ = (1 + λ)∥x∥

由上式对任意 x ∈ W2 取等即得必然有 P1x = x 对任何 x ∈ W2 成立，从而 W2 ⊂ W1，此时代

入可发现第二式恒成立，第一式由于 P1P2x = P2x 成为

∀x ∈W1, (λ− 1)x = (λ− 1)P2x

由此可得 λ = 1 或 W2 =W1，W2 =W1 时任何 µ = −λ 都对应到 {0} 的正交投影，W2 ̸=W1、

λ = 1、µ = −1 时对应到 W2 在 W1 中正交补的正交投影。

* 即 W0 满足 W0 ⊕W2 =W1 且 W0 与 W2 正交。

若 λ = −1，同理讨论，最终此情况综合为：

– W1 =W2，此时任何满足 λ = −µ 的 λ、µ 都对应到 {0} 的正交投影；
– W2 ⊂W1 且不相等，此时必然 λ = 1、µ = −1，对应到 W2 在 W1 中正交补的正交投影；

– W1 ⊂W2 且不相等，此时必然 λ = −1、µ = 1，对应到 W1 在 W2 中正交补的正交投影。

最后，我们来研究 W1 ∩ W2 = {0} 的情况。此时若 x ∈ W1，由正交投影性质可知 P2x ∈ W2、

P1P2x ∈W1，根据

∀x ∈W1, (λ2 − λ)x+ (µ2 − µ+ λµ)P2x+ λµP1P2x = 0

利用交为 0 即得
∀x ∈W1, (µ2 − µ+ λµ)P2x = 0

∀x ∈W1, (λ2 − λ)x+ λµP1P2x = 0

由 λ、µ 非零进一步化简为

∀x ∈W1, (λ+ µ− 1)P2x = 0

∀x ∈W1, (λ− 1)x+ µP1P2x = 0

同理

∀x ∈W2, (λ+ µ− 1)P1x = 0

∀x ∈W2, (µ− 1)x+ λP2P1x = 0

至此，须讨论 λ+ µ 是否为 1。
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情况 7: W1 ∩W2 = {0} 且 λ+ µ = 1

此时代入 µ = 1− λ，条件即

∀x ∈W1, µ(x− P1P2x) = 0

∀x ∈W2, λ(x− P2P1x) = 0

由 λ、µ 均不为 0，上式化为
∀x ∈W1, x− P1P2x = 0

∀x ∈W2, x− P2P1x = 0

与情况 5 相同，此两式成立当且仅当 W1 =W2，但又由交为 0 知只能全为零空间，为之前讨论
过的平凡情况。

情况 8: W1 ∩W2 = {0} 且 λ+ µ ̸= 1

此时可得到

∀x ∈W1, P2x = 0

∀x ∈W2, P1x = 0

这两个式子利用正交投影定义即得 W1 ⊂W⊥
2 、W2 ⊂W⊥

1 ，这说明两子空间相互垂直，即

∀x ∈W1, y ∈W2, (x, y) = 0

而将其代入另外两个条件可得

∀x ∈W1, (λ− 1)x = 0

∀x ∈W2, (µ− 1)x = 0

由于已经假设两者均不为零空间，只能 λ = µ = 1，此时可直接验证对应到 W1 +W2 的正交投

影。

综合情况 1 到情况 8 即给出了这个问题的完整解答。由此可见，W0 除了 {0}、W1、W2 这三种平凡

情况外，只可能是 W1 +W2 (此时 λ = µ = 1) 或 W1 对 W2 的正交补 (此时 λ = −1、µ = 1) 或 W2

对 W1 的正交补 (此时 λ = 1、µ = −1)。

* 教材中的例题包含 λ = µ = 1 与 λ = 1、µ = −1 的特例。

4. (a) 设 U 的一组标准正交基是 S，V 的一组标准正交基是 T，α 在 S 下的坐标为 x，A 在基 S、T

下的矩阵表示为 A，则根据标准正交基的性质 (本讲义 25.2.2) 与矩阵表示的定义可知

f(α) =

√
(Ax)T (Ax)

xTx
=

√
xTATAx

xTx

由上学期知识 ATA 是半正定对称阵，从而根据上学期知识存在正交阵 P 使得 ATA = P TDP，

P 为正交阵，D 为对角元非负的对角阵。记 y = Px，并设 D 的对角元为 d1, . . . , dn，由正交阵

性质可知 xTx = xTP TPx = yT y，从而直接计算可知 (根据乘可逆阵与坐标映射的同构性可知
α ̸= 0 时分母非零)

f(α) =

√
yTDy

yT y
=

√∑n
i=1 diy

2
i∑n

i=1 y
2
i

由于乘可逆阵为同构，坐标映射为同构，α 由 y 唯一确定，只需找到 y 使得右侧最大即可。不

妨设 d1 是 D 最大的对角元，分母可直接放大为

n∑
i=1

diy
2
i ≤

n∑
i=1

d1y
2
i = d1

n∑
i=1

y2i
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由此可知 f(α) ≤
√
d1。另一方面，当 y = e1 时，等号成立，从而这就对应了最大值与取到最大

值的 α。

* 由于 D 的对角元是 ATA 的特征值，
√
d1 是其最大特征值的平方根，即 f(α) 最大值是 ATA

最大特征值的平方根。直接验证可发现 x 取为 ATA 最大特征值对应的特征向量。

* 此结论事实上是上学期的 Rayleigh 商结论，可见本讲义 11.3.1。

(b) 我们说明 (a) 中的 α 即符合要求。

首先，利用定义可发现对任何 α ̸= 0 有 f(α) ≥ 0，且等号成立当且仅当 A(α) = 0，于是由 A
不为零映射可知 f(α) 最大值大于 0，也即此时 A(α) ̸= 0。

为证明第二个式子，由子空间封闭性可知 β ∈ ⟨α⟩⊥ 当且仅当 (α, β) = 0、Aβ ∈ ⟨Aα⟩⊥ 当且仅
当 (Aα,Aβ) = 0，从而利用正交补定义只需证对任何满足 (α, β) = 0 的 β 有 (Aα,Aβ) = 0。

若存在 β 使得 (α, β) = 0 且 (Aα,Aβ) ̸= 0，对 λ ∈ R，利用线性性展开计算并代入 (α, β) = 0

可知

f2(α+ λβ) =
∥Aα+ λAβ∥2

∥α+ λβ∥2
=

∥Aα∥2 + 2λ(Aα,Aβ) + λ2∥Aβ∥2

∥α∥2 + λ2∥β∥2

从而直接计算可知

f2(α+ λβ)− f2(α) = λ
2(Aα,Aβ)∥α∥2 + λ(∥Aβ∥2∥α∥2 − ∥β∥2∥Aα∥2)

(∥α2∥+ λ2∥β2∥)∥α∥2

由于 (Aα,Aβ) ̸= 0，只要 |λ| 充分小即可使分母与 (Aα,Aβ) 同号，再取 λ 与 (Aα,Aβ) 同号即
得

f2(α+ λβ)− f2(α) > 0

由 f 非负性可知 f(α+ λβ) > f(α)，与最大值矛盾，从而得证。

(c) 对 U 的维数进行归纳。当 dimU = 1 时，取 U 的一组标准正交基 {α}，由 A 不是零映射可知
A(α) ̸= 0，由此可将

γ1 =
Aα

∥Aα∥
扩充为 V 的标准正交基 γ1, . . . , γm，直接由定义可知 A 在 {α} 与 γ1, . . . , γm 下的矩阵表示为

(∥Aα∥, 0, . . . , 0)T

符合要求的形式。

若 dimU = n− 1 时结论成立，考虑 dimU = n 时。由于 A 非零，可按照 (b) 取出符合要求的
α。记

u =
α

∥α∥
, v =

Aα
∥Aα∥

, U1 = ⟨u⟩ , V1 = ⟨v⟩ , U2 = U⊥
1 , V2 = V ⊥

1

由定义可知 A(U1) = V1，根据 (b) 中证明有 A(U2) ⊂ A(V2)。由于 U1、U2 互补，V1、V2 互补，

根据本讲义 20.2.1 可知 A 的矩阵表示可由 A|U1→V1
与 A|U2→V2

的矩阵表示作为分块对角阵拼

成。

由于 dimU2 = n− 1，且根据 Aα ̸= 0 知 dimV2 = n− dimV1 = n− 1，存在 U2 的一组标准正

交基 u2, . . . , un 与 V2 的一组标准正交基 v2, . . . , vm 使得 A|U2→V2
在这组基下的矩阵表示为 O

(对应零映射情况) 或(
Σ2 O

O O

)
, Σ2 = diag(σ2, . . . , σr), σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0

利用正交补的性质直接验证可知 u, u2, . . . , un 为 U 的标准正交基，v, v2, . . . , vm 为 V 的标准正

交基，又由于

A(u) =
1

∥α∥
Aα =

∥Aα∥
∥α∥

v = f(α)v
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即得 A|U1→V1
的矩阵表示为 f(α)，从而根据本讲义 20.2.1，A 在上述标准正交基下的矩阵表示

为 (第一种情况对应 A|U2→V2
为零映射，未写出元素为 0)(

f(α)

O

)
或 (

Σ O

O O

)
, Σ = diag(f(α), σ2, . . . , σr), σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0

第一种情况已经符合要求，对第二种情况，我们只需再证明 f(α) ≥ σ2。

直接利用矩阵表示定义可发现 σ2 满足

A(u2) = σ2v2

从而 ∥A(u2)∥ = σ2∥v2∥，再根据 u2、v2 为标准正交基一部分，模长均为 1，即可知

σ2 =
∥Au2∥
∥v2∥

=
∥Au2∥
∥u2∥

= f(u2)

由此利用 α 满足 f(α) 最大即得 f(α) ≥ f(u2) = σ2，得证。

* 这就是奇异值分解的空间版本证明，注意 (b) 中构造 λ 的步骤本质上在利用极限技巧，这是在有

距离的线性空间中可以进行的操作。

5. (a) * 注意此题过程与本讲义 24.3.3 第一个证明的类似之处，在期末复习题中我们将看到更本质的
推广。

首先，由条件代入 β = α可知 (α, α)非零时 (Aα,Aα)非零，从而利用内积正定性 Ker A = {0}，
又由其为有限维线性空间上的线性变换可知其为同构，逆的确存在。

为证明 A−1 = tA∗，只需证明对任何 x ∈ V 有

A−1x = tA∗x

而这又等价于对任何 y ∈ V 有 (取 y = A−1x− tA∗x 即可从下式成立由正定性得到上式成立)

(A−1x, y) = t(A∗x, y)

由 A 为同构，记 z 为 A−1x，其可取遍 V。由此再利用伴随映射的定义，我们最终需要证明存

在 t > 0 使得对任何 z, y ∈ V 有

(z, y) = t(Az,Ay)

证明：

任取非零的 x0 ∈ V，由 A 为同构 Ax0 ̸= 0，从而可记

t =
(x0, x0)

(Ax0,Ax0)

由正定性其大于 0。
我们先证明对任何 z ∈ V 有 (z, x0) = t(Az,Ax0)。记 λ = (z,x0)

(x0,x0)
，则直接计算可知

(z − λx0, x0) = (z, x0)− λ(x0, x0) = 0

由此根据条件有 (A(z − λx0),Ax0) = 0，由线性性展开可知

(Az,Ax0) = λ(Ax0,Ax0) =
(z, x0)(Ax0,Ax0)

(x0, x0)
=

1

t
(z, x0)

从而得证。再利用对称性，对任何 z ∈ V 也有 (x0, z) = t(Ax0,Az)。
下面对任何 y、z 证明 (y, z) = t(Ay,Az)。我们需要分类讨论：
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– 若 (y, x0) ̸= 0，记 λ = (y,z)
(y,x0)

，直接计算可知

(y, z − λx0) = (y, z)− λ(y, x0) = 0

由此根据条件有 (Ay,A(z − λx0)) = 0，由线性性展开可知

(Ay,Az) = λ(Ay,Ax0) =
(y, z)

(
Ay,Ax0)(y, x0) =

1

t
(y, z)

最后一个等号是利用之前已证，从而结论成立。

– 若 (x0, z) ̸= 0，与上同理记 λ = (y,z)
(x0,z)

并考虑 (y − λx0, z) 可得结论。

– 若 (y, x0) = (x0, z) = 0，对任何 λ, µ ∈ R 由条件展开有

(y − λx0, z − µx0) = (y, z) + λµ(x0, x0)

由此，取 λ = −1、µ = (y,z)
(x0,x0)

即可使上式为 0，此时有

(Ay − λAx0,Az − µAx0) = 0

利用条件可知 (Ay,Ax0) = (Ax0,Az) = 0，从而上式展开得

(Ay,Az) + λµ(Ax0,Ax0) = 0

代入即最终得到

(Ay,Az) = (y, z)(Ax0,Ax0)
(x0, x0)

=
1

t
(y, z)

综合三种情况得证。

(b) 对任何 x ∈ Ker A、y ∈ Im A，设 y = Az，由伴随映射定义可知

(x, y) = (x,Az) = (A∗x, z) = −(Ax, z) = 0

从而 Ker A ⊂ (Im A)⊥。另一方面，根据第一同构定理可知 dimKer A+ dim Im A = n，由正

交补性质可知 dim(Im A)⊥ + dim Im A = n，于是 Ker A 与 (Im A)⊥ 维数相等，可得只能相

等。

其逆命题不成立，考虑 A 为恒等变换 I 即可，此时由定义 A∗ = I，Ker A = {0}，Im A = V，

符合要求。

(c) 设 x 是 A 的特征值 λ 的特征向量，y 是 A 的特征值 µ 的特征向量，利用双线性性与伴随变换

定义 ((Ax, y) = (x,A∗y) = (x,Ay)) 有

(λ− µ)(x, y) = (λx, y)− (x, µy) = (Ax, y)− (x,Ay) = (x,Ay)− (x,Ay) = 0

若 λ ̸= µ 即得 (x, y) = 0，从而得证。

反之，若 A 可对角化且不同特征子空间正交，的确能推出 A = A∗。

设 A 的不同特征子空间为 V1, . . . , Vr，设各自的维数为 n1, . . . , nr。由于它们相互正交，设 V1

的一组标准正交基为 v1, . . . , vn1
、V2 的一组标准正交基为 vn1+1, . . . , vn1+n2

，直到 Vn 的一组标

准正交基为 vn1+···+nr−1+1, . . . , vn。我们先证明 v1, . . . , vn 是 V 的一组标准正交基。

* 由此可见相互正交能推出各自的 (标准) 正交基拼成直和的 (标准) 正交基，这是关于正交基
的重要结论。

证明：
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由于 A 可对角化，其不同特征子空间直和为全空间，从而各自的一组基可以拼成全空间一
组基，也即 v1, . . . , vn 是 V 的一组基。

另一方面，由于每个都是单位向量，规范性满足。对任何不同的 i、j，若 vi 与 vj 在同一个 Vk

中，利用标准正交基定义可知 (vi, vj) = 0，否则利用特征子空间两两正交性可知 (vi, vj) = 0。

综合以上得这是一组标准正交基。

由于 v1, . . . , vn 都是 A 的特征向量，利用矩阵表示定义可知 A 在这组标准正交基下的矩阵表示
为对角阵，而实对角阵是实对称阵，利用 A = A∗ 当且仅当其在某组标准正交基下的矩阵表示

对称可知成立。

§26.2 酉空间

26.2.1 复内积

半线性性与共轭转置

复内积定义

标准正交基构造

酉方阵基本性质

标准正交基过渡矩阵为酉方阵

正交补、正交投影

26.2.2 内积下的线性映射

等距映射对应标准正交基下矩阵表示的列向量标准正交

一般线性映射-奇异值分解

26.2.3 内积下的线性变换

可酉相似对角化当且仅当为正规变换

二十七 张量代数

本章中，我们将按照如下的顺序介绍有限维线性空间相关的张量基本知识：首先，我们类比双线性函

数定义一般的多重线性函数，并从单线性函数 (对偶空间) 出发构造多重线性函数的一组基，以此定义单
线性函数的张量积，即对偶空间张量积。接下来，我们将保持两组基的张量积得到张量积空间一组基的思

路，定义一般有限维线性空间的张量积。为了能够利用 “同构标准形” 进行研究，我们给出向量空间的张
量积的两种具体表示方式。最后，我们可以在线性空间张量积的基础上定义线性映射的张量积，并对应在

向量空间版本得到矩阵张量积及其性质，在线性空间版本得到其矩阵表示。

§27.1 多重线性函数

27.1.1 对偶空间

在本讲义 24.1.1 中，我们提到，类似双线性函数，我们可以定义任意重线性函数，而本节，我们将解
决一个看起来平凡的情况，即单线性函数，或线性函数。

对于 K 上的线性空间 V，V 上的线性函数即为 V 到 K 的线性映射，我们称所有线性函数构成的线
性空间 Hom(V,K) (此处 Hom 即是前半学期定义的所有线性映射构成的线性空间) 为 V 的对偶空间，记

作 V ∗。

我们将本讲义 19 章得到的结论直接应用到 V ∗ 上，并给出一些推广：
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1. V ∗ 是一个线性空间，且 dimV = n 时 dimV ∗ = n。

证明：

线性空间验证见本讲义 19.3.3，在 dimV = n 时，由于 dimK = 1，在本讲义 19.3.3 中我们证
明了 Hom(V,K) 与 Kn×1 同构，于是其维数为 n。

* 当 V 维数无限时，V ∗ 可能与 V 不同构，如 V 为所有实系数多项式构成的线性空间时，V ∗ 同构

于所有实数列构成的线性空间，前者维数可数后者维数不可数。

2. 给定 V 的一组基 S = (α1, . . . , αn)，通过基映射确定线性映射

fi(αj) =

1 j = i

0 j ̸= i

则 f1, . . . , fn 构成 V ∗ 的一组基，称为 S 的对偶基。

证明：

在本讲义 19.3.3 中，我们已经给出了一般的 Hom(U, V ) 的一组基的构造方式。此处，由于考虑

的是 Hom(V,K)，我们直接取 K 的基为 {1}，对比可以发现按本讲义 19.3.3 的构造所构造出的
就是上述 f1, . . . , fn，从而它们构成一组基。

3. 若 dimV = n，对 V ∗ 的任何一组基 f1, . . . , fn，存在 V 的唯一一组基 α1, . . . , αn 使得 f1, . . . , fn 是

α1, . . . , αn 的对偶基。

证明：

任取 V 的一组基 S，并取 K 的基为 T = {1}。在这两组基下，设 f1, . . . , fn 的矩阵表示为

β1, . . . , βn。

利用矩阵表示的性质，所有 βi 均为 1 × n 行向量，且根据矩阵表示为同构，β1, . . . , βn 线性无

关。

对任何 v ∈ V，设其在基 S 下坐标为 vS，应有

(fi(v))T = βivS

由于 T 下任何数的坐标为自身，上式可以进一步化简为

fi(v) = βivS

f1, . . . , fn 是 α1, . . . , αn 的对偶基意味着

fi(αj) =

1 j = i

0 j ̸= i

从而有

βi(αj)S =

1 j = i

0 j ̸= i

我们将所有 βi 作为行拼成矩阵 B，所有 (αj)S 作为列拼成矩阵 A，计算可发现上式等价于

BA = In

由于已知 β1, . . . , βn 线性无关，B 可逆，即得存在唯一解 A = B−1，从而 (α1)S , . . . , (αn)S 存

在唯一。又由于每个坐标对应唯一的向量，α1, . . . , αn 存在唯一，得证。
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* 上述过程也给出了给出 f1, . . . , fn 求 α1, . . . , αn 使得 f1, . . . , fn 为其对偶基的算法：从任何一组基

给出矩阵表示并拼接，求逆后还原出 α1, . . . , αn。

* 由此，V 的一组基与 V ∗ 的一组基一一对应。

4. 若 α1, . . . , αn 是 V 的一组基，f1, . . . , fn 它们的对偶基，则任何映射 f ∈ V ∗ 有

f =
n∑

i=1

f(αi)fi

对任何向量 α ∈ V 有

α =
n∑

i=1

fi(α)αi

证明：

– 第一式
由于 f1, . . . , fn 构成 V ∗ 一组基，可设

f =
n∑

i=1

λifi

由于坐标的唯一性，只需证明 λi = f(αi) 即可。对任何 k = 1, . . . , n，两侧同时代入 αk，利

用映射加法、数乘定义得到

f(αk) =
n∑

i=1

λifi(αk)

再利用对偶基的定义，右侧只有 i = k 时为 λi，否则为 0，因此右侧即为 λk，这就得到了

∀k = 1, . . . , n, λk = f(αk)

从而得证。

– 第二式
由于 α1, . . . , αn 构成 V ∗ 一组基，可设

α =
n∑

i=1

λiαi

由于坐标的唯一性，只需证明 λi = fi(α) 即可。对任何 k = 1, . . . , n 两侧同时代入 fk，利

用线性性得到

fk(α) =
n∑

i=1

λifk(αi)

再利用对偶基的定义，右侧只有 i = k 时为 λi，否则为 0，因此右侧即为 λk，这就得到了

∀k = 1, . . . , n, λk = fk(α)

从而得证。

* 此定理两式的相似形式与相似证明中可以看出对偶基的对偶体现在何处。此外，可以发现此定理的
形式与之前内积空间时 x =

∑n
i=1(αi, x)αi 存在相似，事实上二者的确相同，对应内积空间的对偶，

不过这不在课程范围内。

5. 若 V 的基 α1, . . . , αn 到基 β1, . . . , βn 的过渡矩阵为 P，α1, . . . , αn 的对偶基到 β1, . . . , βn 的对偶基

的过渡矩阵为 P−T。

证明：
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设 α1, . . . , αn 的对偶基为 f1, . . . , fn，β1, . . . , βn 的对偶基为 g1, . . . , gn，由上个性质有

∀j = 1, . . . , n, gj =
n∑

i=1

gj(αi)fi

由此，设 f1, . . . , fn 到 g1, . . . , gn 的过渡矩阵为 Q，利用过渡矩阵定义可发现 Q 第 i 行第 j 列

的元素 qij 满足

qij = gj(αi)

为证明 Q = P−T，两侧同取转置并右乘 P 可得只需证明 QTP = I。而 QT 第 i 行第 j 列即为

gi(αj)，从而可整体写成

QT =


g1(S)

g2(S)
...

gn(S)


这里 gi(S) 表示将 S 看作形式行向量，再将 g 作用在其每个分量上得到新的行向量，定义与矩

阵表示时一致。利用分块矩阵性质可得 (Q 分块为 n× 1，P 看作整体 1× 1，可乘)

QTP =


g1(S)P

g2(S)P
...

gn(S)P


由 gi 的线性性，gi(S)P = gi(SP )，再根据过渡矩阵的定义 SP = T，从而得到

QTP =


g1(T )

g2(T )
...

gn(T )


考虑其每个分量可发现 QTP 的第 i 行第 j 列为 gi(βj)，由对偶基定义即得 i = j 时为 1，否则
为 0，从而 QTP = I，得证。

于是，V ∗ 比起一般的 Hom(U, V ) 的特殊性在于对偶基的构造，且其任何一组基都可看作 V 某组基

的对偶基，以此容易计算 f 在给定基下的坐标。我们之后将见到，这样的性质将为构造多重线性函数的基

提供便利，这就是为什么对偶空间值得单独引入。

* 另一个较特殊的性质是 V ∗ 中的函数依靠 Ker 就几乎可以确定，见期末复习题第 3 题。

27.1.2 多重线性性

我们首先仿照双线性函数的情况，定义 K 上线性空间 V1, V2, . . . , Vm 上的一个多重线性函数为 V1 ×
V2 × · · · × Vm 到 K 的映射，且对每个分量都是线性的。也即，φ 对 1 到 m 中的任何一个 j 满足

φ(v1, . . . , λvj1 + µvj2, . . . , vm) = λφ(v1, . . . , vj1, . . . , vm) + µφ(v1, . . . , vj2, . . . , vm)

这里 vi ∈ Vi 对 i ̸= j 成立，vj1, vj2 ∈ Vj，λ, µ ∈ K。
* 多重线性会自然与高次函数相关，这是由于 φ(λv1, . . . , λvm) = λmφ(v1, . . . , vm)，因此 m 重线性中可以

构造出 m 次函数。在之前，我们已经定义出了二重线性与二次型的关系。

* 多重线性函数可以与双线性函数类似定义非退化性：它对第 k 个分量非退化是指不存在非零的 zk ∈ Vk

使得

∀v1 ∈ V1, . . . vk−1 ∈ Vk−1, vk+1 ∈ Vk+1, . . . , vm ∈ Vm, φ(v1, . . . , vk−1, zk, vk+1 . . . , vm) = 0
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这个定义也可以用之前的 “可区分性” 进行表示，证明过程完全类似。

与双线性函数类似 (见本讲义 24.1.4)，我们可以直接验证 V1, . . . , Vm 上的多重线性函数构成线性空

间，记作 T (V1, . . . , Vm)。由此，假设每个 Vi 都是有限维的，设其维数 ni，一组基为 Si，我们本部分的目

标是确定其维数与一组基。不过，双线性函数时我们尚能用矩阵给出对应关系，面对多重线性函数，我们

就不得不采用其他策略了。

首先，我们还是需要回到 K 上线性空间 V,W 上的双线性函数，构造其一组基。假设 dimV = m、

dimW = n，这次，我们将采用对偶空间的策略进行构造：设 f1, . . . , fm 是 V ∗ 的一组基，g1, . . . , gn 是

W ∗ 的一组基，设 (这里 fi(v)gj(w) 即为 fi(v) 乘 gj(w))

φij(v, w) = fi(v)gj(w), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

则所有 φij 构成 T (V,W ) 的一组基。

证明：
首先需要证明 φij 的确是 V,W 上的双线性函数。对 v1, v2 ∈ V、w ∈W，λ, µ ∈ K，有

φij(λv1 + µv2, w) = fi(λv1 + µv2)gj(w) = λfi(v1)gj(w) + µfi(v2)gj(w) = λφij(v1, w) + µφij(v2, w)

对第二个分量可同理验证线性性。

由于所有 φij 共有 mn 个，只需证明它们的线性无关性，即得到它们构成 T (V,W ) 一组基。

对一组 λij ∈ K，若
∑m

i=1

∑n
j=1 λijφij = 0，由零映射定义可知

∀v ∈ V,w ∈W,
m∑
i=1

n∑
j=1

λijφij(v, w) = 0

即

∀v ∈ V,w ∈W,
m∑
i=1

n∑
j=1

λijfi(v)gj(w) = 0

我们先固定 v 整理求和，这意味着 (注意由于加法的交换、结合，求和符号可交换顺序，由于分配律
可任意加括号)

∀v ∈ V,w ∈W,
n∑

j=1

( m∑
i=1

λijfi(v)

)
gj(w) = 0

当 v 固定时，上式右侧括号中的项可看作固定的系数，从而将其看作映射 gj 的线性组合可得

∀v ∈ V,
n∑

j=1

( m∑
i=1

λijfi(v)

)
gj = 0

由于 g1, . . . , gn 的线性无关性，这即能得到

∀v ∈ V, ∀j = 1, . . . , n,
m∑
i=1

λijfi(v) = 0

接下来，将其看作映射 fi 的线性组合，可得

∀j = 1, . . . , n,

m∑
i=1

λijfi = 0

由于 f1, . . . , fn 的线性无关性，对每个 j 考虑即可进一步得到

∀j = 1, . . . , n, ∀i = 1, . . . ,m, λij = 0

从而得证。

* 注意证明的思路中，我们在不断进行映射为 0 与映射在每点处都为 0 两个等价概念的转化，这是
由于 g1, . . . , gm 或 f1, . . . , fn 作为基的性质是定义在映射上的，而我们真正能处理的部分是考虑映射

在每个点处的情况。
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仿照此过程，我们也可以给出多重线性函数的一组基。对 T (V1, . . . , Vm)，假设 dimVi = ni，V
∗
i 的一

组基为 f
(1)
i , . . . , f

(ni)
i ，定义

φj1j2...jm(v1, . . . , vm) = f
(j1)
1 (v1)f

(j2)
2 (v2) . . . f

(jm)
m (vm)

这里每个 ji 分别取遍 1 到 ni，则得到的所有 φ 构成 T (V1, . . . , Vm) 的一组基，从而其维数为 n1n2 . . . nm。

证明：
* 这个证明更严谨的写法是利用归纳，为了展示更真实的化简过程，此处用自顶向下递推的方式书写
证明。

首先，与双线性函数时完全类似可验证这样定义的 φj1j2...jm 的确是多重线性函数。我们接下来说明

它构成一组基。

– 线性无关性
设 λj1j2...jm ∈ R 满足 (这里求和表示对 j1 从 1 到 n1、j2 从 1 到 n2，直到 jm 从 1 到 nm)∑

j1,j2,...,jm

λj1j2...jmφj1j2...jm = 0

则有

∀v1 ∈ V1, . . . , vm ∈ Vm,
∑

j1,j2,...,jm

λj1j2...jmφj1j2...jm(v1, . . . , vm) = 0

用定义展开 φj1j2...jm(v1, . . . , vm)，我们先提取出 jm 来，将其写成 (与之前类似，求和符号可交
换，且由分配律可任意加括号)

∀v1 ∈ V1, . . . , vm ∈ Vm,

nm∑
jm=1

( ∑
j1,j2,...,jm−1

λj1j2...jmf
(j1)
1 (v1) . . . f

(jm−1)
m−1 (vm−1)

)
f (jm)
m (vm) = 0

固定 v1, . . . , vm−1，将其看成所有 f
(jm)
m 进行线性组合的结果，可发现

∀v1 ∈ V1, . . . , vm−1 ∈ Vm−1,

nm∑
jm=1

( ∑
j1,j2,...,jm−1

λj1j2...jmf
(j1)
1 (v1) . . . f

(jm−1)
m−1 (vm−1)

)
f (jm)
m = 0

由于所有 f
(jm)
m 构成 V ∗

m 的一组基，它们线性无关，因此所有系数应全为 0 才能保证映射为 0，
也即 (这里 jm 取值为 1 到 nm)

∀v1 ∈ V1, . . . , vm−1 ∈ Vm−1, ∀jm,
∑

j1,j2,...,jm−1

λj1j2...jmf
(j1)
1 (v1) . . . f

(jm−1)
m−1 (vm−1) = 0

可以发现，固定每个 jm，上式的结构与开始的式子完全一致，只是从 m 个变量变为了 m − 1

个变量。由此，不断重复此过程，类似双线性函数时，最终可以得到

∀j1, . . . , jm, λj1...jm = 0

这就是要证的线性无关性结论。

– 生成全空间
也即要证明，对任何 φ ∈ T (V1, . . . , Vm)，存在系数 µj1j2...jm 使得

φ =
∑

j1,j2,...,jm

µj1j2...jmφj1j2...jm

此系数的构造依赖之前证明的重要定理：V ∗
i 的任何一组基一定可以看成 Vi 某组基的对偶基。

由此，我们假设 f
(1)
i , . . . , f

(ni)
i 是 α

(1)
i , . . . , α

(ni)
i 的对偶基。
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我们下面证明

µj1j2...jm = φ(α
(j1)
1 , α

(j2)
2 , . . . , α(jm)

m )

由于 φ 是多重线性的，对任何 v1, . . . , vm，假设每个 vi 在基 α
(1)
i , . . . , α

(ni)
i 下的表示为

vi =

ni∑
ki=1

ξ
(ki)
i α

(ki)
i

可以将 φ(v1, v2, . . . , vm) 展开为 (这里求和表示对 k1 从 1 到 n1、k2 从 1 到 n2，直到 km 从 1
到 nm)

φ(v1, . . . , vm) = φ

( n1∑
k1=1

ξ
(k1)
1 α

(k1)
1 , . . . ,

nm∑
km=1

ξ(km)
m α(km)

m

)
=

∑
k1,...,km

ξ
(k1)
1 . . . ξ(km)

m φ(α
(k1)
1 , . . . , α(km)

m )

另一方面，利用已经证明的对偶基性质有

vi =

ni∑
ki=1

f
(ki)
i (vi)α

(ki)
i

由此对比系数可知

ξ
(ki)
i = f

(ki)
i (vi)

从而最终改写为

φ(v1, . . . , vm) =
∑

k1,...,km

f
(k1)
1 (v1) . . . f

(km)
m (vm)φ(α

(k1)
1 , . . . , α(km)

m )

由于这里的乘法都是数的乘法，可以任意交换次序，我们将最后一项交换到开头，并利用 φk1...km

的定义即得

φ(v1, . . . , vm) =
∑

k1,...,km

φ(α
(k1)
1 , . . . , α(km)

m )φk1...km
(v1, . . . , vm)

由于此等式对任何 v1, . . . , vm 都成立，即得映射相等，于是

φ =
∑

k1,...,km

φ(α
(k1)
1 , . . . , α(km)

m )φk1...km

这就证明了结论。

* 非常建议用 m = 2 的特殊情况进行操作以理解这个非常复杂的证明过程。

到这里，我们得到了 T (V1, . . . , Vm) 的基与维数，事实上，上方的构造过程就是张量积的过程。

27.1.3 多重线性函数的张量积

我们将这种各自一组基两两匹配构成整体一组基的过程称为张量积。例如，在双线性函数的例子中，

对于 f ∈ V ∗，g ∈W ∗，我们定义 f 与 g 的张量积为 φ ∈ T (V,W )，使得

φ(v, w) = f(v)g(w)

记作 φ = f ⊗ g，并记 T (V,W ) = V ∗ ⊗W ∗。这样，我们就可以将双线性函数的基构造过程写为，对 V ∗

的一组基 f1, . . . , fm，W
∗ 的一组基 g1, . . . , gn，所有 fi ⊗ gj 构成 V ∗ ⊗W ∗ 的一组基。

为了将构造多重线性函数一组基的过程用张量积表示，我们还需要推广上面的定义。根据多重线性函

数的定义，对偶空间 V ∗ 也可以写为 T (V )，由此可以定义：对 f ∈ T (V1, . . . , Vm)，g ∈ T (W1, . . . ,Wn)，

我们定义 f 与 g 的张量积为 φ ∈ T (V1, . . . , Vm,W1, . . . ,Wn)，使得

φ(v1, . . . , vm, w1, . . . , wn) = f(v1, . . . , vm)g(w1, . . . , wn)
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记作 φ = f ⊗ g，并记 T (V1, . . . , Vm,W1, . . . ,Wn) = T (V1, . . . , Vm) ⊗ T (W1, . . . ,Wn)。我们需要证明，若

dimVi = ri、dimWj = sj，当 f1, . . . , fM 为 T (V1, . . . , Vm) 一组基，g1, . . . , gN 为 T (W1, . . . ,Wn) 一组基

时，所有 fi ⊗ gj 构成 T (V1, . . . , Vm)⊗ T (W1, . . . ,Wn) 的一组基。

证明：
与双线性函数时完全类似可验证这样定义的 fi ⊗ gj 的确是多重线性函数。之前已经得到了多重线性

函数空间的维数结论，即

M = dimT (V1, . . . , Vm) = r1 . . . rm

N = dimT (W1, . . . ,Wn) = s1 . . . sn

dimT (V1, . . . , Vm,W1, . . . ,Wn) = r1 . . . rms1 . . . sn =MN

由此，所有 fi ⊗ gj 的确与 T (V1, . . . , Vm,W1, . . . ,Wn) 维数相同，只需证明线性无关性就可得到它们

构成其一组基。证明过程与双线性函数是类似的：对一组 λij ∈ K，若
∑M

i=1

∑N
j=1 λijfi ⊗ gj = 0，由

零映射定义可知 (这里任意中 i 取 1 到 m，j 取 1 到 n)

∀vi ∈ Vi, wj ∈Wj ,
M∑
i=1

N∑
j=1

λijfi(v1, . . . , vm)gj(w1, . . . , wn) = 0

固定 v1, . . . , vm 整理可得

∀vi ∈ Vi, wj ∈Wj ,
N∑
j=1

( M∑
i=1

λijfi(v1, . . . , vm)

)
gj(w1, . . . , wn) = 0

与之前类似将其上方看作 w1, . . . , wn 上的多重线性函数，利用所有 gj 的线性无关性即得

∀vi ∈ Vi, ∀j = 1, . . . , N,
M∑
i=1

λijfi(v1, . . . , vm) = 0

进一步固定每个 j，将上方看作 v1, . . . , vm 上的多重线性函数，利用所有 fi 的线性无关性即得

∀j = 1, . . . , N, ∀i = 1, . . . ,M, λij = 0

这就得到了证明。

* 事实上此定理中的 “生成全空间” 可以不用维数结论，而是直接类似之前构造证明，这样即可以通过更
简单的方式直接证明之前对 T (V1, . . . , Vm) 的基的构造：通过归纳可知 (根据上方定义可直接发现张量积
具有结合律，从而可以写出连乘)

T (V1, . . . , Vm) = V ∗
1 ⊗ V ∗

2 ⊗ · · · ⊗ V ∗
m

且 V ∗
1 一组基与 V ∗

2 一组基作张量积 (这里 “作张量积” 指对第一组基的任何一个与第二组的任何一个作)
可构成 V ∗

1 ⊗ V ∗
2 的一组基，再与 V ∗

3 一组基作张量积可构成 V ∗
1 ⊗ V ∗

2 ⊗ V ∗
3 的一组基，以此再进行归纳即

得到结论。

最后，我们来聊一聊何为 “张量”。粗略来说，一个 m 阶张量就是一个 m 维的数组，具有 m 个下标

(忽略更高级的协变/反变等内容)。从这个角度来说，矩阵就是一个二阶的张量。
在上节构造 T (V1, . . . , Vm) 基的过程中，我们得到了等式

φ =
∑

k1,...,km

µk1k2...km
φk1...km

, µk1k2...km
= φ(α

(k1)
1 , . . . , α(km)

m )

这里组合的系数 µk1k2...km
就是一个 m 阶张量，各个维度分别为 n1, n2, . . . , nm。可以发现，在 m = 2 时，

µk1k2
的定义即为 φ(α

(k1)
1 , α

(k2)
2 )，从而是双线性函数的度量矩阵。由此，我们可以称这个 m 阶张量为多重

线性函数的度量张量。
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由此等式，我们可以发现 φ 由所有 φ(α
(k1)
1 , . . . , α

(km)
m ) 确定，也即度量张量可以确定多重线性函数，

这就对应之前说的基映射确定双线性函数。

与矩阵构成线性空间类似，定义加法为分量对应相加，数乘为每个分量数乘，所有 K 上每个维度为
n1, n2, . . . , nm 的 m 阶张量也构成线性空间，记为 Kn1×n2×···×nm。由于每个 φ 可以定义唯一一个度量张

量，每个度量张量也可以确定 φ，Kn1×n2×···×nm 与 T (V1, . . . , Vm) 可以建立双射。事实上，正如度量矩阵

是线性同构，通过更复杂的线性性验证可以证明这个双射也是一个线性同构。

* 从这条路径出发，也可以从 Kn1×n2×···×nm 的一组基 (所有分量中仅有一个为 1，其他为 0 的张量) 构造
T (V1, . . . , Vm) 的一组基，得到的基事实上完全相同。

至此，我们得到了多重线性函数空间张量积的定义。不过，并不是所有的线性空间都容易看作某个多

重线性函数空间，因此，我们需要其他策略对一般线性空间的张量积进行定义。

§27.2 线性空间的张量积

27.2.1 张量积定义

对于一般的有限维线性空间，其上的张量积需要满足什么要求呢？假设我们需要定义 K 上的 m 维线

性空间 V 与 n 维线性空间 W 的张量积，从之前的过程来看，我们首先需要一个 K 上的线性空间 U 来

“接收” 向量的张量积结果，并对所有 x ∈ V、y ∈W 定义

x⊗ y ∈ U

* 由此张量积 ⊗ 是 V ×W → U 的映射，下方要求了它满足双线性性，因此可以称为一个双线性映射。

此外，由于是线性空间上的运算，我们希望张量积具有双线性性，也即对任何 x1, x2, x ∈ V、y1, y2, y ∈
W、λ, µ ∈ K 有 (仍然注意左右的加法、数乘为不同线性空间中的)

(λx1 + µx2)⊗ y = λ(x1 ⊗ y) + µ(x2 ⊗ y)

x⊗ (λy1 + µy2) = λx⊗ y1 + µx⊗ y2

最后，也是最重要的要求，我们希望张量积能够构造基，也即若 x1, . . . , xm 是 V 的一组基，y1, . . . , yn 是

W 的一组基，所有

xi ⊗ yj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

应构成 U 的一组基 (之后我们将其称为张量积的基性质)。
若线性空间 U 与运算 ⊗ 满足上述的性质，我们即记 U = V ⊗W，称 U 为 V 与 W 的一个张量积空

间。

* 上一节定义的张量积并未验证线性性，实际上的确满足：对 V ∗、W ∗ 上的张量积，由映射数乘定义验证

对任何 f1, f2 ∈ V ∗、g ∈W ∗、λ, µ ∈ K 有

∀v ∈ V,w ∈W, (λf1 + µf2)(v)g(w) = λf1(v)g(w) + µf2(v)g(w)

另一边对称可证，从而线性性得证。对 T (V1, . . . , Vm)、T (W1, . . . ,Wn) 上的张量积，证明完全类似。

张量积空间并不唯一，所有与 U 同构的线性空间都可以成为 V 与 W 的张量积空间。

证明：
若 U = V ⊗W，U ′ 与 U 同构，U 到 U ′ 的同构映射为 ψ，我们定义映射 ⊗′ : V ×W → U ′：

x⊗′ y = ψ(x⊗ y)
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利用同构映射的线性性可以验证 ⊗′ 的线性性，且由于同构将一组基映射到一组基，若 x1, . . . , xm 是

V 一组基，y1, . . . , yn 是 W 的一组基，由于所有 xi ⊗ yj 构成 U 一组基，所有 ψ(xi ⊗ yj) 应构成 U ′

一组基，从而得证 ⊗′ 的确为张量积，于是 U ′ = V ⊗′ W。

不过，由于要求了基的个数为 mn，必然有所有 V 与 W 的张量积空间彼此同构。

27.2.2 向量空间的张量积

既然我们讨论的是有限维线性空间，利用同构标准形的思想，我们还是希望对向量空间进行处理，不

妨考虑 Km 与 Kn。

利用矩阵论知识，我们可以给出一种合理的定义方式：对任何 x ∈ Km、y ∈ Kn，定义

x⊗ y = xyT ∈ Km×n

则此定义下 Km×n = Km ⊗Kn。

证明：
直接计算知对任何 x1, x2, x ∈ Km、y1, y2, y ∈ Kn、λ, µ ∈ K 有

(λx1 + µx2)y
T = λx1y

T + µx2y
T

x(λy1 + µy2)
T = λxyT1 + µxyT2

从而双线性性成立。

若 x1, . . . , xm 为 Km 一组基，y1, . . . , yn 为 Kn 一组基，由于 dimKm×n = mn，只需证明

xiy
T
j , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

线性无关即得到它们为一组基。

设 λij ∈ K 使得
m∑
i=1

n∑
j=1

λijxiy
T
j = O

交换求和次序并利用分配律得到
n∑

j=1

( m∑
i=1

λijxi

)
yTj = O

直接计算可发现左侧矩阵的第 k 行为 (xi,k 表示 xi 的第 k 个分量)
n∑

j=1

( m∑
i=1

λijxi,k

)
yTj

由于其为 0，作转置得到
n∑

j=1

( m∑
i=1

λijxi,k

)
yj = 0

由 yj 之间的线性无关性，此式为 0 当且仅当对任何 k 系数都为 0，重新拼合得到

∀j = 1, . . . , n,
n∑

i=1

λijxi = 0

对每个 j，由 xi 之间的线性无关性即得到所有 λij 为 0，得证。
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不过，上述定义存在一个很大的麻烦：向量空间张量积的结果不再是向量空间，这样，如果我们希望

考虑 x⊗ y ⊗ z 这样的式子，还需要重新定义矩阵与向量的张量积。为了让结果仍然是向量空间，我们需

要一个看起来略显复杂的定义方式：对任何 x ∈ Km、y ∈ Kn，定义

x⊗ y =


x1y

x2y
...

xmy

 ∈ Kmn

我们也可以证明，此定义下 Kmn = Km ⊗ Kn。我们将此定义称为两个列向量的克罗内克积，之后大部分

情况下谈论列向量的张量积都遵循此定义。

证明：
我们只需要构造 Km×n 到 Kmn 的同构 ϕ 使得 ϕ(xyT ) = x⊗ y，即可与本讲义 27.2.1 最后相同证明
x⊗ y 为张量积。

直接构造 ϕ 满足 (设 A 各个分量为 aij)

ϕ(A) = (a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn)
T

可直接计算得到 ϕ(xyT ) = x ⊗ y，且由于 ϕ(A) 每个分量都直接为 A 某个分量，利用矩阵加法、数

乘定义可知这的确是线性映射。此外，ϕ(A) 出现了 A 所有分量，因此 ϕ(A) = 0 必须 A = O，这就

说明了 Ker ϕ = {O}，由两侧维数相同可知其为同构，得证。
* 此证明的直观理解是，克罗内克积的定义只是在张量积为矩阵后重新排列了顺序，因此对应的线性
相关、线性无关性不变，仍可以保持基的性质。

从形式中可以看出，克罗内克积不可交换，即 x ⊗ y 一般不等于 y ⊗ x。不过，它具有重要的结合律

性质，即对 x ∈ Km、y ∈ Kn、z ∈ Kp 有

(x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y ⊗ z)

证明：
直接计算验证可发现 x ∈ Km、y ∈ Kn 时 x⊗ y 可写为所有

xiyj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

按照先 j 后 i 的顺序排列成的列向量，也即

(x1y1, x1y2, . . . x1yn, x2y1, . . . , x2yn, . . . , xmy1, . . . , xmyn)
T

由此进一步计算得到无论 (x⊗ y)⊗ z 还是 x⊗ (y ⊗ z) 都是所有

xiyjzk, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p

按照先 k、然后 j、最后 i 的顺序排列成的列向量，从而相等。

我们之后将利用克罗内克积定义一般线性空间的张量积。此外，它的很多性质也能代表张量积空间的

性质，例如：

1. 只要 m > 1 且 n > 1，即得并非所有 Kmn 中的向量都能写为 x⊗ y，x ∈ Km、y ∈ Kn 的形式。

证明：
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我们考虑 Km 的一组基 x1, . . . , xm、Kn 的一组基 y1, . . . , yn，由条件可考虑 x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2，

若存在 u ∈ Km、v ∈ Kn 使得

x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2 = u⊗ v

设 u =
∑m

i=1 uixi、v =
∑n

j=1 vjyj，这里 ui, vj ∈ K，利用线性性可展开得

u⊗ v =
m∑
i=1

n∑
j=1

uivjxi ⊗ yj

由于所有 xi ⊗ yj 构成一组基，左右系数应相同，左侧 x1 ⊗ y1、x2 ⊗ y2 前的系数为 1，x1 ⊗ y2

前的系数为 0，因此 u1v1 = u2v2 = 1，u1v2 = 0，但 u1v1 = u2v2 = 1 能推出这四个数均不是 0，
矛盾，从而得证不存在。

2. 若 x⊗ y = 0，x ∈ Km、y ∈ Kn，则 x 与 y 至少一个为零向量。

证明：

若 x、y 均不为 0，将 x 扩充为 Km 一组基、y 扩充为 Kn 一组基，则 x⊗ y 根据张量积定义是

Kmn 一组基的一部分，矛盾，从而只能 x 或 y 为零向量。

* 从中可以发现讨论线性无关向量的张量积常采用扩充为基的方式进行讨论。
* 上述两个结论的证明过程事实上只用到了一组基与一组基张量积得到一组基，因此对一般线性空间的的
张量积也成立。更多向量张量积的性质可见期末复习题最后一题。

27.2.3 张量积的一般性质

至此，向量空间的张量积已经定义完成，而对于一般的 K 上有限维线性空间 V 与 W，我们还是设法

将其转移到向量空间讨论：若 V、W 分别为 m、n 维，V 的一组基为 S、W 的一组基为 T，我们可以对

任何 v ∈ V、w ∈W 定义 (下标 S、T 代表坐标)

v ⊗ w = vS ⊗ wT ∈ Kmn

这里第二个 ⊗ 为列向量的克罗内克积。在此定义下，的确有 Kmn = V ⊗W，这就定义了任何两个有限维

线性空间的一个张量积 (虽然张量积并不唯一，我们如此定义至少说明了其存在性)。

证明：
利用坐标映射的线性性与线性映射的复合还是线性映射可知这样定义的 v ⊗ w 是双线性映射。

由于坐标映射的同构性，若 v1, . . . , vm 构成 V 的一组基，(v1)S , . . . , (vm)S 构成 Km 的一组基；同理，

若 w1, . . . , wn 构成 W 的一组基，(w1)T , . . . , (wn)T 构成 Kn 的一组基，从而再由克罗内克积的基性

质可知所有 vi ⊗ wj 构成 Kmn 的一组基，即得证。

事实上，哪怕不这么定义，张量积空间也与向量克罗内克积密切相关：设 U = V ⊗W，并假设 V 一

组基为 S = (α1, . . . , αm)，W 一组基为 T = (β1, . . . , βn)，考虑 U 的一组基 (可记作 S ⊗ T )

(α1 ⊗ β1, α1 ⊗ β2, . . . , α1 ⊗ βn, α2 ⊗ β1, . . . , α2 ⊗ βn, . . . , αm ⊗ β1, . . . , αm ⊗ βn)

对任何 v ∈ V、w ∈W，应有 v⊗w 在 S⊗T 下的坐标为 vS ⊗wT，这里坐标的 ⊗ 为列向量的克罗内克积。

证明：
由基的性质可设 λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µn ∈ K 使得

v =
m∑
i=1

λiαi, w =
n∑

j=1

µjβj

于是由坐标定义

vS = (λ1, . . . , λm)T , wT = (µ1, . . . , µn)
T
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利用张量积的双线性性可以直接展开计算得到

v ⊗ w =
m∑
i=1

n∑
j=1

λiµjαi ⊗ βj

由此利用坐标定义可以直接得到它在基 S ⊗ T 下的坐标为

(λ1µ1, λ1µ2, . . . , λ1µn, λ2µ1, . . . , λ2µn, . . . , λmµ1, . . . , λmµn)
T

可发现其恰好是 
λ1µ

λ2µ
...

λmµ

 = vS ⊗ wT

从而得证。

最后，我们来聊聊子空间与多个线性空间张量积的情况。我们给出如下两个定理以介绍其性质 (以下
假设 U、V、W、X 为 K 上的有限维线性空间，当我们写出 U = V ⊗W 时，默认运算 ⊗ 已经定义)：

1. 若 U = V ⊗W，对 V 的子空间 V0 与 W 的子空间 W0，记 U0 为所有 V0 中元素与 W0 中元素张量

积生成的线性空间，即

U0 = ⟨v0 ⊗ w0 | v0 ∈ V0, w0 ∈W0⟩

定义 ⊗0 满足对任何 v0 ∈ V0、w0 ∈W0 有

v0 ⊗0 w0 = v0 ⊗ w0 ∈ U0

则 U0 = V0 ⊗0 W0。

证明：

首先，U0 作为生成子空间，的确是一个线性空间，且包含所有 v0 ⊗0 w0 = v0 ⊗ w0 的结果。此

外，由于 ⊗0 的定义保持了 ⊗ 的定义，类似限制映射时验证可知其满足线性性，下面证明其基
性质：设 v1, . . . , vr 为 V0 的一组基，w1, . . . , ws 是 W0 的一组基，我们证明

vi ⊗0 wj , i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s

构成 U0 的一组基。

– 线性无关性
将 v1, . . . , vr 扩充为 V 的一组基 v1, . . . , vm、w1, . . . , ws 扩充为 W 的一组基 w1, . . . , wn，则

vi ⊗ wj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

构成 U 的一组基。由于

vi ⊗ wj , i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s

是这组基的一部分，它们必然线性无关。而 vi ⊗0 wj = vi ⊗wj 对 i = 1, . . . , r、j = 1, . . . , s

成立，从而线性无关性得证。

– 生成全空间
利用生成关系的传递性，只需证明此向量组能生成全部 {v0 ⊗w0 | v0 ∈ V0, w0 ∈W0}，即可
证明它们能生成 U0。对任何 v0 ∈ V0、w0 ∈W0 设 (所有 λi, µj ∈ K)

v0 =
r∑

i=1

λivi, w0 =
s∑

j=1

µjwj
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直接由 ⊗0 的双线性性可知

v0 ⊗ w0 = v0 ⊗0 w0 =
r∑

i=1

s∑
j=1

λiµjvi ⊗0 wj

这就证明了 v0 ⊗ w0 可由此向量组表出，从而得证。

* 此定义中的 ⊗0 本质上是 ⊗ 的限制映射，于是张量积的限制仍然是张量积。

2. 若 U = (V ⊗ W ) ⊗ X (注意这里左右的 ⊗ 不相同)，任取 V 的一组基 v1, . . . , vm、W 的一组基

w1, . . . , wn、X 的一组基 x1, . . . , xp，则所有

(vi ⊗ wj)⊗ xk, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p

构成 U 的一组基。

证明：

利用 V 与 W 张量积的基性质，所有

vi ⊗ wj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

构成 V ⊗W 的一组基。将 vi ⊗wj 记为 yij，利用 V ⊗W 与 X 张量积的基性质，对 U 的一组

基 yij 与 X 的一组基 x1, . . . , xp，所有

yij ⊗ xk, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p

构成 U 的一组基。再代入 yij 的表达式得证。

* 注意由于运算可能有不同定义，不考虑同构时一般的张量积不具有结合律，但事实上由于彼此同构
仍然可视为结合。

* 此结论对于更多个线性空间也成立，这与多重线性函数的基构造方式一致。

27.2.4 泛性质定义

* 本部分仅作为介绍，不要求掌握。
本节中介绍的张量积定义依赖取基，从而在无穷维依赖选择公理，并不利于在无穷维进行推广。为了

能在更一般的情况下定义张量积，我们这里给出其泛性质定义。

首先定义双线性映射：给定 K上线性空间 V、W、U，V ⊗W 到 U 的映射 τ 满足对任何 v1, v2, v ∈ V、

w1, w2, w ∈W、λ, µ ∈ K 有
τ(λv1 + µv2, w) = λτ(v1, w) + µτ(v2, w)

τ(v, λw1 + µw2) = λτ(v, w1) + µτ(v, w2)

则称其为 V,W 到 U 的双线性映射。

* 与双线性函数的唯一区别是将右侧从数集 K 变为了一般的线性空间 U。

给定 K 上的线性空间 V、W，若 K 上的线性空间 U 与 V,W 到 U 的双线性映射 ⊗ (我们仍然记为
v ⊗ w 而非 ⊗(v, w) 以保持与之前形式一致) 满足，对任何 K 上线性空间 X，给定任何 V,W 到 X 的双

线性映射 τ，都存在唯一 U 到 X 的线性映射 A 使得

∀v ∈ V,w ∈W, τ(v, w) = A(v ⊗ w)

则记 U = V ⊗W，称 U 为 V 与 W 的一个张量积空间。

上述关于双线性映射的性质称为张量积的泛性质，对无穷维也可如此定义。我们最后来证明对有限维

线性空间，泛性质定义与之前给出的定义等价。

证明：
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由于双线性性在两个定义中都有要求，我们事实上只需要证明泛性质与对基的要求相互等价。假设

V 为 m 维线性空间，W 为 n 维线性空间。

– 原定义推泛性质定义
我们只需对给定的 τ 证明存在唯一的 A 即可。设 V 的一组基为 v1, . . . , vm、W 的一组基为

w1, . . . , wn。对任何 v ∈ V、w ∈W，假设它们在对应基下表示为 (所有 λi, µj ∈ K)

v =
m∑
i=1

λivi, w =
n∑

j=1

µjwj

利用 τ 的双线性性可直接展开得到

τ(v, w) = τ

( m∑
i=1

λivi,
n∑

j=1

µjwj

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

λiµjτ(vi, wj)

另一方面，假设 A 满足要求，利用张量积的双线性性与 A 的线性性可知

A(v, w) = A
( m∑

i=1

λivi ⊗
n∑

j=1

µjwj

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

λiµjA(vi ⊗ wj)

由于两式相等对任何 λi、µj 成立，考虑所有 λi 只有 λi0 取 1、其他取 0；所有 µj 只有 µj0 取

1、其他取 0，计算可得
τ(vi0 , wj0) = A(vi0 ⊗ wj0)

由此将 i0 取遍 1 到 m、j0 取遍 1 到 n 可知上式等价于

A(vi ⊗ wj) = τ(vi, wj), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

由于所有 vi ⊗wj 构成 U 的一组基，上方即给出了基映射，利用基映射确定线性映射可知 A 存
在唯一。

– 泛性质定义推原定义
也即需要证明，任取 V 的一组基 S = (v1, . . . , vm)、W 的一组基 T = (w1, . . . , wn)，则

vi ⊗ wj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

构成 U 的一组基。

* 这里的证明思路是通过泛性质直接由同构性证明。
考虑 V,W 到 Kmn 的双线性映射

ϕ(v, w) = vS ⊗ wT

这里坐标的 ⊗ 为列向量的克罗内克积。

由定义，存在唯一的线性映射 A : U → Km×n 使得

∀v ∈ V,w ∈W, ϕ(v, w) = A(v ⊗ w)

另一方面，由于已经证明了 ϕ是一个符合我们定义的张量积，且原定义可以推出泛性质定义，将

v ⊗ w 看作 V,W 到 U 的线性映射，则存在唯一的线性映射 B : Km×n 使得

∀v ∈ V,w ∈W, v ⊗ w = B(ϕ(v, w))

由此可知

∀v ∈ V,w ∈W, v ⊗ w = BA(v ⊗ w)
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接下来的操作非常具有技巧性：在泛性质定义中设 τ(v, w) = v ⊗ w，则存在唯一的线性映射

C : U → U 使得

∀v ∈ V,w ∈W, v ⊗ w = C(v ⊗ w)

利用唯一性，必然 BA = C。而 U → U 的恒等映射 I 满足上式，从而再由唯一性 C = I，最终
得到

BA = I

同理，由于 ϕ(v, w) = vS ⊗wT 也满足张量积的泛性质，也可以证明 AB 是 Kmn 上的恒等映射，

由此即得

B = A−1

从而 A、B 均为线性同构。
最后，我们从同构出发证明它们目标向量组确实构成一组基。由于 ϕ(v, w) = A(v⊗w)，直接计

算可发现 (这里上标 (m) 表示 m 维列向量，(n) 同理)

vi ⊗ wj = B(ϕ(vi, wj)) = B
(
e
(m)
i ⊗ e

(n)
j

)
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

由于向量的克罗内克积是向量空间的张量积，所有

e
(m)
i ⊗ e

(n)
j , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

构成 Kmn 一组基，再由同构将一组基映射为一组基即得证。

*“泛性质” 大致可以理解为某种 “更本质的性质”，例如这里的本质就体现在它不依赖基进行定义。

§27.3 线性映射的张量积

27.3.1 良好定义性

正如我们之前研究的过程，既然单个线性空间可以进行张量积，如果线性空间之间进行了结构的关联，

也即定义了线性映射，对应的关联能否传递到张量积空间中呢？

具体来说，对 K 上的有限维线性空间 V1、W1、V2、W2，若 A ∈ Hom(V1,W1)、B ∈ Hom(V2,W2)，

若线性映射 C ∈ Hom(V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2) 满足

∀v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, C(v1 ⊗ v2) = (Av1)⊗ (Bv2)

则称其为 A 与 B 的张量积映射，记作 C = A⊗ B。
不过，正如之前在向量空间张量积时已经证明的，所有 v1 ⊗ v2 往往并不是 V1 ⊗V2 中的全部向量，因

此，我们需要单独验证这样的 C 的存在唯一性。

证明：
设 V1 × V2 → W1 ⊗W2 的映射 τ 满足 τ(v1, v2) = (Av1) ⊗ (Bv2)，利用线性映射的复合是线性映射
与张量积是双线性映射可知 τ 是双线性性，从而由张量积的泛性质可得存在唯一的 C 满足要求。

* 由此可以看出泛性质定义某种意义上是为了线性映射张量积可以定义。
* 当 A 是 V1 上的线性变换、B 是 V2 上的线性变换时，根据定义，A⊗B 即为 V1 ⊗ V2 上的线性变换，这

称为线性变换的张量积。

此外，既然是有限维线性空间的线性映射，我们也需要关心 A⊗B 的矩阵表示。不过，由于张量积可
能有多种不同定义，只有与具体定义无关时才能谈论矩阵表示。我们考虑如下的情况：

设 V1、W1、V2、W2 的一组基分别为 S1、T1、S2、T2，且映射 A 在 S1、T1 下的矩阵表示为 A，映

射 B 在 S2、T2 下的矩阵表示为 B。我们来计算 A⊗B 在 S1 ⊗ S2、T1 ⊗ T2 下的矩阵表示 C (S1 ⊗ S2 与

T1 ⊗ T2 的定义见本讲义 27.2.3)。
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解答：
设 V1、W1、V2、W2 的维数分别为 n、m、q、p，且

S1 = (v1, . . . , vn), T1 = (w1, . . . , wm), S2 = (u1, . . . , uq), T2 = (x1, . . . , xp)

并设 A 的各分量为 aij、B 的各分量为 bkl，则由定义有

A(vj) =
m∑
i=1

aijwi

B(ul) =
p∑

k=1

bklxk

从而利用双线性性展开有

(A⊗ B)(vj ⊗ ul) = A(vj)⊗ B(ul) =
m∑
i=1

p∑
k=1

aijbklwi ⊗ xk

由于基 T1 ⊗ T2 为

(w1 ⊗ x1, w1 ⊗ x2, . . . , w1 ⊗ xp, w2 ⊗ x1, . . . , w2 ⊗ xp, . . . , wm ⊗ x1, . . . , wm ⊗ xp)

(A⊗ B)(vj ⊗ ul) 在这组基下的坐标为

(a1jb1l, a1jb2l, . . . , a1jbpl, a2jb1l, . . . , a2jbpl, . . . , amjb1l, . . . , amjbpl)
T

可发现其即为 (a1j , . . . , amj)
T ⊗ (b1l, . . . , bpl)

T，再按照 S1 ⊗ S2 的顺序拼成矩阵可发现即为

C =


a11B · · · a1nB
... . . . ...

am1B · · · amnB


也即分块为 m× n 块，每个分块为 aijB 的 (mp)× (nq) 阶矩阵。

我们将这样形式的 C 记为 A ⊗ B，称为矩阵的克罗内克积。可以发现，之前定义的列向量的克罗内

克积是矩阵克罗内克积的特殊情况。

27.3.2 克罗内克积

本章的最后，我们将给出矩阵克罗内克积的一些性质，以此说明线性映射与线性变换张量积的相抵/相
似性质。

首先，最重要的是结合律与乘法性质：

∀A ∈ Km×n, B ∈ Kp×q, C ∈ Kr×s, (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

∀A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p, C ∈ Kq×r, D ∈ Kr×s, (A⊗ C)(B ⊗D) = (AB)⊗ (CD)

证明：
– 结合律
设 A 的列为 a1, . . . , an、B 的列为 b1, . . . , bq、C 的列为 c1, . . . , cs，上方得到克罗内克积定义的

过程中已经证明了 A⊗B 是将所有 ai ⊗ bj 按照先 j 后 i 顺序作为列拼成的矩阵。

由此，进一步计算可知 (A⊗B)⊗ C 是将所有 (ai ⊗ bj)⊗ ck 按照先 k、然后 j、最后 i 的顺序

作为列拼成的矩阵，A⊗ (B ⊗C) 是将所有 ai ⊗ (bj ⊗ ck) 按照先 k、然后 j、最后 i 的顺序作为

列拼成的矩阵。之前已经证明了向量的克罗内克积具有结合律，从而矩阵的克罗内克积也具有

结合律。



二十七 张量代数 255

– 乘法性质
这里我们采用线性映射的思路，以下所有 ⊗ 均指克罗内克积。

将 A、C 看作对应向量空间中的线性映射，由线性映射张量积定义与本讲义 27.2.3 坐标在对应
基下 (这里事实上是 Kn 与 Kq 标准基的张量积) 为克罗内克积，可知

∀α ∈ Kn, β ∈ Kq, (A⊗ C)(α⊗ β) = (Aα)⊗ (Cβ)

同理有

∀γ ∈ Kp, ξ ∈ Ks, (B ⊗D)(γ ⊗ ξ) = (Bγ)⊗ (Cξ)

而由于上方的 Bγ ∈ Kn、Cξ ∈ Km，即得

∀γ ∈ Kp, ξ ∈ Ks, (A⊗ C)(B ⊗D)(γ ⊗ ξ) = (ABγ)⊗ (CDξ)

另一方面，根据 AB 与 CD 张量积的定义，应有

∀γ ∈ Kp, ξ ∈ Ks, ((AB)⊗ (CD))(γ ⊗ ξ) = (ABγ)⊗ (CDξ)

最后，再由张量积定义，存在唯一的 Kps 到 Kmq 线性映射 ϕ 使得

∀γ ∈ Kp, ξ ∈ Ks, ϕ(γ ⊗ ξ) = (ABγ)⊗ (CDξ)

利用向量空间之间线性映射表示为矩阵乘法的唯一性即得必然

(A⊗ C)(B ⊗D) = (AB)⊗ (CD)

从线性映射张量积的角度来说，前者对应多个线性映射张量积某种意义上的结合律，后者对应复合映

射的张量积拆分为张量积映射的复合。

此外，还有一些不变量相关的性质：

1. 对任何 K 上方阵 A、B，若 A、B 均可逆，则 A⊗B 可逆，且 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1。

证明：

设 A 为 m 阶、B 为 n 阶，若 A、B 均可逆，直接由乘法性质计算可知

(A⊗B)(A−1 ⊗B−1) = Im ⊗ In

直接计算可发现 Im ⊗ In = Imn，从而 (A−1 ⊗B−1) 即为 A⊗B 的逆。

2. 对任何 K 上矩阵 A、B 有 rank(A⊗B) = (rankA)(rankB)。

证明：

考虑相抵标准形，设 rankA = a、rankB = b，可逆矩阵 PA、QA、PB、QB 使得

A = PA

(
Ia O

O O

)
QA

B = PB

(
Ib O

O O

)
QB

利用张量积的乘法性质可知

A⊗B = (PA ⊗ PB)

((
IA O

O O

)
⊗

(
IB O

O O

))
(QA ⊗QB)



二十七 张量代数 256

已经证明 PA ⊗ PB 与 QA ⊗QB 可逆，从而只需计算中间部分的秩，直接计算可发现(
Ia O

O O

)
⊗

(
Ib O

O O

)
= diag

((
Ia O

O O

)
, . . . ,

(
Ia O

O O

)
, O

)

且非零的对角块共 a 个，于是其有 ab 个不同行不同列的 1，其余元素为 0，考虑列秩可知秩为
ab，得证。

* 这即代表张量积映射的像空间维数为两映射像空间维数乘积。接下来所有性质都可直接对应为线
性变换张量积的性质。

* 由此也可利用可逆等价于满秩直接得到 A⊗B 可逆当且仅当 A、B 均可逆。

3. 对任何 K 上方阵 A、B，若 A、B 均可对角化，则 A⊗B 可对角化。

证明：

设 A = P−1DP、B = Q−1FQ，D、F 为对角阵，P、Q 可逆，则利用张量积的乘法性质可知

A⊗B = (P−1 ⊗Q−1)(D ⊗ F )(P ⊗Q)

已经证明 P−1 ⊗Q−1 = (P ⊗Q)−1，直接计算可发现对角阵的张量积仍为对角阵 (只有对角分块
可能非零，且每个对角分块都是对角阵倍数)，从而这已经给出了 A⊗B 的相似对角化。

4. 对 A ∈ Cm×m 与 B ∈ Cn×n，设 A 的特征值为 λ1, . . . , λm，B 的特征值为 µ1, . . . , µn，则 A⊗B 的

特征值为

λiµj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

证明：

我们需要利用相似三角化进行证明。设 A = P−1SP、B = Q−1TQ，S、T 为上三角阵，P、Q

可逆。

利用张量积乘法性质得到

A⊗B = (P−1 ⊗Q−1)(S ⊗ T )(P ⊗Q)

与之前类似得到 A⊗B 相似于 S ⊗ T。设 S 各分量为 sij、T 各分量为 tij，利用 S 上三角将其

展开写为 (未写出部分为 0) 
s11T · · · s1mT

. . . ...
smmT


进一步由于 T 上三角，可发现其每个对角块均为上三角阵，从而 S ⊗ T 也为上三角阵，且所有

对角元为

siitjj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

按先 j 后 i 的顺序排列而成。

利用上三角矩阵的对角元即为特征值，且相似不改变特征值，即得 s11, . . . , smm 为 A 的特征值，

t11, . . . , tnn 为 B 的特征值，且

siitjj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

为 A⊗B 的特征值。这就是结论的形式。

5. 对任何 K 上方阵 A、B 有 tr(A⊗B) = (trA)(trB)。

证明：
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沿用性质 5 的假设，利用迹为特征值之和，并运用乘法结合律可得

tr(A⊗B) =
m∑
i=1

n∑
j=1

λiµj =
m∑
i=1

λi

n∑
j=1

µj =

( m∑
i=1

λi

)( n∑
j=1

µj

)
再次运用迹为特征值之和即得乘积的两项分别为 tr(A)、tr(B)，从而得证。

6. 对 A ∈ Km×m 与 B ∈ Kn×n 有 det(A⊗B) = (detA)n(detB)m。

证明：

沿用性质 5 的假设，利用行列式为特征值之积可得

det(A⊗B) =

m∏
i=1

n∏
j=1

λiµj

可以发现，每个 λi 在乘积中出现了 n 次 (对应右侧为 µ1, . . . , µn 时)，每个 µj 在乘积中出现了

m 次 (对应左侧为 λ1, . . . , λm 时)，从而此乘积可写为

det(A⊗B) = (λ1 . . . λm)n(µ1 . . . µn)
m

再次运用行列式为特征值之积即得两个括号中分别为 detA、detB，从而得证。

至此，我们对有限维线性空间的张量积与对应的线性映射、线性变换张量积都有了基本的研究。仍然

注意我们用到的张量积最重要性质来自其定义：将左右的一组基两两配对形成整体的一组基。对于线性无

关向量组，可以扩充为基进行考虑。
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二十八 补充：期末复习

* 按照丘书的顺序，务必至少掌握下方列出的算法，此外，由于每节的内容、结论较多，这里将顺序列举
关键结论。期中复习提纲已经列出的结论不再列举。期末考试会考期中内容，因此必要的算法与证明技巧

仍需复习。

* 所有算法和标注无需证明的结论都可以不用掌握证明。
* 所有标注了解即可的结论看一下结论就行。
* 标注简单推论的结论可以熟悉，不用强记，理应可以通过定义、定理简单推出。
* 加粗的结论表示必须记忆的核心结论。

§28.1 知识与技巧整理

28.1.1 上册知识

主要包含期末需要用到的正交矩阵与对称矩阵相关基础知识。

4.6 * 本节这学期必须熟练掌握，可以考虑将例题与习题做一遍。
正交矩阵定义

正交矩阵基本性质 (简单推论)
Rn 内积、长度、正交、正交向量组、正交单位向量组、正交基、标准正交基定义

内积与长度的基本性质 (简单推论)
施密特正交化算法

正交补与正交投影定义与性质，即例 17、例 18
QR 分解、最小二乘解，即例 5、例 6、例 19
酉矩阵定义与性质，即习题 16 到 18

5.5 正交矩阵特征值与特征向量基本性质，即例 8

5.7 实对称矩阵、正交相似定义
正交相似是等价关系 (简单推论)
实对称矩阵特征值、特征向量性质

实对称矩阵正交相似对角化 (无需证明)
正交相似对角化算法

实对称矩阵相似性质，即命题 1、命题 2、习题 2 (简单推论)
只有实特征值的实正规矩阵是实对称矩阵，即例 5
斜对称矩阵、Hermite 阵、斜 Hermite 阵特征值性质，即例 7、习题 7、习题 8
* 最好掌握例 6 相似三角化结论，此结论证明一些命题较为方便。

6.1 二次型、合同定义
斜对称阵等价性质，即例 7
斜对称阵合同标准形，即例 10 (无需证明)
Rayleigh 商基本性质，即例 11
同时正交相似对角化，即例 14

6.2 实对称阵的合同规范形 (无需证明)
复对称阵的合同规范形 (无需证明)
规范形出发的向量构造，即习题 5

6.3 正定、半正定、负定、半负定定义
* 有时间可以看看性质与相关技巧，不过本学期不会应用太多。
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28.1.2 内积空间

期末考试的重点考察内容，上学期正交阵、对称阵相关知识与前半学期线性空间、线性映射知识的通

过新概念 “双线性函数” 进行结合。

10.1 双线性函数、度量矩阵定义
双线性函数换基对应度量矩阵合同

左根、右根、非退化定义

非退化对应度量矩阵性质 (简单推论)
对称与斜对称双线性函数定义

对称与斜对称双线性函数的最简度量矩阵 (无需证明)
* 注意上册我们只讨论了实对称方阵、复对称方阵与实斜对称方阵，这里考虑的是一般数域。
二次函数定义

二次函数唯一对应对称双线性函数 (简单推论)
惯性定理 (无需证明)
* 惯性定理无需证明，因此本学期和上学期的形式无区别。
双线性函数构成线性空间 (简单推论)
双线性函数下的正交、正交补定义，即例 6、例 7
* 有时间可以学习例 6 的构造性证明思路。
同时对角化结论，即例 20 (无需证明)

重要例题：

• 双线性函数的基本计算 (习题 1、习题 3、习题 8)
• 利用抽象性质的证明 (例 5、例 8、习题 5)
• 利用标准形的证明 (习题 4、习题 9)

10.2 正定、内积、实内积空间、欧几里得空间、长度、单位向量、夹角、正交、距离定义
柯西不等式 (无需证明)
内积与长度的基本性质 (简单推论)
正交基、标准正交基定义

施密特正交化算法

* 最好看一下此算法的证明，此算法也可用于将一些正交向量组扩充为标准正交基，或计算正交补空
间。

标准正交基下的坐标，即命题 6
标准正交基之间的过渡矩阵是正交阵，即命题 7
保距同构定义

保距同构对应的基性质，即定理 2、推论 7
通过内积确定向量，即例 8

重要例题：

• 内积的基本性质 (例 2、例 3、例 6、例 7)
• 构造性问题 (习题 13、习题 16)
• 不等式问题 (习题 2、习题 18)

10.3 正交补、子空间正交、正交投影定义
正交补与正交投影基本性质，即例 2、例 3、例 5、例 7、例 14、例 15 (简单推论)
正交投影的最佳逼近性，即定理 2、例 6
最小二乘解定义与等价性质
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重要例题：

• 投影与坐标 (例 10、例 12、例 16)
• 正交补计算与应用 (例 4、习题 6、习题 10)

10.4 * 本节的很多结论对更一般的实正规变换成立，因此可先跳过，在 10.5 学习一般情况。
正交变换、镜面反射定义

正交变换基本性质 (简单推论)
正交变换等价定义，即命题 3、命题 4
对称变换定义

对称变换基本性质 (简单推论)
正交投影等价定义，即例 24
* 更多讨论见本讲义 26.1.1 第 3 题。

重要例题：

• 构造性问题 (例 6、例 10)
• 整体操作 (例 20、例 21、例 27、习题 12)
• 不等式问题 (例 30、习题 10)

10.5 * 以下为与实内积空间相同部分，几乎可类似证明：
复内积、酉空间、长度、单位向量、夹角、正交、距离定义与性质

正交规范集、标准正交基、Gram 矩阵定义与性质
酉矩阵、保距同构、正交补、正交投影定义与性质

酉变换、Hermite 变换、斜 Hermite 变换 (例 14) 定义与性质
正交补、正交投影、最佳逼近相关性质，即例 22 到 29 (只需会有限维版本)
* 以下为额外部分，注意有些结论的实内积与复内积版本：
伴随变换定义

用伴随变换定义正交变换、对称变换等，即定义 11 推论、例 14(2)、例 16、例 17、例 48 (简单推论)
伴随变换存在唯一性与矩阵表示

正规变换定义

正规变换基本性质 (简单推论)
复正规矩阵的酉相似对角化 (注意算法，无需证明，但有时间建议看一下证明)
复正规矩阵酉相似对角化推论，即定理 14、定理 15、例 14(4) (简单推论)
实正规矩阵的正交相似结论，即习题 25 (无需证明，但有时间建议看一下证明)
实正规矩阵的正交相似推论，包括实正交阵、实对称阵、实斜对称阵的正交相似标准形 (简单推论)
Hermite 型、正定性定义与性质 (无需证明)
* 以下为建议掌握的二级结论：
QR 分解，即例 7 (注意实方阵版本)
酉相似三角化，即例 39 (注意实方阵版本，形式类似习题 25)
同时相似对角化，即例 42 (注意实方阵版本)
极分解，即例 54 (注意实方阵版本)

重要例题：

• 整体操作 (例 5、例 9、例 19、例 41、例 58(1)、习题 11 到 13、习题 23，注意例 9 不使用标准
形的做法)

• 标准形操作 (例 45、习题 20)
• 计算性问题 (例 11、例 37)
• 不等式问题 (例 55、习题 15)
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* 习题 30 等正定性相关问题从往年来看不是重点，因此建议有时间再看。

28.1.3 张量

不如内积空间重点，但仍然会考，更重要的是学会基本定义后掌握偏抽象的形式推理方式，并适当了

解技巧。注意我们只需掌握有限维版本。

9.10 线性函数、对偶空间、对偶基定义
对偶基下的坐标与过渡矩阵 (简单推论)
V ∗∗ 到 V 的自然同构 (对书上的讲法非常重要，用本讲义 27 章的讲法可部分规避)

重要例题：

• 对偶相关计算 (例 5、习题 5)
• 实内积空间对偶 (例 10)

* 例题中出现的一些更高级的内容往年来看没有考察过，可先只了解基础，有时间再看。

10.1 线性函数张量积定义
张量积构造双线性函数空间基

双线性函数秩与秩空间定义

双线性函数秩大于等于其矩阵秩，且对称或斜对称时相等 (无需证明，有时间可以看看)

11.1 多重线性映射、多重线性函数定义
基映射定义多重线性映射，即定理 1
多重线性映射两种基构造方式，即定理 2 与定理 3
* 可参考本讲义 27.1。

重要例题：

• 双线性性相关抽象说明 (例 3、例 4)

11.2 张量积定义与特征性质 (无需证明)
张量积空间的同构唯一性与基的构造 (无需证明，基的构造是对考试最重要的性质)
张量积可交换、结合 (无需证明)
线性变换张量积定义与存在唯一性 (无需证明)
线性变换张量积的基本性质 (简单推论)
张量积的矩阵表示对应矩阵克罗内克积 (无需证明，以此可通过矩阵论证明性质)
* 可参考本讲义 27 章相关内容，个人认为有限维情况较书上讲法更简洁清晰。

重要例题：

• 向量张量积的性质证明 (例 1、例 3)
• 矩阵克罗内克积的性质 (例 6 到例 8)

* 讲解与例题中出现的一些更高级的内容往年来看没有考察过，可先只了解基础，有时间再看。

§28.2 复习题

去年期末的证明题基本是 1、2、3(c)(i)、4(b)(d)、8(c)，5、6 取自往年期末。

1. 在 n 阶实方阵空间 V = Rn×n 中定义函数 f(A,B) = tr(ATB)。

(a) 求证 f 为 V 上的内积。

(b) 求 f 下的一组标准正交基，使得基中每个向量都为对称阵或斜对称阵。
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(c) 对任何矩阵 A，求 A 到 V 的子空间 W = {X | tr(X) = 0} 的正交投影。

2. 若 f 是 K 上的 n 维线性空间 V 上的非退化双线性函数，对 V 的一组基 α1, . . . , αn，证明存在唯一

一组 V 的基 β1, . . . , βn 使得

f(αi, βj) =

1 i = j

0 i ̸= j

3. 设 V 为数域 K 上的线性空间。

(a) 若 f, g ∈ V ∗ 满足 Ker f = Ker g，证明存在非零常数 λ ∈ K 使得 g = λf。

(b) 若 f、g 是两个 V 上的双线性函数，且零点集合相同，即

∀α, β ∈ V, f(α, β) = 0 ⇔ g(α, β) = 0

证明存在非零常数 λ ∈ K 使得 g = λf。

(c) (i) 证明若 V 上双线性函数 f 保持正交性质对称 (即 f(α, β) = 0 当且仅当 f(β, α) = 0)，则
其一定为对称或斜对称。

(ii) 若 V 是 n 维实内积空间，其上线性变换 A 保持正交性 (即 (Aα,Aβ) = 0 当且仅当

(α, β) = 0)，则一定存在正交变换 B 与非零常数 λ ∈ R 使得 A = λB。

(iii) 若 V 是 3 维实内积空间，其上斜对称变换 A、B 满足 Ker A = Ker B，证明存在非零常
数 λ ∈ R 使得 A = λB。

(iv) 若 f 为 V 上的对称或斜对称双线性函数，且存在线性函数 g, h ∈ V ∗ 使得

∀α, β ∈ V, f(α, β) = g(α)h(β)

证明存在线性函数 l ∈ V ∗ 与非零常数 λ ∈ K 使得

∀α, β ∈ V, f(α, β) = λl(α)l(β)

(d) 若 f、g 是两个 V 上的 n 重线性函数，且零点集合相同，即

∀α1, . . . , αn ∈ V, f(α1, . . . , αn) = 0 ⇔ g(α1, . . . , αn) = 0

证明存在非零常数 λ ∈ K 使得 g = λf。

4. 设 A 为实内积空间 V 上的正规变换，且存在伴随变换 A∗。

(a) 证明 A 的特征向量是 A∗ 属于相同特征值的特征向量。

(b) 证明 A 属于不同特征值的特征向量正交。

(c) 若 V 为有限维，证明 Ker A = (Im A)⊥。

(d) 若 V 为有限维，证明当且仅当存在 k ∈ N 使得 Ak = Ak+1 时 A 是正交投影。

(e) 若 V 为有限维，证明若 U 为 A-不变子空间，则其为 A∗-不变子空间，且 U⊥ 也为 A-不变子空
间。

(f) 若 V 为有限维，证明若 U 为 A-不变子空间，则 (A|U )∗ = (A∗)|U，进而说明 A|U 为正规变换

(g) 若 V 为有限维，证明 V 存在一维或二维的 A-不变子空间，进一步证明存在一组标准正交基使
得 A 在其上的矩阵表示为分块对角阵，每个对角块一阶或二阶。

(h) 若 V 为有限维，证明 A 与 A∗ 在任意一组标准正交基下的矩阵表示正交相似。



二十八 补充：期末复习 263

5. 若 n 阶实方阵 A 所有复特征值为 λ1, . . . , λn。

(a) 证明存在正交阵 Q 使得 QTAQ 为分块上三角阵，每个对角块为一阶或二阶。

(b) 证明

tr(AAT ) ≥
n∑

i=1

|λi|2

且等号成立当且仅当 A 正规。

6. 若酉方阵 A 满足 −1 不是其特征值，证明

i(I −A)(I +A)−1

是 Hermite 阵。

7. 对 A,B ∈ Cn×n，考虑 Cn×n 的线性变换

C(X) = AX −XB

(a) 证明其在基 E11, E21, . . . , En1, . . . , E1n, E2n, . . . , Enn 下的矩阵表示为 (I 指 n 阶单位阵)

C = I ⊗A−BT ⊗ I

(b) 证明 A⊗ I − I ⊗B 与 I ⊗A−B ⊗ I 相似。

(c) 若 A、B 均可对角化，证明 C 可对角化。

(d) 证明 C 是同构当且仅当 A、B 无公共特征值。

(e) 若 C 可对角化，A、B 是否均可对角化？给出证明或反例。

8. 设 U、V 为 K 上 n、m 维线性空间。

(a) 若 α1, α2 ∈ U 线性无关、β1, β2 ∈ V 线性无关，证明不存在 v ∈ U、w ∈ V 使得

α1 ⊗ β1 + α2 ⊗ β2 = v ⊗ w

若去掉 α1, α2 线性无关的条件，何时存在 v ∈ U、w ∈ V 使得上式成立？

(b) 若 α ∈ U、β ∈ U，且

α⊗ β + β ⊗ α = 0

证明 α、β 中有零向量。

(c) 若 α, β, γ ∈ U，且

α⊗ β ⊗ γ + γ ⊗ α⊗ β + β ⊗ γ ⊗ α = 0

证明 α、β、γ 中有零向量。

(d) 若 α, β, γ, x, y, z ∈ U，且

α⊗ β ⊗ γ + γ ⊗ α⊗ β + β ⊗ γ ⊗ α = x⊗ y ⊗ z ̸= 0

是否能推出 α、β、γ 两两线性相关？给出证明或反例。
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§28.3 解答

1. 以下我们用 aij 表示 A 的各个分量，bij 表示 B 的各个分量。

(a) 利用 tr 与转置的线性性可计算得，对任何 A1, A2, A,B1, B2, B ∈ Rn×n、λ, µ ∈ R 有

f(λA1 + µA2, B) = tr(λAT
1B + µAT

2B) = λ tr(AT
1B) + µ tr(AT

2B) = λf(A1, B) + µf(A2, B)

f(A, λB1 + µB2) = tr(λATB1 + µATB2) = λ tr(ATB1) + µ tr(ATB2) = λf(A,B1) + µf(A,B2)

从而双线性性成立。

由 tr(X) = tr(XT ) 可得

f(A,B) = tr(ATB) = tr((ATB)T ) = tr(BTA) = f(B,A)

从而对称性成立。

直接计算可发现 (此计算是上学期矩阵论内容，可参考上学期教材)

f(A,A) = tr(ATA) =
n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij ≥ 0

由于 aij ∈ R，当且仅当所有 aij 为 0 时等号成立，从而正定性成立。

(b) * 这类不容易直接观察出结果的题目一般先设法取出基，再进行正交化与规范化。
用 Eij 表示只有第 i 行第 j 列为 1，其余为 0 的方阵。我们先利用前半学期知识取出所有实对
称阵的一组基：

Eii, i = 1, . . . , n

Eij + Eji, 1 ≤ i < j ≤ n

所有斜对称阵的一组基：

Eij − Eji, i ≤ i < j ≤ n

然后利用以上的基进行构造。

• 我们先证明上面取出的 n2 个矩阵在 f 下相互正交，从而根据两两正交的非零向量线性无关

可知它们线性无关。

首先，直接计算可得

f(A,B) = tr(ATB) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijbij

由此，若 A 与 B 非零元素位置不同，必然 f(A,B) = 0。

根据形式可发现，上述 n2 个矩阵中，只有 i、j 固定时的 Eij + Eji 与 Eij − Eji 存在相同

位置的非零元素，从而其他情况必然相互正交，而直接计算有 (注意 i < j)

tr((Eij + Eji)
T (Eij − Eji)) = tr(Ejj − Eii) = 0

于是 n2 个矩阵中任意两个不同矩阵在 f 下相互正交。

• 由于这些矩阵的个数等于 V 的维数，且线性无关，它们已经构成 V 的一组基，于是再由相

互正交可知它们构成 V 的正交基。要得到标准正交基只需再进行规范化。

直接计算可知 tr(ET
iiEii) = 1，且 i < j 时

tr((Eij + Eji)
T (Eij + Eji)) = tr(Eii + Ejj) = 2

tr((Eij − Eji)
T (Eij − Eji)) = tr(Eii + Ejj) = 2



二十八 补充：期末复习 265

于是除以模长得到规范化结果

Eii, i = 1, . . . , n
√
2

2
(Eij + Eji), 1 ≤ i < j ≤ n

√
2

2
(Eij − Eji), i ≤ i < j ≤ n

综合以上讨论即得到了原空间每个都是对称或斜对称阵的标准正交基。

(c) 我们介绍利用最短距离与正交补的两种不同计算方式。

• 最短距离思路
假设要求的正交投影为 X，其各个分量为 xij，根据正交投影性质有

∀B ∈W, f(A−X,A−X) ≤ f(A−B,A−B)

也即，我们要找到使得 f(A−B,A−B) 最小的 B ∈W。根据定义可直接计算得

f(A−B,A−B) = tr((A−B)T (A−B)) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(aij − bij)
2

对任何矩阵 B ∈W，由于有条件 b11 + · · ·+ bnn = 0，我们代入 bnn = −b11 − · · · − bn−1,n−1，

将上式重新改写为

f(A−B,A−B) =
∑
i ̸=j

(aij − bij)
2 +

n−1∑
i=1

(aii − bii)
2 + (ann + b11 + · · ·+ bn−1,n−1)

2

由于 i ̸= j 时 bij 相互独立，取 bij = aij 即可使得平方项为 0，最小，接下来观察剩下的项。
可以发现，剩下 n 项括号内求和为定值，由此利用 Cauchy 不等式可得

n−1∑
i=1

(aii − bii)
2 + (ann + b11 + · · ·+ bn−1,n−1)

2

=
1

n
(
n−1∑
i=1

(aii − bii)
2 + (ann + b11 + · · ·+ bn−1,n−1)

2)(12 + · · ·+ 12)

≥ 1

n
((a11 − b11) + · · ·+ (an−1,n−1 − bn−1,n−1) + (ann + b11 + · · ·+ bn−1,n−1))

2

=
1

n
(trA)2

且等号成立当且仅当 a11 − b11, . . . , an−1,n−1 − bn−1,n−1, ann + b11 + · · ·+ bn−1,n−1 与各分量

全为 1 的向量成正比，也即它们全部相等，由此即可解出

bii = aii −
1

n
tr(A), i = 1, . . . , n− 1

可计算验证上式对 i = n 也成立，因此最终得到 X 的各分量为

xij =

aij i ̸= j

aij − 1
n
tr(A) i = j

或整体写为

X = A− 1

n
tr(A)

* 求最小值点也可以使用条件极值或多元函数最小值等思路，总体来说这个做法相对分析化
(适合高数学得好的同学使用)。
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• 正交补思路
根据定义，只要计算出 W⊥，即可通过直和分解将 A 分解到 W 上得到正交投影。

利用上半学期知识 (可见本讲义 18.2.2 第 2 题) 可给出 W 的一组基

Eij , i ̸= j

E11 − Ekk, k = 2, . . . , n

利用正交的性质，与 W 所有矩阵正交等价于与其一组基正交。若 B 与 W 中所有矩阵正

交，直接利用 f(A,B) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijbij 计算可知

f(Eij , B) = bij = 0, i ̸= j

f(E11 − Ekk, B) = b11 − bkk = 0, k = 2, . . . , n

这即是说 B = b11I (I 指 n 阶单位阵)，从而 W⊥ = ⟨I⟩。
有了 W⊥ 的表达式后，为计算 A 在 W 下的正交投影 X，我们只需要找到方阵 X、Y 使得

A = X + Y, X ∈W, Y ∈W⊥

设 y ∈ R 使得 Y = yI，上式即是说 X = A− yI，于是 tr(A− yI) = 0，直接计算可知

y =
1

n
tr(A)

从而最终得到

X = A− 1

n
tr(A)

2. * 对于有限维问题往往需要通过度量矩阵进行处理，转化为矩阵论后即可通过方程组、逆矩阵等知识
得到存在唯一性。

设 f 在基 α1, . . . , αn 下的度量矩阵为 A，其各分量为 aij，利用非退化性定义可知 A 可逆。

另一方面，将 β1, . . . , βn 在基 α1, . . . , αn 下展开，也即设 cij ∈ R 使得

∀k = 1, . . . , n, βj =

n∑
k=1

ckjαk

可利用双线性性与度量矩阵的定义计算得到

f(αi, βj) =
n∑

k=1

ckjf(αi, αk) =
n∑

k=1

ckjaik =

1 i = j

0 i ̸= j

假设所有 cij 拼成矩阵 C，可以发现 (数的乘法可以交换)
∑n

k=1 ckjaik =
∑n

k=1 aikckj 即为 AC 的第

i 行第 j 列元素，于是上式等价于

AC = I

由于 A 可逆，存在唯一 C 使得 AC = I，而既然每个 βj 在基 α1, . . . , αn 下的坐标存在唯一，每个

βj 也存在唯一。

最后，由于 C也可逆，由 C的列线性无关利用坐标的同构性可知 β1, . . . , βn线性无关，又由 dimV = n，

上述的唯一一组向量组是 V 的基。

3. 零点相关的问题往往基于如下的核心思路：利用线性性将非零点 “移动” 到零点进行处理。
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(a) 若 f 为零映射，则由于 Ker g = Ker f = V 可知 g 为零映射，从而 g = f，得证，下假设 f 不

为零映射。

由于存在 x ∈ V 使得 f(x) ̸= 0，根据条件有 x /∈ Ker g，从而 g(x) ̸= 0，记 λ = g(x)
f(x)

∈ K，其非
零。

对任何 y ∈ V，有

f

(
y − f(y)

f(x)
x

)
= f(y)− f(y)

f(x)
f(x) = 0

于是根据 Ker f = Ker g 可知
g

(
y − f(y)

f(x)
x

)
= 0

展开得到

g(y)− f(y)

f(x)
g(x) = 0

也即

g(y) =
f(x)

g(x)
f(y) = λf(y)

由于此式对任何 y ∈ V 成立，即得 g = λf。

(b) 利用双线性性，固定 α ∈ V，φ(β) = f(α, β) 与 ψ(β) = g(α, β) 为 V ∗ 中的线性函数。由于 f 与

g 的零点集合相同，应有 Ker φ = Ker ψ，从而由 (a) 可知存在 K 中的 λα ̸= 0 (一定要注意这
里的 λ 与 α 有关) 使得 ψ = λαϕ，也即

∀α ∈ V, ∃λα ∈ K, ∀β ∈ V, g(α, β) = λαf(α, β)

我们接下来证明对所有 α，λα 应相同。

若 f 为零映射，由零点集合相同可知 g 为零映射，取 λ = 1 即可，否则，存在某个 α0, β0 ∈ V

使得 f(α0, β0) ̸= 0，从而可记 λ = λα0
，其满足

∀β ∈ V, g(α0, β) = λf(α0, β)

同理，固定 β ∈ V，f(α, β) 与 g(α, β) 也为关于 α 的 V ∗ 中线性函数，从而重复上述过程可知

∀α ∈ V, g(α, β0) = λf(α, β0)

最后对一切 α, β ∈ V 考虑，分为三类讨论：

• 若 f(α0, β) ̸= 0，可知

f

(
α− f(α, β)

f(α0, β)
α0, β

)
= f(α, β)− f(α, β)

f(α0, β)
f(α0, β) = 0

从而根据零点集合相同可知

g

(
α− f(α, β)

f(α0, β)
α0, β

)
= 0

展开并利用 g(α0, β) = λf(α0, β) 得到

g(α, β)− λf(α0, β)

f(α0, β)
f(α, β) = 0

即得 g(α, β) = λf(α, β)。

• 若 f(α, β0) ̸= 0，利用 g(α, β0) = λf(α, β0) 考虑

f

(
α, β − f(α, β)

f(α, β0)
β0

)
完全类似上一种情况可得结论。



二十八 补充：期末复习 268

• 若 f(α0, β) = f(α, β0) = 0，构造更加具有技巧性：先待定系数 µ, γ ∈ K，考虑

f(α− µα0, β − γβ0)

利用条件可将其展开为

f(α−µα0, β−γβ0) = f(α, β)−µf(α0, β)−γf(α, β0)+µγf(α0, β0) = f(α, β)+µγf(α0, β0)

为了将其移动到零点，我们取 µ = −1、γ = f(α,β)
f(α0,β0)

，即有 f(α− µα0, β − γβ0) = 0。

由于 f 与 g 的零点相同，可知 g(α0, β) = g(β, α0) = 0，且 g(α− µα0, β − γβ0) = 0，从而

进一步展开得到

g(α, β) + µγg(α0, β0) = 0

代入即得

g(α, β)− f(α, β)

f(α0, β0)
g(α0, β0) = 0

再利用 g(α0, β0) = λf(α0, β0) 即得到

g(α, β) = λf(α, β)

由于定义保证了 λ 不为 0，综合以上三种情况得证。

(c) * 这部分的题目均为教材习题或往年题，可以发现上述零点相同推出相差倍数的性质对于解决
一些问题非常有用，不过，解决问题的基础是构造合适的线性/双线性函数。

(i) 定义 V × V 上的函数 g 满足

∀α, β ∈ V, g(α, β) = f(β, α)

利用 f 对两个分量均线性可发现 g 也是双线性函数。条件即成为 g 与 f 零点集合相同，

从而根据 (b) 存在 λ ̸= 0 使得 g = λf，即

∀α, β ∈ V, f(β, α) = λf(α, β)

若 f 为零映射，其满足对称性，符合要求。否则存在 α0, β0 ∈ V 使得 f(α0, β0) ̸= 0，且

f(α0, β0) = λf(β0, α0) = λ2f(α0, β0)

由此即得 λ2 = 1，于是 λ = ±1，λ = 1 满足对称性定义，λ = −1 满足斜对称性定义。

(ii) 根据内积的定义，内积应为 V 上的双线性函数。定义 V × V 函数 φ 满足

∀α, β ∈ V, φ(α, β) = (Aα,Aβ)

利用线性映射的复合仍为线性映射可知 φ 也是双线性函数。条件即成为 φ 与内积零点集

合相同，从而根据 (b) 存在 µ ̸= 0 使得

∀α, β ∈ V, (Aα,Aβ) = µ(α, β)

我们先证明 µ > 0：任取 α ̸= 0，可得 (Aα,Aα) = µ(α, α)，由于内积的正定性可知

(α, α) > 0、(Aα,Aα) ≥ 0，从而 µ ≥ 0。由于 µ 非零，其必然大于 0。
由此，记 λ =

√
µ，B = 1

λ
A，利用内积双线性性直接计算得到

∀α, β ∈ V, (Bα,Bβ) = (α, β)

这即是有限维线性空间正交变换的等价定义，从而 B 是正交变换，且 A = λB。
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(iii) 首先，利用斜对称矩阵的秩一定为偶数，可知 dim Im A 为偶数，从而由 dimV = 3 可得

其为 0 或 2。dim Im A = 0 即代表 A 为零映射，此时 B 也为零映射，取 λ = 1 即可。以

下假设 A、B 不为零映射。
此时，根据第一同构定理有

dimKer A = dimV − dim Im A = 3− 2 = 1

设其一组基为 v1，由 Ker A = Ker B 知 v1 也是 Ker B 一组基。将 v1 扩充为 V 的一组基

v1, v2, v3。

考虑 V × V 上的函数 f、g 满足对任何 α, β ∈ V 有

f(α, β) = (Aα, β), g(α, β) = (Bα, β)

利用线性映射的复合仍为线性映射可知 f、g 是双线性函数。

设 α = a1v1 + a2v2 + a3v3、β = b1v1 + b2v2 + b3v3，由于 Av1 = 0，利用斜对称性可发现

∀β ∈ V, (v1,Aβ) = −(Av1, β) = 0

且由于 (β,Aβ) = −(Aβ, β)，由内积对称性可知其只能为 0，也即

∀β ∈ V, (Aβ, β) = 0

由此，直接展开计算，消去 (Av1, vi)、(v1,Avi) 与 (vi,Avi) 项可得

f(α, β) = a2b3(Av2, v3) + a3b2(Av3, v2) = (a2b3 − a3b2)(Av2, v3)

同理得到

g(α, β) = a2b3(Bv2, v3) + a3b2(Bv3, v2) = (a2b3 − a3b2)(Bv2, v3)

若 (Av3, v2) = 0，可发现对任何 α, β 有 f(α, β) = 0，于是 (Aα, β) = 0 恒成立，固定 α，

利用内积的非退化性可知 Aα 必须为 0，由于这对任何 α 成立，即得 A 为零映射，矛盾。
同理，(Bv3, v2) 也非零。
综合以上讨论，f(α, β) = 0 当且仅当 a2b3 = a3b2，g(α, β) = 0 也当且仅当 a2b3 = a3b2，

于是两者零点集合相同，由 (b) 存在非零的 λ 使得 f = λg，将其写为

∀α, β ∈ V, (Aα, β) = λ(Bα, β)

* 若不用 (b) 中结论，也可直接令 λ = (Av2,v3)
(Bv2,v3)

后计算得 f = λg。

利用线性性改写为

∀α, β ∈ V, ((A− λB)α, β) = 0

与之前讨论类似，由内积的非退化性可知 (A− λB)α 对任何 α 为 0，由此其为零映射，这
就得到了

A = λB

* 本题并不一定需要直接利用 (b) 中结论，但核心思路构造双线性函数考虑是从其中得到
的。

(iv) 若 g 或 h 为零映射，由定义可发现 f 为零映射，从而取 l 为零映射、λ = 1 即符合要求，

下假设 g 与 h 均不为零映射。记 U = Ker g、W = Ker h，则它们都是 V 的真子空间。我

们下面证明 U =W。
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记 f 的零点集合为 K ⊂ V × V。首先，根据定义可知 f(α, β) = 0 当且仅当 g(α) = 0 或

h(β) = 0，从而有 (U ×V 代表 g(α) = 0 时 β 可任取，V ×W 代表 h(β) = 0 时 α 可任取)

K = (U × V ) ∪ (V ×W )

另一方面，由于 f 对称或斜对称，可知 f(β, α)的零点集合与 f 相同，而 f(β, α) = g(β)h(α)，

类似讨论即得

K = (W × V ) ∪ (V × U)

由此，对任何 u ∈ U，由于 U 为真子空间可取 x /∈ u，由 (u, x) ∈ U × V 根据 K 的第一

个表达式可知 (u, x) ∈ K，但由于 x /∈ U，(u, x) /∈ V × U，根据 K 的第二个表达式只能

(u, x) ∈W × V，从而 u ∈W。同理，对任何 w ∈W 可推出 w ∈ U，这就得到了 U =W。

利用 (a)，存在非零的 λ 使得 g = λh，于是再取 l = h 即可发现符合要求。

*另一个值得注意的地方是，我们的所有证明过程几乎都单独讨论了零映射，这本质上是由于平
移零点必须依赖非零值。

(d) 对 n 进行归纳。我们已经证明了 n 为 1、2 时成立，下假设结论对 n− 1 成立，考虑 n 的情况。

类似 n = 2 时的证明，固定第一个分量时 f、g 均为 n− 1 重线性函数，从而根据 n− 1 的情况

可知

∀α ∈ V, ∃λα ∈ K, λα ̸= 0, ∀α2, . . . , αn ∈ V, g(α, α2, . . . , αn) = λαf(α, α2, . . . , αn)

若 f 为零映射，由零点集合相同可知 g 为零映射，取 λ = 1 即可，否则存在某组 β1, . . . , βn ∈ V

使得 f(β1, . . . , βn) ̸= 0，从而可记 λ = λβ1
，其满足

∀α2, . . . , αn ∈ V, g(β1, α2, . . . , αn) = λf(β1, α2, . . . , αn)

同理，固定第二个分量类似讨论得到

∀α1, α3 . . . , αn ∈ V, g(α1, β2, α3, . . . , αn) = λf(α1, β2, α3, . . . , αn)

固定每个分量都有类似的结论，直到固定最后一个分量得到

∀α1, . . . , αn−1 ∈ V, g(α1, . . . , αn−1, βn) = λf(α1, . . . , αn−1, βn)

下面考虑一般的 f(α1, . . . , αn)。我们的核心思路是，利用 αi 与 βi 组合出零点。

具体来说，我们需要证明如下引理：对任何 α1, . . . , αn ∈ V，存在 µ1, . . . , µn ∈ K，使得

f(α1 − µ1β1, . . . , αn − µnβn) = 0

证明：

上式可展开成

f(α1 − µ1β1, . . . , αn−1 − µn−1βn−1, αn)− µnf(α1 − µ1β1, . . . , αn−1 − µn−1βn−1, βn) = 0

只要存在 µ1, . . . , µn−1 使得 µn 前的系数不为 0，取

µn =
f(α1 − µ1β1, . . . , αn−1 − µn−1βn−1, αn)

f(α1 − µ1β1, . . . , αn−1 − µn−1βn−1, βn)

即可。下面证明一定存在这样的 µ1, . . . , µn−1。

若否，对任何 µ1, . . . , µn−1 均有

f(α1 − µ1β1, . . . , αn−1 − µn−1βn−1, βn) = 0
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展开倒数第二项得到

f(α1 − µ1β1, . . . , βn−2, αn−1, βn)− µn−1f(α1 − µ1β1, . . . , βn−1, βn) = 0

只要 f(α1 − µ1β1, . . . , αn−2 − µn−2βn−2, βn−1, βn) ̸= 0，即可取 µn−1 使得上式不为 0，矛
盾。由此可推出对任何 µ1, . . . , µn−2 必然有

f(α1 − µ1β1, . . . , αn−2 − µn−2βn−2, βn−1, βn) = 0

继续展开倒数第三项，重复此过程，可发现最终可以得到对任何 µ1 有

f(α1 − µ1β1, β2, . . . , βn) = 0

但上式左即

f(α1, β2, . . . , βn)− µ1f(β1, β2, . . . , βn)

由于 µ1 前的系数不为 0，总可取到 µ1 使得整体不为 0，矛盾，于是得证。
由此，利用零点相同可得

g(α1 − µ1β1, . . . , αn − µnβn) = 0 = λf(α1 − µ1β1, . . . , αn − µnβn)

将左右两侧完全展开，可发现除了 g(α1, . . . , αn) 与 f(α1, . . . , αn) 外的项至少有一个位置是 βi，

因此根据固定每一个分量的结果可知左侧与右侧的 λ 倍相互抵消，最后只剩下

g(α1, . . . , αn) = λf(α1, . . . , αn)

由于定义保证了 λ 不为 0，这就得到了结论的证明。

4. * 大部分自伴、斜自伴、正交变换的性质都可被正规包含，也即此题的讨论。由此，在此题之外需要
特别注意一些特殊性质，如对称阵当且仅当可正交相似对角化、正交阵当且仅当所有行/列向量相互
正交。

(a) 设 x 是 A 关于特征值 λ 的特征向量，则我们只需要证明 A∗x− λx = 0。利用内积对称性与双

线性性直接展开计算可得

(A∗x− λx,A∗x− λx) = (A∗x,A∗x)− 2λ(A∗x, x) + λ2(x, x)

由伴随变换定义

(A∗x, x) = (x,Ax) = (Ax, x)

由伴随变换定义与正规变换性质

(A∗x,A∗x) = (AA∗x, x) = (A∗Ax, x) = (Ax,Ax)

从而代入可得

(A∗x− λx,A∗x− λx) = (Ax,Ax)− 2λ(Ax, x) + λ2(x, x)

而右侧即可合并为 (Ax− λx,Ax− λx)，由特征向量定义可知其为 0，得证。
* 需要熟悉正规变换的等价定义 (Ax,Ay) = (A∗x,A∗y)。

* 在内积空间中，证明向量为 0 常通过模长为 0 进行。

(b) 设 x、y 是 A 关于特征值 λ、µ 的特征向量，且 λ ̸= µ，利用 (a) 有

(Ax, y)− (x,Ay) = (x,A∗y)− (x,Ay) = µ(x, y)− µ(x, y) = 0

另一方面

(Ax, y)− (x,Ay) = λ(x, y)− µ(x, y) = (λ− µ)(x, y)

从而由 λ ̸= µ 即得 (x, y) = 0，得证。
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(c) 我们先证明 Ker A 与 Im A 正交。对任何 x ∈ Ker A、y ∈ Im A，设 y = Az、z ∈ V，有

(x, y) = (x,Az) = (A∗x, z)

由于 x ∈ Ker A 也即 x 是 A 关于特征值 0 的特征向量，由 (a) 得 x 也是 A∗ 关于特征值 0 的
特征向量，于是 A∗x = 0，这就得到了 (x, y) = 0。

利用正交补的定义，Ker A ⊂ (Im A)⊥，另一方面，由于 V 维数有限，利用第一同构定理可知

dimV = dimKer A+ dim Im A

从而 dimKer A = dim(Im A)⊥。综合两方面即得 Ker A = (Im A)⊥。

(d) 若 A是正交投影，其为投影映射，从而取 k = 1即可，下面证明另一边，也即从 k ∈ N、Ak = Ak+1

推出 A 是正交投影。

当 k = 0 时，即代表 A = I，为对全空间的正交投影，下设 k ≥ 1。移项可得 Ak(A− I) = O，
从而 xk(x− 1) 是 A 的一个化零多项式，A 的特征值只有 0 或 1。由此可写出根子空间分解

V = Ker Ak ⊕Ker (A− I)

我们先证明 Ker A = Ker Ak。

证明：

* 此证明基本与期中复习题第 3 题 (b) 等价。
由 Ker 定义可得

Ker A ⊂ Ker Ak

另一方面

dimKer A = dimV − dim Im A, dimKer Ak = dimV − dim Im Ak

由此只需证明 dim Im A = dim Im Ak。

由 (c) 中已证，V = Ker A ⊕ Im A。对任何 y ∈ Im A，设 y = Ax、x ∈ V，将 x 分解为

z + w 使得 z ∈ Ker A、w ∈ Im A，有

A(w) = A(w + z) = A(x) = y

由此，Im A 中的任何元素在 Im A 中有原像，即 Im A ⊂ A(Im A)。根据 Im A 的定义，另
一边包含关系成立，于是

A(Im A) = Im A

再次利用像空间定义可得

Im Ak = A(Im Ak−1)

从而利用归纳法即得 Im Ak = A(Im Ak−1) = A(Im A) = Im A 对任何正整数 k 成立，得

证。

由此，我们得到了分解

V = Ker A⊕Ker (A− I)

另一方面，由于 Ker (A−I) 代表所有满足 Ax = x 的向量 x，其原像为自身，有 Ker (A−I) ⊂
Im A。利用 (c) 可知

V = Ker A⊕ Im A

于是考虑维数得只能 Ker (A− I) = Im A。
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记 U = Im A，利用 Ker (A− I) = Im A 可知 A 在 U 上为恒等映射，利用 Ker A = U⊥ 可知

A 在 U⊥ 上为零映射，这即代表 A 是到 U 的正交投影，从而得证。

* 这题事实上可以直接通过正规变换的正交相似标准形得到，不过，为了展现逻辑顺序，我们采
取了更基本的方式证明。

(e) • U 是 A∗-不变子空间
设 U 的一组标准正交基是 u1, . . . , ur，扩充为 V 的标准正交基 u1, . . . , ur, v1, . . . , vn−r。

对任何 ui，i = 1, . . . , r，利用标准正交基的性质可知

Aui =
r∑

j=1

(Aui, uj)uj +
n−r∑
k=1

(Aui, vk)vk

由不变子空间定义可知 Aui ∈ U，从而后 n− r 个分量为 0，进一步写成

Aui =
r∑

j=1

(Aui, uj)uj

直接展开计算，利用 ui 两两正交可发现

(Aui,Aui) =
( r∑

j=1

(Aui, uj)uj ,
r∑

j=1

(Aui, uj)uj
)

=

r∑
j=1

(Aui, uj)2

另一方面，同理可将 A∗ui 写成

A∗ui =
r∑

j=1

(A∗ui, uj)uj +
n−r∑
k=1

(A∗ui, vk)vk

也同样可以直接利用正交性展开计算得

(A∗ui,A∗ui) =
r∑

j=1

(A∗ui, uj)
2 +

n−r∑
k=1

(A∗ui, vk)
2

进一步由伴随变换性质写为

(A∗ui,A∗ui) =
r∑

j=1

(Auj , ui)2 +
n−r∑
k=1

(A∗ui, vk)
2

由正规变换性质 (A∗ui,A∗ui) = (Aui,Aui)，从而对任何 i = 1, . . . , r 可最终写出

r∑
j=1

(Aui, uj)2 =
r∑

j=1

(Auj , ui)2 +
n−r∑
k=1

(A∗ui, vk)
2

将两侧对所有 i 求和，可以发现，左侧第一项都是对所有 i、j 的 (Aui, uj)2 求和，右侧第
一项是对所有 i、j 的 (Auj , ui)2 求和，只相差次序，因此可以相互消去，最终得到

r∑
i=1

n−r∑
k=1

(A∗ui, vk)
2 = 0

因此对任何 i = 1, . . . , r、k = 1, . . . , n− r 有 (A∗ui, vk) = 0，代回之前的展开即得

A∗ui =
r∑

j=1

(A∗ui, uj)uj

于是 A∗ui ∈ U 对 i = 1, . . . , r 成立，再由子空间封闭性即得对任何 u ∈ U 有 A∗u ∈ U，从

而 U 是 A∗-不变子空间。
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• U⊥ 是 A-不变子空间
由于 U 是 A∗-不变子空间，对任何 α ∈ U 有 A∗α ∈ U，于是对任何 β ∈ U⊥ 有

(A∗α, β) = 0

另一方面，(A∗α, β) = (α,Aβ)。上式证明了 Aβ 满足对任何 α ∈ U 都有 (α,Aβ) = 0，因

此 Aβ ∈ U⊥，这就得到了证明。

(f) 在 (e) 中已经证明了 U 是 A∗-不变子空间，从而限制映射 (A∗)|U 的确存在。
根据定义，(A|U )∗ 是满足

∀u, v ∈ U, (A|Uu, v) = (u,Bv)

的唯一 U 上线性变换 B，而由限制映射定义可发现

∀u, v ∈ U, (A|Uu, v) = (Au, v) = (u,A∗v) = (u,A∗|Uv)

从而 A∗|U 是满足此性质的线性变换，根据唯一性得必然 (A|U )∗ = A∗|U。
由此，利用 AA∗ = A∗A，直接计算可知

A|U (A|U )∗ = A|U (A∗)|U

根据限制映射的定义可发现对任何 u ∈ U 有 (第二个等号是由于不变子空间定义，A∗(u) ∈ U)

A|U (A∗)|U (u) = A|U (A∗(u)) = A(A∗(u)) = A∗(A(u)) = A∗(A|U (u)) = (A∗)|UA|U (u)

从而即得到 A|U 也正规。

(g) • 不变子空间存在性
我们证明更一般的结论：n 维实线性空间上的线性变换存在一维或二维不变子空间 (可参考
教材 9.5 节例 15)。
设 A 在某组基下的矩阵表示为 A。利用上学期结论，实方阵 A 看作复方阵时所有特征值成

对出现，也即所有复特征值可以写为

λ1, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

这里所有 λi、ai 为实数，bi 为正实数。

若 r > 0，A 存在实特征值 λ1 与对应的实特征向量 α1，由定义可知 ⟨α1⟩ 是 A 的一维不变
子空间，已经得证。

否则，由于 r+2k 应等于 A 的阶数，必有 k > 0。考虑 A 看作复方阵的特征值 a1 + b1i。假
设其一个 (复) 特征向量是 x+ yi，这里 x、y 为实向量。由于 A 为实方阵，利用

A(x+ yi) = (a1 + b1i)(x+ yi)

对比实部、虚部可计算得

Ax = a1x− b1y, Ay = b1x+ a1y

由此，⟨x, y⟩ 为 A 的一个不变子空间，于是考虑坐标为 x 的向量 α 与坐标为 y 的向量 β，

⟨α, β⟩ 为 A 的一个不变子空间。由于其被两个向量生成，必然为一维或二维。
为了进行接下来的证明，我们再补充一个性质：若 A 是实正规变换 A 在标准正交基下的矩
阵表示，且其有特征值 a1 + b1i，上面构造的不变子空间 ⟨α, β⟩ 是二维的，且 α、β 模长相

等且正交，A|⟨α,β⟩ 在基 α, β 下的矩阵表示为(
a1 b1

−b1 a1

)

证明：
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我们用上标 H 表共轭转置。

由于坐标映射的同构性，只要证明 x 与 y 线性无关即有 α 与 β 线性无关。

首先，根据 Ax = a1x−b1y、Ay = b1x+a1y，且 b1 > 0，若 x或 y 为 0可推出 x = y = 0，

与特征向量矛盾。另一方面，计算可知

A(x− yi) = (a1 − b1i)(x− yi)

由此 x−yi，是属于特征值 a1−b1i的特征向量。将 A看作复正规变换 (由于 ATA = AAT

且 A 为实方阵，也有 AHA = AAH)，仍可与 (b) 相同证明其不同特征值的特征向量正
交，从而

(x− yi)H(x+ yi) = 0

由于 x− yi 的共轭即为 x+ yi，左侧事实上是 x+ yi 的转置，从而展开并对比实部、虚
部得到

xTx− yT y = 0, xT y + yTx = 0

由一维方阵等于其转置可知第二个式子得到 xT y = 0，第一个式子得到 xTx = yT y。利

用标准正交基的性质，这即得到 α 与 β 正交、(α, α) = (β, β)，从而得证。

最后，利用坐标与矩阵表示的性质可知

A(α) = a1α− b1β, A(β) = b1α+ a2β

这就直接由矩阵表示的定义得到了 A|⟨α,β⟩ 在基 α, β 下的矩阵表示符合要求。

• 标准形构造
我们下面证明，假设 A 在某组标准正交基下的矩阵表示为 A，且 A 看作复方阵的特征值为

λ1, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

其中所有 λi、ai 为实数，bi 为正实数，则存在一组标准正交基使得 A 在其下的矩阵表示为

diag
(
λ1, . . . , λr,

(
a1 b1

−b1 a1

)
, . . . ,

(
ak bk

−bk ak

))

我们利用类似归纳的思路证明。先分两种情况构造不变子空间 (注意根据矩阵表示的性质，
A 的实特征值与矩阵表示 A 的实特征值相同)：

– A 有实特征值
此时，取出 A 的实特征值 λ 与对应的特征向量 α。由于特征向量乘非零倍数还是特征

向量，记 U = ⟨α⟩，单位化的特征向量

γ =
1

√
α, α

α

由内积双线性性可直接得到 γ 为单位向量，进一步根据特征向量定义可知 A|U 在 γ 下

的矩阵表示即为 (λ)。

– A 无实特征值
此时，A 必然有复特征值，假设其中一个为 a+ bi、b > 0。根据上一部分的证明，存在

模长相等且正交的 α、β 使得 U = ⟨α, β⟩ 是二维不变子空间，且 A|U 在基 α, β 下的矩

阵表示为 (
a b

−b a

)
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设 α、β 的模长均为 c，我们将 α、β 规范化成为 U 的标准正交基：

γ1 =
1

c
α, γ2 =

1

c
β

利用矩阵表示的定义，由于

A(α) = aα− bβ, A(β) = b1α+ a2β

且 A 为线性映射，两侧同除以 c 可得

A(γ1) = aγ1 − bγ2, A(β) = bγ1 + aγ2

于是 A|U 在基 γ1, γ2 下的矩阵表示不变。

再给出归纳过程：

– 基础情况
若 A 只有一个实特征值，则上述第一种方法构造的 U 即为全空间，从而已经符合要求。

若 A 无实特征值且有一对非实特征值 a± bi，则上述第二种方法构造的 U 即为全空间。

我们下面假设 A 的实特征值个数少于 r 个或非实特征值对数少于 k 对时结论成立，考

虑实特征值 r 个、非实特征值 k 对的情况。此时假设空间维数为 n，A 的所有特征值为

λ1, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

其中所有 λi、ai 为实数，bi 为正实数。

– 有实特征值时的降阶
若 r > 0，设其有一个实特征值 λ1，利用上述第一种方法构造 U，并设构造的基为 γ。

将 γ 扩充为全空间的标准正交基 γ, γ2, . . . , γn。利用正交补性质 (可见本讲义 25.2.2) 可
知 U⊥ = ⟨γ2, . . . , γn⟩。由于 U 为 A 的不变子空间，U⊥ 也为 A 的不变子空间，从而利
用不变子空间的矩阵表示性质 (可见本讲义 21.2.1 开头) 可得 A 在这组基下的矩阵表示
为 (未写出元素为 0) (

λ1

A0

)
这里 A0 为 A|U⊥ 在 γ2, . . . , γn 下的矩阵表示。

由于 A 在不同基下的矩阵表示相似，实方阵相似则它们看作复方阵也相似 (实可逆阵也
是复可逆阵)，此矩阵的特征值应与 A 完全相同，从而考虑特征多项式可知 A0 的所有

复特征值为

λ2, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

由于 A0 实特征值少于 r 个，且利用 (f) 可知 A|U⊥ 也正规，符合归纳假设，存在 U⊥

的一组标准正交基 η2, . . . , ηn 使得 A|U⊥ 在这组基下的矩阵表示为

diag
(
λ2, . . . , λr,

(
a1 b1

−b1 a1

)
, . . . ,

(
ak bk

−bk ak

))

考虑 γ1, η2, . . . , ηn，由于 U 与 U⊥ 中任何向量均正交，这仍然是一组 V 的标准正交基，

且再次利用不变子空间的矩阵表示性质可知 A 在这组基下的矩阵表示为

diag
(
λ1, . . . , λr,

(
a1 b1

−b1 a1

)
, . . . ,

(
ak bk

−bk ak

))

这就得到了证明。
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– 无实特征值时的降阶
若 r = 0，必然 k 至少为 1，这时 A 的特征值为

a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

对 a1 ± b1i 利用上述第二种方法构造 U，并设构造的基为 γ1, γ2。将它们扩充为全空间

的标准正交基 γ1, γ2, . . . , γn。利用正交补性质可知 U⊥ = ⟨γ3, . . . , γn⟩。由于 U 为 A 的
不变子空间，U⊥ 也为 A的不变子空间，从而利用不变子空间的矩阵表示性质可得 A在
这组基下的矩阵表示为 (未写出元素为 0)

a1 b1

−b1 a1

A0


这里 A0 为 A|U⊥ 在 γ3, . . . , γn 下的矩阵表示。

由于 A 在不同基下的矩阵表示相似，实方阵相似则它们看作复方阵也相似 (实可逆阵也
是复可逆阵)，此矩阵的特征值应与 A 完全相同，从而考虑特征多项式可知 A0 的所有

复特征值为

a2 + b2i, a2 − b2i, . . . , ak + bki, ak − bki

由于 A0 非实特征值少于 k 对，且利用 (f) 可知 A|U⊥ 也正规，符合归纳假设，存在 U⊥

的一组标准正交基 η3, . . . , ηn 使得 A|U⊥ 在这组基下的矩阵表示为

diag
((

a2 b2

−b2 a2

)
, . . . ,

(
ak bk

−bk ak

))

考虑 γ1, γ2, η3, . . . , ηn，由于 U 与 U⊥ 中任何向量均正交，这仍然是一组 V 的标准正交

基，且再次利用不变子空间的矩阵表示性质可知 A 在这组基下的矩阵表示为

diag
((

a1 b1

−b1 a1

)
, . . . ,

(
ak bk

−bk ak

))

这就得到了证明。

* 综合以上讨论，我们最终得出了 A 在正交相似下能表为的最简形式。在矩阵论中，这称
为实正规方阵的正交相似标准形。

*这道题虽然非常复杂，但希望大家能耐心阅读证明，尤其是掌握正交等内容如何与前半学期的
不变子空间知识结合来构造矩阵表示，这大概是期末范围内可能最难的部分了。

(h) 我们将 (f) 中构造的矩阵称为 A 的矩阵表示标准形。由于此标准形只与 A 的某组标准正交基下
矩阵表示 A 的所有复特征值有关，而 A∗ 在相同基下的矩阵表示为 AT，由上学期结论，AT 看

作复方阵的所有特征值与 A 相同，于是 A∗ 的矩阵表示标准形与 A 相同。由于不同标准正交基
下的矩阵表示正交相似，任意一组基下 A 与 A∗ 的矩阵表示均正交相似。

5. * 这题真的是往年原题... 这就是为什么希望大家仔细阅读第 4 题 (f) 的证明，因为真不是不可能考...

(a) 我们将仿照第 4 题 (f) 进行证明，不过采用更矩阵论的技巧。我们证明更强的结论，也即若 A

的所有特征值为

λ1, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

其中所有 λi、ai 为实数，bi 为正实数，则存在正交阵 Q 使得 QTAQ 是对角块为 λ1, . . . , λr、

A1, . . . , Ak 的分块上三角阵，其中每个 Ai 是特征值为 ai ± bii 的二阶实方阵。
完全类似对 A 的特征值进行分类：
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• A 若为一阶且存实特征值或二阶且不存实特征值，均已经符合题目要求，下面假设 A 的实

特征值个数小于 r 个或非实特征值对数小于 k 对时已经成立，考虑实特征值 r 个、非实特

征值 k 对的情况。此时假设 A 为 n 阶方阵，A 的特征值为

λ1, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

其中所有 λi、ai 为实数，bi 为正实数。

• 存实特征值情况
若 A 存在实特征值 λ1，设其一个特征向量为 α，考虑单位化的特征向量

γ =
1√
αTα

α

可发现 γTγ = 1。将 γ 扩充为 Rn 的一组标准正交基 γ, γ2, . . . , γn，并将它们作为列拼成矩

阵 P，由上学期知识，方阵为正交阵当且仅当其列向量标准正交，由此 P 是正交阵。

利用分块矩阵知识可知 AP 的第一列是 Aγ = λ1γ，从而计算得 (x 与 A0 为未知行向量/矩
阵，左下角分块为零向量)

AP = P

(
λ1 x

A0

)
同左乘 P T 也即

P TAP =

(
λ1 x

A0

)
由于相似不改变特征值，右侧所有特征值应与 A完全相同，从而考虑特征多项式可知 A0 的

所有复特征值为

λ2, . . . , λr, a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki

由于 A0 实特征值少于 r 个，符合归纳假设，存在 n − 1 阶正交阵 R 使得 RTA0R 是对角

块为 λ2, . . . , λr、A1, . . . , Ak 的分块上三角阵，其中每个 Ai 是特征值为 ai ± bii 的二阶实方
阵。进一步计算可得 (

1

RT

)
P TAP

(
1

R

)
是对角块为 λ1, . . . , λr、A1, . . . , Ak 的分块上三角阵，其中每个 Ai 是特征值为 ai ± bii 的二
阶实方阵。

此外，利用正交阵定义与分块矩阵运算可直接验证(
1

RT

)
P T =

(
P

(
1

R

))T

且 (
1

RT

)
P TP

(
1

R

)
= I

于是记

Q = P

(
1

R

)
即得到了结论。

• 不存实特征值情况
此时 r = 0，A 的所有特征值为

a1 + b1i, a1 − b1i, . . . , ak + bki, ak − bki
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与第 4 题 (f) 第一部分证明完全相同可知存在实向量 x、y 使得

A(x+ yi) = (a1 + b1i)(x+ yi)

且对比实部、虚部得到

Ax = a1x− b1y, Ay = b1x+ a1y

于是计算得

A(x− yi) = (a1 − b1i)(x− yi)

由于不同特征值的特征向量线性无关，x+ yi 与 x− yi 看作复向量应线性无关，从而可知 x

与 y 必然线性无关，否则 x+ yi、x− yi 均能写成其中某个的复数倍。
将 x、y 进行正交化、规范化得到两个正交且模长为 1 的向量 γ1, γ2，将它们扩充为 Rn 的

一组标准正交基 γ1, γ2, . . . , γn，并将它们作为列拼成矩阵 P，由上学期知识，方阵为正交阵

当且仅当其列向量标准正交，由此 P 是正交阵。我们下面证明

AP = P

(
A1 X

A0

)
这里 X 与 A0 为未知矩阵，左下角分块为零矩阵，A1 是特征值为 a1 ± b1i 的二阶实方阵。

证明：
由于 γ1、γ2 与 x、y 等价，可知 γ1、γ2 能被 x、y 表出，从而由线性性 Aγ1、Aγ2 能被

Ax、Ay 表出。根据之前的等式可知 Ax、Ay 能被 x、y 表出，再次利用等价性可得 x、

y 能被 γ1、γ2 表出，我们即最终得到了 Aγ1、Aγ2 能被 γ1、γ2 表出。于是，A1 下方的

部分的确可以保证全为 0。
接下来，由定义可发现 A1 是 A 作为线性变换限制在 ⟨γ1, γ2⟩ 上，并在基 γ1、γ2 下的矩

阵表示，而 ⟨γ1, γ2⟩ = ⟨x, y⟩，且根据之前的等式，此限制映射在基 x、y 下的矩阵表示是
a1 b1

−b1 a1

A0


利用更换基时线性变换的矩阵表示相似，从而不改变特征值，A1 的特征值应与上方矩阵

完全相同，计算可知为 a1 ± b1i。
同左乘 P T 得到

P TAP =

(
A1 X

A0

)
由于相似不改变特征值，右侧所有特征值应与 A完全相同，从而考虑特征多项式可知 A0 的

所有复特征值为

a2 + b2i, a2 − b2i, . . . , ak + bki, ak − bki

由于 A0 非实特征值少于 k 个，符合归纳假设，存在 n− 2 阶正交阵 R 使得 RTA0R 是对

角块为 A2, . . . , Ak 的分块上三角阵，其中每个 Ai 是特征值为 ai ± bii 的二阶实方阵。进一
步计算可得 (I2 为二阶单位阵) (

I2

RT

)
P TAP

(
I2

R

)
是对角块为 A1, . . . , Ak 的分块上三角阵，其中每个 Ai 是特征值为 ai ± bii 的二阶实方阵。
与上一部分类似取

Q = P

(
1

R

)
即得到了结论。
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(b) 保持 Q 为 (a) 中的定义，利用 Q 的正交性与 tr 可交换得到

tr(AAT ) = tr(AQQTATQQT ) = tr(QTAQQTATQ) = tr(QTAQ(QTAQ)T )

设 B = QTAQ，其各分量为 bij，直接计算可发现

tr(BBT ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

b2ij ≥
r∑

i=1

λ2
i +

k∑
j=1

sj

这里 sj 表示 Aj 各元素的平方和，不等号是由于所有 λi 与所有 Aj 都是 B 的元素的一部分。

我们先证明，若二阶实方阵 A 特征值为 a ± bi，这里 a 为实数，b > 0，则 A 的四个元素平方

和至少为 2a2 + 2b2，且等号成立当且仅当以下二者之一成立：

A =

(
a b

−b a

)
, A =

(
a −b
b a

)

证明：

设

A =

(
a1 a2

a3 a4

)
其特征多项式为 (左侧为直接计算，右侧为利用特征值推出)

(λ− a1)(λ− a3)− a2a4 = (λ− a− bi)(λ− a+ bi)

对比各项系数可知

a1a3 − a2a4 = a2 + b2, a1 + a3 = 2a

利用第一个等式可知

2a2 + 2b2 = 2a1a3 − 2a2a4

利用 (a1 − a3)
2 + (a2 + a4)

2 ≥ 0 展开并移项即得到

2a1a3 − 2a2a4 ≤ a21 + a23 + a22 + a24

从而不等式得证。若等号成立，利用 (a1 − a3)
2 + (a2 + a4)

2 = 0 可知须 a1 = a3、a2 = −a4，
由 a1 + a3 = 2a 知 a1 = a3 = a，于是再由此时 a2a4 = −b2 可知 a4 = ±b。

由于 2a2 + 2b2 = |a+ bi|2 + |a− bi|2，即得

sj ≥ |aj + bj i|2 + |aj − bj i|2

从而我们已经证明了 tr(BBT ) 大于等于 A 所有特征值模长平方和，由 tr(AAT ) = tr(BBT ) 即

得证原不等式。

若等号成立，根据上方两步不等号，所有 λi、Aj 外的元素应当全为 0，且每个 Aj 的形式也已

经固定，从而有

B = diag(λ1, . . . , λr, A1, . . . , Ak)

每个 Aj 为以下两者之一： (
aj bj

−bj aj

)
,

(
aj bj

−bj aj

)
直接计算可验证 Aj 正规，从而分块计算可发现 B 也正规。
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此时，由 Q 正交性可知 A = QBQT，进一步计算得

AAT = QBQTQBTQT = QBBTQT = QBTBQT = QBTQTQBQT = ATA

从而 A 正规，这就证明了等号成立时 A 正规。

反之，从 A 正规可推出 A 能正交相似第 4 题 (f) 的标准形形式，设标准形为 B，仍然利用正

交性即证得 tr(AAT ) = tr(BBT )。而这里的 B 已经符合上面分析的等号成立情况要求，从而 A

正规时等号成立。

6. 用上标 H 表示共轭转置，我们介绍两种完全不同的方法：

• 酉相似标准形
* 回顾酉相似标准形相关的知识：复正规阵当且仅当可以酉相似对角化，Hermite 阵当且仅当可
以酉相似对角化且对角元全为实数，斜 Hermite 阵当且仅当可以酉相似对角化且对角元实部全
为 0，酉方阵当且仅当可以酉相似对角化且对角元模长全为 1。
利用酉相似对角化的结论，由于 A 为酉方阵，存在酉方阵 P 使得 A = PHDP，其中 D 为对角

元模长均为 1 的对角阵。
由于 −1 不为 A 的特征值，I +A 可逆，利用 P 为酉方阵直接计算有

i(I −A)(I +A)−1 = i(I − PHDP )(I + PHDP )−1 = i(PHIP − PHDP )(PHIP + PHDP )−1

从而可以展开成

iPH(I −D)P (PH(I +D)P )−1

由于 D 的对角元为 A 的特征值，其中没有 −1，于是 I +D 也可逆，进一步写为

iPH(I −D)PP−1(I +D)−1(PH)−1 = PH i(I −D)(I +D)−1P

设 D 的每个对角元为 dj = aj + bj i，这里 aj、bj 为实数，可发现 i(I −D)(I +D)−1 是每个对

角元为 (这里利用了分子分母同乘共轭的复数除法计算技巧，最后一个等号直接展开分子即得)

i1− dj
1 + dj

= i1− aj − bj i
1 + aj + bj i

= i(1− aj − bj i)(1 + aj − bj i)
(1 + aj)2 + b2j

=
2bj + (1− b2j − a2j)i

(1 + aj)2 + b2j

的对角阵。由于 D 的对角元模长均为 1，a2j + b2j = 1，从而 i(I −D)(I +D)−1 每个对角元均为

实数。

由此，上式给出了 i(I −A)(I +A)−1 的酉相似对角化，且每个对角元均为实数，利用酉相似对

角化性质即得其为 Hermite 阵。

• 整体法操作
* 回顾共轭转置的基本性质 (几乎与转置类似)，如 (A + B)H = AH + BH、(λA)H = λ̄AH、

(AB)H = BHAH、A 可逆时 (AH)−1 = (A−1)H 等。

由于 −1 不为 A 的特征值，I +A 可逆。我们需要证明

(i(I −A)(I +A)−1)H = i(I −A)(I +A)−1

左减右并利用共轭转置的性质可知我们需要证明

−i((I +A)−1)H(I −A)H − i(I −A)(I +A)−1 = O

利用求逆与共轭转置可交换顺序，结合 IH = I 可得要证的式子等价于

−i(I +AH)−1(I −AH)− i(I −A)(I +A)−1 = O
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由于乘可逆阵不影响等价性 (上述利用共轭转置性质的化简过程已经暗含了 I +AH 可逆性的证

明)，我们对上式同时左乘 I +AH、同时右乘 I +A，即可等价地化为

−i(I −AH)(I +A)− i(I +AH)(I −A) = O

将其展开化简为

−2i(I −AHA) = O

由于 A为酉方阵，AHA = I，即可得到上式成立。其可等价变形为原命题，即得 i(I−A)(I+A)−1

的 Hermite 性。

* 与期中类似，利用标准形的思路进行计算是需要熟练的操作。不过，整体法如果能正确应用，往往
可以大幅节省时间。在遇到实际问题时，两者都是需要优先尝试的方法，由此每种方法开头的注里提

到的重要结论需要熟悉。

7. (a) 利用矩阵表示的线性性，只需证明 A(X) = AX 在这组基下的矩阵表示为 I ⊗A，B(X) = XB

在这组基下的矩阵表示为 BT ⊗ I，即可得到结论。

• A(X) = AX

设 A 各分量为 aij。直接计算可知 AEij 是将 A 的第 i 列作为第 j 列，其他列是 0 的方阵，
也即

AEij =
n∑

k=1

akiEkj

进一步考虑基的排列顺序 (可先取 n = 2 由定义从上式写出矩阵表示，再观察一般情况) 可
得矩阵表示即 diag(A,A, . . . , A)，从而为 I ⊗A。

• B(X) = XB

设 A 各分量为 bij。直接计算可知 EijB 是将 B 的第 j 行作为第 i 行，其他行是 0 的方阵，
也即

EijB =
n∑

k=1

bjkEik

进一步考虑基的排列顺序 (可先取 n = 2 由定义从上式写出矩阵表示，再观察一般情况) 可
得矩阵表示为 

b11I · · · bn1I
... . . . ...

b1nI · · · bnnI


从而为 BT ⊗ I。

(b) 沿用上一问记号，考虑先行后列顺序的基 E11, E12, . . . , E1n, . . . , En1, En2, . . . , Enn，利用两个求

和式可知 A(X)、B(X) 在这组基下的矩阵表示分别为 A⊗ I、I ⊗BT，从而 C 在这组基下的矩
阵表示为

A⊗ I − I ⊗BT

由于线性变换不同基下的矩阵表示相似，对任何 n 阶复方阵 A、B 有 A ⊗ I − I ⊗ BT 与

I ⊗A−BT ⊗ I 相似。

由于 BT 可取遍一切复方阵，将 F 看作某个方阵 B 的转置即得对任何 n 阶复方阵 A、F 有

A⊗ I − I ⊗ F 与 I ⊗A− F ⊗ I 相似。这就是题目要证明的结论。

(c) 设 A = P−1DP、B = Q−1FQ，且 D、F 为对角阵，直接计算可知 (a) 中的 C 满足 (注意对角
阵 F 的转置仍为 F )

C = I ⊗ (P−1DP )− (QTFQ−T )⊗ I
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利用 I = QT IQ−T，利用克罗内克积乘法性质可知

I ⊗ (P−1DP ) = (QT IQ−T )⊗ (P−1DP ) = (QT ⊗ P−1)(I ⊗D)(Q−T ⊗ P )

同理对第二项将 I 展开为 P−1IP，类似展开并运用乘法分配律可得

C = (QT ⊗ P−1)(I ⊗D − F ⊗ I)(Q−T ⊗ P )

直接计算可知对角阵的克罗内克积仍为对角阵，从而中间部分为对角阵，此外再次利用乘法性

质得到

(QT ⊗ P−1)(Q−T ⊗ P ) = (QTQ−T )⊗ (P−1P ) = I ⊗ I

而计算得单位阵得克罗内克积仍为单位阵，从而上述 C 的表达式左右部分互逆，且中间为对角

阵，已经是一个相似对角化。

(d) 利用复方阵的相似上三角化，设 A = P−1SP、BT = Q−1TQ，且 S、T 为上三角阵，完全类似

(c) 可计算得
C = (Q−1 ⊗ P−1)(I ⊗ S − T ⊗ I)(Q⊗ P )

假设 S 的对角元为 λ1, . . . , λn、T 的对角元为 µ1, . . . , µn，可发现 I ⊗ S 左上角的分块是 S，而

T ⊗ I 左上角的分块是 µ1I，于是两者作差的左上角是对角元为 λ1 − µ1, . . . , λn − µ1 的上三角

阵，对其他对角线上的分块同理。此外，无论是 I ⊗ S 还是 T ⊗ I，下三角部分的分块都恒为 0，
由此进一步计算可得 I ⊗ S − T ⊗ I 是所有对角元为

λi − µj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n

的上三角阵。

与 (c) 相同可验证 Q−1 ⊗ P−1 = (Q⊗ P )−1，从而上述 C 的表达式是其相似上三角化，由相似

不改变特征值、上三角阵特征值为对角元可知 C 的特征值为

λi − µj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n

同理，λ1, . . . , λn 是 A 的特征值，µ1, . . . , µn 是 BT 的特征值，由 B 与 BT 相似可知它们也是

B 的特征值。

最后，有限维线性空间上的线性变换 C 是同构当且仅当它是单同态，即 Ker C = {O}，而这又
等价于 0 不是 C 的特征值 (C 与矩阵表示 C 特征值相同)，也即等价于没有相等的 λi 与 µj，得

证。

(e) 一定均可对角化。
设 A 的 Jordan 标准形为 J、B 的 Jordan 标准形为 K，由于 BT 与 B 相似，BT 的 Jordan 标
准形也为 K，从而存在可逆阵 P、Q 使得

A = P−1JP, BT = Q−1KQ

与 (c) 相同得
C = (Q−1 ⊗ P−1)(I ⊗ J −K ⊗ I)(Q⊗ P )

于是仍可得到 C 与 I ⊗ J −K ⊗ I 相似，且由于 J、K 为上三角阵，这仍然是一个上三角阵，

记为 T。由于 C 可对角化，C 应可对角化，于是 T 可对角化。

我们先证明 J 实际上是对角阵，这就证明了 A 可对角化。

证明：
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考虑 J 的某个特征值 λ 与 K 的某个特征值 µ。

由 (d) 考虑 C 的特征值 λ− µ。由于 T 是上三角阵，其特征值 λ− µ 的代数重数即为对角

元个数。我们假设 J 中特征值 λ 为 c 重、T 中 λ− µ 为 s 重。利用张量积的定义，只考虑

左上角第一个分块，将 T 写成 (
J − µI X

O Y

)
由于 J − µI 对角元中的 λ − µ 个数为 J 中 λ 重数 c，Y 为一个 (n − 1)n 阶且 λ − µ 为

s− c 重的上三角阵。记 N = n(n− 1)。

直接计算可知 rank((λ− µ)In2 − T ) 为

rank
(
λI − J −X
O (λ− µ)IN − Y

)
≥ rank(λI − J) + rank((λ− µ)IN − Y )

利用几何重数不超过代数重数与解空间维数定理，rank(λI − J) 至少为 n − c，rank((λ −
µ)IN − Y ) 至少为 s − c。但由于 C 可对角化，特征值 λ − µ 的代数重数 s 等于几何重数

rank((λ− µ)In2 − T )。因此，上述两个大于等于号必须取等，也即

rank(λI − J) = n− c

而这就说明 J 中特征值 c 的几何重数等于代数重数，由于这样的讨论对每个 J 的特征值 λ

都成立，应有 J 可对角化，从而再由其为 Jordan 形可知其为对角阵，得证。
最后，我们用类似 (b) 的对称性的思路说明 B 也可对角化，即得证。由 (b) 中已经计算，C 在
另一组基下的矩阵表示为

A⊗ I − I ⊗BT

于是，C 可对角化可推出上方矩阵可对角化，将其改写为

I ⊗ (−BT )− (−AT )T ⊗ I

这里 −BT 替换了上方证明中 A 的位置，从而由 A 的 Jordan 标准形 J 为对角阵可知 −BT 可

对角化。设其对角化为

−BT = P−1
0 D0P0

可发现

B = P T
0 (−D0)P

−T
0

从而 B 也可对角化，得证。

* 克罗内克积相关问题最重要的是利用其乘法性质进行拆分。

8. (a) 将 α1, α2 扩充为 U 的基 α1, . . . , αn、β1, β2 扩充为 V 的基 β1, . . . , βm，利用张量积的基性质可

知

αi ⊗ βj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

构成 U ⊗ V 的一组基。若存在 v 与 w，设 (所有 vi、wj 为 K 中数)

v =
n∑

i=1

viαi, w =
m∑
j=1

wjβj

则利用内积双线性性直接计算得

v ⊗ w =
n∑

i=1

m∑
j=1

viwjαi ⊗ βj
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利用基下坐标的唯一性，考虑两侧 α1 ⊗ β1、α1 ⊗ β2、α2 ⊗ β2 前的系数可发现

v1w1 = 1, v1w2 = 0, v2w2 = 1

但第二式意味着 v1、w2 中有 0，一三两式意味着这四个数都不是 0，矛盾。
若 α1, α2 不再线性无关，α2 能被 α1 表出时设 α2 = λα1，λ ∈ K，则由内积双线性性可得

α1 ⊗ β1 + α2 ⊗ β2 = α1 ⊗ β1 + λ(α1 ⊗ β2) = α1 ⊗ β1 + α1 ⊗ (λβ2) = α1 ⊗ (β1 + λβ2)

当 α1 能被 α2 表出时同理，从而只要 α1, α2 线性相关即存在 v, w 使得等式成立。

(b) 由于右侧为 0⊗ 0，若 α、β 线性无关，利用 (a) 可直接得到不可能成立。由此它们线性相关，由
对称性可不妨设 β 能被 α 表出，即 β = λα，λ ∈ K。

此时，利用双线性性直接计算可知

α⊗ β + β ⊗ α = 2λ(α⊗ α)

若 λ = 0，则 β = 0，结论已经成立，否则应有 α⊗ α = 0。若 α 非零，将 α 扩充为 V 的一组

基 α, α2, . . . , αn，这组基两两张量积构成 V ⊗ V 的一组基，但 α⊗ α 是这组基的一部分，其不

可能为 0，矛盾，这就得到了 α = 0。

(c) 我们分为三步证明：

• α、β、γ 线性相关

若否，将 α, β, γ 扩充为 V 的一组基 η1 = α, η2 = β, η3 = γ, η4, . . . , ηn。利用张量积的基性

质可知所有

ηi ⊗ ηj ⊗ ηk, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}

构成 V ⊗ V ⊗ V 的一组基。由此，左侧求和的三个部分是三个不同的基，利用线性无关性

不可能为 0，矛盾。
利用对称性可不妨设 γ = aα+ bβ，这里 a, b ∈ K。

• 若 γ 可被 α, β 表出，则 γ = 0 或 α、β 线性相关

在上方的假设下，直接展开求和并利用双线性性可得

a(α⊗ α⊗ β + α⊗ β ⊗ α+ β ⊗ α⊗ α) + b(β ⊗ β ⊗ α+ β ⊗ α⊗ β + α⊗ β ⊗ β) = 0

若 α、β 线性无关，将它们扩充为 V 的一组基，可发现上方的张量积项是不同的 6个基，从
而利用基的线性无关性，上式成立当且仅当 a = b = 0。于是 γ = 0。

由此即证明了 γ = 0 或 α、β 线性相关。由于 γ = 0 时已经得证，我们只需讨论最后一种情

况。

• α、β、γ 存在零向量

若 γ 能被 α、β 表出，且 α、β 线性相关。先假设 β 能被 α 表出，此时 γ 也能被 α 表出，

从而可设 β = xα、γ = yα，x, y ∈ K。直接展开计算可知原式化为

3xyα⊗ α⊗ α = 0

与 (b) 的最后一步讨论类似，可知 xy = 0 或 α = 0 必然成立，而 xy = 0 也能推出 β 或 γ

为零向量，这就得到了证明。

若 α 能被 β 表出，情况完全类似。综合以上得结论。

(d) 我们证明结论的正确性。仍然进行讨论：
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• α、β、γ 线性相关

若否，将 α, β, γ 扩充为 V 的一组基 η1 = α, η2 = β, η3 = γ, η4, . . . , ηn。利用张量积的基性

质可知所有

ηi ⊗ ηj ⊗ ηk, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}

构成 V ⊗ V ⊗ V 的一组基。

设 (所有 xi、yi、zi 为 K 中数)

x =
n∑

i=1

xiηi, y =
n∑

i=1

yiηi, z =
n∑

i=1

ziηi

则利用内积双线性性直接计算得

x⊗ y ⊗ z =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

xiyjzkηi ⊗ ηj ⊗ ηk

利用基下坐标的唯一性，考虑两侧 α⊗ α⊗ α、α⊗ β ⊗ γ、γ ⊗ α⊗ β、β ⊗ γ ⊗ α 前的系数

可知

x1y1z1 = 0, x1y2z3 = 1, x3y1z2 = 1, x2y3z1 = 1

但第一式意味着 x1、y1、z1 中有 0，后三个式子意味着这九个数都不是 0，矛盾。
利用对称性可不妨设 γ = aα+ bβ，这里 a, b ∈ K。

• 若 γ 可被 α, β 表出，则 α、β 线性相关

与之前完全类似，将左侧展开为

a(α⊗ α⊗ β + α⊗ β ⊗ α+ β ⊗ α⊗ α) + b(β ⊗ β ⊗ α+ β ⊗ α⊗ β + α⊗ β ⊗ β)

若 α、β 线性无关，将它们扩充 V 的一组基 η1 = α, η2 = β, η3, . . . , ηn。仍设

x =
n∑

i=1

xiηi, y =
n∑

i=1

yiηi, z =
n∑

i=1

ziηi

对比

x⊗ y ⊗ z =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

xiyjzkηi ⊗ ηj ⊗ ηk

在张量积空间的基下坐标，考虑 i、j、k 取 1、2 的情况，可得

x1y1z1 = x2y2z2 = 0

x1y1z2 = x1y2z1 = x2y1z1 = a

x2y2z1 = x2y1z2 = x1y2z2 = b

从第一个式子中可看出 x1、y1、z1 里有 0，而无论哪个是 0，第二个式子左侧都至少有一项
是 0，从而 a = 0，同理 b = 0，由此即得到 γ = 0，但这与条件中的非零矛盾，从而只能 α、

β 线性相关。

• 综合
由第一部分证明，利用线性无关等价定义可知三个向量中有一个能被其他两个表出。与第二

部分证明相同，无论三个向量哪个能被其他两个表出，都能推出剩下两个向量线性相关，从

而 dim ⟨α, βγ⟩ = 1，这就说明了它们两两线性相关。

* 对于张量积问题，核心操作是利用其基性质进行处理 (尤其注意不可交换性，vi ⊗ vj 与 vj ⊗ vi 在

vi、vj 是一组基中的两个时代表张量积空间不同的基)，对于线性无关向量组可扩充为一组基，对于
未知向量组则先讨论其是否线性无关。
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