
线性代数 A 习题课讲义

原生生物

* 线性代数 A [丁一文老师班] 习题课讲义，后续在下册习题课讲义中。
* 配套教材为丘维声《高等代数》上册，个人还参考了王新茂《线性代数讲义》。
* 记号约定：上标 T 表示转置，H 表示取转置并对每个元素取共轭。O 表示零矩阵，Ia 表示 a 阶单位阵

(I 为恒等映射 Ix = x)，下标 m × n 表示矩阵的行列数，det 表行列式，diag 表将后方元素拼到主对角
线上形成的对角阵。
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一 线性方程组与行列式

§1.1 习题解答

1. 习题 1.1-1(5)

消元计算解得 x1 = −8, x2 = 3, x3 = 6, x4 = 0。

2. 习题 1.1-3(1)

消元计算解得 x1 = x3 − x4 − 3

x2 = x3 + x4 − 4

3. 习题 1.2-4

直接消元可发现有解等价于 a ̸= −2，此时解为
x1 = −x3 − 2

x2 = 2x3 + 5

x4 = −10

4. 习题 2.1-4

由定义直接计算前/后的数量可知逆序数分别为 k − 1 与 n− k。

5. 习题 2.2-3

考虑完全展开式，无论每项如何选取，都要在后三行中选三个不同列的，一定会取到 0，由此行列式
为 0。

6. 习题 2.3-3(1)

注意到三列和为 0，将二、三两列加到第一列即可得到一列 0，从而即得行列式为 0。

§1.2 线性方程组

1.2.1 算法视角

我们从构造算法的角度进行知识回顾。

目标：进行线性方程组的求解。

问题：何为求解？需要一个最简的能直接看出解的形式 [且解可能不存在或无穷多]。
方法：之前学习过的高斯消元与代入，进一步规范为三种基本变换 [事实上，由于允许代入时某行已

经变为了 xi = c，代入也可看作某行减另一行倍数]。
* 将线性方程组描述为增广矩阵后，问题的求解就变为了矩阵上的三种基本行变换化简，但本质没有区别。

想法 I：只要某方程中有某个变量 xi 有系数非零，就可以利用高斯消元使得只有该方程拥有此变量

[这里拥有代表系数非零，下同]。
操作 I：若方程组中拥有 x1，可以将有 x1 的交换到第一个方程，再利用高斯消元 [第一种初等变换]

消去其他，从而只剩第一个方程拥有 x1。

想法 II：上述过程不能完全重复 [消去 x2 的过程可能会让 x1 的系数重新出现]，但可以部分重复 [考
虑第一个方程以外的方程，若拥有 x2，则可以消去使得只有第二个方程有 x2，否则考虑 x3，以此类推]。
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操作 II：利用递归思想，重复上述过程，可以使得第 i 个方程拥有变量 xj(i)，且之后的方程均无 [可
以将每个方程拥有的第一个变量称为主元]。根据我们的消元过程，还能让 j(i) 随 i 增加而严格单调增加。

* 此时对应的矩阵称为阶梯形，第 i 行的非零元素 ai,j(i) 称为第 i 个主元。

* 上述过程里是用上面的方程消去下面的方程中的项，称为前代 [向前代入]。

想法 III：可以通过同除非零数使得主元前系数是 1，从而写成更好看的形式。
操作 III：利用第三种初等变换将主元前的系数都变为 1。
想法 IV：接下来理应利用代入消去。
操作 IV：若某个方程为 xi = c，则可以所有其他方程减去它的倍数以彻底消去 xi。

* 但这样的想法和操作未必可实现，阶梯形无法保证存在 xi = c。

想法 V：即使没有 xi = c，似乎也能消去其他方程中的 xi，但需要保证化为阶梯形中已经消去的部分

不出现新的数。

操作 V：其余方程减去最后一个方程的某倍数可以使得它们不拥有最后一个方程的主元，且这个过程
不会破坏阶梯形 [考虑阶梯形的形式]。

想法 VI：仍然可以部分重复上述过程。
操作 VI：自下而上，先使其他方程不拥有最后一个方程的主元，再使前面的方程不拥有倒数第二个

方程的主元...... 最终得到的形式为阶梯形矩阵，且主元前系数为 1、每个方程的主元其他方程均不拥有。
* 此时对应的矩阵称为简化阶梯形。
* 上述过程里是用下面的方程消去上面的方程中的项，称为回代 [向回代入]。

回顾上述过程，可以发现，由于只使用了规定的基本变换，简化阶梯形矩阵与原本的增广矩阵对应方

程组的解相同。最后，我们是否可以从中直接看出解？书上的定理已经给出了答案，从而我们给出了线性

方程组求解的通用算法。

* 上述的算法构造过程事实上既有自顶向下的分解问题分析思路，也有自底向上的从可行操作出发化简思
路。

1.2.2 等价类与标准形

* 本段内容为抽象代数中的部分内容，相对偏抽象，但解释这些是为了解释我们之后一直要使用的标准形
思想。

* 省流版本：我们按照可以某些要求 [解集相同、秩相同等] 将某些东西 [线性方程组、矩阵等] 分类，每类
里 “最好看” 的就是标准形。
关系：集合 A 上的有序对到 {0, 1} 的映射。

* 人话：给两个 A 中元素 [有顺序]，可以确定它们是否有关系。对关系 ∼，用 a ∼ b 代表有关系，a ≁ b

代表无关系。

等价关系：满足反身性 [a ∼ a]、对称性 [若 a ∼ b 则 b ∼ a]、传递性 [若 a ∼ b, b ∼ c 则 a ∼ c] 的关系。
等价类：若一个集合 A 上定义了等价关系 ∼，则可划分 [即 A 为一些集合的并，且它们两两交集为

空] 为 Aα, α ∈ I，使得同一个 Aα 中任取两元素等价，不同的各任取一个不等价。

代表元：从等价类中取出的某一个性质相对好的元素，以代表整个等价类。

在上面这套定义下，简化阶梯形矩阵事实上成为了线性方程组集合在可以做初等行变换得到的等价关

系下选出的代表元，用于直观看出解。

* 由于初等行变换不改变解，这样的等价关系构建确实可以用于寻找解。
问题：同解的线性方程组 [假设增广矩阵行、列数相同] 一定能线性变换得到吗？
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答案：错误，考虑增广矩阵 (
1 0 0

0 0 1

)
,

(
0 1 0

0 0 1

)
两方程组均无解，但无法通过我们定义的初等行变换得到。

* 由此同解事实上是比可行列变换得到更 “大” 的等价关系，因为后者蕴含了前者。

标准形思想：考虑某问题时，若其有不变量，可以将不变量相同作为等价关系，并选取出等价类中最

易于研究的元素作为代表元，称为标准形。

之后学习到矩阵时，Hermite 标准形/相抵标准形是同阶矩阵以秩相等作为等价关系下的代表元；Jor-
dan 标准形是同阶方阵以相似作为等价关系下的代表元；正/负惯性指数是同阶实对称阵以合同作为等价
关系下的分类……

§1.3 行列式技巧 I

1.3.1 技巧概述

* 需要学完 Binet-Cauchy 公式才能获得完整的行列式技巧，所以这里只有 I。
事实上只需要学习三种技巧：

1. 完全展开 [定义]

作用：在行列式有很高对称性或大量位置为 0[稀疏] 的时候使用，或某些情况下为了便于判断符号替
代按行列展开。

举例：第二章 “应用小天地” 例 2 [注意观察如何利用完全展开拆分]，或是对于行列变换性质的证明
中应用的完全展开。

注意：符号判断！

2. 按行列展开

作用：在行列式稀疏或有一定自相似性时使用，可用于化作低阶情况。

举例：证明三角阵行列式为对角元乘积、习题 2.4-4 一类的三对角阵、2.4 节例 3 等。

* 本质上可以理解为某种动态规划的思想，重复子问题不需要重复解决，因此可简化。

注意：还是符号判断，尤其注意变换到代数余子式时的符号。

3. 行列变换

作用：解决行列式的一般方法。

* 写成代码时复杂度为 O(n3)，比前两种理论复杂度 O(n!) 的方法更普适

举例：范德蒙德行列式的计算 (2.4 节)。

注意：会有拆行、添行等较多变化，见下一部分。

* 至于多行 Laplace 展开...... 个人觉得背都不用背，总可以通过其他方法解决问题。
* 需要记住范德蒙德行列式的结果，一些复杂问题可能会向这个方向化简。

1.3.2 例题

1. 习题 2.4-10

由于具有稀疏性，考虑行列展开或完全展开。介绍两种思路：
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• 利用按行列展开，由于需要转化为低阶情况，设其为 f(a1, . . . , an−1)，按最后一行展开，可发现

an−1 对应的代数余子式是 f(a1, . . . , an−2)，而 1 对应的余子式最后一行只有一个 1，按最后一
行展开得到对角阵，行列式 a1 . . . an−2，考虑 −1 的次数可知

f(a1, . . . , an−1) = an−1f(a1, . . . , an−2) + (−1)n+1(−1)1+(n−1)a1a2 . . . an−2

即

f(a1, . . . , an−1) = an−1f(a1, . . . , an−2)− a1a2 . . . an−2

不断展开最后一项 (可算几项找规律)，直到最后利用 f(a1) = a1 − 1，可得到结果为

n−1∏
i=1

ai −
n−1∑
i=1

∏
j ̸=i

aj

• 利用完全展开，第一行若取第一列，则之后非零只能取 a1, . . . , an−1，得到 a1 . . . an−1；第一行

若取第 i 列，i > 1，考虑第 i 行可发现第 i 行只能取第 1 列，其余每行 (j ̸= i 时) 只能取对角
元，由于实际上 i 和 1 进行了一次交换，可发现应乘 −1，这样即为所有 aj , j ̸= i 相乘后增添

负号，由此结果为
n−1∏
i=1

ai −
n−1∑
i=1

∏
j ̸=i

aj

2. 计算行列式 D，其中第 i 行第 j 列的元素 dij =

1 + xiyj i = j

xiyj ej
。

由于不稀疏，一定需要行列变换解决，然而，若直接进行行列变换，需要讨论 xi, yj 是否为 0 才能合
理消去，由此需要寻找更好的办法，也介绍两种思路：

• 采用书上的拆行思路，记 I 为 aii = 1，其余为 0 的矩阵，则其行列式为 1，原行列式即为

I + P, pij = xiyj

将第一行拆分为 I 的第一行与 P 的第一行得到两个行列式，再将每个的第二行拆分为两个......
以此拆分得到原行列式成为 2n 个行列式的和，其每行为 I 的行或 P 的行。

若选取了超过 1行 P 的行，则其中有两行为 xi1(y1, y2, . . . , yn)与 xi2(y1, y2, . . . , yn)，若 xi−1 = 0

则有一行为 0，行列式为 0，否则可以消去 xi2(y1, y2, . . . , yn)，行列式仍为 0，由此只需考虑全为
I 的行的行列式 (即为 I，行列式为 1) 与恰选取了一行 P 的行的行列式，原行列式为这 n + 1

个行列式的和。

假设选取的是 P 的第 k 行，不断按照第一行展开 (每次乘 1，不改变行列式) 直到 P 的第 k 行

成为第一行，这时可发现行列式成为了下三角，其对角元除了第一个对角元为 xkyk 以外其他均

为 1，由此行列式为 xkyk。

综上可知结果为 1 +
∑

k xkyk。

• 注意到 xiyj 相对容易消去，利用添行的思路，考虑右侧按第一列展开可知

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 · · · x1yn

... . . . ...
xny1 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yn

0 1 + x1y1 · · · x1yn
...

... . . . ...
0 xny1 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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而每行减第一行 xi 倍可知∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yn

0 1 + x1y1 · · · x1yn
...

... . . . ...
0 xny1 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yn

−x1 1 · · · 0
...

... . . . ...
−xn 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
类似习题 2.4-10 完全展开或行列展开即可得到行列式为 1 +

∑
k xkyk。

3. 习题 2.4-7

注意到每一行和前一行只相差两个元素，第一行减第二行 1 倍、第二行减第三行 1 倍...... 可得到 (空
白部分为 0)

Dn(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− z y − x

x− z y − x
. . . . . .

x− z y − x

z z · · · z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
这回到了稀疏的情况，考虑行列展开简化。对第一行展开，则 x− z 的代数余子式即为 Dn−1(x, y, z)，

而 y − x 的代数余子式第一列只有 z，按第一列展开后成为对角元均为 y − x 的三角阵，考虑 −1 的

次方可知

Dn(x, y, z) = (x− z)Dn−1(x, y, z) + (−1)n+1z(y − x)n−1 = (x− z)Dn−1(x, y, z) + z(x− y)n−1

遇到这类递推时，若无法直接看出求解思路，可以算前几项找规律，一般做法是两侧配成相似形式成

为等比，待定系数

Dn(x, y, z) + a(x− y)n = b(Dn−1(x, y, z) + a(x− y)n−1)

即可得到

Dn(x, y, z) +
z

y − z
(x− y)n = (x− z)

(
Dn−1(x, y, z) +

z

y − z
(x− y)n−1

)
由此可知

Dn(x, y, z) =
y

y − z
(x− z)n − z

y − z
(x− y)n

4. [整体思想的应用] 设 |A(t)| 为 A 的所有元素加 t 形成的行列式，求证 A(t) 的代数余子式之和与 A

相同。

由 2.4 节例 8
|A(t)| = |A|+ t

∑
i,j

Aij

由此

|A(s+ t)| = |A|+ (s+ t)
∑
i,j

Aij

另一方面将其看成 A(t) 每个元素加 s 可知

|A(s+ t)| = |A(t)|+ s
∑
i,j

A(t)ij = |A|+ t
∑
i,j

Aij + s
∑
i,j

A(t)ij

两式相减即得

s
∑
i,j

Aij = s
∑
i,j

A(t)ij
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令 s = 1 得证。

* 这里的做法即为矩阵看作整体的思想，不再纠结具体的细节元素行列变换，而是通过整体的性质来
证明。这是一种代数的思想。

* 为什么能想到 s+ t？因为 A(t) 是 t 的线性函数，这本质上也是线性性的一种应用。

§1.4 为什么是线性代数

1.4.1 从线性方程组到统计学习

* 这段只是作为拓展说一说线性代数的应用。

线性代数对于现代计算机非常重要的核心原因在于，计算机本质上只能处理有限精度的有限个数据，

而将它们排成向量或矩阵成为了一个非常自然的方式。

我们还是从最基本的线性方程组求解问题开始，虽然目前尚未学过矩阵乘法，不过我们姑且把增广矩

阵为 (A, b) 的线性方程组写为

Ax = b

的形式。

注意到，在计算机中，无论是对 A、b 还是 x 的存储都只能达到有限精度，于是会存在一定误差，我

们事实上想要的是误差允许范围内的解，也即

Ax = b+ ε

且向量 ε 在某种意义下充分小，不妨考虑其二范数

∥ε∥ =
√
ε21 + · · ·+ ε2m

利用此记号，我们可以将误差允许范围内的解看作，给定某 δ，寻找 x 使得

∥Ax− b∥ < δ

当精度要求较低时，如何更快找到一个解就成为了关键的问题，这时，我们可以将原问题看作求 ∥Ax−
b∥ 的最小值问题，进行一定的迭代已快速减小其值 (常用如梯度下降法、牛顿迭代法)。
至此，在计算机中，比起直接求解，事实上我们时常更倾向于解决

min
x

∥Ax− b∥

尤其是当 A 与 b 的规模 [行、列数] 极大时。

——那么，什么情况会面对规模极大的 A, b 呢？

考虑如下的情形：已知每个人的身高、体重、生理性别与年龄信息，希望找到体重与其他三者的关系，

从而能对体重进行预测。

如果我们假设体重与其他要素成某个线性函数，并进行了大量统计 [N 个人]，我们最终得到的就是一
个 N 行 4 列的矩阵 A，与体重对应的列向量 b。

* 4 列除了三个要素对应的 3 列外，还有一列全为 1，代表线性函数的截距。
很显然，上述方程一般是无解的，但利用 minx ∥Ax− b∥ 的形式，我们事实上可以找到相对最优的结

果！

这个做法称为最小二乘法。相对最优的结果有没有意义呢？答案是肯定的。若真实关系为 Ax = b+ e，

其中 e 为某个各个分量独立同正态分布的随机误差，则利用概率论知识可以计算得到，这样的最小二乘法

找到的解的期望即为真实解。
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由此，我们得到了一个非常基本的线性回归模型：假定结果 b 与 A 的每列呈线性关系，找到最优的

系数。

如果并非线性关系呢？

若体重是其他三者的二次函数，事实上问题仍然可以化为某种线性回归，只是 A 从 4 列变为了 10 列：
1, x, y, z, xy, yz, xz, x2, y2, z2。根据分析中的魏尔斯特拉斯逼近定理，任何闭区间上的连续函数可以通过多

项式进行逼近，而现实中要素的取值范围自然可以视为闭区间，现实中的关系函数也一般连续，由此我们

得到：理论来说，通过取足够多的变量，即使是简单线性回归也能得到充分逼近的结果。

* 事实上，优化中最常用的方法之一，梯度下降法，就是将一般的方程局部近似为线性方程组以求解，因
为线性方程组事实上几乎是最容易处理的结构。

这里的变量一般称为参数，而机器学习的一个基本思想即为，通过足够多参数的线性模型与一些非线

性函数复合，可以拟合出任何连续函数。在这种思想下，通过不断扩充参数空间、放大模型，并加以一定

的优化调整，方才得到了如今的 AI 技术。

1.4.2 线性代数学习指南

所以，如何学习线性代数？

• 从具体入手走向抽象

顾名思义，线性代数具有两个不同的视角：它是一门代数，因此势必有着抽象的结构与脱离直观的语

言描述；但与此同时，它研究的是线性结构 [尤其是有限维] 这样最简单的结构，因此有着很多可以
划归到向量、矩阵的计算的内容。

从代数的角度看，要学习线性代数必须力图掌握从抽象中描述的技巧。例如，如何通过向量空间的定

义去推出向量空间的交与和还是向量空间？如何将矩阵看成整体 (而非逐个元素运算) 从 A2 = A 得

到 A 可以写为 P−1diag(I,O)P 的形式？所谓的抽象，无非是，在最少的条件下去得到尽量多的结

论。

* 当然，给出具体的数字在代数中是某种意义上最多的条件。

但是，在并未建立对代数的感觉时，直接去接触抽象概念是不可能有好的结果的，因此，必须回到具

体的例子去计算、验证。

例如，当一个证明中一些以符号表示的过程并不清晰时，想要自己看懂，最基本的办法就是写一些具

体的例子代入这个证明，去看看在具体的例子下是如何操作的。

• 不要排斥初等计算

正如上一部分所说，需要从具体的计算入手，但具体例子的计算恰恰是学习过程中容易被忽略的部

分。

线性代数的很多证明都具有显著的操作性，例如学到用初等方阵描述行列变换后，证明的书写经常

出现大量的矩阵描述。但是，由于其本质仍然是行列变换，必须回到如何操作行列变换的角度，而这

又是在之前行列式的计算中训练的内容。

正是因为操作性的内容多，初等的计算反而变得非常重要，很多证明的思路也是从初等计算中得到

的。虽然 Mathematica 等软件可以快速给出计算的结果，但发现计算过程中的不同特征，从而给出
更一般的方法或操作，也是线性代数重要的一环。

• 不要妄想记住一切

最后，我们来聊聊怎样的模式能更容易想到证明的思路 [这里的证明是广义的，例如 n 阶行列式的计

算也可视为某种证明题]。
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由于线性代数的小结论非常之多，将其全部记忆是不可能的事。因此，虽然有的题目可以利用某个小

结论很快就做出来，靠着翻书找到这个结论并顺理成章做出也不能代表学会了证明。与之相对，真正

学会证明必然是，从自己能够熟练掌握的结论 (不需要翻书也会用) 出发，靠着分析和推导，得到最
终结果。

在上述的过程里，很可能实际上证出来了那个并不熟悉的小结论，也可能绕了很大的弯子将看起来

简单的题目做复杂，但只有这样，才算是自己能学会应用。

因此，学习过程中最关键的，不是记住一切小结论，而是有一些足够熟悉的小结论，并能用它们推出

需要的体系。例如，拆行和添行技巧事实上很可能等价，只要能熟练某一种就足以做出行列变换计算

题 (虽然用另一种可能更简单)；又例如，秩的部分事实上将子矩阵定义、行列秩定义与相抵标准形
记住，其他结论都可以较快推出。

当然，究竟哪些小结论是更本质的、自己更擅长用什么解决问题，都是不得不通过大量练习去完善的

——对作业相对少的丁老师班来说，至少需要课后作业两倍量级的题目，才能练出属于自己的技巧。

从更之后的角度来说，学习任何数学课最终都是在培养直觉。即使后续已经忘记了具体的技巧，对于

某个结构大概可以通过怎样的办法来处理的直觉也是一直保留的。

在课程学习中，直觉其实就对应着第一反应的做法可不可行。个人观点是，第一反应一定是重要的，

如果它可行，就顺着它做完，如果做复杂了则应该思考为何能想到更简单的方案；如果它不可行，试着找

到它不可行的根本原因，并且加以调整。

以上过程实际上是一种对直觉的训练，但有一个更本质的问题——自己没有做下去，且答案完全是另

一种思路，并不意味着思路一定不可行。这时，需要通过讨论 [或问助教/老师] 来确定实际的可行性。在
不断调整自己的直觉、以更快速度反应出正确思路后，方能将这种 “印象” 带到之后的类似情况中。

二 空间视角的线性方程组

§2.1 习题解答

1. 习题 2.4-4

对第一行展开，可发现 2a 对应的代数余子式即为 Dn−1，而 a2 对应的代数余子式对第一列 (此时这
列只有 1 一个非零元素) 展开即成为 −Dn−2，由此可写出递推

Dn = 2aDn−1 − a2Dn−2

此即为

Dn − aDn−1 = a(Dn−1 − aDn−2)

于是利用 D1 = 2a,D2 = 3a2 可归纳证明 Dn = (n+ 1)an。

2. 习题 2.4-13

第二行减去第一行一倍、第三行减去第二行一倍……最后一行减去倒数第二行一倍，可将行列式化

为 Vandermonde 行列式，从而结果即为 ∏
i>j

(xi − xj)

3. 习题 2.5-4

齐次方程组一定有零解，由此有非零解等价于有无穷多解，根据 Cramer 法则，这当且仅当系数行列
式为 0 时成立。

直接计算可知系数行列式为 b− ab，由此解为 a = 1 或 b = 0。
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4. 补充题二-3

其完全展开共有六项，且三项带正号的为 0 或 1、三项带负号的为 0 或 −1，因此理论最大值为 3。

若三项带正号的全为 1，则所有元素只能均为 1，但此时行列式为 0，矛盾。

若两项带正号的为 1，可发现存在三项带负号的全为 0 的行列式，如∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

1 1 0

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
此时行列式为 2，即取到最大值。

5. 习题 3.1-2

直接计算知为 (−21, 7, 15, 13)。

6. 习题 3.1-4

将线性表出的系数写为线性方程组，利用 Cramer 法则即可直接计算出解为

α = (a1 − a2)α1 + (a2 − a3)α2 + (a3 − a4)α3 + a4α4

7. 习题 3.2-7

若 λ1(a1α1 + b2α2) + λ2(a2α2 + b3α3) + λ3(a3α3 + b1α1) = 0，整理可得

(λ1a1 + λ3b1)α1 + (λ2a2 + λ1b2)α2 + (λ3a3 + λ2b3)α3 = 0

利用线性无关性，此方程为 0 当且仅当

λ1a1 + λ3b1 = λ2a2 + λ1b2 = λ3a3 + λ2b3 = 0

利用齐次方程组的 Cramer 法则 (类似习题 2.5-4)，此方程组只有零解当且仅当系数行列式非 0，而
系数行列式为 a1a2a3 + b1b2b3，由此得证。

8. 习题 3.3-5

* 说明极大线性无关组相关问题时，由于其不唯一，一定要说清楚是取出某一个还是对任何一个。

考虑 α1, . . . , αs 的一个极大线性无关组，不妨设为 {α1, . . . , αm}；考虑 β1, . . . , βr 的一个极大线性无

关组，不妨设为 {β1, . . . , βn}。由此，等式右侧即为 m+ n，将两极大线性无关组并集设为 A。

由于 α1, . . . , αm 可以表出 α1, . . . , αs、β1, . . . , βn 可以表出 β1, . . . , βr，根据线性表出定义即知 A 可

以表出 α1, . . . , αs, β1 . . . , βr，由此方程组左侧不超过 rankA，但 rankA 不超过 A 中向量个数个数

m+ n，即得证。

9. 习题 3.3-8

由条件已知 {βi} 可由 {αi} 表出，另一方面有

αi =
1

m− 1

m∑
k=1

βk − βi

由此 {αi} 也可被 {βi} 表出，从而秩相等。

10. 习题 3.4-4

直接求解线性方程组得到
a1

a2

a3

 =

(
2

9
a1 +

1

9
a2 +

2

9
a3

)
2

1

2

+

(
1

9
a1 +

2

9
a2 −

2

9
a3

)
1

2

−2

+

(
− 2

9
a1 +

2

9
a2 +

1

9
a3

)
−2

2

1





二 空间视角的线性方程组 14

11. 习题 3.5-4

通过列向量极大线性无关组计算秩可得秩为 3，前三列构成列空间一组基。

利用行秩列秩相等可知行空间维数亦为 3。

12. 习题 3.5-11

利用秩的等价定义，考虑 A 中的 rankA 阶非零子式 A1 与 B 中的 rankB 阶非零子式 B1，将 A1、

B1 所在行、列构成的子式称为 X，可发现其有

X =

(
A1 C1

O B1

)

的形式，再利用 2.6 节推论 1 可知 detX = det(A1) det(B1) ̸= 0，这就找到了左侧矩阵的 rankA +

rankB 阶非零子式，即得证。

* 也有行列变换与空间的思路，将在之后介绍。

§2.2 如何自学？

2.2.1 四个层面

“自学”，算是一个迟早会遇到的问题：在不能保证所有课都能上课跟上、不能保证所有老师都讲得好
的情况下，总有一些课程是必须要通过自学解决的。

一般来说，不同的课会有不同的思路和模式，下述的方法主要针对数学课应该如何自学，但对其他理

科类的科目也有一定的参考价值。

对于一门数学课来说，所谓的学会这件事事实上可以分为四个层面：

1. “知道”

所谓的知道有一个非常简单的标准：能看懂题目。也即，对所有的概念有基本的了解。

一般来说，无论是上课还是自己看了一遍书，只要没有太多的前置空缺——对前两年来说这基本是不

可能的——都应该能对书上的概念与定理达到知道的层次。

不过，这个层次距离自己实际操作还有很远。在了解书上大概讲了一些什么之后，接下来就是细看书

中的定理与例题了，而这又分为两个部分。

2. “细节”

对证明的细节理解，也即看懂每一步，是建立更深理解的基础。这里所谓的看懂，是每步之间的变化

能看出是利用了什么结论，或者有一些需要自己补全的简单步骤。

如果上课时能跟随老师的进度看懂每一步，之后自己再看时完成接下来的层面是相对快的，否则，必

须看书自己研究。这是一个相对繁琐但又必要的过程——如果没有搞清楚细节，对全局的掌握只能

停留在概念的层次，无法做到数学的严谨。

3. “全局”

然而，虽然细节理解是全局理解的基础，全局理解事实上是比细节理解更为重要的。

全局理解，指的是证明架构的拆分：如何把一个问题分解为若干个小问题，又如何把每个小问题分解

成更小的问题，最终选择合适的方法解决。如果说细节理解是以顺序结构读懂证明，全局理解就是以

树状结构明白一个证明的真正架构——对于困难的问题，一般的思考方式都不可能以顺序写出一个

证明，而是先拆分解决了问题，再整理成线性的形式。

举例：拆分矩阵行秩等于列秩的证明 (基于我自己的感受)。
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• 寻找核心问题：是什么让我自己写不出来这个证明？

• 发现：矩阵的行与列对应的向量组都不在同一个空间中，无法进行比较。

• 在证明中寻找：解决核心问题的方法是什么？

• 答案：在简化阶梯形矩阵中行秩、列秩都是易于确定的，先对这些矩阵确定相等，再证明任何矩
阵可以在不改变行秩、列秩时化为它们即可。

• 对答案的抽象：仍然是利用标准形思想。

• 于是证明拆分为了三步：标准形中结论成立、任何矩阵可以通过一些方式化为标准形、化为标
准形的过程不改变结论。

• 进一步划分为以下三块：

– 简化阶梯形矩阵中行秩等于列秩；
– 任何矩阵可以通过初等行变换化为简化阶梯形矩阵；
– 初等行变换不改变行秩、列秩。

• 注意到，第二块直接由我们在第一章中证明的定理即可得到，由此只需解决剩下两块。

• 对第一块，新的核心问题是，如何计算行秩与列秩？

• 解答：只要说明简化阶梯形矩阵主元所在的行/列构成行/列向量组的极大线性无关组，即可通
过定义得到秩，而前者也可以通过定义证明。

• 对第三块，它自然划分为了不改变行秩与不改变列秩两部分，第一部分利用向量组等价可得到，
第二部分利用线性相关/线性无关的定义可得到。[当然，若觉得这两部分的证明比较困难，可以
进一步分解。]

通过上述的过程，我们完成了一个证明的拆分。拆分后，我们事实上可以明白这个证明是如何得到

的。其中，越是在拆分后显得自然的做法，越代表它是直觉性的，而越是不自然则越偏向技巧性。对

重要的技巧性内容，一方面需要在题目中不断训练以掌握，另一方面则是要尽量为它合理化，最终的

目标仍然是纳入直觉。

在数学的学习中，“为何要引入这样的定义” 与 “为何能得到这样的证明” 是非常重要的。因为所有概
念都是在抽象中建构，引入新的定义、证明新的性质必然意味着它们具有更普遍的价值。找到能说服

自己的理由后，这个定义才能进入自己构建的体系。

4. “应用”

最后，学习的一切知识都是为了解决问题，因此还是需要回到应用。

写出一道题的证明和之前看证明的过程本质上是相同的：先想办法通过寻找核心困难的方式将问题

拆分出不同模块，再用自己学过的知识解决每个模块，从而合成整个问题的证明。

虽然对应用的训练必须靠做题，但只要看书时对细节和全局的理解充分，其实并不需要太大量练习

就可以掌握对应的技巧。与之相对，若之前的看书理解不足，就必须靠更多题目进行理解，这样做即

使总体上也能达到相同的效果，也会浪费更多的时间成本。

——事实上，“全局” 和 “细节” 两部分是会互相影响的。若全局大致理解但处理细节的能力不足，很
可能在已经拆分正确的情况下因为细节无法解决而怀疑自己拆分有误，绕更远的路；而若只有细节

理解，没有全局的感受 (也就是所谓的高观点)，哪怕能解决很多细碎的问题，当题目的步骤变多、变
复杂时，也容易摸不着头脑。

说回上课的话题，一般来说，靠课堂能建立 “知道”，并理解大部分的 “细节”，已经是学得不错的情
况了。但是，即使在这种情况下，对全局的掌握仍然是缺乏的。知道在做什么而不知道为什么这样做，最

终还是需要通过课下自己看书来补全——或者通过这份习题课讲义来了解。



二 空间视角的线性方程组 16

因此，若是确实去听课，一定要注意，不要过度关注细节，而是应尽可能建立整体理解，因为后者才

是靠自己比听课效率相对低的部分。反过来说，因为上课一定是按照老师的思路与节奏进行，若是无法跟

着老师建立理解，也是非常正常的情况，不必过度担心。只要靠着自己看书按照之前所说的四个层面解决，

终究还是能学会的。

——至少就这门课而言，自学不是太过困难的，按照我们班的讲课速度，也推荐大家多去自己研究、

建立自己的理解。

2.2.2 关于证明书写

这个小块其实本没有准备在这次习题课讲，但因为看到了几个同学的小测证明书写，觉得还是有必要

提一下，因为到现在终于出现非计算性的证明题了。

证明书写有两个完全不同的要求：一个是让会这道题的人知道你懂 (如改作业的助教能看出你是对
的)，另一个则是让不会这道题的人能靠你的过程看懂。
前者是最基本的要求，也是所有的证明都至少应该达到的要求。其实，只要避免出现 “伪证” 和 “如

证”，前者还是容易达到的。
伪证：指证明过程中利用了错误的结论以构成错误的推导。想避免伪证，一定记得检查自己的前一步

到后一步是否有依据。依据可以是某个定理、某个结论，也可以是计算得到的，但无论是哪种，一般都需

要有出处 (除非是过于简单的推论)。若只是直觉对但找不到出处，最好还是进行一些验证。
如证：跳过了关键步骤的证明。这个问题的出现事实上和之前所说的全局拆分非常有关系，通过拆分，

可以发现要证的题目中的核心问题，而证明中最需要的就是说清楚核心问题如何解决。如果对核心问题没

有概念，很可能会造成不必要的细节叙述太多、关键问题上含混过去的 “如证” 场面——含混也未必是真
的不会，可能只是觉得这里用某个结论十分自然，但在助教的视角里，这就是不会。想避免这种情况，除

了每步都写得尽量严谨、不要跳步之外，最重要的仍然是发现核心问题。

想完成后者，首先需要对问题的拆分有更精细的把握，将证明合理地分解为不同部分，其次需要预设

看到这个证明时合理的知识基础，不使用过强的结论。由于这个讲义面向的对象不是数学系学生，一般

并不会有这么高的要求，但有些思路仍然值得借鉴，例如，将每一步的依据清楚写出来，把 “所以” 改为
“由...... 可知”，可大幅避免前面所说的问题。

§2.3 行列式回顾与空间引入

2.3.1 Cramer 法则

由于这次习题课主要内容为复习第三章知识，必须找到一个合理的组织结构。我们不妨认为，第三章

所做的一切仍然是为了解决线性方程组问题。

但是，在第一章已经给出了一般算法时，究竟为何还要再次解决呢？

先回到第二章学过的 Cramer 法则，如果不关心解具体为何，Cramer 法则可以表述为：方程数与未
知数个数相同的线性方程组有唯一解当且仅当系数行列式非零。

这事实上代表着，哪怕不看右边的 b，左端的 A 可以某种意义上决定解的个数。

这种观察事实上可以推广：考虑任何线性方程组化为简化阶梯形的过程，可以发现，最后一列在这个

过程中并不会影响其他列，因此，假设解存在时，自由未知量的个数只与 A 有关。

自由未知量的个数能否刻画解的多少？答案是肯定的。考虑如下三个通解的形式：
x1 = 1

x2 = 0

x3 = 1

,

x1 = 1− x3

x2 = 2 + x3
, x1 = x2 + x3 + 5
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第一个通解中并不存在自由未知量，也就是所谓唯一解。在三维空间中，解的点集构成了一个点；第

二个通解有一个自由未知量，因此对 x3 的每个取值，恰有一个 x1, x2 的取值与之对应，在三维空间中构

成一条线；第三个通解有两个自由未知量，对 x2, x3 的每个取值，有唯一的 x1 取值与之对应，在三维空

间中构成一个面。

我们不妨按照以往的直观给出如下的 “定义”：线性方程组的解的集合 [下称解集] 的维数定义为自由
未知量的个数。

由此根据之前的观察可以马上得到，解存在时解集维数只与 A 有关，因此可以将解集维数称为系数

矩阵的 “维数”。

那么，这个定义究竟是否严谨呢？

容易想到，若需要这个定义是严谨的，必须自由未知量的个数唯一确定。在简化阶梯形中，它等价于

列数减去主元个数，或是非零的行数。但是，化为简化阶梯形的过程不止一种，在简化阶梯形矩阵里定义

的自由未知量个数未必对一个矩阵能化成的所有简化阶梯形矩阵相同。

但从直观上，解集是由线性方程组唯一确定的，它是点、线或面理应是确定的，因此，我们可以猜测

上述定义实际上是良好的，但是，必须推广定义到任何矩阵中，才能有机会证明这样的唯一性。

2.3.2 线性表出

注意到，在讨论解集时，由于不关心 b 的矩阵内容，我们可以将它作为一个整体的向量来看待。与之

对应，我们也希望将左端拆分为向量，也即把线性方程组写成

b = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn

这里 αi 是 A 的第 i 列构成的向量，也即列向量。我们假设 αi 与 b 都是 Rm 中的向量

对于一个线性方程组，我们会关心解的存在性、唯一性，或是唯一性进行推广得到的解集结构问题

——目前，我们可以把结构简单理解为自由未知量个数。

在之前的讨论里，b 无法确定时，我们并没有很好的刻画解的存在性的方法。由于给每个向量 αi 乘系

数 xi 后再相加是线性的组合，我们可以直接将 “存在性” 定义为新的概念：若上述方程组的解存在，则称
b 能够被 α1, . . . , αn 线性表出，将 α1, . . . , αn 能线性表出的某个向量称为它们的一个线性组合。

接下来讨论唯一性，如果解不唯一，即代表存在不全相等的 xi 与 yi 使得

b = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn

b = y1α1 + y2α2 + · · ·+ ynαn

作差得到

0 = (x1 − y1)α1 + (x2 − y2)α2 + · · ·+ (xn − yn)αn

可以发现，记 zi = xi − yi，只要关于 zi 的方程组有不全为 0 的解，原方程组的解就不可能唯一：若其无
解，自然不是唯一解，而只要有解，将其解加上一组不全为 0 的 zi 能成为新的解。

因此，我们将唯一性概念定义为：若关于 zi 的方程组

0 = z1α1 + z2α2 + · · ·+ znαn

没有不全为 0 的解，则称 α1, . . . , αn 线性无关，否则称为线性相关。

利用这几个新定义的概念，我们可以给上方问题一个简洁的描述：

• 若 b 不能被 α1, . . . , αn 线性表出，则原方程组无解；

• 若 b 能被 α1, . . . , αn 线性表出，且 α1, . . . , αn 线性无关，则原方程组有唯一解；
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• 若 b 能被 α1, . . . , αn 线性表出，且 α1, . . . , αn 线性相关，则原方程组有不止一个解。

* 第三种情况的不止一个解实际上是无穷多解：假设原问题有解 x，0 = z1α1 + z2α2 + · · ·+ znαn 有不全

为零的解 z，则对任何 λ ∈ R，可发现 x+ λz 都是不同的解。

* 到现在，或许大家会有一个疑问：我们看起来什么也没干，只是新定义了一些概念重新表述出问题。但
是，在新定义的概念下，我们可以更好推进整个体系，从而解决问题，而接下来进行的推进就是不进行这

些定义时很难说清楚的部分了。

注意到，我们事实上已经将问题拆分成了两个部分：和 b 有关系的存在性问题、与和 b 没关系的唯一

性问题。这样的拆分是符合我们之前的直觉性分析的：只要知道解存在，解的多少就和 b 没关系了。

不过，由于这里的线性相关、线性无关定义只涉及了是否存唯一解，我们仍然无法从定义感受到解的

多少从何而来，可以试着先从存在性问题开始寻找思路。

2.3.3 封闭性与空间

* 本章中所有的讨论都对 R 上的线性方程组与矩阵进行，其他数域上完全类似。这里所说的向量空间即为
书上的 Rn 或其线性子空间。

在数学中，一个相对自然的想法是，若我们要讨论一个问题解的存在性，可以定义出所有使解存在的

集合，观察集合的性质，再对特定的 b 研究是否存在。因此，我们定义所有能被 α1, . . . , αn 线性表出的 b

构成集合

V =

{
b ∈ Rm

∣∣∣∣ ∃x1, . . . , xn ∈ R, b =
n∑

i=1

xiαi

}
我们希望能对这个集合的结构进行一定的刻画，并给出一个可以确定某个 b 是否落在其中的更简单方式。

一个很重要的观察是，虽然其中一般有无穷多个向量，但其实只需要有限个向量就可以 α1, . . . , αn 就

可以完全刻画出它。这是因为空间中恰收录了所有 α1, . . . , αn 可以表出的向量。我们试着直接将此作为 V

的特性定义：

若对 V ⊂ Rm，存在向量 α1, . . . , αn ∈ Rm 使得 (n 可以取 0，此时其中只有零向量)

V =

{
b ∈ Rm

∣∣∣∣ ∃x1, . . . , xn ∈ R, b =
n∑

i=1

xiαi

}
则称其为一个向量空间。

* 可喜可贺，我们又说了一堆废话，然后把无法研究的东西作为新的定义。不过，化归到这一步，我们必
须研究向量空间的定义能不能表述为别的方式了，否则研究将无法进行。接下来，我们一步步将向量空间

的定义变为大家熟悉的样子。

由于向量空间的定义是以线性表出 [或简称 “表出”] 作为基础的，我们希望知道能不能在其中谈论线
性表出问题。所谓的 “谈论” 某个运算 [线性表出可视为一堆向量和数到另一个向量的运算]，指的是，如
果参与运算的元素都在其中，运算结果也在其中，也就是封闭性。对这个问题，其实我们希望知道的即：

若 β1, . . . , βk ∈ V，λ1, . . . , λk ∈ R，是否有
∑k

i=1 λiβi ∈ V？

答案是肯定的，证明过程是，设

βi =
n∑

j=1

xijαj

则通过乘法分配律可以得到 (若觉得这里求和符号的交换并不直观，可以取定具体的 k, n 尝试操作)

k∑
i=1

λiβi =
k∑

i=1

λi

n∑
j=1

xijαj =
n∑

j=1

( k∑
i=1

λixij

)
αj ∈ V

反过来，我们也希望知道，可以谈论线性表出问题的结构是否一定是向量空间？
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答案仍然是肯定的。若 V 满足，只要 β1, . . . , βk ∈ V，λ1, . . . , λk ∈ R，则
∑k

i=1 λiβi ∈ V。考虑如下

过程：

假设 V 中只有零向量，则结论成立；否则，取出某非零向量 α1，若其可以表出 V 中全部向量，则结

论亦已经成立 [根据定义，α1 能表出的向量一定在 V 中，而又假设了 V 中的向量都可以由 α1 表出，于

是 V 恰为所有 α1 能表出的向量集合]；若不能表出全部向量，取出其无法表出的向量 α2，若 α1, α2 可以

表出 V 中全部向量则结论已经成立；若还是不能表出全部向量，再取它们不能表出的 α3……

我们只需要证明，这个过程至多进行有限次，就一定在某次后可以找到 α1, . . . , αn 表出全空间，而它

们所有能表出的向量又在空间中，因此 V 即为 α1, . . . , αn 能表出的所有向量。

下面证明，在 Rm 中，最多能找到 m 个向量，使得每一个不能被前面的向量表出。

先证明引理：未知数个数多于方程个数的齐次线性方程组必有非零解。考虑其化为简化阶梯形后，主

元至多等于方程个数，于是一定存在自由变量。而又由于齐次性，全为 0 必然为解，因此其解存在，从而
有非零解。

于是，若能找到 m+ 1 个向量 α1, . . . , αm+1，根据刚才讨论考虑齐次线性方程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xm+1αm+1 = 0

其有 m + 1 个未知数、m 个方程，必然存在 xi 不全为 0 的解。考虑非零的最大下标 N，即 xN ̸= 0，

而 xN+1, xN+2, . . . , xm+1 = 0，将 xNαN 移项到右侧并同除以 −xN，可发现 αN 能被 α1, . . . , αN−1 表出

(αN+1, . . . , αm+1 前的系数均为 0)，与取法中每一个向量无法被前面的向量表出矛盾。
到这里，我们通过一些复杂的操作证明了 Rm 子集 V 是向量空间当且仅当其中的任何向量线性组合

后仍在其中，这个定义已经与教材上的定义非常接近了。

* 在习题课中事实上默认了两者的等价性，这段证明算是作为一个严谨性的补充。

最后，若任何向量线性组合仍在其中，两个向量的加法与一个向量的数乘是线性组合的特例，因此必

然在其中。而只要保证了两个其中向量的加法与一个向量的数乘在其中，对一些 α1, . . . , αn ∈ V，利用数

乘封闭性可知

x1α1, . . . , xnαn ∈ V

再利用加法封闭性可以归纳得到

x1α1 + · · ·+ xnαn ∈ V

于是只通过加法和数乘的封闭性，我们就得到了线性组合的封闭性。

最终的结论即 Rm 子集 V 满足其中的任何向量线性组合后仍在其中等价于其中任何两向量相加、任

何向量数乘仍在其中。这就是书上对于向量空间的定义。

现在，是时候回顾本节所做的事了。我们从研究线性方程组解的存在性出发，定义 V ⊂ Rm 为向量空

间，当且仅当

∃α1, . . . , αn ∈ Rm, V =

{
b ∈ Rm

∣∣∣∣ ∃x1, . . . , xn ∈ R, b =
n∑

i=1

xiαi

}
由于这个定义过于复杂，我们试着找到更简洁的表述，最终得到的表述为

∀α, β ∈ V, α+ β ∈ V

∀α ∈ V, λ ∈ R, λα ∈ V

后者的确比前者简单很多，且易于验证，但就研究线性方程组而言，直接定义后者并没有清晰的意义，而

前者的含义是明确的，即给定系数矩阵 A，所有使得线性方程组有解的 b 构成的集合。
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若将后者作为向量空间的定义，我们事实上得到了：任何向量空间可以被有限个向量线性表出，更进

一步地，Rm 中的向量空间可以被至多 m 个向量表出；任何有限个向量线性组合而成的所有向量构成向

量空间。

此外，我们证明过程里其实得到了若干附属结论，这里仅作部分列举，大家可以看看如何从证明过程

里直接或间接得到，接下来我们将直接引用这些结论：

1. Rm 中无法取出 m+ 1 个线性无关的向量；

2. 若向量 α1, . . . , αk 线性相关，则一定存在其中一个能被它之前的向量线性表出，反之，若存在其中一

个能被它之前的向量表出，移项可知线性相关；

3. 向量组 {γi} 能被向量组 {βi} 线性表出、向量组 {βi} 能被向量组 {αi} 线性表出，则向量组 {γi} 能
被向量组 {αi} 线性表出；

4. 任何向量空间中线性无关的向量组可以扩充为向量空间的一组基。(若在看讲义时并未学完书，可以
暂时忽略这个结论，我们之后会再次提及。)

§2.4 秩

2.4.1 信息量的视角

下面称

V =

{
b ∈ Rm

∣∣∣∣ ∃x1, . . . , xn ∈ R, b =
n∑

i=1

xiαi

}
为 α1, . . . , αn 生成的向量空间。

根据刚才的证明过程，我们可以发现一个有趣的事：即使 n > m，我们仍然可以在 V 中找到 β1, . . . , βk，

使得 k ≤ m，且 V 是 β1, . . . , βk 生成的向量空间。

这也就意味着，虽然在原始定义里 x1, . . . , xn 看似都是自由变量，实际却可以取出更少的自由变量对

应同一个空间，也即自由变量未必是真实的。

因此，为了如开始一样研究空间的 “维数” 作为结构表征，我们无法直接把 n 个向量生成的空间维数

定义为 n，而是应该如此定义：

对向量空间 V，若存在 β1, . . . , βk 使得 V 由 β1, . . . , βk 生成，且不存在 γ1, . . . , γk−1 使得 V 由

γ1, . . . , γk−1 生成，则称其维数为 k，记作 dimV = k。

此定义事实上即是寻找最少的自由变量个数作为维数。因为一定存在有限个向量能表出 V 中的全部

向量，这个最小值当然存在，且我们知道对 Rm 的子集 V，其维数不会超过 m。

* 某种意义上，维数其实代表着信息量，因为其至少能被 k 个向量刻画，则代表着存储它至少需要存储 k

个向量。

* 非常自然地，若 U 是向量空间 V 的子集，且 U 是向量空间，可称 U 是 V 的子空间。可验证 Rm 是向

量空间，以后即可称 V 是 Rm 的子空间。

可是，问题并没有在这里结束，我们虽然知道这个最小值一定存在，但如何找到它呢？例如，用之前

的算法可以找到一组向量 {βi} 生成 V，但 {βi} 的个数一定是 V 的维数吗？是否能够更小？

另一方面，如果给出 α1, . . . , αn，能不能从这些向量自身中找到能够刻画向量空间维数的方式，而不

是从头去寻找 {βi}？

2.4.2 从空间到向量组

为了找到合适的刻画方式，我们可以先做一个简单的观察：只要 β1, . . . , βr 能够线性表出 α1, . . . , αn，

它们就能线性表出整个 V。
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* 利用 2.3.3 最后的结论 3 即可证明。
于是，我们其实将表出向量空间所有向量的问题变为了表出有限个向量的问题，显然后者是更加简单

的。

更进一步地，我们进行一个大胆的推测：我们希望能从 α1, . . . , αn 中选出一些，使得它们能表出

α1, . . . , αn，并且，若从中最少需要选出 r 个，则任何能表出 α1, . . . , αn 的向量组都至少有 r 个向量。

* 这个推测不管从什么角度来说都是非常大胆的，因为我们将 V 中任取局限到了这 n 个向量中选择。不

过，如果进行一些具体例子的实验，会发现它存在一定的道理。当然，之后的部分我们会证明这个推测。

由此，我们试图先解决如下的问题：给定向量组 α1, . . . , αn，希望从中选出 r 个，使得它们能表出

α1, . . . , αn，且 r 最小。我们不妨设 α1, . . . , αr 满足上述的要求，来观察一下它们的性质：

• 由于 r 最小，无法从其中去掉一个使得仍然能表出 α1, . . . , αn。仍利用 2.3.3 最后的结论 3，若去掉
一个能表出 α1, . . . , αr，则必然能表出 α1, . . . , αn。

因此，r 的最小性可以推出，α1 到 αr 中不存在 r − 1 个向量能表出剩下那个，而利用 2.3.3 最后的
结论 2，这即能推出线性无关。

于是，α1, . . . , αr 必须是线性无关的。

• 由于它们能表出 α1, . . . , αn，任意在其中增添一个向量，都能被 α1, . . . , αr 所表出，由此利用 2.3.3
最后的结论 2，α1, . . . , αr 增添任何向量都将线性相关，于是线性无关性是极大的。

我们将 α1, . . . , αn 中线性无关、且任意增添一个就线性相关的向量组称为极大线性无关组。刚才说明

了，满足上述性质的向量组一定是极大线性无关组，而接下来说明，极大线性无关组一定满足上述性质。

仍然设极大线性无关组为 α1, . . . , αr。

• 由于线性无关性是极大的，任意添加一个向量 αj , j > r，都存在不全为 0 的 λi 使得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λrαr + λjαj = 0

若 λj = 0，则意味着 α1, . . . , αr 线性相关，矛盾，于是可以移项使得 αj 能被 α1, . . . , αr 表出。另一

方面，αi, i ≤ r 当然可以由 α1, . . . , αr 表出 (i = k 时系数为 1，否则为 0)，因此得证 α1, . . . , αr 能

表出 α1, . . . , αn。

• 为了说明 r 最小，我们只需要证明所有极大线性无关组的元素个数相同即可。这样，由于取到最小 r

的一定是某个极大线性无关组，所有的便都能取到最小。

先证明引理：若向量 α1, . . . , αr 能表出线性无关的向量 β1, . . . , βs，则 s ≤ r。

为证引理，我们只需要说明 s > r 时线性相关即可。仿照之前设

βi =
r∑

j=1

cijαj

则

λ1β1 + · · ·+ λsβs = 0

可以化为
s∑

i=1

λi

r∑
j=1

cijαj = 0

即
r∑

j=1

( s∑
i=1

λicij

)
αj = 0
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由于未知数个数多于方程个数，与 2.3.3 相同知

∀j = 1, . . . , r,
s∑

i=1

λicij = 0

有非零解。而这就导致了 λ1, . . . , λs 有非零解，从而 β1, . . . , βs 线性相关，矛盾。

根据证明的第一部分，若有两个个数为 r, s 极大线性无关组，它们一定能互相表出，再由刚才的引理

即可得到 r ≥ s, s ≥ r，于是 r = s，得证。

上述的证明过程给出了研究极大线性无关组的动机：极大线性无关组就是 “最小线性表出组”，而后者
对我们刻画结构是重要的。

将向量组的极大线性无关组元素个数称为其秩，设 α1, . . . , αn 的秩为 r，且不妨设 α1, . . . , αr 是一个

极大线性无关组，我们下面说明，即使取 α1, . . . , αn 外的向量，也至少需要 r 个才能表出。

设这些向量为 β1, . . . , βs，由于它们能表出 α1, . . . , αn，则必然能表出 α1, . . . , αr，而利用引理即得

r ≤ s，从而得证。

因此，我们立刻得到，α1, . . . , αn 至少需要 r 个向量才能表出，从而 V 至少需要 r 个向量才能表出。

另一方面，α1, . . . , αn 可以由 α1, . . . , αr 表出，从而 V 可以由它们表出，由此，我们证明了向量组的秩等

于其生成向量空间的维数。

另一方面，我们将个数最少的 (根据本节中的证明，最小性即等价于线性无关性)、能表出向量空间中
全部向量的向量组称为它的一组基，在刚才的假设下，α1, . . . , αr 即成为 V 的一组基，由此，我们证明了

向量组的极大线性无关组构成了其生成向量空间的一组基。

本节最后，我们来说明 2.3.3 最后的结论 4 为何成立。若在向量空间 V 中找到了一些线性无关的向

量 β1, . . . , βt，利用不断找无法表出的加入可以最终得到 β1, . . . , βr，且 r ≥ t。与 2.3.3 证明过程相同，
β1, . . . , βr 能表出 V 的全部向量，且利用 2.3.3 最后的结论 2 可知它们线性无关，从而得证其为基。
此外，利用完全相同的思路，某向量组的一个线性无关的子集可以扩充为极大线性无关组。

2.4.3 视为函数的维数

至此，我们事实上已经可以利用之前的工具完全解决线性方程组的解问题了。不过，在这之前，为了

之后讨论向量空间的方便，我们需要证明一些基本的性质。由于这部分的证明基本可以参考书上，我们只

介绍相对重要的性质，并给出证明思路。

1. 若 U, V 为向量空间 W 的子空间，则 U ∩ V 为 W 的子空间。

思路：只需说明 U ∩ V 中两向量的和/某向量的数乘在 V 与 U 中，利用定义验证。

2. 若 U, V 为向量空间 W 的子空间，则

U + V = {w ∈W | ∃u ∈ U, v ∈ V,w = u+ v}

为 W 的子空间。

思路：利用交换律、结合律、分配律等基本性质与 U, V 的封闭性。

3. 任何包含 U, V 的向量空间必然包含 U + V。

思路：利用线性组合的封闭性即可知。另一方面，可以发现，U + V 包含 U ∪ V 中元素任意线性组
合的结果，因此称其为 U ∪ V 生成的向量空间。

4. 若 U 为向量空间 V 的子空间，则 dimU ≤ dimV。

思路：考虑 U 的基扩充为 V 的基即可。
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5. dimV + dimU = dim(U + V ) + dimU ∩ V。

思路：考虑 U ∩V 的一组基 {αi}，扩充为 U 的一组基 {αi}, {βj}，再扩充为为 V 的一组基 {αi}, {γk}，
说明这些基的并集是 U + V 的一组基即可。

* 这里证明过程有一个十分重要的思想，也即线性相关和线性表出等效。具体来说，若这些基的并集
线性相关，可以将 αi, βj 与对应系数得到等式一边、γk 与对应系数移到等式另一边，从而得到 V 中

某元素与 U 中某元素相等，这个元素必然属于 U ∩ V。当存在线性相关时，可以如此移项使得式子
成为某一部分表出另一部分的形式，从而左右必然在两边可表出的交集中，再进一步进行分析。

* 一些秩 (记为 rank) 相关的不等式可以从上述空间相关的维数等式中得到，例如，要证

rank(α1, . . . , αs, β1, . . . , βt) ≤ rank(α1, . . . , αs) + rank(β1, . . . , βt)

只需设 V 是 α1, . . . , αs 生成的空间，U 是 β1, . . . , βt 生成的空间，则问题即转化为 dim(U +V ) ≤ dimU +

dimV，通过最后一个等式知成立。

§2.5 再看线性方程组

2.5.1 齐次线性方程组

本节延续 2.4.2 的讨论。
我们已经知道，向量组 α1, . . . , αn 的 “结构” 某种意义上就是其秩与一个极大线性无关组。至此，我

们先讨论与 b 无关的部分，也就是所谓的唯一性，或者更进一步的，解集的结构。

既然与 b 无关，我们也希望有解，不妨取 b = 0，考虑方程组

x1α1 + · · ·+ xnαn = 0

利用定义可发现，其解集对加法与数乘封闭，因此构成向量空间，对其结构的讨论归于寻找基与维数。

为了引入更多的信息，我们假设 α1, . . . , αn 的极大线性无关组是 α1, . . . , αr，从而其秩为 r。我们希

望消去尽量多未知的 αi，因此选择用 α1, . . . , αr 表出剩下的，也即设

∀i > r, αi =
r∑

j=1

cijαj

由此原方程组可以化为
r∑

j=1

xjαj +
n∑

i=r+1

xi

r∑
j=1

cijαj = 0

整理可得
r∑

j=1

(
xj +

n∑
i=r+1

xicij

)
αj = 0

由于 αj 线性无关，我们发现，这个方程组为 0 事实上可以归结为每个系数为 0，也即

∀j = 1, . . . , r, xj +
n∑

i=r+1

xicij = 0

* 上面这步是一个非常重要的技巧，即利用线性无关性将针对向量组的方程转化为系数的方程，从而可以
消去 αj。某种意义上，对线性无关的定义就是为了这样的步骤得以执行。

举例观察可发现此方程组对应的矩阵已经是简化阶梯形，由此其通解即为

xj = −
n∑

i=r+1

xicij , j = 1, . . . , r
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不过，我们并不满足于得到通解，因为 cij 实际上是未知的，但我们希望在向量空间的视角刻画结构。

我们将通解重新写为下方的形式：

x1
...
xr

xr+1

xr+2

...
xn


= xr+1



−cr+1,1

...
−cr+1,r

1

0
...
0


+ xr+2



−cr+2,1

...
−cr+2,r

0

1
...
0


+ · · ·+ xn



−cn,1
...

−cn,r
0

0
...
1


对比每个分量的系数可以发现，这确实蕴含了通解，而由于左侧是解向量 x，记右侧为 xr+1γr+1+· · ·+xnγn，
解集构成的向量空间 W 即为

W =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ ∃xr+1, . . . , xn ∈ R, x =
n∑

i=r+1

xiγi

}
注意到，γr+1, . . . , γn 可以表出 W，只要再证明它们的线性无关性，即可以说明它们是一组基，而这

是利用定义容易得到的：若
∑n

i=r+1 λiγi = 0，考虑第 r + 1 个分量可发现对应方程即 λr+1 = 0，考虑第

r + 2 个分量可发现对应方程即 λr+2 = 0，由此可推得所有 λi 为 0。
综合以上，我们最终得到的结论是：齐次线性方程组的解空间维数等于变量个数减去系数矩阵列向量

组的秩 (不妨记为 rankA)，也即
dimW = n− rankA

其一组基可以通过 α1, . . . , αn 的极大线性无关组表出 α1, . . . , αn 的系数计算得到。

* 若 α1, . . . , αn 的极大线性无关组不是前 r 个向量呢？注意到，线性方程组中的下标其实是没有实际意义

的虚指标，x1α1 + x2α2 = 0 与 x2α2 + x1α1 = 0 表示的是同一个线性方程组。因此，我们可以将 x 与 α

的下标同时做一些交换，使得极大线性无关组变为 α1, . . . , αr，最后再交换回来即可。具体来说，一般情

况的通解可以写为

xp1

...
xpr

xpr+1

xpr+2

...
xpn


= xpr+1



−cpr+1,p1

...
−cpr+1,pr

1

0
...
0


+ xpr+2



−cpr+2,p1

...
−cpr+2,pr

0

1
...
0


+ · · ·+ xpn



−cpn,p1

...
−cpn,pr

0

0
...
1


这里 p1 到 pn 为 1 到 n 的一个排列，αp1

, . . . , αpr
构成列向量组的极大线性无关组，系数 c 满足

∀i > r, αpi
=

r∑
j=1

cpipj
αpj

2.5.2 非齐次线性方程组

解决了齐次线性方程组后，非齐次线性方程组要解决的问题分为了存在性问题和存在时解集的结构。

由于我们已经知道，非齐次线性方程组的解存在当且仅当 b在 α1, . . . , αn 生成的子空间中，也即 β 可

以被 α1, . . . , αn 表出。这事实上等价于 rankA = rank(A, b)：若 β 可以被 α1, . . . , αn 表出，则其可以被它
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们的极大线性无关组表出，于是极大线性无关组无法再增添 b，秩不变；反之，若秩不变，极大线性无关

组增添 b 后线性相关，与 2.4.2 中的证明相同可知 b 可被极大线性无关组表出。

于是，我们得到了线性方程组有解的充要条件，rankA = rank(A, b)，即系数矩阵的秩等于增广矩阵
的秩 [这里秩指列向量组的秩]。
而只要知道存在某个解 x，设对应齐次方程组的解空间 W，可发现非齐次方程组的全部解 X 可写为

{z ∈ Rn | ∃w ∈W, z = x+ w}

* 一方面，另一个解与 x 的差是齐次线性方程组的解；另一方面，x 加某个齐次线性方程组的解代入可知

仍然为非齐次线性方程组的解。

* 可以将这样在向量空间 W 的基础上平移某个 x 的结构称为一个线性流形，记为 x+W，其维数定义为

向量空间的维数，这就符合了我们开始的讨论。

于是，在解决了齐次线性方程组的问题以后，我们很快就能得到非齐次线性方程组问题的解答。

2.5.3 秩的计算

最后，我们来谈谈算法。上述的过程说明，如果要确定一个线性方程组的解，找到其列向量组的线性

无关组是本质的做法。但是，如何寻找呢？我们下面称矩阵的列向量组的极大线性无关组个数为列秩，行

向量组为行秩。

我们现在完成 2.2.1 节中行秩等于列秩的证明，算法就蕴含在其中：

1. 先说明一个基本的结论：初等行变换不改变列向量组的极大线性无关组下标。例如，若 α1, . . . , αr

是 α1, . . . , αn 的极大线性无关组，则将矩阵 A 进行某些初等行变换后成为矩阵 B，列向量组为

β1, . . . , βn，则 β1, . . . , βr 为其一个极大线性无关组。

证明：注意到初等行变换不会改变对应线性方程组的解，对某些下标 j1, . . . , jk，方程组 (相当于对应
A 中选出某些列构成的矩阵)

x1αj1 + · · ·+ xkαjk = 0

可以与 A 到 B 利用相同的初等行变换变换至

x1βj1 + · · ·+ xkβjk = 0

由此，若变换前有非零解则变换后有非零解，反之亦然。既然线性相关、线性无关的关系不会改变，

极大线性无关组的下标亦不会改变。

2. 另一个基本的结论是：初等列变换不改变列向量组生成的向量空间。这是由于初等列变换是可逆的，
变换前后的列向量组必然可以互相表出 [可分三种变换进行讨论]，由此生成的向量空间相同。

3. 无论是不改变下标还是不改变生成的向量空间，根据定义都有初等行/列变换不改变列秩，而利用矩
阵行列的对偶性可以完全相似证明初等列变换不改变行向量组的极大线性无关组下标与初等行变换

不改变行向量组生成的向量空间，由此最终得到初等行/列变换不改变行/列秩。

4. 为了完成行秩等于列秩的证明，我们只需要对任何矩阵可以初等行变换到的简化阶梯形矩阵说明即
可。

考虑其主元所在的行/列，与 2.5.1 寻找 W 一组基相同可知主元所在行线性无关，而其他行全为 0，
因此其构成行向量组的极大线性无关组。另一方面，主元所在列根据相同理由可知线性无关，而直接

求解可知它们可以线性表出其他列，从而其构成列向量组的极大线性无关组。因此，矩阵的行秩/列
秩都等于主元个数，得证。

* 这同样代表了开始时我们对 “解空间维数” 的直观定义是合理的，自由变量数与主元个数和为未知
数个数，恰好对应 dimW + rankA = n。
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由此，若我们想知道列向量组的极大线性无关组，应利用初等行变换不改变列向量组的极大线性无关

组下标，变换为简化阶梯形后，主元所在的列的下标即为原本的极大线性无关组下标。这是求一个极大线

性无关组的通用算法。

* 将矩阵的行秩/列秩定义为矩阵的秩，它事实上可以脱离线性相关、线性无关的概念而定义，这就是下一
次习题课要介绍的内容了。

三 向量空间与矩阵

§3.1 习题解答

1. 习题 3.6-5

设其增广矩阵为 (A, b)，由于增广矩阵 (A, b)为 A增添最后一列 b，考虑列秩可知 rank(A, b) ≥ rankA；
又由于 B 为 (A, b) 增添最后一行，考虑行秩可知 rankB ≥ rank(A, b)，从而由 rankB = rankA 可
知 rank(A, b) = rankA，即有解。

2. 习题 3.7-2

利用本讲义第二章或教材中已经证明的，齐次线性方程组的解构成向量空间，而基础解系即为一组

基。

设与其等价的线性无关向量组为 S，则类似极大线性无关组个数相等的证明可知 S 的个数必然也为

t，且由等价性它们可以被基础解系生成，从而在解空间中，因此构成一组基。

3. 习题 3.7-5

* 看到前一题作为提示后，这题的想法就比较自然了。

分类讨论。由条件可知 rankA < n，若 rankA = n− 2，根据最大非零子式阶数定义可知一切 Aij 为

0，从而成比例。

否则，rankA = n− 1，考虑线性方程组

∀i = 1, . . . , n,
n∑

j=1

aijxj = 0

根据 3.7 节定理 1 可知，此方程组的解空间为 1 维，由此必然能写成 αx, α ∈ K 的形式，从而任何
两个解成比例。

另外一方面，根据 2.4 节定理 1 与定理 3，结合 detA = 0 可知对任何 k，xj = Akj 构成此方程的一

组解，而这即为第 k 列，从而任意两列成比例。对两行考虑转置完全同理。

4. 习题 4.7-5

直接根据定义计算，Im A 为其列向量生成的向量空间，前两列构成一组基；Ker A 为其解空间，计
算可知维数为 2，一个基础解系为

(
− 2,− 3

2
, 1, 0

)′
,
(
− 1,−2, 0, 1

)′
。

5. 习题 4.1-5

由定义计算得结果为 a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy + 2a1x+ 2a2y + 1。

6. 习题 4.1-11

利用乘法对加法的分配律与加法交换、结合律可知

(I −B)(I +B +B2) = I +B +B2 −B −B2 −B3 = I −B3 = I
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§3.2 线性映射与矩阵

3.2.1 基的操作与坐标

目前为止的内容里，最重要的技巧事实上已经在本讲义第二章中书写了，也即扩充。

由于任何线性无关向量组可以扩充出极大线性无关组、任何子空间基可以扩充为原空间一组基，很多

时候我们可以将向量空间问题的讨论化归到对基的讨论以大大简化。

对于更多的技巧，我们以补充题三-2 为例进行介绍。
问题：任给某线性方程组，其系数矩阵为 A、常数项为 b，并假设解集 X 非空。若一些线性无关的向

量 γ1, . . . , γm 能将 W 中所有向量表出，讨论 m 的最小值与 A, b 的关系。

1. 先用空间语言描述线性方程组问题。

设其任何一个解为 x0，对应齐次方程组的解为 W，则有 X =W + x0；找能将其中向量都表出的向

量个数，即为找其极大线性无关组个数。

由此，问题暂时变为讨论 W + x0 的极大线性无关组个数 (之后还要还原为 A, b 的性质)。

2. 由于齐次线性方程组为特殊情况，分类讨论。

若其为齐次线性方程组，则 b = 0，解集即为 W，从而最小的 m 即为其维数 n− rankA。

* 熟悉核心定理，如解空间维数。

3. 非齐次情况，仍然需要分其是否为向量空间讨论，否则难以进行观察。(下面假设出现的 wi 均为 W

中元素)

若 W + x0 为向量空间，写出定义，有若 a = w1 + x0，b = w2 + x0，则 a + b = w3 + x0，从而

w1 + w2 + 2x0 = w3 + x0，即可发现 x0 ∈W。然而，x0 ∈W，且 x0 为原方程解意味着原方程必为

齐次线性方程组 (W 的定义)，矛盾。

4. 已知其不为向量空间，分析极大线性无关组。

设 W 一组基 w1, . . . , wk，则由于 x0 /∈W，可知 x0, w1, . . . , wk 线性无关。

* 熟知一些常用小结论：若线性无关的向量组加入一个向量后线性相关，则新向量可被原有向量表
出，证明见本讲义第二章。

此外，由于 W 中向量可被 w1, . . . , wk 表出，即可知 W + x0 中向量可被 w1, . . . , wk, x0 表出，从而

它们构成极大线性无关组 (熟悉用表出叙述线性无关相关内容)，m = k + 1 = n− rankA+ 1。

事实上，由于线性映射与矩阵相关的内容都并未开始，向量空间暂时还并无太多的技巧。一些关键内

容，如限制映射相关的操作，也无法在此处介绍。

不过，在进入下一部分前，希望大家能关注到一件事：相同维数的向量空间是无法区分的 (这里指同
一个数域上的，我们还是讨论 R 上)。
——什么？(a, 2a, 50a), a ∈ R 和 R 为何会无法区分？
务必注意，这里所谓的 “区分” 是一种内蕴的区分，也即把元素当成黑箱后无法通过允许的操作 (加

法、数乘) 区分。我们不妨假设维数同为 k。

例如，两个空间中都可以找到 k 个线性无关的向量 (不妨称为 α1, . . . , αk 与 β1, . . . , βk)，且找不到
k + 1 个线性无关的向量。不止如此，第一个空间中的任何向量都可以用其中的 k 个线性无关的向量唯一

表示成

λ1α1 + · · ·+ λkαk

第二个空间中的任何向量都可以用其中的 k 个线性无关的向量唯一表示成

λ1β1 + · · ·+ λkβk
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如果第一个空间中两个向量分别表示成 (注意 λ1, . . . , λk ∈ R，不会因为元素黑箱而无法取)

λ1α1 + · · ·+ λkαk, µ1α1 + · · ·+ µkαk

第二个空间中两个向量分别表示成

λ1β1 + · · ·+ λkβk, µ1β1 + · · ·+ µkβk

则两个向量的和与第一个向量数乘 λ 在第一个空间分别为

(λ1 + µ1)α1 + · · ·+ (λk + µk)αk, λλ1α1 + · · ·+ λλkαk

两个向量的和与第一个向量数乘 λ 在第二个空间分别为

(λ1 + µ1)β1 + · · ·+ (λk + µk)βk, λλ1β1 + · · ·+ λλkβk

由此可发现，一个 k 元组 (λ1, . . . , λk) ∈ Rk 唯一确定了维数为 k 的空间中的元素和运算方式。

对任何一组基，由于表示唯一性，任何一个元素都可以在这组基下唯一看成 (λ1, . . . , λk)，称为其在这

组基下的坐标。

我们把两个通过内蕴性质无法区分的结构称为同构，由此可知向量空间维数相同时同构。

反之，若向量空间同构，它们必然能取出相同数量的极大线性无关组 (否则将可以区分)，于是向量空
间维数同构当且仅当维数相同。

完全类似地，由于维数更低的向量空间会与维数更高的向量空间的一个子空间同构，我们可以认为前

者的结构被后者包含，而后者的结构可以某种意义上 “覆盖” 前者。
* 但是，什么是通过内蕴性质无法区分？什么又是结构被包含？除了上述直观方法，有没有更严谨的定义？

3.2.2 线性映射

我们回到大家唯一学过，也是最简单的代数结构：集合。

集合的内蕴性质可以简单理解为交、并、补运算与取子集操作等。那么，什么样的两个集合之间无法

区分呢？

对于有限集合，这个问题的答案是元素个数相同。只要元素个数相同，就能将它们编号记为成 a1 到

ak、b1 到 bk，具有完全相同的操作结果。

但对于无限集合，上述的简单思路无法适用，我们需要更进一步对两个集合进行关联来定义无法区分。

关联集合的方式是映射。利用映射，只要两个集合之间存在一个一一对应的映射，它们就无法区分了

——无论如何考虑子集、交、并、补，只要针对的元素被一一对应了，运算的结果也是一一对应的。

类似 “结构被包含”，若一个集合 A 与另一个集合 B 的子集能建立一一对应，就可以看作其结构被

另一个结构包含。这样的一一对应称为单射，更具体来说，其定义为 ∀x ̸= y ∈ A, f(x) ̸= f(y) 的映射

f : A→ B。

* 这里 B 为陪域，也即讨论结构的集合，而 f(A) 为值域，也即 “实际映射到” 的部分。
反之，若一个集合可以覆盖另一个集合，我们可以定义为，存在一个映射 f 使得 ∀β ∈ B, ∃x ∈ A, f(x) =

β。这样的映射称为满射。

* 因此，单射和满射本质是在刻画结构的包含与覆盖。
由此，我们可以将上述的一一对应称为双射，定义为既是单射又是满射的映射。其存在唯一的逆映射

满足 f−1(f(x)) = f(f−1(x)) = x。此外，可以证明若 f 并非双射，则不存在这样的逆映射。

那么，自然的疑问是，如果 A 到 B 既存在单射也存在满射，也即 A 的结构既可以覆盖 B，又可以被

B 包含，它们的结构是否一定相同呢？

对于集合，这个问题的答案是肯定的，称为 Cantor-Bernstein 定理——听名字就能知道，这个结论并
没有看上去那么显然。



三 向量空间与矩阵 29

用更抽象的语言，双射就是一个集合之间的同构。

回到向量空间中，向量空间比起集合还多了运算，因此，刻画向量空间关联的方式虽然也是映射，但

是需要保证对加法和数乘的相容性。

于是，我们将向量空间之间的同态 (或称为线性映射)定义为满足 f(a)+f(b) = f(a+b)、f(λa) = λf(a)

的映射 f，注意到，同态事实上是某种可交换性，加法、数乘与映射可以交换。若将映射后的元素看作映

射前的元素的对应，它们在运算下也是无法区分的。

如果在元素的无法区分下更进一步希望空间无法区分，我们希望这个映射还是元素的一一对应，也即

双射。由此，线性双射可称为线性同构 (思考为何如此定义的映射能导致空间无法区分)。此外，是单射的
线性映射称为单同态，对应结构的被包含；是满射的线性映射称为满同态，对应结构的覆盖。

列举出如下基本结论，大家可以自行通过定义验证：

1. 零向量在同态下变为零向量 (利用 0 + 0 = 0)。

2. 同态的复合是同态 (利用定义计算)。

3. 线性相关的向量组在同态下变为线性相关的向量组 (即 α1, . . . , αr 线性相关则 f(α1), . . . , f(αr) 线性

相关)。

4. 只要给出 U 的一组基到 V 的一个映射，就能给出 U 到 V 的一个同态，反之亦然 (基的像可以确定
同态)，由此任何两向量空间存在同态，且构造同态只需说明基的像。

5. 若同态是单同态，线性无关的向量组变为线性无关的向量组，特别地，原空间一组基变为线性无关的
向量组 (反证，若结论不成立，0 会存在两个原像)。

6. 同态是单同态当且仅当零向量的原像只有零向量 (若某元素有两不同原像，作差可得零向量的非零原
像)。

7. 向量空间 U 到 V 存在单同态当且仅当 dimU ≤ dimV (利用之前的结论，并在条件满足时通过基构
造同态)。

8. 若同态是满同态，原空间一组基的像包含新空间一组基 (注意一组基可以生成原空间，若其像不能生
成新空间则矛盾)。

9. 向量空间 U 到 V 存在单同态当且仅当 dimU ≥ dimV (利用之前的结论，并在条件满足时通过基构
造同态，可将多的部分映射为 0)。

10. 向量空间 U 到 V 存在线性同构当且仅当 dimU = dimV (利用之前的结论)。

11. 线性同构把一组基映射到一组基。

12. 线性同构的逆映射 (由于其为双射，必然存在) 也是线性的 (考虑用基进行表示)。

* 事实上，同构的定义一般是双射、保持结构、且逆映射保持结构。由于线性映射与双射足够推出逆映射
是线性的，无需第三条定义。此外，最后一件事就说明了线性同构存在即等价于我们之前说的同构。

3.2.3 第一同构定理

线性映射刻画了结构的传递，为了验证这点，我们要进行一个奇妙的操作：从线性映射出发，试着构

造一个不损失信息的线性同构。

我们仍然从大家更为熟悉的集合开始，在集合中，上述的操作是：从一个映射出发，试着构造一个不

损失信息的双射。
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我们考虑一个最简单的映射 f : {1, 2, 3, 4, 5} → {a, b, c, d}，满足

f(1) = c, f(2) = d, f(3) = b, f(4) = c, f(5) = d

首先，对于这个映射中根本没有 “提到” 的元素 a，我们可以直接把它删掉，这样 f (不妨记为 f̃) 就
成为了 {1, 2, 3, 4, 5} → {b, c, d} 的满射。
接下来，为了将 f̃ 变为单射，一个直观的想法是直接从 1、4 中选一个，2、5 中选一个，将剩下两个

扔掉即可剩下单射。不过，这样做事实上损失了另一个元素的信息，因此，我们将 f̃ 定义为以集合为元素

的映射，也即 f̃ : {{1, 4}, {2, 5}, {3}} → {b, c, d}。

f̃({1, 4}) = c, f̃({2, 5}) = d, f̃({3}) = b

* 事实上，这么做是用 f 在集合 {1, 2, 3, 4, 5} 上定义了一个等价关系，两元素 x, y 等价当且仅当 f(x) =

f(y)，再划分出等价类后将等价类作为元素。更直观来看，它是将像相同的元素打包成一个整体。

线性映射是一个映射，自然也可以如此操作。但是，我们希望得到的是一个线性同构，这就对线性性

有了很高的要求。仍然一步步进行操作，设 f 是 U 到 V 的线性映射：

1. 如同集合，我们要扔掉 V 中未必 “提到” 的元素，事实上也就是只保留 f 的像集中的元素，我们将

它称为 Im f。为保证线性性，我们希望 Im f 是一个向量空间，才能谈论线性同构。

证明：利用定义，对 Im f 中的 a, b，找到它们的原像 x, y，则 f(x+ y) = a+ b、f(λx) = λa，从而

均在 Im f 中，得证。

2. 下面，为了将元素 “打包”，我们需要观察一个元素 a ∈ Im f 的原像到底是什么。设 f(x) = f(y) = a，

则 f(x− y) = 0；反之，若 f(z) = 0、f(x) = a，则 f(x+ z) = a。由此，可将任何元素的原像与零

向量的原像一一对应，于是只需考虑零向量原像，设其为 Ker f。

可以发现，这里的一一对应过程其实就是之前说明齐次线性方程组与非齐次线性方程组的解的关系

的过程。我们这里来更严谨地用双射说明。

证明：设 a ∈ Im f 的原像集合 f−1(a)，由于其非空，设 x ∈ f−1(a)。我们构造映射 φ : f−1(a) → Ker f，
使得 φ(y) = y − x。由于之前的推导，x, y ∈ f−1(a) 可知 y − x ∈ Ker f，这的确是良好定义的映射。
为验证其双射，需要证明单射与满射：

• 若 y ̸= z，则 φ(y)− φ(z) = (y − x)− (z − x) = y − z ̸= 0，由此 φ(y) ̸= φ(z)，因此其为单射。

• 对任何 y ∈ Ker f，有 f(y + x) = f(y) + f(x) = f(x) = a，且 φ−1(y + x) = y，由此其原像非

空，因此映射为满射。

3. 根据刚才的证明过程，我们已经发现了，任给元素 a ∈ Im f，若 x ∈ f−1(a)，有 f−1(a) = x+Ker f。
这个原像的形式非常类似我们之前定义的线性流形，于是我们要观察 Ker f 是否为向量空间，答案
是肯定的 (完全类似齐次线性方程组的解集)。

证明：若 f(a) = 0、f(b) = 0，有 f(a+ b) = f(a) + f(b) = 0、f(λa) = λf(a) = 0，从而得证。

4. 由此，我们最终定义
f̃(x+Ker f) = f(x)

我们将所有 x + Ker f 构成的集合 (去掉重复) 记为 U/Ker f，则 f 为 U/Ker f → Im f 的映射。

这是一个符合要求的双射。

证明：
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• 良好定义性：若 x + Ker f = y + Ker f (集合意义下相等)，则根据 0 ∈ Ker f (见上一部分的
性质，或利用其为向量空间) 可知 x ∈ x + Ker f。利用集合相等性，x ∈ y + Ker f，必然有
z ∈ Ker f 使得 x = y + z，从而 x− y = z ∈ Ker f。于是 f(y) = f(y + (x− y)) = f(x)，从而

f̃(x+Ker f) = f̃(y +Ker f)。这就说明了不会将同一个元素映射到两个元素，这的确是映射。

• 单射：若 f̃(x+Ker f) = f̃(y+Ker f)，即 f(x) = f(y)，有 f(x−y) = 0，x−y ∈ Ker f，设其为
z。对任何 x+Ker f 中的元素，设其写为 x+w,w ∈ Ker f，有 x+w = y+ z+w = y+(z+w)，

于是其在 y +Ker f 中，反之同理，因此可得 x+Ker f = y +Ker f。
*这里证明的其实是单射的逆否命题，由 f̃(x+Ker f) = f̃(y+Ker f)推出 x+Ker f = y+Ker f。

• 满射：对任何 a ∈ Im f，设 f(x) = a，则 f̃(x+Ker f) = a，于是其为满射。

5. 最后，为了让它具有线性结构，我们还要求它是一个线性映射，这就必须把 U/Ker f 看作某个 “向
量空间”。我们这么考虑：设 Ker f 的一组基 (已经证明了它是向量空间) 为 α1, . . . , αm，扩充为 U

的一组基 α1, . . . , αm, βm+1, . . . , βn，由于任何向量可以表出为

x =
m∑
i=1

λiαi +
n∑

i=m+1

µiβi

可知

f(x) =
m∑
i=1

λif(αi) +
n∑

i=m+1

µif(βi) =
n∑

i=m+1

µif(βi)

设 βi 生成的 U 的子空间为 W，构造映射：

ψ : U/Ker f →W, ψ(x+Ker f) = (x+Ker f) ∩W

我们证明 x+Ker f ∩W 一定有且仅有一个元素 (这就证明了良好定义性)，且其为双射。

证明：

• 存在性：考虑 x 的上述表示，由其为向量空间，−
∑m

i=1 λiαi ∈ Ker f，因此 x−
∑m

i=1 λif(αi) ∈
x+Ker f，而根据 W 的定义即知它属于 W，从而它在 (x+Ker f) ∩W 中。

• 唯一性：若 a, b ∈ (x + Ker f) ∩W，根据之前已证 c = a − b ∈ Ker f，且根据 W 为向量空间

可知 c ∈W。由此 c 可在基 α1, . . . , αm 下表出，也可在 βm+1, . . . , βn 下表出，由线性无关性可

知其只能为 0，从而 a = b。

• 单射：若 ψ(x + Ker f) = ψ(y + Ker f)，说明 (x + Ker f) ∩ W = (y + Ker f) ∩ W，设此

元素为 a，则 a ∈ (x + Ker f) ∩ (y + Ker f)，于是 x − a ∈ Ker f 且 y − a ∈ Ker f，有
y − x = (y − a)− (x− a) ∈ Ker f，利用之前已证，这就说明了 x+Ker f = y +Ker f。

• 满射：由于 w ∈ w +Ker f，即可知对任何 w ∈W，ψ(w +Ker f) = w，这就证明了满射。

6. 由此，我们将 U/Ker f 看作 W，其上的运算即为 W 上的运算，而这是普通的加法和数乘，再利用

x+Ker f 与 y+Ker f 某元素和一定在 x+y+Ker f 中，x+Ker f 中某元素 λ倍一定在 λx+Ker f
中 (可自行验证) 即有

(x+Ker f) + (y +Ker f) = x+ y +Ker f

λ(x+Ker f) = λx+Ker f

* 以上做法事实上是定义了 (x + Ker f) + (y + Ker f) = ψ−1(ψ(x + Ker f) + ψ(y + Ker f))，对数
乘类似，也可以脱离这种做法直接通过抽象线性空间定义。
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7. 最后，在这样的将 U/Ker f 看成向量空间的看法下，f̃ 是线性映射。

证明：

f̃(x+Ker f) + f̃(y +Ker f) = f(x) + f(y) = f(x+ y) = f̃(x+ y +Ker f)

λf̃(x+Ker f) = λf(x) = f(λx) = f̃(λx+Ker f)

* 刚才的过程里基本包含了对抽象线性映射会使用到的技巧，包括 Ker、Im 的性质和操作等。
* 在上述证明过程里已经蕴含了 dimKer f + dim Im f = dimU。

这个定理称为线性空间的第一同构定理。之后学到更多抽象代数结构时，也会有更多对应的第一同构

定理。

§3.3 矩阵视角的行列变换

3.3.1 整体思想

为什么突然从线性映射跳到了矩阵——因为这两者事实上是密切相关的，也即线性变换一定可以用坐

标表示成一个矩阵。在这个意义下，矩阵乘法可以看作线性变换的复合，从而利用映射的结合律自然有结

合律。

简单来说，假设 f : U → V 是 n维空间 U 到m维空间 V 的线性变换，并假设 U 的一组基 α1, . . . , αn、

V 的一组基 β1, . . . , βm。U 中任何元素可看作一个坐标 (这里用列向量表示)(λ1, . . . , λn)
′，V 中任何元素

也可看作一个坐标 (µ1, . . . , µm)′。

假设 ej 为只有第 j 个元素为 1，其余为 0 的 n 维向量，设 f(ej) = (c1j , c2j , . . . , cmj)
′，将所有 cij 拼

成的矩阵 C (记为 C = (cij)) 称为 f 在这两组基下的矩阵表示。可发现其为 m×n 矩阵，这里 m 为 V 的

维数，n 为 U 的维数。

设 x = (λ1, . . . , λn)
′，则可直接由 x =

∑
i λiei 证明 f(x) 的第 i 个分量为∑

j

cijλj

我们将这个结果定义为矩阵与向量的乘法，即矩阵 C = (cij) 与向量 λ = (λj) 的乘法为向量 Cλ，满足

(Cλ)i =
∑
j

cijλj

另一方面，若还有线性变换 g : V →W，对 V 中的 β1, . . . , βm，W 的一组基 γ1, . . . , γp，其矩阵表示应为

一个 p×m 矩阵 (dij)。于是有

g(µ)i =
∑
j

dijµj

考虑 g(f(λ))，也即代入 µ = f(λ) 可知

g(f(λ))i =
∑
j

dijµj =
∑
j

dij
∑
k

cjkλk =
∑
k

∑
j

dijcjkλk

因此根据矩阵表示定义，g ◦ f (◦ 表示复合) 的矩阵表示为

F = (fik), fik =
∑
j

dijcjk

将矩阵 F 定义为矩阵 C,D 的乘积，记为 F = DC。

*由此，矩阵 Am×n (这里用下标表示行列数，之后也有这种用法)也可看作线性映射 λ→ Aλ，这里 λ ∈ Rn。
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不过，由于缺乏对矩阵的研究，对线性映射的讨论暂时只能到此为止。在这部分，我们要先放下向量

空间相关的理论，去研究这个之前研究线性方程组时出现的、具有行列的数组的性质——当然，我们已经

知道了线性映射可以看作矩阵乘法，那么研究矩阵和研究向量空间之间的线性映射本质上是相同的。

由于目前并未讲太多矩阵相关，我们只强调一件事，即整体思想。很多时候，看待矩阵可以直接作为

整体，而不再关心行列的具体数，例如，作业里，只要知道 B3 = O，就有 (I −B)(I +B +B2) = I，又

如本讲义第一章的行列式最后一道例题，无需做任何具体的运算就能得到结果。

某种意义上，这就像我们用符号指代了数形成代数一样，用大写字母 A、B 将矩阵整体代换为了一些

新的量，并存在它们自己的运算规则与性质。

当然，遇到更具体的问题时，还是很可能要将矩阵写回分量的形式的。此外，其实还有一种部分分量

的写法，也就是分块矩阵——不过考虑到本章发布时大概还没有讲到分块矩阵，或只是浅浅提及，这部分

的内容留待下次习题课说明。

3.3.2 秩的矩阵论定义

上节习题课里跳过了这么一个结论：秩等于最大非零子式的阶数。这是因为，这个结论本质上是一个

脱离空间的矩阵论写法，理应放在矩阵的部分介绍。

这个结论的证明是简单的，下设矩阵的秩为 r：

• 根据行秩定义，从行向量中可取出极大线性无关组 A1，而再根据 A1 行秩为 r，可知其列秩也为 r，

从而又可取出其列向量的极大线性无关组，这是一个 r × r 的非零子式。

• 由于矩阵的任何 r + 1 行线性相关，必有一行能被其他行表出，而对任何一个 r + 1 阶子式，由于其

为原行缩短，必然也有一行能被其他行表出，从而行列式为 0。

* 这里可以给大家展示一下 Laplace 展开定理的最后荣光，我们来证明矩阵存在任何 k ≤ r 阶的非零子

式。当 k < r 时，我们考虑之前取出的 r 阶非零子式 R，若其 k 阶子式均为 0，根据 Laplace 展开定理可
知行列式为 0，矛盾，从而得证。

注意到，上述的结论完全可以无视线性无关、线性相关进行定义。并且，它还有一个更本质的视角，

我们先给出如下定理：任何 m×n 矩阵 A 都能通过行初等变换与列初等变换成为 [这称为 Hermite 标准
形] (

Ir×r Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

)
这里 r = rankA。
证明：先通过行初等变换将其变为简化阶梯形矩阵，此时主元个数即为 r。接着，将主元所在列交换

到前 r 列，矩阵成为了 (X 未知) (
Ir×r Xr×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

)
通过减去前 r 列的适当倍数可消去 X，从而得证。

矩阵论的视角里，初等变换是什么呢？4.2 节给出了答案。一系列行初等变换可以看作一列初等矩阵
进行左乘，而列初等变换可以看作一列初等矩阵进行右乘。我们定义变换阵 [这个词是生造的，之后会学
到它的实际定义] 为能写成一列初等阵相乘的阵，则上述结论可以表达为：对任何矩阵 Am×n，存在变换

阵 Pm×m 与 Qn×n 使得

PAQ =

(
Ir×r Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

)
* 之后我们把左右乘变换阵称为作行变换 P、作列变换 Q。
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* 如果还记得之前所说的等价关系，秩相等构成一个等价关系，而上方的过程说明了对同阶矩阵，“秩相
等” 与 “Hermite 标准形相同” 是一致的。更进一步地，它们和 “可以行列变换得到” 一致——利用行列变
换是可逆的，两个矩阵可以行列变换为同一个矩阵意味着它们可以行列变换得到。

为了展示上述结论的应用，我们来从矩阵论的视角解决之前题目中的一些秩相关的问题：

1. rankA = rankA′：利用最大可逆子式的定义，A 与其转置对称位置的子式也为转置关系，而行列式

在转置后不变，于是同时为 0 或不为 0，即得证。

2. rankAm×n ≤ min(m,n)：通过子式阶数只能取到 min(m,n) 即得。

3. rankA = 0 等价于 A = O：右推左利用定义知结论，左推右利用任何非零数都是一阶可逆子式即得。

4. 子矩阵的秩不超过原矩阵：子矩阵的子式一定是原矩阵子式，从而得证。

5. 去掉全为 0 的行/列不影响秩：子式只要选中了这些行/列，一定为 0，从而非零子式不可能取到它
们，即得证删去后非零子式相同。

6. rank
(
A O

O B

)
= rankA+ rankB：见书 3.5 节例 8 即为矩阵角度的证明。

* 用向量角度，可验证其 A 对应行的极大线性无关组与 B 对应行的极大线性无关组线性无关，共同

构成全矩阵极大线性无关组。

7. rank(A,B) ≤ rankA+ rankB：假设 A 通过行变换 P 列变换 Q 可成为 Hermite 标准形，对所有行
作行变换 P，可发现 B 的部分也进行了行变换 P，因此成为

(PA,PB)

再对 A 所在的列作列变换 Q，即可得到 (r = rankA)(
Ir O (PB)1

O O (PB)2

)

这里 (PB)1 指其前 r 行，(PB)2 指其后 m− r 行 (设行数为 m)。

直接通过列变换可消去 (PB)1，于是利用上个结论可知 rank(A+B) = rankA+ rank(PB)2。

而由于 (PB)2 是 PB 的子矩阵，即有 rank(PB)2 ≤ rank(PB) = rankB (行变换不影响秩)，由此也
可知等号取到当且仅当 rank(PB)2 = rank(PB)。

最后，我们来解决一个较难的问题：证明

rank
(
As×n Cs×m

O Bl×m

)
≥ rankA+ rankB

且等号成立当且仅当存在 Xn×m, Ys×l 使得 C = AX + Y B。

* 书上 3.5 节的版本并没有等号成立条件，因为简单的分析方法是无法证明的。
我们设 r = rankA、t = rankB，且 A 在行变换 PA 列变换 QA 下成为 Hermite 标准形，且 B 在行

变换 PB 列变换 QB 下成为 Hermite 标准形。
将左侧矩阵的前 s行进行行变换 PA，类似之前可发现成为 (PAA,PAC)，再将前 n列进行列变换 QA，

可发现下方的 O 并未产生变化，由此得到
(
Ir O

O O

)
PAC

O B


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将其后 m 列进行列变换 QB，同样类似之前可发现右上角成为 PACQB，再将后 l 行进行行变换 PB，最

终得到 
(
Ir O

O O

)
PACQB

O

(
It O

O O

)


设

PACQB =

(
S1 S2

S3 S4

)
其中 S1 为 r × t 阶，S4 为 (s− r)× (m− t) 阶，则可以写为

Ir O S1 S2

O O S3 S4

O O It O

O O O O


利用 Ir 列变换消去 S1、S2，利用 It 行变换消去 S3，最终得到

Ir O O O

O O O S4

O O It O

O O O O


去掉为 0 的行列、适当交换后利用上方结论 6 即可发现其秩为 r + t+ rankS4。

由此，大于等于号成立，且等号成立当且仅当 rankS4 = 0，根据结论 3 即 S4 = O。下面说明这当且

仅当 C = AX + Y B。

考虑方程 C = AX + Y B，利用矩阵乘法分配律 PACQB = PAAXQB +PAY BQB。由于行变换可逆，

我们假设按照 QA 反向进行列变换对应变换阵为 Q̃B，应有对任意 M

MQBQ̃B =M

同样，假设按 PB 反向进行行变换对应变换阵为 P̃B，应有对任意 N

P̃BPBN = N

由此

PACQB = PAAXQB + PAY BQB = PAAQAQ̃AXQB + PAY P̃BPBBQB

而由条件这即是 (
Ir O

O O

)
Q̃AXQB + PAY P̃B

(
In O

O O

)
我们记 X̂ = Q̃AXQB、Ŷ = PAY P̃B，并设 (注意变换阵都是方阵，相乘不会改变阶数)

X̂ =

(
X1 X2

X3 X4

)
, X1 ∈ Rr×t, X4 ∈ R(n−r)×(m−t)

Ŷ =

(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
, Y1 ∈ Rr×t, Y4 ∈ R(s−r)×(l−t)

直接利用矩阵乘法定义计算可知 (计算阶数可发现符合之前设为 S1, S2, S3, S4 的阶数)(
Ir O

O O

)
X̂ + Ŷ

(
In O

O O

)
=

(
X1 + Y1 X2

Y3 O

)
=

(
S1 S2

S3 S4

)
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当 S4 ̸= 0 时此方程无解，而当 S4 ̸= 0 时，取 X1 = S1、Y1 = O、X2 = S2、Y3 = S3，其余任取，即

可得到 X̂, Ŷ 的一组解。

注意到 X̂, Ŷ 是由 X,Y 进行一些行变换与列变换得到的，将这些变换反向进行即可得到 X,Y 的解。

* 学完矩阵的逆后，我们会重新规范表述上方的证明。

四 补充：通用技巧

* 本部分讲义对应第一次补充习题课，因此会尽量避免涉及前文内容，必须涉及处会有索引。
顾名思义，这次习题课的主题是给矩阵的诸多技巧性很强的题目一些共同的通用技巧。之所以要讲这

些，是因为教材的编排并不尽如人意：期中考试的范围是到 4.3 节，而 4.2、4.3 的作业中已经出现了大量
矩阵相关的技巧题。然而，较为普遍的矩阵论方法在 4.4、4.5 与 5.2 节中方才涉及，空间方法则更后，这
就导致在拥有后续知识前几乎无法总结前述问题的技巧与思路。

因此，这节习题课将简述矩阵与空间视角中现在可以学会并用到的 (尽量少的) 基本工具，并且以它
们解决当前绝大部分的问题，以展示它们的普遍性与强大之处。

§4.1 基本工具

4.1.1 限制映射

我们已经知道，一个线性映射 A : U → V 的像定义为

Im A = {y | ∃x, y = A(x)} ⊂ V

核定义为

Ker A = {x | A(x) = 0} ⊂ U

它们都是向量空间，且用它们可以刻画一个线性映射的基本性质，而其中最重要的维数等式为

dim Im A+ dimKer A = dimU

对任何矩阵 Am×n，其可以自然看作线性映射 (考虑向量为列向量)

A : Rn → Rm, A(x) = Ax

此后，我们将直接以对应的花体字母表示矩阵对应的线性映射，并不再特殊说明，无歧义时可记 A(x) 为

Ax。
* 由此，矩阵乘积 AB 看作的线性映射即为 A 复合 B，这是矩阵乘法的线性映射视角，也是某种意义上
最本质的一个。矩阵乘法结合律事实上来自映射复合的结合律。

* 注意 Rn 与 Rm 一般不同，因此 Im A 与 Ker A 无法进行比较或运算，但当 m = n(也即 A 为方阵) 时，
它们便能够一起处理，如考虑两空间的交与和等。

但是，上述的性质分析只能针对整体，我们希望能够考察一个映射的局部性质，这就引出了限制映射

的定义。先考虑对一般的映射 f : X → Y：

• 对任何 X0 ⊂ X，可以定义限制映射 fX0→Y，满足

∀x ∈ X0, fX0→Y (x) = f(x)

• 对任何 f(X) ⊂ Y0 ⊂ Y，可以定义限制映射 fX→Y0
，满足

∀x ∈ X, fX→Y0
(x) = f(x)
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这两个定义是非常直观的，前者相当于 “缩小定义域” 形成的新映射，后者则相当于 “缩小陪域”(由于
值域并未改变，这样的定义是非常合理的) 形成的新映射。由于它们都反映了原映射的部分性质，我们将
它们称为限制映射。

更一般地，我们可以先缩小定义域，再缩小值域：对任何 X0 ⊂ X 与 f(X0) ⊂ Y0 ⊂ Y，定义限制映

射 fX0→Y0
满足

∀x ∈ X0, fX0→Y0
(x) = f(x)

它即成为了 X0 → Y0 的映射。

对于线性映射，我们将上述的映射改为线性映射，并将 “包含” 改为 “子空间”，即得到了线性映射的
限制映射。它可以用于反映线性映射的部分性质。

4.1.2 可逆与逆

可逆阵相关的理论非常多，也相对复杂，我们仅陈述能用到的最简单的定义与结论：

• 可逆定义：若对方阵 A，存在同阶方阵 B 使得 AB = BA = I，则称 A 可逆，B 称为 A 的逆，记作

B = A−1，由定义可发现 (A−1)−1 = A；

• 行列变换可逆性：任何初等方阵均可逆 (考虑行/列变换的描述可以得到逆的具体表达式)。

• 乘积可逆性：当 A、B 均可逆时，AB 可逆，且 (AB)−1 = B−1A−1。

上述一个定义、两个性质 (下称逆的性质 1、2) 已经足够解决秩的相关问题。严谨起见，我们对它们
给出证明：

1. 直接计算验证可得
P (j, i(k))−1 = P (j, i(−k))

P (i, j)−1 = P (i, j)

P (i(c))−1 = P (i(c−1))

2. 利用矩阵乘法结合律有

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = I

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = I

利用性质 1、2 可发现，任何一系列行列变换形成的矩阵都是可逆的，之后即将用此得到相抵标准形
的结论。

在线性映射的视角下，由于 Ix = x，可逆即代表存在某个映射与其左右复合均为恒等映射，也即 A

可逆等价于 A 可逆。
我们用线性映射的视角证明一个之后可能用到的性质。

先给出单侧逆的定义：若矩阵 Am×n 与 Bn×m 满足 AB = Im，则 A 称为 B 的左逆，B 称为 A 的右

逆。

单侧逆在方阵时事实上可以推出双侧：若方阵 A 有左逆或右逆 B，则 B = A−1。

只需对左逆说明即可，右逆同理，我们分为两部分进行证明：
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1. A 将一组基映射到一组基。

设 A 阶数为 n，从线性映射出发，这即代表 BA 为恒等映射。考虑 Rn 的一组基 e1, . . . , en，并记

ai = Aei。若 an 线性相关，也即存在不全为 0 的 λ1, . . . , λn 使得∑
i

λiai = 0

从而

A
(∑

i

λiei

)
= 0

利用 B 为线性映射可知 B(0) = 0，从而

BA
(∑

i

λiei

)
= 0

但根据定义其应为
∑

i λiei，利用线性无关性知非零，矛盾。

2. AB 为恒等映射。

由前一部分证明，a1, . . . , an 也为 Rn 的一组基，且根据 BAei = ei 可知 ei = Bai。将 Rn 中任何元

素表示为 ∑
i

µiai

则利用线性性可知

AB
(∑

i

µiai

)
=
∑
i

µiABai =
∑
i

µiAei =
∑
i

µiai

由此可知 AB 亦为恒等映射，得证。

4.1.3 相抵标准形

本节只介绍一个结论与它的一个基本应用，更多用法即在后面的题目中：

对任何矩阵 Am×n，存在可逆阵 Pm×m 与 Qn×n 使得 (这称为 A 的相抵标准形)

A = P

(
Ir O(m−r)×r

Or×(m−r) O(m−r)×(n−r)

)
Q

且 r = rankA。
证明：存在一系列行变换将 A 变为简化阶梯形，设这些行变换视为矩阵乘法后相乘而得的矩阵为 P̃。

进一步地，将主元所在列换到前 r 列，并以此消去 r + 1 到 n 列，即可得到

(
Ir O

O O

)
的形式，设这些列

变换视为矩阵乘法后相乘得到的矩阵为 Q̃，则有

P̃AQ̃ =

(
Ir O

O O

)

利用逆的性质 1、2，一系列行/列变换形成的矩阵可逆，从而等式两边同时左乘 P̃−1、右乘 Q̃−1 得到

A = P̃−1

(
Ir O

O O

)
Q̃−1

令 P = P̃−1，Q = Q̃−1 即是结论。

* 这里用到了重要的技巧：通过同乘其逆，可逆阵可以在等式两边消去。
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我们以此证明 n× n 矩阵 A 可逆当且仅当 rankA = n。

右推左：此时分解即为 A = PQ，于是 A−1 = Q−1P−1，得证可逆。

左推右：若否，可知 detA = 0，但利用 Binet-Cauchy 公式，若 A 可逆有 detAdetA−1 = det I = 1，

矛盾。

§4.2 习题讲解

4.2.1 秩相关的三种处理

事实上，上述的基本工具都可以用于处理秩相关的题目，我们以下面这道题为例，介绍不同处理手段

的特点：

问题：求证

∀An×m, Bm×n, rank(In −AB) = n−m+ rank(Im −BA)

1. 限制映射出发证明

要想用线性映射的办法，一定要将目标尽量向 Ker 或 Im 的维数去凑。本题的结论可以自然变形为

n− rank(In −AB) = m− rank(Im −BA)

这就出现了明显的解空间形式，将其写为

dimKer (I − AB) = dimKer (I − BA)

利用定义也即要证明 (注意 Ix = x)

dim{x | x = ABx} = dim{y | y = BAy}

将左侧空间记为 W1，右侧为 W2，可发现 W1 为 Rn 子空间，而 W2 为 Rm 子空间，因此无法通过

包含关系进行维数比较，只能构造映射。

注意到，x = ABx 存在某种 “逆映射” 的形式。利用之前关于限制映射的讨论，由于 W1 上任何 x 有

x = ABx，可得
ABW1→Rm = IW1

记 B1 = BW1→Rm，上式这虽然不足以说明 B1 可逆，但已经有足够强的性质了。事实上，B1 必须为

单射才能保证存在这样的形式：若 B1(x) = B1(x
′)，可发现 x = A(B1(x)) = A(B1(x

′)) = x′。

另一方面，可发现当 x ∈W1 时

B1x = Bx = B(AB1x) = (BA)(B1x)

这即说明了 B1x ∈ W2，也即 B1(W1) ⊂ W2，定义 B12 = BW1→W2
，由 x ∈ W1 时 B12x = B1x = Bx

可知 B12 为单射。

下面我们证明一个简单的引理：W1 到 W2 存在单射 B12 意味着 dimW1 ≤ dimW2。若否，W1 的一

组基 a1, . . . , as 的像 B12a1, . . . ,B12as 在 W2 中必然线性相关，也即存在不全为 0 的 λi 使得

s∑
i=1

λiB12ai = 0

也即

B12

( s∑
i=1

λiai

)
= 0

但由于 ai 为一组基，括号中非零，再结合 B120 = 0 即与单射矛盾。

完全类似地，可定义限制映射 A21 = AW2→W1
，并可证明其为单射，从而 dimW1 ≥ dimW2，与上

一部分结合得到 dimW1 = dimW2。
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2. 行列变换技巧出发证明

考虑加边的技巧，可发现

rank(In −AB) +m = rank
(
Im O

O In −AB

)

通过第一类初等列变换可将右上角的 O 变为任何矩阵，为方便消去，变换为

rank
(
Im B

O In −AB

)

下面，设 A 的行向量组为 αT
1 , . . . , α

T
n，则可发现

AB =


αT
1B
...

αT
nB


由此右下角为 

e1 − αT
1B

...
en − αT

nB


注意到 αT

1B 可以看作 B 的行向量的线性组合，利用行变换消去 −AB，并对应计算左下角的 O 中

产生的系数，最终可以得到

rank(In −AB) +m = rank
(
Im B

A In

)

同理

rank(Im −BA) + n = rank
(
In A

B Im

)
将上方矩阵后 n行交换为前 n行、后 n列交换为前 n列即可得到下方矩阵，从而两者秩相同，得证。

* 在学习了分块矩阵的初等变换计算后，上述证明能写成非常简单的形式(
O In

Im O

)(
Im O

A In

)(
Im O

O In −AB

)(
Im B

O In

)(
O Im

In O

)
=

(
In A

B Im

)
(
In B

O Im

)(
In O

O Im −BA

)(
In A

O Im

)
=

(
In A

B Im

)
但此形式的来源事实上即为上方的行列变换过程，这样简洁的式子是不可能凭空产生的。

3. 相抵标准形出发证明

设 A = PΣQ，这里 Σ =

(
Ir O

O O

)
，且 P,Q 可逆，则

rank(In −AB) = rank(In − PΣQB)

rank(Im −BA) = rank(Im −BPΣQ)

利用行列变换不影响秩，可知乘一系列行列变换阵的乘积不影响秩，而行列变换阵的逆仍然能写成

一系列行列变换阵的乘积，从而为统一形式，先消去 P 再增添 P 可发现

rank(In − PΣQB) = rank(P−1(In − PΣQB)P ) = rank(In − ΣQBP )
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同理

rank(Im −BPΣQ) = rank(Q(Im −BPΣQ)Q−1) = rank(Im −QBPΣ)

* 这两步中用到了逆的另一个重要应用，即通过转移将一些东西变为相同的形式，从而可看作整体。

由此可设 QBP = B′，直接计算可发现 ΣB′ 为 B′ 前 r 行不变，并添加 n− r 行 0，B′Σ 为 B′ 的前

r 列不变，并添加 m− r 列 0，从而设 (注意只要标注左上角、右下角的矩阵阶数，其他阶数可自然
得到)

B′ =

(
Xr×r Y

Z W(m−r)×(n−r)

)
则有

rank(In −AB) = rank
(
Ir −X Y

O In−r

)

rank(Im −BA) = rank
(
Ir −X O

Z Im−r

)
再利用行变换消去 Y、列变换消去 Z，得到

rank(In −AB) = rank
(
Ir −X O

O In−r

)
= n− r + rank(Ir −X)

rank(Im −BA) = rank
(
Ir −X O

O Im−r

)
= m− r + rank(Ir −X)

作差即得结论。

三种处理各有特点与难点：线性映射相关的处理需要熟悉线性映射与像与核的性质，最为抽象化，但

避免了复杂的计算；行列变换相关的处理较有技巧性且需要对行列变换非常熟悉 (最好会一些分块行列变
换)，但过程最为简洁；相抵标准形的处理计算最为复杂、需要熟悉一定的分块结论 (如 ΣB′ 与 B′Σ 的结

果)，但相对思维难度最小，且容易得过程分。
个人在秩相关的题中较为推荐第三种做法，因为它利用计算规避了很多思维难度。其过程基本上是：

设题中某矩阵 A = PΣQ，并想办法消去 P、Q (如合并到其他变量中并视为整体)，只保留 Σ，再在 Σ 的

情况下通过计算直接得到结果。我们再看两道更简单的习题作为例子：

1. 满秩分解：若 rank(Am×n) = r，则存在 Bm×r, Cr×n 使得 A = BC。

证明：设相抵标准形 A = PΣQ，取

B = P

(
Ir

O(m−r)×r

)
, C =

(
Ir Or×(n−r)

)
Q

可直接计算验证成立。

* 书上习题有 r = 1 的情况。

2. 矩阵 Am×n 有左逆当且仅当 A 列满秩，有右逆当且仅当 A 列满秩 (定义见前一部分)。

证明：只说明左逆的情况，右逆同理。

设相抵标准形 A = PΣQ，若 A 列满秩，即知

Σ =

(
In

O(m−n)×n

)
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直接构造

B = Q−1
(
In On×(m−n)

)
P−1

可验证成立。

* 左侧放 Q−1，右侧放 P−1 是为了与 PΣQ 乘法消去，这类的构造是重要的。

反之，若 A 不列满秩，可知 Σ 有一列 0，计算可得无论 C 为何，CΣ 一定有一列 0，于是 BPΣ 有

一列 0，其秩不可能为 n，而由列变换不改变秩可知 rank(BPΣQ) = rank(BPΣ)，不可能为 I。

这两题事实上也都可以通过线性映射的思路解决，我们这里只介绍思路，想练习线性映射的同学可以

自行尝试：

1. 也即 dim Im A = r，不妨设其将 a1, . . . , ar 映射为了 Im A 的一组基，构造 C : Rn → Rr 使得

Ker C = Ker A 且 C(ai) = ei (思考：为何可如此规定？)，B : Rr → Rm 使得 B(ei) = A(ai)，则可

验证 A = BC。

2. 上一部分已经证明 A 有左逆时其 A 为单射，而其为单射时通过一组基的像可直接构造出左逆，从而
有左逆等价于其为单射。考虑原空间标准基的像，证明单射等价于列满秩即可。

4.2.2 方阵的特性

本节中，我们来用向量空间和矩阵的思路解决方阵的问题。如之前所说，当 A 为方阵时，其 Im 与
Ker 可视为同一空间中的，由此可以有更复杂的性质。
我们首先给出直和的定义：若同一向量空间的两子空间 U, V 满足 V ∩ U = {0}，则 U + V 可记为

U ⊕ V，称为直和。

问题：证明以下三者相互等价：

a. A2 = A；

b. 设 A 的相抵标准形为 Σ，存在 P 使得 A = PΣP−1；

c. Rn = Ker (I − A)⊕Ker A。

证明：由于第二个描述显然为矩阵视角的描述，第三个描述为空间视角，而第一个条件是整体性的，因此

从矩阵、空间出发都可行。我们从矩阵论出发证明前两个等价，再从空间出发证明一三等价。

1. b 推 a

计算得 Σ2 = Σ，从而有

A2 = PΣP−1PΣP−1 = PΣ2P−1 = A

2. a 推 b

设相抵标准形 A = PΣQ，由 A2 = A 可知

PΣQPΣQ = PΣQ

从而

ΣQPΣ = Σ

与上一部分相抵标准形出发的证明类似，将 QP 看作整体，并假设

QP =

(
Xr×r Y

Z W(n−r)×(n−r)

)
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则计算可知

ΣQPΣ =

(
X O

O O

)
=

(
Ir O

O O

)
即 X = Ir。

为了能够进行下一步化简，我们拆分出作为整体的 QP，得到

A = PΣQPP−1 = P

(
Ir Y

O O

)
P−1

由此，只需要最终消去 Y 即可得到结果。利用列变换消去 Y，可写出对应的列变换阵为(
Ir Y

O O

)(
Ir −Y
O In−r

)
=

(
Ir O

O O

)
= Σ

而注意到右乘 Σ 相当于保留前 r 列，即有(
Ir Y

O In−r

)(
Ir Y

O O

)(
Ir −Y
O In−r

)
=

(
Ir −Y
O In−r

)
Σ = Σ

计算验证可得 (注意到这即为第一类初等变换阵的形式，但将 Y 看作了整体)(
Ir Y

O In−r

)−1

=

(
Ir −Y
O In−r

)

从而最终得到 (
Ir Y

O O

)
=

(
Ir −Y
O In−r

)
Σ

(
Ir Y

O In−r

)
于是

A = P

(
Ir −Y
O In−r

)
Σ

(
Ir Y

O In−r

)
P−1

设 P̃ = P

(
Ir −Y
O In−r

)
，利用逆的性质 2 可验证 A = P̃ΣP̃−1，得证。

* 这里消去 Y 的步骤本质上利用了分块矩阵的初等变换，期中范围内基本不会出现这样的技巧，随

便看看就好。

3. c 推 a

由于 Ker (I − A) = {x | Ax = x}、Ker A = {y | Ay = 0}，由条件可知 Rn 中任何向量 u 可写为

x+ y，满足 Ax = x、Ay = 0，从而

A2u = A2x+A2y = x = Ax+Ay = Au

这即说明了 A2 = A，与 A2 = A 等价 (考虑取 u 为 R⋉ 一组基)。

4. a 推 c

要证明直和，需要先证明交为 {0}。

* 千万别写两个线性空间交为空！

由 Ker 定义，交中元素应满足 Ax = x,Ax = 0，从而 x = 0，得证。

接下来证明和为全空间，观察 c 推 a 的证明过程，记

x = Au, y = u−Au
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有 x+ y = u，从而只需证明 x ∈ Ker (I − A)、y ∈ Ker A 即可，而

(I − A)x = (I − A)Au = Au−A2u = 0

Ay = A(u−Au) = Au−A2u = 0

从而得证。

事实上还能给出第四个等价条件：由于 A2 = A 等价于对一切 x 有 A(Ax) = Ax，而所有 Ax 构成

Im A，利用限制映射的思路，即可得到这等价于

AIm A→Im A = IIm A

我们将在下一题中详细叙述限制映射的思路。

问题：证明以下三者相互等价：

a. rankA2 = rankA；

b. AIm A→Im A 可逆；

c. Rn = Im A⊕Ker A。

证明：由于题目中只出现了整体与空间，我们自然会想到利用线性映射进行计算。不过，为了展现矩

阵方法的普适性，我们仍然介绍一个通过相抵标准形计算的思路。

1. a 推 b

利用线性空间的视角，rankA2 = rankA 即为 dim Im A2 = dim Im A。利用 Im 的定义，应有

Im A2 = A(Im A) ⊂ Im A

而从维数相同即得

Im A2 = Im A

由此可知 A(Im A) = Im A，从而 AIm A→Im A 为满射。

下面只需要说明，相同维度向量空间 U, V 之间的满射 f 是可逆的。

考虑 V 的一组基 v1, . . . , vr，由于 f 是 U → V 的满射，一定存在 u1, . . . , ur 满足 f(ui) = vi。

若 u1, . . . , ur 线性相关，存在非零 λi 使得
∑

i λiui = 0，从而∑
i

λivi =
∑
i

λif(ui) = f

(∑
i

λiui

)
= f(0) = 0

与 {vi} 为一组基矛盾。因此 {ui} 必然线性无关，由维数相同可知它们为 U 的一组基。

由于 f 将一组基映射到一组基，与之前完全类似可验证 f 是单射，从而其可逆，得证。

2. b 推 c

注意到，由于 dim Im A+ dimKer A = n，可知

n = dim(Im A+Ker A) + dim(Im A ∩Ker A)

从而只要证明了 Im A+Ker A = Rn，其交必然为 {0}，是直和。

利用上一题 a 推 c 的思路，对 u ∈ Rn，由于 AIm A→Im A 可逆，存在唯一 x ∈ Im A 使得 Ax = Au，
记 y = u− x，则

Ay = Au−Ax = 0
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从而 y ∈ Ker A，而假设中已知 x ∈ Im A，即得到 Rn = Im A+Ker A。

* 若没有 b，直接证明 a 推 c，一个比较自然的想法是考虑 Im A 与 Ker A 各一组基后证明线性无
关，这本质上还是会说明限制映射是满射。

3. c 推 a

与 a 推 b 类似，只需证明 A(Im A) = Im A。

对任何 x ∈ Im A，设 x = Ay，由条件可知存在 z, w 使得 z ∈ Im A, w ∈ Ker A，y = z + w，于是

Az = A(y − w) = x− 0 = x

即可得到任何 Im A 中元素有 Im A 中原像，从而 AIm A→Im A 是满射，得证。

4. a 推 c (矩阵方法)

设相抵标准形 A = PΣQ，则与上题 a 推 b 完全相同，设 QP =

(
Xr×r Y

Z W(n−r)×(n−r)

)
算得

A2 = PΣQPΣQ = P

(
X O

O O

)
Q

由于行列变换不影响秩，P,Q 均为行列变换，可知

rankA2 = rankX = r

根据之前的证明，r 阶方阵 X 秩为 r 意味着 X−1 存在。

类似写出

A = P

(
X Y

O O

)
P−1

下面计算 Im A 与 Ker A。

若 Ax = 0，可得

P

(
X Y

O O

)
P−1x = 0

两侧同时左乘 P−1，并设 y = P−1x =

(
y1

y2

)
，其中 y1 为 r 行，得到

(
X Y

O O

)(
y1

y2

)
= 0

直接计算可发现这代表着 Xy1 + Y y2 = 0，于是 y2 可任取，对应的 y1 = −X−1Y y2，最终得到

Ker A =

{
P

(
−X−1Y y2

y2

)
, y2 ∈ Rn−r

}

对于 Im A，其为 {
P

(
X Y

O O

)
P−1x, x ∈ Rn

}
设 y = P−1x，则 x = Py，由此 x 与 y 一一对应，可改写为{

P

(
X Y

O O

)
y, y ∈ Rn

}
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与之前类似分为 y1、y2，可发现其为{
P

(
Xy1 + Y y2

0

)
, y ∈ Rn

}
由于对任何 t ∈ Rr，取 y1 = X−1r、y2 = 0 即可得到 Xy1 + Y y2 = t，也即上方的分量实际上可任

取，得到

Im A =

{
P

(
t

0

)
, t ∈ Rr

}

只要证明 Rn = Ker A+ Im A 即可，而对任何 u ∈ Rn，设 v = P−1u =

(
v1

v2

)
，则取

p = P

(
−X−1Y v2

v2

)

q = P

(
v1 +X−1Y v2

0

)
根据形式可知 p ∈ Ker A，q ∈ Im A，且 p+ q = Pv = u，从而得证。

*虽然相比线性空间方法，这里的计算显著更加复杂，但其实总体思维难度是更低的，顺序计算即可，
最后的构造也相对自然。这里用到的重要技巧：可逆矩阵作为映射也是可逆的，从而可以方便地进行

代换。

* 事实上，类比前一部分的证明，可知存在可逆矩阵 P 使得

A = P

(
X O

O O

)
P−1

最后，我们来看两道构造性的题目，观察如何从线性映射基与矩阵标准形出发构造。

问题：证明对任何矩阵 Am×n，存在 Bn×m 使得 AXA = A。

证明：

1. 线性映射角度

也即找 B 使得 AB(Ax) = (Ax) 对任何 x 成立，而这即代表 (注意根据定义可知 Im AB ⊂ Im A，从
而可以如此限制)

(AB)Im A→Im A = IIm A

于是，设 Im A 一组基为 x1, . . . , xr，取 y1, . . . , yr 使得 Ayi = xi，由线性无关性可以构造 B 使得
Bxi = yi (将 {xi} 扩充为 Im A 一组基，B 在其他基上的像任取，在 xi 上的像指定为 yi)，从而即
可验证 ABA = A。

* 注意基可以确定线性映射，因此构造映射只须指定基的像。

* 若令 B 将其他基都映射到 0，可发现 BAB = B 也成立。

2. 矩阵角度

设相抵标准形 A = PΣQ，考虑 B = Q−1Y P−1 的形式，若原命题满足，可发现 ΣY Σ = Σ，根据之

前经历的计算，只要取 Y 左上角为 Ir 即可。

* 若取 Y = Σ，可发现 BAB = B 也成立。
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* 满足 ABA = A、BAB = B 的 B 称为 A 的广义逆。若还有 AB、BA 均对称 (或对复矩阵 Hermite)，
则称为 Moore-Penrose 广义逆，MP 广义逆对任何矩阵存在唯一。

问题：证明若 Am×n, Bn×p 满足 rank(AB) = rankA，则存在 Cp×n 使得 ABC = A。

证明：

1. 线性映射角度

由 dim Im AB = dim Im A 与 Im AB ⊂ Im A 可知 Im AB = Im A。

而利用定义 Im AB = A(Im B)，这也即是说，对 Im A 一组基 a1, . . . , ar，存在 b1, . . . , br ∈ Im B 使
得 Abi = ai。

设 c1, . . . , cr 使得 Bci = bi。与 rankA2 = rankA 推 AIm A→Im A 可逆相似论证，可以从 {ai} 线性无
关得到 {bi} 线性无关，于是可以构造 C 使得 Cbi = ci，由此计算得

ABCbi = Abi

下面证明，一定可以把 {bi} 扩充成 Rn 一组基使得增添的 α1, . . . , αn−r 构成 Ker A 一组基，从而只
要定义 Cαj = 0 即可计算验证 ABC = A。

设 b1, . . . , br 生成的子空间为 S，则由线性无关性 dimS = r，而 dimKer A = n− r，从而只要说明

S +Ker A = Rn，即有两者交为 {0}，能进行如上扩充。另一方面，对任何 u ∈ Rn，由 b1, . . . , br 映

为 Im A 一组基可取 b ∈ S 使得 Au = Ab，从而 A(u− b) = 0，u− b ∈ Ker A，这就得到了证明。

* 若两子空间交为 {0}，和为全空间，则称它们互为补空间。上面的证明说明了 S 与 Ker A 互补。

2. 矩阵角度

设相抵标准形 A = PΣQ，并设 B = Q−1XP−1，则利用行列变换不改变秩可知

rank(AB) = rank(ΣX) = r

而利用之前计算，ΣX 为 X 前 r 行不变，之后变成 0，这即说明了 X 的前 r 行是线性无关的，设

X =

(
Yr×p

Z(n−r)×p

)

即有 Y 行满秩。根据上一部分证明的结论，存在右逆 Wp×r 使得 YW = Ir，于是构造

C = P
(
W Op×(n−r)

)
Q

可计算验证成立。

* 上述矩阵与线性映射的方法似乎很有关联性。大致来说，相似标准形似乎与取基有关，之后的学习中将
学到更明确的关联。一定记住，只要掌握一条路径，就基本可以处理出所有题目。而考虑到与转置相关的

题目难以通过线性映射进行处理，仍然较推荐掌握矩阵操作的方法。

4.2.3 无穷维的线性算子

* 本节为拓展内容。
我们之前的线性空间讨论都在有限维之中，而有限维的讨论一定可以归于矩阵技巧，因此线性映射似

乎不存在特殊的效果。不过，在无穷维，情况就有所改变了。由于我们并未学到严谨的线性空间定义，当

前只作简单说明。我们的目标是求解微分方程

y′′(x) + y′(x)− 2y(x) = ex
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考虑映射 D : y(x) → y′(x)，则它是一个函数到函数的映射 (可以称为算子)，且具有线性性：

D(λy(x) + µz(x)) = λy′(x) + µz′(x)

类似矩阵的运算 (也与函数的加法、数乘相似)，我们可以定义线性算子的加法、数乘、乘法：

(D1 +D2)(y(x)) = D1y(x) +D2y(x)

(λD1)y(x) = λD1y(x)

(D1D2)(y(x)) = D1(D2(y(x)))

这时，原方程即可以化为

(D2 +D − 2I)y(x) = ex

这里 Iy = y 代表恒等算子。

它似乎形式上成为了一个非齐次线性方程组，也的确有非齐次方程组解的性质：其通解可以写为一个

特解加上对应的齐次线性方程组 (D2 +D − 2I)y(x) = 0 的通解，证明与线性方程组情况完全相同。

更具体的计算是数分内容，此处略过，不过，利用定义可发现

D(f(x)eax) = ((D + aI)f(x))eax

由此取 a = 1 可发现 f(x) = 1
3
x 对应的 1

3
xex 是原方程特解，再计算齐次线性方程通解为 C1ex + C2e−2x

可得原方程通解。

五 期中总结

§5.1 习题解答

1. 习题 4.1-7

设 K = A− λIn，利用本节例 9 可知 Kp 当 p ≥ n 时为 0，否则当且仅当 j − i = p 时 Kp 的第 i 行

第 j 列为 0。

利用二项式定理与 I 同任何矩阵可交换，直接展开，注意 Kn 后的项为 0，可知

Am = (λI +K)m =

min(n−1,m)∑
p=0

Cp
mλ

m−pKp

2. 习题 4.1-15

设 C = AB，各元素为 cij，设第 p 行为 0，利用定义可知

cpj =
n∑

k=1

apkbkj = 0

由于所有元素非负，可知 apk、bkj 中至少有一个为 0，而这对任何 k, j 成立。

若 b 的某行全为 0，则结论成立，否则对每个 k，存在 j 使得 bkj ̸= 0，从而 apk = 0，这即代表 A

的第 p 行为 0。

3. 习题 4.2-8

直接取 X 左上角为 1，其余为 0 可验证成立。

* 构造方式可以从本讲义第四章中 BΣ 与 ΣB 的乘积结论中联想到，建议熟悉

(
Ir O

O O

)
与其他矩

阵乘法的结果，因为它们和初等方阵的乘积可以形成任何矩阵 (相抵标准形)，由此任何矩阵乘法可
以拆分为这些部分的计算。
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4. 习题 4.2-5

设 Am×n，利用转置定义直接计算 (用下标表示分量)

(AAT )ij =
n∑

k=1

aikajk = 0

当 i = j 时，这即意味着所有 aik 平方后对 k 求和为 0，也即所有 aik 为 0。利用 i 可任取即得结论。

5. 习题 4.3-14

空间视角：当 rank(AB) = rankB 时，有

dim Im (AB) = dim Im B

从而

m− dim Im (AB) = m− dim Im B

即

dimKer (AB) = dimKer B

而利用定义可发现

Ker B ⊂ Ker (AB)

于是即有 Ker AB = Ker B，这即是结论。

矩阵视角：与空间视角完全类似得到 ABx = 0 与 Bx = 0 的解空间维数相同，而 Bx = 0 的解一定

为 ABx = 0 的解，因此后者包含于前者，再由维数相同知相等。

6. 习题 4.3-15

空间视角：与习题 4.3-14 相同，两侧被 r 减后只需验证

Ker (ABC) = Ker (BC)

而利用定义可发现

Ker (ABC) = {x | AB(Cx) = 0} = {x | Cx ∈ Ker (AB)}

Ker (BC) = {x | B(Cx) = 0} = {x | Cx ∈ Ker B}

于是利用习题 4.3-14 得到的结论即知 Ker (ABC) = Ker (BC)。

矩阵视角：由于 ABx = 0 与 Bx = 0 的解相同，令 x = Cy 可由定义验证 ABCy 与 BCy 的解相同，

从而解空间维数相同，再利用解空间维数定理可知秩相同。

* 由于 AB 与 B 的定义域相同，一般考虑包含在定义域中的 Ker，而 AB 与 A 陪域相同，一般考
虑包含在陪域中的 Im。

7. 习题 4.3-5

* 注意本讲义最前的记号说明。Hermite 矩阵的概念很重要，对应实数中的对称阵。

利用 (AB)T = BTAT，根据共轭的定义可发现转置与共轭可交换，从而

(BBH)T = (B
T
)TBT = BBT

而利用 ab = ab 与 a+ b = a+ b，即可发现 AB = AB，从而注意到共轭两次得到自身可发现

(BBH)H = BBT = BBH

对 BHB 完全同理。



五 期中总结 50

8. 习题 4.3-6

与本节例 3 类似，只需证明 BHBx = 0 与 Bx = 0 同解即可。根据定义后者的解一定是前者的解，

而对前者的解 y，左乘 yH 有 (注意 (AB)H = BHAH 可类似习题 4.3-5 证明成立)

yHBHBy = (By)H(By) = 0

对于复向量 z，可发现 zHz为每个位置模长的平方和，从而只能By = 0，即得证 rank(BHB) = rankB。
对上式代入 BH 并利用两次共轭转置回到自身 (分别考虑共轭与转置) 可知

rank(BBH) = rankBH = rankB

从而得证。

*这里事实上还需要证明 rankBH = rankB，由于已有 rankBT = rankB，还需证 rank B̄ = rankB。
通过将 B 拆分出实部与虚部可验证向量组取共轭后线性相关/线性无关性不变，因此得证。

9. 习题 4.3-17

直接计算 (
a b

c d

)2

=

(
a2 + bc ab+ bd

ca+ dc d2 + bc

)
= O

由右上、左下元素可知，或 a+d = 0，或 b、c均为 0，分类讨论。当 b = c = 0时，即可知 a2 = d2 = 0，

从而 a = d = 0，a+ d = 0 也成立，因此只需考虑 a+ d = 0 的情况。此时，利用 d2 = a2，四个方

程化为 a2 + bc = 0，因此平方等于 O 当且仅当d = −a

bc = −a2

即 a = 0 时 bc 至少有一个为 0，或 a ̸= 0 时 b ̸= 0，d = −a，c = −a2

b
。

10. 补充题三-2

见本讲义 3.2.1。

11. 习题 4.3-4

仍与本节例 9 类似，只需说明 AATAx = 0 与 Ax = 0 同解。根据定义后者的解一定是前者的解，而

对前者的解 y，左乘 yTAT 可得到

yTATAATAy = 0

计算得即

(ATAy)T (ATAy) = 0

从而完全类似得证。

* 也可以利用相抵标准形进行计算。设 A = PΣQ，则计算后消去两侧的行列变换阵可发现

rank(AATA) = ΣQQTΣP TPΣ

它的左上角 r阶子方阵为 QQT 左上角 r阶子方阵乘 P TP 左上角 r阶子方阵，分别利用 rankAAT =

rankA 与 rankATA = rankA 可知两者秩都为 r，从而乘积秩为 r，得证。

不过，这个做法需要的前置知识较多，如乘满秩方阵不改变秩，与一些分块计算基本知识。事实上，

用相抵标准形处理转置问题虽然不像线性映射一样完全不可行，但也绝对谈不上简洁。真正较为一

般的方法是奇异值分解，之后可能会学到。
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* 也可利用 rankATA = rankA 得到

rank(ATAATA) = rank((ATA)TATA) = rank(ATA) = rankA

再利用乘积秩不等式证明。

§5.2 拾遗

5.2.1 分块矩阵

事实上，我们之前已经多次将矩阵写为分块的形式了 (并且主要是分为四块)。它的作用是，可以将分
块矩阵作为某个 “元素” 进行整体的乘法。我们只介绍一个最基本的定理，它足以完成之前的所有推导：(

Aa×b Ba×d

Cc×b Dc×d

)(
Xb×p Yb×q

Zd×p Wd×q

)
=

(
AX +BZ AY +BW

CX +DZ CY +DW

)
事实上，实际使用这个定理时，完全无需对维数进行复杂的验证，因为只要右侧每个乘法都可以进行，分

块矩阵的乘积一定可以看作元素进行乘积。

* 注意矩阵乘法不可交换，等式右侧不能交换乘法顺序。
利用这个结论就可以验证一些计算，例如(

Ia Y

O Ib

)−1

=

(
Ia −Y
O Ib

)

或 4.2.1 节第一题行列变换出发的巧妙证明(
O In

Im O

)(
Im O

A In

)(
Im O

O In −AB

)(
Im B

O In

)(
O Im

In O

)
=

(
In A

B Im

)
(
In B

O Im

)(
In O

O Im −BA

)(
In A

O Im

)
=

(
In A

B Im

)
上述几个算式留给读者自行验证。拥有了分块变换技巧后，相抵标准形出发的证明才真正完整。

* 由此，看完讲义的 4.1.2、4.1.3 与本节后，利用相抵标准形直接计算就可以成为一个备选的方法，无论
如何都能通过合理的过程混到一些分。

5.2.2 行列式技巧 II

比起上次自成一节，行列式技巧 II 只剩下一小节了，这是因为事实上此处只有一个需要记忆的公式，
即 Binet-Cauchy 公式的方阵版本：

detAdetB = det(AB)

要想用好这个公式，必须对矩阵乘法的累加定义十分熟悉：

(AB)ij =
∑
k

aikbkj

这个定义也即相当于在 i, j 之间 “插入” 了符号 k，并对 k 求和。事实上这个操作对于多个矩阵连乘也成

立，大家可以自行验证：

(ABC)ij =
∑
k,l

aikbklclj

由此，当我们看到求和符号时，就可以考虑这样进行拆分了。考察如下例子：给定 x1, . . . , xn，并且假设

n 阶行列式的第 i 行第 j 列为 xi+j−1
1 + xi+j−1

2 + · · ·+ xi+j−1
n ，求行列式。
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设其为 D，有

(D)ij =
n∑

k=1

xi+j−1
k

看作 aikbkj 的形式，可发现能取 aik = xik、bkj = xj−1
k 。矩阵 A 在第 k 列提出 xk 后成为 Vandermonde

阵，而矩阵 B 直接为 Vandermonde 阵的转置，由此行列式即为

detD = detAdetB =
n∏

k=1

xk
∏
i<j

(xj − xi)
2

* 一般来说，即使给的矩阵是以省略号写出的，只要每项有 n 个数求和，都可用 (D)ij =
∑

k f(i, j, k) 的

形式写出来，再观察能否拆分为矩阵乘法。

* 需要拆分时往往都和 Vandermonde 行列式有很大关系，因此须记熟其结论。

事实上，行列式除了可以看作有向体积外，还可以成为矩阵对应的线性变换的有向体积放大率。由此，

det(AB) = detAdetB 在线性映射的视角下是自然的：复合的放大率自然是放大两次的结果。
* 很多优美的公式都存在一个自然的视角，更多行列式相关的几何可以参考 3Blue1Brown 的线性代数的
本质系列视频，但个人并不推荐过于依赖几何直观——代数必须严谨。例如，如果要用上面的有向体积进

行刻画，我们至少要严谨定义体积、证明行列式确为体积、证明对所有立体体积放大率一致，这些又成为

了细致的步骤。

* 到这里行列式计算的相关内容就基本告一段落了。然而，在行列式结合方程后，还会出现更有意思的结
果，这就是矩阵的特征值。在学习特征值相关知识后，还会存在一个非常少用但的确可用的行列式计算方

法，如果这学期能讲到的话会在那时说明。

§5.3 知识与技巧整理

* 以节为单位，梳理重要的定理与技巧，并只介绍基本练习题，更综合的内容将在考前复习课介绍。直接
应用算法的简单计算题不在这里列出，但总得练练。

5.3.1 线性方程组与行列式

1.1 矩阵消元法

定义：三类初等行变换、矩阵/方阵/零矩阵/元/矩阵的相等、齐次/非齐次线性方程组、矩阵表示

* 主元一类的概念大概看看即可，在之后利用矩阵描述后很难再出现了。

算法：将矩阵初等行变换化为简化阶梯形矩阵

1.2 解的判别

算法：通过简化阶梯形矩阵确定解的形式

定理：齐次线性方程组方程个数小于未知数个数时必有解

练习：1.2.2 例 4 (分类讨论技巧，每次出现未知数在主元/需要被除时进行讨论)

1.3 数域

定义：数域 (绝大部分时候考虑 R 即可，一般的 K 可完全类似)

2.1 n 元排列

定义：n 元排列、逆序数

算法：通过需要的对换 (注意无需相邻) 次数计算排列奇偶性
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2.2 行列式完全展开

定义：n 阶行列式 (完全展开)、上/下三角阵 (下三角类似上三角定义)

算法：完全展开式计算行列式

练习：习题 2.2.4 (符号判断非常重要)、习题 2.3.4(1) (非零元素少的矩阵可尝试直接展开)、应用小
天地例 2 (求和次序交换技巧，很多需要求和展开的场合都会用到)

2.3 行列式性质

定义：转置

算法：变换为上三角阵计算行列式 (对一般行列式的最快计算方法)

定理：转置不影响行列式、三种初等行变换对行列式的影响

练习：习题 2.3.4(3) (尽可能消去容易消去的部分)、2.3.2 例 3 (拆分技巧)、习题 2.3.2(1) (另一种思
路为加边技巧，详见本讲义 1.3.2)

2.4 行列式按行展开

定义：余子式、代数余子式

算法：按行展开计算行列式

定理：错位乘积求和结果为 0 (书上定理 3、4)、范德蒙德行列式 (记忆形式与结果)

练习：2.4.2 例 6 (本质与完全展开有类似处，但存额外的构造递推策略)

2.5 Cramer 法则

定理：Cramer 法则 (被之后线性空间对解的讨论涵盖，基本无需单独记忆/练习)

2.6 行列式多行展开

定理：det
(
A O

C B

)
= detAdetB、Laplace 定理 (优先级很低，几乎所有题目都能规避)

* 为什么说是 “几乎”：如习题 4.3-13 就不太可规避。

5.3.2 向量空间

3.1 向量空间概念

定义：向量空间、加法、数乘、线性表出、线性组合、子空间、生成 (生成的概念非常重要)

定理：线性方程组与线性表出的等价性 (书上命题 1)

3.2 线性相关/线性无关

定义：线性相关、线性无关

算法：是否线性相关的判定 (利用线性方程组)

定理：线性相关与线性无关向量组的一大堆性质

* 比较重要的是 (3) 线性方程组视角、(4) n 个向量是否相关与行列式关系 (利用 Cramer 法则) 与
(7) 线性表出视角，其他结论也时常用到。不过，这些性质比起记忆，更多应该能够自己从定义推出。

练习：3.2.2 例 2 (结论重要)、3.2.2 例 6 (注意严谨的两方向说明)
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3.3 向量组的秩

定义：向量组等价、极大线性无关组、向量组秩

算法：极大线性无关组的找法 (3.3.2 例 8，此题结论与对应的算法都非常重要)

定理：极大线性无关组个数相等 (秩存在)、表出向量组的秩不超过原向量组

* 注意秩相同未必等价。

练习：3.3.2 例 11 (方程组视角)、习题 3.3.6 (注意利用定义与基本结论的推导)、习题 3.3.10 (寻找自
己熟悉的路径证明)

3.4 向量空间基与维数

定义：基、维数、行空间、列空间

* 实质上就是看作无穷多个向量的向量组的极大线性无关组与秩。

定理：基扩充定理 (习题 3.4.5)

* 本节无特殊的练习，技巧基本可以在之前找到，一些比较有用的结论可见本讲义 2.4.3。

3.5 矩阵的秩

定义：行秩、列秩、秩、行/列满秩、满秩

定理：行列秩相等 (注意证明过程如何拆分简化问题)、秩的非零子式定义

* 事实上秩的非零子式定义应在第四章中结合矩阵论证明。

练习：3.5.2 例 7 (标准的回归向量组说明思路)、3.5.2 例 8 (结论重要)、3.5.2 例 9 (结论重要，非零
子式定义的应用，矩阵论出发的更强结论见本讲义 3.3.2)

* 在复习到此节时可以不急做题，矩阵复习结束后再回头看能较为清晰，这里也并不列举作业题中的
练习。

3.6 线性方程组有解条件

定理：线性方程组有解判别定理

* 其实会建议先看 3.7 对齐次线性方程组的研究，不过这节确实相对简单。

3.7 齐次线性方程组的解空间

定义：基础解系

算法：齐次线性方程组的解 (至少需要学会算法，相对清晰的推导过程可见本讲义 2.5.1，其中包含
线性表出问题的重要技巧向量组的方程转化为系数方程)

* 本章除了行列秩相等与此定理外，其他定理应做到能独立写出完整证明。

定理：解空间维数定义 (极常用，注意基础解系等价于解空间的基)

练习：习题 3.7.5 (一维向量空间等价于任何两元素成比例，注意转化为线性方程组问题)

3.8 非齐次线性方程组的解集结构

定义：导出组

定理：非齐次线性方程组的解集结构

练习：习题 3.8.3 (解集结构的另一种视角，实质上是凸性)、习题 3.8.5 (利用定义将问题转化为向量
组相关)
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5.3.3 矩阵

4.1 矩阵运算

定义：矩阵加法、数乘、乘法、单位阵、可交换、矩阵的多项式

* 在矩阵理论中，需要熟练记忆 A0 = I 的定义，矩阵多项式的常数项视为乘 I。

定理：矩阵运算的基本性质

* 注意线性方程组的矩阵乘法形式，它蕴含了右乘向量 x 相当于对 A 的列向量线性组合。

练习：4.1.2 例 9 (归纳计算，结论有用但在期中范围没用)、4.1.2 例 12 (结论重要)、习题 4.1.13 (整
体思想计算)

4.2 特殊矩阵

定义：对角矩阵、基本矩阵、三角矩阵、初等矩阵、对称/斜对称矩阵

定理：上述相关的很多结论，尤其三角阵乘积性质与行列变换看作初等矩阵乘积。

练习：4.2.2例 9 (注意结论与求和操作)、习题 4.2.5 (元素出发的计算)、习题 4.2.9 (整体出发的计算)

* 分块的好处：介于元素与整体之间，刻画部分性质

4.3 矩阵乘积的秩与行列式

定理：rank(AB) ≤ min(rankA, rankB)，Binet-Cauchy 公式

* 与 Laplace 定理类似，Binet-Cauchy 公式的记忆优先级也非常低，一般只要会方阵版本与 s > n

时为 0 即可。

练习：4.3.2 例 1 (极大线性无关组与运算结合)、4.3.2 例 3 (结论重要，回归方程组视角)、4.3.2 例 6
(注意求和符号转为矩阵乘法的行列式计算)、4.3.2 例 10 (Cauchy 不等式，结论非常重要，但目前
用到不多)

* 方程组视角其实本质就是线性映射视角。

4.4 可逆矩阵

不在期中范围内，推荐掌握内容见本讲义 4.1.2，是矩阵论技巧的一部分。

4.5 分块矩阵

不在期中范围内，推荐掌握内容见本讲义 5.2.1，是矩阵论技巧的一部分。

4.7 线性映射

不在期中范围内，推荐掌握内容：线性映射、核空间、像空间定义，矩阵 A 视为线性映射 x → Ax

的像与核计算 (解空间维数定理的线性映射版本)。

进阶内容为本讲义 4.1.1 (使用限制映射证明最好先叙述一下定义，毕竟不在书上)，是向量空间技巧
的一部分。

5.2 相抵标准形

不在期中范围内，推荐掌握内容见本讲义 4.1.3，是矩阵论技巧的一部分。

* 理论来说，掌握矩阵论技巧与向量空间技巧是等价的，学明白其中一条路即可。
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六 补充：综合复习

§6.1 复习题

1. (1) 设 n 阶行列式 D 的第 i 行第 j 列为 dij，且 |i− j| = 2 时 dij = x，否则为 0，计算此行列式；

(2) 设 n 阶行列式 D 的第 i 行第 j 列为 dij，且 dij = (ai + bj)
n−1，计算此行列式；

(3) 设 n阶行列式 D的第 i行第 j 列为 dij，且 dij 当 i = j 时为 1+cos(θi−φj)，否则为 cos(θi−φj)，

计算此行列式。

2. (1) 若 Rn 中的向量组 α1, . . . , αs 线性无关，向量组 α1 − λα2, α2 − λα3, . . . , αs − λα1 线性相关，求

实数 λ；

(2) 若向量组 α1, . . . , αs 线性无关，且有表出

∀i = 1, . . . , t, βi =
s∑

j=1

cijαj

求证 β1, . . . , βt 线性无关当且仅当 cij 拼成的矩阵 C 行满秩。

3. (1) 设向量空间 W 为向量空间 V 子空间，证明 dimW ≤ dimV，等号成立当且仅当 W = V；

(2) 对向量空间 W ⊂ Rm，V ⊂ Rn，设 U ⊂ Rm+n 为前 m 个分量在 W 中、后 n 个分量在 V 中的

向量构成的集合，求证其构成向量空间，并求其维数；

(3) 设 W 一组基为 α1, . . . , αr，V 一组基为 β1, . . . , βs (均至少有一个)，构造上问的 U 的一组基，使

得这组基中任何向量的前 m 个分量不全为 0，后 n 个分量不全为 0。

4. 设 α1, . . . , αr 是向量空间 V ⊂ Rn 的一组基，证明 V 中有无穷多个向量 β 满足至少有 r − 1 个分量

为 0。

5. 已知线性方程组 Ax = b 有解，证明 A 的第 k 个列向量不能被其他列向量线性表出的充要条件是任

何解 x 第 k 个分量相同。

6. 设 A ∈ Rm×n，对线性方程组 Ax = 0，设其解空间为 W，A的行空间为 U，证明对任何向量 y ∈ Rn，

存在唯一 x ∈W 与 z ∈ U 使得 y = x+ z。

7. (1) 若线性方程组 Ax = 0 的解都是方程 bTx = 0 的解，证明 bT 可被 A 的行向量线性表出；

(2) 若线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 的解集相同，证明存在矩阵 C 使得 B = CA；

(3) 若线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 的解集相同，在 A,B 行数相同时，证明 A 可通过初等行变换

变换为 B；

* 提示：取出极大线性无关组后不断利用替换定理。

(4) 若线性方程组 Ax = p 与 Bx = q 的解集相同且非空，在 A,B 行数相同时，证明增广矩阵 (A, p)

可以通过初等行变换变换为 (B, q)。

* 这即证明了解集非空时第一章中化为的简化阶梯形能够唯一确定解集。

8. 称 m 个数域 K 上的 n 阶方阵 A1, . . . , Am“满秩相关”，若存在不全为 0 的 λ1, . . . , λm ∈ K 使得
λmAm + · · ·+ λmAm 不满秩。

(1) 证明任何 n+ 1 个 K 上的 n 阶方阵满秩相关；

(2) 取 K = Q，对 n > 1，找两个不满秩相关的 n 阶方阵；

(3) 取 K = C，证明任何两个 n 阶方阵满秩相关；



六 补充：综合复习 57

(4) 取 K = R，证明任何两个 2k + 1 阶方阵满秩相关。

注：R 上 n 阶满秩无关方阵的最大个数称为 Radon-Hurwitz 数。

9. 设 tr(A) 为方阵 A 对角线元素的和，称为方阵 A 的迹。对矩阵 A ∈ Rm×n 与 B ∈ Rn×m，求证

tr(AB) = tr(BA)，并证明不存在方阵 A,B 使得 AB −BA = I。

10. (1) 若 x ∈ Rs×1, y ∈ Rn×1, A ∈ Rs×n，证明 xTAy ̸= 0 时 rank(AyxTA) = 1，其逆命题是否成立？

(2) 证明或否定，对同阶方阵 A,B 有 rank(AB) = rank(BA)；

(3) 证明或否定，对行数相同的矩阵 A,B，当 A 的任何列不能被 B 的列线性表出、B 的任何列不能

被 A 的列线性表出时有 rank(A B) = rankA+ rankB；

(4) 证明
rank(A2 −AB +B2) ≤ rank(A) + rank(B)

(5) 证明 A2 − 3A+ 2I = O 当且仅当 rank(A− 2I) + rank(A− I) = n。

§6.2 解答

1. (1) 考虑先按第一行、再按第一列、再按剩下的第一行、再按剩下的第一列展开 (每次展开的行/列中
均只有一个元素非零，注意代数余子式的符号)，可发现 Dn = x4Dn−4，从而考虑 1、2、3、4 阶
的情况可知当 n 为 4 的倍数时 Dn = xn，否则为 0。

(2) 将次方展开写成求和的形式有

dij =
n∑

k=1

Ck−1
n−1a

k−1
i bn−k

j

从而设 aik = Ck−1
n−1a

k−1
i 、bkj = bn−k

j ，分别拼成方阵 AB，应有结果为

det(AB) = detAdetB

注意到 A 的第 k 列可以提出 Ck−1
n−1，设 cik = ak−1

i ，拼成方阵 C，有

detA =
n∏

k=1

Ck−1
n−1 detC

利用 Vandermonde 行列式结论可知

detC =
∏
i<j

(aj − ai)

而对 detB，可发现 B 将所有行反向排列后为 Vandermonde 行列式，而将 n 行从正向交换为反

向可以通过 n(n− 1)/2 次相邻交换得到，从而

detB = (−1)n(n−1)/2
∏
i<j

(bj − bi)

最终得到原行列式为

(−1)n(n−1)/2

n∏
k=1

Ck−1
n−1

∏
i<j

(aj − ai)
∏
i<j

(bj − bi)

(3) 直接展开可知
cos(θi − φj) = cos θi cosφj + sin θi sinφj
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我们设所有 cos θi 拼成列向量 Θ1，所有 sin θi 拼成列向量 Θ2，所有 cosφi 拼成列向量 Φ1，所

有 sinφi 拼成列向量 Φ2，则可发现原行列式化为了

det
(
I +

(
Θ1 Θ2

)(ΦT
1

ΦT
2

))
由此，利用 4.5 节的公式 det(I +AB) = det(I +BA)，可得原行列式等于

det
(
I2 +

(
ΦT

1

ΦT
2

)(
Θ1 Θ2

))
= det

(
1 + ΦT

1 Θ1 ΦT
1 Θ2

ΦT
2 Θ1 1 + ΦT

2 Θ2

)

也即最终为

(1 + ΦT
1 Θ1)(1 + ΦT

2 Θ2)− ΦT
1 Θ2Φ

T
2 Θ1

* 放这个题在这里主要是建议大家记一下这个形式简单的公式，一些行列式可以用它进行简便计
算，例如往年题中出现的，主对角线为 a、其他为 1 的行列式。公式的证明可见本讲义 4.2.1 节
第一个问题的行列变换技巧出发的证明 (注意行列变换对行列式的影响)。

2. (1) 利用线性无关定义考虑以 λ1, . . . , λs 为未知量的方程

λ1(α1 − λα2) + · · ·+ λs(αs − λα1) = 0

此方程组可整理为

(λ1 − λλs)α1 + (λ2 − λλ1)α2 + · · ·+ (λs − λλs−1)αs = 0

由于 α1, . . . , αs 线性无关，上式成立当且仅当

λ1 − λλs = λ2 − λλ1 = · · · = λs − λλs−1 = 0

此方程组可化为 λ1 = λsλ1 与

∀k = 1, . . . , s, λk = λk−1λ1

由此，若 λs = 1，即 s 为奇数时 λ = 1 或 s 为偶数时 λ = ±1，取 λ1 = 1 即得到了一组非零解，

它们线性相关；否则，必须 λ1 为 0，可推出 λi 全为 0，因此它们线性无关。
综合以上讨论即知 s 为奇数时 λ = 1，s 为偶数时 λ = ±1。

(2) 利用线性无关定义考虑以 λ1, . . . , λt 为未知量的方程

t∑
i=1

λiβi = 0

展开即得其为
t∑

i=1

λi

s∑
j=1

cijαj = 0

利用乘法分配律可将其整理为
s∑

j=1

( t∑
i=1

λicij

)
αj = 0

由于 α1, . . . , αs 线性无关，上式成立当且仅当

∀j = 1, . . . , s,
t∑

i=1

λicij = 0
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将 λi 拼成列向量 λ，将线性方程组写为矩阵的形式即

CTλ = 0

利用解空间维数定理，λ 解空间维数为 t− rankCT = t− rankC，而只存在零解也即解空间维数
为 0，当且仅当 rankC = t，这也就是行满秩。

3. * 这题是纯我自己出的，目的是让大家不要只记得操作，忘了向量空间相关的基本定义。

(1) 根据基的定义，设 W 一组基为 α1, . . . , αr，V 一组基为 β1, . . . , βs，则由 W ⊂ V 可知 α1, . . . , αr

可被 β1, . . . , βs 线性表出，又由它们线性无关可知 r ≤ s，从而得证。

若 W = V，利用定义 dimW = dimV；若 dimW = dimV，设 W 一组基为 α1, . . . , αr，它们

是 V 中等于维数的线性无关组，因此也是 V 的一组基，即得结论。

* 也可从基扩充定理的角度说明，W 一组基可以扩充为 V 一组基，从而得到证明。

(2) 由于 U ⊂ Rm+n，其中的加法与数乘是向量的加法、数乘，无需验证性质，只需证明 U 中两个

向量的和与某个向量的数乘都在 U 中即可。设 U 中向量为 (u1, u2)，这里 u1 含 m 个分量，u2

含 n 个分量，则

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2)

λ(u1, u2) = (λu1, λu2)

由 U 的定义可知 a1, b1, u1 ∈ W 且 a2, b2, u2 ∈ V，从而 a1 + b1, λu1 ∈ W 且 a2 + b2, λu2 ∈ V，

这就得到了证明。

设 W 一组基为 α1, . . . , αr，V 一组基为 β1, . . . , βs，考虑

(α1, 0), . . . , (αr, 0), (0, β1), . . . , (0, βs)

对任何 (u, v) ∈ U，设

u =
r∑

i=1

λiαi, v =
s∑

j=1

µjβj

则有

(u, v) =
r∑

i=1

λi(αi, 0) +
s∑

j=1

µj(0, βj)

从而 U 中任何向量可被它们表出。另一方面，若

r∑
i=1

λi(αi, 0) +
s∑

j=1

µj(0, βj) = 0

可发现
∑r

i=1 λiαi = 0 且
∑s

j=1 µjβj = 0，从而所有 λi 与 µj 必须全为 0，即证明了它们线性
无关。由于它们线性无关且可表出 U 中任何向量，由定义它们是 U 的一组基，于是 dimU =

dimW + dimV。

(3) 根据定义，U 中任何与
(α1, 0), . . . , (αr, 0), (0, β1), . . . , (0, βs)

等价的向量组都构成一组基。我们将第一个向量加到后 s 个，得到

(α1, 0), . . . , (αr, 0), (α1, β1), . . . , (α1, βs)

再把最后一个向量加到前 r 个，得到

(2α1, βs), . . . , (αr + α1, βs), (α1, β1), . . . , (α1, βs)
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由于这里只进行了初等变换，变换前后向量组等价，因此变换后构成一组基。由线性无关性，α1、

2α1、α2 +α1, . . . , αr +α1 均不可能为 0，同理 β1, . . . , βs 不可能为 0，这就证明了这组基符合要
求。

* 构造方法有很多，不过基本思路都来自初等变换。

4. 由于 V 是一个向量空间，只要存在一个至少 r − 1 个分量是 0 的非零向量，考虑其数乘 λ ∈ R 即可
得到无穷多个。

将 α1, . . . , αr 作为列拼成矩阵 A，由线性无关性可知 rankA = r，从而其存在一个 r 阶非零子式，设

第 i1, . . . , ir 行构成非零子式 R。

利用 Cramer 法则，Rx = e1 必然存在唯一解，这里 e1 指第一个分量是 1，其他为 0 的向量，设解
为 x1, . . . , xr，由于 A 每列是 R 每列的延伸，计算即可发现

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xrαr

的第 i1 个分量为 1，第 i2, i3, . . . , ir 个分量为 0，这就找到了至少 r − 1 个分量是 0 的非零向量，结
论成立。

* 这可能是这套复习题里思路最莫名其妙的一个，但确实出自往年题。这题用到的秩的非零子式定
义、Cramer 法则刻画存在性，都是考得不多但值得注意的知识点。如果说有什么办法能想出这题，
大概是 “存在性” 问题除了构造 (而从条件出发没有明显的构造方式) 外，就只能想到 Cramer 法则
了，然后再向此方向去靠拢：由于需要找 r − 1 个分量是 0 的非零向量，可以想到考虑某个 r 阶非

零子式。

* 另解：从齐次线性方程组出发考虑。将 α1, . . . , αr 作为列拼成矩阵 A，所有使得 Ax 的前 r− 1 个

分量为 0 的 x。这是一个齐次线性方程组，且有 r − 1 个方程、r 个未知数，因此一定有非零解，而

由于 A 的列线性无关，x 非零可知

Ax = x1α1 + · · ·+ xrαr ̸= 0

这就找到了至少 r − 1 个分量是 0 的非零向量。

* 又另解：从行变换不影响行空间出发考虑，将将 α1, . . . , αr 作为行拼成矩阵 A，并将 A 初等行变

换为简化阶梯形，则变换后所有行必然仍在 V 中。此时，由于秩为 r，最后一行必然非零，且根据

阶梯形的要求最后一行前 r − 1 个分量为 0，这就找到了至少 r − 1 个分量是 0 的非零向量。

5. 充分性：若任何解 x 的第 k 个分量相同，根据非齐次线性方程组解集结构，可知 Ay = 0 的任何解

y 满足第 k 个分量为 0。

设 A ∈ Rm×n，若其第 k 个列向量可被其他列向量表出，有

αk =
∑
i ̸=k

λiαi

考虑 y = (λ1, . . . , λk−1,−1, λk+1, . . . , λn)
T，即可验证

Ay =
∑
i ̸=k

λiαi − αk = 0

与 y 第 k 个分量为 0 矛盾。

必要性：与充分性同理，只需证明 Ay = 0 的任何解 y 满足第 k 个分量为 0。若解 y = (y1, . . . , yn)
T

满足 yk ̸= 0，有

−ykαk =
∑
i ̸=k

yiαi
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也即

αk =
∑
i ̸=k

− yi
yk
αi

也即 αk 能被其他列向量表出，矛盾。

* 注意线性方程组用线性组合语言叙述的结果：Ax 就是 A 的列向量的某个线性组合。

6. 设 A 的行向量为 aT1 , a
T
2 , . . . , a

T
m，这里 am 为 n 维列向量，则线性方程组可以写为

aT1 x = aT2 x = · · · = aTmx = 0

先证明 W ∩ U = {0}。对任何 x ∈W ∩ U，其满足上式成立，且能写为

x =
m∑
i=1

λiai

但由 x ∈W 可知

0 =
m∑
i=1

λia
T
i x = xTx

由于 xTx 即为其各分量平方和，x 只能为零向量。

记 r = rankA。利用行空间维数为 r 与解空间维数为 n− r，设 U 的一组基为 α1, . . . , αr，W 的一组

基为 β1, . . . , βn−r，下面说明它们构成 Rn 一组基。由于其个数等于维数，只需验证线性无关性，而

若有
r∑

i=1

λiαi +
n−r∑
j=1

µjβj = 0

可知
r∑

i=1

λiαi = −
n−r∑
j=1

µjβj

由于左侧在 U 中，右侧在 W 中，根据之前已证必有

r∑
i=1

λiαi =
n−r∑
j=1

µjβj = 0

但 {αi} 与 {µj} 是线性无关的，即得到所有 λi 与 µj 均为 0，得证。

最后，由于 Rn 任何向量 y 可被这组基唯一表出，设其为

r∑
i=1

λ′
iαi +

n−r∑
j=1

µ′
jβj

记

x =
n−r∑
j=1

µ′
jβj , z =

r∑
i=1

λ′
iαi

即可验证 y = x+ z 符合要求。若还有 y = x0 + z0，则 x− x0 = z0 − z，但 x− x0 ∈W，z0 − z ∈ U，

于是 x− x0 = z0 − z = 0，这就得到了表出唯一。

* 这里用到了线性方程组从行空间出发的叙述方式，事实上是内积的语言，将在之后深入学习。当问
题中出现转置相关时 (对于线性方程组自然的讨论是 A 的列向量，因此讨论行向量涉及转置)，往往
与某种配方有关，书上 rank(ATA) = rankA 的证明也是如此。

* 此题事实上代表了行空间与解空间具有某种 “互补性”，因此可以反过来从给出的基础解系构造线
性方程组：若 x1, . . . , xr 为基础解系，将 xT1 , . . . , x

T
r 作为矩阵 B 的行，解方程 By = 0，将其基础

解系记为 a1, . . . , an−r，并将 aT1 , . . . , a
T
n−r 拼成矩阵 A，则 Ax = 0 就是以 x1, . . . , xr 为基础解系的

线性方程组。
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7. (1) 由条件可知添加方程 bTx = 0 不会影响解集，因此通过解空间维数定理有

rankA = rank
(
A

bT

)

考虑 A 的行向量的一个极大无关组，记为 aTi1 , . . . , a
T
ir
，若 bT 不能被它们表出，则根据书上结论

知添加 bT 后它们仍然线性无关，从而

(
A

bT

)
的秩至少为 rankA+ 1，矛盾。

(2) 由条件可知给 Ax = 0 添加方程 Bx = 0 不会影响解集，因此通过解空间维数定理有

rankA = rank
(
A

B

)

与 (1) 完全类似考虑 B 的每一行，可发现 B 的每一行均可被 A 的行线性表出。设 A 的行为

aT1 , . . . , a
T
s，B 的行为 bT1 , . . . , b

T
t ，由此知存在 cij 使得

bTi =
s∑

j=1

cija
T
j

这也即说明对任何 k 有

bik =

s∑
j=1

cijajk

将 cij 拼成矩阵 C，上述式子即代表 B = CA。

* 注意矩阵乘法的线性组合叙述方式，左乘相当于对行线性组合，右乘相当于对列线性组合。

(3) 由 (2) 可知 B 的行向量组可被 A 的行向量组表出，同理 A 的行向量组可被 B 的行向量组表

出，因此两者等价。我们只需证明等价的向量组可以通过初等变换得到，下考虑等价的向量组

α1, . . . , αn 与 β1, . . . , βn，我们设法将 α1, . . . , αn 变换为 β1, . . . , βn。

由于两者等价，秩必然相同，不妨设 α1, . . . , αr 与 β1, . . . , βr 分别构成两向量组的极大无关组。

根据极大无关组的性质，αr+1, . . . , αn 可被 α1, . . . , αr 表出，利用第一类初等变换 (将之后的每
个向量减去 α1, . . . , αr 的适当倍数) 可将它们均消成零向量，这样就剩余了 n− r 个零向量。

利用向量组等价性，β1 可被 α1, . . . , αr 表出，设

β1 =
r∑

i=1

λiαi

由于其构成极大无关组的一部分，不可能为零向量，因此一定存在某个 αk 前的 λk ̸= 0。我们

将 αk 乘 λk 后加上其他 αi 的适当倍数，即将 αk 初等变换为了 β1，且其他 αi 不变。利用行

秩等于列秩的证明过程中已证的，初等变换不影响等价性，α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αr, β1 仍然与

β1, . . . , βr 等价。

于是，存在 µi 使得

β2 =
∑
i ̸=k

µiαi + µkβ1

若所有 i ̸= k 的 µi = 0，可得 β2 能被 β1 表出，与 β1, β2 的线性无关性矛盾，从而即得有某个

αl 前的系数不为 0，乘 µl 后加上其他 αi 与 β1 的适当倍数，即将原向量组初等变换为了 β1, β2

与 i /∈ {k, l} 的 αi。

重复此过程，利用 {βi} 的线性无关性，每次剩余的 αi 前的系数都不可能全为 0，因此总能进行
替换，最终可以将 α1, . . . , αr 初等变换为 β1, . . . , βr。

最后，由于 βr+1, . . . , βn 可被 β1, . . . , βr 表出，进行第一类初等变换可把之前剩余的 n− r 个零

向量加为 βr+1, . . . , βn，这就得到了结论。
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* 其实这一问利用相抵标准形与可逆来说明会非常简单，下半学期将会具体介绍。
* 一般地，在 A,B 行数不同时，只要允许初等行变换加/减零向量，即可将 A 变换为 B：将 A

的行加上等同于 B 的行数的零向量，再在下方变换出 B，然后用 B 消去 A，将 A 部分的零行

去除。由于两者行向量组等价，这是可以实现的。

(4) 先证明 Ay = 0 与 By = 0 的解集相同。取出 Ax = p 与 Bx = q 的任何一个公共解 x0，利用

非齐次线性方程组的解集性质可知 Ay = 0 的解集是 Ax = p 的解集减 x0，By = 0 的解集是

By = q 的解集减 x0，从而两者相同。

由此，A 可以通过初等行变换变换为 B，对 (A, p) 进行相同的初等行变换后，设结果为 (B, p0)，

即说明了 Ax = p 的解集与 Bx = p0 相同。若 p0 ̸= q，对 Bx = p0 的任何解，不可能同时满足

Bx = q，矛盾，因此 p0 = q，这就直接得到了结论。

* 一般地，在 A,B 行数不同时，允许初等行变换加/减零向量后，唯一可能让 (A, p) 无法进行相

同的初等行变换的情况是变换中 A 的某一行成为了 0，但此时 p 对应分量不为 0。然而，这种情
况还原回线性方程组可发现 Ax = p 无解，与解集非空矛盾，因此不可能出现，由此仍能得到结

论。

8. * 基本结论：方阵的特殊性在于满秩等价于行列式非零，因此这实际上是一个行列式问题。下面默认
应用了此结论。

(1) 由于 n+1个 K上的 n阶向量线性相关，对任何 n阶方阵 A1, . . . , An+1，存在非零的 λ1, . . . , λn+1

使得
n+1∑
i=1

λiAi

的第一行为 0，于是其不可能满秩。
* 看起来非常简单但是鬼知道怎么想到的的题目，出自往年真题。

(2) 考虑

A1 = In, (A2)ij =


1 j − i = 1

2 i = n, j = 1

0 otherwise.

直接利用完全展开式计算行列式可发现

det(λA1 + µA2) = λn + (−1)n−12µn = λn − 2(−µ)n

若存在非零有理数 λ, µ 使得其为 0，即说明了 n
√
2 是有理数，这是不可能的。

* 如何想到这样的构造？接下来两问的证明过程事实上才是想法的来源，也即通过没有有理根的
多项式进行构造。

(3) 对 n 阶方阵 P,Q，若 detP = 0，则 1P + 0Q 不满秩，已经满秩相关，由此只需研究 detP ̸= 0

的情况。考虑看作 λ 多项式的

f(λ) = det(λP +Q)

利用完全展开式，设 P,Q 的分量为 pij , qij，则

f(λ) =
∑

j1...jn

(−1)τ(j1...jn)
n∏

k=1

(λpkjk + qkjk)

利用此形式可看出 f(λ) 是 λ 的至多 n 次多项式，且首项 λn 前的系数必须从乘积中每项都选择

了 λpkjk，从而为 ∑
j1...jn

(−1)τ(j1...jn)
n∏

k=1

pkjk = detP
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由于已经架设了其非零，f(λ) 是 λ 的 n 次多项式，因此根据代数学基本定理必有复数根，这就

说明了存在 λ 使得 λP +Q 不满秩，得证。

* 主要注意完全展开式的应用，这里由于具有对称性，元素并不特别，因此想到利用完全展开式
说明。

(4) 与上问完全类似，只需考虑 detP ̸= 0 的情况，可发现 f(λ) = det(λP +Q) 是首项系数为 detP
的 2k + 1 次多项式。由于 f(λ) 次数为奇数，在 λ → ±∞ 时其正负性不同，因此利用介值定理
一定存在实根，这就说明了存在 λ 使得 λP +Q 不满秩，得证。

9. 直接计算可发现

tr(AB) =
m∑
i=1

( n∑
k=1

aikbki

)
=

n∑
k=1

( m∑
i=1

bkiaik

)
= trBA

另一方面，对同阶方阵可直接验证 tr(P −Q) = tr(P )− tr(Q)，于是

tr(AB −BA) = 0

但利用定义 tr(In) = n，从而左右不可能相等。

10. (1) 由于 xTAy ̸= 0，其平方不为 0，也即

xTAyxTAy ̸= 0

由于这是一个数，有

rank(xTAyxTAy) = 1

重新看作矩阵乘法，利用乘积的秩不超过原矩阵的秩可发现 (注意 y 列数为 1，秩不可能超过 1)

rank(xTAyxTAy) ≤ rank(AyxTA) ≤ rank y ≤ 1

因此必须全部取等，这就得到了结论。

其逆命题不成立：考虑

A =

(
0 1

1 0

)
, x = y =

(
1

0

)
(2) 结论是错误的，考虑

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 1

0 0

)
则可验证 AB = O 但 BA ̸= O，于是两者秩不同。

* 构造还是依托于熟悉
(
Ir O

O O

)
的乘法结果。

(3) 结论是错误的，考虑

A =


1 0

1 0

0 1

 , B =


1 0

0 1

1 0


* 这个问题的本质是交空间，从空间取基的角度或许更容易想到构造。

(4) 利用 rank(X + Y ) ≤ rankX + rankY 与 rankXY ≤ rankX 即有

rank(A2 −AB +B2) ≤ rank(A(A−B)) + rank(B2) ≤ rankA+ rankB

* 秩不等式有时是简单的脑筋急转弯，所以优先尝试整体的处理，处理不过来再采用更高级的方
法。
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(5) 只需证明
rank(A− 2I) + rank(A− I) = rank(A2 − 3A+ 2I) + n

利用秩的等式也即

rank
(
A− 2I O

O A− I

)
= rank

(
A2 − 3A+ 2I O

O I

)

左侧通过前 n 行加上后 n 行可变为

rank
(
A− 2I A− I

O A− I

)

再用后 n 列减前 n 列即成为

rank
(
A− 2I I

O A− I

)
用 I 作行变换消去后 n 行的 A− I，可发现此时左侧变为 (可将 A− 2I, A− I 看作整体 B,C 进

行行列变换，4.3 节证明 Binet-Cauchy 公式时有类似操作)

rank
(

A− 2I I

−(A− I)(A− 2I) O

)

利用 I 消去前 n 列的 A− 2I 即得到其变为

rank
(

O I

−(A− I)(A− 2I) O

)

可发现 (A− I)(A− 2I) = A2 − 3A+ 2I，给后 n 行添加负号并交换行列可得结论。

* 另解：空间思路，原等式可视为

(n− rank(A− 2I)) + (n− rank(A− I)) = n− rank(A2 − 3A+ 2I)

也即 Ax = 2x 的解空间维数与 Ay = y 的解空间维数之和为 (A2− 3A+2I)z = 0 的解空间维数。

设三个空间分别为W2,W1 与W，代入可验证W2,W1 都是W 的子空间，且若 Ax = 2x、Ax = x，

作差有 x = 0，因此 W2 ∩W1 = {0}。

另一方面，设 (A2 − 3A + 2I)z = 0，则可发现 (A − 2I)(A − I)z = 0，于是 (A − I)z ∈ W2，

同理，由于 (A − I)(A − 2I)z = 0 (注意同一个矩阵的多项式可交换)，有 (A − 2I)z ∈ W1，而

z = (A− I)z − (A− 2I)z，因此 z 可写为 W1 与 W2 各一元素的和。

考虑 W1 一组基 α1, . . . , αt 与 W2 一组基 β1, . . . , βs，由前述推导可知它们都在 W 中，且能表出

W 中任何元素。与复习题 6 相同可从 W2 ∩W1 = {0} 推出 α1, . . . , αt, β1, . . . , βs 线性无关，这

就说明了它们构成 W 的一组基，即有维数结论。

七 可逆矩阵

§7.1 期中考试

7.1.1 试题

1. 计算行列式：
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(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
；

(b) detDn×n, dij =



5 i = j

3 i = j − 1

2 i = j + 1

0 |i− j| > 1

；

(c) detDn×n, dij =
1−an

i b
n
j

1−aibj
。

2. 设

α1 =


1

3

−5

−9

 , α2 =


2

−1

−3

−4

 , α3 =


−3

5

1

−1

 , α4 =


−4

6

2

0

 , β =


−5

−1

11

17


(a) 求 α1, . . . , α4 的一个极大线性无关组；

(b) 判断 β 是否可以被 α1, . . . , α4 线性表出，若可以表出，给出所有的表出方式。

3. 求 λ 的值使得矩阵 
3 1 1 4

λ 4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3


的秩最小。

4. 设矩阵 A ∈ M3×4(K)，且齐次线性方程组 Ax = 0 的解空间由向量 (1, 1, 1, 0)T 和 (−2,−1, 0, 1)T 生

成。

(a) 求 A 对应的简化阶梯形矩阵；

(b) 求以下空间的维数：A 的列空间 C(A)、AT 的列空间 C(AT )、齐次方程组 ATx = 0 的解空间

N(AT )；

(c) 上一问中哪些空间的基可以确定？并写出相应空间的一组基。

5. 设 A ∈Mm×n(K) 且 rankA = r，若 A 的前 r 行线性无关、前 r 列也线性无关，证明它们相交处的

r 阶子式非零。

6. 设 A ∈ Mm×n(K)、B ∈ Mr×n(K)，且齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，证明 A 与 B 的行

向量组等价。

7. 设 A ∈Mr×n(K)、α ∈M1×r(K)、β ∈Mn×1(K) 满足 αAβ = (a) 且 a ̸= 0，令

B = A− a−1(AβαA)

并记 N(A)、N(B) 分别为齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 的解空间，证明 N(B) 可由 N(A) 和

β 生成，并进而证明 rankB = rankA− 1。
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7.1.2 解答

1. (a) 直接行列变换或展开计算得结果为 −16。

(b) 设 n 阶情况为 Dn，先按首行展开、再按首列展开可以发现

Dn = 5Dn−1 − 6Dn−2

且根据定义有

D1 = 5, D2 = 19

使用待定系数法可发现配凑

Dn − 3Dn−1 = 2(Dn−1 − 3Dn−2), Dn − 2Dn−1 = 3(Dn−1 − 2Dn−2)

分别当作等比数列可求解出 Dn − 3Dn−1 与 Dn − 2Dn−1，消去 Dn−1 即得到

Dn = 3n+1 − 2n+1

(c) 反向利用等比数列求和公式可发现展开

dij =
n∑

k=1

ak−1
i bk−1

j

于是令 aik = ak−1
i 、bkj = bk−1

j ，分别拼成矩阵 A,B，即有

D = AB, detD = detAdetB

由于 A,B 均为范德蒙德阵 (与其转置)，直接利用范德蒙德行列式可知结果为∏
i<j

(aj − ai)(bj − bi)

2. (a) 将它们拼成矩阵，利用行变换变换为简化阶梯形，即可得到它们中的任两个向量均构成极大线
性无关组。

(b) 这即为非齐次线性方程组问题，设

β = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4

可直接计算得到通解为

∀s, t ∈ K, x1 = −1− s− 8

7
t, x2 = −2 + 2s+

18

7
t, x3 = s, x4 = t

* 由于变元和特解不同，可能存在不同正确写法。

3. * 有不同的消元路径与计算方法，结果正确即可。

作列变换可发现第三行能被 1、4 两行消去，进一步作行变换可发现第三列能被 1、4 两列消去，由
此原矩阵的秩等于

rank


3 1 4

λ 4 1

2 2 3


可发现 2、3 两列线性无关，从而此矩阵秩至少为 2，当且仅当第一列能被另两列表出时秩为 2，而

3 =
1

5
(4× 4− 1), 2 =

1

5
(4× 3− 2)

由此当且仅当 λ = 0 时成立。
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4. (a) 将解写为自由变量的形式 (参考 3.7 节的最终形式)，即x1 = x3 − 2x4

x2 = x3 + x4

于是对应的简化行阶梯形矩阵为 
1 0 −1 2

0 1 −1 1

0 0 0 0


(b) 由条件可知 dimN(A) = 2，利用解空间维数定理可知 dimC(A) = 2，利用行秩等于列秩可知

dimC(AT ) = 2，再次利用解空间维数定理可知 dimN(AT ) = 1。

(c) 由于 A 可以且仅可以任意作初等行变换，其行空间 (即 C(AT )) 的基是确定的，即为 (a) 中的
前两行。

其列空间的基会被行变换改变，因此不确定，而 N(AT ) 由 C(A) 决定，会被初等行变换改变

(可举例观察)，因此也无法确定。

5. * 经典错误：认为若干向量线性无关则它们的缩短组线性无关。

由于 A 的前 r 行构成极大线性无关组，它们可线性表出其他行，因此可利用初等行变换将其他行消

去。

由于初等行变换不改变秩，变换后的矩阵仍然是秩为 r 的。由于初等行变换不改变列的线性无关性，

前 r 列仍然线性无关，由此它们可构成所有列的极大线性无关组，同理进行初等列变换将其他列消

去。

如此变换后，A 除了左上角的 r× r 子式外均为 0，且秩仍为 r，即可得到左上角为非零子式，得证。

6. 由于 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，其亦与Ax = 0

Bx = 0
⇐⇒

(
A

B

)
x = 0

同解。由解空间相同可知维数相同，从而有

rankA = rank
(
A

B

)

考虑行秩。不妨设 A 的行的一个极大线性无关组为 aT1 , . . . , a
T
r，若 B 的某一行 bTi 无法被它们线性

表出，则可发现 aT1 , . . . , a
T
r , b

T
i 线性无关，右侧秩至少为 r+1，矛盾，因此 B 的行可被 A 的极大线

性无关组表出，也即可被 A 的行表出。

同理 A 的行可被 B 的行表出，得证等价。

* 从秩相同推出行可被表出的必要过程是这题核心，不能省略。

7. 分为五部分证明：

• N(A) ⊂ N(B)

当 Ax = 0 时，直接代入验证可知 Bx = Ax− a−1Aβα(Ax) = 0。

• β ∈ N(B)

直接计算得 Bβ = Aβ − a−1Aβ(αAβ) = Aβ −Aβ = 0。
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• β /∈ N(A)

若否，从 Aβ = 0 可推出 αAβ = 0，矛盾。

• N(B) 可由 N(A) 与 β 生成

提供两种做法：

– 从秩的角度考虑，由于 rank(a−1AβαA) ≤ rankα 可知其为 0 或 1，从而有

rankB ≥ rankA− rank(a−1AβαA) ≥ rankA− 1

利用解空间维数定理可知

dimN(B) ≤ dimN(A) + 1

但根据上述分析，考虑 N(A) 一组基与 β，由于 β /∈ N(A) 可知它们线性无关，因此这是

N(B) 中的 dimN(A) + 1 个线性无关的向量，由此只能 dimN(B) = dimN(A) + 1，这些

向量构成一组基。

– 从方程的角度考虑，y ∈ N(B) 可推出

Ay − a−1AβαAy = 0

注意到 αAy 是 1× 1 矩阵，可看作数乘，即得到

A(y − a−1(αAy)β) = 0

也即

y − a−1(αAy)β ∈ N(A)

从而 y 可写为 N(A) 中某向量加 β 某倍数的形式，得证。

* 这部分的分值很高，且大部分同学都没有正确说明。

• rankB = rankA− 1

与上一部分秩的角度完全相同，从 N(B) 由 N(A)、β 生成与 β /∈ N(A) 可知

dimN(B) = dimN(A) + 1

再从解空间维数定理得到最终结论。

* 必须要提到解空间维数定理或相应的公式。

§7.2 习题解答

1. 习题 4.4-4

可发现 A(A2 − 2A+ 3I) = I，于是 A−1 = A2 − 2A+ 3I。

2. 习题 4.4-9

利用本节性质 4 与例 5，将下三角矩阵取转置得到上三角矩阵，从而有结论。

3. 5.2 节例 8

见例题过程。

4. 习题 4.4-8(1)

将其记为 AX = B，计算可发现 detA ̸= 0，从而 A 可逆，同左乘 A−1 并计算可得

X = A−1B =
1

7


13 −2

10 −13

18 −1


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5. 习题 4.1-10(3)

直接方法：此即为求解 AX = XA，而展开可发现其事实上为线性方程组，从而可利用线性方程组消

元法得到结果。

更快的方法：由于

A = 2I +H, H =


0 1 0

0 0 1

0 0 0


可发现

AX = XA⇐⇒ (2I +H)X = X(2I +H) ⇐= 2X +HX = 2X +XH ⇐⇒ HX = XH

直接求解 HX = XH 更为简单，最终得到结果为
a b c

0 a b

0 0 a

 , a, b, c ∈ K

6. 习题 3.2-5

直接利用定义或由 3.2 节例 2 计算行列式为 −15 得到线性无关。

§7.3 可逆矩阵

7.3.1 基本性质

首先，为什么要定义矩阵的可逆性？

对于一个映射 f，我们可以谈论它的逆映射，也即满足 g ◦ f 与 f ◦ g 均为恒等映射的映射 g。逆映射

的存在事实上说明了映射 f 是一个一一对应，也即某种意义下保持了信息的无损。可逆矩阵的定义是映射

的想法自然得来的：矩阵 A 可逆当且仅当映射 A : x→ Ax 为可逆映射，我们将在下次习题课中进行更详

尽的分析。

从映射的角度，我们可以得出如下的定义 (同样详见下次习题课)：若对矩阵 Am×n，存在矩阵 Bn×m

使得 AB = Im、BA = In，则称矩阵 A 可逆，并将 B 称为 A 的逆，记作 B = A−1。

下面将从此定义出发得到一些结论，我们先声明一个引理 (可以直接按分量展开计算证明)：若矩阵 B

的列向量为 β1, β2, . . . , βr，且 A,B 可乘，则

AB =
(
Aβ1 Aβ2 · · · Aβr

)
1. 可逆矩阵一定是方阵。

否则不妨设 m < n，有 rank(BA) ≤ rankA ≤ m < n = rank(In)，矛盾。

2. 可逆矩阵必行列式非零，即满秩。

后两者等价性之前已证。由 1 = det I = det(AB) = detAdetB 可知 detA ̸= 0，从而可逆矩阵行列

式非零。

3. 可逆矩阵的逆唯一。

若 A 的逆为 B,C，则

A(B − C) = AB −AC = O

而利用引理，这意味着 A 乘 B −C 的任何一列都是零向量，由于 A 满秩，根据解空间维数定理 (或
Cramer 法则) 可知这只能 B − C 任何一列都全 0，也即 B = C。

* 事实上，有了唯一性后 B = A−1 的记号方才严谨。
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4. 若对方阵 A,B 有 AB = I，则 BA = I，即 B = A−1。

由 AB = I 可知 det(AB) = 1，从而 detA ̸= 0，A 满秩。而 A(BA− I) = ABA−A = IA−A = O，

与上个性质类似从 A 满秩与引理可推出 BA− I = O，即得证。

5. 满秩矩阵必可逆。

设 ei 为第 i 个分量为 1，其他为 0 的向量，利用 Cramer 法则可知 Ax = ei 一定有解，将解记为 βi。

将所有列向量 βi 排成一行得到矩阵 B，利用引理可验证 AB = I，再由性质 4 即得 B = A−1。

6. 一些简单计算性结论 (下假设 A,B 可逆，a ̸= 0)：

• I−1 = I；

• (A−1)−1 = A；

• (AB)−1 = B−1A−1；

• (aA)−1 = 1
a
A−1；

• (AT )−1 = (A−1)T。

利用性质 4 直接计算可得结论，注意此处第三条结论可以推广为任意多个方阵乘积，乘积的逆即为
逆的逆序乘积。

7. 初等方阵均可逆，且逆仍为相同类型的初等方阵。

不妨看作行变换，逆是容易通过行变换的含义构造的：

• 第 i 行乘 k 倍的行变换的逆是第 i 行乘 1
k
倍；

• 第 i, j 行交换的逆是第 i, j 行交换，即其逆为自身；

• 第 i 行加第 j 行的 k 倍的逆是第 i 行加第 j 行的 −k 倍。

再写出对应的初等变换阵计算验证即可。

8. 有限个初等方阵的乘积可逆。

利用性质 6、7 可直接得到。

9. 对任何矩阵 Am×n，设 r = rankA，则存在可逆矩阵 Pm×m、Qn×n 使得 (P,Q 中的矩阵称为 A 的相

抵标准形)

A = P

(
Ir O

O O

)
Q

见本讲义 4.1.3。

10. 可逆矩阵能写为有限个初等方阵乘积。

对可逆矩阵，由于其满秩，上式的分解变为了 A = PQ，而根据本讲义 4.1.3 的证明过程，P,Q 均为
有限个初等方阵的乘积，从而得证。

7.3.2 伴随方阵与摄动法

上述的 10 条性质中，除了第 9 条证明过程相对复杂，其他都是直接的。不过，我们显然需要回答一
个基本的问题：给定一个方阵，如何设计一个算法判定其是否可逆，并在可逆时计算它的逆？

对于前者，由于利用性质 2、5 可以直接计算行列式，问题已经解决。对于后者，性质 5 的证明过程
中事实上也给出了构造：只要将所有 Ax = ei 的解拼为一行即可。
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设 B = A−1，其第 i行第 j 列为 bij，则由上方讨论，bij 是 Ax = ej 的解的第 i个分量。利用 Cramer
法则，有

bij =
1

detA detB(j)
i

其中 B
(j)
i 代表以 ej 替换 A 的第 i 列得到的行列式。将此行列式按照第 i 列展开，由于只有一个分量为

1，即可发现 B
(j)
i = Aji，也即

bij =
1

detAAji

这里 Aji 为 A 对应位置的代数余子式。

由于解中有一个自然的数乘 1
det A，我们将满足 cij = Aji 的矩阵 C 记作 A∗，称为伴随方阵，则有

A−1 =
1

detAA
∗

根据我们的定义，在 A 可逆时有 A∗A = AA∗ = (detA)I。不过，伴随方阵不止对可逆方阵可以定义，
我们需要知道 A 不可逆时是否具有这样的性质，而完成这件事的常用方法是摄动法 (这个词来自物理，意
为微小扰动)，我们先介绍一个完整的标准摄动法过程，下方的讨论都在 R 上进行：

• 对任何 n 阶方阵 A，至多有 n 个 λ 使得 λI +A 不可逆。

考虑完全展开可知 det(λI + A) 是 λ 的 n 次多项式，且首项系数为 1 (可见期中复习题 8(3) 证明过
程)，由于 n > 1，根据代数学基本定理可知其必有 n 个复根 (含重数)，从而至多有 n 个实根。

• 对任何 n 阶方阵 A，存在 δ 使得 λ ∈ (−δ, 0) ∪ (0, δ) 时 λI +A 可逆。

由于其至多有 n 个实根，其非零实根至多 n 个，它们的绝对值一定能找到最小值，取 δ 比最小值小

即可。

• (λI +A)∗(λI +A)、(λI +A)(λI +A)∗ 与 det(λI +A)I 的每个位置都是对 λ 连续的函数。

由于它们的每个位置都是通过加法、减法、乘法得到的，而 λI +A 的每个位置是 λ 的多项式，从而

它们的每个位置也是 λ 的多项式，因此是连续函数。

• 对任何 n 阶方阵 A 有 A∗A = AA∗ = (detA)I。

取第二部分证明中的 δ，则对 (−δ, 0) ∪ (0, δ) 中的任何 λ，由可逆性知有

(λI +A)∗(λI +A) = (λI +A)(λI +A)∗ = (det(λI +A))I

令 λ→ 0，利用连续性可知 0 处三者相等仍然成立，从而得证。

不过，在上方的讨论中，我们已经可以发现，在谈论可逆矩阵相关的问题时，数域的选取成为了一个

巨大的难题。在只涉及加、减、乘、除时，任何数域 K 都可以做完全类似的处理，但只要涉及多项式的根，
不同数域会有完全不同的结果。这个难题的影响将在之后讨论相似时彻底爆发，而至少在此处，我们可以

通过一个权宜之计来解决：

• 由于任何数域上的加减乘除都与 C 上完全一致，我们可以将任何数域上的矩阵看成 C 上的矩阵。此
时，上方证明的第一步仍然成立，第二步也仍然可以找到 (只找 R 上的 λ)。对于第三步，这里需要
将每个位置的实部、虚部分开看，但由于只涉及了加、减、乘，实部和虚部必然都是 λ 的多项式，因

此仍然为对 λ 连续的函数。最后，第四步证明考虑实部、虚部分别的极限，仍然可以成立。

• 但是，这样的证明依托在 C 具有连续的结构。事实上矩阵的定义可以在一般的域 (抽象代数概念) 而
非数域上，这时域的结构就未必连续了。不过，那时，类似的证明仍然可以完成：将 λI +A 的每个

位置看作 A 的多项式，并考虑域上的有理函数域，其在有理函数域中一定可逆，从而可证明左右的

每个位置在作为 λ 的多项式时是相等的，于是它们代入 λ = 0 能得到相同的值，这就完成了证明。
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我们举另一个摄动法的经典例子：证明 (AB)∗ = B∗A∗。为说明方便，这里仍然考虑 R 上，在 C 中
时拆分实虚部可完全类似证明。

• 对可逆阵 A,B 有 (AB)∗ = B∗A∗。

直接计算可知 (利用性质 6)

(AB)∗ = det(AB)(AB)−1 = (detA)(detB)B−1A−1 = (detB)B−1(detA)A−1 = B∗A∗

• 对任何 n 阶方阵 A,B，存在 δ 使得 λ ∈ (−δ, 0) ∪ (0, δ) 时 λI +A 与 λI +B 均可逆。

与上方类似，至多有 2n 个 λ 使得 λI + A 或 λI + B 不可逆，取它们中非零的绝对值最小值，令 δ

比其小即可。

• ((λI +A)(λI +B))∗ 与 (λI +B)∗(λI +A)∗ 的每个位置都是对 λ 连续的函数。

由于运算只涉及了加、减、乘，同样可以得到每个位置都是 λ 的多项式。

• 对任何方阵 A,B 有 (AB)∗ = B∗A∗。

由上方取定 δ 并令 λ→ 0 即可。

不过，当涉及不连续时，无法通过摄动法解决，例如如下经典结论，对 n 阶方阵 A 有：

1. rankA = n⇐⇒ rankA∗ = n。

当 A 可逆时，A∗ 为 A−1 的非零倍数，从而秩为 n。

反之，若 A∗ 可逆、A 不可逆，有 A∗A = (detA)I = O，但从 A∗ 可逆类似之前性质证明知只能

A = O，但此时 A∗ = O，矛盾。

2. rankA < n− 1 ⇐⇒ rankA∗ = 0。

由于 A∗ 为 A 的全部 n− 1 阶子式加符号拼成的矩阵，当 rankA < n− 1 时 A∗ = O。

反之，若 A∗ = O，可知其全部 n− 1 阶子式非零，而 detA 按第一行展开可发现亦为 0，从而非零
子式至多 n− 2 阶，rankA < n− 1。

* 这里并不能通过 “摄动法” 得出 rankA∗ 仍为 n 的荒谬结论，本质是因为秩作为函数不连续。

3. rankA = n− 1 ⇐⇒ rankA∗ = 1。

利用本讲义 3.1 已证的习题 3.7-5，rankA = n− 1 时 A∗ 任何两行成比例，也即极大线性无关组至多

只有一行，于是 rankA∗ ≤ 1，而由于 A 存在 n− 1 阶的非零子式，A∗ ̸= O，于是只有 rankA∗ = 1。

当 rankA∗ = 1 时，由于前两种情况 rankA < n− 1 与 rankA = n 已经排除，只能 rankA = n− 1。

7.3.3 消去与拆分

可逆阵的一大作用是进行消去，具体来说，对可逆阵 A 有

AX = AY =⇒ X = Y

XA = Y A =⇒ X = Y

第一式可以通过等式两边同时左乘 A−1 得到，第二式可以通过矩阵两边同时右乘 A−1 得到。务必注意，

由于矩阵乘法的不可交换性，左乘右乘必须区分清楚。
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利用消去律，同样可以非常容易得到线性方程组的解。也即，对可逆阵 A，Ax = b当且仅当 x = A−1b。

另一个可逆的常用方法是拆分，也即利用 P−1P = I，可写出诸如 AB = AP−1PB 这样 “凭空造
出” 想要的 PB 的结构。为了介绍这样做的好处，我们需要先证明如下重要结论：An×n 可逆当且仅当

A : Rn×m → Rn×m，A(X) = AX 为可逆映射。

• 当：反证。若 A 不可逆，利用解空间维数定理可知 Ax = 0 有非零解 x ∈ Rn×1。将 m 个 x 排成一

行成为 X，利用本讲义 7.3.1 中的引理可知 AX = O，且直接计算有 AO = O，于是 A 不为单射，
不可逆，矛盾。

• 仅当：利用消去律可知 AX = AY 时 X = Y，从而为单射，而对任何 Y ∈ Rm×n 有 A(A−1Y ) = Y，

从而为满射。

由此，对可逆矩阵 A，我们可以放心地做 y = Ax 或 Y = AX 这样的换元，因为若换元前结论对所

有 X 成立，根据双射性，换元后结论应对所有 Y 成立，反之亦然。

回顾本讲义 4.2.2 的那些例题，至此，我们已经几乎完全掌握了可逆如何作为工具进行运用。可以发
现，4.2.2 节中的所有证明几乎都与秩密切相关，因此之前介绍的性质 9 (相抵标准形) 事实上可以成为可
逆矩阵解决一般矩阵问题的桥梁。正是因为一般矩阵可以在乘可逆矩阵后化为充分简单的形式，我们才能

利用消去与拆分解决问题。

——不过直到现在我们还没有解释到底为什么那个东西称为相抵标准形。到底什么是相抵，标准形又

体现在何处呢？

§7.4 相抵与相似

7.4.1 相抵标准形

早在本讲义 1.2.2，我们就以简化阶梯形矩阵解释了何为等价类与标准形。简单来说，等价类是基于某
种等价关系的分类方法，而标准形 (或代表元) 则对应其中最简单的一个。
用代表元讨论问题的好处显而易见：在 “线性方程组可同解变形得到” 对应的等价类中，从系数矩阵

看出原方程组的解是几乎不可能的，但从简化阶梯形系数矩阵看出原方程组的解则是直接的，因此，讨论

线性方程组解相关问题时，只要先找到简化阶梯形矩阵对应的性质，再想办法化归为简化阶梯形即可。

在之前，我们考虑的复杂问题往往是关于秩的，而若条件只有秩相关，我们希望能通过如下三个步骤

证明：

1. 在所有秩相同的矩阵中找到最易于使用的一个 Σ；

2. 证明原问题对 Σ 成立；

3. 将一般问题化归为 Σ 的问题。

由此，我们直接给出相抵的定义：两个 m× n 矩阵相抵当且仅当它们秩相等。以此划分等价类后，根

据之前的性质 9 即可得到两个矩阵相抵当且仅当它们具有相同的相抵标准形。
由于相抵标准形的形式足够简单，它的确可以作为第一步中的 “最易于使用”。但是，如果只进行这样

的定义，我们并不知道第三步的 “化归” 如何进行。也即，我们需要把具有相同不变量的矩阵联系上。由
此，我们需要给出等价定义：两个矩阵 A,B 相抵当且仅当存在可逆阵 P,Q 使得 A = PBQ。

• 仅当：设 A,B 的相抵标准形为 Σ，则存在可逆阵 PA, PB, QA, QB 使得 A = PAΣQA, B = PBΣQB，

从而 B = PBP
−1
A AQ−1

A QB。

• 当：若 A = PBQ，利用乘积秩关系可知 rankA ≤ rankB，而 B = P−1AQ−1，于是 rankB ≤ rankA，
即得证。
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* 证明过程即是利用可逆阵的消去律任意移动。我们事实上也证明了重要性质：乘可逆阵不改变秩。

下面给出一个用以上过程解决问题的实例：证明 rankAB = rankB 时存在 C 使得 CAB = B。

1. 先证明当 A =

(
Ir O

O O

)
时结论成立。此时，计算可知 AB 即为将 B 前 r 行以外的行改成 0，因此

rankAB = rankB 当且仅当 B 的前 r 行有行向量的极大线性无关组。

根据极大线性无关组的性质，B 的前 r 行可以表出 B 的任何行向量。而计算可发现 CB 即为对 B

的每一行进行线性组合，从而即可利用表出方式构造 C，具体可见期中复习题 7(2) 的解答。

2. 再证明对任何 A 可化为上述情况。设 A 的相抵标准形为 Σ，存在可逆阵 P,Q 使得 A = PΣQ，则

条件可改为

rankPΣQB = rankB

利用乘可逆阵不影响秩，左侧左乘 P−1、右侧左乘 Q (这是为了凑出相同形式) 即得到

rank(Σ(QB)) = rank(QB)

由此，根据已经证明的情况，存在 C0 使得 C0ΣQB = QB，由此即有

Q−1C0ΣQB = B

再拆分出 P 得到

(Q−1C0P
−1)(PΣQ)B = B

令 C = Q−1C0P
−1 即可。

* 一般来说，由于我们无法提前知道如何进行化归是合理的，上面的第二步往往会先于第一步进行，也即
先化归出较简单形式再对此形式证明，而非先证明简单形式再设法化归。更多的例子见本讲义第四章的矩

阵技巧相关。

7.4.2 相似的动机

在刚才的例子中我们已经发现，若研究关于某个不变量的问题，可以考虑以其定义的等价类中最易于

处理的元素，也即标准形。然而，更多的问题中，往往难以直接看出不变量，因此需要先进行化归的尝试。

我们考虑两个问题：

1. (可交换性问题) 对 n 阶方阵 A，求所有 B 使得 AB = BA。

出于之前的讨论，我们可以尝试考虑相抵下的结果。假设 A = PΣQ，其中 Σ 为相抵标准形，P,Q

可逆，则上述方程可以化为

PΣQB = BPΣQ

利用消去律可以合并为

Σ(QBQ−1) = (P−1BP )Σ

然而，由于 QBQ−1 和 P−1BP 未必相等——注意矩阵乘法不能交换——上式是无法化简的。不过，

可以发现若 Q = P−1，则 QBQ−1 = P−1BP，问题就变为了简单的形式。

由此，我们考虑 A = PA0P
−1，完全类似计算可知原方程化为

A0(P
−1BP ) = (P−1BP )A0
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反之，若 A0B0 = B0A0，由于 A0 = P−1AP，可计算得到

A(PB0P
−1) = (PB0P

−1)A

利用乘可逆阵为可逆映射，可发现与 A0 可交换的矩阵集合同与 A 可交换的矩阵集合存在一一对应，

映射即为

B0 → PB0P
−1

于是若 A0 的形式相对简单，可以完全解决与 A0 可交换的矩阵，则原方程的解即为

{PB0P
−1 | A0B0 = B0A0}

2. (多项式问题) 解矩阵方程 An = I。

同样先考虑相抵标准形，设分解为 A = PΣQ，有

An = PΣQPΣQPΣQ · · ·PΣQ

此形式并没有很好的刻画，但若 Q = P−1，中间的部分即可全部消去。

由此，我们考虑 A = PA0P
−1，直接计算可知

An = P−1An
0P = I

进一步消去即得到 An
0 = I。

这启发我们，如果存在可逆的 P 使得 A = PA0P
−1 是一个等价关系，我们就可以进行分类。由于每

一类或都满足 An = I，或都不满足，我们只需验证所有代表元是否满足 An = I，即可得到一般的

An = I 的解。

出于以上观察，我们定义 n 阶方阵 A 与 B 相似当且仅当存在可逆的 P 使得 A = PBP−1。

7.4.3 相似的基本结论

与刚引入逆时类似，我们希望用一系列基本的结论去研究相似的性质，下面默认写出的矩阵均为 n 阶

方阵，并设 f 为多项式：

1. (自反性/反身性) A 与自身相似。

由 I−1 = I 可知 A = I−1AI。

2. (对称性) A 与 B 相似则 B 与 A 相似。

设 A = PBP−1，则消去可知 B = P−1AP，而 P = (P−1)−1，由此将 P−1 看作整体可发现相似。

3. (传递性) A 与 B 相似、B 与 C 相似则 A 与 C 相似。

设 A = PBP−1、B = QCQ−1，则 A = PQCQ−1P−1。由可逆性质 Q−1P−1 = (PQ)−1，从而将 PQ

看作整体可发现相似。

4. 相似是一个等价关系，从而可以分出等价类。

上面三条性质即为等价关系的定义。

5. A 与 B 相似则 rankA = rankB。

由乘可逆阵不改变秩可得到结论。
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6. A 与 B 相似则 trA = trB。(定义见期中复习题 9)

设 A = PBP−1，由期中复习题 9 已证的 tr(AB) = tr(BA) 可知 tr(PBP−1) = tr(P−1PB) = trB。

7. A 与 B 相似则 detA = detB。

设 A = PBP−1，由 Binet-Cauchy公式有 detA = detP detB(detP−1) = detB det(PP−1) = detB。

8. 对任何 a，与 aI 相似的矩阵只有 aI。

直接计算可得结论，这本质上是由于 aI 与任何矩阵可交换。

9. 即使 rankA = rankB、trA = trB、detA = detB，A 与 B 也未必相似。

考虑 A = I，B = I + µE12，这里 E12 表示第一行第二列为 1，其他为 0 的矩阵。计算可发现两矩
阵均满秩、迹为 n 且行列式为 1，但由性质 8 可知不相似。

这意味着，以上三个量仍然不足以刻画相似下的分类——但它们已经是我们学过的所有关于矩阵的

量了……这个悲伤的事实表明，矩阵在相似下的分类可能会非常复杂。

10. 设 A = PBP−1，则 f(A) = Pf(B)P−1。

在上一节中我们已经计算了 An = PBnP−1，而直接计算可知 aA = P (aB)P−1，从而对单项式已经

成立。另一方面，若 X = PY P−1、Z = PWP−1，利用两次乘法分配律可知 X+Z = P (Y +W )P−1，

于是对单项式进行若干次求和可知结论对多项式成立。

由此，矩阵的多项式相关问题可以通过相似进行刻画。更进一步地，如果相似标准形真的存在，我们

希望它易于计算多项式，这样任何矩阵的多项式都方便计算了。

* 冷知识，相似标准形的多项式计算已经在之前的作业里出现过了，这意味着它确实简单到了刚学矩
阵乘法的人也能计算出结果的程度。

11. A 与 B 相似则 f(A) 与 f(B) 的 rank、tr、det 均相同。

由性质 10 可知 f(A) 与 f(B) 相似，从而得证。特别地，考虑 rank = 0 的情况可发现 f(A) = O 当

且仅当 f(B) = O，由此某种意义上矩阵多项式的 “根” 是若干个相似下的等价类。

12. 即使 rankA = rankB、trA = trB、detA = detB，且 f(A) = O 当且仅当 f(B) = O，A 与 B 也

未必相似。

这个例子较为复杂，这里不加验证地写出结果：A = I + E12 + E34、B = I + E12。

至此，相似的特性似乎已经非常复杂了，但还有更致命的一件事在。我们先给出两个方阵相似的更严

谨版本定义：数域 K 上的 n 阶方阵 A 与 B 相似当且仅当存在可逆的 K 上方阵 P 使得 A = PBP−1。

由此，会自然产生一个问题：若对两个 K 上的 n 阶方阵 A,B，存在可逆的 C 上方阵 P 使得 A =

PBP−1，它们是否一定相似？也即，因为 K ⊂ C，K 上的方阵自然可以看作复方阵，但看作复方阵时的
相似性与原本的相似性究竟是否一致呢？

对于相抵关系，这个问题是容易解决的。我们之前事实上默认了一个结论：一个方阵看作任何数域上

时相抵标准形不变。这是由于我们进行的行列变换只需要加、减、乘、除，而这些操作是可以保证在同一

个数域中进行的。比起它更早的结论是，一个向量组看作任何数域上时线性相关性不变，这也可以直接通

过线性方程组的解一定在系数所在的数域中 (仍然因为只进行了加减乘除) 而得到。
但对于相似关系，似乎并没有一个直接的方法能判断这件事。幸运的是，这件事的确是成立的，也即

在任何数域上的相似与 C 上的相似等价。不幸则比幸运更多：首先，这个结论的证明需要用到非常后面
的知识 (不变因子)，并没有简单的办法；其次，虽然不同数域上的相似确实等价，但相似标准形并不相同，
这是因为 C 上的相似标准形可能出现虚数，从而未必能在更小的数域中写出。
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为了规避这样的问题，我们此后谈论相似时默认考虑复方阵，有的结论对更一般的数域上也成立 (例
如之前列出的所有性质)，希望大家能在阅读的过程中仔细分辨。

最后，有的同学可能注意到了，在给出性质 11 后，性质 12 并没有否定 rank f(A) = rank f(B)、

tr f(A) = tr f(B)、det f(A) = det f(B) 恒成立时 A 与 B 的相似性。事实上，可以给出一个终极结论 (右
推左已经在性质 11 中)：

A、B 相似当且仅当对任何多项式 f 有 rank f(A) = rank f(B)。

不仅如此，通过此结论还可以给出相似标准形的一个计算方法。不过，这个结论的证明实在是太过复

杂了——也并不在这学期的范围内，因此我们必须回到 “寻找不变量” 上一点点进行研究。

7.4.4 特征系统

在之前我们已经提到，无论是秩、行列式还是迹，对于刻画相似下的不变性都过于弱了。不过，由于

f(A) 与 f(B) 的秩、行列式与迹仍然相同，我们可以用矩阵多项式定义一些性质。

出于空间角度的考虑 (详见下次习题课)，我们可以考察如下的矩阵方程 (称为 A 的特征方程)：

Ax = λx

由于它可以改写为 (λI − A)x = 0，利用解空间维数定理可知其有非零解当且仅当 det(λI − A) = 0。记

φA(λ) = det(λI − A)，类似本讲义 7.3.2 中摄动法的第一步，可知 φA(λ) 是 λ 的 n 次多项式，且首项系

数为 1，称为特征多项式。
利用代数学基本定理，其可以分解为 (代数学基本定理并不在这门课的范围内，因此直接相信这个结

论就好)
φA(λ) = (λ− λ1)

m1 . . . (λ− λk)
mk

其中 λ1, . . . , λk 是互不相同的复数，它们构成 φA(λ) 的全部根，称为 A 的特征值，指数 mi 即根的重数，

称为对应特征值的代数重数。

* 利用代数学基本定理，所有不同特征值代数重数和为矩阵阶数 n。

这样，特征方程有解当且仅当 λ 为 A 的某个特征值 λi，将解称为属于该特征值的特征向量，解空间

称为该特征值的特征子空间，解空间的维数称为该特征值的几何重数。

由于我们已经证明过 det f(A) = det f(B)，即可知 det(λI − A) = det(λI − B)，于是相似矩阵的特

征值与特征多项式相同，从而进一步有相似矩阵对应特征值代数重数相同。另一方面，对特征值 λi，利

用解空间维数定理可知 A 的特征值 λi 几何重数为 n − rank(λiI − A)，同理 B 的特征值 λi 几何重数为

n− rank(λiI −B)，利用已证的 rank f(A) = rank f(B) 可知相似矩阵对应特征值几何重数相同。

对于特征子空间的关系，设 A = PBP−1，若 Ax = λx，利用消去律 (注意数乘可以任意换位) 有

PBP−1x = λx ⇐⇒ B(P−1x) = λ(P−1x)

由于 P−1 可逆，x→ P−1x 是一一对应，也即相似矩阵相同特征值的特征子空间存在一一对应 (而此
映射由定义可验证是线性的，也即相似矩阵相同特征值的特征子空间存在自然的线性同构，这将在下一次

习题课中详细说明)。

八 补充：可逆的空间视角

§8.1 逆矩阵的计算

本部分是补充上次习题课中未涉及的可逆矩阵相关的一些操作。
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8.1.1 伴随方阵 vs 初等变换

在上次习题课，我们给出了可逆矩阵的逆的一个理论计算方法：

A−1 =
1

detAA
∗

不过，这个方法需要计算 n2 个行列式，复杂度是过于高的。为了寻找更简单的方法，我们希望能有一个

类似行列式计算时的直接行列变换的思路。

受到相抵标准形的启发，我们知道，A 可以由一系列初等方阵组合而成，而将这些初等方阵逐个逆向

操作即可得到 A 的逆，而这恰恰对应将 A 变换为 I 的行列变换。由此，只要将 A 行列变换为 I，同时对

I 施以相同的行列变换，即能得到 A−1。

由于初等方阵都可以看作行变换，而对 A、I 同时进行相同的行变换也即对
(
A I

)
进行行变换，我

们可以得到算法：对
(
A I

)
进行行变换得到

(
I B

)
，则 B = A−1。用矩阵乘法表示也即

A−1
(
A I

)
=
(
I A−1

)
正如行列式的行列变换，此方法是计算矩阵求逆的一般方法，对于给定阶数的矩阵也有着所有算法中

较低的复杂度。

* 我们并没有给出将
(
A I

)
行变换为

(
I B

)
的算法，因为这事实上就是行变换得到简化阶梯形矩阵的

算法。至于为何简化阶梯形矩阵一定是如此形式，注意到消元的过程不会改变前 r 列的线性无关性，根据

主元的性质即可得到。

考虑习题 4.5-10(2)，即计算上三角部分为 1、其他为 0 的矩阵 B 的逆。

将此矩阵化为 I 只需从第一行开始每行减下一行，将完全相同的操作作用到 I 上即得到

1 −1

1 −1
. . . . . .

1 −1

1


从而这就是 B 的逆。

* 对习题 4.5-10(3)，只需将 “每行减下一行” 的操作再重复一遍即可。
理论上来说，正如完全展开式的作用，对于矩阵元素完全对称的场合，伴随方阵可能具有更好的效果。

不过，由于此时基本都是运用整体思想的情况，我们将在下一部分进行介绍。

8.1.2 整体思想

整体思想，也即不拆分元素进行整体的考虑。这个思想本身是简单的，但将其运用好也需要一些技巧，

我们直接以例题说明：

1. 若方阵 A 的第一行全为 1，证明其所有代数余子式之和为 detA。

记 γ 为所有元素均为 1 的列向量，A 的第一行全为 1 可以得到

eT1A = γT

设 A 的伴随方阵为 A∗，计算可发现 A 所有代数余子式之和即为

γTA∗γ

由此利用 AA∗ = (detA)I 计算即得

γTA∗γ = (eT1A)A
∗γ = eT1 (detA)Iγ = (detA)eT1 γ = detA
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2. 若 n 阶方阵 A 的每行和全为 1，证明其所有代数余子式之和为 n detA。

记 γ 为所有元素均为 1 的列向量，A 的每行和全为 1 可以得到

γTA = γT

设 A 的伴随方阵为 A∗，计算可发现 A 所有代数余子式之和即为

γTA∗γ

由此利用 AA∗ = (detA)I 计算即得

γTA∗γ = (γTA)A∗γ = γT (detA)Iγ = (detA)γTγ = n detA

3. 对 Am×n, Bn×m，若 Im −AB 可逆，则 In −BA 可逆，并求其逆。

* 一个想法：利用等比数列求和可知 |x| < 1 时 (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + . . .，从而可以写出

(I −BA)−1 = I +BA+BABA+ · · · = I +B(I +AB +ABAB + . . . )A = I +B(I −AB)−1A

毫无疑问，这个过程是不严谨的，因为我们并没有考虑级数的收敛性问题，但它至少可以用来猜测结

果。

验证结果是简单的，利用乘法分配律有

(I −BA)(I +B(I −AB)−1A) = I −BA+B(I −AB)−1A−BAB(I −AB)−1A

= I −BA+B(I −AB)(I −AB)−1A

= I −BA+BA = I

4. 对同阶可逆方阵 A,D 与和它们同阶的方阵 B，若 BTAB +D−1 可逆，证明

(A+BDBT )−1 = A−1 −A−1B(BTA−1B +D−1)−1BTA−1

直接计算

(A+BDBT )(A−1 −A−1B(BTA−1B +D−1)−1BTA−1)

=I −B(BTA−1B +D−1)−1BTA−1 +BDBTA−1 −BDBTA−1B(BTA−1B +D−1)−1BTA−1

为消去，合并含逆的两项得到

I +BDBTA−1 −B(I +DBTA−1B)(BTA−1B +D−1)−1BTA−1

可以发现此形式与逆中已经非常像了，而利用消去律可在左侧提出 D，从而其为

I +BDBTA−1 −BD(D−1 +BTA−1B)(BTA−1B +D−1)−1BTA−1

=I +BDBTA−1 −BDBTA−1 = I

5. 若 Am = O，求以下矩阵的逆：

I +
m−1∑
k=1

1

k!
Ak

由于 Am = O，求逆的目标是 A 的多项式 f(A)，只要找到多项式 g(x) 使得

f(x)g(x) = 1 + xmh(x)
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其中 h 为多项式，即有

f(A)g(A) = I +Amh(A) = I

于是 g(A) 即为 f(A) 的逆。

为了找出符合上述形式的多项式，由于 Am = O，只需找至多 m− 1 次的多项式即可。设

g(x) =
m−1∑
k=0

akx
k

而由于 (设 0! = 1)

f(x) =
m−1∑
k=0

1

k!
xk

有

a0 = 1, ∀k = 1, . . . ,m− 1,
k∑

s=0

1

s!
ak−s = 0

算几项寻找规律后可直接归纳得到

ak =
1

k!
(−1)k

总结来说，整体思想也即尽量将条件表述为矩阵乘法，并利用整体关系式配凑。

8.1.3 分块行列变换

对于能够进行整体配凑的题目，使用整体方法当然是简单的。但是，更多情况下，将其完全视为整体

无法解决问题，而展开为元素则过于复杂。由此，我们需要寻求一个整体与局部之间的方法，也即分块矩

阵。具体的基本结论见本讲义 5.2.1，我们将其进行简单的推广，总结为 “看着能乘就能乘”。
具体来说，如果两个矩阵都写成了分块的矩阵，一个分为了 a× b 块，另一个分为了 c× d 块，为了

让它们 “看着像” 可以进行元素的乘法，必须 b = c；此外，在 b = c 时，我们可以形式上地写出每块看作

元素的矩阵乘法结果，为了让结果合理，其中涉及的所有块的乘法必须是可以进行的 (a = b = c = 2 时的

具体阶数要求见本讲义 5.2.1，这也是我们运用最普遍的情况)。
我们断言，只要以上两个条件满足，分块矩阵的确可以看作元素进行乘法，但务必注意，块与元素不

同之处在于左右乘不可交换。

* 此结论证明见教材 4.5 节，需要一些非常复杂的计算，完全可以跳过。
利用这样的结论，我们马上可以写出分块的 “初等方阵”，这里以 2 × 2 为例，并以行变换 (左乘) 作

为解释：

1. 第一类初等变换，对元素即将某行的倍数加到另一行，其分块形式为(
Ia Y

O Ib

)
,

(
Ia O

Z Ib

)
它们作为行变换的意思分别是，将后 b 行左乘 Y 后加到前 a 行、将前 a 行左乘 Z 后加到后 b 行，

且计算验证可知逆分别为 (
Ia −Y
O Ib

)
,

(
Ia O

−Z Ib

)
2. 第二类初等变换，对元素即交换两行，其分块形式为(

O Ia

Ib O

)
它作为行变换的意思是，将后 a 行与前 b 行交换，计算验证可知逆为(

O Ib

Ia O

)
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3. 第三类初等变换，对元素即某行乘非零倍数，其分块形式为(
Pa×a O

O Ib

)
,

(
Ia O

O Qb×b

)

它们作为行变换的意思分别是，前 a 行左乘矩阵 P、后 b 行左乘矩阵 Q。为使结果可逆，计算行列

式可发现这等价于 P 或 Q 可逆，计算验证可知逆分别为(
P−1 O

O Ib

)
,

(
Ia O

O Q−1

)

用分块行列变换解决秩问题的例子可以参考本讲义 3.3.2 最后较难的问题，利用它们应当可以严谨写
出过程了，留给大家自己完成。为了展示其与可逆结合的应用，我们仍然研究几道例题：

1. 若 λI −A 可逆，且 rankA = r，在 r 很小时，给出一个快速判断是否可逆并计算逆的方法。

* 习题 4.4-10(1)(4)(5) 均是这类问题，(4)(5) 中 r = 1，(1) 中 r = 2。

利用满秩分解 (见本讲义 4.2.1 后方习题或 4.3 节例题)，可将 A 分解为 n× r 矩阵 B 与 r × n 矩阵

C 的乘积。由此问题变为研究

λI −BC

在 4.5 节中已经证明 det(I −XY ) = det(I − Y X)，从而 λ 非零时

det(λI −BC) = λn det(I − λ−1BC) = λn det(I − Cλ−1B) = λn−r det(λI − CB)

利用连续性可知 λ = 0 时上式仍成立。由于 r ≤ n，可逆当且仅当 det(λI − CB) ̸= 0，且 r < n 时

λ ̸= 0。

下面假设上述条件成立，计算对应的逆。直接使用上节例题 3 的结论自然是一个办法，除此之外，我
们也介绍一种从行列变换的视角出发解决的方法。当 r = n、λ = 0 时的情况即为直接计算 A 的逆，

下设 r < n 且 λ ̸= 0。

类似行列式时的证明，我们可以想到在 λIn − BC 的左上角增添一个 Ir，并设法转移。利用分块计

算可知 (
Ir

λIn −BC

)−1

=

(
Ir

(λIn −BC)−1

)
于是只要计算整体的逆即可。

为了进行消去，我们先将前 r 列右乘 C 倍 (请务必注意左乘行变换右乘列变换) 加到后 n 列，得到(
Ir

λIn −BC

)(
Ir C

In

)
=

(
Ir C

λIn −BC

)

前 r 行左乘 B 倍加到后 n 行即可消去右下角 (这些操作某种意义上都可以将原方阵看成 2× 2 矩阵

得到)，得到 (
Ir

B In

)(
Ir C

λIn −BC

)
=

(
Ir C

B λIn

)
由于 λ ̸= 0，右下角可逆，可以用右下角消去其他部分，也即前 r 行减去后 n 行左乘 λ−1C 倍，前 r

列减去后 r 列右乘 λ−1B 倍，得到(
Ir −λ−1C

In

)(
Ir C

B λIn

)(
Ir

−λ−1B In

)
=

(
Ir − λ−1CB

λIn

)
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由于已知 λIr − CB 可逆，且 λ 非零，利用上次习题课可逆矩阵性质 6 可知可知

(Ir − λ−1CB)−1 = λ(λIr − CB)−1

于是有 (
Ir − λ−1CB

λIn

)−1

=

(
λ(λIr − CB)−1

λ−1In

)
而整理刚才的变换过程得到(

Ir −λ−1C

In

)(
Ir

B In

)(
Ir

λIn −BC

)(
Ir C

In

)(
Ir

−λ−1B In

)
=

(
Ir − λ−1CB

λIn

)

利用 (XY )−1 = Y −1X−1，与分块初等变换的逆矩阵，两边求逆，记 Z = (λIn −BC)−1 得到(
Ir

λ−1B In

)(
Ir −C

In

)(
Ir

Z

)(
Ir

−B In

)(
Ir λ−1C

In

)
=

(
λ(λIr − CB)−1

λ−1In

)

进一步利用消去可知(
Ir

Z

)
=

(
Ir C

In

)(
Ir

−λ−1B In

)(
λ(λIr − CB)−1

λ−1In

)(
Ir −λ−1C

In

)(
Ir

B In

)

直接计算右侧并对比右下角块的值可发现

Z =
1

λ
(In +B(λIr − CB)−1C)

* 此处，我们通过分块行列变换分解为乘积并进行求逆。事实上，对于分块矩阵，仍可以通过整体行
列变换直接算出逆，将在下题中介绍。

2. 若 A 可逆，D 为方阵，求以下矩阵可逆的充要条件，并在可逆时求其逆：(
A B

C D

)

我们尝试进行行列变换计算，先在右侧增加一个 I，并对应分块为(
A B I O

C D O I

)

由于只能进行行变换，我们将第二行的块减去第一行的块的 CA−1 倍 (左乘) 以消去 C，得到(
A B I O

O D − CA−1B −CA−1 I

)

若 det(D−CA−1B) = 0，则原矩阵进行行变换后 D−CA−1B 对应的行线性相关，从而不可能可逆；

若 det(D − CA−1B) ̸= 0，设其为 G，将第一行的块减去第二行的块的 BG−1 倍即可得到(
A O I +BG−1CA−1 −BG−1

O G −CA−1 I

)

最后，第一行的块左乘 A−1、第二行的块左乘 G−1，得到(
I O A−1 +A−1BG−1CA−1 −A−1BG−1

O I −G−1CA−1 G−1

)
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于是原矩阵可逆当且仅当 G 可逆，且可逆时的逆为(
A−1 +A−1BG−1CA−1 −A−1BG−1

−G−1CA−1 G−1

)

* 这里的行列变换与逆的形式称为 Schur 公式，而 G 称为 A 的 Schur 补，用行列变换阵的形式可
写为 (

I

−CA−1 I

)(
A B

C D

)(
I −A−1B

I

)
=

(
A O

O D − CA−1B

)

3. 证明 rank(ABC) + rankB ≥ rank(AB) + rank(BC)。

利用

rankX + rankY = rank
(
X O

O Y

)
只需证

rank
(
ABC O

O B

)
≥ rank

(
AB O

O BC

)
为将前者行列变换到后者，可以将第一行的块加上第二行的块的 A倍 (左乘)，即可得到一个 AB，也

即问题变为证

rank
(
ABC AB

O B

)
≥ rank

(
AB O

O BC

)
注意到，只要将第一列的块减去第二列的块的 C 倍 (右乘)，就可以消去 ABC，只保留 B，问题变

为证

rank
(

O AB

−BC B

)
≥ rank

(
AB O

O BC

)
给左侧第一列乘 −I，并交换行列，可得只需证明

rank
(
AB O

B BC

)
≥ rank

(
AB O

O BC

)

由 3.5 节习题 11 即得到结论。

* 教材 3.5 节的例 8、例 9 与习题 11 常用于证明秩不等式。本题结论称为 Frobenius 秩不等式。

* 将 B 取为 I 的 Frobenius 秩不等式称为 Sylvester 秩不等式，最常用的情况即

rank(Am×nBn×p) = O =⇒ rankA+ rankB ≤ n

§8.2 线性映射与相抵

本部分中，我们希望继续本讲义 3.2.2 对线性映射的讨论，并且彻底解决线性映射和矩阵的关系。为
方便之后的研究，我们将所有数域上的矩阵都看成复矩阵。

8.2.1 线性映射的矩阵表示

直接验证可以发现，对 Am×n，映射 A : Cn → Cm，A(x) = Ax 是一个线性映射。在之前的讨论中，

我们已经大量利用了这个线性映射与矩阵性质的关系，这里列举最重要的两条：

dim Im A = rankA, dimKer A = n− rankA

更多的相关定义与性质可参考本讲义第三章。
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我们下面证明一个非常重要的性质：对任何线性映射 f : Cn → Cm，一定存在矩阵 Fm×n 使得

f(x) = Fx，从而 x→ Ax 就是全部的线性映射。

为了证明此结论，我们需要先思考 F 的元素是如何确定的。直观来看，取 x = ei，则 Fx 就是 F 的

第 i 列。由此，反向进行操作，设 F 的第 i 列是 f(ei)，下面证明对任何向量 x 有 f(x) = Fx。

对任何向量 x，由于 e1, . . . , en 构成 Cn 的一组基，可设其为

x =
n∑

i=1

xiei, xi ∈ C

利用线性映射的线性性即有

f(x) =
n∑

i=1

xif(ei)

直接计算可发现这就是 Fx 的表达式。由于考虑 Fei 可发现不同 F 对应的映射不同，我们即证明了对

Cn → Cm 的线性映射 f，存在唯一矩阵 Fm×n 使得 f(x) = Fx。

因此，我们可以得到，Cn 到 Cm 的线性映射与 m× n 矩阵存在一个一一对应，这就完全刻画了线性

映射。然而，对于两个更一般的向量空间 U 与 V，能否完全刻画其间的线性映射呢？

出于对向量空间刻画的基本需求，我们设 dimU = n，一组基为 S = {α1, . . . , αn}；dimV = m，一

组基为 S′ = {β1, . . . , βm}。某种意义上，给定基的 k 维向量空间就可以看作 Ck：对向量空间 W 与其一

组基 T = {γ1, . . . , γk}，任何 x ∈W 存在唯一表示

x =

k∑
i=1

xiγi

将列向量 (x1, . . . , xk)
T 称为 x 在基 T 下的坐标，记为 xT (这不是一个通用记号，这里引入是为了方便书

写)。
我们从坐标的定义出发进行推导：

1. 坐标映射 πT (x) = xT 是 W → Ck 的映射。

利用基的性质，任何向量 x 一定在基 T 下可以写出对应的表达式，且表达式是唯一的，由此确实构

成映射。

2. πT (x) 是 W → Ck 的线性映射。

直接验证 πT (λx) = λxT 与 πT (x+ y) = xT + yT 即可。

3. πT (x) 是 W → Ck 的单射。

由于其为线性映射，为单射仅需证明 Ker πT = {0}，而 πT (x) = 0 意味着 xT = 0，根据定义可发现

有 x = 0。

4. πT (x) 是 W → Ck 的满射。

利用向量空间封闭性，对任何 Ck 中向量，其作为坐标可确定 W 中元素，从而为满射。

* 由此，πT 构成 W → Ck 的双射，或称线性同构。

5. 对不同的基 T, T ′，映射 πT 与 πT ′ 不同。

对两组不同的基，由个数相等不可能 T ⊂ T ′，因此一定有某个向量 α 在 T 中但不在 T ′ 中，由此

πT (α) 为某个 ei，但 πT ′(α) 不为某个 ei，于是它们不同。

6. 对 U → V 的线性映射 f，x→ πS′(f(π−1
S (x))) 是 Cn → Cm 的线性映射。

由本讲义 3.2.2的结论，线性同构的逆亦为线性同构，于是 π−1
S 是 Cn → U 的线性映射、f 是 U → V

的线性映射、πS′ 是 V → Cm 的线性映射，由线性映射的复合是线性映射知结论。
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7. 对 U → V 的线性映射 f，存在唯一矩阵 FS,S′ ∈ Cm×n 使得 πS′(f(π−1
S (x))) = FS,S′x。

由于 x→ πS′(f(π−1
S (x))) 是 Cn → Cm 的线性映射，本节开头已证其一定对应某个矩阵的乘法。

8. 对任何矩阵 F ∈ Cm×n，映射 x→ π−1
S′ (FπS(x)) 是 U → V 的线性映射。

由于 x→ Fx 是 Cn → Cm 的线性映射，πS 是 U → Cn 的线性映射，π−1
S′ 是 Cm → V 的线性映射，

复合可知结论。

9. 给定基 S、S′ 后，U → V 的线性映射 f 与 m× n 矩阵 FS,S′ 一一对应。

前两个性质已经给出了线性映射对应到矩阵与矩阵对应到线性映射的方式，而若矩阵 F 对应的线性

映射为 π−1
S′ (FπS(x))，其对应的矩阵为 (利用映射结合律)

πS′(π−1
S′ (FπS(π

−1
S (x)))) = Fx

反之类似可验证，于是上述两种对应是互逆的，这就说明了构成一一对应。

10. y = f(x) 当且仅当 yS′ = FS,S′xS。

利用 xS = πS(x)，yS′ = FS,S′xS 等价于 πS′(y) = FS,S′πS(x)，而两边同时作用 π−1
S′ 可得其等价于

y = π−1
S′ (FS,S′πS(x))，根据性质 8、9 可知这即等价于 y = f(x)。

上方定义的 FS,S′ 即称为线性映射 f 在基 S、S′ 下的矩阵表示。上述过程事实上表明了，矩阵表示也

即看作坐标时对应的矩阵乘法，于是，只要是 n 维空间到 m 维空间的线性映射，均可看作矩阵乘法。

矩阵表示的一个等价定义是：设 (注意右侧的下标与矩阵乘法时通常出现的 ij 对 j 不同，是 ij 对 i)

f(αj) =
m∑
j=1

fijβi

将 fij 拼成的矩阵 F 定义为 f 在基 S、S′ 下的矩阵表示。这个定义看似比上面复杂的映射操作要简洁，

但对矩阵表示意味着可看作矩阵乘法失去了直观。它与我们之前定义的等价性可由性质 10 计算验证。

8.2.2 作为基变换的可逆阵

虽然上述的讨论已经完全刻画了两个向量空间之间的线性映射，但仍有一个不足之处：线性映射的矩

阵表示是依赖基的，会随着基的变化而变化。

很自然地，我们希望能够知道，线性映射在怎样的基下拥有简单的表示。为了研究这一性质，我们必

须刻画基之间的关系。同样先给出定义：对空间 U 的两组基 S = {α1, . . . , αn} 与 T = {β1, . . . , βn}，设

βj =
n∑

i=1

pijαi

则称所有 pij 拼成的 n 阶矩阵 P 为 S 到 T 的过渡矩阵。

* 仍需注意右侧的下标是 ij 对 i。

由于任何 U 中向量在基 S 下存在唯一表示，此定义确实是合理，且根据 3.2节例 2可知 P T 可逆 (由
于下标影响，例 2 中实际的矩阵为 P T )，从而由逆的基本性质可知 P 可逆。反之，给定 S 与可逆矩阵 P，

可以构造出 T，同样由 3.2 节例 2 与 P T 可逆可知 T 也为一组基。

上述的讨论给出了可逆矩阵的重要性质：可以作为基之间的过渡矩阵。事实上，若 P 是 S 到 T 的过

渡矩阵，则 P−1 是 T 到 S 的过渡矩阵，此外，xT = P−1xS。这两个性质同样体现了可逆的必要性。

为证明第一个性质，我们设 T 到 S 的过渡矩阵为 Q，对应元素 qij，有

αj =
n∑

k=1

qkjβk =
n∑

k=1

qkj

n∑
i=1

pikαi =
n∑

i=1

( n∑
k=1

pikqkj

)
αi
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利用基的线性无关性，当且仅当 i = j 时
∑n

k=1 pikqkj = 1，否则其为 0，而这即为矩阵乘法的分量表示，
从而 PQ = I，得证。

为证明第二个性质，设

x =
n∑

j=1

xjβj

有

x =
n∑

j=1

xj

n∑
i=1

pijαi =
n∑

i=1

( n∑
j=1

pijxj

)
αi

利用矩阵乘法的分量表示即知 xS = PxT，从而 xT = P−1xS。

由此，假设 S, T 为 U 的两组基，S′, T ′ 为 V 的两组基，若已知 f 的矩阵表示 FS,S′，我们希望能从

过渡矩阵出发得到矩阵表示 FT,T ′。

假设 S 到 T 的过渡矩阵为 P，S′ 到 T ′ 的过渡矩阵为 Q，利用性质 10 有

yS′ = FS,S′xS ⇐⇒ y = f(x) ⇐⇒ yT ′ = FT,T ′xT

而上方证明了 yT ′ = Q−1yS′、xT = P−1xS，从而

yS′ = FS,S′xS ⇐⇒ Q−1yS′ = FT,T ′P−1xS

将右侧利用消去进一步改写为 yS′ = QFT,T ′P−1xS，由于等价性对任何 xS、yS′ 成立，必有 QFT,T ′P−1xS =

FS,S′xS 对一切 xS 成立，因此 QFT,T ′P−1 = FS,S′，消去得到

FT,T ′ = Q−1FS,S′P

从而可知线性映射在不同基下的矩阵表示相抵。

反之，由于从任何过渡矩阵出发都可以构造出对应的基，所有与 FS,S′ 相抵的矩阵都是 f 在某组基下

的矩阵表示。

最后，我们回顾本讲义第七章的相抵标准形结论，这意味着，对任何线性映射 f : U → V，若 dimU = n、

dimV = m，存在 U 的一组基 S = {α1, . . . , αn} 与 V 的一组基 S′ = {β1, . . . , βm} 使得

FS,S′ =

(
Ir O

O O

)

利用矩阵表示的等价定义，这意味着

∀i ∈ {1, . . . , r}, f(αi) = βi

∀i ∈ {r + 1, . . . , n}, f(αi) = 0

这就是相抵标准形对线性映射的意义：选取基使得线性映射的矩阵表示最为简洁。

* 由于相抵不改变秩，我们可以定义一个线性映射的秩 rank f 为其某个矩阵表示的秩 rankFS,S′，其含义

见下节。

8.2.3 不可区分的线性映射

* 本节为附加内容，仅为相抵提供另一种理解方式。
在本讲义 3.2.2 中，我们提到了向量空间不可区分当且仅当同构，也即维数相等。那么，两个线性映

射在何时不可区分呢？
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考虑 f : U → V 与 f ′ : U ′ → V ′。若 U 与 U ′ 不同构或 V 与 V ′ 不同构，它们自然是可以区分的。

否则，若存在线性同构 φ : U → U ′ 与线性同构 ψ : V ′ → V 使得

f = ψ ◦ f ′ ◦ φ

两个映射即不可区分——这意味着，只要对 U、U ′、V、V ′ 选取合适的基，能使两映射形式上相同。更进

一步地，由于我们已经给出了矩阵表示与坐标映射的定义，形式上相同也即具有相同的矩阵表示。

* 利用矩阵表示与坐标映射的关系，由于同构将一组基映射到一组基，可验证 f = ψ ◦ f ′ ◦ φ 确实与存在
相同矩阵表示等价。

根据上节，具有相同的矩阵表示等价于矩阵表示的相抵标准形相同，也即秩相同。再由上节性质 10知

rankFS,S′ = dim Im FS,S′ = dim{yS′ | yS = FS,S′xS} = dim{πS′(y) | y = f(x)} = dimπS′(Im f)

由于 πS′ 为同构，可验证其将 Im f 一组基映射为 πS′(Im f) 一组基，于是矩阵表示的秩即为 dim Im f。

综合上述讨论，f : U → V 与 f ′ : U ′ → V ′ 不可区分当且仅当

dimU = dimU ′, dimV = dimV ′, dim Im f = dim Im f ′

* 思考：从相抵标准形出发构造对应的 ψ 与 φ。

§8.3 线性变换与相似

8.3.1 线性变换

线性变换的定义非常简单：一个空间 U 到自身的线性映射 ρ : U → U 称为线性变换。

如此定义的关键作用是，线性变换可以和自身复合，我们定义线性变换的次方 ρn 代表 ρ 和自身复合

n 次，加法为 (ρ1 + ρ2)(x) = ρ1(x) + ρ2(x)，数乘为 (aρ)(x) = aρ(x)，则可以谈论线性变换的多项式，其

中常数项定义为 aI，I 为恒等变换 x→ x。

* 这里加法和数乘的定义类比函数的加法，是非常自然的。

由于线性变换也是线性映射，我们之前关于线性映射的结论可以直接用在线性变换上，不过，由于其

定义域与陪域是在同一个空间，我们自然希望谈论它们的时候用的是同一组基。考虑线性变换 ρ : U → U

(称为 U 上的线性变换) 与 U 的一组基 S = {α1, . . . , αn}，直接从线性映射的讨论得到如下结论 (这里采
用复合的写法简化书写)：

1. 存在唯一矩阵 PS ∈ Cn×n 使得 πS ◦ ρ ◦ π−1
S (x) = PSx。

2. 对任何矩阵 P ∈ Cn×n，映射 x→ π−1
S (PπS(x)) 是 U 上的线性变换。

3. 给定基 S 后，U 上的线性变换 ρ 与 n 阶方阵 PS 一一对应。

4. y = ρ(x) 当且仅当 yS = PSxS。

5. rankPS = dim Im ρ。

可以发现，在这个视角下，方阵即对应着线性变换。不过，出于方阵的特殊性，我们还有着更多的结

论：

5. ρ 是同构当且仅当 PS 可逆。

由于已知其为线性映射，ρ 是同构等价于 ρ 可逆。本讲义第七章中已证明映射 ϕ : xS → PSxS 可逆

当且仅当 PS 可逆，而 ρ = π−1
S ◦ ϕ ◦ πS，若 ϕ 可逆，利用可逆映射复合可逆知 ρ 可逆。反之，若 ρ

可逆，由 ϕ = πS ◦ ρ ◦ π−1
S 同理知 ϕ 可逆。
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6. 若 f 为多项式，f(ρ) 在基 S 下的矩阵表示为 f(PS)。

定义 ϕ : xS → PSxS，由于 ρ = π−1
S ◦ ϕ ◦ πS，利用映射结合律相消有 ρn = π−1

S ◦ ϕn ◦ πS，进一步
利用它们都为线性映射，线性组合得到 f(ρ) = π−1

S ◦ f(ϕ) ◦ πS。由于 f(ρ) 的矩阵表示对应映射为

πS ◦ f(ρ) ◦ π−1
S = f(ϕ)，直接计算 f(ϕ) 可发现对应矩阵是 f(PS)。

* 注意到，这里事实上出现了一个与相似差不多的结构，而证明过程事实上也与相似矩阵的多项式相
似非常接近。这种 a−1ba 类型的结构称为共轭，在 a, b 可交换时是平凡的，只能为 b，但对不交换的

系统具有一些非常本质的意义，无论是矩阵乘法还是映射复合都是如此。

7. 设基 S 到 T 的过渡矩阵为 Q，则 PT = Q−1PSQ。

由于 PT 即为看作线性映射的 PT,T，利用上一部分结论即得。

8. 对任何可逆矩阵 Q，Q−1PSQ 可以作为 ρ 在某组基下的矩阵表示。

由于从任何可逆矩阵 Q 与基 S 出发可以构造基 T，此结论成立。

由此，线性变换在不同基下的矩阵相似，且所有与某个矩阵表示相似的矩阵都可以看作其的矩阵表示。

从而，相似也具有了一个直观的意义：选取基使得线性变换的矩阵表示最为简洁。

* 仿照上一部分的最后一节，可以说明两个线性变换不可区分当且仅当对应的空间同构，且各自的某个矩
阵表示相似。

*所有相似下的不变量都可以定义在线性变换上，例如 rank、det与 tr，定义即为其某个矩阵表示的 rank、
det 与 tr。

8.3.2 复向量中的特征系统

我们希望知道，除了 rank、det 与 tr，与能定义在线性映射上的 Ker、Im，还有什么性质是对于一
个线性变换可以研究的。

对于一个变换 f，我们往往会考察其不动点，也即满足 f(x) = x 的点。对于 U 上的线性变换 ρ (设
U 的一组基为 S)，这个问题即成为了方程

ρ(x) = x

由于这即为 (ρ−I)x = 0，根据之前线性变换多项式的矩阵表示，这当且仅当 (PS−I)xS = 0。利用 Cramer
法则，此方程组有解当且仅当 det(PS − I) = 0，而只要解出了符合要求的 xS，作 π−1

S (xS) 即能得到所有

的 x。

更进一步地，由于向量空间中可以定义数乘，我们关系 ρ(x) 的 “广义不动点问题”，也即只改变方向、
未改变大小的点，这就得到了线性映射的特征方程：

ρ(x) = λx

1. 计根的重数时，恰有 n 个 λ (计重根) 使得此方程有非零解，它们称为线性映射的特征值，对应的 λ

重数称为特征值的代数重数。

见本讲义 7.4.4，由于相似不影响特征多项式，这里任取某个矩阵表示考虑特征多项式即可。

* 再次提醒所有不同特征值代数重数和为 n。

2. 所有 n 个特征值的和为 tr(A)。

利用韦达定理，由于 φ(A)(λ) =
∏n

i=1(λ− λi)，其 n− 1 次项为 −
∑

i λi，因此只需证明 det(λI −A)

的 n− 1 次项为 − trA。

考虑完全展开式，主对角线外的项至少包含两个主对角线外的元素，从而次数至多 n − 2，不影响

n− 1 次项。由此，n− 1 次项即为主对角线乘积
∏

i(λ− aii) 的 n− 1 次项，再次利用韦达定理即可

得到它是 − trA。
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3. 所有 n 个特征值的乘积为 det(A)。

利用韦达定理可知乘积为 det(λI − A) 的常数项乘 (−1)n，完全类似期中复习题 8(2) 中的说明可知
常数项为 (−1)n detA，再乘 (−1)n 可抵消，从而得证。

同样利用韦达定理，所有特征值乘积即为 φA(λ) 的常数项

4. 对每个特征值 λ，此方程的解构成线性空间，称为其对应的特征子空间，其中的非零向量称为此特征

值的特征向量，维数称为此特征值的几何重数。

5. 不同特征值的特征子空间交为 {0}。

否则，存在非零向量 x 使得 ρ(x) = λ1x = λ2x，但 λ1 ̸= λ2，矛盾。

6. 所有不同特征值的特征子空间和是直和。

* 这里多个空间求和可看作逐个相加，和是直和意为每一步都是直和。

假设这些特征子空间为 W1, . . . ,Wk，进行归纳。结论 5 证明了两个子空间的和是直和。

若某步并非直和，意味着 W1 ⊕ · · · ⊕Wi 与 Wi+1 有非零交，设这个元素为 x，其表示为

x1 + · · ·+ xi, xi ∈Wi

也即存在互不相同的 λ1, . . . , λi, λi+1，使得

λi+1x = ρ(x) = ρ(x1 + · · ·+ xi) = λ1x1 + · · ·+ λixi

于是

(λi+1 − λ1)x1 + · · ·+ (λi+1 − λi)xi = 0

但是，由于系数均非零且 xj 不全为 0，考虑使得 j 最大的非零 xj，其可被 x1, . . . , xj−1 表出，与之

前每步和为直和矛盾。

7. 任何特征值几何重数不超过代数重数。

考虑特征值 µ 与对应的特征子空间 W，设 W 一组基 α1, . . . , αk，并扩充为全空间一组基

α1, . . . , αk, β1, . . . , βn−k

由于

ρ(α1) = µα1, . . . , ρ(αk) = µαk

根据矩阵表示的等价定义，ρ 在这组基下的矩阵表示为(
µIk X

O Y

)

而直接计算特征多项式可发现其行列式为 det((λ− µ)Ik) det(λI − Y ) = (λ− µ)k det(λI − Y )，从而

µ 的代数重数至少为 k。

这样，我们就从空间视角对特征系统给出了明确的意义：它事实上代表一个线性变换的 “广义不动点”
的集合性质。
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8.3.3 可对角化 I

最后，让我们来聊一聊对角化的相关问题。

若一个矩阵可以相似为对角阵，则称其为可对角化的矩阵。从线性映射 ρ 的角度来说，若能选取一组

基 α1, . . . , αn 使得其的矩阵表示为 diag(λ1, λ2, . . . , λn)，则利用矩阵表示的等价定义可知这即代表

ρ(α1) = λ1α1, ρ(α2) = λ2α2, . . . , ρ(αn) = λnαn

这意味着，λi 都是 ρ 的特征值，从而可对角化等价于存在一组基均为 ρ 的特征向量 (由于可对角化
本质是某些相似等价类的性质，相似不改变可对角化性，于是可定义在线性变换上)。本节中，我们先不关
心怎样的矩阵是可对角化的，专注于可对角化矩阵的好处。下假设 ρ : U → U 是可对角化的：

1. ρ 任何特征值的几何重数等于代数重数。

设 ρ 的所有特征子空间为 W1, . . . ,Wk，由于每个特征向量都属于某个特征子空间，而可对角化时任

何矩阵向量可拆分为特征向量的线性组合，即得

U =W1 + · · ·+Wk

但是，由于和的维数不超过维数的和、dimWi 不超过 λi 的代数重数，通过所有不同特征值代数重数

和为 n 可知上述两个 “不超过” 必须取等，从而得证。

2. 给定 x =
∑

i µiαi，则 f(ρ)(x) =
∑

i µif(λi)αi，从而 f(ρ) 也是可对角化的.

利用 f(ρ) 定义直接计算验证即可。由此，f(ρ)αi = f(λi)αi，而 {αi} 构成 U 一组基，因此可对角化。

3. 若 ρ 是同构，给定 x =
∑

i µiαi，则 ρ−1(x) =
∑

i µiλ
−1
i αi，从而 ρ−1 也是可对角化的。

由于 ρ 是同构，ker ρ = {0}，也即所有 λi 均非零，于是 x →
∑

i µiλ
−1
i αi 确实是良好定义的映射，

计算验证可发现 ρ 与此映射复合为 I，因此其确实为 ρ 的逆。可对角化的理由与上个结论相同。

4. 线性变换 ϕ 与 ρ 可交换当且仅当对任何 ρ 的特征子空间 Wi 有 ϕ(Wi) ⊂Wi。

由结论 1 过程可知 U =W1 + · · ·+Wk，再由上节结论 6 得

U =W1 ⊕ · · · ⊕Wk

类似两空间直和的情况，归纳可知 U 中任何向量 x 存在唯一分解 x1 + · · ·+ xk 使得 xi ∈Wi。由此，

利用线性性，ρ ◦ ϕ = ϕ ◦ ρ 当且仅当对 xi ∈Wi 有 ρ(ϕ(xi)) = ϕ(ρ(xi))。

设 Wi 对应特征值 λi，若 ϕ(Wi) ⊂Wi，即有

ρ(ϕ(xi)) = λiϕ(xi) = ϕ(λixi) = ϕ(ρ(xi))

将上式反向观察即可发现 ϕ(xi) ∈Wi，从而得证。

最后，我们给出上面四个结论的矩阵论版本，设 A 是一个可对角化的方阵，且存在可逆阵 P 使得

A = P diag(λ1, . . . , λn)P
−1

1. A 任何特征值的几何重数等于代数重数。

与上方第一个结论的说明方式完全相同。

2. f(A) = P diag(f(λ1), . . . , f(λn))P
−1。

利用相似的多项式性质，直接计算对角阵的多项式发现相当于每个位置作多项式，从而得证。
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3. A 可逆时 A−1 = P (λ−1
1 , . . . , λ−1

n )P−1。

由 A 可逆可知不存在零特征值，因此右侧矩阵良好定义。直接计算可验证右侧矩阵乘 A 为 I，从而

得证。

4. B 与 A 可交换当且仅当

B = PB0P
−1

其中 B0 满足当且仅当 λi = λj 时 (B0)ij 可任取，否则为 0。

直接计算 AB = BA 并消去两边的 P 与 P−1 得到对任何 i, j 有 λi(B0)ij = λj(B0)ij，从而得证。

也即，对可对角化的矩阵，多项式、逆与交换性问题都是容易解决的，相当于对每个特征值操作。

九 可逆阵的技巧

* 本次习题课讲义的补充内容部分均以习题形式组织，具体的知识背景、相关定义请参考第七章与第八章。

§9.1 习题解答

1. 习题 5.5-2

(1) 特征值 1 + i
√
3 对应特征向量 (i, 1)T，特征值 1− i

√
3 对应特征向量 (−i, 1)T。看成实数域上矩

阵无特征值。

(2) 特征值 i 对应特征向量 (−1 + 2i, 1 − i, 2)T，特征值 −i 对应特征向量 (−1 − 2i, 1 + i, 2)T，特征
值 1 对应特征向量 (−2, 1, 1)T。看成实数域上矩阵特征值只有 1，对应特征向量不变。

2. 习题 5.5-9

当 λ ̸= 0 时，由 4.5 节命题 2

det(λI −AB) = λn det(I − (λ−1A)B) = λn det(I −B(λ−1A)) = det(λI −BA)

而左右均为 λ 的多项式，它们在 0 以外的点相同即说明它们相同 (或利用 Binet-Cauchy 公式单独讨
论 0 的情况)。

3. 习题 5.5-16

利用满秩分解 (见 4.3 节例题或本讲义 4.2.1 后方习题) 可设 A = αβT，其中 α、β 为列向量，且由

A ̸= O 可知 α 与 β 均为非零向量。

由本讲义 8.1.3 第一题直接计算可知 (注意 βTα 是 1× 1 矩阵，行列式为自身)

det(λI −A) = λn−1(λ− βTα)

若 βTα = 0，有 A2 = α(βTα)βT = O，矛盾，因此根据特征值重数定义得证。

4. 习题 5.5-7

设 A 的特征多项式为 (λ1, . . . , λn 为计重数的全部特征值)

det(λI −A) =
n∏

i=1

(λ− λi)

由 k ̸= 0 直接计算可得

det(λI − kA) = kn det((k−1λ)I −A) = knφA(k
−1λ) = kn

n∏
i=1

(k−1λ− λi) =
n∏

i=1

(λ− kλi)

从而 A 的特征值 λi 与 kA 的特征值 kλi 一一对应，即得证。
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5. 习题 5.5-14

若 A 可逆，即特征值均非零，利用习题 5.5-7 与本节例 6 可知 A∗ 的特征值为

detA
λ1

, . . . ,
detA
λn

再由本讲义 8.3.2 结论 3 可化为 ∏
i ̸=1

λi,
∏
i ̸=2

λi, . . . ,
∏
i ̸=n

λi

* 此时利用摄动法与特征值、A∗ 对 A 的连续性可直接得到 A∗ 不可逆时结论同上。不过，特征值的

连续性并不显然 (在考试中尽量别用，可以用来猜结论)，我们这里还是采用较复杂的讨论。

若 A 不可逆，其有零特征值，不妨设 λ1 = 0，利用本讲义 7.3.2 的结论可知 rankA∗ ≤ 1，即 0 的几
何重数至少为 n− 1，于是 0 的代数重数至少为 n− 1，也即 A∗ 至少有 n− 1 个特征值为 0。

根据本讲义 8.3.2 的结论，tr(A∗) 为 A∗ 特征值的和，也即唯一一个可能非零的特征值。另一方面直

接利用完全展开计算 (或由书上结论) 可发现 tr(A∗) =
∑

iAii 是 det(λI − A) 的一次项乘 (−1)n−1。

由于

det(λI −A) = λ
n∏

i=2

(λ− λi)

其一次项为 (−1)n−1λ2 . . . λn，也即其最后一个特征值为 λ2 . . . λn，与可逆时结论相同。

6. 习题 5.6-4

由上三角阵的特征值结论可知 A 的特征值 1 代数重数 r，特征值 −1 代数重数 n− r。直接利用行列

变换消去 B (类似相抵标准形证明过程) 可知 rank(A− I) = n− r、rank(A+ I) = r，从而得证可对

角化。

7. 习题 4.4-13

直接配凑可得

(I −A)(I −B) = I −A−B +AB = I

于是 I −A 与 I −B 互逆，从而

I = (I −B)(I −A) = I −B −A+BA

这即得到 A+B = BA，因此 AB = BA。

8. 习题 4.5-19

记向量 α = (a1, . . . , an)
T，β = (b1, . . . , bn)

T，则原行列式为 I + αβT，由此利用 4.5 节命题 2 (注意
βTα 是 1× 1 矩阵，行列式为自身)

det(I + αβT ) = 1 + βTα = 1 +
n∑

i=1

aibi

9. 习题 4.5-21

将其看作矩阵 (
In−1 B

C D

)
利用习题 4.5-14 (证明见本讲义中 Schur 公式) 可知

detA = det(D − CB)
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设 F = D − CB，其各元素为 fij，可发现

fij =



(1− n)a i = j < n

a i = j = n

−nb i = j − 1

n i = n, j = 1

直接利用完全展开可发现只有两项，从而计算得结果为

(1− n)n−1an + nnbn−1

10. 习题 4.6-2

直接利用分配律计算可发现

βT

s∑
i=1

λiαi =
∑
i=1

λs
iβ

Tαi = 0

11. 习题 4.6-5

直接利用正交化可得结果为

β1 =


√
2/2

√
2/2

0

0

 , β2 =


√
6/6

−
√
6/6

√
6/3

0

 , β3 =


√
3/6

−
√
3/6

−
√
3/6

−
√
3/2


12. 习题 4.6-14

直接计算可得结果为

arccos
(
− 1√

602

)

§9.2 矩阵论技巧

9.2.1 更复杂的分块

1. 若 A2 = O，求证存在可逆矩阵 P 使得

A = P−1

(
O Ir

O O

)
P

设 A 相抵标准形为 RΣQ，由 A2 = O 通过消去可得 ΣQRΣ = O，设 QR 分块为(
Xr×r Y

Z W(n−r)×(n−r)

)

计算可得 X = O，从而计算可得

A = RΣ(QR)R−1 = R

(
O Y

O O

)
R−1

由于乘可逆阵不改变秩，应有 rankY = r，即其行满秩 (由 Y 为 r × (n− r) 阶矩阵可得 r ≤ n− r，

即 2r ≤ n)，于是其与 (Or×(n−2r) Ir) 相抵，设

Y = P0

(
O Ir

)
Q0
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则利用第三类初等变换的分块形式可发现

A = R

(
P0

In−r

)(
O Ir

O O

)(
Ir

Q0

)
R−1

为配凑逆进一步计算可发现

A = R

(
P0

In−r

)(
Ir

Q−1
0

)(
O Ir

O O

)(
Ir

Q0

)(
P−1
0

In−r

)
R−1

由此取

P =

(
Ir

Q0

)(
P−1
0

In−r

)
R−1

可利用分块初等变换阵的逆验证结论成立。

2. 若 A3 = A，求证存在可逆矩阵 P 使得

A = P−1


Ia O O

O −Ib O

O O O

P

设 A 相抵标准形为 RΣQ，由 A3 = A 通过消去可得

ΣQRΣQRΣ = Σ

设 QR 分块为 (
Xr×r Y

Z W(n−r)×(n−r)

)
计算可得 X2 = I，由此类似本讲义 4.2.2 第一问 (更详细的证明见之后的 9.2.3) 可证得存在 P0 使得

X = P0

(
Ia O

O −Ib

)
P−1
0

而直接计算可得

A = RΣ(QR)R−1 = R

(
X Y

O O

)
R−1

由 X2 = I 知 X 可逆，从而可利用之前的 Schur 公式消去 Y，并进一步通过初等变换阵的逆配凑得

到

A = R

(
X O

O O

)(
I X−1Y

O I

)
R−1 = R

(
I −X−1Y

O I

)(
X O

O O

)(
I X−1Y

O I

)
R−1

再利用 X 的表达式计算可得

A = R

(
I −X−1Y

O I

)(
P0 O

O I

)
Ia O O

O −Ib O

O O O


(
P−1
0 O

O I

)(
I X−1Y

O I

)
R−1

由此取

P =

(
P−1
0 O

O I

)(
I X−1Y

O I

)
R−1

可利用分块初等变换阵的逆验证结论成立。

* 这两题中多次应用了由于矩阵某些部分为 0，作初等变换后配凑发现另一侧乘上对应的逆无影响，这是
相似配凑的常用技巧。
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9.2.2 多项式相关

1. 若 λ1, . . . , λn 是 A 的全部特征值 (含重数)，证明对多项式 g 有

det(g(A)) =
n∏

i=1

g(λi)

设 g(x) =
∏m

k=1(x− µk)，则利用矩阵多项式的可交换性可得

g(A) =
m∏

k=1

(A− µkI)

由 Binet-Cauchy 公式得到

det(g(A)) =
m∏

k=1

det(A− µkI)

利用定义，A− µkI 的特征多项式为 det((λ+ µk)I −A)，由此其全部特征值为 λ1 − µk, . . . , λn − µk，

再利用行列式等于特征值乘积可得

det(g(A)) =
m∏

k=1

n∏
i=1

(λi − µk)

先对 k 作乘积即得到

det(g(A)) =
n∏

i=1

g(λi)

2. 证明

xk − yk =
k−1∏
j=0

(x− ωjy), ω = e2πi/k

先考虑 y = 1 时。由 ω 的表达式可验证 ωk = e2πi = 1，由此 ω 是 xk − 1 的根，而同理计算得

ω0, ω1, . . . , ωk−1 都是 xk − 1 的根。

此外，对 0 ≤ t < s ≤ k − 1，直接计算可得 (最后不等号是由于其对应小于 2π 的某角度)

ωs−t = e2(s−t)πi/k ̸= 1

从而这些根互不相同。根据代数学基本定理，xk − 1 与
∏k−1

j=0 (x− ωj) 只相差倍数，再由它们首项系

数相同可知相等。

对一般的 y，令 t = x/y，左侧即可写为 yk(tk − 1)，写出分解后再将 yk 乘到分解式中即可。

3. 已知 A 的特征多项式为 φA(λ)，求 Ak 的特征多项式。

由定义可知要求的多项式

φAk(λ) = det(λI −Ak) = (−1)n det(Ak − λI)

* 此处作相反数是为了保持 A 部分的独立，方便之后化为 A 的特征多项式。

将其看作 (这里对复数任取某 k 次方根即可，不影响之后讨论) det(Ak − (λ1/kA)k)，利用上题可写

出分解

φAk(λ) = (−1)n det
( k−1∏

j=0

(A− ωjλ1/kI)

)
= (−1)n

k−1∏
j=0

det(A− ωjλ1/kI), ω = e2πi/k

为将其化为 A 的特征多项式形式，再在每个因式中提出 (−1)n 即得

φAk(λ) = (−1)kn+n

k−1∏
j=0

det(ωjλ1/kI −A) = (−1)kn+n

k−1∏
j=0

φA(ω
jλ1/k)

* 若之前不作相反数，这里提出的系数将会更加复杂，不过可通过精细计算化出相同的结论。
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4. 证明 Ak 的全部特征值为 A 的全部特征值对应作 k 次方。

即要证明

det(λI −Ak) =
n∏

t=1

(λ− λk
t )

类似上题写出分解

det(λI −Ak) =
k−1∏
j=0

det(λ1/kI − ωjA)

利用习题 5.5-7 可知 ωjA 特征值为 ωjλ1, . . . , ω
jλn，于是可知行列式分解为 (将 λ1/k 看作整体)

k−1∏
j=0

n∏
t=1

(λ1/k − ωjλt)

更换乘积次序，先对 j 作乘积，再次利用分解式即得到这是

n∏
t=1

(λ− λk
t )

* 稍复杂的多项式题目往往需要熟练的代数变换与单位根 (即 e2πi/k) 相关的技巧，一个取巧的方法是利用
之后介绍的相似三角化，但这也并不能保证解决所有问题。

9.2.3 可对角化 II

1. 若 A 可对角化，求证存在无重根的多项式 f 使得 f(A) = O。

设 A 的所有不同特征值为 λ1, . . . , λk，其对角化为 A = P−1DP，则设 f(λ) =
∏k

i=1(λ − λi)，利用

多项式的相似计算可知

f(A) = P−1f(D)P

由于 D 的某个位置一定等于某个 λi，且

f(D) =
k∏

i=1

(D − λiI)

D 的某个位置一定在某个因子中为 0，由此直接计算可得 f(D) = O，即得证 f(A) = O。

2. 若存在无重根的多项式 f 使得 f(A) = O，求证 A 可对角化。

回顾 diag(A1, A2, . . . , Ak) 表示将 A1, . . . , Ak 排在主对角线上的分块对角阵。设

f(λ) =
k∏

i=1

(λ− λi)

且 λ1, . . . , λk 互不相同，下面证明存在 P 使得

A = P−1 diag(λ1In1
, λ2In2

, . . . , λkInk
)P

对 k 归纳。当 k = 1 时，直接得到 A = λ1I，符合要求，下面设对 1, . . . , k− 1 均成立，考虑 k 的情

况。

* 终极目标：化为已解决的情况。为此，我们需要不断简化命题。接下来设 λk = 0 是因为我们可以

方便地通过 “平移” 将情况化到 λk = 0 时，而 λk = 0 的情况思路来自之前分析 A3 = A 时，详见后

续证明。
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先证明 λk = 0 时情况成立。此时，f(λ) 没有零次项，可设其为

f(λ) =
k∏

i=1

(λ− λi) = λk + ak−1λ
k−1 + · · ·+ a1λ

则有

Ak + ak−1A
k−1 + · · ·+ a1A = O

设 A 相抵标准形为 RΣQ，代入上式得到

(RΣQ)k + ak−1(RΣQ)k−1 + · · ·+ a1RΣQ = O

注意每项最左侧都为 P、最右侧都为 Q，可消去，且计算可发现消去后原式化为 (可直接展开计算说
明 R−1(RΣQ)kQ−1 = (ΣQR)k−1Σ)

(ΣQR)k−1Σ+ ak−1(ΣQR)
k−2Σ+ · · ·+ a1Σ = O

设 QR 分块为 (
Xr×r Y

Z W(n−r)×(n−r)

)
计算可得

(ΣQR)tΣ =

(
Xt O

O O

)
于是可进一步化为

Xk−1 + ak−1X
k−2 + · · ·+ a1I = O

这是一个以 λ1, . . . , λk−1 为根的 k − 1 次多项式，于是根据归纳假设有

X = P−1
0 diag(λ1In1

, λ2In2
, . . . , λk−1Ink−1

)P0

此外，由于 f 无重根，λ1, . . . , λk−1 中不会有 0，因此 X 可逆。

直接计算可得

A = RΣ(QR)R−1 = R

(
X Y

O O

)
R−1

与本讲义 9.2.1 第二题完全相同可得

A = R

(
I −X−1Y

O I

)(
X O

O O

)(
I X−1Y

O I

)
R−1

完全相同继续计算得

A = R

(
I −X−1Y

O I

)(
P0 O

O I

)
diag(λ1In1

, λ2In2
, . . . , λk−1Ink−1

, O)

(
P−1
0 O

O I

)(
I X−1Y

O I

)
R−1

而由于 λk = 0，取

P =

(
P−1
0 O

O I

)(
I X−1Y

O I

)
R−1

这已经是符合要求的形式。

下面证明一般的情况。对任何 A，令 B = A− λkI，则直接代入 f(A) = O 可发现

i−1∏
i=1

(B − (λi − λk)I)B = O
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由 λ1, . . . , λk 互不相同，它们同减 λk 后仍互不相同，这即符合 λk = 0 的情况，于是存在 P 使得

B = P−1 diag((λ1 − λk)In1
, . . . , (λk−1 − λk)Ink−1

, O)P

还原回 A，由于可交换性 λkI = P−1(λkI)P，利用乘法分配律最终得到

A = P−1(diag((λ1 − λk)In1
, . . . , (λk−1 − λk)Ink−1

, O) + λkI)P

设 O 为 nk 阶，即有最终结论

A = P−1 diag(λ1In1
, λ2In2

, . . . , λkInk
)P

* 这本质是最小多项式相关的结论，将在之后介绍。

§9.3 相似的特殊结论

* 本部分的结论大都非常重要，之后也会大量用到，因此建议大家至少熟悉这里的所有结论。

9.3.1 相似三角化

1. 证明任何复方阵与某上三角阵相似。

核心思路：特征方程 Aα = λα 用矩阵乘法表述 (将 λ 看作一阶方阵) 事实上是 Aα = αλ，具有相似

的形式。

对阶数归纳，一阶时直接成立，若对 n− 1 阶成立，n 阶时选出 A 的某特征值 λ 与特征向量 α，并由

α ̸= 0 利用基扩充构造一个以 α 为第一列的可逆阵，记为 P，计算可发现 AP 第一列应为 λα，进一

步计算有 (这里 x,X 为未知向量/矩阵)

AP = P

(
λ x

0 X

)

利用归纳假设，设 X = QUQ−1，U 为上三角阵，则计算可发现

A = P

(
1 0

0 Q

)(
λ xQ

0 U

)(
1 0

0 Q−1

)
P−1

记

R =

(
1 0

0 Q−1

)
P−1

则 RAR−1 已经为上三角阵。

* 利用相似不改变特征多项式，此上三角阵的对角元即为其特征值，且由于算法中每一步取的特征值
是任意的，对角元可按任意顺序排列。

2. 若 λ1, . . . , λn 是 A 的全部特征值，对多项式 f，求证 f(A) 的全部特征值为 f(λ1), . . . , f(λn)。

由于 A = P−1UP，U 是对角元为 λ1, . . . , λn 的上三角阵，有 f(A) = P−1f(U)P，而直接计算可发

现 f(U) 是对角元为 f(λ1), . . . , f(λn) 的上三角阵。由于 f(A) 与 f(U) 相似，二者特征值相同，而

上三角阵特征值为对角元，从而得证。
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9.3.2 置换相似

1. 称每行每列恰有一个元素为 1，其他为 0 的矩阵为置换阵，证明置换阵可逆，并计算其逆。

利用完全展开式即得置换阵行列式为 ±1，从而可逆。

设其非零元素为 a1m1
, a2m2

, . . . , anmn
，考虑其左乘一个方阵，即相当于把第 m1 行交换到第一行，第

m2 行交换到第二行……由此从变换的角度其逆应为 am11, am22, . . . , amnn 非零的置换阵，而这恰为

原矩阵转置。下面验证此结论。

记 δab 当 a = b 时为 1，否则为 0，则置换阵可以写为 aij = δjmi
。其转置即 (AT )ij = aji = δimj

。

直接计算发现

(AAT )ij =
n∑

k=1

δkmi
δkmj

当 i = j 时，mi = mj，这 n 项求和中有一项为 1，从而为 1；否则由每列只有一个元素为 1 可知
mi ̸= mj，从而为 0。这就已经得到了单位阵的形式。

2. 若 K 为置换阵，设其第 i 行的非零元素为 mi，对任何方阵 A 计算 K−1AK，并以此说明相似对角

化中特征值可按任意顺序排列。

直接计算 (这里若觉得过程不清晰可以举具体例子观察)

(KAK−1)ij =
∑
kl

δmikaklδlmj
= amimj

由此，对于对角阵 D，用这样的 K 置换相似后，即将其第 i 个对角元变为第 mi 个对角元，非对角

仍保持 0 (i ̸= j 时 mi ̸= mj)，这就足以任意指定顺序了。

9.3.3 Caylay-Hamilton 定理

本节记 φA(λ) = det(λI −A) 为 A 的特征多项式，下方的第一个习题即为 Caylay-Hamilton 定理。

1. 证明 φA(A) = O。

由于特征多项式不会随 A 看作的数域改变，将 A 看作复方阵不影响结论。利用相似三角化，设

A = P−1UP，U 为上三角阵，则 φA(A) = P−1φA(U)P。为证 φA(A) = O，只需证明对于对角元为

λ1, . . . , λn 的上三角阵 U 有
n∏

i=1

(λiI − U) = O

对 U 的阶数归纳，利用 (
0 x

0 X(n−1)×(n−1)

)(
λ1 y

0 O

)
= O

即可得到结论。

2. 证明若 A 可逆，则存在多项式 f 使得 A−1 = f(A)，且 f 的次数小于 n。

若 A 可逆，其无零特征值，也即 φA(λ) 所有根都非零，因此其常数项非零。设其为

λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0

则利用 Caylay-Hamilton 定理

An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0I = O

直接计算可发现

A−1 = − 1

a0
(An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a1I)
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3. 证明若 A 的多项式可逆，则逆是 A 的多项式，且可使其次数小于 n。

由于 A 的多项式的逆是 A 的多项式的多项式，其也必然为 A 的多项式。此外，如上题设 φA，有

An = −an−1A
n−1 − · · · − a1A− a0I

因此 A 的任何多项式大于等于 n 次的项都可以不断代入降低次数，最终得到其等于某小于 n 次的

多项式。

4. 计算循环方阵 A 的逆 (假设的确可逆)，也即 n 阶方阵 A 的元素满足

aij = bk j − i = k 或 i− j = n− k

设置换方阵 K 满足 a12 = a23 = · · · = an−1,n = 1，an1 = 1，其余为 0，则计算可发现 Ks 恰好满足

j = i = s 或 i− j = n− s 时为 1，否则为 0，由此

A =
n−1∑
k=0

bkK
k

利用上题可设

A−1 =
n−1∑
k=0

ckK
k

此外，计算可发现 Kn = I，于是 AA−1 的零次项事实上相当于多项式乘积的 0 与 n 次项之和，一

次项事实上相当于多项式乘积的 1 与 n+ 1 次项之和，由此可得到方程组。

对于一般情况，直接求解此方程组的相对复杂，需要利用单位根相关的较多知识，本质是离散 Fourier
变换，因此我们需要另一种思路。记

f(λ) =
n−1∑
k=0

bkλ
k

直接计算可发现 K 的特征多项式是 λn − 1，于是其特征值为 1, ω, . . . , ωn−1，这里 ω = e2πi/n。

* 由此也可直接得到 A 的特征多项式。

由其特征值互不相同，特征多项式无重根，根据 Caylay-Hamilton 定理，它是可对角化的。事实上，
求解其对每个特征值 ωj 的特征向量 (具体形式仍然需要一些单位根的性质)，并拼成矩阵 P，可直接

验证

P−1KP = diag(1, ω, . . . , ωn−1)

由此有

P−1AP = P−1f(K)P = f(P−1KP ) = diag(f(1), f(ω), . . . , f(ωn−1))

从而

A = P diag(f(1), f(ω), . . . , f(ωn−1))P−1

于是直接计算得可逆时逆为

A−1 = P diag(f(1)−1, f(ω)−1, . . . , f(ωn−1)−1)P−1

9.3.4 一般数域上的相似

对 K 上 n 阶方阵 A，若有 λ ∈ K 与 α ∈ Kn 使得 Aα = λα，则称 λ 为 A 的特征值，α 为 A 的特征

向量。
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1. 证明 λ 为 A 的特征值当且仅当 λ ∈ K 为 A 看作 C 上矩阵的特征值。

由于 Aα = λα 解存在仍然等价于 det(λI − A) = 0，而此特征多项式与数域无关，因此其解 λ 一定

在 C 上也为解，这就说明了 K 上特征值当且仅当在 K 中且为 C 上的特征值。

2. 若 A 作为 C 上方阵可对角化，且特征值均在 K 中，证明 A 作为 K 上方阵可对角化。

利用本讲义 9.2.3 的等价定义，由条件可知存在无重根且根都在 K 中 (从而系数都在 K 中) 的多项
式 f 使得 f(A) = O。

观察本讲义 9.2.3 第二题证明。由于相抵标准形与数域无关，R、X、Y 均为 K 中的矩阵，由此每一
步构造的 P 比起 P0 多乘的部分都是在 K 中的 (注意逆是在同一个数域中的)，以此归纳即可构造出
K 中的相似对角化。

* 事实上从其他可对角化等价定义中也可证明此结论，留给读者思考。

3. 若 A 作为 K 上方阵可对角化，证明 A 作为 C 上方阵可对角化，且特征值均在 K 中。

由于存在 K 上可逆方阵 P 使得 P−1AP 为对角阵，其对角元必然也在 K 中，由此特征值在 K 中。
由于 P 也可看作 C 上的可逆方阵，A 在 C 上亦可对角化。

§9.4 空间技巧

* 本节需要熟悉本讲义 8.3.1、8.3.2 与之前空间相关的基本结论。由于需要的前置较多，一般更推荐练习
矩阵技巧。不过，由于空间视角蕴含一些更本质的思想，这里也进行介绍。在熟悉矩阵表示的语言后，有

不少题目也的确用空间叙述更加简便。

9.4.1 选取基的艺术

1. 若 A2 = O，求证存在可逆矩阵 P 使得

A = P−1

(
O Ir

O O

)
P

由此，由线性变换矩阵表示与坐标的联系，利用直接的计算结论(
O Ir

O O

)
ei =

0 i ≤ n− r

ei−n+r i > n− r

A 能写为上述形式当且仅当存在一组基 α1, . . . , αn 使得

Aα1 = 0, . . . , Aαn−r = 0

Aαn−r+1 = α1, . . . , Aαn = αr

下面我们设法找到这组基。由 A2 = O 可知 A(Im A) = {0}，也即 Im A ⊂ Ker A，且根据解空间
维数定理 Im A 为 r 维、Ker A 为 n − r 维。由此，取 α1, . . . , αr 为 Im A 一组基，并将其扩充成
kerA 的一组基 α1, . . . , αn−r，则

Aα1 = 0, . . . , Aαn−r = 0

已经满足。

为使第二组条件成立，由于 α1, . . . , αr 在 Im A 中，可设它们的某个原像为 αn−r+1, . . . , αn，则第二

组条件也得到了满足，只需说明选出的 α1, . . . αn 线性无关即可。假设

n∑
i=1

λiαi = 0
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首先，这可以推出

A
n∑

i=1

λiαi =
n∑

i=1

λiAαi = 0

而根据两组条件，这即代表
r∑

i=1

λi+n−rαi = 0

由于 α1, . . . , αr 为 Im A 一组基，只能 λn−r+1, . . . , λn 全为 0。此时，原式化为
n−r∑
i=1

λiαi

但 α1, . . . , αn−r 为 Ker A 一组基，从而必须 λ1, . . . , λn−r 也全为 0，线性无关性得证，于是这组基
即符合要求。

* 这里过程略显复杂是因为写得较详细，实际上是比之前的矩阵做法简单得多的。

2. 若 A3 = A，求证存在可逆矩阵 P 使得

A = P−1


Ia O O

O −Ib O

O O O

P

仍然直接计算可知 A 能写为上述形式当且仅当存在一组基 α1, . . . , αa, β1, . . . , βb, γ1, . . . , γn−a−b 使得

Aα1 = α1, . . . , Aαa = αa

Aβ1 = −β1, . . . , Aβb = −βb

Aγ1 = 0, . . . , Aγn−a−b = 0

这些式子事实上意味着 αi ∈ Ker (I − A)、βj ∈ Ker (I +A)、γk ∈ Ker A，而只要证明

Cn = Ker (I − A) +Ker (I +A) +Ker A

利用和空间定义即可在右侧三空间中取出一些基成为全空间的基 (具体来说，考虑每个空间的一组
基，由定义它们可以生成全空间，于是它们的极大线性无关组构成全空间一组基)。

* 事实上，由于这些空间都是特征子空间 (Ker A = Ker (−A) 为 0 的特征子空间)，根据本讲义第八
章结论，右侧的和为直和。

我们分两步证明：

• Cn = Ker A⊕Ker (A2 − I)
先说明它们交为 {0}。它们交中的元素应满足 Ax = 0 且 A2x− x = 0，而第一式代入第二式即

得 x = A(Ax) = 0，于是得证。

将 A3 = A 写为 A(A2 − I) = O，利用 Sylvester 秩不等式 (见本讲义 8.1.3) 可得

rankA+ rank(A2 − I) ≤ rankO + rank I = n

于是由解空间维数定理

dimKer A+ dimKer (A2 − I) ≥ n+ n− n = n

然而，由于两者和为直和，根据和空间维数可知

dim(Ker A⊕Ker (A2 − I)) = dimKer A+ dimKer (A2 − I) ≥ n

从而其只能为全空间，得证。



九 可逆阵的技巧 104

• Ker (A2 − I) = Ker (I − A)⊕Ker (I +A)

由于 A2 − I = (A+ I)(A− I) = (A− I)(A+ I)，无论是 (A− I)x = 0 还是 (A+ I)x = 0 都可

推出 (A2 − I)x = 0，因此右侧两空间确实包含于左侧。此外，利用特征子空间和为直和可知右

侧确实为直和。

记 V = Ker (A2 − I)，且记 dimV = n0。由于若 x ∈ V，有

(A2 − I)(Ax) = A((A2 − I)x) = 0

于是可知 Ax ∈ V，因此 A可看作 V → V 的线性变换 A0，设其某个矩阵表示为 A0。记 V → V

的恒等映射为 I0。

* 利用限制映射的语言，A0 = A|V→V，注意 A0 为 n0 × n0 阶方阵。

由于对 V 中任何 x 有 A2x = x，可知 (A2
0 − I0)x = 0，于是 A2

0 = I，由此对矩阵表示也有
A2

0 = I0。此外，由于右侧两空间在 V 中，利用定义应有

Ker (I − A) = Ker (I0 −A0), Ker (I +A) = Ker (I0 +A0)

为了证明两空间和为 V，我们再次进行维数计算，利用 A2
0 − I = O，由 Sylvester 秩不等式可得

rank(I0 −A0) + rank(I0 +A0) ≤ n0

从而完全类似第一步证明得到

dim(Ker (I0 −A0)⊕Ker (I0 +A0)) ≥ n0

但此空间又在 V 中，因此只能为 V，得证。

*这里事实上也可以由 Sylvester秩不等式直接说明，见之后证明根子空间的和是直和时的做法。

*大家或许注意到了两步证明的相似性。事实上，它们在进行类似的化归操作。第二步证明虽然抽象，
但是揭示了映射语言的一种优势：可以利用限制映射统一不同阶数的情况。

* 从本题空间角度与矩阵角度的联系或许也可以看出，分块与限制映射本质是统一的，具体来说，限
制映射的矩阵表示可以在适当的基下看成原矩阵的子矩阵，之后将详细说明。

* 此题的做法也可以推广证明本讲义 9.2.3 的结论，这里不再赘述。

9.4.2 特征子空间与根子空间

1. 若 n 阶方阵 A,B 满足 rankA+ rankB < n，求证它们有公共特征向量。

类似上节说明，Ker A 为 A 的零特征值对应的特征子空间，Ker B 为 B 的零特征值对应的特征子空

间，而条件可利用解空间维数定理改写为

dimKer A+ dimKer A > n+ n− n = n

若两者交只有 {0}，则它们直和的维数将超过 n，与全空间维数为 n 矛盾，因此必然有非零交，而根

据特征子空间定义这就是 A,B 的公共特征向量。

2. 对特征值 λ，考虑空间 Ker (λI −A)k，将满足 Ker (λI −A)k = Ker (λI −A)k+1 的最小正整数 k 对

应的 Ker (λI −A)k 称为其根子空间，证明上述定义合理，且记 rt = Ker (λI −A)t，则 rt 在 1, . . . , k

严格单调增加，而对任何 j ≥ k 有 rj = rk。

由于 Ker (λI −A)k ⊂ Ker (λI −A)k+1，空间维数不减，而最高维数为全空间维数，因此这样的 k 一

定存在。
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类似习题 4.3-16，利用 Frobenius 秩不等式可通过维数计算证明，只要

Ker (λI − A)k = Ker (λI − A)k+1

即有

Ker (λI − A)k = Ker (λI − A)k+m

对任何正整数 m 成立。

3. 证明 λ 对应的根子空间维数等于 λ 的代数重数。

设 A = P−1UP，U 为上三角阵，且由于可任意排练顺序，不妨设其前 m 个对角元为 λ，之后均不

为 λ。利用多项式相似结论有

(λI −A)k = P−1(λI − U)kP

记 U0 = λI − U，其为前 m 个对角元为 0，其余非零的上三角阵，将其分块为(
Xm×m Y

O W(n−m)×(n−m)

)
直接计算发现，Um

0 的左上角为 Xm，可计算得其为 O，于是其只有 n − m 个非零列，rankUm
0

至多为 n − m。另一方面，右下角为对角元非零的上三角阵，因此构成 n − m 阶非零子式，于是

rankUm
0 = n−m，也即 Ker Um

0 = m。

对任何高于 m 的次方，上述推理仍然成立，于是此后维数恒为 m，根据上题，维数不变时即为根子

空间维数，从而得证。

* 与代数重数相关的题目往往会关乎相似三角化，因为一般并没有更好的刻画代数重数的方法。

4. 证明所有不同特征值的根子空间的和是直和。

我们证明一个更一般的结论：若多项式 f, g 没有公共根，则

Ker f(A)⊕Ker g(A) = Ker (f(A)g(A))

由此根据根子空间定义可以归纳得到结果。

先说明左侧交为 {0}。这里需要利用多项式的裴蜀定理 (可通过辗转相除证明)，也即，由于 f, g 无

公共根，它们的最大公因式为 1，因此存在多项式 u, v 使得

f(λ)u(λ) + g(λ)v(λ) = 1

由此，设 x 在左侧交集中，有

x = (u(A)f(A) + v(A)g(A))x = 0 + 0 = 0

再说明和包含在右侧中。由于 f(A)g(A) = g(A)f(A)，左侧的两个空间确实为右侧的子空间，从而

Ker f(A)⊕Ker g(A) ⊂ Ker (f(A)g(A))

利用和空间维数公式，这也可以推出

dimKer f(A) + dimKer g(A) ≤ dimKer (f(A)g(A))

最后，利用 Sylvester 秩不等式有

rank(f(A)g(A)) ≥ rank f(A) + rank g(A)− n

于是

dimKer (f(A)g(A)) ≤ dimKer f(A) + dimKer g(A)

这与之前的不等式结合可得到左右维数相等，又由包含关系知等号成立。

* 通过结论 3、4，计算维数可以得到所有根子空间直和为全空间，这称为根子空间分解。
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9.4.3 可对角化 III

1. 证明 A 可对角化当且仅当其所有特征子空间直和为全空间。

所有特征子空间的和是直和见 8.3.2 节，也可利用上节证明的 f, g 无公共根则

Ker f(A)⊕Ker g(A) = Ker (f(A)g(A))

进行归纳，这里只进行等价性的证明。由本讲义 8.3.3，可对角化等价于存在一组基使得它们均为 A

的特征向量。

若所有特征子空间直和为全空间，取每个特征子空间的一组基，利用和空间定义可知它们可以线性

组合出 Rn 中任何向量。此外，利用和空间维数定理可知这些基的总个数为所有特征子空间维数和，

即为 n，由此它们构成 Rn 一组基，从而 A 可对角化。

若 A 可对角化，取出符合要求的一组基，由于每个都是 A 的特征向量，它们必然都在所有特征子空

间的和空间中。由此，所有特征子空间的和包含全空间，从而只能为全空间，得证。

2. 证明 A 可对角化当且仅当其所有特征值代数重数等于几何重数。

可对角化阵的特征值代数重数等于几何重数证明见本讲义 8.3.3，这里只证明另一边。

若所有特征值代数重数等于几何重数，由于所有特征子空间和是直和，利用和空间维数定理可得所

有特征子空间直和维数即为所有特征值代数重数和，而根据代数重数定义这即为 n，由此和空间必然

为全空间。

3. 证明 A 可对角化当且仅当其任何特征子空间是根子空间。

根据定义，每个特征子空间包含在对应的根子空间中，而所有根子空间和为全空间，由此，若每个特

征子空间都为根子空间，则它们和为全空间。反之，只要某个特征子空间真包含于根子空间，所有特

征子空间维数和不足所有根子空间维数和 n，因此不可能和为全空间。

4. 证明上三角阵可对角化当且仅当

i < j, aii = ajj =⇒ aij = 0

对于上三角阵，利用代数重数定义可知特征值 λ 的代数重数等于其在对角元出现的次数。设特征值

λ 出现的位置为 i1, . . . , ir，由于相似上三角化可任意指定对角元顺序，可将此上三角阵相似为 λ 出

现在 1, . . . , r 的上三角阵，且此过程不改变可对角化性。

* 上述顺序调整也可直接通过置换相似构造得到。

我们下面证明，λ 的几何重数为 r 当且仅当 aij = 0 对 i < j ≤ r 成立，这就可以通过上一个结论得

到证明。

若 aij = 0 对 i < j ≤ r 成立，直接计算可发现 e1, . . . , er 满足 Aei = λei，由它们线性无关，几何重

数至少为 r，再由代数重数为 r 与几何重数不超过代数重数可知几何重数为 r。

若几何重数为 r，设 B = λI − A，其为前 r 个对角元为 0 的上三角阵，且非对角元有 bij = −aij。
将 Bx = 0 展开，利用上三角性与 b11 到 brr 为 0 可得

∀1 ≤ i ≤ r,
n∑

j=i+1

bijxj = 0

∀r + 1 ≤ i ≤ n,
n∑

j=i

bijxj = 0

* 此结论和相似三角化结合，利用归纳计算也可证明 A 可对角化当且仅当存在无重根的多项式 f 使

得 f(A) = O。
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十 正交方阵

* 为了便于几何理解，本章与下一章的所有讨论中，我们均默认谈论的向量空间为 Rn 或其子空间，称为

实向量空间。但事实上，将两章中出现的所有转置替换为共轭转置 (由此对称阵变为了 Hermite 阵，正交
阵变为了酉方阵)，我们往往可以得到 Cn 或其子空间 (称为复向量空间) 中类似的结论。

§10.1 习题解答

1. 习题 4.6-6

直接由 Schmidt 正交化算法计算可得

Q =


1
2

5
2
√
11

1√
66

− 1
2

− 1
2
√
11

√
2
33

− 1
2

3
2
√
11

5√
66

1
2

− 3
2
√
11

√
6
11

 , R =


2 − 7

2
19
2

0 3
√
11
2

− 1
2
√
11

0 0 4
√

6
11



2. 求方程组 Ax = b 的最小二乘解，其中增广矩阵 (A, b) 分别为


1 1 5

1 −1 2

2 −1 7

 ,


2 −3 0 8

2 −1 1 12

4 −5 1 15

2 0 4 1


根据教材 4.6 节最小二乘的相关结论，只需求解方程组 ATAx = AT b 即可，两题中解都是唯一的，

直接计算得解分别为 (
55
14
9
7

)
,


1993
182
61
13

− 68
13


* 教材中虽然给出了 QR 分解计算 ATAx = AT b 解的办法，但事实上日常计算中直接求解线性方程

组往往比涉及正交的算法快很多，QR 分解更适合计算机使用。

3. 求 (1, 1, 0, 0) 与 (1, 1, 1, 2) 生成的空间 U 中使得 ∥u− (1, 2, 3, 4)∥ 最小的 u。

由于空间中的任何向量都可以写成 λ(1, 1, 0, 0) + µ(1, 1, 1, 2)，构造

A =


1 1

1 1

0 1

0 2

 , b =


1

2

3

4


问题即成为了方程组 Ax = b 的最小二乘解问题，求解 ATAx = AT b 得到唯一解

λ = − 7

10
, µ =

11

5

再代入计算即得

u =

(
3

2
,
3

2
,
11

5
,
22

5

)
4. 习题 5.7-1(2)
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直接由教材中所给的特征向量正交化算法计算得到可取

T =


2
3

− 1√
2

− 1
3
√
2

1
3

0 2
√
2

3
1
3

1√
2

− 1
3
√
2


此时 T−1AT = diag(6,−3,−3)。

* 这里 T 中特征值 6 对应的列唯一，另两列可能有不同答案。

5. 习题 5.7-3

基本思路见本讲义 9.3.1 第一题。由于 λ ∈ K，Aα = λα 看成系数在 K 中的齐次线性方程组，且系
数行列式为 0，因此一定存在 K 中的非零向量 α 作为解，由此归纳过程可以进行。

6. 习题 5.7-7

若 Aα = λα，两侧同取共轭转置得到 αHAH = λ̄αH。由条件 AH = A，于是 αHAα = λ̄αH。第一

式同左乘 αH，第二式同右乘 α 得到

λαHα = αHAα = λ̄αHα

由于 αHα 为其所有元素模长平方和，α 为非零向量可知 λ = λ̄，得证。

7. 习题 5.6-6

* 这题最好不要不妨设 a1 ̸= 0，因为不同位置非零时 P 的形式存在区别。

设 ai ̸= 0，特征方程

ATAα = λα

可以改写为

(Aα)AT = λα

由此分类讨论：当 λ = 0 时，Aα = 0 且 α 非零就能保证 α 为特征向量。根据解空间维数定理，

rankA = 1 可知 0 的特征子空间维数 n− 1；当 λ ̸= 0 时，必须 α 为 AT 的倍数，且可验证 α = AT

时

(AAT )AT = λAT

于是 λ = AAT，对应的特征子空间维数为 1。

综合以上两种情况，特征子空间维数和为 n，因此可对角化，取每个特征子空间的一组基拼成矩阵即

为 P。特征值 AAT 的特征子空间中取 α = AT 即可，特征值 0的特征子空间中，由 ai = 0可取所有

αj = aiej − ajei, j = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n

作为一组基 (这里 ej 指第 j 个分量为 1，其余为 0 的向量，可直接验证它们都满足 Aαj = 0 且线性

无关)，取矩阵
P = (α, α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn)

即为所求，相似对角化结果为 diag(AAT , 0, . . . , 0)。

8. 习题 5.7-9

设 A 的正交相似对角化为 P T diag(λ1, . . . , λn)P，取

B = P T diag( 3
√
λ1, . . . ,

3
√
λn)P

可直接计算转置验证 B 实对称，且 B3 = A。
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9. 补充题五-11

由条件可设 B = P−1AP，由 (可参考本讲义 7.3.2) (XY )∗ = Y ∗X∗ 得

B∗ = P ∗A∗(P−1)∗

由 P 可逆有

P ∗ = (detP )P−1

(P−1)∗ = det(P−1)(P−1)−1 = (detP )−1P

从而提出常数即得

B∗ = P−1A∗P

得证相似。

10. 习题 6.1-4(2)

与教材过程类似，最终可取

z1 = x1 +
1

2
x2 +

1

2
x3, z2 = x1, z3 =

1

2
x2 −

1

2
x3

得到

f(x1, x2, x3) = z21 − z22 − z23

* 结果形式可能会有不同，但一定是一项正两项负。

11. 习题 6.1-5

利用正交相似对角化，由相似不改变秩与对角阵秩为非零对角元个数可知秩为 r 恰好对应 r 个非零

特征值，于是设 rankA = r，且 AT = A，存在正交阵 P 使得

A = P T diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0)P

其中 λi ̸= 0。

由此有

A =
r∑

i=1

P T diag(λiei)P

由相似不改变秩可知求和中每个秩都为 1，得证。

12. 习题 6.2-5

由条件可设存在可逆矩阵 P 使得

P TAP = diag(Is,−Is, O)

且 s > 0。

将 P 按列分块为 (p1, . . . , pn)，并将右侧对角阵记为 D，利用分块矩阵知识可以直接计算发现

pTi Apj = dij

于是，取 α1 = p1 即得 αT
1Aα1 = 1 > 0，取 α2 = ps+1 即得 αT

2Aα2 = −1 < 0。

取 α3 = p1 + ps+1，由于 pT1Aps+1 = 0 即有

αT
3Aα3 = pT1Ap1 + pTs+1Aps+1 = 1− 1 = 0

* 不能取 α3 = p2s+1，因为可能有 2s = n。
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§10.2 内积

10.2.1 保内积的线性映射

内积的引入源自一个非常自然的想法：我们希望刻画 Rn 中的长度与角度。与大家在高中学过的 R3

中情况相近，只要定义了两个 Rn 中列向量的内积 (这里将一阶方阵 xT y 视为一个数)

(x, y) = xT y

就能由勾股定理写出一个向量的长度 (记为 ∥x∥，也称为模长) 为

∥x∥ =
√
(x, x)

两个向量的夹角为 (利用 4.3.2 例 10 的 Cauchy 不等式可说明其定义良好)

arccos (x, y)

∥x∥∥y∥

由于几何并不是这门课的重点，我们省略过于细节的几何结论，回到对代数的关注。

对于任何实向量空间 V ⊂ Rn，我们当然可以与 Rn 完全相同定义其中两个向量的内积。不过，这就

自然产生了一个问题：两个赋予内积的实向量空间 (我们将其称为欧氏空间) 何时是不可区分的？
* 这个问题的重要性在于，所有经典几何 (如平面几何) 基本都与长度和角度相关，因此，如果两个欧氏空
间不可区分，我们就可以研究相同的经典几何。例如，所有与 R2 不可区分的欧氏空间上，都具有完全相

同的平面几何结论。

首先，对两个实向量空间来说，它们不可区分 (也即存在线性双射) 当且仅当维数相同。由于内积是在
线性结构上附加了一层结构，两个欧氏空间不可区分至少也需要维数相同。反之，从几何直观上来看，任

何一个二维的实向量空间都应该是一个 “平面”，于是理应不可区分，由此可以想象欧氏空间不可区分的条
件仍然是维数相同。

为了给不可区分一个严谨的定义，仿照保持线性结构的线性映射，我们定义如下的保持线性与内积结

构的正交映射：若线性映射 f : U → V 满足 (u, v) = (f(u), f(v)) (注意左右代表的是不同空间中的内积)，
则称其为正交映射。

若两个空间之间存在正交双射，它们即是不可区分的。

* 事实上更严谨的定义是 “存在正交双射使得其逆也是正交双射”，不过任何正交双射的逆一定是正交双
射，因此可以省略后一部分，证明留给读者思考。

根据之前的几何直观，我们希望证明，只要两个欧氏空间的维数相同，就一定存在正交的双射。我们

设 dimU = dimV = r，为构造出这样的双射，必须研究内积的基本性质。从内积表达式可直接得出以下

三条性质：

• 双线性性，即 (λx1 + µx2, y) = λ(x1, y) + µ(x2, y) 且 (x, λy1 + µy2) = λ(x, y1) + µ(x, y2)，对两个分

量都是线性映射，这在其作为线性空间之上的结构时是必要的，代表与线性结构的相容；

• 对称性，即 (x, y) = (y, x)；

• 正定性，即 (x, x) ≥ 0，且等号成立当且仅当 x = 0。

正如有了线性性后只要确定一组基的像就能确定线性映射的像，有了双线性性后，只要确定一组基的

内积就能通过坐标确定任何两个向量的内积。具体来说，对 U 的一组基 α1, . . . , αr，设

x =
r∑

i=1

λiαi, y =
r∑

i=1

µiαi
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则有

(x, y) =
r∑

i=1

λi(αi, y) =
r∑

i=1

r∑
j=1

λiµj(αi, αj)

对于欧氏空间 U 的一组基 α1, . . . , αr，我们定义满足 gij = (αi, αj) 的矩阵 G 为它们的内积矩阵。不

是所有方阵都可以成为内积矩阵：从内积的对称性可以得到 gij = gji，而从正定性与基不包含零向量可知

gii > 0。

非常自然地，我们想问，在允许任意选取基的情况下，内积矩阵能简化到何种程度。由对称性与对角

元大于 0 的要求，最理想的情况是内积矩阵即为 I，此时的一组基称为标准正交基。

* 标准在此处指 (αi, αi) = 1，而正交指 i ̸= j 时 (αi, αj) = 0。一般地，我们将一个模长为 1 的向量称为
标准的，两个内积为 0 的向量称为正交的。

一个非常令人开心的事实是，任何欧氏空间都存在标准正交基，我们将在之后的两小节以不同方式研

究这个结论。在本小节的最后，我们用此结论证明同一维数的欧氏空间不可区分，由此，可将所有 r 维欧

氏空间视为 Rr，只需在 Rr 中讨论即可。容易给出 Rr 的一组标准正交基：e1, . . . , er 就满足这样的性质。

设 U 的一组标准正交基为 α1, . . . , αr，V 的一组标准正交基为 β1, . . . , βr，构造线性映射 f 满足

f(αi) = βi, i = 1, . . . , r

由于一组基的像已经确定，这个线性映射是唯一确定的，且由于其将一组基映射到了一组基，其确实为线

性双射。下面说明其保持内积。对任何

x =
r∑

i=1

λiαi, y =
r∑

i=1

µiαi

有

(x, y) =
r∑

i=1

λi(αi, y) =
r∑

i=1

r∑
j=1

λiµj(αi, αj) =
r∑

i=1

λiµi

而利用 f 线性性有

(f(x), f(y)) =
r∑

i=1

λi(f(αi), f(y)) =
r∑

i=1

r∑
j=1

λiµj(f(αi), f(αj)) =
r∑

i=1

r∑
j=1

λiµj(βi, βj) =
r∑

i=1

λiµi

由此就证明了 f 是符合要求的映射。

10.2.2 正交化

现在，我们试图给任何 r 维实向量空间 U 找到一组标准正交基 f1, . . . , fr。

对于一般的 r 维实向量空间，我们能做的只有找到其的一组基 α1, . . . , αr。如果能将这组基进行线性

组合，得到一组标准正交基，我们就得到了证明。

在教材中，给出了如下的正交化过程 (一般称为 Schmidt 正交化)：对 i = 1, . . . , r，执行

βi = αi −
i−1∑
j=1

(βj , αi)

(βj , βj)
βj

这样就得到了相互正交的一组基 β1, . . . , βr，从而再取

fi =
1

∥βi∥
βi

即可得到结果 (可验证相互正交的向量乘倍数后仍然相互正交，再直接计算验证 (fi, fi) = 1)。
由于前 r − 1 步即为对 α1 到 αr−1 的操作，这个结论可以通过归纳证明：一个向量时结论自然成

立，若 β1, . . . , βr−1 已经为与 α1, . . . , αr−1 等价的正交向量组，直接由定义与归纳假设计算可知 i < r 时
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(βr, βi) = 0，且由于 βr 可由 αr, β1, . . . , βr−1 表出、αr 可由 βr, β1, . . . , βr−1 表出，再利用 β1, . . . , βr−1 可

由 α1, . . . , αr−1 表出即得到等价性 (更具体的计算细节可以参考教材，注意作除法时都要验证分母非零)。

Schmidt 正交化的计算过程本身是相对复杂的，为了让其看上去稍微自然一些，我们必须解释它几何
角度的来源。

考虑两个不共线的向量 (由空间几何知识，两个向量一定共面) α1, α2，为了从 α2 中得到与 α1 正交

的向量，在物理中常用的方式是利用平行四边形法则进行分解，从而得到平行分量与垂直分量。

对更多个向量 α1, . . . , αr，我们可以完全类似操作：由于它们的线性无关性，α1, . . . , αr−1 应生成一个

r − 1 维的空间，而 αr 不在其中。由此，可以将 αr 分解为与其平行 (也即在其中)、垂直 (也即正交) 的
分量，且由于 αr 不在其中，垂直分量一定非零。

将上方的介绍用数学语言表达，也即作分解

αr = λ1α1 + · · ·+ λr−1αr−1 + βr

且 (α1, βr) = · · · = (αr−1, βr) = 0。这样，前 r − 1 项就构成了平行分量，最后一项就构成了垂直分量。

* 这里用到了习题 4.6-2 结论：若 β 与 α1, . . . , αr−1 正交，则其与它们的任意线性组合正交。

为了求解 λi，我们将

βr = αr − λ1α1 − · · · − λr−1αr−1

代入 (βr, αj) = 0，利用内积双线性性得到

∀j = 1, . . . , r − 1, (αr, αj) =
r−1∑
i=1

(αi, αj)λi

注意到未知数与方程个数均为 r− 1，由 Cramer 法则，此方程组存在唯一解当且仅当系数矩阵可逆，而此
处系数矩阵即为 α1, . . . , αr−1 对应的内积矩阵，其一般情况的可逆性将在下一部分说明。

我们实际遇到的情况是，由于 Schmidt 正交化的过程，α1, . . . , αr−1 在这一步已经等价为了相互正交

的 β1, . . . , βr−1，而此时由正交，方程组即成为

∀j = 1, . . . , r − 1, (αr, βj) = (βj , βj)λj

从此式中得到 λ 表达式后代回

βr = αr − λ1β1 − · · · − λr−1βr−1

就是 Schmidt 正交化的表达式。

最后，Schmidt 正交化过程有一个非常重要的特点：αi 可由 f1, . . . , fi 表出，无需之后的 fi+1, . . . , fr。

由

βi = αi −
i−1∑
j=1

(βj , αi)

(βj , βj)
βj

可得

αi = βi +
i−1∑
j=1

(βj , αi)

(βj , βj)
βj

再利用 fj 定义代入计算可知

αi = ∥βi∥fi +
i−1∑
j=1

(fj , αi)fj

记 rii = ∥βi∥ (由此根据 βi 构成一组基可知其必然为正)、rij 在 i < j 时为 (fi, αj)，则有

αi =
i∑

j=1

rjifj
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将所有 αi 拼成矩阵 A、所有 fi 拼成矩阵 Q。由于 rij 只在 i ≥ j 时有定义，我们定义 i < j 时其为

0 使其成为 r 阶上三角方阵，则利用分块矩阵计算有

A = QR

由于 αi 构成一组基，上述的分解准确来说是：任何一个列满秩矩阵都可以分解成 QR，其中 Q 的列均为

单位向量且相互正交，而 R 为对角元均正的 (可逆) 上三角阵。这称为列满秩矩阵的 QR 分解。

10.2.3 合同

上述的算法虽然能给出一个漂亮的结论，但过程实际上是不具有对称性的，而是在进行逐个的操作。

所谓对称性是指，若我们已知 U 的一组基 α1, . . . , αr，它们的内积矩阵为 G，希望能直接构造出另一

组基 β1, . . . , βr 使得其内积矩阵为 I。

设两组基的过渡矩阵 (见本讲义 8.2.2) 为 P，也即

βj =
r∑

i=1

pijαi

直接计算有

(βs, βt) =
r∑

i=1

pis(αi, βt) =
r∑

i=1

r∑
j=1

pispjt(αi, αj) =
r∑

i=1

r∑
j=1

pisgijpjt

由于左侧拼成矩阵为 I，而 pis 为 P T 的第 i 行第 s 列元素，将上述求和写成矩阵乘法即为

I = P TGP

定义 A 与 B 合同当且仅当存在可逆阵 P 使得 P TAP = B，可验证其为等价关系：

1. I 可逆，因此 A 合同于 A；

2. 直接计算验证可知 P T 的逆为 (P−1)T，由此 A 与 B 合同时 B = P−TAP−1 与 A 合同；

3. 由 (PQ)T = QTP T 可得 A 与 B 合同、B 与 C 合同时 A 与 C 合同。

* 合同也称为相合。
由此，任何欧氏空间存在标准正交基可以等价写为，任何内积矩阵与 I 合同。

关于合同的更多性质将在下一次习题课讨论，我们这里解决最后一个问题：到底怎样的矩阵可以成为

内积矩阵？

根据定义，一组基 α1, . . . , αr 对应的内积矩阵满足 (这里 (αi)k 代表 αi 第 k 个分量)

gij = αT
i αj =

n∑
k=1

(αi)k(αj)k

由此，将 α1, . . . , αr 排成一行，设对应矩阵为 A，有 aij = (αj)i，于是写出矩阵乘法

G = ATA

由于 αi 构成一组基，A 应当列满秩，反之，只要 A 列满秩，其列均为某向量空间的一组基。因此，有 G

为内积矩阵当且仅当存在列满秩矩阵 A 使得 G = ATA。

* 事实上，内积矩阵与我们下次习题课要介绍的正定方阵完全等价。
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§10.3 正交相似

10.3.1 正交方阵

回到保内积的线性映射的问题。既然我们已经证明了任何 n 维欧氏空间都与 Rn 等价，只需要确定

Rn → Rm 的正交映射，即可得到一般的结果。

由本讲义 8.2.1，对 Rn → Rm 的线性映射，存在矩阵 Am×n 使得其为 x→ Ax，于是保内积可由矩阵

写为

(x, y) = (Ax,Ay)

也即

∀x, y ∈ Rn, xT y = xTATAy

类似本讲义 8.2.1 对唯一性的证明，上式对任何 y 成立可得到对任何 x 有 xT = xTATA，同取转置即

ATAx = x，再由其对任何 x 成立可知 ATA = In。

于是，Rn → Rm 的正交映射等价于矩阵 A 使得 ATA = In。利用 rank(ATA) = rankA，这可以推出
rankA = n，于是至少需要 m ≥ n 方才存在正交映射。

由于正交双射是更为重要的，我们定义满足 ATA = I 的方阵 A 为正交 (方) 阵。利用逆的唯一性，这
可以直接推出 AT = A−1，从而 AAT = I。

另一个重要的观察时，由上节对内积矩阵的讨论，ATA = I 恰好与其列向量组标准正交等价。因此，

正交阵也可以理解为 Rn 的一组标准正交基拼成的方阵。

* 由于方阵行列的对偶性，考虑转置或直接验证可得正交阵亦等价于 Rn 的一组标准正交基的转置 (也即
行向量标准正交) 拼成的方阵。

除了上面的几个等价定义外，我们还需要一些基本性质：

1. 所有置换阵 (见本讲义 9.3.2) 为正交阵，特别地，I 为正交阵。

在本讲义 9.3.2 第一题中已证明置换阵的转置即为其逆。

2. 若 A 为正交阵，则 A−1 为正交阵。

由于 (A−1)T = (AT )−1 = (A−1)−1 即得证。

3. 若 A,B 为同阶正交阵，则 AB 为正交阵。

利用 (AB)TAB = BTATAB = BTB = I 得证。

4. A 的特征值模长均为 1。

若 Aα = λα，作共轭转置可得

αHAT = λ̄αH

相乘得到

αHATAα = λ̄λαHα

由正交性与复数基本性质

αHα = |λ|2αHα

对非零复向量 α，可发现 αHα为每个位置模长 (指作为复数的模长)平方和，因此非零，从而 |λ|2 = 1，

于是 |λ| = 1，得证。

* 共轭转置技巧在教材与作业题中也都已经出现了。由于不确定 λ 与 α 为实，不能直接作转置，而

应转置后取共轭。由于 A 为实方阵，其共轭转置与转置相等。
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5. 彼此正交的非零向量组线性无关。

设 α1, . . . , αn 满足题述性质。若否，有

αi =
∑
j ̸=i

λjαj

利用习题 4.6-2，αi 与 αi 正交，因此 (αi, αi) = 0，与其非零矛盾。

6. 给定 Rn 中彼此正交的单位 (即模长为 1) 向量 α1, . . . , αr，存在正交阵 A 以它们为前 r 列。

由上个结论可知 α1, . . . , αr 线性无关，从而可扩充为 Rn 一组基。对这组基执行正交化过程 (按 αi，

i 从小到大的顺序)，可发现前 r 个向量不变，即得到了包含 α1, . . . , αr 的一组标准正交基。将它们

拼成 A 的列即得到结果。

有了正交矩阵后，也就自然有了正交相似的定义：若方阵 A,B 满足存在正交阵 P 使得 A = P−1BP

(也可写为 A = P TBP )，则称它们正交相似。
* 请读者自行验证，利用前三个性质，正交相似的确构成等价关系，于是谈论正交相似是有意义的。
正交相似拥有一个相似不具有的性质，即，若 A 与 B 正交相似，可以推出 f(A,AT ) 与 f(B,BT ) 也

正交相似，这里 f 为某个二元多项式，且未必满足交换性。

例如，取 f(x, y) = xyx，利用 P 的正交性有

f(A,AT ) = AATA = P TBP (P TBP )TP TBP = P TBPP TBTPP TBP = P TBBTBP = P T f(B,BT )P

但若只知道 A、B 相似，AATA 与 BBTB 是未必相似的，这就是正交相似的额外作用。

10.3.2 实对称阵

很遗憾，对于一般的方阵，正交相似是一个过于复杂的操作，也并没有正交相似标准形的结论。不过，

对于实对称阵，结论将变得非常优美。

* 事实上对满足 ATA = AAT 的实方阵 (称为规范方阵) 都有好看的正交相似标准形结果。
我们将满足 AT = A 的方阵称为对称阵，而若其限制在实方阵范围内，则称为实对称阵。由于当 A 对

称时

(P TAP )T = P TATP = P TAP

实对称阵在正交相似后一定得到的还是实对称阵，因此可以在实对称阵的范围内谈论正交相似。

直接给出三个结论：

1. 实对称阵的特征值都是实数；

2. 实对称阵一定可以正交相似对角化；

3. 两个实对角阵正交相似当且仅当它们相差排列。

有了这两个结论，实对称矩阵在正交相似下的情况事实上和相似完全一致，也即，两个实对称阵正交

相似当且仅当它们相似 (而由于它们都可对角化，这又等价于特征值可一一对应)。下面我们来证明这三个
结论：

1. 若 Aα = λα，作共轭转置可得 (注意 A 为实方阵，共轭转置即为转置)

αHAT = λ̄αH

第一式同左乘 αH，第二式同右乘 α，利用 AT = A 有

λ̄αHα = αHAα = λαHα

类似上节可知 αHα 非零，于是 λ = λ̄，即其为实数。
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2. 证明过程仿照本讲义 9.3.1 的相似三角化。

对阶数归纳，一阶时直接成立，若对 n− 1 阶成立，n 阶时选出 A 的某实特征值 λ。由于 Ax = λx

为实线性方程组，且系数矩阵秩至多 n − 1，其有实数解 x，取 α = 1
∥x∥x，可发现其为 λ 的实特征

向量，且模长为 1。

由上一小节结论，存在以 α 为第一列的正交阵，记为 P，计算可发现 AP 第一列应为 λα，进一步

计算有 (这里 x,X 为未知向量/矩阵)

AP = P

(
λ x

0 X

)

由 P 正交性，这可以推出

P TAP =

(
λ x

0 X

)
而根据之前计算，P TAP 为实对称阵，由此 x = 0，且 X 为实对称阵。

利用归纳假设，设 X = QTDQ，D 为对角阵、Q 为正交阵，则计算可发现

A = P

(
1 0

0 QT

)(
λ 0

0 D

)(
1 0

0 Q

)
P T

记

R =

(
1 0

0 Q

)
P T

则利用分块矩阵可计算知 R 为正交阵，且 RART 为对角阵。

3. 若两个实对角阵正交相似，它们必须相似，由此只能相差排列。反之，若它们相差排列，利用本讲义
9.3.2 第二题的结论即可得到它们正交相似，从而得证。

实对称阵的正交相似对角化结果也可以称为正交相似标准形，可以解决绝大部分的实对称阵相关问

题。最后，我们再给出一个转置/共轭转置技巧的例子，证明实对称阵不同特征值对应的实特征向量正交。
假设 A 实对称，λ, µ 为其特征值，已证明它们为实数。若 Aα = λα、Aβ = µβ，且 α, β 为实向量，

第一式同时左乘 βT 有

βTAα = λβTα

第二式转置后右乘 α 有

βTATα = βTAα = µβTα

由于 λ ̸= µ，即有 βTα = 0。

* 实对称阵正交相似另一个较重要的结论为教材 6.1.2 例 14，证明需要熟悉本讲义 8.3.3 出现过的与对角
阵可交换的矩阵形式。

§10.4 正交相抵

* 这部分在我们上课范围内，但并不在考试范围，不过仍然建议大家作为正交阵知识的应用来学习。奇异
值分解的结论事实上非常重要。

10.4.1 反射变换

顾名思义，Am×n 与 Bm×n 正交相抵当且仅当存在正交阵 Pm×m 与 Qn×n 使得

A = PBQ
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与正交相似类似，可以验证正交相抵也是一种等价关系。此外，正交相抵下的标准形易于求得，且有非常

重要的意义。

为了寻找任意矩阵的正交相抵标准形，我们回顾相抵标准形的证明过程：通过一系列的初等方阵不断

左右乘，直到化为了简单的形式。

若想类似得到正交相抵标准形，第二类初等方阵仍然可以使用，这是因为它们都为置换阵，于是都正

交阵。这意味着，计算过程中，我们可以任意交换行或列。但是，仅有交换行列显然不足以得出标准形。

为了能进行消元，我们需要介绍一类初等正交阵，称为 Householder 阵。
对任何单位向量 u，定义其对应的 Householder 阵为

H = I − 2uuT

乍一看，这个形式似乎十分奇怪。但事实上，这就是我们在平面或空间几何中已经非常熟悉的反射变换。

设 u 扩充为的一组标准正交基 (见上节的性质) 为 u, f1, . . . , fn−1，且

x = λu+ λ1f1 + · · ·+ λn−1fn−1

则利用标准正交性可以直接计算发现 λ = (x, u) = uTx。而

Hx = x− 2uuTx = x− 2λu = −λu+ λ1f1 + · · ·+ λn−1fn−1

因此，H 恰好对应 u 方向分量加负号，垂直分量不变的反射变换，也即关于与 u 垂直平面的反射。

我们对其的正交性进行一个简单的验证，利用 u 为单位向量，uTu = 1，计算可得

HTH = (I − 2uuT )(I − 2uuT ) = I − 4uuT + 2uuTuuT = I − 2uuT = H

从上方过程事实上还可以看出，H 实对称，且 H2 = I。

就像初等变换阵具有的变换性质，Householder 阵存在一个非常重要的操作：对任何 n 维向量 x, y 满

足 ∥x∥ = ∥y∥ 且 x ̸= y，存在 Householder 阵 H 使得 Hx = y。

由于需要在 x, y 连线中垂面进行反射，其法向量即 y−x，从而利用反射的想法可直接构造 u = y−x
∥y−x∥，

其对应的

H = I − 2
(y − x)(y − x)T

(y − x)T (y − x)

计算得到

Hx = x− 2
(y − x)Tx

(y − x)T (y − x)
(y − x) = −2

(y − x)Tx

(y − x)T (y − x)
y +

(
1 + 2

(y − x)Tx

(y − x)T (y − x)

)
x

由 xTx = yT y 有 2(y − x)Tx = 2yTx− 2xTx = 2yTx− xTx− yT y = −(y − x)T (y − x)，从而得证。

我们对奇异值分解的证明将大量依赖此操作进行构建。这里给出一个更好用的特殊化版本：对任何 n

维向量 x，存在正交阵 H 使得 Hx = ∥x∥e1。
当 x ̸= ∥x∥e1 时，由于两者模长相等，可取 Householder 阵符合要求，否则直接取 I 即可。

* 事实上，利用上三角正交阵只能是每个对角元 ±1 的对角阵，归纳可证任何一个 n 阶正交阵都可以分解

为至多 n 个 Householder 阵的乘积，这与可逆阵分解为初等方阵乘积是相似的，这里省略详细证明，感兴
趣的读者可以自行搜索进阶知识，或仿照下一小节奇异值分解的证明进行操作。

10.4.2 奇异值分解

至此，我们已经完成了准备，下面就将对正交相抵标准形进行探究。先给出结论：对任何实矩阵 Am×n，

存在正交阵 Pm×m、Qn×n 使得

A = P

(
Σ O

O O

)
Q
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这里 Σ = diag(σ1, . . . , σr)，且 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0，它们称为 A 的奇异值，由 A 唯一确定。

* 事实上，利用乘可逆阵不改变秩序可知 r = rankA。下面记 rankA = r。

我们先证明奇异值分解的存在性，再证明唯一性。证明过程分四步，事实上与相抵标准形存在类似 (注
意可以任意交换行列以简化证明过程)，但需要一个细节性操作，即第二部分证明中的引理：

1. 更强的阶梯形矩阵

以下不妨设 m ≥ n，否则取转置即可。

设 A的第一列为 α1，构造正交阵 P1 使得 P1α1 = ∥α1∥e1，则可发现此时的 P1A第一列为 ∥α1∥e1。考
虑现在的 A 去掉第一列后剩下的矩阵，设此时其第一行为 βT

1，构造正交阵 Q1 使得 Q1β1 = ∥β1∥e1，
于是，计算有此时 (这里 ∗ 表示未知元素)

P1A

(
1 0

0 Q1

)
=


∥α1∥ ∥β1∥ 0 . . . 0

0 ∗ ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

0 ∗ ∗ · · · ∗


再将 A 第二列的其余元素收缩到 a22、将 A 第二行的其余元素收缩到 a23，不断重复，最终可将 A

变换为 (这里利用了 m ≥ n 的假设，未写出的元素为 0)

B =



b11 b12
. . . . . .

bn−1,n−1 bn−1,n

bnn

0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0


* 这样只有对角线和其上的斜线可能非零的矩阵称为 Hessenberg 阵。

2. 二阶引理

我们希望证明，对给定的 a、b、c，存在二阶正交阵 A、B 使得

A

(
a 0

b c

)
B =

(
d 0

0 e

)
且 d ≥ 0、e ≥ 0。

由于乘可逆不改变秩，d, e 全不为 0，又由于 diag(±1,±1) 为正交阵，d, e 的正负可以任意指定，只

需正交相抵对角化即可。计算可发现 (
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
为二阶正交阵，设 A 对应 θ，B 对应 φ，直接计算可得要求等价于

a cos θ sinφ+ b sin θ sinφ+ c sin θ cosφ = 0

−a sin θ cosφ+ b cos θ cosφ− c cos θ sinφ = 0

两式相加、相减，设 α = θ + φ、β = θ − φ 有

−a sinβ + b cosβ + c sinβ = 0

a sinα+ b cosα+ c sinα = 0

无论对何种 a, b, c，都可以找到符合比例的 α, β，进而得到 θ, φ，从而得证。
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3. 正交相抵标准形

引理中计算了将二阶下三角阵正交相抵对角化的方式，同理，二阶上三角阵也可正交相抵对角化。将

它们看成行变换，也即，给定两行、两列，可以对它们进行初等行列变换使得交叉处的三角阵成为对

角元均正的对角阵。

类似二阶引理进行操作，通过左右复合旋转进行对角化 (这里的过程细节比较复杂，大致思路是，计
算可发现 BTB 只有 |i− j| ≤ 1 的位置可能非零，由此可利用 n− 1 个对两行/列的旋转构造正交阵
Q 使得 QTBTBQ 为对角阵，此时左乘合适的旋转 P 即使得 PBQ 完成了对角化)，设此时的矩阵
为 C，由引理 C 只有 c11, . . . , cnn 可能非零，且它们均非负。

最后，由于正交相抵也是相抵，不改变秩，c11 到 cnn 中非零元素恰好为 r 个，将它们按照大小顺序

交换到前 r 个对角元即可 (具体来说，通过交换 i, j 两行、交换 i, j 两列，即可实现 i, j 两个对角元

的交换)。

4. 唯一性

由于

ATA = QT

(
Σ2 O

O O

)
Q

所有 r 个奇异值的平方与 n− r 个 0 构成 ATA 的全部特征值。由于 A 确定时 ATA 所有特征值是

确定的，而不可能有两个不同非负实数平方是同一个数，奇异值可由 A 唯一确定。

最后，我们给出一些简单的性质与算法：

• 奇异值最常用的算法是计算 ATA 或 AAT 的非零特征值平方根。这个算法的正确性与上方第四部分

可完全相同证明。

• 利用 ATA 的正交相似对角化，奇异值分解事实上有更简单的证明方式。具体来说，由 rank(ATA) =

rankA 与 ATA 可对角化，其零特征值必然有 n− r 个。设 Q 是使得

Q(ATA)QT = diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0)

的正交阵，并记 AQT 的每列为 αi，计算可发现 α1, . . . , αr 已经正交，且均非零。将它们单位化后扩

充成标准正交基即得到了 P。

* 这里 “扩充成标准正交基” 指先将 α1, . . . , αr 扩充为一组基 α1, . . . , αn，再进行 Schmidt 正交化，
之后作为列向量拼成矩阵 P。

* 此证明方法是奇异值分解的常用计算方法，而上方的过程则更接近计算机计算奇异值分解的过程。
若 ATA 的阶数比 AAT 的阶数更大，也可以令 B = AT，计算 B 的奇异值分解 (这样涉及到需要正
交相似对角化的矩阵阶数更低)，然后作转置得到 A 的。

• 奇异值分解可以处理一些转置相关的问题，例如由它直接计算就可以得到 rank(AATA) = rankA。

• 由于特征值关于矩阵是连续的，奇异值关于矩阵也是连续的，因此其比秩更适合计算机操作。

• 奇异值可以看作秩的推广：若一个矩阵可逆，其最大奇异值除以最小奇异值可以刻画它有 “多接近不
可逆阵”，而不可逆阵又称为奇异阵，这就是其得名的原因。

• 也有将奇异值分解的标准形式写为 A = P diag(Σ, O)QT 的，一般来说右侧写 Q 或 QT 均可，但要

标注清楚。
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10.4.3 矩阵等价关系再探

到此处，我们已经学过了五种矩阵之间的等价关系：相抵、合同、相似、正交相抵、正交相似。

若等价过程与某个操作 “可交换”，我们就可以称作等价关系保此操作。例如，由于

PAQ+ PBQ = P (A+B)Q, P (λA)Q = λ(PAQ)

可知相抵保加法与数乘 (即可称为保线性组合，意为将矩阵也看作向量)。
而由

P−1APP−1BP = P−1(AB)P

可知相似保乘法。

综合之前进行过的分析可以发现：

• 相抵保线性组合；

• 合同保线性组合与转置；

• 相似保线性组合与乘法、求逆；

• 正交相似保线性组合与乘法、求逆、转置。

由于我们考虑的均为线性结构，考虑的等价关系自然都是保线性组合的。而合同、相似、正交相似则是在

一步步增加条件，从而保住原矩阵更多的性质，可进行更多的运算。

对于正交相抵，虽然表面上其只保线性组合，但其与转置乘积即可得到正交相似的形式。由此，在诸

如 Moore-Penrose 广义逆等问题中，利用它可以得到非常简洁的结果。此外，由于其可以定义在一般的矩
阵上，可以看作对方阵特征值的某种推广，至少可以用于刻画线性映射前后的长度变化。

十一 补充：正定方阵

§11.1 合同下的标准化

在本讲义 10.2.3 中，我们已经引入了实方阵合同的定义。正如之前针对每一个等价关系研究的，我们
希望能够解决合同下的等价类问题。

11.1.1 惯性指数

先考虑实对称方阵在合同下的标准形——直接计算可验证实对称方阵合同后仍为实对称方阵，因此这

样的讨论是有意义的。在上次习题课，我们已经得到了任何实对称方阵的正交相似对角化结果，也即存在

正交阵 P 使得 A = P TDP，其中 D = diag(λ1, . . . , λn) 为对角阵。

由于对角元可按任何顺序排列，我们不妨设前 a 个对角元为正、随后 b 个对角元为负，剩余 n− a− b

个为 0 (从而 rankA = a+ b)，设

Q = diag(
√
λ1, . . . ,

√
λa,
√
−λa+1, . . . ,

√
−λa+b, 1, . . . , 1)

则由于对角阵的转置仍为自身，直接计算可得到 D = QT diag(Ia,−Ib, O)Q，从而有

A = (QP )T diag(Ia,−Ib, O)(QP )

由定义可知 Q 的对角元都非零，因此可逆，这就导出了 A 合同于 diag(Ia,−Ib, O)。

为了确认这为 A 在合同下的标准形，我们还需要说明不同的 a 与 b 对应的 diag(Ia,−Ib, O) 无法相互

合同。
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若 n 阶方阵 diag(Ia,−Ib, O) 与 diag(Ic,−Id, O) 合同，由于秩相等，至少可以得到 a+ b = c+ d，于

是只需证明 a = c。若否，不妨设 a < c，取矩阵 P 使得

P T diag(Ia,−Ib, O)P = diag(Ic,−Id, O)

为了推出矛盾，我们需要寻找一个合适的分块。设

P =


P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33


其中 P11 ∈ Ra×c、P22 ∈ Rb×d (由此左侧作分块乘法的结果恰好对应右侧的分块)，考虑左上角可计算得到

Ic = P T
11P11 − P T

21P21

由于 a < c，利用解空间维数定理可知 P11x = 0 存非零解，记为 z，上式两边同时左乘 zT、右乘 z 得到

zT z = −zTP T
21P21z

但是，左侧为 z 所有元素平方和，为正数，右侧为 P21z 所有元素平方和的相反数，因此非正，矛盾。

* 教材中，任何一个合同的对角阵都称为标准形，而 diag(Ia,−Ib, O) 称为规范形。为了避免歧义，我们不

再引入教材中标准形的定义，并同样称此形式为规范形。

在这部分证明中，我们会发现，实对称矩阵的合同比起相抵，额外要求了某种正负性的一致。将合同

规范形 diag(Ia, Ib, O)中的 a称为正惯性指数，b称为负惯性指数，则根据上方讨论可知，实对称方阵的正

负惯性指数唯一确定，为其正/负特征值的个数。此外，两同阶实对称方阵合同等价于正负惯性指数相等。
* 由于 a, b 是满足 a+ b ≤ n 的任何非负整数，固定 a 从 0 到 n，对 b 的种类数求和可知 n 阶方阵的合同

规范形共有 (n+ 1) + · · ·+ 1 = (n+1)(n+2)
2

种。

*在讨论合同相关的问题时，往往会涉及主子式相关的内容，而对合同后主子式的计算又依赖一般形式 (不
止方阵形式) 的 Binet-Cauchy 公式，比起期中前更需要大家的熟练度。

11.1.2 成对初等变换

虽然我们的证明过程看起来非常整体性，也相对简洁，但这样的证明并不具有可推广性，因为它依赖

一个过强的性质：实对称方阵可以正交相似对角化。例如，由于对斜对称方阵 (即 AT = −A 的实方阵) A，
有

(P TAP )T = P TATP = −P TAP

可知斜对称方阵合同后仍为斜对称方阵，考虑其合同标准形是有意义的。

但是，由于我们并没有斜对称方阵的正交相似结论 (其实有，但我们不学)，当然也就无法简单得到结
果。因此，我们需要回到类似相抵标准形证明时的做法，通过操作将其尽可能化为简单形式。

由于任何可逆阵 P 都可以分解成一系列初等变换阵乘积，我们可以将 P TAP 看作，每次对 A 施加

某初等列变换，并施加其转置对应的初等行变换。这样的变换方式称为成对初等变换。

通过直接的计算，三类初等行列变换可以对应三类成对初等变换：

1. 将 A 的第 i 行的 k 倍加到第 j 行，并将 A 的第 i 列的 k 倍加到第 j 列；

2. 将 A 的第 i, j 两行交换，并将 A 的第 i, j 两列交换；

3. 将 A 的第 i 行乘 k 倍 (k ̸= 0)，并将 A 的第 i 列乘 k 倍。
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下面，我们将通过这些成对初等变换直接操作出斜对称阵的合同规范形

diag(K, . . . ,K, 0, . . . , 0), K =

(
0 1

−1 0

)

由于 A是斜对称方阵，其对角元素应全为 0。若 A全为零，则已经符合规范形形式。否则，设 aij ̸= 0，

且 i < j (由 aij = −aji 可如此设)，将 i, 1 两行/列交换，将 j, 2 两行/列交换，可使 a12 ̸= 0。

将第一行/列乘 1
a12
倍，则变换后 a12 = 1，利用斜对称性 a21 = −1。

考虑第三行/列减去第二行/列的 a13 倍，利用斜对称性可知消去后 a13 = a31 = 0，同理，可将 a13 至

a1n 都消去，此时 a31 至 an1 也被消去；考虑第三行/列减第一行/列的 a32 倍，利用斜对称性可知消去后

a32 = a23 = 0，同理，可将 a32 至 an2 都消去，此时 a23 至 an2 也被消去。

* 这里建议读者举一个具体的例子操作验证为何上方的消去过程每步不会影响已经消去的部分。教材上的
证明采用了分块的书写方法，本质上与上述操作是一致的。

由此，A 的前两行、前两列中，只有 a12 = 1、a21 = −1，其他元素全为 0，也即成为了 diag(K,B) 的

形式。由于 A 的斜对称性，其后 n− 2 行、n− 2 列构成的子矩阵 B 也是斜对称阵，从而只要其不为 O，

就可以进行上述操作，直到化为规范形。

斜对称方阵规范形的唯一性是容易证明的：合同不改变秩，而规范形的秩等于其中 K 的个数乘 2，由
规范形唯一确定。

* 由此可以看出斜对称方阵的秩一定为偶数。

* 当然，实对称阵也可以直接通过成对初等变换得到合同规范形，具体操作可参考教材，或仿照下一小节。
对于一般的实方阵，合同也有一些结论，如任何不是斜对称阵的实方阵都可以合同于上三角阵。

11.1.3 复对称方阵

所谓复对称方阵，是指满足 AT = A的复方阵，与实对称方阵类似，复对称方阵在合同下 (此时 P TAP

的 P 为复方阵) 仍然为复对称方阵，因此谈论合同是有意义的，下面证明其规范形与相抵标准形相同，为
diag(Ir, O)。自然，由合同不改变秩可直接得到唯一性。

* 一个有关简化书写的附注：当且仅当 A 为方阵时，可以将 A 的相抵标准形写为 diag(Ir, O)。否则，若

A 列满秩/行满秩，其相抵标准形并不是 diag(Ir, O) 的形式。

* 与实对称方阵不同，复对称方阵的相似性质是难以确定的，这是由于复方阵中应用共轭转置代替转置才
能得到类似的结论。由此，得到其合同规范形必须通过行列变换操作。

若 A 全为零，则其已符合规范形形式。否则，设 aij ̸= 0，考虑 aii。若 aii ̸= 0，直接进行下一步，否

则可将第 i 行/列加第 j 行/列的一倍，此时 aii 即变成了 aij + aji = 2aij ̸= 0。

将 1, i 两行/列交换，可使 a11 ̸= 0。由复数的性质，存在非零复数 t 使得 t2 = a11 (考虑模长变为平
方根，辐角除以 2)，将第一行/列除以 t 即使得 a11 = 1。

第二行/列减第一行/列乘 a12 后，可将 a12 消为 0，此时由对称性 a21 = 0。同理，进一步消元能使

a13 = · · · = a1n = a31 = · · · = an1 = 0，于是 A 成为了 diag(1, B) 的形式。由于 A 的对称性，其后 n− 1

行、n− 1 列构成的子矩阵 B 也是复对称阵，从而只要其不为 O，就可以进行上述操作，直到化为规范形。

本节中，我们用不同的方法讨论了三类不同方阵的合同规范形。值得注意的是，对不同类型的方阵，

合同规范形指的是不同的形式，务必不要混淆。大部分情况下，谈论合同规范形是针对实对称方阵 (这是
因为另两类方阵合同标准形与相抵标准形完全对应，无法刻画更多性质)，而对于一般的方阵，并没有合同
规范形的定义。
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另一个值得注意的情况是，上述的讨论说明了 diag(Ia,−Ib, O) 与 diag(Ia+b, O) 在看作复方阵时是合

同的，但看作实方阵时不合同。这也就意味着，合同结果与所在数域相关，在谈论时我们必须指定谈论的

数域，这与相抵、相似都不同 (虽然我们尚未证明相似与数域无关，但这确实是成立的)。

那么，就谈论实对称阵而言，既然正交相似标准形已经足够好用，为什么我们还要谈论合同？

一个不错的视角是，合同所给出的信息是介于相抵和相似之间的。它包含的信息比秩要多，但对特征

值又只关心其正负。可以想到，在主要关心正负的不等式类问题中，合同往往更加方便，而且由于它比正

交相似弱，存在一些相似不具有的效果 (如下面会介绍的有关同时合同对角化的结论)。

§11.2 正定方阵

经过之前的分析，我们对于实/复对称阵的讨论已经基本完善了。不过，直到现在，我们也没有说明
过为何对称阵是一类重要的方阵。本节中，我们将说明对称与齐次二次多项式唯一对应，从而将中学学过

的二次不等式结论推广到 n 元。

11.2.1 二次型

我们称系数 qij ∈ K 的 n 元齐次二次多项式

Q(x) =
∑

1≤i≤j≤n

qijxixj

为一个 K 上的二次型。大部分情况下，我们只关心实二次型与复二次型。
记

aij =

qij i = j

1
2
qij i ̸= j

则 A 为对称阵，且直接计算可发现

Q(x) = xTAx

反之，给定对称阵 A，同样可计算得 xTAx 为一个二次型，且由于位置与系数的对应，对称阵与二次型一

一对应。

由此，研究对称阵问题也可以看成是在研究二次型的问题——实对称方阵对应实二次型，复对称方阵

则对应复二次型。若我们给出了 A 的某个合同对角化 A = P TDP，有

Q(x) = xTP TDPx = (Px)TDPx

设 y = Px (由 P 可逆，这称为一个非退化线性替换)，由 D 是对角阵计算即有

Q(x) = yTDy =
n∑

i=1

diiy
2
i

也就是说，合同对角化事实上是将二次型换元为了平方和的形式。根据已经证明的结论，我们知道对实二

次型可以换元使得 dii 为 ±1 或 0，对复二次型可以换元使得 dii 为 1 或 0，这也称为对应的二次型的规范
形。

另一方面，如果取 P 为正交阵，对应的 y = Px 称为正交替换，于是，实二次型一定可以通过正交替

换成为一系列平方的和或差。

* 有的时候，以二次型描述的问题会比起矩阵更加清晰，见教材 6.2.2 的例题。
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11.2.2 正定性

对于一个实二次型，我们自然可以类似一元的二次函数，关心它的正负性。若 Q(x) ≥ 0 恒成立，称

它是半正定的，若还有 Q(x) = 0 当且仅当 x = 0 (即 x ̸= 0 时 Q(x) > 0)，则称它是正定的。同理，将上
方的 ≥ 改为 ≤，可以得到负定与半负定的定义。由于二次型与对称阵的一一对应，上述的定义也可以针
对对称阵给出。

为了说明合同变换的作用，我们先证明，若一个实对称阵是正定/半正定/负定/半负定/不定的，其合
同后仍然满足这样的性质。设 B = P TAP，P 可逆，则直接计算有

xTBx = (Px)TA(Px)

由于 P 可逆，根据之前对线性映射的讨论，x 到 Px 为双射，且 0 映射到 0，由此 x 取遍所有向量/非零
向量时 Px 也取遍所有向量/非零向量，反之亦然。这就得到了证明。
下面，我们将给出一组等价定义，说明正定的性质。

对于 n 阶实对称阵 A，以下命题相互等价：

1. (正定定义) 对任何 x ̸= 0 有 xTAx > 0；

2. A 特征值均为正实数；

3. A 正惯性指数为 n；

4. 存在可逆实对称阵 P 使得 A = P 2；

5. 存在唯一正定阵 P 使得 A = P 2；

6. 存在可逆阵 P 使得 A = P TP；

7. 存在列满秩阵 P 使得 A = P TP；

8. A 的主子式都是正数；

9. A 的顺序主子式 (即前 r 行前 r 列交成的主子式) 都是正数。

我们设法找到一条相互推出的链：

• 2、3 等价

上节讨论中已经证明正惯性指数即为正特征值个数。

• 2 推 4

设 A 的正交相似对角化为 QT diag(λ1, . . . , λn)Q，取

P = QT diag(
√
λ1, . . . ,

√
λn)Q

可直接计算转置验证 P 实对称，且 P 2 = A。

• 4 推 6

实对称阵的转置即为自身，且 2 推 4 证明中构造的 P 可逆，从而即有 A = P 2 = P TP。

• 6 推 7

可逆阵是列满秩的，从而性质 7 也成立。
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• 7 推 1

取出性质 7 的 P 后，由于 xTAx = (Px)T (Px)，可知其大于等于 0，且等于 0 等价于 Px = 0。利

用解空间维数定理，对列满秩的 P 有 Px = 0 只有零解，从而成立。

• 1 推 2

设 A 的正交相似对角化为 P TDP，由上一小节计算，记 y = Px 可知

xTAx =
n∑

i=1

diiy
2
i

若某个 dii ≤ 0，取 x = P T ei，则 y = ei，计算可知 xTAx = dii ≤ 0，矛盾。

• 2 推 5

回顾 2 推 4 证明中的构造
P = QT diag(

√
λ1, . . . ,

√
λn)Q

由于我们上方已经证明了 1、2、4、6、7 等价，由 P 符合性质 2 可知正定，只需证明唯一性。

若存在另一个正定阵 Q 使得 A = P 2 = Q2，由平方的特征值为特征值的平方、P,Q 的特征值均为正

数，至少可以得到 P 与 Q 特征值相同，而由它们均实对称可知它们正交相似。

设 T TPT = Q，其中 T 为正交阵。此时 P 2 = Q2 可化为

P 2T = TP 2

而我们要证 P = Q，也即

PT = TP

于是，只要证明任何与 P 2 可交换的矩阵都与 P 可交换即可。

设 P = STDS，其中 S 为正交阵，则 P 2 = STD2S。本讲义 8.3.3 的最后一题证明了与 P 2 可交换

的矩阵一定能写为 STB0S，其中 B0 满足当且仅当 d2ii = d2jj 时 (B0)ij 可任取，否则为 0。但对两个
正数，d2ii = d2jj 等价于 dii = djj，从而 B0 只在 dii = djj 的元素非零，这就说明了它与 P 可交换，

得证。

* 需要熟悉与对角阵可交换的矩阵表达式。

• 5 推 4

由于正定阵是可逆的，符合性质 4 要求。

• 1 推 8

对第 m1, . . . ,mr 行/列交成的子矩阵 C，对任何 r 维非零向量 y，考虑 n 维向量

x =
r∑

i=1

yiemi
̸= 0

分块或直接展开计算可发现

yTCy = xTAx > 0

从而 C 正定。由性质 1、4 的等价性可知存在可逆阵 PC 使得 detC = (detPC)
2 > 0，得证。

• 8 推 9

顺序主子式是主子式，从而性质 9 成立。
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• 9 推 1

对阶数归纳。n = 1 时成立，假设 n = k 时成立，考虑 n = k + 1 时，由对称性矩阵 A 可分块为(
Bk×k α

αT a

)

由 n = k 时成立知 B 正定，且还有 detA > 0。

由 B 特征值均正可知其可逆，从而可写出 Schur 公式(
I

−αTB−1 1

)(
B α

αT a

)(
I −B−1α

1

)
=

(
B 0

0 a− αTB−1α

)

式子左侧 A 左右乘的两个矩阵恰好互为转置 (利用正交相似对角化可说明 B 对称则 B−1 对称)，于
是 A 合同于 diag(B, a− αTB−1α)，且由 A 左右乘的两个矩阵行列式为 1 可知

detA = det diag(B, a− αTB−1α) = (a− αTB−1α) detB

由 B 正定与 detA > 0即得到 a−αTB−1α > 0。由此，考虑特征值利用性质 2可直接验证 diag(B, a−
αTB−1α) 正定，从而 A 正定，得证。

从性质 8 的证明过程可以看出，若 A 正定，则其所有主子矩阵 (即主子式对应的子矩阵) 都正定，对
半正定阵可类似证明此结论成立。上面的这些性质可以解决绝大部分关于正定阵的问题。此外，性质 9 证
明中出现的对称阵的 Schur 公式本质是一种成对分块行列变换，这样的操作在一些细致的证明中时常会用
到。

* 根据我们之前对内积矩阵的讨论，一个方阵能成为内积矩阵当且仅当它正定。

半正定阵也有类似的结论。对于 n 阶实对称阵 A，以下命题相互等价：

1. (半正定定义) 对任何 x 有 xTAx ≥ 0；

2. A 特征值均为非负实数；

3. A 负惯性指数为 0；

4. 存在实对称阵 P 使得 A = P 2；

5. 存在唯一半正定阵 P 使得 A = P 2；

6. 存在实方阵 P 使得 A = P TP；

7. 存在实矩阵 P 使得 A = P TP；

8. A 的主子式都非负。

性质 1 到 7 的等价性、1 推 8 于可与正定时几乎完全相同证明。值得注意的是，所有顺序主子式都非
负不能说明半正定，如考虑三阶实方阵 diag(1, 0,−1)，其顺序主子式分别为 1、0、0，但它是不定的。

我们下面来证明 8 推 2。利用特征多项式 φA(λ) = det(λI −A) 的定义，利用完全展开式可以发现

φA(λ) = λn +
n∑

k=1

(−1)kσkλ
n−k

这里 σk 为所有 k 阶主子式的和，由性质 8 成立可知 σk ≥ 0。

当 λ < 0 时，有

φA(λ) = (−1)n
(
(−λ)n +

n∑
k=1

σk(−λ)n−k

)
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于是其恒与 (−1)n 同号，从而非零，这即说明 φA(λ) 没有小于 0 的根，即所有特征值非负 (由实对称方阵
所有特征值为实数)，得证。
* 对于负定/半负定，其等价于数乘 −1 后为正定/半正定，因此上方的所有性质都有对应的版本，这里不
再赘述。

11.2.3 不等式问题

我们最后介绍两个合同对角化相关的引理，与一些正定阵解决的不等式问题。

1. 合同对角化引理 1：若 A 为正定阵，B 为同阶实对称阵，存在可逆阵 P 使得 P TAP = I、且 P TBP

为对角阵。

由 A 正定，其与 I 合同，从而存在可逆阵 Q 使得 QTAQ = I。由于 QTBQ 仍对称，设其正交相似

对角化为

T T (QTBQ)T = D

其中 T 正交，D 对角，则有

(TQ)TB(TQ) = D

(TQ)TA(TQ) = T T IT = I

再由可逆阵乘积可逆知令 P = TQ 即可。

2. 合同对角化引理 2：若 A,B 为同阶半正定阵，存在可逆阵 P 使得 P TAP、P TBP 均为对角阵。

由 xT (A+B)x = xTAx+ xTBx ≥ 0 可知 A+B 半正定，从而存在可逆阵 Q 使得 QT (A+B)Q =

diag(Ir, O)，于是可设

QTAQ =

(
A1 A2

AT
2 A3

)
有

QTBQ =

(
Ir −A1 −A2

−AT
2 −A3

)

利用半正定阵的主子矩阵半正定与合同不改变半正定性，A3 与 −A3 均半正定，考虑惯性指数可知

只能为 A3 = O。

设 QTAQ = G，其元素为 gij。对 A2 部分的任何一个元素 gij，根据形式有 i < j 且 gjj = 0. 考虑
第 i, j 行/列相交形成的主子式，其行列式为 −g2ij，由半正定性知其大于等于 0，从而只有 gij = 0，

由此得到 A2 = O，至此，我们有

QTAQ =

(
A1 O

O O

)

QTBQ =

(
Ir −A1 O

O O

)

* 注意 r = rank(A+B)，我们事实上得到了对半正定阵 A,B 有 rankA ≤ rank(A+B)。

由于 A1 对称，设其正交相似对角化为 A1 = UTDU，其中 U 为正交阵、D 为对角阵，则利用

U(I −A1)U
T = UUT −D = Ir −D 有(

U O

O I

)
QTAQ

(
UT O

O I

)
= diag(D,O)

(
U O

O I

)
QTBQ

(
UT O

O I

)
= diag(Ir −D,O)
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验证可逆性可得这已经为同时相合对角化。

3. 证明若 A,B 均正定，则 AB 的所有特征值为正数。

设 A = P TP，P 可逆，有

P−T (AB)P T = PBP T

由于 PBP T 与 B 合同，其仍正定，因此特征值均为正，而相似不改变特征值，从而得证。

* 拆分合同与相似两步的技巧有时会有奇效。

4. 若 A 半正定，对正整数 m，证明存在唯一半正定阵 X 使得 Xm = A，记为 X = A1/m。

* 由此半正定阵的正有理数次方可以定义，通过极限可定义其任何次方。

与正定阵性质 2 推 5 的证明非常类似。设 A 正交相似对角化为

QT diag(λ1, . . . , λn)Q

由于 λi ≥ 0，可取

X = QT diag(λ1/m
1 , . . . , λ1/m

n )Q

即符合要求。

为证明唯一性，由于非负实数上 x→ xm 为双射，类似可得与 Xm 可交换的矩阵都与 X 可交换，从

而若 Y m = Xm，且 Y 亦半正定，利用特征值一一对应可知正交相似，设 T TXT = Y，其中 T 正

交，则由于

XmT = TXm

可推出

XT = TX

从而得证唯一。

5. 若 A,B 均半正定，证明 det(A+B) ≥ detA+ detB。

利用合同对角化引理 2，设可逆矩阵 P 使得 P TAP、P TBP 均为对角阵，要证的式子同左乘 detP T、

右乘 detP (它们都非零) 可得

det(P TAP + P TBP ) ≥ det(P TAP ) + det(P TBP )

设 P TAP = diag(a1, . . . , an)、P TBP = diag(b1, . . . , bn)，即化为要证在 ai, bi 非负时

n∏
i=1

(ai + bi) ≥
n∏

i=1

ai +
n∏

i=1

bi

而左侧展开即包含右侧，从而得证。

6. 若 n 阶方阵 A 半正定，设其前 r 行 r 列构成的矩阵为 B，后 n− r 行 n− r 列构成的矩阵为 C，证

明 detA ≤ detB detC。

• 先证明 A 正定时正确。此时由于 B,C 为主子矩阵可知 B,C 正定，设

A =

(
B D

DT C

)

利用 Schur 公式类似上一小节证明可知(
I

−DTB−1 I

)(
B D

DT C

)(
I −B−1D

I

)
=

(
B O

O C −DTB−1D

)
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利用相合不改变正定性，考虑右侧主子矩阵可知 C −DTB−1D 正定，且两端计算行列式有

detA = detB det(C −DTB−1D)

由 B 正定，考虑特征值发现 B−1 正定，设其为 P TP，则 DTB−1D = (PD)T (PD)，从而其半

正定。利用上一题可知

detC ≥ det(C −DTB−1D) + det(DTB−1D) ≥ det(C −DTB−1D)

从而再由 detB ≥ 0 即得

detA ≤ detB detC

• 对半正定的 A，利用特征值可发现对任何 λ > 0 有 λI +A 正定，由此由正定情况有

det(λI +A) ≤ det(λI +B) det(λI + C)

对任何 λ > 0 成立，由连续性取 λ→ 0+ 得证。

* 这是半正定阵的摄动法的常用形式。

7. 若 n 阶方阵 A,B 正定，设 n 阶方阵 C 满足 cij = aijbij，证明 C 正定。

设 A = P TP，B = QTQ，且 P,Q 可逆，可发现

cij =
n∑

k,l=1

pkipkjqliqlj

为了将其配凑为矩阵乘法的形式，我们先固定 k，将它看成

n∑
k=1

( n∑
l=1

pkipkjqliqlj

)
=

n∑
k=1

( n∑
l=1

(pkiqli)(pkjqlj)

)
由此，记 R(k) 为第 i 行第 j 列为 pkjqij 的方阵，上述的乘法事实上可以写为

C =
n∑

k=1

RT
(k)R(k)

进一步地，由形式可以发现

R(k) = Q diag(pk1, . . . , pkn)

设

R =


R(1)

...
R(n)

 =


Q

. . .
Q



diag(p11, . . . , p1n)

...
diag(pn1, . . . , pnn)


可发现左侧可逆，右侧可行变换出 P，从而 rankR = n，其列满秩，而又由于 C = RTR，即可从之

前的性质得到正定。

* 这个结论的形式非常奇怪，但确实在进行一些估计时会有用。

§11.3 最小二乘

* 这部分在书上只作为例题进行了简单介绍，但实际上结论十分重要。
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11.3.1 二次型的最值

在经过了正定相关的讨论后，我们可以对二次型的最值问题给出一个结论。设

Q(x) = xTAx

其中 A 对称，则 Q(x) 的最小值存在当且仅当 A 半正定，此时最小值为 0；Q(x) 的最大值存在当且仅当

A 半负定，此时最大值为 0。
这个结论的证明是自然的：由合同标准形，作非退化线性替换 y = Px，使得

xTAx = yT diag(Ia,−Ib, O)y =
a∑

i=1

y2i −
a+b∑

i=a+1

y2i

由于 x = P−1y，任取 yi 都可以构造出对应的 x。从而只要 a 非零，就可以取 y1 → ∞，其余 yi 为 0 使
其趋于正无穷；反之，若 a = 0，利用半负定阵的等价定义可知 xTAx ≤ 0，且 x = 0 时取到。对 b 可以

同理讨论得到结论。

比起这个容易得到的结论，我们往往更关心另一个式子的最值，也即

R(x) =
xTAx

xTx
, x ̸= 0

这称为 Rayleigh 商。仍然假设 A 对称，由于 x 乘非零倍数不影响此式，我们有时也设其定义在单位球

面 {x | ∥x∥ = 1} 上。
由于这里需要控制分母 xTx不变，我们可以想到通过正交换元构造。设 A的正交相似对角化为 P TDP，

其中 P 为正交阵、D 为对角阵，则
xTAx

xTx
=

(Px)TD(Px)

xTx

进一步地，由于 P 正交，xTx = (Px)TPx，于是记 y = Px，D 的对角元 (即 A 的特征值) 为 λ1, . . . , λn，

可知原式化为 ∑n
i=1 λiy

2
i∑n

i=1 y
2
i

与刚才类似讨论可知 y 可取任何非零向量，而设 M 为特征值中的最大值，m 为特征值中的最小值，有

m
n∑

i=1

y2i ≤
n∑

i=1

λiy
2
i ≤M

n∑
i=1

y2i

且当 y 只在最大/最小的分量为 1，其余为 0 时可取等，由此即得 R(x) 的最大/最小值为 A 的最大/最小
特征值。

11.3.2 二次函数的极值与最值

在解决了二次型的最值问题后，我们来考虑更一般的 n 元二次函数，即

Q(x) = xTAx+ bTx+ c

这里 A 为 n 阶实对称阵，b ∈ Rn，c 为实数。

• Q(x) 的驻点 (即对各 xi 导数均为 0 的点) 为方程 2Ax+ b = 0 的解。
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将其展开为求和，并看成关于每个 xi 的函数求导即得。由于这不是本门课的重点，此处只给出一个

简略的证明：

0 =
∂

∂xk
Q(x)

=
∂

∂xk

(∑
i,j

aijxixj +
∑
i

bixi + c

)
=

∂

∂xk

(
akkx

2
k +

∑
i ̸=k

2aikxixk + bkxk

)
= 2akkxk +

∑
i ̸=k

2aikxk + bk

= 2
∑
i

aikxk + bk = (2Ax+ b)k

• 当 A 不定时，Q(x) 不存在最值点。

类似之前，我们设 A = P T diag(Ia,−Ib, O)P，其中 P 为可逆阵，并记非退化线性替换 y = Px，则

上式可以化为

Q(x) =
a∑

i=1

y2i −
a+b∑

i=a+1

y2i + bTP−1y + c

再记 u = P−T b，其各元素为 ui，则可进一步写为

Q(x) =
a∑

i=1

y2i −
a+b∑

i=a+1

y2i +
n∑

i=1

uiyi + c

若 a, b 均非零，在 y1 → ∞，其余为 0 时 Q(x) → +∞，在 ya+1 → ∞，其余为 0 时 Q(x) → −∞，
因此无最值。

• 当 A 半正定时，若其驻点不存在，则其无最小值。

沿用上一部分证明的记号。由 A 半正定，可进一步写为

Q(x) =
a∑

i=1

y2i +
n∑

i=1

uiyi + c

若存在 k > a 且 uk ̸= 0，则 Q(x) 可以看成 yk 的线性函数，可以趋于正负无穷，从而不存在最小值。

下面只需说明驻点存在等价于 k > a 时 uk 均为 0。

驻点存在即 2Ax+ b = 0 有解，考虑增广矩阵即

rank 2A = rank(2A,−b)

利用第三类初等变换得到这等价于

rankA = rank(A, b)

展开并利用 b = P Tu 可知

a = rank(P T diag(Ia, O)P, P Tu)

由 P T 可逆，左乘其逆不影响秩，得到其等价于

a = rank(diag(Ia, O)P, u)

由于 P 可逆，考虑分块矩阵第三类初等列变换，第一列右乘 P−1，得到等价于

a = rank(diag(Ia, O), u)

而直接作列变换可知这即等价于 k > a 时 uk = 0，得证。
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• 当 A 半正定时，若其驻点存在，则所有驻点都是最小值点。

沿用上一部分证明的记号。若已知 k > a 时 uk = 0，利用二次函数知识可知最小值等价于

yi = −ui
2
, i = 1, . . . , a

另一方面，驻点方程写为

2P T diag(Ia, O)Px+ P Tu = 0

消去并利用 y = Px 得到

diag(Ia, O)y = −u
2

由于已知驻点存在，k > a 时 uk = 0，上述方程即与最小值条件完全相同，得证。

* 进一步利用二次函数知识可得此时最小值为

−
a∑

i=1

u2i
4

+ c = −1

4
uTu+ c = −1

4
bTP−1P−T b+ c

• 当 A 半负定时，若其驻点不存在，则其无最大值。

考虑 −Q(x) = xT (−A)x + (−b)Tx − c，此函数的驻点条件为 −2Ax − b = 0，即 2Ax + b = 0，且

−A 半正定，从而由之前的部分得证。

• 当 A 半负定时，若其驻点存在，则所有驻点都是最大值点。

同样考虑 −Q(x) 得证。

利用分析学的方法，可以通过 Hesse 阵证明 A 不定时 Q(x) 也不存在极值点 (类似教材 6.3 节定理
7)。对于其他情况，由于极值点一定是驻点 (同样利用分析学方法)，最值点一定是极值点，由于最值点等
价于驻点，其自然也等价于极值点。由此，我们可以完全确定一个一般二次函数的所有最值点与极值点。

11.3.3 最小二乘解

在本讲义 1.4.1 中，我们其实已经介绍了最小二乘问题：给定 Am×n、bm×1，求 x 使得 ∥Ax− b∥ 最小。
由于 ∥Ax− b∥ 最小等价于其平方最小，即对应求二次函数

Q(x) = (Ax− b)T (Ax− b)

的最小值点。将其展开得到 (利用一阶方阵必然对称，bTAx = xTAT b)

Q(x) = xTATAx− 2bTAx+ bT b

根据半正定阵的等价定义，ATA 是半正定的，从而 Q(x) 的所有驻点都是最小值点，由之前讨论可知其驻

点方程为

ATAx = AT b

事实上，最小二乘问题比起一般的二次函数问题具有特殊性：其驻点必然存在，可直接利用秩相关的

一些结论 (主要来自教材 4.3 节) 得到

rank(ATA,AT b) = rankAT (A, b) ≤ rankA = rankATA

而又由 ATA 是 (ATA,AT b) 的子矩阵可知秩相等，从而此非齐次线性方程组有解。

* 最小二乘问题有很多算法，但人工计算一般直接求解齐次线性方程组是最方便的。
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我们以上述结论的某种逆命题结束这次习题课：若 Ax = b 有解，且 A 半正定，则存在矩阵 C、c 使

得

A = CTC, b = CT c

证明：设 A = P T diag(Ir, O)P，则由 P 可逆，记 y = Px，Ax = b 有解等价于

diag(Ir, O)y = P−T b

有解，而这意味着 P−T b 的后 n− r 个分量为 0，从而计算得 P−T b = diag(Ir, O)P−T b。取

C = diag(I,O)P, c = P−T b

可验证结论成立。

这意味着，二次函数若最小值存在，其最小值点一定可以看成某个最小二乘问题的解。

十二 期末总结

§12.1 习题解答

1. 习题 6.3-8

充分性：见本讲义 11.2.2。

必要性：由列满秩定义须有 m ≥ n。由正定等价定义可知存在可逆矩阵 P0 使得 A = P T
0 P0，取

P =

(
P0

O(m−n)×n

)

由其存在 n 阶可逆子式可知列满秩，直接计算可知 P TP = P T
0 P0 +OTO = P T

0 P0 = A，得证。

2. 习题 6.3-10

见本讲义 11.2.2。

3. 计算奇异值分解

A =


1 0 1 0

0 1 0 1

−1 1 1 −1


算法见本讲义 10.4.2，注释第二条中给出了常用算法，最终结果为

A = U


2 0 0 0

0
√
2 0 0

0 0
√
2 0

V T , U =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 , V =


− 1

2
0 1√

2
− 1

2

1
2

1√
2

0 − 1
2

1
2

0 1√
2

1
2

− 1
2

1√
2

0 1
2


* 奇异值唯一，U, V 未必唯一。

4. 设 A 是 n 级实对称矩阵，证明 A 的特征值都在 [a, b] 中等价于 A− tI 当 t < a 时正定，t > b 时负

定。

利用特征值定义计算特征多项式可知 A− tI 的特征值为 A 的每个特征值减 t，由此由实对称阵正定

等价于特征值均正、负定等价于特征值均负可得结论。
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5. 补充题六-1

存在性：由 A可逆知 ATA正定，从而特征值均正，于是 A的奇异值均正，奇异值分解为 A = UΣV T，

这里 Σ 为对角元均正的对角阵，U, V 正交。取 T = UV T、S1 = V ΣV T、S2 = UΣUT，利用相合不

改变正定性即得 S1、S2 正定，而由正交阵乘积正交可知 T 正交，从而符合要求。

唯一性：若 A = TS = T0S0 是两种极分解，有 TS = T0S0，进一步写为

T T
0 T = S0S

−1

设上式左右两侧的矩阵为 Q。利用本讲义 11.2.3 第三题的证明过程，由于 S0、S
−1 正定，Q 相似于

某正定阵，因此可对角化且特征值均为正。另一方面，Q = T T
0 T 为正交阵，由本讲义 10.3.1 可知特

征值模长均为 1，因此只能所有特征值为 1。由于其可对角化，特征值代数重数等于几何重数，1 的
几何重数也为 n，即 rank(Q−A) = 0，于是 Q = I，也即 T0 = T、S0 = S。

6. 习题 4.6-8

只对行证明，对列完全类似。设 Q 为正交矩阵，考虑第 i1, . . . , ik 行，由 QQT = I 可知

(QQT )

(
i1 . . . ik

i1 . . . ik

)
= det Ik = 1

于是由教材 4.3 节命题 1 可得

1 = (QQT )

(
i1 . . . ik

i1 . . . ik

)
=

∑
j1,...,jk

Q

(
i1 . . . ik

j1 . . . jk

)
QT

(
j1 . . . jk

i1 . . . ik

)

而利用 QT 与 Q 的行列关系，右侧即为 Q 第 i1, . . . , ik 行所有子式平方和，得证。

7. 设 u, v 是 n 维列向量，A = uvT。证明 u 非零时是 A 的特征向量，并求 A 所有特征值与对应的特

征向量。

直接计算可知

Au = uvTu = (vTu)u

由此 u 非零时 u 是特征值 vTu 的特征向量。

由于 rankA ≤ ranku ≤ 1，0 的几何重数至少为 n− 1，下面进行分类讨论：

(a) 当 u, v 有一个是零向量时，A = O，其特征值为 n 个 0，全空间一组基为特征向量。

(b) 当 u, v 均非零向量，且 vTu = 0 时，计算可发现此时 A ̸= O，于是 0 的几何重数为 n− 1。另

一方面，利用本讲义 8.1.3 第一题计算可知

det(λI − uvT ) = λn−1 det(λI − vTu) = λn−1(λ− vTu) = λn

由此 0 的代数重数为 n，不存在其他特征值。另一方面，Ax = 0 等价于 (vTx)u = 0，由 u, v 非

零这又等价于 vTx = 0，于是取 {x | vTx = 0} 的一组基即构成 0 的特征向量 (利用解空间维数
定理可发现此空间维数的确为 n− 1)。

(c) 当 vTu ̸= 0 时，与上一种情况完全相同可知特征多项式为 λn−1(λ − vTu)，特征值 0 对应的特
征子空间是 {x | vTx = 0}，特征值 vTu 的代数重数为 1，对应特征向量为 u。

* 可以发现 (a)、(c) 两种情况均可对角化，而 (b) 不可对角化，这就完全解决了秩 1 矩阵的相似对
角化问题。
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8. 已知 x21 + x22 + x23 = 1，求 x21 + x22 + 2x23 − 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 的最大/最小值与取到最大/最小
值的 xi。

算法见本讲义 11.3.1 或教材 6.1.2 例 11。以教材的记号为例，由证明过程可发现当向量 b = e1，即

α = Te1 时取到最大值 λ1，b = en，即 α = Ten 时取到最小值 λn。由此，写出二次型对应的矩阵

A =


1 −1 2

−1 1 2

2 2 2


计算对应的正交相似对角化

T TAT = diag(4, 2,−2), T =


1√
6

− 1√
2

− 1√
3

1√
6

1√
2

− 1√
3

2√
6

0 1√
3


从而 x1 = x2 =

1√
6
、x3 =

2√
6
时最大为 4，x1 = x2 = − 1√

3
、x3 =

1√
3
时最小为 −2。

*同样利用证明过程可发现，当 xi 全变为相反数时仍取到对应的最大/最小值，其他情况不为最大/最
小。

9. 证明 A =

(
a b

c d

)
可对角化当且仅当 (a− d)2 + 4bc ̸= 0 或 a = d、b = c = 0。

先计算其特征多项式为

det(λI −A) = (λ− a)(λ− d)− bc = λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc

若两特征值不同，考虑判别式即 (a− d)2 + 4bc ̸= 0，其必然可对角化。否则，由于某特征值 λ 代数

重数为 2，其可对角化当且仅当几何重数也为 2，也即 rank(λI − A) = 0，于是 A = λI，此时对应

a = d、b = c = 0。

反之，若 A 可对角化，必然落入上述两种情况的一种，由此仍然成立。

§12.2 拾遗

12.2.1 不变子空间

之前我们提到过，分块与限制映射的本质是统一的，现在我们来具体叙述这种统一性。总体来说，可

以归为如下定理：

设线性映射 f : U → V 满足 f(U0) ⊂ V0，其中 U0 为 U 某子空间，V0 为 V 某子空间，则设 U0 一

组基为 u1, . . . , ur，扩充为 U 一组基 u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un；V0 一组基为 v1, . . . , vs，扩充为 V 一组基

v1, . . . , vs, vs+1, . . . , vm。设 f
∣∣
U0→V0

在上述基下的矩阵表示为 Bs×r，f 在上述基下的矩阵表示为 Am×n，

则有

A =

(
B O

X Y

)

这个定理的证明是可以通过矩阵表示的定义直接进行的。f
∣∣
U0→V0

的矩阵表示为 B 的含义是

∀i = 1, . . . , r, f(ui) =
s∑

j=1

bijvi

而 f 的矩阵表示为 A 的含义是

∀i = 1, . . . , n, f(ui) =

m∑
j=1

bijvi
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对 i 为 1 到 r (也即 A 的前 r 行)，对比系数即可发现结论。
因此，利用线性映射的基变换等同于相抵，限制映射可以看作相抵为分块上三角阵。

同样，若 U = V，上述定理对线性变换仍然成立：设线性变换 f : U → U 满足 f(U0) ⊂ U0，其中 U0

为 U 某子空间，则设 U0 一组基为 u1, . . . , ur，扩充为 U 一组基 u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un。设 f
∣∣
U0→U0

在

上述基下的矩阵表示为 Br×r，f 在上述基下的矩阵表示为 An×n，则有

A =

(
B O

X Y

)

利用线性变换的基变换等同于相似，线性变换的限制映射可以看作相似为分块上三角阵。

* 满足上述条件的 U0 称为 f 的不变子空间，对于后续的相似标准形分析非常重要。这里我们其实给出了

不变子空间在矩阵视角的含义。

最后，考虑去除限制映射条件的一般分块：考虑线性映射 f : U → V 与 U 某子空间 U0，V 某子空间

V0。设 U0 一组基为 u1, . . . , ur，扩充为 U 一组基 u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un；V0 一组基为 v1, . . . , vs，扩充

为 V 一组基 v1, . . . , vs, vs+1, . . . , vm，设 f 在上述基下的矩阵表示为 Am×n，分块为

A =

(
Bs×r C

X Y

)

可以发现，这时的 B 意味着 f(U0) 在 V0 中的分量。例如，B 的第一列表示 f(u1) 在基 v1, . . . , vn 下的前

s 个坐标。

但是，这样的定义价值并不大，因为这前 s个坐标并不只与 v1, . . . , vs相关。例如。考虑 f(x, y) = (x, y)、

U = V = R2，U0 = {(a, a)}、V0 = {(a, 0)}，u1 = (1, 1)、v1 = (1, 0)。

当 v2 = (0, 1) 时，有

f(u1) = v1 + v2

但当 v2 = (1, 1) 时，有

f(u1) = v2

两种情况对应的 B1×1 分别为 1 与 0。这就意味着，一般情况下，只通过 U0, V0 的基无法确定矩阵表示的

分块 B，必须给出 V0 扩充后的基。

利用本讲义 4.2.2 对补空间的定义 (交为 {0}、和为全空间)，上述问题的出现本质是由于 V0 的补空间

不唯一，例如上方的两个 v2 生成的空间均为 V0 的补空间。因此，我们需要定义更强的结构，这就是下面

要说的正交补。

12.2.2 正交补空间

正交补空间的定义如下：设 U 为 Rn 某子空间，其正交补空间为

U⊥ = {x | xTu = 0, ∀u ∈ U}

根据定义，正交补空间自然是唯一的。我们下面说明其性质 (下方运用一个简单的结论：若 v 与一些向量

正交，则 v 与它们的线性组合也正交，可见教材习题 4.6-2，本讲义 9.1 有解答)：

1. U⊥ 是 U 的补空间。

利用 dim(U + V ) = dimU + dimV − dimU ∩ V，U⊥ 是 U 的补空间等价于 U⊥ ∩ U = {0} 且
dimUT + dimU = n。
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若 x ∈ UT ∩ U，由定义有 xTx = 0，从而 x = 0。另一方面，x ∈ U⊥ 等价于 x 与 U 的一组基正交，

将这组基作为行向量拼成矩阵 A，即等价于 Ax = 0，于是 U⊥ 是 Ax = 0 的解空间。由行秩定义可

发现 rankA = dimU，而根据解空间维数定理即得 dimUT + dimU = n，得证。

2. 若 V 是 U 的补空间且对任何 v ∈ V、u ∈ U 有 vTu = 0，则 V = U⊥。

由对任何 v ∈ V、u ∈ U 有 vTu = 0，根据正交补空间定义可知 V ⊂ U⊥，但根据补空间的维数性质

dimV = dimU⊥，从而只能相同。

3. (U⊥)⊥ = U，由此可以说两个空间互为正交补。

由定义对任何 v ∈ U、u ∈ U⊥ 有 vTu = uT v = 0，而由补空间定义，从 U⊥ 是 U 的补空间可知 U

是 U⊥ 的补空间，由上一个性质得证。

4. 对任何矩阵 A，Ax = 0 的解空间 N(A) 和 A 的行空间 R(A) 互为正交补。

设 A ∈ Rm×n，假设其行向量为 αT
1 , . . . , α

T
m，则计算有

N(A) = {x | αT
i x = 0, ∀i = 1, . . . ,m}

另一方面，与 α1, . . . , αm 正交等价于与它们的任何线性组合正交，而它们生成的空间是 R(A)，于是

N(A) = {x | αTx = 0, ∀α ∈ R(A)}

这就是正交补空间的定义。

* 回看本讲义 6.1 第五题。

除了定义以外，我们还有另一个常用的计算正交补空间的方法：任意取出 U 的一组基 α1, . . . , αr，将其

扩充为 Rn 的一组基 α1, . . . , αn，并进行 Schmidt 正交化得到 Rn 的标准正交基 β1, . . . , βn，则 β1, . . . , βr

构成 U 的一组标准正交基，βr+1, . . . , βn 构成 U⊥ 的一组标准正交基。

证明：首先，根据 Schmidt 正交化的性质可知 β1, . . . , βr 与 α1, . . . , αr 等价，且标准正交，于是它们

构成 U 的标准正交基。利用标准正交基的性质，βr+1, . . . , βn 都与 β1, . . . , βr 正交，于是与 U 正交，又由

它们线性无关，生成空间维数为 n − r，因此利用上方性质 2 可知它们生成的空间就是 U⊥。由 Schmidt
正交化的性质，βr+1, . . . , βn 也标准正交，从而得证。

由补空间的性质，任何向量 x ∈ Rn 可以唯一分解为 y + z，其中 y ∈ U、z ∈ U⊥，将 y 称为 x 在 U

上的投影。在本部分的最后，我们证明 y 是 U 里满足 ∥x− y∥ 最小的元素。
对任何 w ∈ U，有

(x− w)T (x− w) = (z + (y − w))T (z + (y − w))

由于 y − w ∈ U，其与 z 正交，因此直接计算可知

(x− w)T (x− w) = zT z + (y − w)T (y − w) ≥ zT z = (x− y)T (x− y)

从而得证。

* 注意到，只要给定 U 的子空间 U0，任何向量 x 在其上的投影都是确定的，无需再给出其他的基。由此，

对标准正交基下的矩阵表示，其任何分块都可以被子空间确定。不过，这部分内容已经不在本学期的范围

中了，之后有机会时我们将继续讨论。
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12.2.3 QR 分解

在本讲义 10.2.2 中，我们已经给出了 QR 分解的定义：任何一个列满秩矩阵都可以分解成 QR，其中

Q 的列均为单位向量且相互正交，而 R 为对角元均正的 (可逆) 上三角阵。

我们先证明它的唯一性。若列满秩矩阵 Am×n 有两种 QR 分解

A = Q1R1 = Q2R2

先将上式改写为

Q1 = Q2R2R
−1
1

两侧同时左乘转置得到

QT
1Q1 = R−T

1 RT
2Q

T
2Q2R2R

−1
1

设

Q1 = (β1, . . . , βn)

利用分块计算可发现

(QT
1Q1)ij = βT

i βj

由此，由于 βi 均为单位向量且相互正交，Q
T
2Q2 为单位阵 I，同理 QT

1Q1 = I，因此

I = R−T
1 RT

2R2R
−1
1

设 R = R2R
−1
1 ，则利用三角阵的乘法与逆性质可知 R 为对角元均正的上三角阵，由 (XY )T = Y TXT，上

式可改写为

RTR = I

由此，R 为正交的上三角阵。从 R = R−T，左侧为上三角阵、右侧为下三角阵可知 R 为对角阵，又由正

交可知每个对角元平方均为 1，再根据对角元均正即得 R = I，从而 R1 = R2，进一步有

Q1 = AR−1
1 = AR−1

2 = Q2

* 注意对列均为单位向量且相互正交的矩阵 Q，有 QTQ = I，但 QQT ̸= I。

最后，我们给出其对最小二乘问题的应用。假设 A 为一个列满秩方阵，根据本讲义 11.3.3 的讨论，x
使得 ∥Ax− b∥ 最小当且仅当

ATAx = AT b

作分解 A = QR 后，利用 QTQ = I，上述方程即改写为

RTRx = RTQT b

即

x = R−1QT b

如之前所说，此算法的计算过程过于复杂，一般并不适合人类使用，但是对计算机有显著的效果：计算机

可以以较低复杂度得到某个近似分解 Am×n ≈ Q̃R̃，当已知 b 时，计算 Q̃T b 需要 mn 量级次计算，而上

三角矩阵 R̃ 的逆需要 n2 量级次计算，再由列满秩可知 m ≥ n，于是最终运算次数为 mn 量级，低于正

常求解。
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§12.3 知识与技巧整理

* 仍然以节为单位，梳理重要的定理与技巧，并只介绍基本练习题。与期中前会有部分重合内容，但关注
点并不相同，复习时务必优先将下方列举的内容梳理清楚，对应有问题再查询期中前内容。

* 在开始之前，请先对教材 5.1 节的内容有基本了解，之后的整理都是在这种 “等价类” 思想下进行的。

12.3.1 相抵

* 从 4.3 到 4.5 的三节是之后一切分析的基础，务必充分熟悉。

3.5 矩阵的秩

定义：行秩、列秩、秩、行/列满秩、满秩

定理：行列秩相等、秩的非零子式定义

练习：3.5.2 例 8、3.5.2 例 9、习题 3.5-14 (均为结论重要，基本的估算方式)

* 在学习相抵标准形后建议尝试用标准形暴力破解本节的例题与练习题，这样的分块操作是之后很
多证明的基础。

4.3 矩阵乘积的秩与行列式

定理：rank(AB) ≤ min(rankA, rankB)，Binet-Cauchy 公式、Cauchy 不等式 (4.3.2 例 10)

* 由于期中后出现了大量与子式相关的估算，Binet-Cauchy 公式与其下方的命题 1 都值得记忆。此
外，Cauchy 不等式同样对期中后的估算非常重要，须记得结论。

练习：4.3.2 例 3 (方程组视角是之后二次型分析的基础)

4.4 可逆矩阵

定义：可逆矩阵、逆矩阵、伴随矩阵

算法：通过伴随方阵计算逆、初等变换法计算逆

定理：本节的所有命题与性质均为逆的基本性质

* 好用的结论：A 的多项式的逆一定是 A 的多项式，由此可以简化待定系数，如 4.4.2 例 7。

练习：4.4.2 例 2 (配凑思路整体求逆)、4.4.2 例 4 (关于逆的封闭性结论)、4.4.2 例 5 (同样为封闭性
结论)、习题 4.2-15 (熟悉整体的计算)

* 4.4.2 例 12 的结论与过程对于下学期很重要，关乎根子空间与循环子空间。

4.5 分块矩阵

定义：分块矩阵、分块初等变换、分块对角阵、分块三角阵

定理：分块矩阵乘法 (看着能乘就能乘，详见本讲义 8.1.3)、diag(In, Im −AB) 到 diag(Im, In −AB)

的初等变换 (会对之后 Im − AB 与 In − BA 相关的分析有很大作用，用例见复习题)、Schur 公式
(4.5.2 例 16，最重要的分块行列变换应用)、Sylvester 秩不等式/Frobenius 秩不等式 (4.5.2 例 2/习
题 4.5-3，稍复杂的秩估计常用)

练习：4.5.2 例 3 (分块初等变换计算秩)、习题 4.5-18 (分块初等变换计算行列式)、4.5.2 例 17 (摄动
法处理不可逆情况，伴随矩阵相关问题也常用)、4.5.2 例 21 (行列变换的相似操作)、习题 4.5-13 (常
用结论、分块对角的计算)

5.2 相抵标准形

定义：相抵标准形
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算法：矩阵相抵标准形与相应过渡矩阵 P,Q 的计算 (定理 1 证明过程)

练习：5.2.2 例 3 (满秩分解，结论重要，尤其秩为 1 时)、习题 5.2-6 (不用标准形可能存在很简单的
做法)

* 更多习题可见本讲义 4.2.2，有大量相抵标准形与逆矩阵结合的操作，一些结论也会有应用，如将
rankA2 = rankA 时 A 的相似情况用于习题 5.2-7。

12.3.2 相似

* 这里的 5.5 节中融合了 5.7 节里作为例题的相似对角化，此节作为相似的核心内容，存在大量技巧。

4.7 线性映射

定义：线性映射、像空间、核空间

练习：4.7.2 例 5 (矩阵与线性映射关系)、习题 4.7-6 (乘可逆矩阵换元的基础)

* 即使前半学期并未学习空间技巧这条路，学习相似前务必对矩阵看作线性映射有基本的了解。

5.4 相似的概念

定义：相似、迹、可对角化、置换矩阵

定理：tr(AB) = tr(BA)、相似不变量与基本性质 (性质 1 到 5、5.4.2 例 1 到 4、习题 5.4-1 到 7)、
可对角化的基本等价性质、置换相似 (5.4.2 例 7 到 10)

* 对用定义推导相似基本性质需要充分熟悉，这是因为我们目前并未学习相似的标准形，能依赖的只
有定义。

* 不要忽视本节对可对角化的基本讨论，此外，之前习题 4.5-13 的结论结合相似对角化后会有大量
作用。

练习：习题 5.4-11 (有 AB −BA 这类结构时可尝试用 tr 分析)、5.4.2 例 13 (结论重要，注意数域影
响)、习题 5.4-12 (相似初等变换的构造)

5.5 特征值与特征向量

定义：特征值、特征向量、特征多项式、特征子空间、几何重数、代数重数

算法：复矩阵的相似三角化 (5.7.2 例 6)

*相似三角化这个结论建议在此处直接学习，它可以得到一个极为重要的性质：A特征值为 λ1, . . . , λn，

f 为多项式，则 f(A) 特征值为 f(λ1), . . . , f(λn)，以此可以解决很多问题。下方列举的练习不包含

用此性质容易解决的。

定理：特征系统相关的相似不变量、特征多项式各项系数 (最常用为 detA 等于特征值乘积、trA 等
于特征值求和)、几何重数不超过代数重数 (注意证明中结合空间技巧)

练习：5.5.2 例 2 (实矩阵复特征值成对)、5.5.2 例 3 (注意数域影响特征值)、5.5.2 例 4 (特征方程出
发的操作，各种特殊矩阵特征值性质往往用其进行证明，建议多练几个)、5.5.2 例 6 (结论重要，逆
的特征值)、5.5.2 例 9 (AB 与 BA 的重要关系)、习题 5.5-12 (利用解空间的定义计算)、习题 5.5-19
(空间的基本技巧)

* 本节还有一些正交阵相关的特征值结论，注意谈论正交阵的特征值是在实数范围内，可以等 4.6 节
复习完后回看。

5.6 可对角化矩阵

算法：可对角化阵的对角化 (求解特征值与特征向量)
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定理：不同特征值对应的特征向量线性无关 (特征子空间为直和)、可对角化的等价判定 (与常用的充
分条件：n 个特征值互不相同)

练习：5.6-2例 1 (通过秩确定几何重数以说明可对角化)、5.6-2例 2 (相似结果结合相似不变量)、5.6-2
例 8 (多项式结合相似进行操作)、5.6-2 例 16 (特征多项式相关往往需要直接通过特征值处理)、习题
5.6-14 (熟悉 tI +X 类型的矩阵分解，这里 X 为低秩矩阵，可进一步满秩分解)

12.3.3 正交阵与对称阵

4.6 内积与正交阵

定义：正交矩阵、内积、正交、标准正交基、正交补空间 (4.6.2 例 17)、正交投影 (4.6.2 例 18)

* 教材对于正交补与正交投影的讨论其实不完全严谨 (缺少一些存在唯一性)，可参考本讲义 12.2.2。

算法：Schmidt 正交化 (也对应 QR 分解算法，见 4.6.2 例 5)、最小二乘解法 (优先 4.6.2 例 19)

定理：正交阵对乘法与逆的封闭性、正交阵等价定义 (行/列为标准正交基)

练习：4.6.2 例 13 (结论重要，映射角度的正交阵)、习题 4.6-3 (基本性质)、习题 4.6-7 (常用的化简
方式)、习题 4.6-11 到 13 (一些基本的正交相关等式与不等式)

5.7 实对称阵的正交相似

定义：正交相似

算法：实对称阵的正交相似对角化 (求解特征值与特征向量并正交化)

定理：实对称阵特征值为实数 (特征方程与转置结合操作)、实对称阵不同特征值对应的实特征向量
正交

* 注意由于对称阵正交相似仍对称，能正交相似对角化的矩阵一定为实对称阵。

练习：5.7.2 例 3 (结论重要、特征方程操作)、5.7.2 例 7 (斜对称阵基本性质)、习题 5.7-3 (一般数域
相似三角化)、习题 5.7-7 到 8 (注意推广到复数域后如何将转置替换为共轭转置类似处理)

* 建议时间充裕时将教材第五章习题都过一遍以加深对相似操作的印象。

补充 正交相抵

定义：奇异值、正交相抵

算法：奇异值分解的计算

* 本段不在教材中，但按去年确实在考纲内，可参考本讲义 10.4.2 (或自行搜索其他资料)，注释中有
常用计算方法。

6.1 二次型

定义：二次型、二次型的矩阵、等价、合同、非退化线性替换、正交替换、二次型的标准形、合同标

准形

算法：成对初等行列变换计算对称阵合同对角化

定理：成对版本 Schur 公式 (6.1.2 例 9)、斜对称阵的合同标准形 (6.1.2 例 10)

练习：6.1.2 例 11 (正交替换的用法)、6.1.2 例 14 (同时对角化的相关结论)、习题 6.1-5 (标准形后拆
分)

* 非常建议学习第六章时以矩阵相关的理论作为基础，再应用到二次型上，具体视角可参考本讲义。
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6.2 对称阵的合同

定义：规范形、惯性指数、符号差

算法：实 (复) 对称阵的规范形计算

* 一般不太讨论复二次型，因为复数不能提供不等式信息。

定理：惯性定理 (结论与证明思想都挺重要)

练习：6.2.2 例 3 (合同类计数)、6.2.2 例 5 (一些不太容易用矩阵说明的情况)、习题 6.2-4 (合同相关
的操作)、习题 6.2-5 (通过二次型性质取定符合要求的向量)

6.3 正定与半正定

定义：正定、半正定、负定、半负定

定理：正定与半正定的若干等价定义 (教材中相对分散，可参考本讲义 11.2.2，事实上最常用的三种
为正交相似对角化、合同标准形与二次型版本定义)、同时相合对角化 (6.3.2 例 9)

练习：6.3.2 例 14 (利用相合进行不等式分析)、6.3.2 例 16 (分块初等变换与不等式)

* 正定与半正定相关的题目可能非常灵活，需要灵活切换各种等价定义与性质，很多等价性的证明本
身也是练习，更多练习可见本讲义 11.2.3 与补充题六。

十三 补充：期末复习

§13.1 复习题

* 与期中相同，这里只讲解证明题，但请务必对常考的计算进行一些练习。此外，本讲义第九章的习题也
值得一看。

1. 证明 Am×nXn×pBp×q = O 只有零解 (即此式成立等价于 X = O) 当且仅当 A 列满秩、B 行满秩。

2. (a) 设

M =

(
A −B
B A

)
其中 A,B 为 n 阶方阵，且

M−1 =

(
C D

E F

)
其中 C,D,E, F 为 n 阶方阵，求证 C = F、D = −E。

(b) 计算 (用不含分块矩阵的行列式表示)

det
(
A −B
B A

)

并证明当 A、B 为实方阵时此行列式非负。

(c) 设

M =


A B O

C D C

O −B A


其中 A 为 n 阶可逆方阵，D 为 m 阶方阵。证明 rankM ≥ 2n，并给出 M 可逆的充要条件 (用
A,B,C,D 的秩表示)，在可逆时计算其逆。
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3. (a) 设 Am×n、Bn×m，求证 AB 与 BA 非零特征值相同，且对应的代数重数、几何重数均相同。

(b) 证明或否定：对同阶方阵 A,B，AB 与 BA 相似。

(c) 证明或否定：对 Am×n、Bn×m，若 AB 与 BA 均无零特征值，则它们相似。

4. (a) 若实方阵 A 满足 AT = −A 且可对角化，证明 A = O。

(b) 若实方阵 A 满足 AT = −A 且特征值全为 0，证明 A = O。

(c) 若复方阵 A1, A2, . . . , An 可对角化，且 AiAj = AjAi 对任何 1 ≤ i, j ≤ n 成立，证明存在 P 使

得对任何 i，P−1AiP 为对角阵。

5. (a) 设 A 为三阶实对称阵，满足 det(λI −A) = (λ− 1)2(λ− 2)，且

A


1

1

1

 =


2

2

2


求所有符合条件的 A。

(b) 证明 n 阶实对称矩阵 A 满足 rankA = r 当且仅当其存在 r 阶非零主子式且不存在更高阶非零

主子式。

(c) 证明或否定：n 阶实对称矩阵 A 满足 rankA = r < n 当且仅当其存在 r 阶非零主子式且不存

在 r + 1 阶非零主子式。

6. 设 x = (x1, . . . , xn)，且 A 正定，证明下方定义的 f(x) 为二次型，且负定：

f(x) = det
(
A xT

x 0

)

7. (a) 设 e1, . . . , en 是 Rn 的一组标准正交基，β1, . . . , βn 满足

∀1 ≤ i ≤ n, ∥ei − βi∥ <
1√
n

求证 β1, . . . , βn 构成 Rn 的一组基。

(b) 设 n 阶实方阵 A 分块为 (B,C)，其中 B 为 n×m 矩阵，m < n，求证

(detA)2 ≤ det(BTB) det(CTC)

(c) 若实方阵 A 不对称，且 A+AT 正定，求证

det(A+AT ) < det(2A)

8. 设 A 是实对称方阵，其特征值为 λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ · · · ≥ λn，求证

λk = max
dim V=k

min
0 ̸=x∈V

xTAx

xTx

这里第一个 max 代表 V 取遍 Rn 的 k 维子空间。
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§13.2 解答

1. 设 rankA = r、rankB = s，并设可逆阵 PA, PB, QA, QB 使得

A = PA

(
Ir O

O O

)
QA, B = PB

(
Is O

O O

)
QB

则消去可知 AXB = O 等价于 (
Ir O

O O

)
QAXPB

(
Is O

O O

)
= O

设 Y = QAXPB，则 X = Q−1
A Y P−1

B ，由此 X,Y 或同时为 O，或同时非 O，上述方程只有零解等

价于 (
Ir O

O O

)
Y

(
Is O

O O

)
= O

只有零解。

直接计算可发现上方方程左侧的左上角 r × s 阶子矩阵与 Y 相同，其他元素为 0，由此只要 r ̸= n

或 m ̸= p，Y 就有元素可任取，原方程有非零解；反之，r = n、m = p 时，要求即化为 Y = O，只

有零解。由此，原方程只有零解等价于 r = n、m = p，这就是结论。

2. (a) 我们介绍四种处理思路，从前往后越来越整体化：

i. 由 MM−1 = I 可以得到 

AC −BE = I

AD −BF = O

BC +AE = O

BD +AF = I

直接对比可发现 (C,−E) 与 (F,D) 均为方程组AX +BY = I

AY = BX

的解 (X,Y )，由此即要证明此矩阵方程组的解至多唯一。

设 X 的每一列为 x1, . . . , xn，Y 的每一列为 y1, . . . , yn，可发现上述方程组能拆分为

∀i = 1, . . . , n Axi +Byi = ei, Ayi = Bxi

而这又可以直接写为 (
A B

−B A

)(
xi

yi

)
=

(
ei

0

)
由系数矩阵可逆知解唯一，得证。

ii. 设 C,D,E, F 的每列为 xi、yi、zi、wi，由 MM−1 = I 可以得到(
A B

−B A

)(
xi

zi

)
=

(
ei

0

)
,

(
A B

−B A

)(
yi

wi

)
=

(
0

ei

)

将第二个方程组的上下两行交换 (即左乘对应分块行变换阵) 可得(
A B

−B A

)(
xi

zi

)
=

(
ei

0

)
=

(
−B A

A B

)(
yi

wi

)
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利用条件 M−1M = I 可得 

CA−DB = I

CB +DA = O

EA− FB = O

EB + FA = I

尝试可发现此时直接同时左乘 M−1 无法消去化简，需要利用第二行为 0 进一步得到(
A B

−B A

)(
xi

zi

)
=

(
ei

0

)
=

(
−B A

−A −B

)(
yi

wi

)

这时再同左乘 M−1，可计算得(
xi

zi

)
=

(
C D

E F

)(
−B A

−A −B

)(
yi

wi

)
=

(
O I

−I O

)(
yi

wi

)
=

(
wi

−yi

)

这就是所求结论。

iii. 由 MM−1 = I 可以得到 

AC −BE = I

AD −BF = O

BC +AE = O

BD +AF = I

进一步计算可发现 (
A B

−B A

)(
F −E
−D C

)
=

(
I O

O I

)
于是利用逆的唯一性可知 (

C D

E F

)
=

(
F −E
−D C

)
这就得到了结论。

iv. 先用分块初等变换变换刻画 M 的对称性：其在两行两列相互交换后，将第一行、第一列乘

−1 仍可变回原矩阵。由此，将此描述用行列变换写出得到(
−I O

O I

)(
O I

I O

)
M

(
O I

I O

)(
−I O

O I

)
=M

两边同取逆，利用分块初等变换的逆可得(
−I O

O I

)(
O I

I O

)
M−1

(
O I

I O

)(
−I O

O I

)
=M−1

也即 M−1 的对称性与 A 相同，再代入分块形式得结论。

(b) *思路：回想练习题中行列变换可得到 (两个等号分别为第一行加上第二行、第一列加上第二列)

det
(
A B

B A

)
= det

(
A+B A+B

B A

)
= det

(
A+B O

B A−B

)
= det(A+B) det(A−B)

为配出这种形式，我们事实上需要第一行加第二行的 t倍，使得此时第二列是第一列的 s倍，从

而可以消去。由此，第一行加第二行 t 倍、第二列减第一列 s 倍得到

det
(
A −B
B A

)
= det

(
A+ tB −B + tA

B A

)
= det

(
A+ tB −B + tA− s(A+ tB)

B A− sB

)



十三 补充：期末复习 146

若希望右上角为 O，对比系数可发现须 s = t、st = −1，也即可取 s = t = i，最终得到原行列
式为

det
(
A+ iB O

B A− iB

)
= det(A+ iB) det(A− iB)

由于共轭的加法/乘法为加法/乘法共轭，可知 A,B 为实矩阵时 det(A+ iB) = det(A− iB)，从

而右侧为 | det(A+ iB)|2 非负。

(c) 利用 Schur 公式操作可得 (可将下面每个分块矩阵看作某行/列减某行/列的倍数)
I O O

−CA−1 I O

O O I

M


I −A−1B O

O I O

O O I

 =


A O O

O D − CA−1B C

O −B A



I O O

O I −CA−1

O O I



A O O

O D − CA−1B C

O −B A



I O O

O I O

O A−1B I

 =


A O O

O D O

O O A


由于每步均乘可逆矩阵，不改变秩，可得 (由 A 可逆)

rankM = 2 rankA+ rankD = 2n+ rankD

于是 rankM ≥ 2n，且其可逆等价于 rankM = 2n + m，即 rankD = m，D 可逆。利用

(XY )−1 = Y −1X−1 可知在 M 可逆时其逆为
I −A−1B

I

I



I

I

A−1B I



A−1

D−1

A−1



I

I −CA−1

I




I

−CA−1 I

I


3. (a) 不妨设 m ≥ n。

由教材 4.5 节 det(I −AB) = det(I −BA)，从而 λ ̸= 0 时

det(λI −AB) = λm det(I − (λ−1A)B) = λm det(I −B(λ−1A)) = λm−n det(λI −BA)

利用连续性，λ = 0 时两侧也相等，由此，AB 的特征多项式为 BA 的特征多项式乘 λm−n，这

就已经说明了非零特征值的代数重数相同。另一方面，在 4.5 节的操作中由乘可逆阵不改变秩
可以得到

rank(I −AB) = rank(I −BA) +m− n

从而在 λ ̸= 0 时

rank(λI −AB) = rank(I − (λ−1A)B) = rank(I −B(λ−1A)) +m− n = rank(λI −BA) +m− n

利用解空间维数定理即说明了几何重数相同。

*一般矩阵相似的相关问题由于尚未学习标准形结论，往往需要直接从定义推导。这也是后半学
期唯一一个没有学习标准形的情况。

(b) 结论是错误的，如

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 1

0 0

)
可验证 AB = O 但 BA ̸= O，不相似。
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(c) 结论成立。由于不存在零特征值等价于可逆，条件即 AB、BA均可逆。利用 rank(AB) ≤ rankA、
rank(BA) ≤ rankA 可知只能 A,B 均为方阵，由此 AB 可逆能推出 A 可逆，有

BA = A−1(AB)A

4. (a) 提供两种不同的思路：

i. 由 A 可对角化，设 A = P−1DP，D 为对角阵，则条件化为 (对角阵转置为自身)

P TDP−T = −P−1DP

也即

D = −P−TP−1DPP T

设 B = PP T，上式可以化为 BD+DB = O，且由 P 可逆知 B 正定。由于 B 的对角元均

为证，考察 BD +DB 的对角元可发现必须 D 对角元全为 0，从而 D = O，即得 A = O。

* 利用正交相似标准形事实上可以证明，若 B 正定，则 BX +XB = O 当且仅当 X = O。

ii. 由 A 为实斜对称阵，先证明其特征值均为 ci，其中 c 为某实数。

考虑特征方程 Ax = λx，两侧同作共轭转置得到 (实方阵的共轭为自身)

−xHA = λ̄xH

第一式同左乘 xH、第二式同右乘 x 有

xHAx = λxHx = −λ̄xHx

由于 x 为非零复向量，xHx > 0，从而 λ = −λ̄，设 λ = a+ bi，a, b 为实数即可发现 a = 0，

得证。

由于实方阵 A 可对角化 (注意谈论实方阵的可对角化是在实数域中)，其特征值必然全为实
数，由此只有 ci 均为 0，也即其特征值全为 0，从而考虑对角化知

A = P−1OP = O

(b) 由 A2 的特征值为 A 特征值的平方 (利用相似三角化可证明) 得到 A2 特征值全为 0，因此利用
tr 为特征值之和可得 tr(A2) = 0，替换其中一个 A 为 −AT 可得

tr(ATA) = −0 = 0

而直接计算可发现 tr(ATA) 为 A 所有元素的平方和，因此只能 A = O。

(c) 先证明两个方阵 A、B 的情况。由 A 可对角化设

R−1AR = diag(λ1In1
, λ2In2

, . . . , λkInk
)

这里 λ1, . . . , λk 互不相同。记 B0 = R−1BR，由 AB = BA 直接计算可得 R−1ARR−1BR =

R−1BRR−1AR，即

diag(λ1In1
, λ2In2

, . . . , λkInk
)B0 = B0 diag(λ1In1

, λ2In2
, . . . , λkInk

)

设 B0 第 i 行第 j 列为 bij，计算上述矩阵乘法可发现上式成立当且仅当

B0 = diag(B1, B2, . . . , Bk)

其中 Bi 为 ni 阶方阵。



十三 补充：期末复习 148

由 B 可对角化、B0 与 B 相似可知 B0 可对角化，即其任何特征值的代数重数等于几何重数。

考虑特征值 λ，由定义可发现其在 B0 中的代数重数等于其在 Bi 中的代数重数之和，在 B0

中的几何重数等于其在 Bi 中的几何重数之和 (若不为特征值则代数/几何重数为 0)。由于在
每个 Bi 中，λ 的几何重数均不超过代数重数，若有某个 Bi 使得小于号成立，λ 在 B0 的几

何重数应小于代数重数，矛盾。由此，每个 Bi 均可对角化，设 Q−1
i BiQ

i 为对角阵 Di，并记

Q = diag(Q1, Q2, . . . , Qk)，计算有

Q−1B0Q = diag(D1, D2, . . . , Dk)

Q−1 diag(λ1In1
, . . . , λkInk

)Q = diag(λ1Q
−1
1 Q1, . . . , λkQ

−1
k Qk) = diag(λ1In1

, . . . , λkInk
)

于是由 Di 对角可知 Q−1R−1BRQ 与 Q−1R−1ARQ 均为对角阵，取 P = RQ 即满足要求。

接着进行归纳。若结论对任何 n − 1 个方阵成立，对 n 个方阵时，取 R 使得 R−1AiR 对

i = 1, . . . , n− 1 为对角阵 Fi，并记 A0 = R−1AnR。直接计算可发现 A0 与任何 Fi 可交换，从

而 (A0)st 非零当且仅当任何 Fi 的第 s 个对角元等于第 t 个对角元 (这里称为 s, t 等价)。由此，
进一步将每个 s 所在等价类对应的主子矩阵进行对角化 (类似上方将 Bi 对角化)，并拼接 Qi 成

为新的 Q，即可计算发现 P = RQ 可将 A1 到 An 同时对角化，得证。

* 归纳步的详细说明较复杂，这里只进行简单介绍，能感受到正确即可。

5. (a) 我们介绍两种方法，第一种方法较为直接操作性，第二种方法则更为本质：

i. 由于其特征值为两个 1、一个 2，利用实对称阵可正交相似对角化设其为

A = QT diag(2, 1, 1)Q

其中 Q 正交。将第二条件代入并两侧左乘 Q 得到

diag(2, 1, 1)Q


1

1

1

 = Q


2

2

2

 = 2Q


1

1

1


由此，Q(1, 1, 1)T 是 diag(2, 1, 1) 属于特征值 2 的特征向量 (由 Q 可逆，其非零)，从而直接
计算可得

Q


1

1

1

 = a


1

0

0


* 至此，若只需要求出一个解，利用本讲义 10.4.1 的 Householder 阵进行构造即可，如。下
面观察全部解的求法。

考虑两侧的模长，由乘正交阵不改变模长 (xTx = xTQTQx) 可得 3 = a2，于是 a = ±
√
3。

若 a = −
√
3，记 Q̃ = −Q，可发现 Q̃T diag(2, 1, 1)Q̃ = QT diag(2, 1, 1)Q，且

Q̃


1

1

1

 =
√
3


1

0

0


由此，想要求解不重复的 A，只需考虑 a =

√
3 的情况即可。由于上式可以改写为

1√
3


1

1

1

 = QT


1

0

0


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为配凑出此形式，我们重新改写对角化

A = QT (I + diag(1, 0, 0))Q = I +QT diag(1, 0, 0)Q

由于

diag(1, 0, 0) =


1

0

0



1

0

0


T

即可得到

A = I +

QT


1

0

0



QT


1

0

0




T

= I +
1

3


1

1

1



1

1

1


T

=
1

3


4 1 1

1 4 1

1 1 4


于是这是 A 的唯一解。

ii. 由 A 为实对称矩阵，其不同特征值对应的特征向量正交，且由其可对角化所有特征子空间

直和为全空间。由第一个条件 2 的代数重数为 1，而由第二个条件可知 (1, 1, 1)T 是 2 的一
个特征向量，于是 2 的特征子空间即为 (1, 1, 1)T 生成的空间

U2 = ⟨(1, 1, 1)T ⟩

由 1 的特征向量与 2 的特征向量正交，设 1 的特征子空间为 U1，有 U1 ⊂ U⊥
2 ，而由可对角

化 dimU1 + dimU2 = 3，于是只能 U1 = U⊥
2 。利用本讲义 12.2.2 可构造出 U1、U2 的标准

正交基

U1 =

〈
1√
2

− 1√
2

0

 ,


1√
6
1√
6

− 2√
6


〉
, U2 =

〈
1√
3
1√
3
1√
3


〉

将此三个向量作为列向量顺次拼成正交矩阵 T，利用特征向量的定义有

AT = diag(1, 1, 2)T

从而直接计算可得

A = T T diag(1, 1, 2)T =
1

3


4 1 1

1 4 1

1 1 4


下面来证明唯一性，我们说明更一般的结论：若两可对角化矩阵的特征值与对应的特征子空

间均相同，则它们相同。这样，由于 U1、U2 都是确定的，即可说明 A 唯一。

设上述两个可对角化矩阵为 X、Y，由可对角化，X 的特征向量中可选出全空间一组基，设

它们为 α1, . . . , αn，对应特征值为 λ1, . . . , λn，由定义可知

Xαi = λiαi

于是将 α1, . . . , αn 拼成可逆矩阵 P 后有

XP = diag(λ1, . . . , λn)P

也即

X = P−1 diag(λ1, . . . , λn)P
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另一方面，由于 α1 属于 X 关于 λ1 的特征子空间，由 X,Y 特征值与对应特征子空间相同，

α1 也属于 Y 关于 λ1 的特征子空间，即

Y α1 = λ1α1

同理，此式对任何 i 成立，于是与上方完全类似得到

Y = P−1 diag(λ1, . . . , λn)P = X

(b) • 仅当
由于 rankA < r + 1，其不存在 r + 1 阶非零子式，自然也不存在 r + 1 阶非零主子式。由

此，只需证明 A 存在 r 阶非零主子式。

设 A 的列向量的一个极大线性无关组是第 i1, . . . , ir 列，则利用对称性其 i1, . . . , ir 行构成

行向量的极大线性无关组，由此利用期中考试第 5 题 (证明见本讲义 7.1.2) 可得这些行、列
相交处的 r 阶主子式非零，得证。

• 当
由于其存在 r 阶可逆主子式，秩至少为 r，若 rankA = r0 > r，由仅当部分可知其存在 r0

阶非零主子式，矛盾。

(c) 结论是错误的，如

A =



0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0


它存在 2 阶可逆主子式，不存在 3 阶可逆主子式，且秩为 4。

6. 利用 Schur 公式可得

f(x) = det
(

I 0
−xA−1 1

)(
A xT

x 0

)(
I −A−1xT

0 1

)
= det

(
A 0
0 −xA−1xT

)
= −(detA)xA−1xT

从此形式可直接得到

f(x) = x(−(detA)A−1)xT

从而其为二次型。由正定设 A = P TP，P 可逆，则利用行列式与逆的性质有

f(x) = −(detP )2x(P−1P−T )xT = −(detP )2(xP−1)(xP−1)T

由 P−1 可逆，当 x ̸= 0 时 xP−1 ̸= 0，此时利用内积性质即得 (xP−1)(xP−1)T > 0，再由 detP ̸= 0

可知 f(x) < 0，从而得证负定。

7. (a) 由于只知道 βi 与 ei 的关联，设

βi =
n∑

j=1

bijej

则条件即

(βi − ei)
T (βi − ei) <

1

n

利用 i ̸= j 时 eTi ej = 0、eTi ei = 1，可直接计算得上式等价于∑
j ̸=i

b2ij + (1− bii)
2 <

1

n
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而假设 bij 拼成矩阵 B，由教材结论，证明 β1, . . . , βn 为一组基只需 B 可逆。

* 注意到条件意味着 bii 接近 1，其他 bij 接近 0，且对每行独立，可以联想到学习过的主对角占
优阵的可逆性 (见教材 3.3.2 例 11)。
只需证明

|bii| >
∑
j ̸=i

|bij |

利用 Cauchy 不等式可知(∑
j ̸=i

|bij |
)2

≤
∑
j ̸=i

12
∑
j ̸=i

b2ij = (n− 1)
∑
j ̸=i

b2ij

再由条件即可知 (∑
j ̸=i

|bij |
)2

< (n− 1)

(
1

n
− (1− bii)

2

)
由此只需证明当 (1− bii)

2 < 1/n 时

b2ii ≥ (n− 1)

(
1

n
− (1− bii)

2

)
由于此为开头向上的二次函数 ≥ 0 问题，直接求导可发现其最小值在 bii =

n−1
n
取到，为 0，从

而得证。

* 下半学期必须对 Cauchy 不等式与一般形式 Binet-Cauchy 公式充分熟悉，以处理不等式
问题。

(b) 此题为教材习题，我们给出前半学期与后半学期的不同做法：

i. 对右侧利用 Binet-Cauchy 公式展开可得 det(BTB) 为

∑
1≤v1<···<vm≤n

BT

(
1 . . . m

v1 . . . vm

)
B

(
v1 . . . vm

1 . . . m

)
=

∑
1≤v1<···<vm≤n

B

(
v1 . . . vm

1 . . . m

)2

同理 det(CTC) 为 ∑
1≤u1<···<un−m≤n

C

(
u1 . . . un−m

1 . . . n−m

)2

利用 Cauchy 不等式，将 v1, . . . , vm 与 u1, . . . , un−m 可以拼成 1, . . . , n 的项配对，可得右侧

大于等于 
∑

1≤v1<···<vm≤n
1≤u1<···<un−m≤n

vi ̸=uj

B

(
v1 . . . vm

1 . . . m

)
C

(
u1 . . . un−m

1 . . . n−m

)
2

而根据 Laplace 展开定理，这就是 (detA)2，得证。
ii. 由于 (detA)2 = detATA，直接分块计算可知左侧为

det
(
BTB BTC

CTB CTC

)

由于 A 半正定，利用本讲义 11.2.3 第六题可得结论成立。

(c) 记 X = A+AT、Y = A−AT，则 X 实对称，Y 斜对称，且根据条件，X 正定，Y ̸= O。要证

的结论化为

detX ≤ det(X + Y )
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设 X = P TP，其中 P 可逆，则上方不等式即

det(P TP ) ≤ det(P (I + P−1Y P−T )P T )

利用 Binet-Cauchy 公式与 detP ̸= 0 即得要证

det(I + P−1Y P−T ) ≥ 1

设 Y0 = P−1Y P−T，由其与 Y 相合可知为非零斜对称阵。在第四题的第二种思路中，我们已

经证明了 Y0 的特征值均为纯虚数或 0。另一方面，由 Y0 为实方阵，设其特征多项式 f(λ) =

det(λI − Y0)，可计算知

f(λ) = f(λ̄)

于是利用特征多项式，Y0 的特征值 λ = ci 与 λ̄ = −ci 的代数重数相同。
* 对实矩阵 A，上述方法可说明其特征值 a+ bi 与 a− bi (a, b ∈ R) 的代数重数相同，类似可证
几何重数相同，此性质称为虚特征值成对出现。

综合以上，设 Y0 的特征值为 c1i,−c1i, c2i,−c2i, . . . , cki,−cki, 0, . . . , 0，可得 I + Y0 的特征值为

每个特征值对应加 1，从而根据行列式为特征值乘积可知

det(I + Y0) =
k∏

j=1

(1 + cj i)(1− cj i) =
k∏

j=1

(1 + c2j)

只需证明非零斜对称方阵的特征值不可能全为 0，即可得到上式严格大于 1，而这已经在 4(b)
说明了。

8. 设 A = QTDQ，其中 D = diag(λ1, . . . , λn)，Q 为正交阵，则计算得原式右侧化为

max
dim V=k

min
0 ̸=x∈V

(Qx)TD(Qx)

(Qx)T (Qx)

下面先证明，Rn 的子空间之间的映射

Q(V ) = {Qx | x ∈ V }

是所有 k 维子空间之间的双射，由此，换元 Qx = y 只是换了一个空间进行比较，但对所有 k 维子

空间取最大值结果不变：

• 设 V 的一组基为 α1, . . . , αk，由定义可知 Qα1, . . . , Qαk 可生成 Q(V )，进一步通过 Q 可逆验

证线性无关即得它们构成 Q(V ) 的一组基，于是其的确为 k 维子空间。

• 给定任何子空间 V，设其一组基为 α1, . . . , αk，考虑 Q−1α1, . . . , Q
−1αk 生成的子空间即为其原

像，于是 Q 为满射。

• 若两个空间满足 Q(V1) = Q(V2)，也即

{Qx | x ∈ V1} = {Qx | x ∈ V2}

设此空间为 V，对任何 x ∈ V，有 Q−1x ∈ V1 ∩ V2，而与第一步证明相同得所有 Q−1x 为 k 维

子空间，于是只能 V1 ∩ V2 = V1 = V2，于是 Q 为单射。

这样，换元后原式右侧就化为了

max
dim V=k

min
0 ̸=y∈V

yTDy

yT y

我们最后分两步证明：
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• 先证明存在一个 k 维子空间 V0 使得

λk = min
0 ̸=y∈V0

yTDy

yT y

考虑 V0 为后 n− k 个分量均为 0 的 n 维向量构成的线性空间，则 V0 中

yTDy

yT y
=

∑k
i=1 y

2
i λi∑k

i=1 y
2
i

≥
∑k

i=1 y
2
i λk∑k

i=1 y
2
i

且当 y = ek 时可取到。

• 再证明对任何 k 维子空间 V 有

λk ≥ min
0 ̸=y∈V

yTDy

yT y

我们证明，任何 k 维子空间 V 中都有一个非零向量的前 k− 1 个分量均为 0，设此向量为 z，即

有

min
0 ̸=y∈V

yTDy

yT y
≤ zTDz

zT z
=

∑n
i=k z

2
i λi∑n

i=k z
2
i

≤
∑n

i=k z
2
i λk∑n

i=k z
2
i

= λk

设 V 的一组基为 α1, . . . , αk，αj 的第 i 个分量为 aij。考虑关于 λ1, . . . , λk 的方程组

∀i = 1, . . . , k − 1,
k∑

j=1

aijλj = 0

由于这是一个未知数个数比方程个数多的齐次线性方程组，一定存在非零解 λ1, . . . , λk，取

z = λ1α1 + · · ·+ λkαk

由方程组可发现 z 的前 k − 1 个分量为 0，再由 λi 不全为 0 与 αi 为一组基可知 z 非零，从而

得证。

* 最后一部分证明即为期中复习题第四题结论的应用。

* 有能用的标准形尽量化为标准形，其他情况只能根据经验进行处理，熟悉一些常用的小结论会很有帮助。
* 祝大家期末好运。
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