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第 1章 当我们谈论矩阵时，我们在谈论什么

作为第一次习题课，在大家算了两周行列式后，这节课也并不会有什么新的知识，主要是对过去

的知识以一个特定脉络梳理，并进行一定的补充。

本章的标题已经说明了脉络：我们将探索几种视角下的矩阵，并且根据每种视角添加对应的基础

知识，进行适当的拓展以更好完成后续的课程。

1.1 数与数域

1.1.1 数环、数域、完备性

关于矩阵的最浅显视角，自然是满足某些运算关系的、一堆元素排成的矩形。然而，哪怕这个简
单的视角下，仍然存在问题：这些元素究竟是什么？

在线性代数 B1中，我们主要了解的是两类矩阵，实矩阵 [即所有元素是实数]与复矩阵 [即所有元
素是复数]。为限定元素的范围，我们给出如下定义：

定义 1.1 (数环、数域)

♣

若复数 C的某个包含 1的子集 A满足：

1. x ∈ A, y ∈ A⇒ x± y ∈ A

2. x ∈ A, y ∈ A⇒ xy ∈ A

则 A称为一个数环。

若还满足 x ∈ A, x ̸= 0 ⇒ 1
x ∈ A，则 A称为一个数域。

直接验证有结论：

命题 1.2 (数环、数域-例子)

♠有理数 Q、实数 R、复数 C都是数域。整数 Z是数环而不是数域。

�
当然，还有形态更复杂的数环和数域，例如所有 a+ bi在 a, b ∈ Z时构成数环，a, b ∈ Q时构成数域。
对于究竟怎样的集合是数环/数域，有个简单的结论：

命题 1.3 (最小数环/数域)

♠任何数环包含 Z，任何数域包含 Q。

下面考虑某个数域 F，当矩阵 A的元素都在 F中时，称 A是 F上的矩阵。由于迹、行列式的计算
只涉及加减乘，可得 det(A) ∈ F, tr(A) ∈ F，换而言之，det与 tr都可以看作 Fn×n → F的函数。
关于矩阵间的运算，同上可知 A,B均为 F上矩阵时，A+B,A−B,AB若可进行 (行列数符合要

求)，则结果都是 F上的矩阵。而对于矩阵求逆，利用伴随方阵，可知可逆等价于行列式非零，而计算
逆也可仅通过加减乘除进行，从而 A可逆时 A−1各个元素也在 F中。从而，考虑某个数域上的矩阵已
经能使得常用的大部分操作可以进行、大部分运算封闭了。�
我们常用的行列变换都可以看作乘以矩阵，而对于数域内的矩阵，消元一般采取数域中的系数进行变

换，因此通常能保持在数域中。[例如，对有理数上的矩阵进行行列变换时一般不会把某行乘
√
2倍，这



1.1 数与数域

样变换完后仍然是有理数上的矩阵。]
然而，之所以说大部分操作，是因为我们还漏掉了一个重要的矩阵属性：特征值。先给出结论：

命题 1.4 (完备性)

♠C上的方阵 A的特征值均在 C中，而 R,Q上均不满足此性质。

这也就意味着，哪怕开始时讨论的数域不涉及复数，只要涉及特征值、特征向量的问题，一般必

须放到最大的数域 C里讨论——其中最普适的 Jordan标准形同样是在 C上的矩阵定义的。�
之所以说一般，是因为有理数的完备化并不需要到 C，只需要全部代数数，而这是一个非常复杂的结
构，在线性代数中几乎不单独讨论，于是仍然直接考虑 C即可。

不过，如果只关乎相似，不显式出现特征值、特征向量，则有结论：

命题 1.5 (数域上的相似)

♠

对数域 F上的方阵 A,B，若存在 F上可逆方阵 P 使得 A = P−1BP，则称 A,B在 F上相似。只
要 F上的方阵 A,B 在 C上相似，它们一定在 F上相似。

1.1.2 单位根

关于复数，本节介绍复数中的一个最重要的循环结构——单位根。

将复数写为极坐标表示 r(cos θ + i sin θ)后，利用棣莫佛公式，复数的乘法即对应旋转与缩放。而
任何一个单位复数 cos θ + i sin θ都可以看作绕原点逆时针旋转 θ的变换。在此基础上，我们定义：

定义 1.6 (n次单位根)

♣

n次单位根是指

cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k =, 0 . . . , n− 1

这 n个复数，记 ωn = cos 2π
n + i sin 2π

n ，则它们可以写为 ω0
n, ω

1
n, . . . , ω

n−1
n 。

之所以叫单位根，是因为其满足：

命题 1.7 (单位根性质)

♠n次单位根是方程 xn = 1的全部根。

根据因式定理，由此可以推出

xn − 1 =
n−1∏
k=0

(x− ωk
n)

对比各项系数可以得到一些恒等式。事实上最常用的为：

命题 1.8 (单位根恒等式)
1.

n−1∑
k=0

(ωk
n)

m =

n n | m

0 n ∤ m

2



1.1 数与数域

♠

2.
ωa
n = ωa±n

n

3.
ω̄a
n = ω−a

n

4.
ωmk
mn = ωk

n

第二个恒等式就是最终要的循环性质。出于循环，它可以将一些东西按照模 n的余数分类。例如：

例题 1.1若已知多项式 f(x) = a0+ a1x+ · · ·+ amx
m，如何计算

∑
i≡t mod n ai？[进一步地，取 f(x) =

(1 + x)m，ai = Ci
m，这就算出了模 n特定余数的组合数的和。]

提示：代入 f(1), . . . , f(ωn−1)列出方程，记方阵 Ω的元素 ωij 为 ω
(i−1)(j−1)
n ，并证明 Ω−1 = 1

n Ω̄。�
此处的Ω是对称阵，与离散傅里叶变换密切相关，是一个十分重要的矩阵。可以发现，它是Vandermonde
阵的一种特殊情况。

回归矩阵，矩阵里是否有类似的循环结构呢？对于 An = I，矩阵上的求解是可能性极多的，但存

在一些共同性质。例如，利用相似三角化可以得到 An的特征值为 A的特征值对应 n次方，因此 A的

每个特征值 λ都要满足 λn = 1，即 λ是 n次单位根。对 n阶方阵，其中或许是最特殊的 A为
1

. . .

1

1


下面记 n阶情况为Wn。有结论：

命题 1.9 (Wn的性质)

♠

1. Wn
n = I；

2.
∑n−1

k=0 W
k
n = 1，这里 1代表所有元素全为 1的方阵；

3. W T
n Wn = I；

4. Wn的特征值恰为 1, ωn, . . . , ω
n−1
n 。

根据这些结论，某种意义上，Wn 可以看作 n阶矩阵中的“单位根”，具有很好的循环性。由此，

我们重新看待循环方阵问题：

例题 1.2对满足 aij = a[i−j mod n]的循环方阵 A，试计算其特征值。

提示：

A =
n−1∑
k=0

akW
k
n

利用相似三角化可知Wn的多项式的特征值是Wn的特征值的多项式，从而即能算出结果。

更进一步地，所有每行每列恰有一个 1，其他为 0的方阵称为置换阵，也具有一些特殊的性质，会
在后续介绍。

3



1.2 代数结构

1.1.3 整数上的矩阵

刚才一直在讨论的是数域上的矩阵，那么，如果在数环上谈论矩阵呢？考虑最简单的数环，也即

整数环上的矩阵。
若要将矩阵所有元素都限制在整数，加法、减法、乘法、行列式、迹都是可以计算的，然而，原本

可逆的矩阵可能会变得未必可逆，例如一阶方阵 (2)在整数环中并不可逆。为了表示区分，在数环上

谈论矩阵时，我们不再用“可逆”去描述，而是用模方阵去谈论：

定义 1.10 (模方阵)

♣对一个数环 R，若 A是 R上的方阵，且 A−1也是 R上的方阵，则称 A为 R上的模方阵。

在此定义下，容易发现，一阶的模方阵只有 (1)与 (−1)。

例题 1.3试找出整数上的所有二阶模方阵。
提示：利用伴随方阵。

事实上可证明：

命题 1.11 (模方阵)

♠
A是数环 R上的模方阵当且仅当 detA是 R上的可逆元 (即 1

detA 在 R中)。

就像我们通过可逆阵定义相抵，通过模方阵也可以定义模相抵：

定义 1.12 (模相抵)

♣对数环 R上的矩阵 A,B，若存在 R上模方阵 P,Q使得 A = PBQ，则称 A,B 模相抵。

�
稍微进行一些推广：除了数以外，可以发现，所有实系数多项式/复系数多项式也满足上述“环”的性
质，于是多项式方阵中也可以定义模方阵、模相抵。其更深入的性质会在课程后续中学到。一个现在

可以发现的事情是，求特征值的过程事实上是计算了一个多项式上的方阵 λI −A的行列式 (仍为关于
λ的多项式)，并计算其根。
值得一提的是，这里的“模”指的是一个有趣的代数结构：模，可以简单看作环上的线性空间。此

时，模方阵即代表两个模的线性同构映射。

1.2 代数结构

对于矩阵的另一个重要视角，是它可以看成有限维线性空间中的线性映射。具体来说，A ∈ Rm×n

与 Rn 到 Rm 的线性映射 A(x) = Ax完全等价。不过，为了更好描述这种看法的意义，我们需要先观

察最简单的代数结构——集合。

1.2.1 集合

关于集合的严谨公理化定义详见附录，此处保留一个直观的感受即可。对两个集合A,B映射 f 将

A中的每个元素对应到 B 中的某个元素上。回顾一些基本定义：
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1.2 代数结构

定义 1.13 (映射相关定义)

♣

对映射 fA→ B，A的子集 A0的像集

f(A0) = {b ∈ B | ∃a ∈ A0, f(a) = b}

B 的子集 B0的原像

f−1(B0) = {a ∈ A | ∃b ∈ B0, f(a) = b}

f 是满射是指 f(A) = B，f 是单射是指 ∀a1, a2 ∈ A, a1 ̸= a2, f(a1) ̸= f(a2)。f 是双射是指 f 既

是单射又是满射。

命题 1.14 (复合、逆)

♠

对于映射 fA→ B 与 gB → C，记其复合映射为 g ◦ fA→ C，满足 (g ◦ f)(a) = g(f(a))。

映射复合满足结合律，即 (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)。
映射 fA→ A, f(a) = a称为恒等映射，记作 IdA。

考虑 fA→ B。若其为单射，则存在 g1B → A使得 g1 ◦ f = IdA，称为 f 的左逆；若其为满射，

则存在 g2B → A使得 f ◦ g2 = IdB，称为 f 的右逆。

左逆唯一、右逆唯一、左逆右逆都存在、f 是双射四者等价，此时左逆右逆相等，称为 f 的逆，

记作 f−1。

在这些复杂的定义与性质之后，有一个更基本的问题，也即这些定义是为了什么？想要回答这个
问题，就必须关注作为一个代数结构的集合。

集合上有什么结构呢？这个问题其实也就等价于，什么时候两个集合是可区分的。由于不附加任
何其他结构的集合并不具有特殊性，只要两个集合的元素个数相同——更严谨来说，存在双射，它们
就是不可区分的。由此可以有这样的理解：

集合 A与 B之间的映射意味着其结构间的联系，A到 B存在单射意味着 A的结构被 B蕴含，存

在满射则意味着 A的结构蕴含 B 的结构，若存在双射，即代表 A,B 的结构相同。

此外，我们还有一些生成集合的方式：对集合 A，我们可以谈论它的子集 (子结构)，对两个集合
A,B，可以考虑包含它们的最小集合 A ∪ B (生成结构)、被它们包含的最大集合 A ∩ B (交结构)与它
们的笛卡尔积 A×B(积结构)。
当然，这两段话单看都显得十分奇怪，因为它们在将一个已经被我们直观理解的东西抽象化。然

而，当与更多代数结构进行对比时，它们的含义就变得重要了。作为本段的结尾，我们介绍一个较为

隐蔽的构造集合的方式，集合中的商结构，商集：

定义 1.15 (商集)

♣

对集合 A，若一族非空集合 Ai, i ∈ I 满足两两交为空且 ∪i∈IAi = A，则称它们是集合 A的一个

划分。这些 Ai所构成的集合 {Ai, i ∈ I}称为集合 A的一个商集。

例如，对 {1, 2, 3}，{{1, 2}, {3}}就是它的一个商集。不过，既然叫商，说明它的确商去了某个东
西，这个“东西”就是等价关系，我们将在习题课的最后一部分加以说明。
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1.2 代数结构

1.2.2 群、环、域

数学总是从特殊走向一般。当我们习惯了 C上熟悉的乘法后，我们用它自然定义出了多项式的乘
法，也在线性代数中衍生出了矩阵的乘法。然而，到底什么是“乘法”运算呢？为了回答这个问题，我

们需要抽象出一个只包含乘法的结构，这就是群：

定义 1.16 (群)

♣

对集合 A与乘法映射mulA×A→ A[为了符合我们习惯的二元运算形式，mul(a, b)也记作 a · b，
无歧义时也可直接写成 ab]，若满足：

1. ∀a, b, c ∈ A, (ab)c = a(bc)，即结合律；

2. 存在唯一 e ∈ A使得 ∀a ∈ A, ae = ea = a，此 e称为单位元；

3. ∀a ∈ A，存在唯一 b ∈ A, ab = ba = e，此 b记作 a−1，称为 a的逆元；

则附加了乘法的集合 (A, ·)称为一个群。
若还有 ∀a, b ∈ A, ab = ba，则此群称为交换群或 Abel群。

例题 1.4
1. Z,Q,R在加法下构成 Abel群，Q,R去掉 0后在乘法下构成 Abel群；
2. 所有m× n阶矩阵在加法下构成 Abel群，所有 n阶可逆方阵在乘法下构成群；

3. 一个集合 A上的所有双射在复合下构成群，特别地，当 A为有限集合时，此群称为置换群。

就像集合，一个孤立的集合可以谈论子集，一个群也可以谈论子群：

定义 1.17 (子群)

♣

若 G在运算 ·下构成群，H 是 G的子集，且 H 在 ·下也是群，则 H 称为 G的子群。

子群的等价定义为，H 是 G的子集，且 H 满足 e ∈ H、a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H 与 a ∈ H, b ∈ H ⇒
ab ∈ H。

子群的另一个等价定义即 H 非空且 a ∈ H, b ∈ H ⇒ a−1b ∈ H。

这时子群作为子结构的特性就非常明显了。下面考虑群中的生成结构与交结构，注意到，正如我

们谈论特定集合一般需要在某个“万有集合”中，由于结构的限制，谈论群的交与生成一定要在某个

“万有群”中，即：

定义 1.18 (交群、生成群)

♣

对于 G的两个子群H 与K，H ∩K 也是一个子群，称为两个子群的交群，而记 ⟨H,K⟩为两个
子群的生成子群，即同时包含它们的最小子群。

�
集合中谈论最小性是指，任何一个满足条件的集合都包含此集合，也即若生成子群为 S，任何满足

H ⊂ A,K ⊂ A的 G的子群 A都有 S ⊂ A。

而对于两个无关的群则可以谈论它们的积群：

定义 1.19 (积群)

♣

对两个群 G,H，在 G ×H 上定义运算 (g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2)，则 G ×H 在此运算下构

成一个群。

回到与集合的类比，在这时，这些生成新的群的方式就有了明确的意义——它代表着生成一些保
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1.2 代数结构

持原有代数结构的“东西”。
当然，只有群是并不完善的，就像集合之间需要映射，我们需要在群之间建立结构上的关联。然

而，因为元素地位的差别，这样的结构关联只通过映射是无法保持的，我们需要添加新的要求：

定义 1.20 (群同态)

♣

对两个群 G,H，映射 fG→ H 若满足 f(g1)f(g2) = f(g1g2)，则称为群同态。

群同态若为单射，则称为单同态；若为满射，则称为满同态；若为双射，则称为同构。

就像存在双射意味着两个集合在结构上相同，存在同构也意味着两个群在结构上相同，我们就以

之前提到的单位根与置换阵作为例子：

例题 1.5 {1, ωn, . . . , ω
n−1
n }在乘法下构成一个群，{I,Wn, . . . ,W

n−1
n }在矩阵乘法下构成一个群，且两

个群都同构于 {0, 1, . . . , n− 1}在模 n同余意义的加法下构成群，

提示：这里写出元素的顺序即为需要构造的同构映射。

例题 1.6线性代数 A1期中，22春 n元集合上所有双射在复合下构成一个群，所有置换方阵 (定义见上
一节)在矩阵乘法下构成一个群，且两个群同构。
提示：将 n元集合写成向量 x = (1, 2, 3, . . . , n)，双射可以对应 x→ Ax。

在谈论群时，同构的群一般可以视为同一个，上方两个例子中的群分别称为 n阶循环群 Zn 与 n

阶置换群 Sn。这时再看集合中“映射意味着集合间联系”一段话，就能与“同态意味着群间联系”相

对应。�
群与接下来讨论的环也有商结构，但理论相对复杂，定义可见参考资料。

在群的基础上，若是我们抽象出“具有两种运算的结构”，就有了环和域。值得注意的是，如果两

种运算要同时存在于一个结构上，它们必须具有某种相容性。对于乘法和加法，我们早在小学时就学
过了它们的相容性：a(b+ c) = ab+ ac，这就是分配律。

定义 1.21 (域)

♣

考虑集合 F上的运算 +与 × [此处均为任意二元运算，为方便记为加法、乘法]，若 F在加法下
构成一个 Abel群，且单位元记为 0，F去掉 0形成的集合 F∗ 在乘法下构成一个 Abel群，且加
法、乘法满足分配律

a(b+ c) = ab+ ac

则 (F,+,×)称为一个域。

�
若乘法下 F∗只需要构成群而非 Abel群，则称为体。
上方域的定义基本是同一个集合上满足某些相容性的两个群，而环的定义则要减少一个要求：

定义 1.22 (环)

♣

考虑集合 R上的运算 +与 × [此处均为任意二元运算，为方便记为加法、乘法]，若 R在加法下

构成一个 Abel群，乘法满足结合律、乘法单位元存在，且加法、乘法满足左右分配律

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc

则 (R,+,×)称为一个环。

环与域中 a的加法逆元一般记作 −a，而乘法逆元若存在则记作 a−1。比起域，环并不要求非零元
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1.2 代数结构

可逆，也不要求乘法可交换 (因此分配律必须左右都保证)。

命题 1.23 (数环/数域的等价定义)

♠数环/数域即为通常加法、乘法下构成环/域的复数集合。

除了它们以外，我们还将常见如下的环与域：

例题 1.7
1. 若 R为环，R上所有多项式的集合 R[x]在多项式加法、乘法下构成环。特别地，R为域时也如

此。

2. 所有 n阶方阵构成环Mn。

3. {0, 1, . . . , n − 1}在模 n同余意义的加法、乘法下构成环，且此环为域当且仅当 n是素数，称为

p元域。�
域上的多项式环与环上的多项式环存在本质差别，后续课程中将会学习。

仿照群，环与域同样具有子结构、交结构、生成结构与积结构，也仍可以类似讨论同态与同构。此

时，保持结构的映射要求 f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)。某种意义上，保持结构的映射也

就意味着其与运算的相容性，这里体现为先映射后运算与先运算后映射的结果相同。

1.2.3 线性空间

在线性代数 B1中，我们定义线性空间都是在数上，但事实上，在任何域 F上都有线性空间，定义
如下：

定义 1.24 (域上的线性空间)

♣

对域 F、Abel群 V [这意味着 V 已经包含了交换结合的加法运算，且存在单位元与逆元]，与它
们之间的数乘运算 F× V → V，若数乘运算满足

1. 1α = α，这里 1为 F中乘法单位元；
2. λ(µα) = (λµ)α，数乘结合律；

3. (λ+ µ)α = λα+ µα，左分配律；

4. λ(α+ β) = λα+ λβ，右分配律；

则 V 称为一个 F上的线性空间。

此处值得关注的是，左分配律的加法为 F作为域上的加法，而右分配律中的加法为 V 作为 Abel
群上的加法。当 F取为 R或 C时，这就是我们熟悉的线性空间，但对其他的域，可能具有其他性质，
例如 F取二元域时，线性空间中任何元素满足 α+ α = (1 + 1)α = 0。

回顾子空间、交空间与和空间的定义，它们事实上与集合或群时一致：

定义 1.25 (生成新线性空间的方式)

♣

对域 F上的线性空间 V，其子集 U 在相同的运算下构成线性空间时称为 V 的子空间。

其子空间 U,W 的交 U ∩W 仍为线性空间，称为交空间。
包含其子空间 U,W 的最小线性空间为 U +W，即 {u+w | u ∈ U,w ∈W}，称为两者的和空间。

当然，两个线性空间也可以作直积成为新的线性空间，不过直积并不如直和运用广泛，这和线性

空间本质上的有限性——任何向量都能被有限个基向量生成——密切相关，我们会在之后深入介绍。
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1.2 代数结构

线性空间有着群或环并不具有的性质，也即它可以被一组基完全确定。承认选择公理成立时，任

何线性空间都存在一组基 αi, i ∈ I，而线性空间的任何元素可以唯一写为
∑

i λiαi, i ∈ I, λi ∈ F，这里
λi只有有限个非零 [因此可以严谨定义求和]。

为了保持线性空间的结构，仿照前文，我们定义线性映射：

定义 1.26 (线性映射)

♣

对 F上的线性空间 U, V，映射 f 满足 f(a + b) = f(a) + f(b), f(λa) = λf(a)，则称为它们之间

的一个线性映射。

若线性映射还是双射，则称为线性同构。

由于只需要知道一组基 αi的像 βi = f(αi)，若 U, V 均为有限维，U 的一组基为 α1, . . . , αn，V 的

一组基为Mathematica1, . . . , γm，则 U 中任何元素可以用一个m维列向量表示 [即代表每个基前的系
数]，V 中任何元素可以用一个 n维列向量表示。

对线性映射A，假设A(αi) =
∑

j aijγj，则其可以用矩阵 (aij)表示，任何 U 中元素的像对应其向

量表示作矩阵乘法后的向量。

1.2.4 视作线性映射的矩阵

在向量表示下，矩阵可以代表一个有限维线性空间之间保持结构的映射。其最重要的对应性在于：

命题 1.27 (矩阵乘法与线性映射复合)

♠

假设 U, V,W 分别为 m,n, p维线性空间，其一组基分别为 {ui}, {vj}, {wk}，考虑 V → W 的线

性映射 A与 U → V 的线性映射 B，在对应基下矩阵表示分别为 A与 B，则 U → W 的线性映

射 A ◦ B在对应基下的矩阵表示为 AB。

事实上，这才是矩阵乘法如此定义的原因，它满足结合律也是由映射复合满足结合律自然得到的。�
某种意义上，所有有结合律的地方都可以看成映射复合。

而对于矩阵的一个重要概念秩，映射角度我们也有结论：

命题 1.28 (秩)

♠

若矩阵行满秩，其对应的映射为满线性映射；若矩阵列满秩，其对应的映射为单线性映射；若矩

阵可逆，其对应的映射为线性同构。

事实上，秩可决定线性映射的核与像的维数：

命题 1.29 (秩与维数)

♠像空间 ImA = A(V )的维数为 rankA，核空间KerA = {v | A(v) = 0}的维数为 dimV −rankA。

�
直接验证可知二者为线性空间。值得注意的是，维数定义、最大可逆子矩阵定义与向量组秩定义都可

对任何域 F上的矩阵成立。
于是从线性映射的角度，秩基本决定了映射对两边结构的“保持性”，这与信息角度秩代表矩阵的

“信息量”是关联密切的，后者我们会在之后提及。

正因为从线性映射角度可以清晰看出秩的含义，很多秩相关的等式与不等式用线性映射角度都易

于证明，如：
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1.3 仿射

命题 1.30 (秩相关性质)

♠

1. rank(AB) ≤ rank(A)，当 B 行满秩时等号成立；

2. | rank(A)− rank(B)| ≤ rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)；

3. rank(A) ≤ rank(A B) ≤ rank(A) + rank(B)。

当然，秩相关的问题将矩阵视为向量组也是常用的解决方式，而考虑基的像可知视为线性映射与

视为列向量组是完全等价的，进行转置就得到行向量组与线性映射亦等价。
此外，由于无穷维空间也可以存在线性映射，此时未必可以用矩阵良好表示，这种看法下意味着

线性映射就是矩阵的推广。有时，对于可数无穷维空间，我们也会将线性映射写成矩阵的形式——矩
阵力学就用了类似的想法。�
写成无穷维后并不需要担心乘积收敛的问题，因为根据线性空间的要求，矩阵每列必然只有至多有限

个非零分量。

1.3 仿射

1.3.1 高维空间几何

在刚才的例子里，矩阵作为了抽象的 n维到m维的线性空间之间的线性映射。但事实上，对于 R
上的矩阵，我们完全可以将它看成一个具体、简单的线性映射，也即ARn → Rm,A(x) = Ax。对于方

阵，这个映射A就成为了 Rn上的一个变换 [此处变换定义为 Rn到自身的映射]。在这样的视角下，我
们可以用高维空间几何的方式去看待矩阵。

首先回顾向量的模长与夹角：

定义 1.31 (内积)

♣

两个 n维向量 x, y的内积 x · y =
∑n

i=1 xiyi，一个向量的模长定义为 ∥x∥ =
√
x · x，两个向量的

夹角定义为 θ = x·y
∥x∥∥y∥。

�
夹角定义的严谨性需要通过柯西不等式证明。

以及自然推广的向量位置关系：

定义 1.32 (平行、正交)

♣两向量 x, y平行当且仅当存在不全为 0的 λ, µ使得 λx+ µy = 0，正交当且仅当 x · y = 0。

虽然之后的讨论都是直接在 n维空间中进行的，若难以想像，二维和三维可以提供很多有效的例

子。在二维、三维中，我们熟悉平移、旋转、翻折等种种变换，这三种变换统称为等距变换，因为它
们保持了任意两点之间的距离不变。作为高维的推广，我们先来简单探究一下高维空间中平移的推广
与表达方式。根据定义，平移保持任何两点的距离与两点间的方向都不变，假设原点变为点 b，容易推

出：

命题 1.33 (平移的表示)

♠n维空间中任何平移变换都可以写为映射 f(x) = x+ b。
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1.3 仿射

1.3.2 仿射变换与矩阵

为了探究上方的 A对应的变换性质，我们定义仿射变换：

定义 1.34 (仿射变换)

♣

Rn 上的变换 f 称为仿射变换，当对任何满足 AB 平行于 CD，AB,CD 不为零向量的的

A,B,C,D都有 f(A)f(B)平行于 f(C)f(D)，且

∥f(A)f(B)∥ = ∥f(C)f(D)∥ = 0 or
∥f(A)f(B)∥
∥f(C)f(D)∥

=
∥AB∥
∥CD∥

对此有结论

命题 1.35 (仿射变换与矩阵乘法)

♠

任何 Rn中的变换是仿射变换当且仅当其可以写成 f(x) = Ax+ b，其中 A为 n阶方阵，进而任

何将原点映射到原点的变换是仿射变换当且仅当其可以写成 f(x) = Ax。

想要证明这件事，我们先考虑将原点映射到原点的仿射变换。先取出 {ei}，这里 ei 表示只有第 i

个分量为 1，其他为 0的向量。根据仿射变换的性质可以证出

f

(∑
i

λiei

)
=
∑
i

λif(ei)

这就说明了 f 是线性映射，因此是 f(x) = Ax。对于一般的仿射变换，只要复合平移 [易验证平移仿射
变换]使得原点回到原点，就可以证明存在 b′使得 f(x)− b = Ax，从而 f(x) = Ax+ b。另一方面，在

给出 f 的形式时验证其为仿射变换是不难的。

由此可见，A(x) = Ax实质上是一个保原点、保平行、保平行线段比例的变换。在这个视角下，行
列式具有很明显的几何意义：

命题 1.36 (行列式-几何意义)

♠

记所有 ei张成的高维立方体 (如二维时为正方形，三维时为立方体)为K，行列式的绝对值表示

A(K)的体积 [同样也是任何 n维体变换后的体积与变换前之比]，若非零，其为负表示反转定向。

这里绝对值表示体积变化率在代入二维、三维情况是容易理解的，若行列式为 0，表示其不再是 n

维体，也即这个仿射变换是退化的，并不可逆。而反转定向的定义则相对难以理解——简单来说，二
维的两种定向分别是 x轴顺时针转到 y轴更近与 x轴逆时针转到 y轴更近 [若一样近，xy轴重合，是
退化情况，无需考虑定向]，而三维则是左手螺旋与右手螺旋。
利用行列式的几何意义可以给一些问题直观的看法，如：

例题 1.8记最后一列为 1的 n阶方阵 A的行列式为∆，向量 x = (x1, . . . , xn−1, 1)，将 x分别替换 A的

每一行，得到的方阵的行列式记为 ∆n，则

∆ =
n∑

i=1

∆n

我们可以用二维、三维的情况给这个结论一个直观的理解，也即本质为有向面积/体积的加法。然
而，虽然几何理解是容易的，想要通过几何严谨写出证明是极为困难的 (因为这个问题里涉及正负定
向)。这意味着，几何直观在矩阵中的运用往往是猜测结论，而非证明结论。

11



1.3 仿射

�
根据特征方程 Ax = λx，似乎特征值、特征向量的几何意义是 Ax与 x平行的向量与它们的长度比例，

但需要注意谈论特征值需要在 C中，因此这里的平行、长度都是在 Cn 中的，而非简单的 n维欧氏空

间，几何直观并不明显。

1.3.3 幂等、对合、正交

话虽如此，对一些特殊的矩阵，的确可以找到它的几何特性，从而更好理解性质，这里举出三个

例子：

定义 1.37 (几种特殊矩阵)

♣

对 A ∈ Rn×n：

1. 若 A2 = A，则 A称为幂等阵；

2. 若 A2 = I；则 A称为对合阵；

3. 若 ATA = I，则 A称为正交阵。

首先，对于幂等阵，有结论：

命题 1.38 (幂等-几何性质)

♠

A 是幂等阵等价于 A(x) 是对某个 Rn 子空间 V 的投影，这里 x 到 V 的投影 PV (x) 是指使得

∥x− v∥最小的 V 中元素 v。设 V 的一组基是 v1, . . . , vm，添加 um+1, . . . , un扩充为空间的一组

基，则

PV (x) =
m∑
i=1

λivi

其中
∑m

i=1 λivi +
∑n

i=m+1 λiui = x。

根据几何，由于投影到的空间是平直的，它的确是一个线性变换，且原点必然映射到原点，再由投

影的定义可知投影对应的矩阵是幂等的；反之，对于幂等矩阵 A，我们记其列向量生成空间为 V，通

过幂等可知 ∀v ∈ V,Av = v，又由于 ∀x,Ax ∈ V，即可以找到一组 Rn 的基使得有些映射为自身，其

他映射为 0，从而验证投影性。不过，此性质还有一种更简单的看法：投影后再次投影对结果是无影响
的，这与矩阵的幂等性质天然接近。

关于对合阵的讨论则更为有趣，根据定义，其对应所有原点不变且逆为自身的仿射变换。回顾作

业题：

例题 1.9找到所有二阶对合方阵。
可以发现，对合阵对应的变换不仅有我们熟悉的翻折与旋转 π，还有些并不直观的结果。在几何

上，有如下结论：

命题 1.39 (对合-几何性质)

♠

A是对合阵等价于 Rn可以分解为两个子空间 U, V [此处分解指 U ∩ V = 0, U + V = Rn]，使得
∀u ∈ U,Au = u, ∀v ∈ V,Av = v。

从几何性质推出对合是容易的，考虑 U, V 的各一组基即可，而对合推出几何性质则较为复杂。证

明梗概：先定义出 U, V，若 U +V 不是 Rn，假设它们之外的一组基构成线性空间W。对任何 w ∈W，

可以证明Aw ∈W，否则A(Aw) /∈W。记它们连线为 l，由仿射变换性质A(l) = l，而根据介值定理可

12



1.4 行列变换技巧

以得到 w与 Aw连线上会有属于 U 的非零点 (若此点为 0，w,Aw共线，由条件可以推出 w = ±Aw)，
与它们都在W 中矛盾。[这基本是 22秋几何学基础的期末最后一题。]
对于二维的情况，这个几何性质可以直观理解：当 U 是二维时，意味着这个变换是恒等变换；当

V 是二维时，意味着这个变换是绕原点旋转 π；而若两者都是一维，当且仅当两条直线垂直时其可以
看成翻折，否则会成为怪异的结果。

例题 1.10分析三维时对合阵何时能对应旋转、翻折。进一步说明对合阵对应翻折当且仅当 U 是 n− 1

维，V 是一维，且两者相互垂直。

于是，通过对合阵，我们得到了保持原点不动的翻折的矩阵表示特点，最后，让我们回到等距变

换：

命题 1.40 (正交-几何性质)

♠A是正交阵等价于 A是保持原点不动的等距变换。

在 n维空间中的 n个相互垂直的单位向量称为标准正交基，例如 {ei}就是一组标准正交基。而几
何角度，A是正交阵等价于其将任何一组标准正交基映射到另一组标准正交基，由此可进一步说明它

与等距变换的等价性。

若等距变换额外要求保定向，则称为刚体变换，而保原点不变的刚体变换就是转轴过原点的旋转，

对应行列式为 1的正交阵。记所有 n维正交阵构成 On，所有 n维行列式为 1的正交阵构成 SOn，则

它们都在矩阵乘法下构成群，分别称为正交群与特殊正交群。�
正交方阵还可以衍生出许多几何性质，例如对称阵就是某组标准正交基下的对角阵，后续课程中将会

学习。

1.4 行列变换技巧

比起前三节的标题，这节的标题看起来颇为无趣，但却是操作性最强的一种矩阵看法：将矩阵看

作一系列行变换或列变换的组合。作为计算数学人，这样的视角事实上是最常用的，也对应做题的一
种简单粗暴的方式——“打洞”。

1.4.1 初等变换阵

记 Eii为只有第 i行第 j 列为 1，其他为 0的方阵：

定义 1.41 (初等变换阵)

♣

以下三种方阵合称初等变换阵：

1. Sij = I − Eii − Ejj + Eij + Eji, i ̸= j

2. Di(λ) = I + (λ− 1)Eii, λ ̸= 0

3. Tij(λ) = I + λEij , i ̸= j

根据之前的定义，Sij 符合置换阵的要求，且其对应的恰好是两个元素的交换 [称为对换]；Di(λ)

是只有一个元素非 1的对角阵，为了方便以后的讨论，我们用 Di(0)表示 λ = 0的情况，虽然此时其

不可逆，并非初等变换阵；Tij(λ)则是对角线之外只有一个元素非零的矩阵，其必然是三角阵。
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1.4 行列变换技巧

对某个矩阵 X，左乘矩阵可以视为进行一些行变换，而右乘矩阵可以视为进行一些列变换，对于

初等变换阵，这样的行/列变换都有简单的表达：
1. 左乘 Sij 为交换 X 的 i, j 两行，右乘 Sij 为交换 X 的 i, j 两列；

2. 左乘 Di(λ)为将 X 的第 i行放大 λ倍，右乘 Di(λ)为将 X 的第 i列放大 λ倍；

3. 左乘 Tij(λ)为将X 的第 i行增加第 j行的 λ倍，右乘 Tij(λ)为将X 的第 j列增加第 i列的 λ倍。�
注意 Tij(λ)的左右乘改变的行/列是相反的。
之所以称它们是初等变换阵，是因为它们对应求解线性方程组时进行的初等变换。从这个角度来

说，A可逆时求解 Ax = b的过程即是用一系列初等变换阵合成 A−1，随即得到 x = A−1b [此看法就
是高斯消元法求解线性方程组的过程]。此外，初等变换阵之间并不是独立的，Sij 可以被其他初等变
换组合而成，即 Sij = Di(−1)Tij(−1)Tji(1)Tij(−1)。�
此组合其实与交换两整型变量值时利用代码 a = a+ b; b = a− b; a = a− b;完全类似。

为了更好刻画它们的性质，我们先来计算它们的逆与转置：

命题 1.42 (初等变换阵的封闭性)

♠

1. S−1
ij = ST

ij = Sij

2. Di(λ)
T = Di(λ), Di(λ)

−1 = Di

(
1
λ

)
3. Tij(λ)T = Tji(λ), Tij(λ)

−1 = Tij(−λ)

对于可逆矩阵看作一系列变换，从数学上是：

命题 1.43 (可逆矩阵的分解)

♠任何可逆矩阵可以分解为一系列初等变换阵的乘积。

从而，Hermite标准形也代表着，任何矩阵都可以通过初等行、列变换得到

(
I O

O O

)
的形式。另一

方面，出于可逆矩阵的分解，相似也可以通过行列变换一步步进行，下方的以 P 相似指的是 P−1XP：

1. 以 Sij 相似，相当于交换 ij 两行、ij 两列；

2. 以 Di(λ)相似，相当于第 i行缩小 λ倍，将第 i列放大 λ倍；

3. 以 Tij(λ)相似，相当于第 i行减第 j 行的 λ倍，第 j 列加第 i列的 λ倍。

虽然用文字写出这些变换看起来并不简洁，对一些具体矩阵，这样的直观操作是用处很大的，我

们以相合作为例子：

定义 1.44 (相合)

♣对 n阶方阵 A,B，若存在可逆矩阵 P 使得 B = P TAP，则称 A,B 相合。

例题 1.11任何 n阶对称阵都可以相合为对角元只有 1,−1, 0的对角阵，且 1,−1, 0个数唯一确定。1的
个数称为正惯性指数，−1的个数称为负惯性指数。

提示：直接通过操作将非对角元全部消除，然后归一化对角阵。
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1.4 行列变换技巧

1.4.2 分块矩阵与打洞

前面介绍的是对单独行列的操作，而实际上，我们最常用的是对分块矩阵进行行列变换。就以分

块二阶矩阵

(
A B

C D

)
为例，在 A,D都是方阵时，它对应的“分块初等变换阵”可以是：

(
M O

O I

)
,

(
I O

O M

)
,

(
I M

O I

)
,

(
I O

M I

)
由于 A,D阶数未必一致，Sij 类型的交换一般难以进行，而后两者运用较多，尤其是 Tij(λ)类型的分

块初等变换阵，它可以用来像消去元素一样消去分块。

例如，当 A可逆时，有(
A B

C D

)(
I −A−1B

O I

)
=

(
A O

C D − CA−1B

)

因此利用 Laplace展开可知 det

(
A B

C D

)
= detA det(D − CA−1B)。

运用分块矩阵进行乘法有时可以省去对行列变换的繁琐说明，但也可能导致过程更加抽象。

例题 1.12任何幂等方阵都可以写成 P−1

(
I O

O O

)
P 的形式。

提示：先写为 P0

(
I O

O O

)
Q0，再根据幂等条件分块构造。

例题 1.13 A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m，则

λn−m det(λI −AB) = det(λI −BA)

从纯矩阵论角度证明 Jordan标准形时的最重要一步也可以由行列变换直接得到：

命题 1.45 (幂零阵的性质)

♠

若存在 k使得 Ak = O，则 A称为幂零阵。对任何幂零方阵 A都存在 P 使得 P−1AP 能写成分

块矩阵 (Bij)，其中 Bii是方阵，且仅当 j = i+ 1时 Bij ̸= O。

当然，分块矩阵方法是一种非常操作性的方法，这也就导致其中存在各种技巧。在掌握线性空间

的语言后，很多矩阵论的技巧就显得没有那么重要了，然而，作为基本操作方式，行列变换的熟练度

仍然是十分关键的。

1.4.3 低秩分解

在这一节，我们来讨论一种特殊的矩阵，低秩矩阵。秩在某种意义上可以代表矩阵的信息量，是

由于：

命题 1.46 (低秩分解)

♠若矩阵 A ∈ Rm×n的秩为 r，则存在 P ∈ Rm×r, Q ∈ Rr×n，使得 A = PQ。

这意味着，若 r相比m,n很小，只需要存储 (m+n)r个元素就能刻画一个mn个元素的矩阵。当

r = 1时，A即可以分解为两个向量的乘积。
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1.5 矩阵学习指南

这个结论还有更多的用途，例如，当 A为方阵时，假设其可以分解为 PQ，结合上一部分的定理

立刻得到 A的特征值恰为 QP 的特征值增添 n− r个 0。下面观察一个课上说过的例子。
例题 1.14计算 aij = bi + cj 的方阵 A的特征值。

提示：rank(A) = 2，找到合适的矩阵即可进行分解。

低秩分解还有些其他的作用，如下方的计算例子。

例题 1.15计算 aij = bicj 的方阵 A的次方 An。

提示：rank(A) = 1，因此可直接分解为向量。

由于低秩矩阵是易于计算、存储的，在一个矩阵上加上低秩矩阵的行为称为低秩校正。篇幅所限，
我们此处只考虑它的一个简单的性质：

命题 1.47 (低秩校正的逆)

♠

A可逆且 1− vTA−1u ̸= 0时

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1− vTA−1u

这说明秩一校正的逆是逆的秩一校正。
事实上由于 E = −(A+ E)

(
(A+ E)−1 −A−1

)
A有：

命题 1.48 (低秩校正的性质)

♠
当 A与 A+ E 可逆时，rank

(
(A+ E)−1 −A−1

)
≤ rankE。

1.5 矩阵学习指南

1.5.1 等价关系与标准形思想

在前面的部分中，我们留下了一个问题——商集是商去了什么？对这个问题的解答关乎着矩阵论

中最重要的思想之一，因此放到这一总结性的环节中。

我们先定义集合上的等价关系：

定义 1.49 (关系、等价关系)

♣

对集合 A，A×A的任何一个子集 R称为集合 A上的一个关系。若 (a, b) ∈ R，记作 aRb，否则

记作 aR̄b。

若一个关系满足

1. 自反性 ∀a ∈ A, aRa；

2. 对称性 ∀a, b ∈ a, aRb⇒ bRa；

3. 传递性 ∀a, b, c ∈ a, aRb, bRc⇒ aRc；

则其称为集合 A上的一个等价关系。

�
事实上两个集合间也可以类似定义 A×B的任何一个子集为关系，其可以看作映射在某种程度上的推

广，不过我们此处只关心某个集合上的等价关系。

顾名思义，等价关系代表着某种意义上的等价性。
例题 1.16
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1.5 矩阵学习指南

任何集合上，相等是一种等价关系。

平面上所有三角形集合的全等、相似是等价关系。

对任何正整数 n，整数集合模 n同余是等价关系。

对矩阵来说，我们有：

命题 1.50 (矩阵中的等价关系)

♠对 n阶方阵集合，相抵、相似、相合都是等价关系。

等价关系的最大作用是用于分类，准确来说，我们的任何分类都是在定义等价关系：

定义 1.51 (等价类)

♣

对集合 A，根据任何一个等价关系 R，都可以唯一确定一个商集 {Ai}, i ∈ I，使得

∀a, b ∈ Ai, aRb; ∀a ∈ Ai, b ∈ Aj , i ̸= j, aR̄b

此外，反之则有：

命题 1.52 (商集确实等价关系)

♠

对集合 A的任何一个商集 {Ai}, i ∈ I，定义关系 R满足

∀a, b ∈ Ai, aRb; ∀a ∈ Ai, b ∈ Aj , i ̸= j, aR̄b

则其构成等价关系。

于是，等价关系与商集一一对应，根据等价关系得到的商集称为它划分出的等价类，元素 a所在

的等价类记作 [a]，从每个等价类中各取出一个元素称为这个等价类的一族代表元。
例题 1.17

1. 对于整数上模 n同余的等价关系，其等价类的一族代表元可以是 0, 1, . . . , n − 1，从而等价类可

写成 [0], [1], . . . , [n− 1]。

2. 对于 n阶方阵阵上相抵的等价关系，其等价类的一族代表元可以是

(
Ir O

O O

)
, r = 0, 1, . . . , n。

3. 对于平面三角形全等的等价关系，其等价类的一族代表元可以是所有满足 0 < a ≤ b ≤ c, a+b > c

的向量 (a, b, c)所确定的三角形各一个。

在我们讨论很多矩阵的问题时，我们其实都只关注它的某些属性，从而同一等价类的元素都可以

使用，例如如果我们只关心矩阵的秩，其整个相抵等价类都是不影响的，而如果我们只关心特征值，整

个相似等价类都满足特征值一致。

于是，我们总会试图在等价类中找到形式最简单的代表元，这就是矩阵的标准形。在相抵等价类
下，最简单的代表元就是 Hermite标准形，而相似下就成了 Jordan标准形。之前提到的实对称方阵能
唯一相合成的 −1, 1, 0为对角元的对角阵，也就称为实对称方阵的相合标准形。

对于具体的题目，分析其关注矩阵的哪些信息，然后选取合适的标准形，往往可以大幅简化过程。

例题 1.18讨论与某可对角化矩阵 A可交换的复矩阵构成的复线性空间维数。

1.5.2 暴力计算 vs技巧性

对于这个话题，我们先来看一个有趣的题目，也是线性代数 B1的经典习题。
例题 1.19对 n阶方阵 A,B，证明 AB −BA = I 无解。
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1.6 补充阅读：集合论基础

注意到 tr的可交换性，这题可以用一句话说完。然而，这是一个高度技巧性的证明，而技巧往往

是精妙却难以想到的。如果不是这题的特殊构造，或许问题就不会那么简单，如：

例题 1.20对怎样的方阵 X，AB −BA = X 有解？

分析可以发现，哪怕对二阶的情况，这也并不是一个平凡的问题。我们就二阶情况进行一些分析：

由于 A,B,X 同时以 P 相似不会影响结论，不妨直接考虑 X 的 Jornda标准形。又由于 tr(X)必须为

0，事实上只可能是

(
x 0

0 −x

)
或

(
0 1

0 0

)
。前者得到的方程组是 (由于迹为 0可减少一个方程)


a12b21 − a21b12 = x

alpha11b12 + a12b22 − a12b11 − a22b12 = 0

alpha21b11 + a22b21 − a11b21 − a21b22 = 0

只需 A =

(
0 x

0 0

)
, B =

(
0 0

1 0

)
即可构造出解。类似地，后者取 A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 1

0 0

)
即

可。也就是说，二阶时只要 tr(X) = 0，解即存在。对高阶时的分析仍然需要通过这样的方程组进行，

此处不详细讨论。

从这个问题中可以看出，技巧往往是在题目具有特殊性时可以大幅简化，因此是必要的。但对于

一般的情况，或是没有头绪的问题，暴力计算进行探索——哪怕是被大家吐槽多年的“打洞”——仍

然是首要的处理方式。尤其是对于偏数值的方向可能与遇到的一些估计问题，就更需要精确的计算。

3Blue1Brown的一期视频很好地说明了这个观点1，这里推荐大家去看一看。

1.5.3 当我们谈论矩阵时

在之前的四节中，我们分别探讨了分析角度关注元素的矩阵、代数角度作为同态或同构的矩阵、几

何角度作为仿射的矩阵与数值计算角度作为行列变换的矩阵。这些都是关注矩阵的不同视角，也能对

不同的问题提供直观。

当我们谈论矩阵时，这些观点事实上都在我们谈论的范畴内，而关注它们的统一性则是理解矩阵

的很好方式。本学期中，对不同类型的特殊矩阵，用不同视角进行处理，尤其是进行几何的感受，是

非常重要的。当然，更多空间的问题并不是有限维，也无法建立矩阵的表示，但用有限维的矩阵例子

感受直观仍是一个不错的具象方式——后续的泛函分析中，我们会接触更加分析化的无穷维空间，也
将面临更抽象的问题，不过已经不在本学期讨论的范畴了。

1.6 补充阅读：集合论基础

1.6.1 集合悖论

介绍公理化的集合论时，我们需要回答的第一个问题是，集合是什么？

在高中时，对集合的定义只有很含糊的“描述下的某个确定集体”（或者说，任何一个公式 P，都

存在形如 {x | x满足P}的集合），但这样的定义会导致很多问题，例如著名的罗素悖论：

S = {A | A /∈ A}

1www.bilibili.com/video/BV1yP4y1P7mo
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1.6 补充阅读：集合论基础

假设集合 S是所有不属于自身的集合构成的集合（注意集合也可以构成集合），它是否属于自身呢？2若

S ∈ S，根据定义可知 S /∈ S；而若 S /∈ S，根据定义可知 S ∈ S，这就导致了悖论的产生。

另一个经典悖论是康托悖论，假设 V 是所有集合构成的集合，V 应该具有最大的势，但 V 的幂集

会比 V 具有更大的势，从而导致矛盾3。这也就意味着，所有集合构成的集合并不存在。
为了解决这些悖论，我们必须对集合进行更严格的规定。策梅洛和弗伦克尔提出了一套公理系统

以解决这些问题，这就是常说的 ZF公理系统。ZF公理系统共有 8条，接下来便从这些公理开始重新
看待集合系统的生成。

1.6.2 集合的生成

数学中，“公理”指的是直接承认而不加证明的结论。从每一个公理出发，又可以得到一系列的定

理，从而建立出整个理论体系。反过来说，如果要进行公理出发的推导，需要先抛弃“理所应当”的印

象。一个简单的例子是：若 A,B 是集合，假设没有公理，我们没有充分的理由断言 A ∩ B 也是集合，
因为它来自定义 {x | x ∈ A and x ∈ B}，而由于我们已经否定了“一切描述性的定义都是集合”，这个
描述未必能代表集合。

接下来，我们便从公理出发，重建熟悉的集合体系。

公理 1.53 (外延公理 ZF1)

♡

两集合 A,B 相等，当且仅当

∀x, x ∈ A↔ x ∈ B

可以看出，这个公理就是我们习惯的“元素相等代表集合相等”，此外，它也保证了集合中元素的

唯一性，因为根据定义，{1, 1}和 {1}表示的集合是完全相同的 (但注意，从第一个公理中并不能看出
{1}真的是一个集合)。

类似我们给出包含和真包含的定义：

定义 1.54 (包含)

♣

若 A,B 是集合，∀x, x ∈ A→ x ∈ B，则称 A包含于 B，记作 A ⊂ B；而若还有 A ̸= B，则称

A真包含于 B，记作 A ⊊ B。

公理 1.55 (分离公理 ZF2)

♡

若 A是集合，对任何公式aP，存在集合 B 使得 B = {x ∈ A | x满足P}。

a此公理更严谨的叫法是分离公理模式，这是一个数理逻辑中的概念。这里的公式同理，可以理解为任何一句判断。

这个公理与之前含糊的“描述”非常类似，只是增加了必须在某个集合子集中的规定。这个定义

事实上意味着，若 A是集合，A的任何一部分也都是集合，这也是我们熟悉的“子集”。通过这个公

理，我们也能得出空集存在：

2此悖论的另一个名字是理发师悖论，因为这个问题可以完全对应“假设一个理发师只为不给自己理发的人理发，它是否给自
己理发”。

3这里涉及的名词的详细解释见本章后续。
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1.6 补充阅读：集合论基础

定义 1.56 (空集)

♣对任何集合 A，定义空集 ∅ = {x ∈ A | x ̸= x}。

� 练习 1.1若 A,B 是集合，记 ∅A = {x ∈ A | x ̸= x},∅B = {x ∈ B | x ̸= x}，证明 ∅A = ∅B（这也就

说明了空集是唯一的）。
解由于 x ∈ ∅A ⇔ x ∈ A, x ̸= x，对任何元素 x，x ∈ ∅A 恒假，因此 ∅A ⊂ ∅B，同理 ∅B ⊂ ∅A，于

是 ∅A = ∅B。4

此外，交集运算和补集也可以进行：

定义 1.57 (交集)

♣

对有限个集合 A1, . . . , An，定义它们的交集 A1 ∩ · · · ∩ An为

{x ∈ A1 | x ∈ A2, . . . , x ∈ An}

定义 1.58 (补集/差集)

♣

对两个集合 A,B，定义 B 对 A的补集 (或 A对 B 的差集)A
beta = {x ∈ A | x /∈ B}。

很遗憾的是，分离公理虽然很强大，但只给了我们“缩小”集合的方式。想要“扩大”集合，还需

要接下来的三条公理：

公理 1.59 (无序对公理 ZF3)

♡若 A,B 是集合，则 {A,B}也是集合。

� 练习 1.2若 A是集合，则 {A}也是集合。
解由无序对公理 {A,A}是集合，而由外延公理 {A,A} = {A}，从而得证。

通过无序对公理，可以生成非常重要的有序对：

定义 1.60 (有序对)

♣若 A,B 是集合，定义 A,B 的有序对 (A,B) = {{A}, {A,B}}。

根据高中熟悉的知识，有序对应该满足 (A,B) = (C,D)当且仅当 A = B 且 C = D。下面验证这

个结论：

定理 1.61 (有序对的相等)

♡(A,B) = (C,D) ⇔ A = C and B = D

证明 当A ̸= B时，(A,B)是一个两元素的集合，且两元素是元素个数分别为 1或 2的集合；当A = B

时，根据外延公理 (A,B) = {{A}}，是一个单元素的集合。由此可以先得到 A = B ⇔ C = D，再分

两种情况讨论即可。

除了无序对外，第二种扩大集合的方式是并集：

4这个证明中涉及了 x假则 x → P 为真，本质仍然是是数理逻辑的知识。集合的定义中也大量包含一阶谓词逻辑的推导，限
于篇幅忽略此部分，用我们习惯的语言进行直觉性的描述。

20



1.6 补充阅读：集合论基础

公理 1.62 (并集公理 ZF4)

♡任给集合 A，{x | ∃B, x ∈ B,B ∈ A}也是集合，记作 ∪A。

我们用一个练习来了解并集公理的含义：

� 练习 1.3若 A,B,C 是集合，证明 ∪{A,B,C}是集合，且其代表 {x | x ∈ A or x ∈ B or x ∈ C}。
解由无序对公理，{A,B}与 {B,C}是集合，从而 {{A,B}, {B,C}}是集合。记 S = ∪{{A,B}, {B,C}}，
则 S 中所有元素为：A ∈ {A,B}、B ∈ {A,B}、B ∈ {B,C}与 C ∈ {B,C}，从而 S = {A,B,C}，而
再次根据并集公理，∪{A,B,C}存在，类似推导可知 ∪{A,B,C}即为我们熟悉 A,B,C 之并。

我们可以发现，∪A即为 A的所有元素的并集，而用上方类似的方法，从无序对公理与并集公理
出发，假设 A1, . . . , An是集合，可以得到 {A1, . . . , An}也是一个集合，于是有定义

定义 1.63 (并集)

♣对有限个集合 A1, . . . , An，定义它们的并集 A1 ∪ · · · ∪ An为 ∪{A1, . . . , An}。

最后，第三种扩大集合的方式是幂集，定义如下：

公理 1.64 (幂集公理 ZF5)

♡若 A是集合，{B | B ⊂ A}也是一个集合，称为 A的幂集，记作 P(A)。

幂集公理也就代表着一个集合的所有子集也构成一个集合，如 {1, 2, 3}的幂集为

{∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3}}

至此，我们熟悉的有限交、并、补与幂集运算都得到了严格的定义。但是，问题还远远没有解决。

1.6.3 存在与无穷

在介绍下一条公理前，我们先进行一个简单的练习：

� 练习 1.4若一个集合 A有 n个元素，则 P(A)有 2n个元素。

解对任何子集 B，A的每个元素有在其中出现与不在其中出现两种可能，因此所有子集的个数为 2n，

这就是幂集的元素个数。

由此可以看出，若一个集合元素个数有限，则其幂集元素个数也有限，于是可以先通过分离公理

得到所有子集，再利用无序对公理与并集公理得到以所有子集为元素的集合。这样一来，有限集幂集
的存在性无需幂集公理。
另一个颇有趣的问题是，我们上面的所有公理都是在存在集合的前提下进行讨论的。哪怕是空集

的定义，都是先随意找了一个集合，再进行定义。然而，如果“一个集合都不存在”的话，整套讨论都

是没有意义的。自然，我们可以用公理规定集合的存在性（这有时记为公理 ZF0），不过，由于下一条
公理规定了一个更复杂集合的存在，ZF0是可以被其他公理推出的——这个“更复杂的集合”就是自
然数集。

定义 1.65 (自然数-集合论视角)

♣

定义 0为 ∅，且对任何 n，定义 n + 1为 n ∪ {n}（根据无序对公理与并集公理，这确实是一个
集合）。
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1.6 补充阅读：集合论基础

此定义事实上给每个自然数“赋予”了一个集合，可以逐一写出它们为∅, {∅}, {∅, {∅}}等等。在
本节中我们写出 0, 1, . . . 时，均表示这些集合。

公理 1.66 (无穷公理 ZF6)

♡满足 ∅ ∈ X 且 x ∈ X ⇒ x ∪ {x} ∈ X 的集合 X 存在。

根据之前给自然数赋予的集合，这个集合X 事实上就代表着所有自然数。此外，有两件值得一提

的事：第一，若不事先假定集合的存在性，无穷公理与自然数定义中的 ∅只是作为一个符号，只有在
确定其他集合存在后，空集才得以定义；第二，无穷公理的关键是规定了“所有自然数”构成的集合
存在，因为用之前的任何公理都只能推出有限自然数集合的存在性，而无法跨越至无穷。

在有了自然数集后，我们已经可以基本构造出所有想象中的数的集合了——从自然数出发，我们

可以一步步生成实数乃至复数。接下来，我们可以通过一条公理解决悖论：

公理 1.67 (正则公理 ZF7)

♡任何非空集合 A，一定存在 x ∈ A，使得 A ∩ x = ∅。

为了解释这条公理，我们来观察一个最常见的应用：

� 练习 1.5对任何集合 A，A /∈ A。

解若 A是空集，显然 A /∈ A，否则假设 A ∈ A，根据之前推导，{A}也是集合，而 {A}的元素只有
A，但 A ∩ {A} = A ̸= ∅，与正则公理矛盾。
也就是说，正则公理的存在是为了消灭某些奇异的情况，保证了罗素悖论或康托悖论所规定出的

描述根本不可能对应一个真实的集合。

至此，我们的集合公理体系似乎已经完美了。可是，仅有数的无穷集合仍然并不是我们想要的，例

如，我们甚至无法说明熟悉的 {1, x, x2, x3, . . . }或者 {x, y, z}是一个集合——因为此处的符号 x无法

看作自然数集的元素或子集，而我们又没有无穷公理之外的方式扩展集合。由此，我们必须有某种“迁

移”的方式，来真正得到各种有意义集合，这种“迁移”某种意义上就是映射。ZF公理体系的最后一
条公理5即与映射相关：

公理 1.68 (替换公理模式 ZF8)

♡对任何集合 A，定义对应规则 φ使得任何 a对应到 φ(a)，则所有 φ(a)构成一个集合。

值得注意的是，这里并没有要求 φ(a) 是某个集合的子集，因此 φ 只是代表一套对应规则。此处

暗示了，对应规则本身就具有一定的结构传递性。对群来说，对一个群 G与映射 fG → H，H 是任

何一个集合，若 f 满足当 f(g1) = f(g2), f(g3) = f(g4) 时 f(g1g2) = f(g3g4)，在 f(G) 中定义乘法

f(g1)f(g2) = f(g1g2)，则 f(G)构成一个群。

5ZF公理体系共有八条公理，而现实常用的集合论公理体系事实上是 ZFC公理体系，多出来的 C取自 Choice，代表著名的选
择公理。不过，由于这个公理相对复杂且网络上有充分资源，讲义中略去对其的介绍。
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第 2章 矩阵与行列式

2.1 习题讲解

2.1.1 第一周

作业 2.1 (P54 T10)

♡

证明以下等式：

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

a a+ b a+ b+ c a+ b+ c+ d

a 2a+ b 3a+ 2b+ c 4a+ 3b+ 2c+ d

a 3a+ b 6a+ 3b+ c 10a+ 6b+ 3c+ d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a4;

2. 设 aij = ai,j−1 + ai−1,j , i, j = 1, 2, · · · , n,则∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 · · · a1n

1 a22 a23 · · · a2n
...

...
...

...
1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

解
1.

原式 −r1+r2,−r1+r3,−r1+r4
=================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

0 a a+ b a+ b+ c

0 2a 3a+ 2b 4a+ 3b+ 2c

0 3a 6a+ 3b 10a+ 6b+ 3c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2r2+r3,−3r2+r4
=============

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

0 a a+ b a+ b+ c

0 0 a 2a+ b

0 0 3a 7a+ 3b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3r3+r4=======

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

0 a a+ b a+ b+ c

0 0 a 2a+ b

0 0 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a4

2. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 · · · a1n

1 a22 a23 · · · a2n
...

...
...

...
1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−ri−1+ri,−ci−1+ci,2≤i≤n
==================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 − 1 a13 − a12 · · · a1n − a1,n−1

0 1 a12 · · · a1,n−1

...
...

...
...

0 1 an−1,2 · · · an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · · =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 − 1 a13 − a12 · · · a1n − a1,n−1

0 1 a12 − 1 · · · a1,n−1 − a1,n−2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1



2.1 习题讲解

作业 2.2 (P65-66 T2)

♡

设 A,B,C 和 D依次是由下表 
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3


中删去第 1、2、3、4列而得到的三阶行列式，证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1 0 0

a2 b2 c2 d2 0 0

a3 b3 c3 d3 0 0

0 0 a1 b1 c1 d1

0 0 a2 b2 c2 d2

0 0 a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= AD −BC

解将行列式按前三行作 Laplace展开，得到原式为∑
1≤j1<j2<j3≤6

(−1)1+2+3+j1+j2+j3A

(
1 2 3

j1 j2 j3

)
A

(
4 5 6

j4 j5 j6

)

=(−1)1+2+3+1+2+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1

b2 c2 d2

b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)1+2+4+1+2+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 c1 d1

a2 c2 d2

a3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=AD −BC

作业 2.3 (P65-66 T5)

♡

给定 n阶方阵 A = (aij)，证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a21 − a11 a22 − a12 · · · a2n − a1n

a31 − a11 a32 − a12 · · · a3n − a1n
...

...
...

an1 − a11 an2 − a12 · · · ann − a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
1≤i,j≤n

Aij

其中 Aij 是行列式 detA中元素 aij 的代数余子式，1 ≤ i, j ≤ n。

解在不影响行列式值时升阶为：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a11 a12 · · · a1,n−1 a1n

0 1 1 · · · 1 1

0 a21 − a11 a22 − a12 · · · a2,n−1 − a1,n−1 a2n − a1n
...

...
...

...
...

0 an−1,1 − a11 an−1,2 − a12 · · · an−1,n−1 − a1,n−1 an−1,n − a1n

0 an1 − a11 an2 − a12 · · · an,n−1 − a1,n−1 ann − a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.1 习题讲解

r1+ri,3≤i≤n
==========

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a11 a12 · · · a1,n−1 a1n

0 1 1 · · · 1 1

1 a21 a22 · · · a2,n−1 a2n
...

...
...

...
...

1 an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n−1 an−1,n

1 an1 an2 · · · an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将此时的行列式按第 1列 Laplace展开，再按第二行 Laplace展开后即可得证.

作业 2.4 (P72 T6)

♡

设线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

的系数行列式 ∆ ̸= 0。利用 n+ 1阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai1 ai2 · · · ain

b1 a11 a12 · · · a1n

b2 a21 a22 · · · a2n
...

...
... . . . ...

bn an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, i = 1, 2, · · · , n

证明：(∆1
∆ , ∆2

∆ , · · · , ∆n
∆ )是此方程组的解.

解将该行列式按第 1行 Laplace展开可得其为

bi∆+ ai1(−1)1+2∆1 + ai2(−1)1+3+1∆2 + · · ·+ ain(−1)1+(n+1)+(n−1)∆n

= bi∆− ai1∆1 − ai2∆2 − · · · − ain∆n

又由其有两行相同，行列式为 0，即

ai1
∆1

∆
+ ai2

∆2

∆
+ · · ·+ ain

∆n

∆
= bi

由此 (∆1
∆ , ∆2

∆ , · · · , ∆n
∆ )是方程组的解。

作业 2.5 (P83 T1(5))

♡

计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a a · · · a

−a x a a · · · a

−a −a x
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . a

−a −a · · · −a x a

−a −a · · · −a −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.1 习题讲解

解解法一：

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a a · · · a

−a x a a · · · a

−a −a x
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . a

−a −a · · · −a x a

−a −a · · · −a −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a a · · · a+ 0

−a x a a · · · a+ 0

−a −a x
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . a+ 0

−a −a · · · −a x a+ 0

−a −a · · · −a −a a+ (x− a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a a · · · a

−a x a a · · · a

−a −a x
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . a

−a −a · · · −a x a

−a −a · · · −a −a a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a a · · · 0

−a x a a · · · 0

−a −a x
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . 0

−a −a · · · −a x 0

−a −a · · · −a −a x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
对上式右端第一个行列式，用 −1乘以它的第 n行，然后加到其它各行；对第二个行列式的第 n列作

Laplace展开，得到

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a 2a 2a 2a · · · 0

0 x+ a 2a 2a · · · 0

0 0 x+ a
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 x+ a 0

−a −a · · · −a −a a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (x− a)∆n−1

= a(x+ a)n−1 + (x− a)∆n−1

考虑 ∆n的转置行列式，同理得到

∆n = −a(x− a)n−1 + (x+ a)∆n−1

解得

∆n =
1

2

(
(x+ a)n + (x− a)n

)
解法二：

记

Dn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ t a+ t a+ t a+ t . . . a+ t

−a+ t x+ t a+ t a+ t . . . a+ t

−a+ t −a+ t x+ t
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . a+ t

−a+ t −a+ t · · · −a+ t x+ t a+ t

−a+ t −a+ t · · · −a+ t −a+ t x+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
可以通过添加一行 t, t, . . . , t 再添加一列 1, 0, . . . , 0 说明其是 t 的一次函数，又因为 Dn(0) = ∆n，有
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2.1 习题讲解

Dn(s) =Ms+∆n。t = a时，Dn(a) = (x+ a)n；t = −a时，Dn(−a) = (x− a)n，故∆n +Ma = (x+ a)n

∆n −Ma = (x− a)n

即得 ∆n = 1
2

(
(x+ a)n + (x− a)n

)
。

作业 2.6 (P83 T1(6))

♡

计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 −a2 0 0 · · · 0

0 a2 −a3 0 · · · 0

0 0 a3
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 an−1 −an
1 1 · · · 1 1 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 −a2 0 0 · · · 0

0 a2 −a3 0 · · · 0

0 0 a3
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 an−1 −an
1 1 · · · 1 1 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai+1
ai

ci+ci+1,1≤i≤n−1

================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 0 0 · · · 0

0 a2 0 0 · · · 0

0 0 a3
. . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 an−1 0

1
∑2

k=1
a2
ak

· · ·
∑n−2

k=1
an−2

ak

∑n−1
k=1

an−1

ak
an +

∑n
k=1

an
ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
k=1

ak

(
1 +

n∑
k=1

1

ak

)

作业 2.7 (P83 T1(10))

♡

计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 + x1 a1 + x2 · · · a1 + xn

a2 + x1 1 + a2 + x2
. . . ...

... . . . . . . an−1 + xn

an + x1 . . . an + xn−1 1 + an + xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.1 习题讲解

解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 + x1 a1 + x2 · · · a1 + xn

a2 + x1 1 + a2 + x2
. . . ...

... . . . . . . an−1 + xn

an + x1 . . . an + xn−1 1 + an + xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
In +


a1 + x1 a1 + x2 . . . a1 + xn

a2 + x1 a2 + x2
. . . ...

... . . . . . . an−1 + xn

an + x1 . . . an + xn−1 an + xn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣In +


a1 1
...

...
an 1


(

1 · · · 1

x1 · · · xn

)∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣I2 +

(
1 · · · 1

x1 · · · xn

)
a1 1
...

...
an 1


∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣1 +
∑n

k=1 ak n∑n
k=1 akxk 1 +

∑n
k=1 xk

∣∣∣∣∣ =
(
1 +

n∑
k=1

ak

)(
1 +

n∑
k=1

xk

)
− n

n∑
k=1

akxk

作业 2.8 (P83 T1(18))

♡

计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

... . . . ...
1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解原式加边后得到 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

...
... . . . ...

1 1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
于是进一步有

−c1+ci,2≤i≤n
===========

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 · · · −1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2
...

...
... . . . ...

1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按第 1行展开

==========

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 0 · · · 0

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2
...

...
... . . . ...

1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2
...

...
... . . . ...

1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
2

n∏
k=1

xk −
n∏

k=1

(xk − 1)

) ∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

这里最后一步是在使用范德蒙德行列式的结论后合并化简的结果。
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2.1 习题讲解

2.1.2 第二周

作业 2.9 (P66 T8)

♡

给定 n阶方阵 A = (aij)，证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n x1

a21 a22 · · · a2n x2
...

... . . . ...
...

an1 an2 · · · ann xn

y1 y2 · · · yn z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= z detA−

∑
1≤i,j≤n

Aijxiyj

其中 Aij 是行列式 detA的元素 aij 的代数余子式, 1 ≤ i, j ≤ n。

解将行列式依次按第 n+ 1行与第 n列进行 Laplace展开得到原式为

y1(−1)n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 · · · a1n x1

a22 · · · a2n x2
... . . . ...

...
an2 · · · ann xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+ yn(−1)2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,n−1 x1

a21 · · · a2,n−1 x2
... . . . ...

...
an1 · · · an,n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ z detA

再对最后一列展开即得结论。

作业 2.10 (P99 T8)

♡找出所有 2阶幂零方阵.

解设

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

注意到 Ak, k = 1, 2, . . . 的秩单调递减，且由书上结论，某一位置 Ak = Ak+1 时，后续均有

rank(An) = rank(Ak), ∀n > k。

又A的秩若为 2，则 detA非 0，从而 rank(Ak) = 2, ∀k。故A的秩只能为 0或者 1，并且 rank(A2) = 0，

即 A2 = O。故

A2 =

(
a211 + a12a21 a12(a11 + a22)

a21(a11 + a22) a12a21 + a222

)
= O

故 a222 = a211。

若 a11 = a22：

1. 若 a11 = a22 = 0，满足 a11 = −a22条件，见下方讨论。
2. 若 a11 = a22 ̸= 0，则 a12 = a21 = 0，此时由 a211 + a12a21 = 0得 a11 = 0，矛盾。

若 a11 = −a22，只需满足 a211 + a12a21 = 0即可。综上可得到

A =

(
a11 a12

a21 −a11

)
, a211 + a12a21 = 0

作业 2.11 (P99 T9)

♡如果方阵 A适合 A2 = I ,则 A称为对合。求出所有 2阶对合方阵.
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2.1 习题讲解

解设

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

则有

A2 =

(
a211 + a12a21 a12(a11 + a22)

a21(a11 + a22) a12a21 + a222

)
= I

故 a222 = a211。

若 a11 = a22：

1. 若 a11 = a22 = 0，满足 a11 = −a22条件，见下方讨论。
2. 若 a11 = a22 ̸= 0，则 a12 = a21 = 0,此时由 a211 + a12a21 = 1,得出 a11 = a22 = ±1。

若 a11 = −a22，只需满足 a211 + a12a21 = 1即可。

综上，A = ±I 或

A =

(
a11 a12

a21 −a11

)
, a211 + a12a21 = 1

作业 2.12 (P105 T7)

♡

适合 AAT = I(n) = ATA的 n阶实方阵 A称为正交的。证明：

1. 正交方阵的行列式等于 ±1；

2. 位于正交方阵的 k个行上的所有 k阶子式的平方和等于 1，k = 1, 2, · · · , n。

解
1.

det(AAT ) = det(I(n)) = 1 = detA · detAT = (detA)2 ⇒ detA = ±1

2. 记 C = AAT = I(n)，有

1 = C

(
i1 i2 · · · ik

i1 i2 · · · ik

)
=

∑
1≤m1<m2<···<mk≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

m1 m2 · · · mk

)2

作业 2.13 (P98 T3)

♡

求出所有和方阵 A可交换的方阵：

1. A =


1 0 1

0 1 0

3 1 2



2. A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0


解直接列方程组求解可得结果为：
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2.2 补充内容

1.


a11 a12 a13

0 a11 − 3a12 0

3a13 a13 a11 + a13



2.


b11 b12 b13 b14

b14 b11 b12 b13

b13 b14 b11 b12

b12 b13 b14 b11


这里的 a1i与 b1i可取任何实数。

作业 2.14 (P98 T17)

♡

对角元素都相等的对角方阵称为纯量方阵。证明：和所有 n阶方阵都可交换的方阵一定是纯量

方阵。

解直接取 B = Eij，Eij 为第 i行第 j列元素为 1，其余元素为 0的矩阵，由 AB = BA可得 A为对角

方阵。

其次，取

B =


1 2 · · · n

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


可进一步得到 A的对角线系数均相等，故 A一定是纯量方阵。

作业 2.15 (P98 T18)

♡

设 n阶方阵 A的每一行上都恰有 2个元素为 1，而其他元素为零，J 是元素全为 1的 n阶方阵。

求出所有适合 A2 + 2A = 2J 的 n阶方阵 A。

解不妨设 A = (aij)n×n, J = (bij)n×n。由条件

bii = 2aii +
n∑

l=1

ailali = 3aii +
∑
l ̸=i

ailali = 2

故 aii不等于 1，即 aii = 0。

假设 a1i1 = a1i2 = 1，根据上方有 ai11 = ai21 = 1，且存在 k1, k2使得 ai1k1 = ai2k2 = 1，故 A2每

行元素之和为 4，即 A2所有元素之和为 4n。而 2A元素之和为 4n，2J 元素之和为 2n2，则 8n = 2n2，

解得 n = 4，即 A为 4阶矩阵，进一步讨论得只能为：
0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

 ,


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

 ,


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0


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2.2 补充内容

2.2 补充内容

线性代数和别的领域一个很大不同是其对于基础框架（矩阵、向量空间、行列式等）的推导并不

唯一，有非常多条道路可以展开整个知识体系，如不同书中对行列式的定义过程都不相同。笔者见过

最奇葩最绕的推导过程就是线代 B1的推导，极尽所能的复杂化整个过程。

2.2.1 行列式

前两周老师主要讲了行列式定义和一些定理，以及行列式的计算。其中行列式计算是考试中比较

常出现的题目，它的基础在于敏锐的使用三种行列式基本变换 +熟练掌握各种技巧和模型的特点，下
述是行列式定义，定理，以及计算技巧和经典模型的整理：

1. 行列式定义：
(a). 代数余子式归纳（递推）
(b). 看作函数，为 Fn上的 n重、反对称、规范、线性的函数，并规定行列式的性质，证明满足
这些性质的行列式函数存在且唯一（公理化）

(c). 完全展开
2. 行列式的 Laplace展开
3. Cramer法则
4. Binet-Cauchy公式
5. 行列式的计算技巧

(a). 化为三角行列式
(b). 建立递推公式
(c). 加边
(d). 拆行
(e). 视行列式为某些元素的多项式（参数化）
(f). 对某一行或者某一列 Laplace展开

6. 一些经典行列式
(a). 三对角行列式
(b). 鸭爪形行列式
(c). 每项可以写成 f(ai) + g(bj)或 f(ai)g(bj)形式的行列式

问题 2.1计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − 1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − 2 x3 · · · xn
...

...
... . . . ...

x1 x2 x3 · · · xn − n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.2 补充内容

问题 2.2计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 · · · an

−1 x 0 · · · an−1

0 −1 x
. . . an−2

... 0
. . . . . . ...

0 0 · · · −1 x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2.2.2 矩阵

1. 矩阵的代数运算
2. 可逆矩阵（如何计算 A−1？）

(a). 算 det(A)+算每个代数余子式
(b). (A, In)− > (I, A−1)做初等变换

(c). 求出零化多项式
(d). 用聪明的脑袋直接构造出来

3. 分块矩阵->打洞
4. 矩阵的秩和相抵

(a). rank(AB) ≤ min(rank(A), rank(B))

(b). rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)

(c). rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC)− rank(B)

(d). rank(AC) ≥ rank(A) + rank(C)− n

(e). rank(A) ≥ rank(A2) ≥ rank(A3) ≥ · · · rank(Ak) = rank(Ak+1) = · · · rank(An) = · · ·
(f). rank(A,B) ≤ rank(A) + rank(B)

问题 2.3证明 λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA)。

2.2.3 附加题

前两周的内容没有什么很困难的题目，这里补充几个比较有趣和有用的题目：

命题 2.16

♠

n阶方阵 A的附属方阵记为 A∗，证明：

1. rankA∗ = n的充分必要条件是 rankA = n；

2. rankA∗ = 1的充分必要条件是 rankA = n− 1；

3. rankA∗ = 0的充分必要条件是 rankA < n− 1；

4. 当 n > 2时，(A∗)∗ = (detA)n−2A；当 n = 2时，(A∗)∗ = A。

证明
1. 当 rankA = n，有 detA ̸= 0，由AA∗ = (detA)I(n)知 detA∗ = (detA)n−1 ≠ 0，所以 rankA∗ = n。

反过来，若 rankA∗ = n，有 detA∗ ̸= 0，由 AA∗ = (detA)I(n)知 detA = n−1
√
detA∗ ̸= 0，所以

rankA = n。
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2.2 补充内容

2. 当 rankA = n−1时，detA = 0，从而AA∗ = O。又由于 0 = rank(AA∗) ≥ rankA+rankA∗−n，
必有 rankA∗ ≤ 1。而根据 rankA = n− 1，A∗ 中至少有一个 Aij ̸= 0，因此 rankA∗ = 1。反过

来，若 rankA∗ = 1，由 AA∗ = (detA)I(n)可知 detA = 0且 rankA ≤ n− 1，而由 rankA∗ = 1

可知 A∗中至少有一个 Aij ̸= 0，故 rankA ≥ n− 1，因此 rankA = n− 1。

3. 当 rankA < n−1时，A∗中任意Aij = 0，所以A∗ = 0，则 rankA∗ = 0。反过来，若 rankA∗ = 0，

则有 A∗ = 0，因此任意 Aij = 0，说明 rankA < n− 1。

4. 若 detA ̸= 0，即 A可逆时，由

AA∗ = detAIn ⇒ detA∗ = (detA)n−1, A∗ = detA ·A−1

可知

A∗(A∗)∗ = detA∗In ⇒ (A∗)∗ = detA∗(A∗)−1 = (detA)n−2A

无论 n是否为 2都满足结论。
若 detA = 0, 即 A 不可逆时，当 n > 2 时，由 rankA∗ ≤ 1 < n − 1 可知 rank(A∗)∗ = 0, 即
(A∗)∗ = O,因此 (A∗)∗ = (detA)n−2A = O。

当 n = 2，因为 rankA ≤ 1，设

A =

(
a b

c d

)
, ad− bc = 0

则有

A∗ =

(
d −b
−c a

)
, (A∗)∗ =

(
a b

c d

)
= A

综上可知，当 n > 2时 (A∗)∗ = (detA)n−2A，当 n = 2时，(A∗)∗ = A。

命题 2.17

♠

设 a1, a2, · · · , an是正整数。证明：n阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

...
...

...
...

1 an a2n · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
能被 1n−12n−2 · · · (n− 2)2(n− 1)整除.

证明 对行列式做列变换可得其等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1(a1 − 1) · · · a1(a1 − 1)(a1 − 2) · · · (a1 − n+ 2)

1 a2 a2(a2 − 1) · · · a2(a2 − 1)(a2 − 2) · · · (a2 − n+ 2)
...

...
...

...
1 an an(an − 1) · · · an(an − 1)(an − 2) · · · (an − n+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
根据数论结论有 k! | a1(ai − 1)(ai − 2) · · · (ai − k+ 1)，故行列式第 k列元素均为 k!倍数，提取出来即

有结论成立。
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2.2 补充内容

命题 2.18

♠

设 A和 B 为 n阶方阵，证明：

rank(AB − In) ≤ rank(A− In) + rank(B − In)

证明 (
In A

0 In

)(
A− In 0

0 B − In

)(
In 0

In In

)
=

(
AB − In AB −A

B − In B − In

)
,

所以

rank(AB − In) ≤ rank

(
AB − In AB −A

B − In B − In

)
= rank

(
A− In 0

0 B − In

)
= rank(A− In) + rank(B − In)
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第 3章 相抵与相合

3.1 习题讲解

3.1.1 第三周

作业 3.1 (P113 T5)

♡

证明：

1. 正交方阵一定可逆，且其逆正交；
2. 酉方阵一定可逆，且其逆为酉方阵；
3. 可逆对称方阵的逆仍对称；
4. 可逆斜对称方阵的逆仍斜对称。

解
1. 设其为 A，由定义 AAT = ATA = I 可知其可逆，逆为 AT，而 (AT )T = A，由此即可验证逆正

交。

2. 设其为 A，由定义 AAH = AHA = I 可知其可逆1，逆为 AH，而 (AH)H = A，由此即可验证逆

为酉方阵。

3. 设其为 A，由于 (A−1)TA = (A−1)TAT = (AA−1)T = I，有 (A−1)T = A−1，从而逆仍对称。

4. 设其为 A，由于 (A−1)TA = −(A−1)TAT = −(AA−1)T = −I，有 (A−1)T = −A−1，从而逆仍斜

对称。

作业 3.2 (P113 T10)

♡

设 Aij 是 n阶方阵 A相对 aij 的代数余子式，证明 ∀1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < l ≤ n有∣∣∣∣∣ Aik Ajk

alphail Ajl

∣∣∣∣∣ = (−1)i+j+k+lA

(
1 . . . i− 1 i+ 1 . . . j − 1 j + 1 . . . n

1 . . . k − 1 k + 1 . . . l − 1 l + 1 . . . n

)
detA

解当 detA = 0时，根据下一道习题可知 rankA∗ ≤ 1，从而左侧必然为 0，得证。
当 detA ̸= 0，若 i ̸= 1，考虑 A′ = S1iA，这里 S1i代表交换 1与 i的初等方阵。这样变换后满足

A′
1k = Aik(−1)i+1，A′

1l = Ail(−1)i+1，而右侧第一项 (−1)i+j+k+l = (−1)1+j+k+l(−1)i+1，后两项由

detS1i = −1可知均乘 −1，由此可知原问题等价于∣∣∣∣∣ A′
1k A′

jk

alpha′1l A′
jl

∣∣∣∣∣ = (−1)1+j+k+lA′

(
2 . . . j − 1 j + 1 . . . n

1 . . . k − 1 k + 1 . . . l − 1 l + 1 . . . n

)
detA′

再对 j, k, l类似操作，可使得 j = l = 2, k = 1，也即只需要考虑 i = k = 1, j = l = 2的情况。

将 A∗与 A按照左上 2× 2右下 (n− 2)× (n− 2)分块，对应记为

(
A∗

1 A∗
2

A∗
3 A∗

4

)
,

(
A1 A2

alpha3 A4

)
，则

1上标H 代表共轭转置。



3.1 习题讲解

要证的问题即化为 detA∗
1 = detA4 detA。根据伴随矩阵性质，AA∗ = (detA)I，可得

detA∗
1 = det

(
A∗

1 O

alpha∗3 I

)
= detA−1A

(
A∗

1 O

alpha∗3 I

)
= (detA)−1 det

(
(detA)I A2

O A4

)
进一步化简即 detA∗

1 = detA detA4，得证。�
这题也可以通过直接对应计算的方法求解，但本质仍然是利用 AA∗ = (detA)I 作分块的拆分。

作业 3.3 (P122 T2)

♡

求 λ使如下矩阵 A秩最小： 
3 1 1 4

λ 4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3


解计算得原矩阵可相抵为 diag(1, 1, λ, 0)2，当且仅当 λ = 0时秩最小，为 2，否则为 3。

作业 3.4 (P124 T13)

♡

n阶方阵 A的附属方阵记为 A∗，证明：

1. rankA∗ = n的充分必要条件是 rankA = n；

2. rankA∗ = 1的充分必要条件是 rankA = n− 1；

3. rankA∗ = 0的充分必要条件是 rankA < n− 1；

4. 当 n > 2时，(A∗)∗ = (detA)n−2A；当 n = 2时，(A∗)∗ = A。

解见上章附加题中的命题 2.16。

作业 3.5 (P143 T6)

♡对齐次线性方程组 Ax = 0，A ∈ Rm×n, rank(A) = n− 1，说明该方程任意两解成比例。

解设A = P

(
In−1 0

O 0

)
Qx，P,Q可逆，则分析得所有解可写为Q−1(0, . . . , 0, t)T , t ∈ R，此即 tQ−1en，

于是任何两解相差转置 (en表示第 n个分量为 1，其他为 0的向量)。

作业 3.6 (P151 T2)

♡

设 A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q, C ∈ Rm×q，未知量 X ∈ Rn×p，证明 AXB = C 有解等价于 (I −
AA−)C = C(I −B−B) = O，且有解时通解为

X = A−CB− + (I −A−A)Y + Z(I −B−B) + (I −AA−)W (I −BB−)

Y, Z,W ∈ Rn×p可任取。

解若 (I −AA−)C = C(I −B−B) = O，代入通解形式计算验证可知均为解。

方程有解时，代入 C = AXB 可验证 (I −AA−)C = C(I −B−B) = O。

对任何解 X0，取 Y = Z = X0,W = −X0，代入 C = AX0B 可计算验证

X0 = A−CB− + (I −A−A)Y + Z(I −B−B) + (I −AA−)W (I −BB−)

2此处记号 diagα指以 α的元素顺次为对角元的对角阵。
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3.1 习题讲解

从而任何解可写为通解形式。�
“通解”指此形式可以包含全部解，因此最后一部分证明是必要的。这部分证明中的 Y, Z,W 可待定

后解出，下题同理。

作业 3.7 (P151 T3)

♡

设 A ∈ Rm×p, B ∈ Rq×n, C ∈ Rm×n，未知量 X ∈ Rp×n, Y ∈ Rm×q，证明 AX − Y B = C 有解

等价于 (I −AA−)C(I −B−B) = O，且有解时通解为

X = A−C +A−ZB + (I −A−A)W

Y = −(I −AA−)CB− + Z − (I −AA−)ZBB−

W ∈ Rp×n, Z ∈ Rm×q 可任取。

解若 (I −AA−)C(I −B−B) = O，代入通解形式计算验证可知均为解。

方程有解时，代入 C = AX − Y B 可验证 (I −AA−)C(I −B−B) = O。

对任何解 X0, Y0，取W = X0, Z = Y0，代入 C = AX0 − Y0B 可计算验证

X0 = A−C +A−ZB + (I −A−A)W

Y0 = −(I −AA−)CB− + Z − (I −AA−)ZBB−

从而任何解可写为通解形式。�
思考：广义逆并不唯一，这两题中提到的广义逆是指存在还是任意？

作业 3.8 (P151 T4)

♡

设 A ∈ Rm×p, B ∈ Rq×n, C ∈ Rm×n，证明：

rank

(
A C

O B

)
= rankA+ rankB + rank(I −AA−)C(I −B−B)

解引理：对矩阵 D ∈ Ra×b 与其广义逆 D− ∈ Rb×a，若 rankA = r，必然存在可逆方阵 P,Q与某个

R ∈ R(b−r)×(a−r)使得

D = P

(
Ir O

O O

)
Q,D− = Q−1

(
Ir O

O R

)
P−1

引理证明：考虑 D = P0

(
Ir O

O O

)
Q0，由 DD−D = D 可解出必有 D− = Q−1

0

(
Ir D2

D3 D4

)
P−1
0 。

由于 (
I O

−D3 I

)(
Ir D2

D3 D4

)(
I −D2

O I

)
=

(
Ir O

O D4 −D3D2

)

令

P = P0

(
I D2

O I

)
, Q =

(
I O

D3 I

)
Q0, R = D4 −D3D2

可计算验证成立。
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3.1 习题讲解

原题证明：利用引理，假设 A,B 秩为 a, b，对应的拆分为 PA, QA, RA, PB, QB, RB，则计算得

(I −AA−)C(I −B−B) = PA

(
O O

O Im−a

)
P−1
A CQ−1

B

(
O O

O In−b

)
QB

记 C0 = P−1
A CQ−1

B ，则右侧为

a+ b+

(
O O

O Im−a

)
C0

(
O O

O In−b

)
设第三项为 c，即为 C0右下角 (m− a)× (n− b)阶子矩阵的秩，记此矩阵为 C4。

另一方面，左侧等于

rank

(
P−1
A O

O P−1
B

)(
A C

O B

)(
Q−1

A O

O Q−1
B

)
= rank

(
diag(Ia, O) C0

O diag(Ib, O)

)
利用行列变换，Ia所在行的其他部分与 Ib所在列的其他部分可消去，因此左侧化为

rank


Ia

Om−a C4

Ib

On−b


考虑列秩可得到其秩即为 a+ b+ c，得证。�
总有些题没什么特殊技巧，需要硬打洞处理，这时就可见基本功了。

3.1.2 第四周
�

虽然作业题目里使用了 A > 0, A > B 这样的记号，但由于可能存在歧义，尽量不要使用。

作业 3.9 (P365 T2)

♡对 n阶对称方阵 S，证明存在唯一 n阶对称方阵 S1满足 S3
1 = S。

解设 S正交相似对角化为 P T diag(λ1, . . . , λn)P，且 λ1 ≥ · · · ≥ λn，则 S1 = P T diag( 3
√
λ1, . . . ,

3
√
λn)P

满足方程，因此存在。

为说明唯一性，若有 S2正交相似对角化为 QT diag(µ1, . . . , µn)Q符合条件，根据 S3
2 与 S 特征值

相同可知 µ31, . . . , µ
3
n必然为 λ1, . . . , λn的一个排列，于是通过置换相似可不妨设 µi =

3
√
λi。

此时，由于 QT diag(λ1, . . . , λn)Q = P T diag(λ1, . . . , λn)P，同时左乘 P 右乘 QT 可知 PQT 与

diag(λ1, . . . , λn)可交换。由大小关系假设，必有 diag(λ1, . . . , λn) = diag(a1I1, . . . , akIk)，其中 Ii的阶

数和为 n，ai互不相等。

计算可知，与 diag(a1I1, . . . , akIk)可交换当且仅当方阵可写为 diag(B1, . . . , Bk)的形式，Bi与 Ii

阶数相等为任意方阵。由于 x→ x3在实数上是单射，diag( 3
√
λ1, . . . ,

3
√
λn) = diag( 3

√
a1I1, . . . , 3

√
akIk)，

与 diag(λ1, . . . , λn)可交换同与 diag( 3
√
λ1, . . . ,

3
√
λn)可交换等价，因此有

QT diag( 3
√
λ1, . . . ,

3
√
λn)Q = P T diag( 3

√
λ1, . . . ,

3
√
λn)P

即 S1 = S2，得证。�
由此出发，任何对称阵的奇数次方根是可定义的，而任何半正定阵的任意算术次方根是可定义的 (从
而可定义任何非负分数次方，再由极限定义非负实数次方)。对正定阵，由于 −1次方存在，任何实数

次方都有意义，这就类似类似我们对正数、0、负数的不同幂次系统。
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3.1 习题讲解

作业 3.10 (P365 T3)

♡若 A,B 正定，证明 AB 所有特征值都是正的。

解我们介绍三种方法：
1. 根据正定阵存在唯一正定平方根，有 AB = A1/2A1/2BA1/2A−1/2相似于 A1/2BA1/2，由 A对称，

A1/2BA1/2与 B 相合，从而正定，其特征值均正，因此 AB 特征值均正。

2. 设 A = P TP，P 可逆，则 AB = PP TBPP−1相似于 P TBP，P TBP 与 B相合，从而正定，其

特征值均正，因此 AB 特征值均正。

3. 设 AB 相对特征值 λ的特征向量为 x，则 ABx = λx ⇒ xHBx = λxHA−1x，由于正定阵必为

Hermite阵3，x非零，可知 λ = xHBx
xHA−1x

> 0。

作业 3.11 (P365 T6)

♡设 n阶对称方阵 S 前 n− 1个顺序主子式大于 0，且行列式非负，证明其半正定。

解根据书上定理，设 S 分块为

(
Sn−1 α

αT snn

)
，则 Sn−1正定。由于(

I 0

−αTS−1
n−1 1

)(
Sn−1 α

αT snn

)(
I −S−1

n−1α

0 1

)
=

(
Sn−1 0

0T snn − αTS−1
n−1α

)

S相合于

(
Sn−1 α

αT snn − αTS−1
n−1α

)
，且 detS = (snn−αTS−1

n−1α) detSn−1。根据 detS ≥ 0, detS1 > 0

可知 snn − αTS−1
n−1α ≥ 0，从而计算特征值可知

(
Sn−1 0

0T snn − αTS−1
n−1α

)
半正定，因此 S 半正定。

作业 3.12 (P365 T7)

♡设 A,B 半正定，证明 det(A+B) ≥ detA+ detB。

解若 A,B 均非正定，则右侧为 0，而 xT (A+B)x = xTAx+ xTBx ≥ 0，且 (A+B)T = A+B，因

此 A+B 半正定，det(A+B) ≥ 0 = detA+ detB。

否则，不妨设 A正定，可写为 P TP，P 可逆，则右侧大于 0，有
det(A+B)

detA+ detB
=

detP T det(I + P−TBP−1) detP

detP T detP + detP T det(P−TBP−1) detP

记 B0 = P−TBP−1，其与 B 相合，因此仍半正定，假设 B0 = QT diag(d1, . . . , dn)Q为其正交相似对

角化，此分式可写为
det(I +QT diag(d1, . . . , dn)Q)

1 + detQT diag(d1, . . . , dn)Q
=

detQT (I + diag(d1, . . . , dn))Q

1 + d1 . . . dn
=

(1 + d1) . . . (1 + dn)

1 + d1 . . . dn

由于分子为分母展开中的两项，di ≥ 0，此分数必然 ≥ 1，即得证。

作业 3.13 (P366 T12)
对 n阶正定阵 S 与 n维列向量 x, ya，证明：

(xTSy)2 ≤ (xTSx)(yTSy)

3见本次补充内容。
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3.1 习题讲解

♡

且等号成立当且仅当 x与 y成比例。

a原题表述为行向量，但写成列向量更加自然。

解记 S = P TP，P 可逆，并令 x0 = Px, y0 = Py，则原不等式化为

(xT0 y0)
2 ≤ xT0 x0y

T
0 y0

按分量展开发现此即为柯西不等式，取等当且仅当 x0, y0 成比例，即存在不全为 0的 λ, µ使得 λx0 +

µy0 = 0，同时左乘 P−1得此等价于 λx+ µy = 0，于是得证。

作业 3.14 (P366 T13)

♡设 n阶实方阵 A极分解唯一，证明 A可逆。

解证明逆否命题，即假设A不可逆证明极分解不唯一。根据书上定理，极分解A = SO中半正定阵 S唯

一。若 S正定由O可逆可知A可逆，因此 S不正定，设其正交相似对角化为 P T diag(s1, . . . , sn−1, 0)P，

考虑

O′ = P T diag(1, . . . , 1,−1)PO

由于乘积中每个分量都是正交阵，O′仍正交，且计算可验证 SO′ = SO，从而不唯一。

作业 3.15 (P375 T3)

♡

设 A为 n阶正定阵，B ∈ Rn×m列满秩，计算

C =

(
A B

BT O

)
的逆。

解行列变换可知 (
I O

−BTA−1 I

)(
A B

BT O

)(
I −A−1B

O I

)
=

(
A O

O −(BTA−1B)

)
先证明 BTA−1B 可逆：由 A正定可知 A−1 正定。由 B 列满秩，Bx = 0的解仅有 x = 0，于是

x ̸= 0时 xTBTA−1Bx = (Bx)TA−1Bx > 0，从而 BTA−1B 正定，必然可逆。

于是，原矩阵的逆可写为(
I −A−1B

O I

)(
A−1 O

O −(BTA−1B)−1

)(
I O

−BTA−1 I

)

作业 3.16 (P376 T13)

♡若 A与 B −A半正定，求证 B1/2 −A1/2半正定。

解利用半正定定义可知 B 半正定。由于 B1/2 难以处理，我们考虑本题等价的描述：若 C,D半正定，

且 C2 −D2半正定，求证 C −D半正定。

设 C = P T diag(c1, . . . , cn)P,D = P T diag(d1, . . . , dn)P 为 C,D 的同时相合对角化，则 C2 −D2

半正定等价于 S = P−T (C2 −D2)P−1半正定，即

S = diag(c1, . . . , cn)PP
T diag(c1, . . . , cn)− diag(d1, . . . , dn)PP

T diag(d1, . . . , dn)
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3.2 补充内容

半正定。

记 F = PP T，则其正定，于是 fii = eTi Fei > 0，而根据 S半正定得 eTi Sei = (c2i −d2i )fii ≥ 0，从而

c2i ≥ d2i，再根据 C,D半正定，ci, di非负，即有 ci ≥ di，于是 C −D = P T diag(c1 − d1, . . . , cn − dn)P

半正定。�
事实上 C,D半正定时，存在正整数 n使 Cn −Dn半正定即可推出 C −D半正定，但证明较为复杂。

3.2 补充内容

3.2.1 广义逆

在书上，我们介绍的Moore-Penrose广义逆时共有四个条件：

AA+A = A P1

A+AA+ = A+ P2

(AA+)H = AA+ P3

(A+A)H = A+A P4

书中定义满足 P1的矩阵称为广义逆，记作 A−。另一个常用的广义逆定义为满足 P1与 P2的矩阵，
这里称为强广义逆4，记作A=。比起书上的广义逆，强广义逆具有相互性，因此也称为自反广义逆。为

了简化说明，以下的讨论均在实矩阵范畴。

定理 3.17 (强广义逆的表示)

♡

对矩阵 D ∈ Ra×b与其强广义逆 D= ∈ Rb×a，若 rankA = r，必然存在可逆方阵 P,Q使得

D = P

(
Ir O

O O

)
Q,D= = Q−1

(
Ir O

O O

)
P−1

证明 由于强广义逆一定为广义逆，根据作业 3.8的引理可得能写为 Q−1

(
Ir O

O R

)
P−1 的形式，再由

D=DD= = D=可计算得 R = O，从而得证。

由此有结论：强广义逆的秩与原矩阵相同。根据作业 3.8的形式可验证反之也成立，于是有：

定理 3.18 (强广义逆的等价定义)

♡A的广义逆 A−是 A的强广义逆当且仅当 rankA− = rankA。

此外，强广义逆对解有更限定的刻画，即：

定理 3.19 (非齐次线性方程组的解)

♡方程 Ax = b, b ̸= 0的通解为 x = A=b，这里 A=为 A的任何强广义逆。

证明 注意到书上对通解是 A−b的证明中将 A− 取为了 Q−1

(
I O

C O

)
P−1，可计算得其秩与 A相同，

因此是强广义逆。

4有教材直接将强广义逆作为广义逆的定义，这里用上标 =同样也是为了区分。
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3.2 补充内容

之所以书上提到“广义逆”在计算数学领域有较多作用，很大程度是因为它可以直接刻画方程组

的解，下面就给出一个经典的例子：

定理 3.20 (最小二乘问题的求解)

♡

给定矩阵X ∈ Rn×q, T ∈ Rn×m，求使得 ∥Y −XB∥F a最小的 B ∈ Rq×m的问题称为最小二乘问

题。对任何符合 P1、P2、P3的X 的广义逆X1,2,3，B = X1,2,3Y 为最小二乘问题的一个解。特

别地，X+Y 为一个解。

a此处 F 指 Frobenius范数，即所有元素平方和的平方根。

证明 由于 Forbenius范数可以分离，只需要单独考虑 Y 的每一列即可拼接，也即只需说明 q = 1时满

足条件，记此时为 y 与 b。直接计算 (y − Xb)T (y − Xb)对应的二次型并求导可知等号成立当且仅当

XTXb = XT y。

根据之前定理，无论XT y是否为 0，b = (XTX)=XT y均为此方程的解，因此只需证明符合 P2与
P3等价于可写为 (XTX)=XT。

将 X 作奇异值分解 P diag(Σ, O)Q，其中 P,Q正交，Σ为对角元素大于 0的对角阵，则 XTX =

QT diag(Σ2, O)Q，设 (XTX)= = QTZQ，可得 Z =

(
Σ−2 U

V V Σ2U

)
，U, V 任意，从而

(XTX)=XT = QT

(
Σ−1 O

V Σ O

)
P T

反之，在奇异值分解下设满足 P1、P2、P3的某X1,2,3写为 QTX ′P T，并对应分块为

(
X ′

1 X ′
2

X ′
3 X ′

4

)
，

由 P3可知 X ′
1对称，X

′
3 = O，再利用 P1、P2即有

X1,2,3 = QT

(
Σ−1 O

W O

)
P T

由于 Σ可逆，V,W 均任意，此形式与上方完全相同。�
可以验证 X2,3满足 P1，也即 P2与 P3可推出 P1。
从上面的过程中可以发现，当考虑 P3与 P4时，通过相抵分解成 Hermite标准形已经不够了，需

要进行更进一步的奇异值分解。Moore-Penrose广义逆在奇异值分解下有非常优美的表示：

定理 3.21 (M-P广义逆等价表示)

♡

设 A的奇异值分解为 P diag(Σ, O)Q，其中 P,Q正交，Σ为对角元素大于 0的对角阵，则

A+ = QT diag(Σ−1, O)P T

证明 在上一个定理证明中已经得到了 X2,3的表示，再结合 P4即可得到最终结果。

3.2.2 复矩阵

由于课本是从 Rn 出发定义正定性的，我们课上与习题中的讨论基本都在对实矩阵进行，事实上，

对复矩阵可以进行类似的讨论：

43



3.2 补充内容

定义 3.22 (Hermite阵的正定性)

♣

满足 AH = A的方阵称为 Hermite阵，若 xHAx ≥ 0恒成立，则称该 Hermite阵半正定，若还有
x ̸= 0时 xHAx > 0，则称其正定。

可以说明如下类似实方阵时的结论 (注意以下的是正数蕴含了是实数)：

命题 3.23 (酉相似与相合对角化)

♠

对 Hermite阵 A，存在酉方阵 U 使得 A = UHDU，D为对角阵，且对角元均为实数；存在可逆

方阵 P 使得 A = PHDP，D为对角元只有 0,±1的对角阵。

命题 3.24 (正定的等价定义)

♠

对 n阶 Hermite阵 S，以下命题等价：

1. S 正定；
2. S 特征值均正；
3. 存在正定阵 S1使得 S = S2

1；

4. 存在可逆阵 P 使得 S = PHP；

5. S 的主子式均为正；
6. S 的顺序主子式均为正；
7. 对每个 k，S 的所有 k阶主子式之和为正。

命题 3.25 (半正定的等价定义)

♠

对 n阶 Hermite阵 S，以下命题等价：

1. S 半正定；
2. S 特征值均非负；
3. 存在半正定阵 S1使得 S = S2

1；

4. 存在矩阵 P 使得 S = PHP，特别地，可取 P 为 rankP = rankS 的方阵；

5. S 的主子式均非负；
6. 对每个 k，S 的所有 k阶主子式之和非负。

命题 3.26 (平方根唯一性)

♠对半正定阵 S，存在唯一半正定阵 S1使得 S2
1 = S。

命题 3.27 (同时相合对角化)

♠

对 n阶 Hermite阵 A,B，若 A正定或 A,B均半正定，则存在可逆阵 P 使得 P TAP,P TBP 均为

对角阵。

证明 A正定时证明类似书 7.9节例 1。对后一种情况，考虑 A + B 的相合对角化为 QH(A + B)Q =

diag(Ir, O)，设

QHAQ =

(
A1 A2

alphaH2 A3

)
, QHBQ =

(
Ir −A1 −A2

−AH
2 −A3

)
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3.2 补充内容

由半正定性可知 ±A3 均半正定，因此 A3 = O。若 A2 不为 O，构造向量

(
u

λAH
2 u

)
在 λ → −∞可验

证 A不半正定，矛盾。最后考虑 A1的酉相似对角化，两边同时对左上角进行即得结论。

由此可定义出复矩阵的奇异值分解与极分解：

定理 3.28 (奇异值分解)

♡

对任何复矩阵 A，存在酉方阵 U, V 使得

A = U diag(diag(σ1, . . . , σk), O)V

且满足 σ1 ≥ σ2 · · · ≥ σk ≥ 0，它们称为矩阵 A的奇异值，唯一确定。

定理 3.29 (谱分解)

♡

对任何复方阵 A，存在半正定 Hermite阵 S 与酉方阵 U 使得 A = SU，且 S 唯一确定。U 唯一

确定当且仅当 A可逆。

比起秩，特征值与奇异值更受计算数学人的喜爱，因为它们满足对矩阵 A的连续性。在计算数学

中，奇异值分解也被称为 SVD分解，改进其算法是一个重要的课题。
最后，留一个有趣的问题：

作业 3.30

♡

对于一个矩阵，我们可以用幂级数的形式定义其函数，如

eA =

∞∑
n=0

1

n!
An

lnA =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(A− I)n

此处极限均指按各个分量收敛。由此，我们自然可以定义 Aα = eα lnA。

1. 对任何 A，证明 eA存在且特征值均为正；当 A可相似对角化时，证明 lnA存在当且仅当

A特征值均正a。

2. 当 A为 Hermite阵时，证明如此定义的 Aα 存在当且仅当 A正定，当 α = p
q 为有理数时，

其为 Xq = Ap的唯一半正定解。

3. 当 A为半正定 Hermite阵且 α > 0时，定义 Aα = limλ→0+(λI + A)α，证明此极限存在，

且当 α = p
q 为有理数时，其为 Xq = Ap的唯一半正定解。若 α < 0，证明此极限不存在。

4. 计算

(
1 1

1 2

)iπ

。

a后续学到 Jordan标准形时我们将重新研究一般情况的初等函数存在性。
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第 4章 多项式

4.1 习题讲解

4.1.1 第六周

作业 4.1 (P7 T3)

♡

设非零的实系数多项式 f(x)（即系数都是实数的多项式）满足 f(f(x)) = f(x)k，其中 k是给定
的正整数。求多项式 f(x)。

解引理：设多项式 f(x)与 g(x)的次数都不超过 n。如果有 n+ 1个不同的值 a使 f(a) = g(a)，则多

项式 f(x)与 g(x)相等。

引理证明：根据代数基本定理，若 f(a)− g(a)非零，则其至多有 n个零点，矛盾。

原题证明：当 f(x) 是常数 a 时，取 a = ak 即可。其他情况下，设 deg f(x) = n ≥ 1。注意到

f(β) = βk 对所有的 β = f(α) 成立，只要 β 可取得足够多不同的值就可知 f(x) = xk。对每一个 β

值，使 f(α) = β 的 α值至多 n个。因此，当 α取了 nm个不同的值时至少能得到 m个不同的 β 值，

又 α可以取得无穷多个不同的值，于是有无穷多个不同的 β = f(α)使 f(β) = βk。由恒等定理就有

f(x) = xk。�
此引理虽然简单，但在判定多项式相等时十分有用。

作业 4.2 (P7 T4)

♡设非零的实系数多项式 f(x)满足 f(x2) = f2(x)，求多项式 f(x)。

解设所求的多项式为
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

其中 an非 0，我们证明 an−1 = · · · = a1 = a0 = 0。假设 ai(i = 0, 1, · · · , n− 1)不全为 0，设 k < n是

使得 ak 非 0的最大下标。由 f(x2) = f2(x)，得

anx
2n + an−1x

2k + · · ·+ a1x
2 + a0 = (anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ ao)

2

比较 xn+k 得系数，得出 0 = 2anak,这与 an ̸= 0, ak ̸= 0矛盾。因此上述的断言正确,即 f(x) = anx
n。

再由 f(x2) = f2(x)即知 an = 1,所以 f(x) = xn.

作业 4.3 (P16 T1)

♡设多项式 g(x) = x2 − 2ax+ 2整除多项式 f(x) = x4 + 3x2 + ax+ b，求实数 a和 b。

解由 f(x) = x4 + 3x2 + ax+ b = (x2 + 2ax+ 4a2 + 1)(x2 − 2ax+ 2) + (8a3 − a)x+ b− 8a2 − 2

可知 8a3 − a = b− 8a2 − 2 = 0。因此有 a = 0, b = 2或者 a = ±
√
2
4 , b = 3.

作业 4.4 (P16 T3)

♡

设m为自然数，证明当 n = 6m+5时，多项式 x2 + xy+ y2整除多项式 (x+ y)n − xn − yn；当

n = 6m+ 1时，多项式 (x2 + xy + y2)2整除多项式 (x+ y)n − xn − yn。



4.1 习题讲解

解当 n = 6m+ 5时，由

(x+ y)n − xn − yn = (x+ y)6m+5 − x6m+5 − y6m+5

= (x2 + xy + y2 + xy)3m+2(x+ y)− x6m+5 − y6m+5

及二项式定理,只需考察 (xy)3m+2(x+ y)− x6m+5 − y6m+5与 x2 + xy + y2的整除性.

(xy)3m+2(x+ y)− x6m+5 − y6m+5

= x3m+3y3m+2 + x3m+2y3m+3 − x6m+5 − y6m+5

= (x3m+3 − y3m+3)(−x3m+2 + y3m+2)

故 (x3m+3−y3m+3)|(xy)3m+2(x+y)−x6m+5−y6m+5。又 x3−y3|(x3m+3−y3m+3), (x2+xy+y2)|x3−y3,
所以 x2 + xy + y2|(xy)3m+2(x+ y)− x6m+5 − y6m+5,进而 x2 + xy + y2整除 (x+ y)n − xn − yn.
事实上，我们有一种更为简便的方法。注意到 x2+x+1 = (x−α)(x−β),其中 α =−1

2 −
√
3
2 i, β =

−1
2 +

√
3
2 i,令 f(x) = (x+ 1)n − xn − 1,则当 n = 6m+ 5时,

f(α) = (
1

2
−

√
3

2
i)n − (−1

2
−

√
3

2
i)n − 1

= (cos(−π
3
) + i sin(−π

3
))n − (cos

4π

3
+ sin

4π

3
i)n − 1

= cos(−nπ
3
) + i sin(−nπ

3
)− (cos

4nπ

3
+ sin

4nπ

3
i)− 1

= cos(−(6m+ 5)π

3
) + i sin(−(6m+ 5)π

3
)

− (cos
4(6m+ 5)π

3
+ sin

4(6m+ 5)π

3
i)− 1

= cos(−5π

3
) + i sin(−5π

3
)− (cos

2π

3
+ sin

2π

3
i)− 1

=
1

2
+

√
3

2
i− (−1

2
+

√
3

2
i)− 1 = 0

同理可知 f(β) = 0,故 f(x) = (x+1)n − xn − 1可被 x−α与 x− β整除,从而被 (x−α)(x− β) =

x2 + x+ 1整除。令 x = x
y ,可知 x2 + xy + y2整除 (x+ y)n − xn − yn.

又 f ′(x) = n(x+ 1)n−1 − nxn−1,则当 n = 6m+ 1时，

f ′(α) = n(
1

2
−

√
3

2
i)n−1 − n(−1

2
−

√
3

2
i)n−1

= n[(cos(−π
3
) + i sin(−π

3
))n−1 − (cos

4π

3
+ sin

4π

3
i)n−1]

= n[cos(−(n− 1)π

3
) + i sin(−(n− 1)π

3
)− (cos

4(n− 1)π

3
+ sin

4(n− 1)π

3
i)]

= n[cos(−6mπ

3
) + i sin(−6mπ

3
)− (cos

4× 6mπ

3
+ sin

4× 6mπ

3
i)]

= n[1−−1] = 0

同理可知 f ′(β) = 0且 f(α) = f(β) = 0,故 (x−α)2(x− β)2 = (x2 + x+1)2整除。令 x = x
y ,可知

(x2 + xy + y2)2整除 (x+ y)n − xn − yn.�
很多同学对于 n = 6m + 1情况都想尝试归纳法证明，但是单重的归纳法应该是不可行的（助教没看

到有做对的），但是 hyw同学尝试了双重归纳法来证明结论是可行的，具体方法在习题课上讲。
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4.1 习题讲解

作业 4.5 (P16 T4(1))

♡

求多项式 f(x)与 g(x)的最大公因式：

f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1, g(x) = x3 + x2 − x− 1

解对多项式 f(x)和 g(x)用辗转相除法如下：

f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1

g(x) = x3 + x2 − x− 1

q1(x) = x r1(x) = −2x2 − 3x− 1

q2(x) = −1
2x+ 1

4 r2(x) = −3
4x− 3

4

q3(x) =
8
3x+ 4

3 r3(x) = 0

故最大公因式为 x+ 1。

作业 4.6 (P16 T5(1)(3))

♡

求多项式 u(x)与 v(x),使得 f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x)，这里 d(x)是多项式 f(x)与 g(x)的最

大公因式。

(1) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2

(3) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1

解 (1)对多项式 f(x)和 g(x)用辗转相除法如下：

f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2

g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2

f(x) = g(x) + (x3 − 2x)

g(x) = (x+ 1)(x3 − 2x) + (x2 − 2)

x3 − 2x = x(x2 − 2)

将以上各式整理后可得

f(x)(−x− 1) + g(x)(x+ 2) = x2 − 2,

故 u(x) = −x− 1, v(x) = x+ 2, d(x) = x2 − 2。

(3)对多项式 f(x)和 g(x)用辗转相除法如下：

f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2

g(x) = x2 − x+ 1

f(x) = (3x+ 1)g(x)− (x− 1)

g(x) = x(x− 1) + 1

x− 1 = (x− 1) · 1

将以上各式整理后可得

48



4.1 习题讲解

f(x)x+ g(x)(−3x2 − x+ 1) = 1,

故 u(x) = x, v(x) = −3x2 − x+ 1, d(x) = 1。

作业 4.7 (P16 T6(1)(3))

♡

用待定系数法确定多项式 u(x)与 v(x)，使得 f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1,其中 f(x)与 g(x)如下：

(1) f(x) = x3, g(x) = (1− x)2

(3) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1

解 (1)设 u(x) = a0 + a1x+ a2x
2, v(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + b3x
3满足

x3u(x) + (1− x)2v(x) = 1

我们有

b0 + (b1 − 2b0)x+ (b0 − 2b1 + b2)x
2 + (a0 + b1 − 2b2 + b3)x

3

+ (a1 + b2 − 2b3)x
4 + (a2 + b3)x

5 = 1

取 b3 = 0即可解得 u(x) = −3x+ 4, v(x) = 3x2 + 2x+ 1.
(3)设 u(x) = a0 + a1x+ a2x

2, v(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3满足

(x4 − 4x3 + 1)u(x) + (x3 − 3x2 + 1)v(x) = 1

类似得



a0 + b0 = 1

a1 + b1 = 0

a2 − 3b0 + b2 = 0

−4a0 + b0 − 3b1 + b3 = 0

a0 − 4a1 + b1 − 3b2 = 0

a1 − 4a2 + b2 − 3b3 = 0

a2 + b3 = 0

⇒



a0 =
26
3

a1 =
37
3

a2 = −16
3

b0 = −23
3

b1 = −37
3

b2 = −53
3

b3 =
16
3

于是 u(x) = −16
3 x

2 + 37
3 x+ 26

3 , v(x) =
16
3 x

3 − 53
3 x

2 − 37
3 x− 23

3 。

作业 4.8 (P16 T7(1))

♡

求次数最低的多项式 u(x)与 v(x)，使得

(x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1)u(x) + (x3 − 5x− 3)v(x) = x4

解对多项式 f(x)和 g(x)用辗转相除法如下：

49



4.1 习题讲解

f(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1

g(x) = x3 − 5x− 3

f(x) = (x− 2)g(x) + (x2 − x− 5)

g(x) = (x+ 1)(x2 − x− 5) + (x+ 2)

x2 − x− 5 = (x− 3)(x+ 2) + 1

x+ 2 = (x+ 2) · 1

整理后得到

f(x)(x2 − 2x− 2) + g(x)(−x3 + 4x2 − 3x− 1) = 1

为了使得 u(x), v(x)次数最低，故令

u(x) = x4(x2 − 2x− 2)− h(x)(x3 − 5x− 3)

v(x) = −x4(x3 − 42 + 3x+ 1) + h(x)(x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1)

其中取 h(x)使得 u(x), v(x)次数尽可能小，即约去尽可能多的高次项，得到 h(x) = x3−2x2+3x−7,
于是

u(x) = 9x2 − 26x− 21

v(x) = −9x3 + 44x2 − 39x− 7

若 u(x), v(x)不是次数最低的多项式，则存在 u′(x), v′(x)，使得 deg u > deg u′ deg(v) > deg(v′)，

不妨 deg u > deg u′，则

(x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1)(u(x)− u′(x)) + (x3 − 5x− 3)(v(x)− v′(x)) = 0

由于 (x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1, x3 − 5x− 3) = 1,故 x3 − 5x− 3|u(x)− u′(x)，但 deg (u− u′) = 2

且 u(x)− u′(x) ̸= 0，不可能！所以所求 u(x), v(x)即为次数最低的满足条件的多项式。

作业 4.9 (P16 T9)

♡

求次数最低的多项式 f(x),使得 f(x)被多项式 x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7除时余式为 x2 + x+ 1，

被多项式 x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10除时余式为 2x2 − 3。

解设

f(x) = g(x)(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7) + (x2 + x+ 1)

= h(x)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) + (2x2 − 3)

于是 g(x)(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7)− h(x)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) = x2 − x− 4。对两多项

式用辗转相除法如下：
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4.1 习题讲解

x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7 = (x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) + (x2 − 3x+ 3)

x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10 = (x2 + x− 3)(x2 − 3x+ 3) + (x− 1)

x2 − 3x+ 3 = (x− 2)(x− 1) + 1

x− 1 = (x− 1) · 1

我们得到

(x3 − x2 − 5x+ 7)(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7)− (x3 − x2 − 4x+ 5)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) = 1

于是

(x5 − 2x4 − 8x3 + 16x2 + 13x− 28)(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7)

−(x5 − 2x4 − 7x3 + 13x2 + 11x− 20)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) = x2 − x− 4

从而 g(x) = x5 − 2x4 − 8x3 + 16x2 + 13x− 28, h(x) = x5 − 2x4 − 7x3 + 13x2 + 11x− 20,而

f0(x) = g(x)(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7) + (x2 + x+ 1)

=(x5 − 2x4 − 8x3 + 16x2 + 13x− 28)(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7) + (x2 + x+ 1)

=x9 − 4x8 − 6x7 + 46x6 − 30x5 − 152x4 + 246x3 + 75x2 − 370x+ 197

而 (x4 − 2x3 − 2x2 + 10x − 7)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x − 10) = x8 − 4x7 − x6 + 33x5 − 57x4−
22x3 + 171x2 − 191x+ 70。最后得到次数最低的多项式

f(x) = f0(x)− x(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10)

= −5x7 + 13x6 + 27x5 − 130x4 + 75x3 + 266x2 − 440x+ 197

接着证明得到的函数次数最低。

设 f1(x)也是满足题意的多项式，可得x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7 | f(x)− f1(x)

x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10 | f(x)− f1(x)

则

[x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7, x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10] | f(x)− f1(x)

又因为

(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7, x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) = 1,

所以

(x4 − 2x3 − 2x2 + 10x− 7)(x4 − 2x3 − 3x2 + 13x− 10) | f(x)− f1(x)

所以 deg(f(x)− f1(x)) ≥ 8或 f(x) = f1(x)。由于 deg f(x) = 7,所以 deg f(x) ≤ deg f1(x).
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4.1 习题讲解

作业 4.10 (P16 T8)

♡

求次数最低的多项式 f(x)，使得 f(x)被多项式 (x− 1)2除时余式为 2x，被多项式 (x− 2)3除时

余式为 3x。

解设 f(x) = g(x)(x− 1)2 + 2x = h(x)(x− 2)3 + 3x,则有

g(x)(x− 1)2 − h(x)(x− 2)3 = x

对两多项式用辗转相除法如下：

(x− 2)3 = (x− 4)(x− 1)2 + (3x− 4)

(x− 1)2 = (
1

3
x− 2

9
)(3x− 4) +

1

9

3x− 4 = (27x− 36) · 1
9

整理后得到

(3x2 − 14x+ 17)(x− 1)2 − (3x− 2)(x− 2)3 = 1

于是

(3x3 − 14x2 + 17x)(x− 1)2 − (3x2 − 2x)(x− 2)3 = x

从而 g(x) = 3x3−14x2+17x, h(x) = 3x2−2x,而 f(x) = g(x)(x−1)2+2x = 3x5− 20x4+48x3−
48x2 + 19x.
接着,

3x5 − 20x4 + 48x3 − 48x2 + 19x− 3(x− 1)2(x− 2)3

=4x4 − 27x3 + 66x2 − 65x+ 24

即为所要求次数最低的多项式 f(x).

作业 4.11 (P104 T1)

♡设 A ∈ F2×2。证明：A2 − tr(A)A+ (detA)I2 = 0.

解直接运算即可，注意到

A2 =

(
a211 + a12a21 a11a12 + a12a22

a11a21 + a21a22 a12a21 + a222

)
,

tr(A)A =

(
a211 + a11a22 a11a12 + a12a22

a11a21 + a21a22 a11a22 + a222

)
,

(detA)In =

(
a11a22 − a12a21 0

0 a11a22 − a12a21

)
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4.1 习题讲解

验证即可

作业 4.12 (P104 T2)

♡证明：不存在 A,B ∈ Rn×n，使得 AB −BA = In。

解假设存在满足题意的 A,B，则

n = tr(In) = tr(AB −BA) = tr(AB)− tr(BA) = 0,

矛盾。

4.1.2 第七周

作业 4.13 (P22 T1(2)(4))

♡

把下列复系数多项式分解为一次因式的乘积：

(2) (x+ 1)n + (x− 1)n

(4) x2n + C2
2nx

2n−2(x2 − 1) + C4
2nx

2n−4(x2 − 1)2 + · · ·+ (x2 − 1)n

解 (2)该多项式的点必为虚数，故有

(
x+ 1

x− 1
)n = −1 = eiπ

于是多项式的根为
e

i(2k+1)π
n + 1

e
i(2k+1)π

n − 1
, k = 0, · · · , n− 1

处理得多项式得根为

i tan
2k + 1

2n
π, k = 0, · · · , n− 1

注意 tanπ/2无意义，故最后多项式分解为

(x+ 1)n + (x− 1)n =

2
∏n−1

k=0(x− i tan(2k+1
2n π)), 当n = 2l

2x
∏n−1

k=0,k ̸=l−1(x− i tan(2k+1
2n π)), 当n = 2l − 1

, l ∈ N+

(4)注意到

x2n + C2
2nx

2n−2(x2 − 1) + C4
2nx

2n−4(x2 − 1)2 + · · ·+ (x2 − 1)n

=
1

2
[(x+

√
x2 − 1)2n + (x−

√
x2 − 1)2n]

=
1

2
(x2 − 1)[(

x√
x2 − 1

+ 1)2n + (
x√

x2 − 1
− 1)2n]

由 (2)可知方程的解为 x√
x2−1

= i tan(2k+1
4n π),即

x = ± sin(
2k + 1

4n
π), k = 0, 1, 2, · · · , n− 1

于是
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4.1 习题讲解

x2n + C2
2nx

2n−2(x2 − 1) + C4
2nx

2n−4(x2 − 1)2 + · · ·+ (x2 − 1)n

= 22n−1
n−1∏
k=0

(x− sin
2k + 1

4n
π)(x+ sin

2k + 1

4n
π)

这里一定一定要注意系数问题，不能求出来根了之后直接写。

作业 4.14 (P22 T2(2)(4)(6))

♡

把下列实系数多项式分解为实的不可约因式的乘积：

(2) x6 + 27

(4) x2n − 2xn + 2

(6) x2n + xn + 1

解 (2)
x6 + 27 = (x2 + 3)(x4 − 3x2 + 9)

= (x2 + 3)(x4 − 3x2 + 9)

= (x2 + 3)[(x4 + 6x2 + 9)− 9x2]

= (x2 + 3)[(x2 + 3)2 − (3x)2]

= (x2 + 3)(x2 − 3x+ 3)(x2 + 3x+ 3)

(4)令

x2n − 2xn + 2 = (xn − 1)2 + 1 = 0,

解得 xn = 1+i =
√
2(cos π

4 +i sin π
4 ) =

√
2ei

π
4 或 xn = 1− i =

√
2(cos(−π

4 )+i sin(−π
4 )) =

√
2e−iπ

4。

我们得到 x = 2
1
2n ei(

π
4n

+ 2kπ
n

)或 x = 2
1
2n ei(−

π
4n

+ 2kπ
n

),其中 k = 0, 1, · · · , n− 1于是

x2n − 2xn + 2 =

n−1∏
k=0

(x2 − (2
2n+1
2n cos(

π

4n
+

2kπ

n
))x+ 2

1
n )

(6)由

x2n + xn + 1 = (xn +
1

2
)2 +

3

4
= 0

解得

xn = −1

2
− i

√
3

2
= ei

4π
3 , xn = −1

2
+ i

√
3

2
= ei

2π
3 ,

其中 k = 0, 1, 2, · · · , n− 1。故

x = ei(
4π
3n

+ 2kπ
n

), x = ei(
2π
3n

+ 2kπ
n

)

于是
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4.1 习题讲解

x2n + xn + 1 =

n−1∏
k=0

(x2 − (2 cos(
2π

3n
+

2kπ

n
))x+ 1)

作业 4.15 (P22 T3)

♡

证明复系数多项式 f(x)对所有实数 x恒取正值的充分必要条件是：存在没有实数根的复系数多

项式 ϕ(x)，使得 f(x) = |ϕ(x)|2.

解证法一：
充分性：我们记 φ(x) = a(x) + ib(x)其中 a(x), b(x)均为实系数多项式，则有：

f(x) = (a(x))2 + (b(x))2

倘若 f(x)可以取到 0，那么 a(x), b(x)有一个公共实根 x0,这使得 φ(x0) = 0和它没有实数根矛盾。

必要性：首先记 f(x) = g(x)+ ih(x)其中 g(x), h(x)均为实系数多项式，那么倘若 h(x)不为 0，避
开它的零点任取一实数 x0,就有 f(x0)不为正值，从而 h(x) ≡ 0，下面做实数域上的唯一分解：

f(x) = a
m∏
k=1

(x− xk)
αk

n∏
k=1

(x2 + bkx+ ck), b
2
k − 4ck < 0, k = 1, 2, · · · , n

则首先 a > 0, αk 均为偶数，否则可以取到负值，下面注意到：

x2 + bkx+ ck = (x+
bk
2
)2 + (

√
ck −

b2k
4
)2

利用公式：

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2

归纳可得：

n∏
k=1

(x2 + bkx+ ck) = (s(x))2 + (t(x))2

从而有：

f(x) = (
√
as(x)

m∏
k=1

(x− xk)
αk/2)2 + (

√
2t(x)

m∏
k=1

(x− xk)
αk/2)2

⇔ f(x) =

∣∣∣∣∣√as(x)
m∏
k=1

(x− xk)
αk/2 + i

√
at(x)

m∏
k=1

(x− xk)
αk/2

∣∣∣∣∣
2

证法二：设 f(x) = f1(x) + if2(x), 这里 f1(x)f2(x) 属于 R[x], 那么对任意 x0 属于 R, f(x0) =

f1(x0) + if2(x0) > 0,说明 f2(x)恒等于 0，即 f 其实为实系数多项式。因其没有实根，且恒为正，则

f(x) = c(x− c1)(x− c′1)(x− c2)(x− c′2) · · · (x− cn)(x− c′n),
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4.1 习题讲解

其中 ci与 c′i为共轭复根且 c > 0。记 (x− c1)(x− c2) · · · (x− cn) = g1(x) + ig2(x)

(x− c′1)(x− c′2) · · · (x− c′n) = g1(x)− ig2(x),

则

f(x) = c(g21(x) + g22(x)) =
∣∣√c(g1(x) + ig2(x))

∣∣2 ,
取

ϕ(x) =
√
c(g1(x) + ig2(x))

作业 4.16 (P22 T4)

♡

证明实系数多项式 f(x) 对所有实数 x 恒取非负实数值的充分必要条件是：存在实系数多项式

φ(x)和 ψ(x),使得 f(x) = [φ(x)]2 + [ψ(x)]2。

解必要性。因实系数多项式 f(x)对所有实数恒取非负实数值。不妨让 f(x)在 R上分解因式

f(x) = a(x− x1)
l1 · · · (x− xs)

ls(x2 + a1x+ b1)
e1 · · · (x2 + akx+ bk)

ek ,

其中 l1+ · · ·+ ls+2(e1+ · · ·+ek) = deg f(x)且二次因式在R上不可约, xi(1 ≤ i ≤ s)为实根。这里

可设 x1 < x2 < · · · < xs。注意到 x2+ajx+ bj > 0(1 ≤ j ≤ k)即 (x2+a1x+ b1)
e1 · · · (x2+akx+ bk)ek ,

而

f(x)

(x2 + a1x+ b1)e1 · · · (x2 + akx+ bk)ek
= a(x− x1)

l1 · · · (x− xs)
ls

在 R上非负。取 x = x0 < x1,则得 a > 0;取 x = x1+x2
2 ,则得 l1为偶数。同理可得 lm(1 ≤ m ≤ s)

为偶数。考虑 g(x) = (x2 + a1x+ b1)
e1 · · · (x2 + akx+ bk)

ek ,因其没有实根,则只有共轭复根,不妨设

g(x) = [(x− z1)(x− z1)]
e1 · · · [(x− zk)(x− zk)]

ek ,

记

g1(x) = (x− z1)
e1 · · · (x− zk)

ek = h(x) + is (x),

则

g1(x) = (x− z1)
e1 · · · (x− zk)

ek = h(x)− is (x),

其中 h(x), s(x) ∈ R[x]。故

g(x) = g1(x)g1(x) = h2(x)− s2(x),

所以
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4.1 习题讲解

f(x) = [
√
a(x− x1)

l1/2 · · · (x− xs)
ls/2h(x)]2 + [

√
a(x− x1)

l1/2 · · · (x− xs)
ls/2s(x)]2,

这里记 φ(x) =
√
a(x− x1)

l1/2 · · · (x− xs)
ls/2h(x), ϕ(x) =

√
a(x− x1)

l1/2 · · · (x− xs)
ls/2s(x).

充分性是显然的,另外,用此题结论便可证明第三题.

作业 4.17 (P26 T1(2)(3)(5))

♡

利用 Eisenstein判别准则判定下述整系数多项式的不可约性：
(2) x4 − x3 + 2x+ 1；

(3) x4 + 1；

(5)
∑p−1

i=0 (x+ 1)i，其中 p是素数。

解 (2)令 x = y + 1,则 x4 − x3 + 2x+ 1 = (y + 1)4 − (y + 1)3 + 2(y + 1) + 1 = y4 + 3y3+ 3y2 + 3y + 3。

取 p = 3,显然 3不能整除 y4 + 3y3 + 3y2 + 3y + 3的首项系数, p2 = 9不能整除常数项,而 p = 3整除

首项系数外其他各项,根据 Eisenstein判别准则,多项式在 Z上不可约.
(3)令 x = y + 1,我们有

x4 + 1 = (y + 1)4 + 1 = y4 + 4y3 + 6y2 + 4y + 2,

取 p = 2,显然 2不能整除 y4 + 4y3 + 6y2 + 4y + 2的首项系数, p2 = 4不能整除常数项,而 p = 2

整除首项系数外其他各项,根据 Eisenstein判别准则,多项式在 Z上不可约.
(5)由于

f(x) =

p−1∑
i=0

(x+ 1)i =
(x+ 1)p − 1

x

= xp−1 + C1
px

p−2 + · · ·+ Ck−1
p xp−k + · · ·+ Cp−2

p x+ p

显然 p不能整除 f(x)的首项系数, p2 不能整除常数项,但 p整除首项系数外其他各项,根据 Eisen-
stein判别准则,多项式在 Z上不可约.

作业 4.18 (P26 T2)

♡

设 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an是整系数多项，且素数 p满足：p ∤ a0, p ∤ a1, . . . , p ∤
ak, p | ai, i = k+1, k+2, . . . , n，而 p2 ∤ an。证明 f(x)具有次数不低于 n− k的整系数不可约因

式。

解实际上，该题可以加强，将条件改为 p ∤ a0, p | ai, i = k + 1, k + 2, · · · , n, p2 ∤ an，我们通过类似
归纳的方式叙述该题的证明：

首先叙述这样一个论断：若 f 分解为整系数多项式 g和 h的乘积

f(x) = g(x)h(x)

则 g与 h之一的次数 ≥ n− k,并且该多项式 (对同样的 p和 n− k )满足类似的三个的条件
我们来证明这一论断。设
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4.1 习题讲解

g(x) = b0x
s + b1x

s−1 + . . .+ bs−1x+ bs

h(x) = c0x
r + c1x

r−1 + . . .+ cr−1x+ cr

其中 s+ r = n。因为 p
∣∣an = bscr, p

2
∣∣ an = bscr,所以,不妨设 p | bs, p2 ∤ bs, p ∤ cr。又 p ∤ a0 = b0c0,

所以,不妨设 bs−m是 bs, bs−1, · · · , b0之中第一个不被 p整除者,考察

an−m = as+r−m = bs−mcr + bs−m+1cr−1 + · · ·+ bscr−m

可知 p ∤ an−m,因而 n −m ≤ k,即m ≥ n − k,这时 g的次数大于 n − k。我们确认多项式 g满足

以下三个条件：

(i) p ∤ b0;
(ii) p | bj(j = s, s− 1, · · · , s+ k + 1− n);
(iii) p2 ∤ bs.
若 g 不可约,则定理的结论已证实,否则可重复类似讨论,也就是继续对 g(x)进行分解，同样可以

得到一个比 g(x)次数更小的，满足条件的多项式，次数是严格递减的。直到得出一个次数 ≥ n− k的

不可约因式。证毕.�
当然，也可以直接对问题讨论，将 g(x), h(x)直接设出来考虑每一项关于 p的整除性，具体的方式在
习题课上讲。

作业 4.19 (P26 T6)

♡

设整系数多项式 f(x)在 x的 4个不同整数值上都取值为 1，则 f(x)在 x的其它整数值上的值不

可能是 −1。

解将这四个整数分别记为 a1, a2, a3, a4,设 f(x) − 1 = g(x),则有 g(a1) = g(a2) = g(a3) = g(a4) = 0。

又因为 a1, a2, a3, a4互不相同,故 g(x) = (x− a1)(x− a2)(x− a3)(x− a4)h(x)，所以

g(n) = (n− a1)(n− a2)(n− a3)(n− a4)h(n) = f(n)− 1

由题意, n − a1, n − a2, n − a3, n − a4 这四个数彼此不同,其中最多只能有两个分别取作 1,−1,而
其他两个不能在 −1, 1这两个数中取值,故取得的 |g(n)|的最小值只能为 (−1)× 1× (−2)× 2 = 4,从而
f(n)− 1 = g(n)不为 −2, f(n) ̸= −1.

作业 4.20 (P26 T7)

♡

证明，设正整数 n ≥ 12，并且 n次整系数多项式 f(x)在 x的 [n2 ] + 1个以上的整数值上取值为

±1，则 f(x)在 Q不可约。次数 n的下界 12是否还可缩小？

解当 n ≥ 12时, [n2 ] + 1 ≥ 7,则其中必有不少于 4个整数取函数值 1或 -1。由上题结论可知,若 [n2 ] + 1

个函数值中有 4个 1，则函数值不可能为 -1，同理可知, 若其中有 4个 -1，则函数值不可能为 1。设
m = [n2 ] + 1个函数值全为 1，分别记为 a1, a2, · · · , am,设 f(x)在 Q上可约,则 f(x)在 Z上可约,因此,
f(x) = g(x)h(x),其中 g(x), h(x) ∈ Z[x],且 deg g(x) < deg f(x), deg h(x) < deg f(x).

显然

f(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− am)k(x) + 1 = g(x)h(x)
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4.2 补充内容

那么有 g(ai)h(ai) = 1,则 g(ai) = h(ai) = 1或 g(ai) = h(ai) = −1,同理可知 g(ai)要么全为 1，要
么全为 -1。这样 g(x)− 1或 g(x)+1至少有 [n2 ] + 1个根。同理可知 h(x)− 1或 h(x)+1至少有 [n2 ] + 1

个根。因此 min{deg g(x), deg h(x)} ≥ [n2 ] + 1,然而

n = deg f(x) = deg g(x) + deg h(x) ≥ 2[
n

2
] + 2 > n,

矛盾。

次数 n的下界事实上可以缩小到 8，下证当 n = 8, 9, 10, 11时命题均成立，而当 n ≥ 7时均有反例

说明不可约。

我们一次性用反证法证明 n = 8, 9, 10, 11情况。由上述证明我们可以知道，假设 f(x)可约，f(x) =

g(x)h(x)，则若 g(x)或者 h(x)在 4个以上整点满足全为 1或者全为-1，则可以推出 f(x)在 Q上不可
约，从而矛盾。而 [82 ] + 1 = 5，故 g(x), h(x)在至少 5个整点上为 1或者-1，不妨设 g(x)在 3个整点
x1, x2, x3为 1，在 x4, x5上为-1，不妨设 x1 < x2 < x3, x4 < x5，这五个点互不相同，则可以设

g(x) = a(x)(x− x1)(x− x2)(x− x3) + 1

从而

a(x4)(x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3) = −2

故 a(x4) = ±1，x1, x2, x3, x4必为连续的四个整数点，且 x1 < x4 < x3但

a(x5)(x5 − x1)(x5 − x2)(x5 − x3) = −2

从而 x1, x2, x3, x5 也必须为连续的四个整数点，且 x1 < x5 < x3，不可能！故假设不成立，原命题成

立。

对于 n ≤ 7，我们给出所有反例如下：

1. n = 7 f(x) = (x(x− 2)(x− 3) + 1)(x(x− 1)(x− 2)(x− 3) + 1)

2. n = 6 f(x) = (x(x− 2)(x− 3) + 1)2

3. n = 5 f(x) = (2x2 − 1)(x(x− 1)(x− 2) + 1)

4. n = 4 f(x) = (2x2 − 1)2

5. n = 3 f(x) = x3

6. n = 2 f(x) = x2

4.2 补充内容

这两周的作业以及未来很多课程作业都可以使用 Mathematica进行计算，一方面可以检查正确与
否，一方面可以提高完成作业的效率，是一个非常强大的计算软件。本次习题课会讲一下Mathematica
如何下载使用，以及基础的一些函数和如何使用它来检验作业答案。

4.2.1 安装与使用

科大买了Mathematica正版软件，可以直接下载使用，无需从网上购买盗版的。点击链接进入科大
正版软件页面下载 Mathematica：https://software.ustc.edu.cn/zbh.php。下载好后需要激活注册，点击邮
箱激活 (可校外)，遵照指示步骤激活即可使用。
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4.2 补充内容

Mathematica的编程非常简单，只需要会 C语言即可上手。需要注意的是，其中的函数均为大写开
头，参数使用中括号，如 Sin[]、Cos[]。Mathematica基本能实现所有目前出现的运算，包括微分方程中
的 ODE和 PDE问题，实现一些不会写的计算可以上网搜，咨询 GPT，我建议学会查询使用手册。打
开方法为：点击菜单栏-帮助 (H)-Wolfram参考资料 (D)进入，在其中搜索想要的函数即可。

图 4.1: 正版软件安装

图 4.2: 帮助文档

4.2.2 例子

给出了求解待定系数问题和因式分解问题的例子。展示了如何求 ODE和 PDE数值解方式，以及
对于矩阵做运算的方法，求矩阵逆，秩，特征值和特征向量，Jordan分解的方法，具体内容见下方展
示：
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习题课

解线性⽅程组
P16 T6(3)

In[ ]:=

解⽅程
Solve[{a0 + b0 ⩵ 1, a1 + b1 ⩵ 0, a2 - 3 b0 + b2 ⩵ 0,

-4 a0 + b0 - 3 b1 + b3 ⩵ 0, a0 - 4 a1 + b1 - 3 b2 ⩵ 0,

a1 - 4 a2 + b2 - 3 b3 ⩵ 0, a2 + b3 ⩵ 0},

{a0, a1, a2, b0, b1, b2, b3}]

Out[ ]= a0 →
26

3
, a1 →

37

3
, a2 → -

16

3
,

b0 → -
23

3
, b1 → -

37

3
, b2 → -

53

3
, b3 →

16

3


验证

f[x_] = x^4 - 4 x^3 + 1;

g[x_] = x^3 - 3 x^2 + 1;

u[x_] = -16/3 x^2 + 37/3 x + 26/3;

v[x_] = 16/3 x^3 - 53/3 x^2 - 37/3 x - 23/3;

result = f[x]×u[x] + v[x]×g[x]

展开
Expand[result]

Out[ ]= 1 - 3 x2 + x3 -
23

3
-
37 x

3
-
53 x2

3
+
16 x3

3
+

26

3
+
37 x

3
-
16 x2

3
1 - 4 x3 + x4

Out[ ]= 1
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因式分解
In[ ]:=

清除
Clear[f]

n = 10;

f[x_] = (x + 1)^n + (x - 1)^n

因式分解
Factor[f[x]]

传统格式
TraditionalForm[

因式分解
Factor[f[x]]]

Out[ ]= (-1 + x)10 + (1 + x)10

Out[ ]= 2 1 + x2 1 + 44 x2 + 166 x4 + 44 x6 + x8

Out[ ]//TraditionalForm=

2 x2 + 1 x8 + 44 x6 + 166 x4 + 44 x2 + 1

2     第四次习题课.nb

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



求解微分⽅程问题

(1)

第四次习题课.nb     3
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In[ ]:= S1 =

数值求解微分⽅程组
NDSolve[{y''[x] + y[x] ⩵

余弦
Cos[x],

y[0] ⩵ 0, y'[0] ⩵ 0}, y, {x, 0, 20}];

f = S1[[1, 1, 2]];

绘图
Plot[f[x], {x, 0, 20}]

Out[ ]=

5 10 15 20

-5

5

10

(2)

In[ ]:= S2 =

数值求解微分⽅程组
NDSolve[{u'[t] ⩵ 0.09 u[t] (1 - u[t]/20) - 0.45 u[t]×v[t],

v'[t] == 0.06 v[t] (1 - v[t]/15) - 0.001 u[t]×v[t],

u[0] == 1.6, v[0] == 1.2}, {u, v}, {t, 0, 10}];

u = S2[[1, 1, 2]];

v = S2[[1, 2, 2]];

绘制参数图
ParametricPlot[{u[t], v[t]}, {t, 0, 10}]

Out[ ]=

0.5 1.0 1.5

1.4

1.6

1.8

2.0

(3)
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In[ ]:=

去除
Remove[u];

数值求⋯

NDSolve[{

偏导
D[u[t, x], t] ⩵

偏导
D[u[t, x], x, x], u[0, x] ⩵ 0,

u[t, 0] ⩵

正弦
Sin[t], u[t, 5] ⩵ 0}, u, {t, 0, 10}, {x, 0, 5}]

绘⋯

Plot3D[

计算
Evaluate[u[t, x] /. %], {t, 0, 10},

{x, 0, 5},

绘制范围
PlotRange →

全部
All]

Out[ ]= u → InterpolatingFunction Domain: {{0., 10.}, {0., 5.}}
Output: scalar 

Out[ ]=

(4)
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In[ ]:=

去除
Remove[u];

sol =

数值求⋯

NDSolve[{

偏导
D[u[t, x], {t, 2}] ⩵

偏导
D[u[t, x], {x, 2}],

u[0, x] ⩵

⾃然常数
E^(-x^2), u[t, -10] ⩵ u[t, 10],

导数
Derivative[1, 0][u][0, x] ⩵ 0}, u, {t, 0, 40}, {x, -10, 10}]

绘制三维图形
Plot3D[u[t, x] /. sol, {t, 0, 40}, {x, -10, 10},

绘制范围
PlotRange →

全部
All,

坐标轴标签
AxesLabel → {"t", "x", "u(t,x)"}]

Out[ ]= u → InterpolatingFunction Domain: {{0., 40.}, {-10., 10.}}
Output: scalar 

Out[ ]=

矩阵运算
基本运算，求秩
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In[ ]:= A = {{1, 0, -1}, {0, 2, 3}};

B = {{2, -1, 4}, {1, 0, -2}, {0, 3, 1}};

Dot[A, B] //

矩阵格式
MatrixForm

Dot[B, B] //

矩阵格式
MatrixForm

矩阵的秩
MatrixRank[B]

Out[ ]//MatrixForm=


2 -4 3
2 9 -1



Out[ ]//MatrixForm=

3 10 14
2 -7 2
3 3 -5

Out[ ]= 3

求逆
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In[ ]:= n = 10;

A =

表格
Table[

如果
If[i ≤ j, j - i + 1, 0], {i, n}, {j, n}];

A //

矩阵格式
MatrixForm

逆
Inverse[A] //

矩阵格式
MatrixForm

Out[ ]//MatrixForm=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 1 2 3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Out[ ]//MatrixForm=

1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

特征值和特征向量
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In[ ]:= A =

表格
Table[

如果
If[i + j ⩵ 4, 1, 0], {i, 3}, {j, 3}];

A //

矩阵格式
MatrixForm

特征值
Eigenvalues[A] //

矩阵格式
MatrixForm

v1 =

特征向量
Eigenvectors[A][[1]] //

矩阵格式
MatrixForm

v2 =

特征向量
Eigenvectors[A][[2]] //

矩阵格式
MatrixForm

v3 =

特征向量
Eigenvectors[A][[3]] //

矩阵格式
MatrixForm

Out[ ]//MatrixForm=

0 0 1
0 1 0
1 0 0

Out[ ]//MatrixForm=

-1
1
1

Out[ ]//MatrixForm=

-1
0
1

Out[ ]//MatrixForm=

1
0
1

Out[ ]//MatrixForm=

0
1
0

Jordan分解
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In[ ]:= A = {{3, -4, 0, 2}, {4, -5, -2, 4}, {0, 0, 3, 2}, {0, 0, 2, -1}};

{P, J} =

约旦分解
JordanDecomposition[A];

P //

矩阵格式
MatrixForm

J //

矩阵格式
MatrixForm

Out[ ]//MatrixForm=

1 1
4

-1+3 2

-3+2 2

1+3 2

3+2 2

1 0 1+2 2

-3+2 2

-1+2 2

3+2 2

0 0 1 - 2 1 + 2
0 0 1 1

Out[ ]//MatrixForm=

-1 1 0 0
0 -1 0 0

0 0 1 - 2 2 0

0 0 0 1 + 2 2
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第 5章 特征方阵

5.1 习题讲解

5.1.1 第八周

作业 5.1 (P29 T1)

♡设多项式 f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) ∈ F[x1, . . . , xn]，证明 fg = 0 ⇒ f = 0或 g = 0。

解若 f, g均非零，考虑字典序下，f 的首项为 a
∏

i xi
mi，g的首项为 b

∏
i xi

ni，其中 a, b ̸= 0。分析次

数大小关系可知 fg首项为 ab
∏

i xi
mi+ni，于是非零，矛盾。

作业 5.2 (P35 T2)

♡

证明三次实系数方程 x3 + ax2 + bx+ c = 0的每个根实部都是负数的充要条件为

a > 0, ab− c > 0, c > 0

解记三根为 x1, x2, x3，由 Vièta定理计算知此三条件等价于

x1 + x2 + x3 < 0, (x1 + x2)(x2 + x3)(x1 + x3) < 0, x1x2x3 < 0

必要性：若三根实部都是负数，不妨设 x1 < 0为实根，无论 x2, x3是实根还是共轭复根都可算得

x2 + x3 < 0, x2x3 > 0, (x1 + x2)(x1 + x3) > 0，因此三条件均成立。

充分性：分类讨论，当三根均为实根时，由第三个条件知必须两正一负或全负，若两正一负，不

妨设 x1, x2为正，则由第一个条件可知 −x3 > x1 + x2，从而 x1 + x3 < 0, x2 + x3 < 0，与第二个条件

矛盾；当有一个实根与一对共轭复根时，不妨设 x1 为实，由 x2x3 ≥ 0与第三个条件可知 x1 < 0，再

结合 (x1 + x2)(x1 + x3) ≥ 0与第二个条件即有 x2, x3实部为负。

作业 5.3 (P35 T3)

♡

设方程 x3 + ax2 + bx+ c = 0的三个根是某个三角形内角的正弦，证明

a(4ab− a3 − 8c) = 4c2

解设三个根为 sinA, sinB, sinC，代入可得到要证

− sin4A− sin4B − sin4C + 2 sin2A sin2B + 2 sin2B sin2C + 2 sin2A sin2C = 4 sin2A sin2B sin2C

利用 sinC = sin(A+B)展开化简可得证，或由正弦定理、余弦定理得到

sin2C = sin2A+ sin2B − 2 sinA sinB cosC

两侧平方后化简亦可。



5.1 习题讲解

作业 5.4 (补充题)

♡

矩阵 A = (aij)满足

aij =



1 j = i+ 1

x j = i

−1 j = i− 1

0 otherwise.

计算 2 detA。

解对 n阶的情况记 detA = ∆n，则对首行首列 Laplace展开可知∆n = x∆n−1+∆n−2。利用特征方程

考虑数列递推可解得

∆n =
1√

x2 + 4

((
x+

√
x2 + 4

2

)n+1

−
(
x−

√
x2 + 4

2

)n+1)
作业 5.5 (P35 T1(2)(4)(6))

♡

把下列对称多项式化为基本对称多项式的多项式：

(2) (2x1 − x2 − x3)(2x2 − x1 − x3)(2x3 − x1 − x2)；

(4)
∑

1≤i<j≤n(xi − xj)
2；

(6)
∑

1≤i<j≤n,k ̸=i,j(xi + xj − xk)
2。

解 (2)直接利用教材算法可得为 2σ31 − 9σ1σ2 + 27σ3。

(4)由次数知可设其为 Aσ21 +Bσ2。代入 xi均为 1可知 n2A+ n(n−1)
2 B = 0；代入 x1 = 1，其余为

0可知 A = n− 1，从而解得其为 (n− 1)σ21 − 2nσ2。

(6)由次数知可设其为 Aσ21 + Bσ2。代入 x1 = 1，其余为 0，则 i = 1有 (n − 1)(n − 2)种可能，

k = 1有 (n−1)(n−2)
2 种可能，每种可能各贡献一个 1，因此 A = 3

2(n− 1)(n− 2)。代入 xi均为 1，则考
虑项数可知 n2A+ n(n−1)

2 B = n(n−1)
2 (n− 2)。综合两式解得其为 3

2(n− 1)(n− 2)σ21 − (n− 2)(3n− 1)σ2。

作业 5.6 (P35 T4)

♡

设 x1, . . . , xn是 f(x) = a0 + · · ·+ an−1x
n−1 + xn的 n个根，证明关于 x2, . . . , xn的多项式可以

表示为关于 x1的多项式。

解由对称多项式的表示，只需说明 x2, . . . , xn 的基本对称多项式 σ′1, . . . , σ
′
n−1 可用 x1 的多项式表示。

根据 Vièta定理，x1, . . . , xn的基本对称多项式 σk = (−1)kan−k 为常数，而由定义算得

σ′1 = σ1 − x1, σ
′
k = σk − x1σ

′
k−1, k = 2, . . . , n− 1

从而归纳可得结论。

作业 5.7 (P36 T10)

♡求多项式 f(x) = xn +
∑n−1

i=0 (a
n−i + bn−i)xi的根的等幂和 s1, . . . , sn。
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5.1 习题讲解

解我们归纳证明

sk =

−(ak + bk) k = 2l + 1

−(al − bl)2 k = 2l

k = 1时直接知成立，由牛顿恒等式

sk = σ1sk−1 − σ2sk−2 + · · ·+ (−1)kσk−1s1 + (−1)k+1kσk

而由 Vièta定理 σk = (−1)k(ak + bk)，合并可得

sk = −
(
(a+ b)sk−1 + (a2 + b2)sk−2 + · · ·+ (ak−1 + bk−1)s1 + k(ak + bk)

)
利用归纳假设可发现右侧只有形如 ambk−m的项，直接对每个m对比系数得结论。�
此题最困难的步骤或许是猜测出结果。

5.1.2 第九周

作业 5.8 (P287 T1(1)(3)(5)(6))

♡

计算下列 λ矩阵的 Smith标准形，并求出行列式因子、不变因子、初等因子组：
(1) diag

(
λ(λ+ 1), λ, (λ+ 1)2

)
(3)


λ− 2 −1

λ− 2 −1

λ− 2



(5)



λ −1

λ −1

λ −1

λ −1

1 2 3 4 5 + λ



(6) aij =


λ i = j

1 i < j

0 i > j

解 (1)直接计算行列式因子可知

D1(λ) = 1, D2(λ) = λ(λ+ 1), D3(λ) = λ2(λ+ 1)3

于是

d1(λ) = 1, d2(λ) = λ(λ+ 1), d3(λ) = λ(λ+ 1)2

由此即得 Smith标准形，而初等因子组为

λ, λ+ 1, λ, (λ+ 1)2

(3)直接计算行列式因子可知

D1(λ) = 1, D2(λ) = 1, D3(λ) = (λ− 2)3
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5.1 习题讲解

于是

d1(λ) = 1, d2(λ) = 1, d3(λ) = (λ− 2)3

由此即得 Smith标准形，而初等因子组为 (λ− 2)3。

(5) 直接计算行列式因子，由于一到四阶行列式可取右上角 4 × 4 方阵的主子式，必有 Di(λ) =

1, i = 1, 2, 3, 4，而计算行列式有

D5(λ) = λ5 + 5λ4 + 4λ3 + 3λ2 + 2λ+ 1

由此 di(λ) = Di(λ)，从而有 Smith标准形。
可验证 D5(λ)无有理根，考虑 gcd(D′

5(λ), D5(λ))可知其无重根，于是记其根为 λ1, . . . , λ5，初等

因子组为

λ− λ1, . . . , λ− λ5

(6)设其为 n阶，直接计算行列式因子。由于 1到 n− 1阶行列式可取右上角 (n− 1)× (n− 1)方

阵的主子式，必有 Di(λ) = 1, i < n，而 Dn(λ) = λn，于是 di(λ) = Di(λ)，从而有 Smith标准形，初
等因子组为 λn。�
注意初等因子组是每个不变因子分解的结果，可以重复。

作业 5.9 (P287 T3)

♡对 n阶 Hermite阵 H1,H2，证明 λ方阵 H1 + λH2的不变因子都是实系数多项式。

解记 A = H1 + λH2，考虑 A的 k阶子式

f(λ) = A

(
i1 . . . ik

j1 . . . jk

)
, g(λ) = A

(
j1 . . . jk

i1 . . . ik

)
由 H1,H2 为 Hermite阵可知 aij = aji (这里多项式的共轭代表每个系数取共轭)，从而有 g(λ) =

f(λ)，于是

gcd(f, g) = gcd(f, f̄) = gcd(f + f̄ , i(f − f̄))

因此 gcd(f, g)是实系数多项式。由此，A的任何一个行列式因子都可以写成若干个实系数多项式的最

大公因式，仍然是实系数多项式，由此即得结论。�
也可利用分解证明 AH 的不变因子是 A的不变因子的共轭，从而直接得结论。

作业 5.10 (P293 T1(2)(3)(6)(9))
求下列方阵的 Jordan标准形：

(2)


1 −3 3

−2 −6 13

−1 −4 8


(3)


1 −3 4

4 −7 8

6 −7 7


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5.1 习题讲解

♡

(6)


3 −4 0 2

4 −5 −2 4

3 −2

2 −1


(9) Jn(0)2

解 (2)直接计算得为 J3(1)。

(3)直接计算得为 diag(J1(3), J2(−1))。

(6)直接计算得为 diag(J2(1), J2(−1))。

(9) 设其为 A = (aij)，由于 aij =

1 j = i+ 2

0 otherwise.
，考虑将 1, 3, 5, . . . , 2[(n + 1)/2] − 1 置换到

1, 2, . . . , [n+1]/2，将 2, 4, . . . , 2[n/2]置换到 [n+1]/2+1, . . . , n的置换 (注意到 n− [(n+1)/2] = [n/2])，
记其为 σ。

将此置换对应的初等变换阵记为 S，右乘其并左乘其逆即为对行列进行相同的置换，分析可得这

样相似后即为

diag(J[n+1]/2(0), J[n/2](0))

�
最后一问也可以分析初等因子组完成，不过此类操作性的思路可以完全解决 Jn(0)

k 的 Jordan标准形，
见补充内容。

作业 5.11 (P294 T3)

♡证明一组两两可交换的可对角化方阵可被同一个可逆方阵相似对角化。

解先说明两个方阵 A,B的情况。由于 P−1APP−1BP = P−1ABP，A,B可交换等价于同时相似后可

交换，由此可设 P−1AP 是对角阵 A0 = diag(λ1I1, . . . , λkIk)，λi互不相同，而 P−1BP = B0。

直接计算可知 B0需要可以写为 diag(B1, . . . , Bk)，其中 Bi与 Ii同阶，由 B可相似对角化，B0可

相似对角化，因此其每个对角块可相似对角化，不妨设 Q−1
i BiQi为对角阵 Di，则令

R = P diag(Q1, . . . , Qk)

验证可知 R−1AR = A0为对角阵，且 R−1BR = diag(D1, . . . , Dk)为对角阵。

对多个方阵时，以 A,B,C 为例，类似上不妨设 A,B 已为对角阵，由 C 与 A可交换可先将 C 分

块为 diag(C1, . . . , Ck)，又由 B,C 可交换知 Dk, Ck 可交换，从而进一步细分可构造出同时将 A,B,C

对角化的过渡矩阵，对任意有限个矩阵时情况类似。

对无穷多个矩阵，注意到 P 若能同时对角化某些矩阵，也能对角化它们的线性组合，即对角化它

们在 Rn×n 中生成的子空间的任何方阵。此外，若一族矩阵两两可交换，它们生成的子空间中任何矩

阵两两可交换。由于 Rn×n 为有限维，其子空间必然有一组有限基，从而通过有限个矩阵的情况可得

到结论。

作业 5.12 (P294 T7)

♡若 A的特征值全为 1，k为正整数，证明 Ak 与 A相似。

解考虑A的 Jordan标准形知只需证明 Jn(1)
k与 Jn(1)相似。直接计算可知 Jn(1)

k是上三角矩阵，且对
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5.2 补充内容

角元为 1，j = i+1处为 k，于是 λI−Jn(1)k的前 n−1个行列式因子全为 1 (取右上角 (n−1)× (n−1)

方阵的主子式)，行列式为 (λ− 1)n，由此即得与 Jn(1)相似。

5.2 补充内容

5.2.1 多项式矩阵

一般环上矩阵知识点：

1. 模方阵 (环上的可逆方阵)定义；
2. 模方阵等价表述：行列式是环上的可逆元；
3. Smith标准形：存在性、算法；
4. 行列式因子、不变因子、初等因子组定义。
多项式矩阵知识点：

1. 特征方阵定义；
2. 特征方阵相抵等价于矩阵相似；
3. 特征方阵计算 Jordan标准形。
事实上，环上的矩阵与一个特殊的代数结构——模——存在密切的联系，由于课程中并不会涉及

这一结构，我们一般也不会研究多项式矩阵更深的结论。不过，我们仍然可以观察一些稍显复杂的性

质：

定理 5.13 (多项式方程求解)

♡

对域 F上的多项式矩阵 A与向量 b，方程 Ax = b有多项式解等价于 (A, b)与 (A,0)在多项式矩

阵的意义下相抵 (也即书中相抵)。

证明 思路：通过设出 A的 Smith标准形构造分析，转化为 A是对角阵时的情况。�
此结论对整数亦成立。

定理 5.14 (模相抵的等价定理)

♡

对域 F上的多项式矩阵 A,B，A,B 相抵等价于存在矩阵 P1, P2, Q1, Q2使得

A = P1BP2, B = Q1AQ2

证明 左推右直接由 A = PBQ,B = P−1AQ−1 可得。对右推左，假设 S1 = X1P1Y1, S2 = X2P2Y2 是

P1, P2的 Smith标准形，X1, Y1, X2, Y2可逆，则有X1AY2 = S1Y
−1
1 BX−1

2 S2。由 S1, S2对角，X1AY2

的子式一定为 Y −1
1 BX−1

2 子式的倍数，因此 X1AY2 的行列式因子对应为 Y −1
1 BX−1

2 行列式因子的倍

数，即 A行列式因子对应为 B 行列式因子倍数。同理 B 行列式因子对应为 A行列式因子倍数，于是

A,B 非零行列式因子必然相同，即得证。

更多时候，我们将目光放在特征方阵上，希望用它简化 Jordan标准形的研究，例如：

定理 5.15 (幂的 Jordan标准形)

♡对 λ ̸= 0，证明 Jn(λ)
k 相似于 Jn(λ

k)。

证明 思路：仿照习题中对 Jn(1)的幂的计算进行。
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5.2 补充内容

例题 5.1证明 Jn(0)
k 的 Jordan标准形为 [n/k]阶与 [n/k] + 1阶 Jordan块共 k个 (零阶 Jordan块视为不

存在)。
提示：直接通过置换可找到算法，注意计算过程中的阶数特点。

5.2.2 Jordan标准形

Jordan标准形对矩阵论研究有两个最重要的好处：
1. 将完整的矩阵变为准对角阵，从而只需针对 Jordan块研究；
2. 同时相似不影响多项式与可交换性等，因此可以不妨假设已经具有标准形式。
综合前一部分得到的幂次结论，我们来考虑一个有趣的问题：

例题 5.2对给定的 k，求所有使得 Ak = B 有解的复方阵 B。

提示：分为非零特征值与零特征值考虑。

为了能进行更深入的计算，我们需要一个 Jordan块的多项式的基本性质：

定理 5.16 (Jordan块的多项式)

♡

设 f 为多项式，则

f(Jn(λ)) =


f (j−i)(λ)
(j−i)! i ≤ j

0 i > j

这里上标括号代表求导，0! = 1。

证明 思路：只需说明 f(x) = xn的情况即可，此时可直接归纳计算。

由此，我们可以用多项式的极限定义矩阵的级数，从而建构类似数的分析性质，例如：

例题 5.3解方程 eA = I。确定 lnA的定义域，并求解 lnA = I。

提示：可不妨设A已经相似为了标准形考虑。值得注意的是，ex = 0在复数域中解为 x = 2kπi, k ∈
Z。
例题 5.4试求所有的 B 使得存在 A使得 eA = B。对 lnA = B 呢？

*数值计算视角：在数值计算的角度下，秩与 Jordan标准形是“不好”的，因为它们不具有对矩
阵的连续性。但是，多元线性微分方程的精确求解似乎又与 Jordan标准形密切相关，这二者会产生矛
盾吗？

最后，我们补充一些更困难的习题：

定理 5.17 (幂次自相似)

♡若 A可逆，存在正整数 i ̸= j 使得 Ai相似于 Aj，则存在正整数 k使得 Ak 特征值都是 1。

证明 不妨设 i > j。由幂的特征值是特征值的幂，条件即 A特征值的 i次方与 j 次方相差排列。对任

何特征值 λ，假设 λi = λj1, λ
i
1 = λj2, . . .，由特征值个数有限必然存在 λs, s ≤ n− 1使得 λis = λj，从而

计算得 λi
s+1

= λj
s+1。

于是，对 A的任何特征值 λ必然存在某 t ≤ n使得 λi
t−jt = 1，取 k = in! − jn!即可。

定理 5.18 (Jordan分解)

♡对任何方阵 A，存在唯一 B,C 使得 B 可对角化，C 幂零，且 BC = CB,A = B + C。
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5.2 补充内容

证明 不妨设 A = P−1JP，J 为 Jordan标准形，其对角元为D，则取 B = P−1DP,C = P−1(J −D)P

可验证符合要求。

为说明唯一性，我们先证明上述构造的 B,C 可以写成 A的多项式。若 f(A) = B，则 f(J) = D，

根据之前 Jordan块多项式的结论，假设 J 不同的对角元为 λ1, . . . , λk，λi对应的最大 Jordan块为 ni阶，

则 f 需要满足

f(λi) = λi, f
′(λi) = 0, . . . , f (ni−1)(λi) = 0

对任何 λi成立。

根据数值分析中的 Hermite 插值定理，存在唯一 n1 + · · · + nk − 1 次多项式满足上述要求，而

B = f(A)，则有 C = A− f(A)，于是 C 也能写成 A的多项式。

若还有另一种分解 A = B′ + C ′ 满足条件，由 B′C ′ = C ′B′ 可以推出 B′A = B′(B′ + C ′) = AB′，

同理 C ′A = AC ′，于是任何 A的多项式都与 B′, C ′可交换，即有 BB′ = B′B,CC ′ = C ′C。

根据习题，由于 B,B′ 均可对角化，存在将其同时对角化的 P，于是 B − B′ 可对角化。另一方

面，由于 Cn = (C ′)n = O 且其可交换，一定有 (C ′ − C)2n = O (其展开后每项至少包含一个 Cn 或

(C ′)n)，于是 C ′ − C 是幂零的。注意到 B − B′ = C ′ − C，且幂零的可对角化矩阵一定是 O，即得证

B = B′, C = C ′。�
此方法来自同学贡献，通过 Hermite插值结论规避了繁杂处理的过程。然而，提出此方法的同学并没
有学过数值分析中的 Hermite插值，因此卡在了证明 B是 A的多项式的部分。我们下面看一个需要更

多细节处理的唯一性证明过程：

证明 存在性证明与之前相同，为证唯一性，我们先说明若 BC = CB，且 B 可对角化，则存在 P 使

得 P−1BP,P−1CP 分别为 B,C 的相似标准形。此结论的证明与习题几乎相同，即先将 B相似到标准

形，接着说明 C 可对应分块，再将 C 的每个分块相似到标准形即可。

对任意方阵 A，设有满足条件的分解 A = B + C，用 P 将 B,C 同时相似到标准形后，对比形式

可发现 P−1AP 必然为 A的相似标准形，唯一确定，因此 B,C 的相似标准形 D, J −D唯一确定。

为进一步说明B,C唯一确定，假设B′, C ′也满足要求，且Q将B′, C ′同时相似至对应标准形，则

有

B = PDP−1, B′ = QDQ−1, A = PJP−1, A = QJQ−1

记 F = P−1Q，对 JF = FJ 分析可发现当第 i、j个特征值不同时 fij 一定为 0，于是根据与对角阵可
交换的条件知 FD = DF，也即 B = B′，得证。
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第 6章 线性空间

6.1 习题讲解

6.1.1 第十周

作业 6.1 (P294 T6)

♡设 A可逆，证明 AB 与 BA相似，A不可逆时是否成立？

解 A可逆时 A−1ABA = BA，因此相似。A不可逆时考虑

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 0

1 0

)
即可验证不相似。

作业 6.2 (P305 T3)

♡设 A,B 为 n阶方阵，且 diag(A,A)与 diag(B,B)相似，求证 A,B 相似。

解设 P−1AP 是 A的相似标准形，则可发现 diag(P, P ) diag(A,A) diag(P−1, P−1)是 diag(A,A)的相

似标准形，因此 diag(A,A)的相似标准形为把 A的每个 Jordan块复制一遍，由此即能从 diag(A,A)与

diag(B,B)相似推出 A,B 相似。

作业 6.3 (P305 T4)

♡

已知 A的特征多项式 φ(λ) = (λ− 2)3(λ+7)2，最小多项式 d(λ) = (λ− 2)2(λ+7)，求 Jordan标
准形。

解 A的特征值 2对应 Jordan块共 3阶，最大 2阶；−7对应 Jordan块共 2阶，最大一阶，于是标准形
为 diag(J2(2), 2,−7,−7)。

作业 6.4 (P305 T5)

♡设 A为 n阶可逆方阵，且 A与 Ak 相似，k > 1为整数，证明 A的特征值均为单位根。

解上章附加内容中定理 5.17为此题的推广。

作业 6.5 (P163 T5)

♡

设向量 α1, . . . , αk ∈ Fn 线性相关，k ≥ 2，说明任取 αk+1 ∈ Fn 存在不全为 0的 λ1, . . . , λk ∈ F
使得 α1 + λ1αk+1, . . . , αk + λkαk+1线性相关。

解由题设存在 µi使得
∑

i µiαi = 0，且 µi不全为 0。我们只要说明存在不全为 0的 λi使得
∑

i λiµi = 0，

即有
k∑

i=1

(αi + λiαk+1) = 0

构造：只要存在 µt = 0，可直接取 λt = 1, λi = 0 (i ̸= t)，否则可取 λ1 = −µ2, λ2 = µ1, λi = 0 (i >



6.1 习题讲解

2)。

作业 6.6 (P164 T11)

♡

求 α1 = (4,−1, 3, 2), α2 = (8,−2, 6, 4), α3 = (3,−1, 4,−2), α4 = (6,−2, 8,−4)的极大线性无关

组。

解将向量写成列向量，行变换可得到
4 8 3 6

−1 −2 −1 −2

3 6 4 8

2 4 −2 −4

 =⇒


0 0 0 0

−1 −2 0 0

0 0 1 2

0 0 0 0


于是极大线性无关组为 (1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4)。

作业 6.7 (P164 T13)

♡若 A,B 都是m× n矩阵，证明 rank(A+B) ≤ rankA+ rankB。

解设 rankA = a, rankB = b，A的列向量极大线性无关组为 α1, . . . , αa，B 的列向量极大线性无关组

为 β1, . . . , βb，则 A的每列可写为
∑

j λijαj，B 的每列可写为
∑

k µikβk，于是 A+B 每列可写为∑
j

λijαj +
∑
k

µikβk

其可被所有 αj , βk 生成，极大线性无关组维数不超过 a+ b，即得证。

作业 6.8 (P168 T4)

♡数域上二阶方程构成线性空间中，求一组基使得其中每个都满足 A2 = A。

解尝试知可取

(
1 0

0 0

)
,

(
1 1

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 0

1 1

)
。

6.1.2 第十一周

作业 6.9 (P171 T5)

♡

在 Fn中，给定 n个行向量 α1, . . . , αn可作为行拼成矩阵 A，反之亦然。证明 α1, . . . , αn构成 Fn

一组基等价于 A可逆。

解 A可逆等价于 AT 可逆，根据线性方程知识可知等价于 ATx = 0无非零解。

而 ATx =
∑

i xiα
T
i ，其无非零解等价于 {αi}线性无关，而又由空间为 n维即知 n个线性无关向

量等价于基。

作业 6.10 (P176 T2)

♡Q上线性空间 V1, V2存在一一映射，则它们是否同构？

解考虑 Q,Q2，维数不同，因此不同构，但势均为可列，因此存在一一映射。

80



6.1 习题讲解

作业 6.11 (P184 T2)

♡

考虑 F上所有方阵构成的线性空间 Fn×n，设对称方阵构成的集合即为 S，反对称方阵构成的集

合记为K，证明 S,K都是 Fn×n的子空间，且 S+K = Fn×n, S ∩K = {O}，并求 dimS, dimK。

解子空间直接通过加法、数乘封闭性验证即可，下面记 Eij 为只有第 i行第 j 列为 1，其他为 0的方
阵。

S 中元素 A可写为
∑

i aiiEii +
∑

i<j aij(Eij + Eji)，每个参数后的矩阵线性无关，因此构成一组

基，维数为参数个数 n(n+1)
2 。

K 中元素 A可写为
∑

i<j aij(Eij − Eji)，每个参数后的矩阵线性无关，因此构成一组基，维数为

参数个数 n(n−1)
2 。

根据上方表达式直接计算可知 S ∩K = {O}，而对 S +K，由于任何方阵 A = A+AT

2 + A−AT

2 ，可

验证前者在 S 中，后者在K 中，因此 S +K = Fn×n。

作业 6.12 (P185 T6)

♡

设 U, V,W 是线性空间 L的子空间，证明：

1. U ∩ (V +W ) = U ∩ V + U ∩W 未必成立；
2. U ∩ (V + (U ∩W )) = U ∩ V + U ∩W 恒成立。

解
1. 考虑 R2中 U = {(a, a), a ∈ R}, V = {(a, 0), a ∈ R},W = {(0, a), a ∈ R}。
2. 左包含右：

U ∩ V ⊂ U,U ∩W ⊂ U =⇒ U ∩ V + U ∩W ⊂ U

U ∩ V ⊂ V =⇒ U ∩ V + U ∩W ⊂ V + U ∩W

右包含左：设左任一元素写成 u = u1 + u2，其中 u1 ∈ V, u2 ∈ U ∩W，则

u2 ∈ U ∩W =⇒ u2 ∈ U
u∈U
===⇒ u1 = (u− u2) ∈ U

u1 ∈ V =⇒ u1 ∈ U ∩ V u2∈U∩W
======⇒ u ∈ U ∩ V + U ∩W

作业 6.13 (P185 T8)

♡

设 U, V,W 是线性空间 L的子空间，证明：

(U + V ) ∩ (U +W ) = U + (U + V ) ∩W

解左包含右：
(U + V ) ∩W ⊂W =⇒ U + (U + V ) ∩W ⊂ U +W

(U + V ) ∩W ⊂ U + V =⇒ U + (U + V ) ∩W ⊂ U + (U + V ) = U + V

右包含左：设左任意元素写成 u = u1 + u2，其中 u1 ∈ U, u2 ∈W，则

u ∈ U + V, u1 ∈ U
U⊂U+V
=====⇒ u2 = (u− u1) ∈ U + V

u2∈W====⇒ u2 ∈ (U + V ) ∩W

u1 ∈ U, u2 ∈ (U + V ) ∩W =⇒ u = (u1 + u2) ∈ U + (U + V ) ∩W
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6.1 习题讲解

作业 6.14 (P185 T5)

♡

考虑 Fn中以下集合，若是子空间则确定维数并给出一组基；若否，则写出生成的子空间的一组

基：

1. 所有分量和为 0的向量；
2. 所有分量不同时大于 0或不同时小于 0的向量；
3. 存在大于 0分量的向量。

解记 ei表示第 i个分量为 1，其余为 0的向量。
1. 是子空间，维数为 n− 1，基为 {e1 − ei | 2 ≤ i ≤ n}。
2. 不是子空间，考虑二维时 2e1− e2, 2e2− e1属于此集合，但两者之和 e1+ e2不属于。生成空间为

Fn，因为 {nei −
∑

j ̸=i ej | 1 ≤ i ≤ n}可以构成一组基 (其对应的矩阵为主角占优阵，必然可逆)。
3. 不是子空间，e1属于此集合，但 −e1不属于。生成空间为 Fn，因为 {ei}可以构成一组基。

作业 6.15 (P185 T12)

♡

设 α, β 是线性空间 V 中向量，W 为 V 子空间，α与W 生成子空间为 U，β 与W 生成子空间

为K，证明

β ∈ U, β /∈W =⇒ α ∈ K

解由 β ∈ U，存在 λ与 w ∈W 使得 β = λα+ w，若 λ = 0则 β ∈W，矛盾，从而

α =
1

λ
β − 1

λ
w

由此即知 α ∈ K。

作业 6.16 (P191 T2)

♡

考虑 F2n的子空间

V = {α | αi = αn+i, 1 ≤ i ≤ n}, W = {α | αi = −αn+i, 1 ≤ i ≤ n}

证明 F2n = V ⊕W。

解对任何 F2n中元素 (α, β)，这里 α, β 各 n个分量，其存在表示

(α, β) =

(
α+ β

2
,
α+ β

2

)
+

(
α− β

2
,
β − α

2

)
前后分别在 V,W 中，于是 V +W = F2n。此外，求解 V ∩W 可知其中只有 0，于是得证。

作业 6.17 (P194 T2)

♡

设 A ∈ Fm×n, β ∈ Fm，且 rank(A, β) = rankA。记 Ax = 0的解空间为 VA，设 α是 Ax = β 的

一个特解，证明 Ax = β 的所有解为 α+ VA。

解由秩条件可知有解，能取出 α，从而

Ax = β ⇐⇒ A(x− α) = 0 ⇐⇒ x− α ∈ VA ⇐⇒ x ∈ α+ VA

作业 6.18 (P194 T3)

♡设W 是 Fn的子空间，证明存在 A ∈ Fm×n使得 Ax = 0的解空间为W。

解设W 的一组基为 α1, . . . , αt，将其扩充 βt+1, . . . , βn 成为全空间一组基，并假设以这些基作为列向
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6.2 期中复习

量拼成的矩阵为 B。取

A = diag(Ot, In−t)B
−1

则对比 AB 与右侧的每一列可知 Aαi = 0，而 Aβi = ei。

设 x =
∑t

i=1 λiαi +
∑n

i=t+1 µiβi，则 Ax =
∑n

i=t+1 µiei，于是其为 0等价于 µi全为 0，即 x ∈W。

6.2 期中复习

进度截至第十二周，11月 22日课程内容。带 *表示不强制掌握。
1. 矩阵

(a). 基本定义、运算
(b). 可逆性、矩阵的逆
(c). 初等变换与初等变换阵
(d). *置换与置换方阵的对应
(e). * Schur变换 (

I O

−CA−1 I

)(
A B

C D

)(
I −A−1B

O I

)
=

(
A O

O D − CA−1B

)
2. 行列式

(a). Laplace展开、完全展开
(b). Binet-Cauchy公式
(c). 其他计算技巧：递推计算、加边、拆行等
(d). 行列式刻画逆：伴随方阵、Crammer法则
(e). *几何视角 [有向体积]、代数视角 [公理化定义]

3. 秩
(a). 定义、等价定义
(b). Hermite标准形
(c). 秩不等式
(d). 线性方程组的解
(e). 广义逆 AA−A = A,A−AA− = A−[具体定义应看题干]
(f). 相抵标准形刻画广义逆
(g). *奇异值分解与广义逆 (AA−)H = AA−, (A−A)H = (A−A)

4. 相合
(a). 实对称阵相合标准形
(b). 实对称阵正交相似标准形
(c). 相合与正交相似出发的研究
(d). 二次型、正定与半正定
(e). 正定与半正定等价定义
(f). 同时相合对角化
(g). *与对角阵可交换的充要条件
(h). *极分解、奇异值分解
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6.2 期中复习

(i). *正定性相关不等式
5. 多项式

(a). 域上多项式的基本性质
(b). 带余除法、最大公因式
(c). 因式分解、可约性
(d). 有理系数多项式的可约性
(e). 对称多项式
(f). 多项式矩阵与 Smith标准形
(g). *多项式操作技巧

6. 相似
(a). 相似的基本性质
(b). 相似标准形
(c). 特征方阵与相似标准形计算
(d). *相似标准形的多项式与幂级数
(e). *特征多项式、最小多项式

7. 线性空间
(a). 基本定义
(b). 线性相关性、秩
(c). 基、维数、坐标
(d). 子空间、交空间、和空间
(e). 商空间、等价类

8. 线性映射
(a). 定义与表示
(b). 像与核
(c). 对偶空间
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第 7章 线性映射

7.1 习题讲解

7.1.1 第十二周

作业 7.1 (P204 T9)

♡

在所有 2阶实方阵构成的线性空间 R2×2 中,取 A =

(
a b

c d

)
. 定义映射 A : R2×2 → R2×2 与

B : R2×2 → R2×2如下: 设X ∈ R2×2,则令A (X) = AX,B(X) = XA. 证明: 映射A 与B都是

线性的,并求出它们在基

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.下的方阵.

解直接验证可知线性，设基为 E11, E21, E12, E22

A (E11, E21, E12, E22) = (E11, E21, E12, E22)


a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d



B(E11, E21, E12, E22) = (E11, E21, E12, E22)


a 0 c 0

0 a 0 c

b 0 d 0

0 b 0 d


作业 7.2 (P204 T10)

♡

R2×2中所有形如

(
a b

−b a

)
的方阵集合记为 V ,其中 a, b ∈ R. 显然 V 是实数域 R上线性空间.

视复数域 C为实数域 R上线性空间. 定义映射 A : C → V 如下: 设 α = a + ib ∈ C, a, b ∈ R,

则令 A (α) =

(
a b

−b a

)
. 证明 A 是实线性空间 C到 V 上的可逆线性映射,并且对任意 α, β ∈

C,A (α,β) = A (α)A (β).

解线性映射 trivial
可逆 =单射 +满射

A (αβ) = A (a+ ib)(c+ id) =

(
ac− bd ad+ bc

−ad− bc ac− bd

)
=

(
a b

−b a

)(
c d

−d c

)

作业 7.3 (P210 T3)

♡

定义映射 A : F[x] → F[x]如下: 设 f(x) ∈ F[x],令 A (f(x)) = xf(x). 设 D 是微商映射. 证明:
A 是线性的; DA − A D 是单位映射.



7.1 习题讲解

解线性 trivial。

(DA − A D)(f(x)) = D(xf(x))− A (f ′(x))

= f(x) + xf ′(x)− xf ′(x)

= f(x)

作业 7.4 (P210 T4)

♡

设 U 与 V 分别是数域 F上m维与 n维线性空间. 取定 α ∈ U . 所有满足 A (α) = 0的线性映射

A : U → V 的集合记为 K. 证明: K 在线性映射的加法以及纯量与线性映射的乘法下成为数域
F上的线性空间. 求 dimK.

解线性映射 trivial。注意讨论 α情况！！

1. 若 α = 0，则K = L(U, V ), dimK = mn

2. 若 α ̸= 0，将 α扩充为 U的一组基，再取 V的一组基，对于 A ∈ K，有

A (α, α2, ..., αm) = (β1, ..., βn)A

注意 A (α) = 0，所以

A (α, α2, ..., αm) = (β1, ..., βn)
(
0 Am×(n−1)

)
注意该式为等价条件，且其中 Am×(n−1)每个元素都可任取，故 dimK = m(n− 1)

作业 7.5 (P210 T5)

♡

设 A : V → V 是数域 F 上 n 维线性空间 V 的线性映射. 所有满足 A B = O 的线性映射

B : V → V 的集合记为 R. 证明集合 R在线性映射的加法以及纯量与线性映射的乘法下成为数

域 F 上的线性空间. 选择适当的线性映射 A ,使得 dimR = 0,或 n,或 n2.

解线性空间 trivial，但是一定别漏了。
1. 取 A = I，则 R = 0, dimR = 0

2. 取 A (α1, α2, ..., αn) = (0, α2, ..., αn)，其中 (α1, α2, ..., αn)为空间一组基，则 B : V →< α1 >，

从而B(α1, α2, ..., αn) = (c1α1, c2α1..., cnα1)，可变动 c1, c2, ..., cn ∈ F，故 dimR = n

3. 取 A = 0，则 R = L(U,U), dimR = n2

作业 7.6 (P219 T2)

♡设 D : Fn[x] → Fn[x]是微商映射. 求 ρ(A )与 v(A ). 等式 Fn[x] = Im(D)⊕Ker(D)是否成立?

解这和 P204 T10完全一样，记号沿用该题

A (E11, E21, E12, E22) = (E11, E21, E12, E22)


1 −1 0 0

−4 4 0 0

0 0 1 −1

0 0 −4 4


记矩阵为 A，则 ρ(A ) = rank(A) = 2
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7.1 习题讲解

作业 7.7 (P219 T3)

♡

设 A : V → V 是数域上 n维线性空间 V 到自身的线性映射,且 ρ
(
A 2
)
= ρ(A ). 证明: Im(A ) ∩

Ker(A ) = {0}.

解矩阵方法：
设 ρ

(
A 2
)
= ρ(A ) = r,取 Ker(A )的基 {αr+1, · · · , αn},它可以扩充为 U 的基 {α1, · · · , αn},则

A (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn) = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)

(
A11 0

A21 0

)
,

A 2 (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn) = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)

(
A2

11 0

A11A21 0

)
.

由 r = ρ
(
A 2
)
= rank

(
A2

11 0

A11A21 0

)
= rank

(
A11 0

A21 0

)(
A11 0

0 0

)
≤ rank

(
A11 0

0 0

)
=

rankA11 ≤ r 可知 A11 可逆. 若 α ∈ Im(A ) ∩ Ker(A ), 则由 α ∈ ImA 可知 α = A (β), 且 A 2(β) =

A (α) = 0.

设 β = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)

(
X11

X21

)
,则

α =A (β) = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)

(
A11X11

A21X11

)
,

A 2(β) = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)

(
A2

11X11

A11A21X11

)
= 0,

即 A2
11X11 = 0. 由 A11可逆可知 X11 = 0,从而

α = A(β) = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)

(
A11X11

A21X11

)
= 0.

因此 Im(A ) ∩Ker(A ) = {0}.
空间方法：

首先 Ker(A ) ⊂ Ker(A 2)，且由条件 dimKer(A 2) = dimKer(A )，从而 Ker(A ) = Ker(A 2)。

设α ∈ Im(A )∩Ker(A ), α = A (β)，则A 2(β) = 0，即 β ∈ Ker(A 2) = Ker(A )，从而α = β = 0，

故结论成立

可以看到选择正确的思路对于做题很有帮助，这题用矩阵做有点弱智。

作业 7.8 (P219 T7)

♡

设 A : U → U 是线性映射, ρ(A ) = 1. 证明: 存在唯一 λ ∈ F,使得 A 2 = λA ,而且当 λ ̸= 1时,
E − A 是可逆线性映射.

解矩阵方法：
设A 对应矩阵为 A，其秩为 1，故 A = αβT，其中 α, β ∈ Fn。从而 A2 = (αTβ)αβT，取 λ = αTβ

即可。唯一性 trivial。

87



7.1 习题讲解

又 (I −A) ∗ 1
1−λA = I，故 E − A 的逆映射为矩阵 1

1−λA对应线性映射。

空间方法：

由 ρ(A ) = 1，存在 U 的一组基 (α1, α2, ..., αn)，满足 A (α1, α2, ..., αn) = (β, 0, ..., 0)，设 β =∑n
i=1 λiαi，则 A 2(α1, α2, ..., αn) = (λ1β, 0, ..., 0)，取 λ = λ1即可。

可逆线性映射 =线性 +单射 (Ker(A ) = 0)+满射 (Im(A ) = U 或 U的基均在像集中)，线性，单
射 trivial。对于任意 αi, i > 1，有 (E − A )(αi) = αi，又 (E − A )(α1 +

1
1−λβ) = α1，故满射成立

作业 7.9 (P219 T8)

♡

设 V0, V1, · · · , Vn+1 是数域 F上有限维线性空间, V0 = Vn+1 = {0}. 设 Ai : Vi → Vi+1 是线性映

射, i = 0, 1, · · · , n,且 Ker (Ai+1) = Im (Ai) , i = 0, 1, · · · , n− 1. 证明:

n∑
i=1

(−1)i dimVi = 0

解 dimVi = dimKer(Ai) + dim Im(Ai) = dim Im(Ai) + dim Im(Ai−1) 从而
∑n

i=1(−1)i dimVi =

dim Im(A0) + (−1)n dim Im(An) = 0。这是因为 Im(A) ⊂ V0 = 0，Im(A) ⊂ Vn+1 = 0

作业 7.10 (补充题目)

♡

设 n 维线性空间 V 的基 α1, α2, ..., αn 到基 β1, β2, ..., βn 的过度矩阵为 P，并且 α∗
1, ..., α

∗
n 和

β∗1 , ..., β
∗
n 分别为两组基的对偶基。求 V 的对偶空间 V ∗ 的基 α∗

1, ..., α
∗
n 到 β∗1 , ..., β

∗
n 的过渡矩

阵

解利用 α∗
i (αj) = δij，注意

α∗
1

α∗
2
...
α∗
n


(
β1 β2 · · · βn

)
=


α∗
1

α∗
2
...
α∗
n


(
α1 α2 · · · αn

)
P

= (α∗
i (αj))n×nP

= P

且有 
β∗1

β∗2
...
β∗n


(
β1 β2 · · · βn

)
= (β∗i (βj))n×n

= I

故

(β∗1 , ..., β
∗
n) = (α∗

1, ..., α
∗
n)(P

−1)T
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7.1 习题讲解

7.1.2 第十三周

作业 7.11 (P223 T3)

♡

设数域 F上 n维线性空间 V 是子空间 U 与W 的直和,则对任意 α ∈ V ,存在唯一一对向量 β 与

γ, β ∈ U, γ ∈W ,使得 α = β + γ. 定义映射A : V → V 如下: 设 α ∈ V ,则令A (α) = β. 映射A

称为 V 沿子空间W 在 U 上的投影变换. 证明:
(1)投影变换 A 是线性变换;
(2)线性变换B : V → V 为投影变换当且仅当B为幂等变换,即B满足B2 = B;
(3)线性变换B : V → V 为投影变换当且仅当 I − B为投影变换,其中 I 单位映射.

解
(1)只需证 ∀λ, µ ∈ F, ∀α1, α2 ∈ V 有 A (λα1 + µα2) = λA (α1) + µA (α2)

(2)投影变换→幂等变换是 trivial的，下说明幂等变换 B 为沿 kerB 在 ℑB 上的投影变换。事

实上，由幂等可推 Ker(B) ∩ Im(B) = 0，从而 V = Ker(B) ⊕ Im(B) = 0。故对任意 α ∈ V, ∃!β ∈
Ker(B), γ ∈ Im(B), α = β + γ，故B(α) = B(β) = β

(3)用第二问验证即可

作业 7.12 (P223 T6)

♡设 A : V → V 是线性变换. 证明: 存在 f(x) ∈ F[x],使得 f(A ) = 0.

解
法一：取线性变换对应的矩阵 A(A (α1, α2, ..., αn) = (α1, α2, ..., αn)A，及其零化多项式 φA(λ)，则

φA(A )(α1, α2, ..., αn) = (α1, α2, ..., αn)φA(A) = 0，即可得到结论。

法二：仍旧取线性变换对应矩阵A，A属于Mn(R)，而 n阶矩阵空间维度为 n2，故 I, A,A2, ..., An2

一定线性相关，设 λ0I + λ1A+ ...+ λn2An2
= 0，即得题目要求多项式。

作业 7.13 (P223 T8)

♡

设 A : V → V 与B : V → V 是幕等变换,即 A 2 = A ,B2 = B. 证明:
(1) Im(A ) = Im(B)的充分必要条件是 A B = B,BA = A ;
(2) Ker(A ) = Ker(B)的充分必要条件是 A B = A ,BA = B.

解 (1)只需证 A B = B ⇔ Im(B) ⊂ Im(A )。事实上，LHS推 RHS显然，若 Im(B) ⊂ Im(A )，则对

任意 x ∈ V，B(x) ∈ Im(B) ⊂ Im(A )，又由 T3可知，A (Im(A )) = Im(A )，故A B(x) = B(x)，即

为 LHS
(2)由 T3，I − A 也是幂等变换，并且 Im(I − A ) = Ker(A )，对 I − A 使用第二问结论即可

作业 7.14 (P223 T11)

♡

设 A ∈ Fn×n满足 A2 = 0. 证明: 方阵 A相似于方阵

(
0 Ar×(n−r)

0 0

)
.

解
设矩阵 A对应的线性变换A，设 Im(A )的一组基为 α1, α2, ..., αr，其中 r为 A的秩，将这组基扩
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7.2 补充内容

充成 n维空间的一组基 α1, α2, ..., αn，直接不妨这组基就是 A 和 A之间的纽带，桥梁，爱的红线。
故A (α1, ..., αn) = (0, 0, ...,A (αr+1)), ...,A (αn))，注意后 n−r项属于 Im(A )，可以被 {α1, ..., αr}

表示，且前 r项属于 Im(A ) = 0，故最后有

A (α1, α2, ..., αn) = (α1, α2, ..., αn)

(
0 A(r × (n− r))

0 0

)

从而 A =

(
0 A(r × (n− r))

0 0

)

作业 7.15 (P185 T10)

♡

分别求下列向量 α1, α2, α3与向量 β1, β2, β3生成的子空间W1与W2的维数,并给出子空间W1 ∩
W2与W1 +W2的一组基:
(1) α1 = (1, 2, 1,−2), α2 = (2, 3, 1, 0), α3 = (1, 2, 2,−3),
β1 = (1, 1, 1, 1), β2 = (1, 0, 1,−1), β3 = (1, 3, 0,−4);

(2) α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (0, 1, 1, 0), α3 = (0, 0, 1, 1),
β1 = (1, 0, 1, 0), β2 = (0, 2, 1, 1), β3 = (1, 2, 1, 2).

解
(1) dimW1 = dimW2 = 3.
设 α = x1α1+x2α2+x3α3 = y1β1+y2β2+y3β3 ∈W1∩W2. 由 x1α1+x2α2+x3α3− y1β1−y2β2−

y3β3 = 0得 (x1, x2, x3, y1, y2, y3) = t1(5,−1,−2, 0, 0, 1) + t2(−2, 1, 1, 1, 0, 0),从而 α = −t1β3 − t2β1,即
{β1, β3}为W1 ∩W2的一组基. 由 dim (W1 +W2) = 4可知W1 +W2 = F4,可取 {ε1, ε2, ε3, ε4}作为一
组基.

(2) dimW1 = dimW2 = 3.
设 α = x1α1 + x2α2 + x3α3 = y1β1 + y2β2 + y3β3 ∈ W1 ∩W2. 由 x1α1 + x2α2 + x3α3− y1β1 −

y2β2 − y3β3 = 0得 (x1, x2, x3, y1, y2, y3) = t1(2, 0, 2, 1, 0, 1) + t2(1, 1, 1, 1, 1, 0),从而 α = t1 (β1 + β3) +

t2 (β1 + β2),即 {β1 + β2, β1 + β3}为W1 ∩W2 的一组基. 由 dim (W1 +W2) = 4可知W1 +W2 = F4,
可取 {ε1, ε2, ε3, ε4}作为一组基.

作业 7.16 (P191 T3)

♡

设 α1, α2, α3, α4 都是四维复向量空间 C4 中的向量, C4 中分别由向量集合 {α1, α2} 和 {α3, α4}
生成的子空间记为 V 和 W . 试判断 C4 = V ⊕ W 是否成立? (1) α1 = (0, 1, 0, 1), α2 =

(0, 0, 1, 0), α3 = (1, 0, 1, 0), α4 = (1, 1, 0, 0);
(2) α1 = (−1, 1, 1, 0), α2 = (0, 1,−1, 1), α3 = (1, 0, 0, 0), α4 = (0, 0, 0, 1);
(3) α1 = (1, 0, 0, 1), α2 = (0, 1, 1, 0), α3 = (1, 0, 1, 0), α4 = (0, 1, 0, 1).

解直接把四个向量拼成矩阵，验证矩阵是否满秩即可
(1)(2)成立，(3)不成立
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7.2 补充内容

7.2 补充内容

7.2.1 关于矩阵和空间

线性代数 =矩阵 +空间，我理解为存在两套理论体系，实际上两者是并存密不可分的，但是做题
时可以采用不同的理论体系去进行思考。下面展示一些题目，这些题目均可以使用两套不同体系得到

结果。在实操时使用自己喜欢的那套就好了。

例题 7.1习题 5.4.3 设A : V → V 是数域上 n维线性空间 V 到自身的线性映射,且 ρ
(
A 2
)
= ρ(A ). 证

明: Im(A ) ∩Ker(A ) = {0}.
解解答见第十二周习题讲解

例题 7.2习题 5.5.11 设 A ∈ Fn×n满足 A2 = 0. 证明: 方阵 A相似于方阵

(
0 Ar×(n−r)

0 0

)
.

解解答见第十三周习题讲解。

7.2.2 补充题

这两道题是活用空间 Ker和 Im技巧性十足的题，比较有难度。讲义中只提供大致的做法，具体的
会在习题课上面讲

定理 7.17

♡

A1, A2, ..., Am是 n阶方阵，满足 A1 + ...+Am = In，则一下命题等价：

(1) A2
i = Ai

(2) rank(A1) + ...+ rank(Am) = n

(3) ∀i ̸= j, AiAj = 0

解
(1) → (2): rank(Ai) = tr(Ai)

(2) → (3): 由 (2)
dim(Ker(Ak)) =

∑
i ̸=k

dim(Im(Ai))

而右边包含左边，从而两边相等，即

Ker(Ak) =
∑
i ̸=k

Im(Ai)

故

Ak(Ker(Ak)) =
∑
i ̸=k

Ak(Im(Ai)) = 0

即对 ∀xi, i ̸= k，有
∑

i ̸=k AkAixi = 0，由 xi任意性，可以得到 AkAi = 0, ∀i ̸= k

(3) → (1): trivial

定理 7.18

♡若 rank(A) = rank(A2), AB = BA，则 rank(A+B) = rank(A) + rank(B) ⇔ AB = 0

解

91



7.2 补充内容

rank(A) = rank(A2)可以推出 Ker(A) = Ker(A2)，进而 V = Ker(A)⊕ Im(A)。

LHS → RHS: 此时

dim((A+B)Im(A)) ≤ dim(Im(A)) = rank(A)

dim((A+B)Ker(A)) ≤ dim(Im(B)) = rank(B)

从而

rank(A+B) = dim(Im(A+B)) ≤ dim((A+B)Im(A)) + dim((A+B)Ker(A)) ≤ rank(A) + rank(B)

故该式不等号要取等，即 (A+B)Ker(A) = Im(B)，即 B(Ker(A)) = Im(B)。最后

AB = 0 ⇔ A(Im(B)) ⇔ AB(Ker(A)) = 0 ⇔ BA(Ker(A)) = 0

结论成立

RHS → LHS: AB = 0可以推出 Im(B) ⊂ Ker(A)，从而 Im(B)∩ Im(A) = 0，又 BA = AB = 0，

从而 Im(A) ⊂ Ker(B)，故

(A+B)Im(A) = Im(A)

因为 Im(A+ B) ⊂ Im(A) + Im(B)，而对 Ax+ By，Ax+ By = (A+ B)y + A(x− y) ⊂ Im(A+ B)，

从而 Im(A+B) = Im(A) + Im(B)。故 rank(A+B) = rank(A) + rank(B)
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第 8章 循环子空间

8.1 习题讲解

8.1.1 第十四周

作业 8.1 (P229 T3)

♡

设 A : V → V 是线性变换, 0 ̸= α ∈ V ,证明: V 中由向量 α,A (α), · · · ,A k(α), · · · 生成的子空
间 U 是 A 的不变子空间. 设 dimU = r,证明:

{
α,A (α), · · · ,A r−1(α)

}
是 U 的基. 求 A |U 在

这组基下的方阵.

解
设 k 为使得 α,A (α), . . . ,A k−1(α) 线性无关的最大值，则 α,A (α), . . . ,A k(α) 线性相关，从而

A k(α) ∈ Span{α,A (α), . . . ,A k−1(α)}，
设 A k(α) = λ0α+ λ1A (α) + · · ·+ λk−1A

k−1(α)，

则A k(α) ∈ Span{α,A (α), . . . ,A k−1(α)}，依次类推，得 U = Span{α,A (α), . . . ,A k−1(α)}，从
而 k = r

A |U 对应方阵



0 λ0

1 0 λ1

1
. . . ...
. . . 0

...
1 λr−1


作业 8.2 (P229 T5)

♡

V 是 n维复线性空间, A : V → V 是线性变换. 证明: V 的每个子空间都是 A 的不变子空间的

充分必要条件是 A 为纯量变换,即 A = λI ,其中 λ ∈ C。

解
(⇐)trivial，对于 (⇒)，考虑子空间 <x>,∀x ∈ V，可得A (x) = λxx，对另一个 y ̸= x，有A (x+y) =

λx+y(x+ y) = λxx+ λyy，由任意性可得 λx+y = λx = λy，故存在统一的 λ，使得 A (x) = λx

作业 8.3 (P229 T8)

♡

设 λ1, λ2, · · · , λn是 F中两两不等的 n个数,线性变换A : V → V 在 V 的基 {α1, α2, · · · , αn}下
的方阵为 diag (λ1, λ2, · · · , λn). 求 A 的不变子空间的个数.

解
首先任取 1到 n中 k个数 i1, . . . , ik，有 Span{αi1 , ai2 , . . . , αik}为 V的不变子空间，从而得到 2n

个不变子空间，下证只有这些。

取 U ⊂ V 为不变子空间，不妨仅 α1, α2, . . . , αr ∈ U，且 dimU = r + s，s = 0则结论成立，若

s ̸= 0，则设 U = Span{α1, . . . , αr, β1, . . . , βs}，不妨设 β1 = µr+1αr+1, . . . , µnαn，且系数均非 0。



8.1 习题讲解

则对任意 k，A k(β1) = λkr+1µr+1αr+1 + · · ·+ λknµnαn，从而

(β1,A (β1), . . . ,A
n−r−1(β1)) = (αr+1, . . . , αn) diag(µr+1, . . . , µn)


1 λr+1 · · · λn−r−1

r+1

1 λr+2 · · · λn−r−1
r+2

...
... · · ·

...
1 λn · · · λn−r−1

n


所以 β1,A (β1), . . . ,An−r−1(β1)线性无关且均在 U中，这 n-r个元素可以和 α1, . . . , αr 组成 U中一组
线性无关集合，从而 dimU = n，即 U = V，结论也成立

作业 8.4 (P239 T7)

♡

设 A与 B为 n阶复方阵,且方阵 A的特征多项式为 φ(λ). 证明: 方阵 φ(B)可逆的充分必要条件

是,方阵 A与 B 没有公共特征值.

解
设 B的 Jordan标准形为 J，设 φ(J) = (λ1I − J)n1 . . . (λkI − J)nk，则 J不以 λ1, . . . , λk 为特征值

时，λiI − J 可逆，从而 φ(J)可逆。

当 ∃i, det(λiI − j) = 0时，则 λiI − J 对角元有 0，不可逆，结论成立

作业 8.5 (P239 T8)

♡

设 A与 B 为 n阶复方阵,则关于未知方阵 X 的方阵方程 AX = XB 只有零解的充分必要条件

是,方阵 A与 B 没有公共特征值.

解
(⇐): AX = XB ⇒ φ(A)X = Xφ(B)，从而 Xφ(B) = 0，其中 φ(λ)为 A特征多项式。而由 T7，

φ(B)可逆，从而 AX = XB 只有零解

(⇒): 若 A，B有公共特征值，设为 λ，则设 Ax = λx, yTB = λyT , x, y ̸= 0（注意 B和 B转置特
征值相同），从而 AxyT = λxyT = xyTB，方程有非零解

作业 8.6 (P239 T11)

♡证明: 准对角方阵的最小多项式等于每个对角块的最小多项式的最小公倍式.

解
设 A = diag(A1, . . . , Ak)，Ai最小多项式为 di(λ)，A最小多项式为 dA(λ)。注意

φ(A) = diag(φ(A1), . . . , φ(Ak)) = 0

等价于

φ(Ai) = 0, ∀i

这等价于 di|φ, ∀i，从而 lcm(d1, . . . , dk)|dA。
注意到 lcm(d1, . . . , dk)为零化多项式，从而 dA|lcm(d1, . . . , dk)，故 dA = lcm(d1, . . . , dk)
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8.1 习题讲解

作业 8.7 (P239 T13(1))

♡

求以下方阵的特征多项式与最小多项式:
0 1

. . . . . .

0 1

a0 · · · an−2 an−1


n×n

解
特征多项式：λn − an−1λ

n−1 − · · · − a0

最小多项式：由 Dn−1(λ) = 1 ⇒ d(λ) = φ(λ)

作业 8.8 (P239 T16)

♡

取方阵 A ∈ Cn×n. 定义映射A : Cn×n → Cn×n如下: 设X ∈ Cn×n,则令A (X) = AX . 证明: 线
性变换 A 的最小多项式等于方阵 A 的最小多项式.

解注意 f(A )(X) = f(A)(X)，故 f(A ) = 0 ⇔ f(A) = 0，即 dA (λ) = dA(λ)

作业 8.9 (P247 T3)

♡

由于方阵 A的迹 tr(A)是方阵在相似下的不变量,因此可以定义线性变换 A : V → V 在 V 的某

组基下的方阵 A的 tr(A)为线性变换 A 的迹 tr(A ). 证明: 如果 n维复线性空间 V 的线性变换

A 满足 tr(A ) = 0,则存在 V 的一组基,使得线性变换 A 在这组基下的方阵的主对角元都是零.

解
只需证明 ∀A ∈ Fn×n满足 tr(A) = 0，存在与 A相似的矩阵 B，其对角元全为 0。用归纳法做：

首先 n=1时结论显然成立，假设 n-1时成立，考虑 n时情况，设 A =

(
A1 β

T ann

)
1. Case 1: 若 α, β不全为 0，则不妨 a1n > 0，设 γ = (−ann

a1n
, 0, . . . , 0)T，再由归纳假设，设 PA1P

−1 =

B 对角元全 0，得(
P 0

0 1

)(
In−1 0

γT 1

)(
A1 β

α ann

)(
In−1 0

−γT 1

)(
P−1 0

0 1

)
=

(
B β′

α′T 0

)
右侧矩阵对角元全为 0，与 A相似

2. Case 2: 若 α = β = 0，若 ann = 0trivial，若非 0，可以类似的取 γ 将 A1 中的非零元调换到 α, β

中，归为 Case 1

作业 8.10 (P249 T6)

♡

设 n维复线性空间 V 的线性变换 A 可对角化,且 U 是线性变换 A 的不变子空间. 证明: 线性变
换 A 在 U 上的限制 A |U 也是可对角化的.

解
设 U的基为 {α1, . . . , αr}，扩充为 V的基 {α1, . . . , αr, αr+1, . . . , αn}，则

A (α1, . . . , αn) = (α1, . . . , αn)

(
A11 A12

0 A22

)
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8.1 习题讲解

对 A11的特征值 λ0，有

λ0I −A =

(
λ0I −A11 −A12

0 λ0I −A22

)

设 λ0在 A中的代数重数为 n，几何重数为 m，在 Aii中的代数重数为 ni，几何重数为mi，故由 A可
以对角化，m = n，且由代数重数定义，n = n1 + n2，从而

n = dimKer(λ0I −A) = n− rank(λ0I −A)

≤ n− rank(λ0I −A11)− rank(λ0I −A22)

= dimKer(λ0I −A11) + dimKer(λ0I −A22)

= m1 +m2

≤ n1 + n2 = n

从而不等式取等，即 n1 = m1, n2 = m2，即 A |U 可以对角化

8.1.2 第十五周

作业 8.11 (P240 T17)

♡

设A : V → V 是线性变换，且U1, U2, . . . , Uk是线性变换A 的不变子空间，V = U1⊕U2⊕· · ·⊕Uk，

证明：线性变换 A 的最小多项式等于 A |U1 , . . . ,A |Uk
的最小多项式的最小公倍式

解
将 U1, . . . , Uk 的基并成 V的一组基（因为直和），可以得到

A (α1, α2, . . . , αn) = (α1, . . . , αn) diag(A1, A2, . . . , Ak)

由 P239T11和 P239T16结论即证

作业 8.12 (P259 T5)

♡

证明: 3阶复方阵 A与 B 相似的充分必要条件是,方阵 A与 B 具有相同的特征多项式与最小多

项式.

解
(⇐)显然

(⇒): 本质上为证明特征多项式和最小多项式能唯一确定一个 Jordan 标准形，本题使用分类讨论
阐述，统一设 φ(λ), d(λ)为 A，B的特征多项式和最小多项式

1. φ(λ) = (λ−λ0)3，此时 d(λ) = λ−λ0，则 J = diag(J1(λ0), J1(λ0), J1(λ0))，若 d(λ) = (λ−λ0)2，
则 J = diag(J2(λ0), J1(λ0))，d(λ) = (λ− λ0)

3情况类似

2. φ(λ) = (λ − λ1)
2(λ − λ2), λ1 ̸= λ2，则 d(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2)，此时 J = diag(λ1, λ1, λ2)。若

d(λ) = (λ− λ1)
2(λ− λ2)，此时 J = diag(J2(λ1), λ2)。

3. φ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)，此时 d(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)，J = diag(λ1, λ2, λ3)。
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8.1 习题讲解

作业 8.13 (P259 T7)

♡

设 A 是属于 F上 n维线性空间 V 的线性变换. 证明: 存在线性变换 A 的不变子空间 V1 和 V2,
使得 V = V1 ⊕ V2,并且线性变换 A 在 V1上的限制 A | V1是可逆的,而在 V2上的限制 A |V2

是

幕零的. 简单地说,任意线性变换 A 都可以分解为可逆线性变换 A |V1
与幂零线性变换 A |V2

的

直和. (注意,如果数域 F是复数域,则本题可用第一分解定理加予证明. 这里要求给出一个不用空
间第一分解定理的证明.)

解
取 V1 = ImA n, V2 = KerA n，注意有性质 KerA n = KerA n+1 = · · · = KerA 2n = . . .

首先，对任意 α ∈ V1 ∩ V2，设 α = A nβ，则 A 2nβ = A nα = 0，即 β ∈ KerA 2n = KerA n，故

α = A nβ = 0，故 V1 ∩ V2 = {0}，故 V = V1 ⊕ V2

其次，对任意 x ∈ V2,A nx = 0，故 (A |V2)
n = 0，即幂零

最后，A |V1(V1) = Im(A n+1) = ImA n，故映射为满射。且对任意 x ∈ Ker(A |V1)，设 x = A ny，

则 A n+1y = 0 ⇒ A ny = x = 0，从而映射为单射，也是双射，故可逆

作业 8.14 (P259 T9)

♡

设 n维复线性空间 V 的线性变换A 的最小多项式为 d(λ) = (λ− λ1)
m1 (λ− λ2)

m2 · · · (λ−λt)mt

其中 λ1, λ2, · · · , λt 是线性变换 A 的全部不同特征值. 并设Wj 是线性变换 (A − λiI )mj 的核,
j = 1, 2, · · · , t. 证明:
(1)根子空间Wλj

=Wj , j = 1, 2, · · · , t;
(2)线性变换 A 在Wj 上的限制 A |Wj

的最小多项式为 (λ− λj)
mj , j = 1, 2, · · · , t.

解
这个题目告诉我们Wλ = Ker(A − λ0I)

k 中的 k如何求
(1)设Wλj

=W
(nj)
λj
，则A |wλj

最小多项式为 (λ−λj)nj，由第一分解定理 V =Wλ1⊕Wλ2 · · ·⊕Wλt，

由 P240T17，d(λ) = (λ− λ1)
n1 . . . (λ− λt)

nt 从而 nj = mj，即Wλj
=Wj

(2)由 A |Wj = A |Wλj
以及 nj = mj 即可得到结论

作业 8.15 (P268 T4)

♡

设 A 是 n 维复线性空间 V 的 k 次幕零变换, 且 V 分解为循环子空间 C1, C2, · · · , Ck 的直和.
C1, C2, · · · , Ck 中维数为 j 的子空间的个数记为 nj , j = 1, 2, · · · , k. 证明:
(1) dim(Im(A )) = n2 + 2n3 + · · ·+ (k − 1)nk;
(2) nj = dim

(
Im
(
A j+1

))
+ dim

(
Im
(
A j−1

))
− 2 dim

(
Im
(
A j
))
, j = 1, 2, · · · , k;

(3) V 本身是非零向量 α 生成的循环子空间的充分必要条件是, dim
(
Im
(
A j
))

= n − j, j =

1, 2, · · · , n.

解
(1) V = C1⊕C2 · · ·⊕Ck，由Cj的基并起来构成V的基，可得A 对应的方阵为 diag(NT

m1
, . . . , NT

mk
)，

有

dim ImA = rankA = n− k = n2 + n3 + · · ·+ (k − 1)nk
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8.1 习题讲解

(2)研究 diag(NT
m1
, . . . , NT

mk
)，注意 rankN j

mi = max{mi − j, 0}，故

dim ImA j =
k∑

i=1

rank(N j
mi

) =
k∑

i=j

ni(i− j)

(3)
(⇐): 由 (1)，dim ImA = n− k = n− 1，从而 k = 1

(⇒): 存在 V的一组基为 {α,A α, . . . ,A n−1α}，且A 为 n次幂零变换。A 对应矩阵为NT，N为
上次对角线上全为 1，其余位置为 0的矩阵，从而 dim ImA j = rankN j = n− j

作业 8.16 (P268 T5)

♡

设 A 是数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换. 如果存在非零向量 α0 ∈ V ,使得由向量 α0 生成

的循环子空间 C0 ∈ V ,则 A 称为循环变换,向量 α0称为 A 的循环向量. 证明, A 为循环变换的
充分必要条件是,存在 V 的基,使得 A 在这组基下的方阵为

A =



0 · · · · · · 0 −a0

1
. . . ... −a1

0
. . . . . . ...

... . . . 1 0 −an−2

0 · · · 0 1 −an−1


.

并由此证明, A 为循环变换的充分必要条件是, A 的最小多项式等于 A 的特征多项式. 注: 形如
A的方阵称为友方阵.

解
⇐: 取 {α1, . . . , αn}，使得 A (α1, . . . , αn) = (α1, . . . , αn)A。则 A α1 = α2, . . . ,A αn−1 = αn，故

{α1, . . . , αn} = {α1,A α1, . . . ,A
n−1α1}

，从而 V = Cα0

⇒: 设 α0 ∈ V，使得 V = C0，则 dimC0 = n，由 P229T3可证

作业 8.17 (P269 T8)

♡

证明: 如果数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换A 的二次幂A 2为循环变换,则A 本身也是循

环变换. 反之是否成立?

解
由于A 2为循环变换，所以存在α0 ∈ V，使得V = Span{α0,A 2α0, . . . ,A 2n−2α0}，设 dimCα0,A =

k，即 Cα0,k = Span{α0,A α0, . . . ,A k−1α0}。
注意对任意m ≥ k，均有 A mα0 ∈ Cα0,A，故 V = Cα0,A 2 ⊂ Cα0,A，故 Cα0,A = V。

反之不成立，反例：取A : F2 → F2, (x1, x2)
T → (0, x1)

T 即可，F2的基为 {(1, 0)T , (0, 1)T }，则

A (e1, e2) = (e2, 0) = (e1, e2)

(
0 0

1 0

)
，由 P268T5知 A 为循环变换，但平方后为 0，不为循环变换
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8.2 补充内容

作业 8.18 (P269 T10)

♡

设A 与B是数域 F上 n维线性空间 V 的可交换的线性变换,且A 是循环变换. 证明,存在多项
式 f(λ) ∈ F[λ],使得B = f(A ).

解可以使用矩阵思路进行分析，见手写版讲义，下面给出比较简单的做法：
设 V = Span{α0,A α0, . . . ,A n−1α0}，并设 Bα0 =

∑n−1
i=0 λiA

iα0 = f(A )α0，由 A ,B 可交换

性，有对于任意 k，B(A kα0) = f(A )(A kα0)，从而B = f(A )。

8.2 补充内容

8.2.1 求 Jordan标准形的过渡矩阵方法

李尚志书中有关于解法的详细说明和几个例子，见书 7.4节，例子从 P388开始，电子版群文件中
有。以下为我自己研究出来的较为简单的一种算法，供大家参考。

问题 8.1求 P−1AP = J 中的过渡矩阵 P。

解
Step 1: φA(λ) = (λ− λ1)

n1 . . . (λ− λt)
nt，对每个特征值考虑

Step 2: 对特征值 λ，找 k为满足 Ker(A − λI)k = n的最小正整数，这一步我们需要取 n个向量，
我们不妨特征值 λ的代数重数为 6，找到的 k为 3，且 dimKer(A − λI) = 3, dimKer(A − λI)2 = 5

1. 我们先取 x0，满足 (A− λI)2x0 ̸= 0

2. 取 x1 = (A− λI)x0，取 x2 ∈ Ker(A− λI)2 与 x1 线性无关，且 (A− λI)x2 ̸= 0（这里就能看出

为什么要设 (A− λI)2x0 ̸= 0了）

3. 取 x3 = (A− λI)x1, x4 = (A− λI)x2，x5取与这两个向量线性无关

4. 若此时 x4, x3线性相关，则重新回到步骤 2，直至 x3, x4线性无关即可（这一步通常很难出现，所

以整体并不太复杂）

5. {x3, x1, x0, x4, x2, x5}就是我们想要的 6个向量（注意排序方法），对应的 Jordan块为

diag(J3(λ), J2(λ), J1(λ))

Step 3: 所有找到的向量集合拼起来就得到了矩阵 P，同时也可以得到具体的 Jordan标准形 J。

大家可以使用该方法试着计算一下李尚志书中的几个例子，这种方法的特殊反例见纸质版讲义，

截图如下：
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第 9章 有理标准形

9.1 习题讲解

9.1.1 第十六周

作业 9.1 (P276 T1)

♡

设 A为 n阶复方阵，所有不同特征值为 λ1, . . . , λt，证明：

1. 存在m使得 rankAm = rankAm+1 = rankAm+2 = . . .；

2. 设mj 为使 rank(A− λjI)
mj = rank(A− λjI)

mj+1的最小正整数，则 A最小多项式为

d(λ) =
t∏

j=1

(λ− λj)
mj

3. 设 (λ− λj)
l 是 A属于特征值 λj 的初等因子，则 l ≤ mj；

4. 设 A属于 λj 的初等银子组为 (λ− λj)
mj1 , . . . , (λ− λj)

mjkj，并将属于 λj 次数为 l的初等

因子记为 njl (若为 0则代表无此次数初等因子)，则

njl = rank(A− λjI)
l+1 + rank(A− λjI)

l−1 − 2 rank(A− λjI)
l, 1 ≤ l ≤ mj

解
1. 通过 Frobenius秩不等式有

rankAmA+ rankAmA− rankAm ≤ rankAAmA

结合 rankAm+2 ≤ rankAm+1 即有 rankAm = rankAm+1 时 rankAm+1 = rankAm+2，由于

rankAm对m单调不增，且取值有限，即得成立。

2. 由于 rank Jn(0)
m =

n−m m < n

0 m ≥ n
，且准对角矩阵的秩为各对角块之和，考虑 A的 Jordan标

准形即可知mj 是 n最大的 Jn(λj)对应的 n，从而即为最小多项式形式。

3. 由于初等因子 (λ− λj)
l 对应 Jordan块 Jl(λj)与上一问即得证。

4. 根据第二问的计算，rank(A−λjI)l− rank(A−λjI)l−1代表所有 λj 对应的大于等于 l阶的 Jordan
块的数量，再做差分即得到 njl。

作业 9.2 (P277 T2(2)(3)(6))

♡

利用上题方法计算下列矩阵 Jordan标准形：
0 3 3

−1 8 6

2 −14 −10

 ,


4 5 −2

−2 −2 1

−1 −1 1

 ,

(
0 In−1

1 0

)

解分别为 diag(J2(−1), 0)、J3(1)与 diag(1, ω, . . . , ωn−1), ω = e2πi/n。[第三题事实上可直接通过特征
多项式无重根得到结果。]



9.1 习题讲解

作业 9.3 (P277 T3)

♡

若 n维复线性空间 V 上线性变换 A 所有不同特征值为 λ1, . . . , λt，特征多项式中 (λ− λj)对应

次数为 ej，最小多项式中为mj，证明 Ker(A − λiI )mj = Ker(A − λiI )ej。

解由特征多项式知识可知mj ≤ ej。利用Ker(A −λjI )mj ⊂ Ker(A −λjI )ej，只需证明维数相同即可

得到两空间相等，而在矩阵表示下根据解空间维数可知这即等价于 rank(A−λjI)mj = rank(A−λjI)ej，
利用第一题可得结果。

作业 9.4 (P304 T1)

♡每行每列恰有一个 1，其余为 0的方阵称为置换方阵，证明其相似于对角形。

解直接计算可知置换方阵的乘积仍然为置换方阵，由于共有 n!个，对任何置换方阵 A，必存在 Am =

An,m < n。直接计算可知其行列式为 ±1，从而可逆，于是 An−m = I，也即 xn−m − 1为化零多项式，

无重根，最小多项式为其因式，亦无重根，从而可相似对角化。

作业 9.5 (P309 T2)

♡

设 2k 维实线性空间 V 线性变换 A 的最小多项式 d(λ) = (λ2 + aλ + b)k，其中 a, b为实数，且

a2 − 4b < 0，证明存在 V 的一组基使得其在这组基下方阵为

J =


B E

B
. . .
. . . E

B

 , B =

(
0 1

−b −a

)
, E =

(
0 0

1 0

)

解考虑矩阵表示。由本节定理 1，只需说明两方阵相似即可。由于最小多项式次数为 2k，A的相似标

准形即为 diag(Jk(λ1), Jk(λ2))，λ1, λ2为 λ2 + aλ+ b = 0的两根，下面计算 J 的相似标准形。

直接利用准上三角阵行列式计算可知 J的特征多项式也为 d(λ)，于是只要说明最小多项式亦为此。

由实多项式虚根成对，其不变因子均为实多项式，因此每个均为 λ2 + aλb的某次方，从而可知最小多

项式必然为 (λ2 + aλ+ b)t，于是可直接计算 [这里星号代表任意]

J2 + aJ + bI =


O BE + EB ∗ ∗

O
. . . ∗
. . . BE + EB

O


由于 BE +EB的特征值非 0，利用分块矩阵直接计算可知 (J2 + aJ + bI)t, t < k不为化零多项式，从

而得证。
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9.1 习题讲解

作业 9.6 (P309 T3)

♡

证明任何实方阵 A可实相似于准对角形，其对角块为 Jn(λ0)或

Kn(a, b) =


B I

B
. . .
. . . I

B

 , B =

(
0 1

−b −a

)
, I =

(
1 0

0 1

)

解考虑矩阵表示。将上题结论中的 E 换为 I =

(
1 0

0 1

)
，类似可证明结论仍然成立。利用不变因子可

说明当 λ /∈ R时实方阵的 Jordan块 Jn(λ)与 Jn(λ̄)必然成对出现，从而可以相似为某个 Kn(a, b)，即

得证。

作业 9.7 (P309 T4)

♡设 A是数域 F上的方阵，证明其视作数域上方阵与 C上方阵时特征多项式与最小多项式不变。

解由于行列式因子不变，不变因子不随数域变化，从而得证。

9.1.2 第十七周

作业 9.8 (P327 T1)

♡

设 α1, . . . , αk 为 n维 Euclid空间 V 中两两正交的单位向量，设 α ∈ V，证明
k∑

i=1

|(α, αi)|2 ≤ ∥α∥2

且 β = α−
∑k

i=1(α, αi)αi与每个 αi正交。

解将 α1, . . . , αk 扩充 αk+1, . . . , αn成为标准正交基，则展开计算可知

∥α∥2 = (α, α) =
n∑

i=1

|(α, αi)|2 ≥
k∑

i=1

|(α, αi)|2

类似直接展开计算可得 β 与每个 αi正交。

作业 9.9 (P327 T2)

♡

设 α1, . . . , αn为 n维 Euclid空间 V 中一组向量，证明以下三者等价：

1. α1, . . . , αn为标准正交基；

2. ∀α, β ∈ V, (α, β) =
∑n

i=1(α, αi)(αi, β)；

3. ∀α ∈ V, ∥α∥2 =
∑n

i=1 |(α, αi)|2。

解 1推 2可以直接计算得到，2推 3代入 β = α即可，于是只需证明 3推 1。
设空间一组标准正交基 e1, . . . , en，并设 (αi, ej) = aij，(α, ej) = xj，代入配方计算可得结论。
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9.1 习题讲解

作业 9.10 (P328 T5)

♡

设 ξ1, . . . , ξn为 n维 Euclid空间 V 的一组标准正交基，向量 αi在这组基下的坐标为向量 xj，并

设以 xj 为列的矩阵为 X，证明 Gram方阵 G(α1, . . . , αn)满足

detG(α1, . . . , αn) = (detX)2

解计算得 (αi, αj) = xTi xj，从而 G(α1, . . . , αn) = XTX，于是

detG(α1, . . . , αn) = det(XTX) = detXT detX = (detX)2

作业 9.11 (P328 T7)

♡

设 α1, . . . , αn为 n维 Euclid空间 V 中一组向量，证明

detG(α1, . . . , αn) ≤
n∏

i=1

∥αi∥2

等号成立当且仅当 α1, . . . , αn两两正交或有零向量，由此证明对 n阶实方阵 A有

(detA)2 ≤
n∏

i=1

n∑
j=1

a2ij

解利用上题表示可知本题的两问均等价于证明对方阵 X 有

(detX)2 ≤
n∏

i=1

xTi xi

考虑 QR分解可知存在正交阵 Q使得 QX = R，其中 R为上三角阵，记其列向量为 ri，根据正交阵性

质

(detX)2 = (detQ)2(detX)2 = (detR)2

n∏
i=1

xTi xi =
n∏

i=1

xTi Q
TQxi =

n∏
i=1

rTi ri

于是只需说明对上三角阵 R结论成立，此时左侧为
∏n

i=1 r
2
ii，右侧为

∏n
i=1

∑n
j=1 r

2
ij，于是左小于等于

右。可计算验证取等当且仅当 ri彼此正交或有零向量，计算得到 xi满足同样性质，即得结论。

作业 9.12 (P328 T9)

♡

设 O 为 n阶正交方阵，A = diag(a1, . . . , an)，证明 OA的任何特征值 λ0 满足 m ≤ |λ0| ≤ M，

其中m = minj |aj |,M = maxj |aj |。

解 对 OAα = λ0α 两边取模长得到 ∥OAα∥ = |λ0|∥α∥，从而 ∥Aα∥ = |λ0|∥α∥。而直接比较系数得
m∥α∥ ≤ ∥Aα∥ ≤M∥α∥，又由 ∥α∥ ̸= 0得证。

作业 9.13 (P336 T7)

♡

设 Rn×n 是所有 n阶实方阵在内积 (X,Y ) = tr(XY T )下构成的 Euclid空间，设 P 为某可逆方

阵，计算 AP (X) = P−1XP 的伴随变换 A ∗
P。

解由定义须 tr((P−1XP )Y T ) = tr(XA ∗
P (Y ))，由 tr(AB) = tr(BA)得

tr((P−1XP )Y T ) = tr(XPY TP−1) = tr(X(P−TY P T )T )

于是 A ∗
P (Y ) = P−TY P T，可验证其为线性变换，从而成立。
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9.1 习题讲解

作业 9.14 (P342 T6)

♡

设 α = β + iγ 是实规范方阵 A属于特征值 λ的特征向量，其中 β, γ 为实向量，证明：

1. α为 AT 属于特征值 λ̄的特征向量；

2. λ /∈ R时 βTγ = 0且 ∥β∥ = ∥γ∥。

解
1. 由 A为实方阵有

(ATα− λ̄α)H(ATα− λ̄α) = (αHA− λαH)(ATα− λ̄α)

再通过规范性展开即得其为 0，从而得证。
2. 将实部虚部展开可知此题结论等价于 αTα = 0，由 λ /∈ R直接计算可知

λαTα = (λα)Tα = αTATα = λ̄αTα

从而由 λ ̸= λ̄只能 αT = α，即得证。�
若想不到这种办法，一个更自然的思路是从正交相似标准形出发考虑。

作业 9.15 (P347 T3)

♡

设 α1, α2与 β1, β2是 n维 Euclid空间 V 中两对向量，且 ∥α1∥ = ∥β1∥, ∥α2∥ = ∥β2∥，α1, α2夹角

与 β1, β2夹角相同，证明存在正交变换 A 使得 A (α1) = β1,A (α2) = β2。

解考虑矩阵表示。记Hu = I − 2uuT , ∥u∥ = 1，可发现Hu正交。先找Hu使得Huα1 = β1，代入可得

α1 − 2(αT
1 u)u = β1

，于是令 u = β1−α1

∥β1−α1∥，代入验证可知成立。若此时 β2 = Huα2则已找到，否则令 v = β2−Huα2

∥β2−Huα2∥，则

可验证 HvHuα2 = β2，而

HvHuα1 = Hvβ1 = β1 −
1

∥β2 −Huα2∥2
(β2 −Huα2)(β2 −Huα2)

Tβ1

为证其为 β1，只需 (β2 −Huα2)
Tβ1 = 0，由定义HT

u = Hu，进一步计算验证可知H−1
u = Hu，于是由

模长相等、内积相等可知原式为

βT2 β1 − αT
2Huβ1 = αT

2 (α1 −Huβ1) = αT
2Hu(Huα1 − β1) = 0

从而令 A = HvHu即得证。�
此做法事实上有很强的几何意义，详见补充内容。

作业 9.16 (P347 T5(1))

♡

求正交方阵 O使得 B = OTAO是正交方阵

A =
1

3


2 −1 2

2 2 −1

−1 2 2


在正交相似下的标准形。
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9.2 补充内容

解直接由上节算法计算得可取

B =


2√
14

− 1√
14

3√
14

4√
42

− 5√
42

1√
42

1√
3

1√
3

1√
3


作业 9.17 (P347 T8)

♡

设 n 阶正交方阵 O 特征值不为 −1，证明，I + O 可逆，K = (I − O)(I + O)−1 反对称，且

O = (I −K)(I +K)−1。

解由特征值定义知可逆，而

KT = (I +OT )−1 − (I +OT )−1OT = (I +OT )−1 − (O(I +OT ))−1 = (I +OT )−1 − (I +O)−1

K = (I +O)−1 −O(I +O)−1 = (I +O)−1 − ((I +O)OT )−1 = (I +O)−1 − (I +OT )−1

从而K 反对称。

对第二个式子，由于

I −K = (I +O)(I +O)−1 − (I −O)(I +O)−1 = 2O(I +O)−1

I +K = (I +O)(I +O)−1 + (I −O)(I +O)−1 = 2(I +O)−1

直接计算即得证。�
类似地，若想不到上述方法，由于将 O,K 同时正交相似为 P TOP,P TKP 不影响结论，于是考虑 O

的正交相似标准形可知只需对每个对角块说明成立，直接计算验证即可。

9.2 补充内容

9.2.1 初等正交阵

记 Eij 为第 i行第 j 列为 1，其他为 0的矩阵，定义 Givens方阵

Gij(θ) = I + (cos θ − 1)Eii + (cos θ − 1)Ejj + sin θEij − sin θEji, i ̸= j

则计算得其行列式为 1，且 G−1
ij (θ) = Gij(−θ) = GT

ij(θ)。

对单位向量 u，定义 Householder方阵

Hu = I − 2uuT

则计算得其行列式为 −1，且 H−1
u = Hu = HT

u。

这两种方阵合称初等正交阵。

定理 9.18 (几何意义)

♡

右乘列向量的意义下，Gij(θ)代表在 ij 平面上绕原点逆时针旋转 θ 的旋转变换，而 Hu 则代表

对过原点垂直于 u的超平面的反射变换。

证明 由于Gij(θ)只改变 i, j分量，直接根据旋转变换形式可知成立。对Hu，由于Huα = α−2(uTα)u，

在 u为单位向量时 uTα即为 α在 u上分量，−2使此分量倒转，即代表反射。

回到作业 9.15，我们的操作事实上是：先通过反射将 α1 反射到 β1，这时 α2 来到 Huα2，由于

106



9.2 补充内容

Huα2, β2 均与 β1 夹角相同，β1 在 Huα2, β2 中垂超平面上，因此将 Huα2 反射到 β2 不改变 β1，从而

即找到了变换。

类似可逆阵用初等方阵分解，正交阵也可通过初等正交阵分解，也即：

定理 9.19 (初等正交阵分解)

♡

任何行列式为 1的 n阶正交阵可以分解为至多 n(n−1)
2 个 Givens方阵乘积。

任何 n阶正交阵可分解为至多 n个 Householder方阵的乘积，或至多 n(n−1)
2 个 Givens方阵与可

能存在的 diag(In−1,−1)乘积。

证明 对向量 α，记 α0 = (∥α∥, 0, . . . , 0)T。我们先说明，一个 Householder阵可使得 α变为 α0；维数

至少为 2时至多 n− 1个 Givens阵可使得 α变为 α0。

对 Householder阵，直接构造 u = α−α0
∥α−α0∥ 验证得 Hu符合条件；而对 Givens阵，利用三角函数知

识直接计算可知 (
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
a

b

)
=

(√
a2 + b2

0

)

必然有解，我们依次取 G12, . . . , G1n，重复此过程即可构造。

对原问题使用归纳，对任何 n阶正交阵，由于其每列模长 1，可以找到对应的一个 Householder阵
或 n− 1个 Givens阵使得第一列成为 e1。利用正交性计算验证可知此时第一行也必须只有首个元素为

1，从而化为 n− 1阶情况。经过 n− 1个 Householder方阵或 n(n−1)
2 个 Givens方阵操作后，原矩阵只

能成为 I 或 diag(In−1,−1)。

若行列式为 1，则必须为 I，已经得到了分解；若行列式为 −1，对 Givens阵乘 diag(In−1,−1)即

为分解；由于 diag(In−1,−1)为 Householder阵 Hen，这也得到了 n个 Householder阵的分解。
在计算数学中，这两种方阵常用来在 SVD分解等需要正交阵操作的情况作为基本元素组合出正交

阵。

9.2.2 有理标准形

注意到，初等因子组可以在任何域 (甚至未必是数域)上定义，我们有如下结论：

定理 9.20 (有理标准形)

♡

在某个域上，对矩阵 A的每个初等因子 f(λ)n，f 不可约，设 f(λ) = λk + ak−1λ
k−1 + · · ·+ a0，

定义矩阵

Jn(f(λ)) =


F En1

F
. . .
. . . En1

F

 , F =


1

. . .

1

−an−1 · · · −a1 −a0


这里 F 即为多项式 f(λ)的友方阵。

矩阵 A的有理标准形定义为将每个初等因子对应的 Jn(f(λ))作为对角块的准对角阵，其可以在

域上相似到此标准形，且在对角块次序可交换的意义下唯一。

此结论真正统一了之前对多项式、循环子空间与相似标准形的讨论，给出了任何域上矩阵的相似
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9.3 期末复习

标准形，特别地：

当域是代数闭的，即任何多项式可分解为一次因式 (如 C)，则 f(λ)一定为一次多项式，对应友

方阵即 (−a0)，有理标准形即为 Jordan标准形的形式；
当域未必代数闭，有理标准形与 Jordan标准形不同。例如，对 R，有理标准形即为作业 9.6确定
的形式中将 I 换回作业 9.5的 E；

由于不变因子对扩域不变，两个矩阵在某个域上相似当且仅当它们在其代数闭包 [包含它的最小
代数闭域]上相似，也即可以通过 Jordan标准形讨论。
下面给两个有趣的计算例子：

例题 9.1计算 F2上

(
0 I3

1 0

)
的有理标准形。

解直接计算可知其行列式因子 d1至 d3为 0，d4 = D4 = λ4 + 1 [二元域上 ±1无区别]，进一步计算可
验证

λ4 + 1 = (λ+ 1)4

于是初等因子组为 (λ+ 1)4，对应有理标准形为
1 1

1 1

1 1

1


例题 9.2计算 F2上

(
0 I2

1 0

)
的有理标准形。

解直接计算可知其行列式因子 d1 = d2 = 0，d3 = D3 = λ3 + 1，进一步计算可验证

λ3 + 1 = (λ+ 1)(λ2 + λ+ 1)

于是初等因子组为 λ+ 1, λ2 + λ+ 1，对应有理标准形为
1

0 1

1 1


�

对一般的 n，事实上与 F2上的分圆多项式有关。

9.3 期末复习

1. 矩阵 [详见期中复习]
2. 行列式 [详见期中复习]
3. 秩

(a). 定义、等价定义
(b). Hermite标准形
(c). 秩不等式
(d). 线性方程组的解
(e). 广义逆 AA−A = A,A−AA− = A−[具体定义应看题干]
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9.3 期末复习

(f). 相抵标准形刻画广义逆
(g). *奇异值分解与广义逆 (AA−)H = AA−, (A−A)H = (A−A)

(h). 向量组视角：行秩、列秩
(i). 线性变换视角：像空间维数

4. 相合 [详见期中复习]
5. 正交方阵

(a). 定义与几何性质
(b). 内积空间与标准正交基
(c). 正交化过程
(d). 正交相抵、QR分解、奇异值分解
(e). 正交相似、规范方阵
(f). *正交相似标准形的计算

6. 多项式 [详见期中复习，期末不太可能重点]
7. 相似

(a). 相似的基本性质
(b). 相似标准形
(c). 特征方阵与相似标准形计算
(d). 特征多项式、最小多项式
(e). 实数域上的相似
(f). *相似标准形的多项式与幂级数
(g). *一般域上的相似条件
(h). *有理标准形

8. 线性空间 [详见期中复习]
9. 线性映射

(a). 定义与表示
(b). 像与核
(c). *线性空间同构定理
(d). 对偶空间
(e). 特征子空间
(f). 根子空间、循环子空间
(g). 空间视角的 Jordan标准形
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