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1 第一次作业 2

1 第一次作业

1. 1.6

(1) 将 CPn 中 zk 不为 0 的元素集合记作 Uk，构造映射

φk : Uk → Cn, φk([z]) =
1

zk
(z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . , zn+1)

根据等价类定义可知 φk 良定。考虑 Cn 看作 R2n 的拓扑，将所有 φ−1
k (U), k = 1, . . . , n+ 1 (其中

U ⊂ Cn 为开集)作为拓扑基可生成 CPn 的拓扑，由定义可知其保证了 φk 为同胚。此外，由于 Us∩Ut

即 zs, zt 都不为 0 的 CPn 中元素，可知 (不妨设 s < t) 在 {z ∈ Cn | zs ̸= 0} 上有

φsφ
−1
t (z1, . . . , zn) =

(
z1

zs
, . . . ,

zs−1

zs
,
zs+1

zs
, . . . ,

zt−1

zs
,
1

zs
,
zt

zs
, . . .

zn

zs

)
由于 zs ̸= 0 可知光滑，且由定义可知所有 Uk 覆盖 CPn，由此即得到微分结构。

而 zk ̸= 0 时

φkπ(z
1, . . . , zn+1) =

(
z1

zk
, . . . ,

zk−1

zk
,
zk+1

zk
, . . . ,

zn

zk

)
其在每个坐标卡光滑，于是光滑。

(2) 由于每个 CPn 中的 [z] = [z/∥z∥]，可知其为满射。而不妨假设 zn+1 > 0，考虑坐标卡 U1 上有

φn+1π̃(z
1, . . . , zn+1) =

(
z1

zn+1
, . . . ,

zn

zn+1

)
而球面上 zn+1 > 0 亦为坐标卡，对应映射

ψn+1(z
1, . . . , zn+1) = (z1, . . . , zn)

于是记 c =
√
1− ∥z1∥2 − · · · − ∥zn∥2 即有

φn+1π̃ψ
−1
n+1 =

(
z1

c
, . . . ,

zn

c

)
将 x1, y1, . . . , xn, yn 记作 t = (t1, . . . , t2n)，则求导即得 Jacobi 阵为

∂ti/c

∂tj
=
δij
c

+
titj
c3

计算行列式为

c−2n det(I + ttT /c2) = c−2n(1 + tT t/c2) = c−2n(1 + (1− c2)/c2) = c−2n+2 > 0

对其他坐标卡同理，由此可知 π̃ 局部为同胚，于是其为浸没。

由定义可知

π̃−1([z]) = {z0 ∈ S2n+1 | ∃w ̸= 0, z0 = wz}

由于要求了 ∥z∥ = 1，根据模长一致即得 w 只能为 eiθ，得证。

2. 1.7

直接计算验证可知 σ2 为恒等映射，且 ∥σ(x)∥ = ∥x∥，由此其为 R3 与 S2 上的双射。

由于 σ 与 σ−1 = σ 在 R3 上光滑，其为 R3 间的光滑同胚，而 S2 到 R3 的自然嵌入为光滑映射，于是其

在 S2 上的限制为 S2 间的同胚。
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3. 1.13

将等价类 [(z1, z2)] 记作 [z1, z2]。

考虑球极投影：

f : R2 → S2, f(x, y) =
1

x2 + y2 + 1
(2x, 2y, x2 + y2 − 1)

由此定义映射

φ : CP 1 → S2, φ([x+ iy, 1]) = f(x, y), φ([1, 0]) = (0, 0, 1)

根据定义可知 CP 1 中的元素一定能被 [x + iy, 1] 或 [1, 0] 唯一表示，又由球极投影的性质即知其为双

射，而由于 [z1, z2] 当 z2 ̸= 0 时，写成 [x + iy, 1] 后自然投影到 (x, y)，仍根据球极投影性质可知其在

CP 1\{[1, 0]} → S2\{(0, 0, 1)} 上为微分同胚。

在 [1, 0] 处，考虑 CP 1 上的坐标卡 z1 ̸= 0，计算可知其上的映射为

φ([1, x+ iy]) = 1

x2 + y2 + 1
(2x,−2y, 1− x2 − y2)

与球极投影完全相同可验证微分同胚，由此将两局部拼合可得整体微分同胚，得证。

4. 1.15

若 A = A′，则由于光滑函数定义只依赖 M 与 A，可知光滑函数集合相同。

反之，若 A ̸= A′，可不妨设存在 (Uα, φα) ∈ A 但 /∈ A′。若 φα 的每个分量在每点附近都是 A′ 中 Uα 上

的光滑函数，根据定义知其 ∈ A′，矛盾，否则根据定理 3.3 即找到了 A 中光滑但 A′ 中不光滑的函数。

5. 1.23

由于只需证明开集 A 的内点 x 满足 f(x) 是 f(A) 的内点，考虑包含 x 的某坐标卡 U 内，只需证明 f(x)

是 f(A ∩ U) 的内点，再在 N 中选取坐标卡，利用定义可知可不妨设 M = Rm, N = Rn，利用局部淹

没定义得 m ≥ n。

进一步利用欧氏空间的秩定理，即可知存在 x 的邻域 U 与 f(x) 的邻域 V 使得其上可找到局部坐标使得

f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm)，由此利用投影映射为开与局部坐标系的同胚可知构成开映射。

6. 1.24

利用映射连续可知紧集的像为紧集，从而 f(M) 是有界闭集，记 y 为 f(M) 中模长最大的点 (利用紧性可
知存在)，则其在 f(M) 边界上。考虑其某原像 x，若 f(x) 秩为 m，则由反函数定理必然有 x 某邻域到 y

某邻域为同胚，但 y 某邻域不全在 f(M) 中，矛盾。

7. 1.28

* 条件应为 q ∈ f(M) 而非 q ∈ N。

记 f 的秩为 r。考虑 F−1(q) 中任何一点 p，利用秩定理可知存在 p 在 M 中局部坐标系 (U,φ;xi) 与 q 在

N 中局部坐标系 (V, ψ; yα)，使得

f(U) ⊂ V, x(p) = 0, y(q) = 0, ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)

于是

F−1(q) ∩ U = φ−1({(0, . . . , 0, xr+1, . . . , xm)})

利用同胚即可知 F−1(q) 任何一点局部与 Rm−r 微分同胚。利用 M 为 Hausdorff 空间，由子拓扑定义可
知其子空间是 Hausdorff 的，于是 F−1(q) 是 m− r 维拓扑流形。

将上述的 F−1(q) ∩ U 记为 Up，对应的 φ 记为 φp，限制在 F−1(q) ∩ U → Rm−r 上称 φ0p，利用欧氏空

间投影映射的光滑性与光滑映射的限制仍光滑，可从交集上 φp ◦φ−1
p′ 光滑得到 φ0p ◦φ−1

0p′ 光滑，从而得证

其为 m− r 维光滑流形，原结论成立。
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8. 1.44

(1) 由乘法运算光滑性可知 La 光滑，而 L−1
a = La−1，由此其与其逆均光滑，得证，对 Rb 同理；利用乘

法结合律可知 La 与 Rb 可交换。

(2) 由 X 为李代数只需验证封闭性。由 (La)∗ 线性性可知对线性运算封闭，由此只需验证

(La)∗[X,Y ] = [X,Y ]

利用左不变性可知

(La)∗Xp = Xa·p, (La)∗Yp = Ya·p

于是 (最右侧 f ◦ La 表示其从 p 附近延拓到 M 上成为的光滑函数)

((La)∗(X ◦ Y )p)(f) = (X ◦ Y )p(f ◦ La) = X(Y (f ◦ La))(p)

由 X 左不变进一步化简为

X((Y (f ◦ La) ◦ La−1) ◦ La)(p) = X(Y (f ◦ La) ◦ La−1)(a · p)

而由于 Y 左不变，有

Y (f ◦ La) ◦ La−1(q) = Y (f ◦ La)(a
−1q) = Y (f)(q)

于是上式化为

X(Y (f))(a · p) = (X ◦ Y )a·p(f)

对 Y ◦X 同理，从而得证相等。

* 做完这题才看到习题 1.41 定义了光滑同胚诱导光滑切向量场之间的映射，上述过程本质是证明了诱
导方式即为逐点对应。

(3) 注意到上述定义导致了 Xa = (La)∗Xe，事实上 X 被 Xe 完全确定，另一方面，任给 Xe，则由于 La

光滑性可知构造出的 X 成为光滑切向量场。

于是，构造上述映射 φ : X(G) → TeG，φ(X) = Xe，由上方推理可知为双射，定义

[Xe, Ye] = [φ(Xe), φ(Ye)]e

即可验证两李代数同构，从而维数也相同。

(4) 由于矩阵乘法与求逆可写为初等函数复合，且 det 非零保证了不会涉及分母 0 的情况，可以验证其在
GL(n,R) 中均为光滑函数，由此在各子流形中光滑，验证各子群封闭性知均为李群。为寻找李代数，
只需考虑单位元处的切空间 (下方的讨论将切向量考虑为 Rn 中的向量)。
对 GL(n,R)，单位元 I 处任何微小扰动对应的行列式改变是微小的，仍可逆，于是切空间 n2 维，对

应单位元处任何矩阵。

对 SL(n,R)，考虑 det(I + εA)，可发现其为 1+ εtrA+ o(ε)，由此切空间应为一切 trA = O 的 A，维

数为 n2 − n。

对 O(n)，由于

(I + εA)(I + εAT ) = I + ε(A+AT ) + o(ε)

切空间应为一切 A+AT = O 的 A，维数为 n(n−1)
2 。

对 SO(n)，由于 A+AT = O 保证了 trA = O，单位元处切空间与维数与 O(n) 相同。

9. 1.45
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(1) 这里 d/dt 代表 t 点切向量场的基，根据定义可知

(σX)∗

(
d
dt

)
(f) =

d
dt (f ◦ σX)

而这等于 XσX(t)(f) = Xe(f ◦ LσX(t))。

考虑某坐标卡中，这事实上可以转化为一个常微分方程，而由于 Xe(f ◦ LσX(t)) 的光滑性，根据常微

分方程知识可得存在唯一解，不同坐标卡里的唯一解可拼合成整体唯一解。下验证其为群同态。

利用左不变性，若 σX(s) = y，则 t→ Ly−1 ◦ σX(t) 亦为通过 e 的积分曲线。这是由于

d
dt (f ◦ Ly−1 ◦ σX) = Xe((f ◦ Ly−1) ◦ LσX(t)) = Xy−1·σX(t)(f)

利用唯一性可知

y−1 · σX(t) = σX(t− s)

即得证群同态。

(2) 与上问相同得
d
dt (f ◦ Lg ◦ σX) = Xg·σX(t)(f)

由此即得证 Lg ◦ σX(t) 是过 g 的积分曲线。

(3) 直接证明下一问，即能计算验证其为同态。

(4) 也即要证
[X,Y ] = lim

t→0

1

t

(
(at)∗Y − Y

)
由于 Y 是左不变的，由定义与 L、R 可交换可知

(at)∗(Y ) = (RσX(−t))∗(Y )

而由 (2) 可知

(RσX(−t))∗(Y )(f)(g) = Y (f ◦RσX(−t)) ◦RσX(t)(g) = Y (f ◦RσX(−t))(φg(t))

于是 t→ 0 时

lim
t→0

1

t

(
(at)∗Y − Y

)
(f)(g) = lim

t→0

1

t

(
Y (f ◦RσX(−t))φg(t)− Y (f)(g)

)

= lim
t→0

1

t

(
Y (f ◦RσX(−t) − f)(φg(t)) + Y (f)(φg(t))− Y (f)(g)

)
根据 φg 的定义可知

lim
t→0

Y (f)(φg(t))− Y (f)(g)

t
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Y (f) ◦ φg) = Xg(Y f) = XY (f)(g)

而另一方面

lim
t→0

1

t
Y (f ◦RσX(−t) − f)(φg(t)) = lim

t→0

1

t
Y (f ◦RσX(−t) − f)(g) = lim

t→0
−Yg

(
f ◦RσX(t) − f

t

)
而对任何 q ∈M，有

lim
t→0

f(q · σX(t))− f(q)

t
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ Lq ◦ σX(t) = Xq(f) = X(f)(q)

于是括号内极限为 X(f)，最终得到极限为 −Yg(X(f)) = −Y X(f)(g)，由此计算结果为 [X,Y ](f)(g)，

得证。
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10. 1.62

直接计算可知

dω =

(
1

r3
− 3

x2

r5
+

1

r3
− 3

y2

r5
+

1

r3
− 3

z2

r5

)
dx ∧ dy ∧ dz = 0

从而 ω 在 S2(r0) 上积分的值与 r0 无关，由此可取 r0 = 1，并考虑

x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ

的球坐标换元，计算得

ω = sin θdϕ ∧ dθ

直接积分得结果。

11. 2.6

(1) 假设有另一种保定向的局部坐标 yi，并设 dxi =
∑

j cijdyj，记 cij 构成矩阵为 C，所有 dxj 外积去
掉 dxi 的微分形式记为 ωi

x，同理记 ωi
y 与 Y i。

设
∂

∂xi
=

∑
j

dij
∂

∂yj

记 dij 构成矩阵为 D，利用定义可知〈∑
k

dik
∂

∂yk
,
∑
k

cjkdyk
〉

= δij =

〈
∂

∂yi
, dyj

〉
由此可知 ∑

k

dikcjk = δij

于是

D = C−T

另一方面利用双线性性有

gij =
∑
k,l

dikdjlg

(
∂

∂yk
,
∂

∂yl

)
记对应坐标 yi 的 gij 为 hij，其行列式为 H，则有

(gij) = D(hij)D
T

于是 G = (detD)2H，可知
√
H =

√
G detC。

由于要证的命题即 ∑
i

(−1)i+1
√
HY iωi

y =
∑
i

(−1)i+1
√
GXiωi

x

利用上述计算化为 ∑
i

(−1)i+1Y iωi
y =

∑
i

(−1)i+1Xiωi
x(detC)−1

只需对比每个 ωi
y 前的系数 ti。考虑 ωj

x 分解出 ωi
y 的系数，可发现

ti =
∑
j

(−1)j+1Xj
∑

{k1,...,km−1}

(−1)τ(k1,...,km−1)c1k1 . . . cj−1,kj−1cj+1,kj . . . cmkm−1

这里求和表示对 {k1, . . . , km−1} = {1, . . . ,m}\{i} 的所有可能求和。

注意到

Xj =
∑
k

cjkY
k
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于是 ti 在 Y k 前的系数为∑
j

(−1)j+1cjk
∑

{k1,...,km−1}

(−1)τ(k1,...,km−1)c1k1
. . . cj−1,kj−1

cj+1,kj
. . . cmkm−1

进一步地，右侧的求和实质上是 C 的余子式 Mji，用代数余子式写出即得 ti 在 Y k 前的系数为

(−1)i+1
∑
j

cjkAji

当 k = i 时，这即为 detC 按第 i 列展开的结果；而 k ̸= i 时，它可以看作一个有两列相同的行列式

按第 i 列展开的结果，必然为 0，由此即得

ti = (−1)i+1Y i detC

从而得证。

(2) 由于体积元亦为整体定义的，只需在局部坐标 (U ;x) 上考虑即可，即要证

i(X)
√
G(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) =

∑
i

(−1)i+1
√
GXiωi

x

同除以常数
√
G 即

i(X)(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) =
∑
i

(−1)i+1dxi(X)ωi
x

利用习题 1.54，可知

i(X)(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) = i(X)dx1 ∧ ω1
x − dx1 ∧ (i(X)ω1

x)

注意到 i(X)dx1 = dx1(X)，第一项即为 X1ω1
x，重复此过程，每次分出 dxr 即得结论。

12. 2.14

(1) 考虑 p = (a, b) 点情况，计算得 p−1 = (−ab−1, b−1)，而由左不变性定义有 (v1, v2 为 p 点切向量)

gp(v1, v2) = ((Lp−1)∗ge)(v1, v2) = ge((Lp−1)∗v1, (Lp−1)∗v2)

记 px = ∂
∂x，则有

(Lp−1)∗px(f) = px(f ◦ Lp−1) = px

(
f

(
x

b
− a

b
,
y

b

))
=

1

b
ex(f(x, y))

(Lp−1)∗py(f) = py(f ◦ Lp−1) = py

(
f

(
x

b
− a

b
,
y

b

))
=

1

b
ey(f(x, y))

于是由线性性即得

g
(p)
ij =

1

b2
g
(e)
ij

即得证。

(2) 利用 ad− bc = 1 计算可知此映射 ϕ 为

(x, y) → 1

(cx+ d)2 + c2y2
((ax+ b)(cx+ d) + acy2, y)

由此其为上半平面到上半平面的映射，记为 ϕ(x, y) = (ϕ1(x, y), ϕ2(x, y))。

沿用上一问的记号，设 p = (s, t)，则

ϕ∗px(f) = px(f(ϕ1(x, y), ϕ2(x, y))) = ϕ1,xϕ(p)x(f) + ϕ2,xϕ(p)y(f)

同理 ϕ∗py(f) = ϕ1,yϕ(p)x(f) + ϕ2,yϕ(p)y(f)。
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利用上问可知

gp(α1px + β1py, α2px + β2py) =
1

t2
(α1α2 + β1β2)

而代入可知 gϕ(p)(ϕ∗(α1px + β1py), ϕ∗(α2px + β2py)) 为

1

ϕ22

(
(α1ϕ1,x + β1ϕ1,y)(α2ϕ1,x + β2ϕ1,y) + (α1ϕ2,x + β1ϕ2,y)(α2ϕ2,x + β2ϕ2,y)

)
也即最终要证

ϕ21,x + ϕ22,x
ϕ22

=
ϕ21,y + ϕ22,y

ϕ22
=

1

t2

ϕ1,xϕ1,y + ϕ2,xϕ2,y = 0

利用 Cauchy-Riemman方程可知上方的第一个等号与下方的等号成立，上方的第二个等号计算验证即
可。

2 第二次作业

1. 2.18

(1) 直接利用 2.3 节定理 3.4 后两条性质展开前三项可计算验证

2 ⟨DXY, Z⟩ = X ⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z ⟨X,Y ⟩+ ⟨[X,Y ], Z⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩

代入 Y = X 可知

2 ⟨DXX,Z⟩ = 2X ⟨X,Z⟩ − Z ⟨X,X⟩+ 2 ⟨[Z,X], X⟩

由于 X 与 g 是左不变的，可发现

⟨X,X⟩
∣∣
ap

= L∗
ag(X,X) = ⟨(La)∗X, (La)∗X⟩

∣∣
p
= ⟨X,X⟩

∣∣
p

从而 ⟨X,X⟩ 为常数，可得到 Z ⟨X,X⟩ = 0，化为

⟨DXX,Z⟩ = X ⟨X,Z⟩+ ⟨[Z,X], X⟩

只需说明对任何左不变向量场 Z 有 ⟨DXX,Z⟩ = 0，即可通过 Z 可在任何点取到任何切向量 (某点的
Z 唯一确定整体的 Z) 得到 DXX = 0。

当 Z 亦为左不变时，有 ⟨X,Z⟩ 为常数，因此 X ⟨X,Z⟩ = 0，最终需要证明

⟨[Z,X], X⟩ = 0

而利用习题 1.45，设 at 是 σZ(t) 确定的内自同构，有 (注意 t = 0 时 at 为恒等)

⟨[Z,X], X⟩ = 1

2

(
⟨ad(Z)X,X⟩+ ⟨X, ad(Z)X⟩

)
=

1

2

d
dt

∣∣∣∣
t=0

a∗t ⟨X,X⟩

由于 g 双不变，有 a∗t ⟨X,X⟩ = ⟨X,X⟩，从而导数恒 0，得证。

(2) 由 (1) 可知 DYX +DXY = DX+Y (X + Y ) = 0，而 DXY −DYX = [X,Y ]，从而得证。

2. 2.20

(1) 直接利用定义可知 g̃ij = λ2gij，由此 g̃ij = λ−2gij，从而直接展开可得

Γ̃k
ij =

1

2
λ−2gkl

(
λ2
∂gil
∂xj

+ 2λgil
∂λ

∂xj
+
∂glj
∂xi

+ 2λglj
∂λ

∂xi
− ∂gij
∂xl

− 2λgij
∂λ

∂xl

)
化简可得

Γ̃k
ij = Γk

ij + gklgil
∂ lnλ
∂xj

+ gklglj
ln ∂λ
∂xi

− gklgij
∂ lnλ
∂xl

利用逆矩阵定义即得

Γ̃k
ij = Γk

ij + δki
∂ lnλ
∂xj

+ δkj
∂ lnλ
∂xi

− gklgij
∂ lnλ
∂xl
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(2) 下方用不带下标的算子表示 g 中的。

∇g̃f = fiλ
−2gij

∂

∂xj
= λ−2∇f

divg̃(λ−2∇f) = ∂(λ−2∇f)i

∂xi
+ (λ−2∇f)kΓ̃i

ki

展开得

λ−2 ∂(∇f)i

∂xi
− 2λ−2 ∂ lnλ

∂xi
(∇f)i + λ−2(∇f)k

(
Γi
ki + δik

∂ lnλ
∂xi

+
∂ lnλ
∂xk

− gilgki
∂ lnλ
∂xl

)
于是进一步计算可得 (m 出现是由于对 i 求和)

λ2∆g̃(f)−∆g(f) = −2
∂ lnλ
∂xi

(∇f)i + δik
∂ lnλ
∂xi

(∇f)k +m
∂ lnλ
∂xk

(∇f)k − gilgki
∂ lnλ
∂xl

(∇f)k

利用 g 对称性可知最后一项即为

−gki(∇ lnλ)i(∇f)k = −g(∇ lnλ,∇f)

而前三项即可以合并为

(m− 1)
∂ lnλ
∂xk

(∇f)k = (m− 1)δki
∂ lnλ
∂xi

(∇f)k = (m− 1)gligkl
∂ lnλ
∂xi

(∇f)k = (m− 1)g(∇ lnλ,∇f)

从而得证。

3. 2.21

我们以内积记号表示 g(X,Y )，梯度算子代表 g 的则只需验证

2⟨D̃X(Y ), Z⟩ − 2 ⟨DX(Y ), Z⟩ = 2 ⟨S(X,Y ), Z⟩

上式左侧即为

e−2ρ2g̃(D̃X(Y ), Z) = e−2ρ
(
Xg̃(Y, Z) + Y g̃(Z,X)− Zg̃(X,Y )

)
+ ⟨[X,Y ], Z⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩

利用导算子性质可知

Xg̃(Y, Z) = e2ρX ⟨Y, Z⟩+ ⟨Y, Z⟩X(e2ρ) = e2ρX ⟨Y, Z⟩+ 2 ⟨Y, Z⟩ e2ρX(ρ)

于是

2⟨D̃X(Y ), Z⟩ − 2 ⟨DX(Y ), Z⟩ = 2 ⟨Y, Z⟩X(ρ) + 2 ⟨Z,X⟩Y (ρ)− 2 ⟨X,Y ⟩Z(ρ)

化为要证

⟨Y, Z⟩X(ρ) + ⟨Z,X⟩Y (ρ)− ⟨X,Y ⟩Z(ρ) = ⟨X(ρ)Y + Y (ρ)X − ⟨X,Y ⟩∇ρ, Z⟩

利用线性性消去也即只需证明

⟨∇ρ, Z⟩ = Z(ρ)

而这就是梯度算子的定义。

下面以此重新证明习题 2.20(2)，考虑某局部坐标系中。

设 H 与 H̃ 为对应的 Hessian 阵，可发现

∆g̃(f) = g̃ijH̃(f)ij = λ−2gijH̃(f)ij

而

H̃(f)(X,Y ) = Y (X(f))− (df)D̃Y (X) = Y (X(f))− (df)DY (X)− (df)S(X,Y )
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于是

λ2∆g̃(f)−∆g(f) = −gij(df)S
(

∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
直接计算可知

(df)S
(

∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= fjρi + fiρj − gijρkg

klfl

从而 (最后一项利用对称阵与逆定义可知为 m 倍，前两项各一倍)

−gij(df)S
(

∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= (m− 2)ρkg

klfl

而

⟨∇ρ,∇f⟩ = gijρ
if j = gijρig

ikfjg
jl = ρig

ijfj

从而得证。

4. 2.23

(1) 与习题 1.45(4) 完全相同可证明 (注意 (at)∗Y = (φ−t)∗Y )

lim
t→0

1

t
((φt)∗Y − Y ) = [Y,X]

由条件即得 Killing 向量场等价于对任何 Y, Z 有

⟨(φt)∗Y, (φt)∗Z⟩
∣∣
φt(p)

= ⟨Y, Z⟩
∣∣
p

记 pt = φt(p)，拆分可知左侧导数为

lim
t→0

1

t

(
⟨(φt)∗Yp − Ypt , (φt)∗Zp⟩+ ⟨Y pt, (φt)∗Zp − Zpt⟩+ ⟨Ypt , Zpt⟩ − ⟨Yp, Zp⟩

)
前两项即为 ⟨[Y,X], Z⟩+ ⟨Y, [Z,X]⟩，而第三项根据定义可知为 X ⟨Y, Z⟩。

另一方面，利用习题 2.18 展开可知

⟨DYX,Z⟩+ ⟨DZX,Y ⟩ = X ⟨Y, Z⟩ − ⟨[X,Y ], Z⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩

于是导数为 0 处处成立等价于 ⟨DYX,Z⟩+ ⟨DZX,Y ⟩ = 0 处处成立，再类似习题 1.45(1) 可知积分曲
线唯一，从而得证。

(2) 利用习题 1.41 可知 [f∗X, f∗Y ] = f∗[X,Y ]，而由等距定义有 ⟨f∗X, f∗Y ⟩ = ⟨X,Y ⟩，从而直接根据习
题 2.17 可知

Df∗X(f∗Y ) = f∗DXY

由此再利用 f∗ 是同构即可得 Killing 方程形式不变，从而得 f∗X 为 Killing 向量场与 X 为 Killing 向
量场等价。

(3) 也即需要
∂

∂xm
gij = 0

可发现只需使参数曲线 xm 为 φt(p) 即可，而这即代表局部坐标系中 xm 对应的参数曲线与其他参数

曲线垂直，由于 X(p) ̸= 0 可取到，从而得证。

(4) 由于 Rn 上的等距同构只能为 y = Ax+ b，其中 A 为正交阵，设 φt(p) = Atp+ bt，代入方程可知

∂(Atp+ bt)

∂t
= X

∣∣
Atp+bt

, ∀t, p

A0 = I, b0 = 0

将 At, bt 对 t 的偏导记作 A′
t 与 b′t，并用 X(p) 表示 X 在 p 的值，则

X(Atp+ bt) = A′
tp+ b′t
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由于 At 可逆，即可知 X(p0) = A′
t(A

−1
t (p0 − bt)) + b′t 从而其必然为线性映射，下假设

X(p) = Bp+ c

则有
∂φt(p)

∂t
= Bφt(p) + c

再利用 φ0(p) = p 可直接解出其可写为 (f(t) 的形式与 B 的特征值相关)

φt(p) = eBtp+ f(t)

再利用线性代数知识即可知 eBt 为正交阵恒成立当且仅当 B 为反对称阵，从而得证。

5. 2.29

(1) 计算可知

X1X2(f) = −x2(−x3f1 − x4f2 + x1f3 + x2f4)1 + x1(−x3f1 − x4f2 + x1f3 + x2f4)2

+ x4(−x3f1 − x4f2 + x1f3 + x2f4)3 − x3(−x3f1 − x4f2 + x1f3 + x2f4)4

由于二次微分项与 X2X1 中抵消，只需看其中的一次微分项，即为

−x2f3 + x1f4 − x4f1 + x3f2

而这即是 X3(f)，X2X1(f) 的一次微分项符号与此相反，从而结果为 2X3(f)。

对其他两式同理。

(2) 由于 S3 是 R4 的嵌入子流形可知光滑性，而验证可发现 X1、X2、X3 (看作四维向量)与 x内积 0，于
是均处处与 S3 相切。再次利用嵌入子流形的定义，计算规则仍然可以限制在 S3 上，从而等式成立。

(3) 只需确定所有
Γk
ji = ⟨Deiej , ek⟩

利用习题 2.17 可知右侧为 (任何 ei, ej 内积为常数，从而经过导算子后为 0)

1

2

(
⟨[ei, ej ], ek⟩+ ⟨[ek, ei], ej⟩ − ⟨[ej , ek], ei⟩

)
分类讨论即算得

Γ3
12 = Γ2

31 = Γ1
23 = −Γ3

21 = −Γ2
13 = −Γ1

32 =
1

2

其余为 0。

6. 2.32

设球面坐标为 ω1, . . . , ωn。

利用球面度量的定义可知 g = dr⊗ dr+ r2g1，这里 g1 为球面上的度量，g 为 Rn+1 中度量。假设 r 为第

0 个分量，其余分量为 1, . . . , n，则 (默认下方出现的 i, j, k 为 1 到 n)

gij = r2(g1)ij

g0j = gj0 g00 = 1

从而

gij = r−2gij1

g0j = gj0 = 0, g00 = 1

于是利用 Γk
ij = (Γ1)

k
ij 有

fi,j = (f1)i,j − Γ0
ij

∂f

∂r
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f0,0 =
∂2f

∂r2
− Γk

00

∂f

∂ωk
− Γ0

00

∂f

∂r

从而

∆f − r−2∆1f = −r−2gijΓ0
ij

∂f

∂r
+
∂2f

∂r2
− Γk

00

∂f

∂ωk
− Γ0

00

∂f

∂r

注意到，只要 i, j 有 0 时，gij 即为常数，由此后两项一定为 0，化为

∆f − r−2∆1f = −r−2gijΓ0
ij

∂f

∂r
+
∂2f

∂r2

最后计算

−gijΓ0
ij = −1

2
gijg0l

(
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

)
由于当 l = 0 时 g0l 才非零，而 gi0 = g0j = 0，再利用 (g1)ij 与 r 无关可知

−gijΓ0
ij =

1

2
gij

∂gij
∂r

=
1

2
gij1

∂r2(g1)ij
∂r

= rgij1 (g1)ij = rm

从而得证。

7. 2.34

考虑某局部坐标系中，有 dVm =
√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxn，再设 X = Xi ∂

∂xi，即得 i(X)dVm 为
√
G
∑
i

(−1)i−1Xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

于是利用局部坐标下散度表达式即得

d(i(X)dVm) =
∂
√
GXi

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxn = (divX)dVm

8. 2.35

(1) * 此处的比较好的算法利用了下一章知识。
由于坐标变换不改变结果，可设 {ei} 构成 p 点的法坐标系，也即满足 gij = δji (从而有 gij = δji )，且
Γk
ij = 0。

此时等式右侧即成为 (这里偏导代表对每个分量求偏导)

−gij(i(ej)Deiα)(X1, . . . , Xr) = −Deiα(ei, X1, . . . , Xr) = − ∂α

∂ei
(ei, X1, . . . , Xr)

设 ei 对偶为 ωi，并设

α =
1

(r + 1)!
αk1...kr+1

ωk1 ∧ · · · ∧ ωkr+1

考虑 k1 到 kr+1 中有 i 的情况，利用反称性可交换、合并，得到

−gij(i(ej)Deiα) = − 1

r!

∂αii1...ir

∂ei
ωi1 ∧ · · · ∧ ωir

对左侧，同理直接计算可知 (利用 gij = δji，α
i1...ir+1 = αi1...ir+1

)

∗α =
1

(r + 1)!(m− r − 1)!
δ1...mi1...imαi1...ir+1

ωir+2 ∧ · · · ∧ ωim

d(∗α) = 1

(r + 1)!(m− r − 1)!
δ1...mi1...im

∂αi1...ir+1

∂ej
ωj ∧ ωir+2 ∧ · · · ∧ ωim

当 k1, . . . , kr, j, ir+1, . . . , im构成 1到m的一个排列时，若 j固定，k1到 kr 固定，选择共有 r!(m−r−1)!

种，再将它们对应系数 j 求和即得到 (注意 δ 产生的逆序数成为了 −1 的次数)

∗d(∗α) = (m− r)!

r!(m− r)!

r!(m− r − 1)!

(r + 1)!(m− r − 1)!
(r + 1)(−1)r(m−r−1) ∂αjk1...kr

∂ej
ωk1 ∧ · · · ∧ ωkr

利用 δ 的定义，对比系数与 −1 的次数可得结论。
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(2) 在上方过程中已经出现了法坐标系下对偶标架中的表示

− 1

r!

∂αii1...ir

∂ei
ωi1 ∧ · · · ∧ ωir

(3) 同样在法坐标系下直接计算可得

divX =
∂Xi

∂ei

而另一方面根据上一问即知

−δ(αX) =
∂αi

∂ei
=
∂g(X, ei)

∂ei
=
∂Xi

∂ei

从而得证。

9. 2.39

(1) 利用 d 与 δ 的对偶性有

(∆̃ω, µ) = (dω, dµ) + (δω, δµ)

从而取 µ = ω 可知左侧为 0 当且仅当右侧 dω = δω = 0，得证。

(2) 由于 ∆̃ω = d(δω) + δ(dω)，必然有

∆̃(Ar(M)) ⊂ d(Ar−1(M)) + δ(Ar+1(M))

而根据 Hodge 分解定理可知 d(Ar−1(M)) + δ(Ar+1(M)) = d(Ar−1(M))⊕ δ(Ar+1(M))，因此只需证

明右包含于左，设 ω = dα+ δβ，利用 Hodge 分解定理，设 α、β 的分解为

α = dα1 + δα2 + α3

β = dβ1 + δβ2 + β3

则利用 (1) 直接计算可发现
dα = dδα2

δβ = δdβ1

完全类似地，对 α2 再做分解可得到存在 α′ 使得

dα = dδdα′ = (dδ + δd)dα′

同理存在 β′ 使得

δβ = δdδβ′ = (δd+ dδ)δβ′

也即得到

ω = ∆̃(dα′ + δβ′)

从而得证。

10. 2.40

利用 Hodge 分解定理与习题 2.39，可知 Hr(M)⊕ d(Ar−1(M)) ⊂ Zr(M)，从而只需证明另一边包含成立，

也即

δ(Ar+1(M)) ∩ Zr(M) = {0}

设 ω = δα，则

(dω, µ) = (δα, δµ)

从而取 µ = α 可从左为 0 得到 ω = δα = 0，得证。
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1. 2.43

也即要证明 〈
P t
0(X0), P

t
0(Y0)

〉
γ(t)

= ⟨X0, Y0⟩γ(0)
这只需证明左侧对 t 求导为 0 即可。考虑包含 γ(0) 的某局部坐标系下，设 γ(t) 各分量为 xi(t)，有 (右侧
出现左侧未出现的指标代表求和)

dXk

dt = −Γk
ijX

i dxk
dt ,

dY k

dt = −Γk
ijY

i dxk
dt

于是内积的导数

gkl
dXk

dt Y l + glk
dY k

dt X
l +

dgij
dt X

iY j = −gklΓk
ijX

i dxk
dt Y

l − glkΓ
k
ijY

i dxk
dt X

l +
∂gij
∂xk

dxk
dt X

iY j

整理得到
d
dt ⟨X(t), Y (t)⟩ = −

(
gklΓ

k
ij + gikΓ

k
lj +

∂gil
∂xk

)
XiY l dxk

dt
教材 100 页的式 3.14 已经算出了括号中为 0，由此得证。

由于 γ 关于参数 t 是连续的，平行移动也是连续的，不可能翻转定向。

2. 2.44

(1) 由 2.3 节引入部分的计算即可知，设曲面法向量为 n⃗ 有

dX
dt = Dγ′(t)X +

〈
dX
dt , n⃗

〉
n⃗

从而 Dγ′(t)X 即为
dX
dt 的切向分量，由此得到了证明。

(2) 由对称性可直接设 γ(t) = (cos t, sin t, 0)，则 γ′(t) = (− sin t, cos t, 0)，γ′′(t) = (− cos t, sin t, 0) 处处为
法向，从而由 (1) 得证。
对 n 维情况，同样可设其为 (cos t, sin t, 0, . . . , 0)，完全相同得证。

3. 3.10

与 2.14(2) 相同可验证 (x, y) → (−x, y) 为其到自身的等距同构，从而利用命题 1.8，可知其不动点集合
{x = 0, y > 0} 为测地线。

进一步利用习题 2.14(2) 的结论，由于分式线性变换保圆/直线，通过确定三个点可以发现直线 x = 0 在

z → az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

中的像为直线 x = m 或圆 (x−m)2 + y2 = r2 (在上半平面中的部分)，而由于每点处任何方向都存在这些
中的一个与之相切，利用测地线唯一性可知它们即为全部测地线。

4. 3.11

由于圆柱面的任何一部分可以等距同构于平面的一部分，设 q = (sin θ, y, cos θ)，若 θ ̸= π，其在 [0, π) 即

从 [0, θ] 中任选一个角度切开展平 (也即挖去一条线后构造等距同构)，其在 (π, 2π) 即从 [θ, 2π) 中任选一

个角度切开展平，此时的连线为测地线，但并不如另一侧切开展平后的连线短，因此不为最短线 (当 θ = 0

时，连接展平后两侧的 p 与 q)。

否则，q = (0, y0,−1)，考虑螺线

γ(t) = (sin(3πt), ty0, cos(3πt))

可发现 γ(0) = p、γ(1) = q，且其比直接 π/2 处切开展平后连接要长，下面说明其为测地线。

考虑所有与 {γ(t) | t ∈ (0, 1)} 的欧氏距离不超过 εy0 的点构成的集合，只要 ε 充分小，此集合即可以展开

为平面的一部分，此时 γ(t) 恰好为直线，从而得证。
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1. 3.12

考虑点 p 的法坐标系 (U,φ;xi)，并取 ei(p) 使得其被 φ 推出后为 U 中的 ei(φ(p))。

由于可取 p 的邻域使得到任何点 q 都有从 p 出发的测地线落在其中，考虑 p 点如上定义的 ei(p) 沿测地

线平行移动到 q 得到 ei(q)，则由平行移动不改变内积得其构成邻域中的光滑正交标架场。再利用测地线

唯一性，其沿 p 点的任何测地线平行即可知符合要求。

2. 3.14

根据测地球的定义，其中的任何一点都存在与 p 的测地线连接，且测地线的长度 (等于指数映射中的切向
量模长) 小于 δ，由此 Bp(δ) ⊂ Vp(δ)。

反之，根据三角不等式，Vp(δ) 中任何一点到 p 的最短线一定完全落在 Vp(δ) 中，再由法坐标邻域的定义，

Vp(δ) 中的任何一点到 p 的测地线是它到 p 的最短线，由此其长度小于 δ，得证 Vp(δ) ⊂ Bp(δ)。

3. 3.21

(1) 考虑一列点 qi ∈ M 使得 d(p0, qi) < d(p0,M) + 1
i，由于 d(p0, qi) ≥ d(p0,M)，利用三角不等式可知

i > j 时

d(qi, qj) ≤ d(p0, qi)− d(p0, qj) <
1

i

由此利用柯西收敛定理可知 pi 存在极限，设为 p0，由闭可知 p0 ∈M，再由度量是连续函数得证。

(2) 考虑 q0 在 M 上的某 Bq0(δ) (下方指数映射也指 M 上)，并设 Φ : [0, 1]× (−δ, δ) → N 满足 Φ(t, u) =

γu(t)，这里 γu(t) 是连接 p0 与 expq0(uv) 的最短测地线，其中 |v| = 1 且 v ∈ Tq0(M) 给定。

根据弧长第一变分公式，由于 γ 为测地线，且端点 p0 固定，可知

0 = L′(0) =
1

l
⟨γ′(1), U(1)⟩

γ′(1) 即代表测地线在 q0 处的切向量，而 U(1) 为横截曲线族在 1 处 (即 expq0(uv) 在 u = 0 时) 的切
向量，即为 v，从而由 v 的任意性得证正交。

4. 3.23

若存在长度有限的发散曲线，考虑 γ(n)，利用距离定义可知

d(γ(n+m), γ(n)) ≤
∫ m+n

n

|γ′(t)|dt

从而根据长度有限可知其为柯西列。若其极限在 M 中，记为 γ(+∞)，则 {γ(t), t ∈ [0,+∞]} 为紧子集，
与其为发散曲线矛盾，从而可知不完备。

反之，若 M 不完备，考虑不存极限的柯西列，从中取出子列 xn 使得 d(xn, xn+1) <
1
2n (利用柯西列定义

容易实现)，并记 γ(n) = xn，γ(n) 到 γ(n+ 1) 是连接 xn 与 xn+1 且保证 xi 处连接光滑的曲线，长度不

超过 d(xn, xn+1) +
1
2n (可以在 xn 的某法坐标邻域中先构造，从任何方向出发可以光滑走到任意小的球面

上且保证与球相切，再光滑旋转到 xn 到 xn+1 最短线所在的方向走出球面，随后按最短线走)。由上述限
制可知 γ 的长度不超过 2，另一方面，若某紧子集包含全部 {xn}，由度量空间其列紧，应存极限点，与
xn 不存极限矛盾，从而得证。

5. 3.24

利用 Hopf-Rinow 定理，其完备非紧等价于完备且无界。对任何一点 p，考虑

γv(t) = expp(tv)

由完备性其对 t ∈ [0,+∞) 可定义，而由于完备流形上任何一点与 p 可用最短测地线连接，任何一点都在

某个 γv 上。
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根据指数映射的定义与测地线的坐标变换，可知

{γv(t), t ∈ [0,+∞)} = {γv/|v|(t), t ∈ [0,+∞)}

于是可不妨设 |v| = 1。

由指数映射定义可知其以弧长为参数。若任何 γv 都并非射线，则存在 s 使得 expp(tv), t ∈ [0, s] 不是连接

p 与 expp(sv) 的最短线。将所有 s 的下确界记为 sv，由距离连续性可知 sv 的下确界事实上是最小值。

通过分析估算可以发现 v → sv 是连续函数，由此其在 |v| = 1 上存在最大值 m，于是，对曲面上的任何

点，p 到其的最小距离不超过 m，否则将与其在某条测地线上达到矛盾，由此其有界，从而紧，这就导出

了矛盾。

6. 3.25

由习题 3.23，由于同胚保紧子集，M 与 M̃ 的发散曲线一致。

对 M̃ 的任何发散曲线 γ̃(t)，由同胚可知 γ(t) = f−1(γ̃(t)) 是 M 上的发散曲线。而根据完备，可知 γ(t)

长度有限，根据 f 的要求即得 f(γ(t)) 长度不超过 c 倍的 γ(t) 长度，从而得证。

7. 3.26

由 M 完备，任何两点 p, q 存在最短测地线 γ(t) 连接；根据局部等距定义可知其保测地线。

若 f 不为单射，设 f(p) = f(q)，则 f(γ(t)) 为 f(p) 到自身的测地线，且长度非零，与测地线唯一矛盾。

由其为局部光滑同胚，考虑拓扑基可知其为开映射，于是 f(M) 为开集，根据完备流形的不可延拓性即得

其不可能等距嵌入 N 使得 f(M) 开，矛盾，从而其只能为满射。

8. 4.4

(1) 根据映射微分的定义，也即对任何 Z ∈ TpM 有

Z ⟨X,X⟩ = 0

由此利用联络性质可知

⟨X,DZX⟩ = 0

这就是第一个式子。对第二个式子，利用 Kiliing 方程可知

⟨DXX,Z⟩ = −⟨DZX,X⟩ = 0

(2) 左侧为 ⟨DZX,DZX⟩，右侧为

1

2
ZZ ⟨X,X⟩ − ⟨DXDZX,Z⟩+ ⟨DZDXX,Z⟩+

〈
D[X,Z]X,X

〉
利用无挠性与 Killing 方程有〈

D[X,Z]X,Z
〉
= ⟨DDXZX,Z⟩ − ⟨DDZXX,Z⟩ = ⟨DZX,DZX⟩ − ⟨DZX,DXZ⟩

而展开可知
1

2
ZZ ⟨X,X⟩ = Z ⟨DZX,X⟩ = ⟨DZDZX,X⟩+ ⟨DZX,DZX⟩

合并以上也即要证

−⟨DXDZX,Z⟩+ ⟨DZDXX,Z⟩+ ⟨DZX,DZX⟩ − ⟨DZX,DXZ⟩+ ⟨DZDZX,X⟩ = 0

由于

⟨DXDZX,Z⟩+ ⟨DZX,DXZ⟩ = X ⟨DZX,Z⟩
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而 ⟨DZX,Z⟩ 根据 Killing 方程可知为 0，于是第一、四两项抵消，剩余

⟨DZDXX,Z⟩+ ⟨DZX,DZX⟩+ ⟨DZDZX,X⟩ = 0

利用第一问 ⟨DXX,DZZ⟩ = 0，于是第一项可看成 Z ⟨DXX,Z⟩ 将其重新合并得到要证

Z(⟨DXX,Z⟩+ ⟨DZX,X⟩) = 0

利用 Killing 方程得成立。

9. 4.6

由习题 1.41 有 φ∗([X,Y ]) = [φ∗(X), φ∗(Y )]，再通过第二章定理 4.8 可知 R(X,Y )Z 在等距下不变，进一

步由等距的定义得 R(X,Y, Z,W ) 不变。

10. 4.8

(1) 由习题 1.18(2) 可知

R(X,Y )Z =
1

4
[X, [Y, Z]]− 1

4
[Y, [X,Z]]− 1

2
[[X,Y ], Z]

再由 Jacobi 恒等式
[[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] + [[X,Y ], Z] = 0

适当交换即可消去只剩 − 1
4 [[X,Y ], Z]，再交换一次得到结果。

(2) 由正交单位向量场可知 ⟨X,Y ⟩ = 0、⟨X,X⟩ = ⟨X,Y ⟩ = 1，从而

K(X,Y ) = −R(X,Y,X, Y ) = −⟨R(X,Y )X,Y ⟩

利用 (1) 也即此为
1

4
⟨[[X,Y ], X], Y ⟩

也即只需证 ⟨[[X,Y ], X], Y ⟩ = ⟨[X,Y ], [X,Y ]⟩。利用 ⟨X,Y ⟩恒为 0，XY ⟨X,Y ⟩ = 0，再由习题 1.18(1)
有 DXX = DY Y = 0，从而将 XY ⟨X,Y ⟩ 展开得

0 = X ⟨DYX,Y ⟩+X ⟨X,DY Y ⟩ = X ⟨DYX,Y ⟩ = ⟨DXDYX,Y ⟩+ ⟨DYX,DXY ⟩

再次利用习题 1.18(2) 并适当交换即得到结论。

11. 4.10

* 本质：转圈平行移动的角差可以看作曲面片上高斯曲率的积分。

考虑曲面片 f : U →M，其中 U = (−ε, 1 + ε)× (−ε, 1 + ε)，且保证 f(0, s) = f(0, 0) 恒成立，记此点为

p。设 V0 ∈ TpM，取 f 上的向量场 V 满足 V (0, s) = V0，否则其为 V0 沿 t→ f(t, s) 的平行移动。

根据平行移动的定义有 D
∂tV = 0，而由于平行移动与路径无关，对任何 V (t, s)，由于 V (t, s) 是 f(t, 0) 到

f(0, 0) 到 f(0, s) (过恒等的平行移动为恒等) 到 f(t, s) 的平行移动，其与 V (t, 0) 沿 s→ f(t, s) 的平行移

动结果相同，于是还有 D
∂sV = 0。

利用习题 4.3，将 ∂
∂s 简记为 ∂s，计算可发现 f∗∂s = ∂sf，对 t 同理，由此有

0 = D∂sD∂tV −D∂sD∂tV = R(∂s, ∂t)V

由 V0 与 f 的任意性得结论。

12. 4.13
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(1) 记 φθ(z) = zeiθ，直接用分量计算可知 φθ(z) 是 Cn+1 到 Cn+1 的等距，由于 f(S2n+1) = S2n+1，根

据诱导度量定义可知 φθ 是 S2n+1 上的等距。

定义 CPn 上的黎曼度量满足任何点处

⟨f∗v, f∗w⟩ = ⟨v, w⟩

由于 φθ 是等距，同一等价类中不同点处有

⟨v, w⟩ = ⟨φθ∗v, φθ∗w⟩

由此即可验证得此定义良好，且此定义自然满足 f 是等距淹没。

(2) 考虑映射 z → iz，其可以看作 S2n+1 上的切向量场，记为 t，利用 X,Y 的单位性有

D̃X̄t = iX̄, D̃Ȳ t = iȲ

这里 D̃ 代表 S2n+1 上标准度量的联络。

利用等距淹没的定义，X̄、Ȳ 是 S2n+1 上的单位正交切向量场，从而直接计算可知其截面曲率为常数

1。
利用习题 4.12(2)，只需证明 〈

[X̄, Ȳ ]v, [X̄, Ȳ ]v
〉
= 4

〈
X̄, iȲ

〉 〈
X̄, iȲ

〉
将右侧 iȲ 写为 D̃Ȳ t 展开，利用单位正交性即得结论。

5 第五次作业

1. 4.15

(1) 由于 p与 π 正交，考虑 π 的单位正交基 e1, e2，则 p, e1, e2 单位正交，同理取出 e′1, e
′
2 ∈ π′，有 q, e′1, e

′
2。

将它们扩充成 Rm+1 的单位正交基并构造线性变换 x → Qx 使其对应，则 Q 为正交阵且 Qp = q、

Qe1 = e′1、Qe2 = e′2。

由于 Q 为 Rn+1 上的等距，其在诱导度量下也是等距，且利用诱导度量性质可验证 Q∗(e|p) = (Qe)|q，
从而得证。

(2) 利用习题 4.6，等距不改变曲率，于是其也不改变截面曲率，由此即得任何截面曲率相同。

2. 4.16

将 R 看作 (1, 3) 型张量场，即 R(α,X, Y, Z) = α(R(X,Y )Z)，则根据定义可知 DWR(α,X, Y, Z) 为

W (R(α,X, Y, Z))−R(DWα,X, Y, Z)−R(α,DWX,Y, Z)−R(α,X,DWY, Z)−R(α,X, Y,DWZ)

而另一方面有

R(DWα,X, Y, Z) = DWα(R(X,Y )Z) =W (α(R(X,Y )Z))− α(DW (R(X,Y )Z))

利用 R 看作张量场的定义即得 α(DW (R(X,Y )Z)) 为

α(DW (R(X,Y )Z))− α(R(DWX,Y )Z)− α(R(X,DWY )Z)− α(R(X,Y )DWZ)

利用线性性将此 (1, 3) 型张量场重新看作到切空间的映射，最终得到

DWR(X,Y, Z) = DW (R(X,Y )Z)−R(DWX,Y )Z −R(X,DWY )Z −R(X,Y )DWZ

于是黎曼局部对称空间等价于对任何 W,X, Y, Z 有

DW (R(X,Y )Z) = R(DWX,Y )Z +R(X,DWY )Z +R(X,Y )DWZ
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若 M 为局部黎曼对称空间，设 E1, E2 为 e1、e2 出发构造的沿 γ 平行的向量场，由平行移动的性质与上

述展开可知

Dγ′(t)(R(E1, E2)E1) = 0

从而其也沿曲线平行，利用平行移动保内积可知 ⟨R(E1, E2)E1, E2⟩ 保持不变。另一方面，由平行移动保
内积可知 E1, E2 在曲线上保持标准正交性，从而截面曲率恒定。

反之，同样通过 E1, E2 标准正交性保持，由条件可知对任何 γ(t) 有 (默认下方的计算针对的点为 γ(t))

0 =
d
dtR(E1, E2, E1, E2)

与上完全类似计算，利用平行性知 Dγ′(t)Ei = 0，从而

(Dγ′(t)R)(E1, E2, E1, E2) =
d
dtR(E1, E2, E1, E2) = 0

对任何沿 γ(t) 平行的向量场 X,Y，根据平行不改变内积知其可以分解为 x1E1 + x2E2、y
1E1 + y2E2，这

里 E1, E2 表示 γ(0) 处将 x, y 标准正交化后沿 γ(t) 平移得到的向量场，xi、yi 为常数。计算有

(Dγ′(t)R)(X,Y,X, Y ) =
d
dtR(X,Y,X, Y ) = xiyjxkyl

d
dtR(Ei, Ej , Ek, El)

当 i = j 或 k = l 时，利用反称性 R(Ei, Ej , Ek, El) = 0，于是求导为 0，进一步利用反称性将 Ei、El 交

换为 1 可知其能写为 R(E1, E2, E1, E2) 乘一些系数，从而导数为 0，这就得到

(Dγ′(t)R)(X,Y,X, Y ) = 0

考虑 p = γ(0) 处，由于 X|γ(0), Y |γ(0) 均可任取，得到 p 点处对任何 x, y ∈ TpM 有

(Dγ′(t)R)(x, y, x, y) = 0

另一方面，利用 Dγ′(t) 的线性性，由于 R 满足曲率型张量的定义，类似上方计算可验证 Dγ′(t)R 也满足

曲率型张量的定义，从而由引理 3.1 可知 Dγ′(t)R = 0，再由 γ′(0) 与 γ(0) 可任取得到 DR = 0。

最后，直接展开 DR = 0 可得

V (⟨R(X,Y )Z,W ⟩) = ⟨R(DVX,Y )Z +R(X,DV Y )Z +R(X,Y )DV Z,W ⟩+ ⟨R(X,Y )Z,DVW ⟩

再由联络与度量相容，将右侧第二项移至左侧可得

⟨DV (R(X,Y )Z),W ⟩ = ⟨R(DVX,Y )Z +R(X,DV Y )Z +R(X,Y )DV Z,W ⟩

由其对任何 W 成立即得证。

3. 4.17

考虑以 Ricci 主方向作为标准正交基的 ei，对应的对偶余切标架 ωi，记 κi = Ric(ei)，即有

Rijkl =
1

m− 1
(κsδisδlsδjk − κtδitδktδjl) =

κi
m− 1

(δilδjk − δikδjl)

利用对称性，考虑 i = l、j = k ̸= i 的情况，即可得到 κi = κk，于是 κi 为常值，记为 κ，而再由此时

δij = gij，利用推论 3.3 得证。

4. 4.18

由数量曲率与基底选取无关，对 x ∈ Sm−1，记 ei(s) 满足 e1(s) = s，e1(s), . . . , en(s) 单位正交、对 s 光

滑，且在 s 取遍球面时分别取遍球面 (可利用球坐标直接构建)，有

S(p) =

m∑
i=1

Ric(ei(s)) =
1

ωm−1

∫
Sm−1

m∑
i=1

Ric(ei(s))dVSm−1
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而由于每个 ei 分别取遍球面，它们的积分相同，从而得到这即为

m

ωm−1

∫
Sm−1

Ric(e1(s))dVSm−1 =
m

ωm−1

∫
Sm−1

Ric(s)dVSm−1

这即是结论的形式。

5. 5.1

若 J(t0) = 0 且有一列 ti → t0 使得 J(ti) = 0，设 Pt 表示沿 γ(t) 的平移，则利用第二章定理 7.2 与导数
存在性可知

J ′(t0) = lim
n→∞

(P t0
tn )

−1J(tn)− J(t0)

tn − t0
= 0

从而再由唯一性可知 J(t) 恒为 0，矛盾。

6. 5.4

利用例 1.1 的过程，此 Jacobi 场一定可以写为

J(t) = sinh(
√
−ct)A(t) + cosh(

√
−ct)B(t)

其中 A(t)、B(t) 延 γ 平行。

由于 J(0) = 0，代入可得 B(0) = 0，再由平行移动不改变模长即得 B(t) = 0，从而有 (从 A(t) 中提出某

非零常数，不影响平行性)

J(t) = sinh(
√
−ct)A(t) = sinh(

√
−ct)

sinh(
√
−cl)

C(t)

由条件可知 C(l) = v，且 C 沿 γ(t) 平行，利用 1.13 式与切映射线性性有

v = J(l) = (expγ(0))∗lγ′(0)(lJ
′(0))

从而直接计算可得 C(0) 与 u0 相差倍数，而根据平行移动不改变模长，考虑 l 处可知 |C(0)| = 1，从而

C(0) = w(0)，再由平行移动唯一性得证。

7. 5.9

由局部等距定义 f∗处处可逆，取 v = f−1
∗p (β′(a))，考虑 γ(0) = p、γ′(0) = v的 γ，利用完备性由 Hopf-Rinow

定理知其可无限延伸，下面说明其符合要求。

利用测地线在局部等距下仍为测地线，f ◦γ 必然是测地线，且由定义方式可知 f ◦γ(0) = β(a)、(f ◦γ)′(0) =
β′(a)，利用测地线唯一性得其与 β 局部相等，再由无限延伸性即可得 γ 在 0 到 b − a 的部分就是 β (由
唯一性可直接得到参数对应相同)。

8. 5.10

由于 TpM 和欧氏空间光滑同胚，只需证明 M 与 TpM 光滑同胚即可。考虑 p 处的指数映射，由 Hopf-
Rinow 定理其在 TpM 处处有定义，且由非退化性，利用引理 3.1 证明过程可知其为局部微分同胚，从而
与定理 3.3 完全相同得证。

9. 5.11

(1) 由对称性，沿过 z 轴的任何平面对称是等距同构，由此根据第三章命题 1.8 可知 z = x2 绕 z 轴任意

旋转后仍为测地线，再由于它们在 p的切向量可为任何方向，根据唯一性它们就是过 p的全部测地线，

由于它们彼此不交即知 expp∗ 在任何 v 处非退化，从而 p 为极点。

(2) 设 r(u, v) = (u, v, u2 + v2)，直接计算有

ru = (1, 0, 2u), rv = (0, 1, 2v), n =
1√

4u2 + 4v2 + 1
(−2u,−2v, 1)

由此进一步得到高斯曲率

K =
4

(1 + 4u2 + 4v2)2
> 0
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10. 5.12

若 M̃ 完备，由覆叠度量定义可知 |π∗p(v)| = |v|，从而利用引理 3.2 即得 M 完备。

若 M 完备，利用 Hopf-Rinow 定理，证明 M̃ 完备只需证其测地线可任意延伸。考虑某测地线 γ̃(t)，使得

γ̃(0) = p̃。记 π(p̃) = p。由 π 为局部等距，γ = π ◦ γ̃ 是 M 上的测地线，且可任意延伸。利用习题 5.9，γ
延伸后 (记为 β) 仍然可提升到 M 上，保证以 p̃ 为始点，记提升后为 β̃。由唯一性，β̃ 包含 γ̃，且利用局

部等距性其长度与 β 相同，由此即说明 γ̃ 可任意延伸，得证。

6 第六次作业

1. 5.17

考虑等距变换 f，对任何 p ∈ Sn(r)，设 p/r 与切空间的 e1, . . . , en 构成 p 处 Rn+1 的单位正交基，则由

等距性 (与切空间定义) 可知 f(p)/r、f∗(e1), . . . , f∗(en) 构成 f(p) 处 Rn+1 的单位正交基。构造正交变换

Q 使得

Q(p) = f(p), Q(e1) = f∗(e1), . . . , Q(en) = f∗(en)

可验证 Q 在 Sn 上的限制 Q̃ 即满足 Q̃(p) = f(p) 且 Q̃∗p = f∗p，且其为 Sn 上的等距，从而由本章引理

5.1 可得结论。

2. 6.1

(1) 先证明光滑曲线情况，与 3.3 节相同记号，此时由于

E(u) =
1

2

∫ b

0

⟨T̃ , T̃ ⟩dt

有

E′(u) =
1

2

∫ b

0

∂

∂u
⟨T̃ , T̃ ⟩dt =

∫ b

0

⟨D∂/∂uT̃ , T̃ ⟩dt

剩余过程与 3.3 节完全相同。由于此时不再有分母项，无需假设 γ(t) 的参数与弧长参数正比即可得到

(由拉回丛上诱导联络定义，D∂/∂tγ
′ = Dγ′γ′)

E′(0) = ⟨U, γ′⟩ |b0 −
∫ b

a

⟨U,Dγ′γ′⟩ dt

同理再推广到分段光滑曲线即得结果。

(2) 若其为测地线，则其光滑且 Dγ′γ′ = 0，从而得证。

若 E′(0) = 0 对满足 U(0) = U(b) = 0 的 U 恒成立，类似定理 3.5 构造 U(t)，可得只能 Dγ′γ′ = 0 在

每个分段恒成立且 γ 光滑，从而其为测地线。

(3) 直接计算有

E′′(u) =

∫ b

0

∂

∂u
⟨D∂/∂uT̃ , T̃ ⟩dt =

∫ b

0

(
⟨D∂/∂uD∂/∂uT̃ , T̃ ⟩+ ⟨D∂/∂uT̃ , D∂/∂uT̃ ⟩

)
dt

利用 D∂/∂uT̃ = D∂/∂tŨ 可将上式化为∫ b

0

(
⟨D∂/∂uD∂/∂tŨ , T̃ ⟩+ ⟨D∂/∂tŨ ,D∂/∂tŨ⟩

)
dt

与 6.1 节推导 1.3 式完全类似，再利用

⟨U ′, U ′⟩ = ∂

∂t
⟨U,U ′⟩ − ⟨U,U ′′⟩

即可得到结论。
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(4) 由定义代入 Iγ(U,U) 可发现此即为类似式 1.3 的分部积分前的形式，从而在上问过程中已经得到。

3. 6.4

与定理 2.1 证明过程完全类似，加入 df
dt 项后估算改写为

m−1∑
i=1

L′′
i (0) ≤

∫ l

0

(
sin πt

l

)2(
π2

l2
(m− 1)− a− df

dt

)
dt

计算可得此为
l

2

(
π2

l2
(m− 1)− a

)
−

∫ l

0

(
sin πt

l

)2 df
dt dt

利用分部积分可得第二项为 ∫ l

0

π

l
sin 2πt

l
f dt ≤ πc

综合可类似定理 2.1 得
l

2

(
π2

l2
(m− 1)− a

)
+ πc ≥ 0

左侧乘 l 即为开口向下的二次函数，求解右侧零点即得到上界。

4. 6.6

设 γ 为一条正则测地线，且 γ(0) = γ(l)，先证明存在与 γ′(t) 处处正交且沿 γ(t) 平行的单位向量场 U(t)。

设 p = γ(0)，考虑沿 γ 的平行移动，从 0 移动到 l 后其给出了 TpM → TpM 的正交变换 P，且由平行移

动的性质 P (γ′(0)) = γ′(0)、P 保持定向不变。由于 P 为正交阵，可知 detP = 1，再由复特征值成对，实

特征值为 ±1，通过特征值乘积为 1 可知特征值 1 几何重数至少为 2。由 P 正交，其为规范阵，于是特征

值代数重数与几何重数相同，存在向量单位向量 U(0) 与 γ′(0) 垂直且 P (U(0)) = U(0)，再将其平行移动

即得符合要求的向量场。

构造 γ 的变分 Φ 使得 U 为其变分向量场，则由条件有 U ′ = 0、|U | = 1，于是根据弧长第二变分公式、γ

正则与 U(a) = U(a+ l)、γ(a) = γ(a+ l) 可知

L′′(0) = −
∫ l

0

K(γ′, U)dt < 0

从而得证。

5. 6.8

对任何 p ∈ M，考虑两个单位正交向量 E1, E2 ∈ TpM，设 γ : [0, π] → M 是满足 γ(0) = p、γ′(0) = E1

的正规测地线，由条件 γ(π) = q。

构造 γ 的测地变分

Φ(t, u) = expp t(E1 cosu+ E2 sinu)

由定义可知其变分向量场 U 为法 Jacobi 场，且由 Φ(0, u) = p、Φ(π, u) = q 可知 U(0) = U(π) = 0。

由引理 4.3设 U(t) = tE(t)，有 E(0) = U ′(0) = E2。取沿 γ(t)平行的单位正交标架场 ei(t)，使得 em = γ′，

并设

U =

m−1∑
i=1

U iei

记 K(t) = K(γ′(t), U(t))，当 t > 0 时由数乘不影响截面曲率可知其为 K(γ′(t), E(t))。由条件 γ 为连接

p, q 的最短线，且可变分出其他最短线，从而有

0 = Iγ([0,π])(U,U) =

∫ π

0

∑
i

|U i′|2dt−
∫ π

0

K(t)|U |2dt

由习题 6.7可知此式大于等于 |U |2(1−K(t))的积分，从而由 U 在非端点处非零与 K(t) ≤ 1可知 K(t) = 1

恒成立，令 t→ 0 又可推出 K(E1, E2) = 1，于是其截面曲率恒为 1，由第五章定理 5.2 得证。
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6. 6.11

利用习题 6.10的结论，对任何 γ，取出对应的 t0。由指数定义可知存在 Y ∈ V ⊥
0 (γ|[−t0,t0])使得 I(Y, Y ) < 0。

由 V 定义，存在 γ[−t0,t0] 的固定端点变分 Φ 使得 Y 为其变分向量场，由此直接计算可得 L′′(0) < 0，于

是其不为最短。

举例：考虑任何诱导度量下的直纹面，其上的直线必然为测地直线，从而满足。

7. 6.14

若 L(s0) ≥ πK
−1/2
0 则已经得证。否则，利用 Rauch 比较定理可得 expp 在 B = B0(πK

−1/2
0 ) 内无退化点。

对曲线 αs，记其提升 α̃s 满足连接 0 与 q̃ = exp−1
p (q) ∈ B，且 αs = expp ◦α̃s。

先证明，对任何 ε ∈ [0, 1]，存在 s ∈ [0, 1] 使得 αs 的提升 α̃s 存在，且 α̃s 上有到 ∂B 距离小于 ε 的点：

若否，对某 ε > 0，所有提升 α̃s 到 ∂B 的距离大于 ε，于是所有能够提升的 s 构成 [0, 1] 的既开又闭子集，

只能为 [0, 1]。然而，根据提升的唯一性，由无退化点可知 α1 不可能提升，矛盾。

* 本质上这步操作是因为 α1 对应的原像必然会离开 B，而 α0 在 B 中，因此可以找到充分接近边界的提

升。

由此，设 s 满足上述要求，根据条件可知

L(γ0) + L(γs) ≥ 2πK
−1/2
0 − 2ε

取一列 ε→ 0 使得对应的 s 收敛，即得最终结果。

8. 6.16

(1) 等式可直接通过分部积分得到。若 f 在 (0, t1) 上大于 0 且 f(t1) = 0、f̃ 在 (0, t1] 上大于 0，利用 0
到 t1 的积分结果可知

f̃(t1)f
′(t1) +

∫ t1

0

(K − K̃)ff̃ dt = 0

由假设可知 f ′(t1) ≤ 0，而第二项也 ≤ 0，由此等号成立当且仅当 K = K̃ 恒成立且 f ′(t1) = 0，但此

时利用解唯一性可知 f̃(t1) = 0，矛盾。

(2) 由条件移项可得

0 ≤
∫ t

0

(K̃ −K)f̃f dt = f̃(t)f ′(t)− f(t)f̃ ′(t)

而同除以 f̃(t)f(t) 即得到

(log f)′(t) ≥ (log f̃)′(t)

从而由 0 处相等可知 log f ≥ log f̃，从而 f ≥ f̃，等号成立当且仅当此前第一个等号取等，于是此前

K̃ = K。

二维时，将 Tγ(t)M 分解为 γ′(t) 方向与垂直方向，可发现平行方向的 X 无影响，而垂直方向的方程

(利用 K 的特性可不妨设 X 是与 γ′ 垂直的单位向量场) 即可化为本题的方程，从而得到等价性。


