
随机模拟方法 习题解答

原生生物

* 李铁军老师《随机模拟方法》课程作业。
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1 讲义 1
1. 有效性：由于 L(m) 与 R(m) 为独立采样，有

E(C) = KE(L(1)R(1)) = K

n∑
i=1

pi
1√
Kpi

A·,i
1√
Kpi

Bi,· =

n∑
i=1

A·,iBi,· = AB

表征准确度：仍通过独立性可知 (这里上标 ∗2 表示逐元素平方)

Var(C) = K Var(L(1)R(1)) = K

n∑
i=1

pi

(
1

Kpi
A·,iBi,· −

1

K
AB

)∗2

=
1

K

n∑
i=1

pi

(
1

pi
A·,iBi,· −AB

)∗2

也即均方误差为 O(K−1/2) 量级，有 1
2 阶收敛性。

2. 由于

I(f)− I
(1)
N (f) =

N∑
i=1

∫ ih

(i−1)h

f(x)dx− hf

(
2i− 1

2
h

)
=

N∑
i=1

∫ ih

(i−1)h

(
f(x)− f

(
2i− 1

2
h

))
dx

由对称性不妨考虑第一个区间的情况，由 f ∈ C1[0, 1] 利用泰勒展开知存在 ξx 在
h
2 与 x 之间，使得

f(x) = f(h/2) + (x− h/2)f ′(h/2) +
1

2
(x− h/2)2f ′′(ξx)

且 f ′′ 在 [0, 1] 连续，因此绝对值有上界 M。由此，计算知积分可化为∣∣∣∣ ∫ h

0

(f(x)− f(h/2))dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ h

0

1

2
(x− h/2)2f ′′(ξx)

∣∣∣∣dx ≤ M

2

∫ h

0

(x− h/2)2dx =
h3

24
M

从而可知

|I(f)− I
(1)
N (f)| ≤ N

h3

24
M =

h2

24
M = O(h2)

3. 数值实验结果为 (代码文件 c1.m)

N = 2, err = 1.339782e-01
N = 4, err = 3.850789e-02, ord = 1.798772
N = 8, err = 1.092134e-02, ord = 1.818005
N = 16, err = 8.361873e-02, ord = -2.936677
N = 32, err = 4.977224e-03, ord = 4.070413
N = 64, err = 2.325847e-02, ord = -2.224343
N = 128, err = 1.752857e-02, ord = 0.408048
N = 256, err = 1.135615e-02, ord = 0.626234
N = 512, err = 8.172706e-03, ord = 0.474588
N = 1024, err = 2.001819e-02, ord = -1.292426
N = 2048, err = 8.018752e-03, ord = 1.319862
N = 4096, err = 8.746202e-03, ord = -0.125279
N = 8192, err = 3.749035e-03, ord = 1.222138
N = 16384, err = 2.395019e-03, ord = 0.646482
N = 32768, err = 5.172736e-05, ord = 5.532966
N = 65536, err = 1.039546e-03, ord = -4.328882
N = 131072, err = 4.437889e-04, ord = 1.228007
N = 262144, err = 2.601206e-04, ord = 0.770693
N = 524288, err = 8.983099e-05, ord = 1.533895
N = 1048576, err = 5.152787e-05, ord = 0.801860
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N = 2097152, err = 2.534782e-04, ord = -2.298437
N = 4194304, err = 6.960062e-05, ord = 1.864690
N = 8388608, err = 1.092693e-04, ord = -0.650717

这里 N 为取点个数，err 为积分与真实结果的误差，ord 为收敛阶数，算法为 (now 指当前结果，old 指上
一次的结果)

ord =
ln(errold/errnow)

ln(Nnow/Nold)

可以发现，单次误差并不稳定，但以 log2 N 为横坐标，− 1
2 log2 N 与 log2 err 为纵坐标，作图可发现的确

达到了总体 1
2 阶收敛性。

图 1: MC 收敛结果 (红线为 1
2 阶收敛标准曲线，蓝线为实际结果)

2 讲义 2
1. ω 不在 Ai 上极限中的概率为 (上标横线表示补集)

P

( ∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Āk

)
利用相互独立性，各自补集亦相互独立，由此

P

( ∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Āk

)
≤

∞∑
n=1

P

( ∞⋂
k=n

Āk

)
=

∞∑
n=1

∞∏
k=n

P (Āk)

只需证明对任何 n，
∏∞

k=n P (Āk) = 0 即可，而由于对任何 n 都有
∑∞

k=n P (An) = +∞，利用 P (Āk) =

1− P (Ak) < e−P (Ak) 得到结论。

2. 对任何 k ≥ 0 有

P (X + Y = k) =

k∑
t=0

P (X = t)P (Y = k − t) =

k∑
t=0

λt

t!
e−λ µk−t

(k − t)!
e−µ =

k∑
t=0

Ct
kλ

tµk−t

k!
e−λ−µ
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利用二项式定理即可知分母求和为 (λ+ µ)k，符合 P(λ+ µ) 的分布。

3. 只考虑 X，Y 同理可得。由习题 2 即知

P (X = t|X + Y = N) =
P (X = t)P (Y = N − t)

P (X + Y = N)
=

λt

t!
e−λ µN−t

(N − t)!
e−µ

(
(λ+ µ)N

N !
e−λ−µ

)−1

令 p = λ
λ+µ，化简可得原式为

Ct
N

λtµN−t

(λ+ µ)N
= Ct

Npt(1− p)N−t

即符合二项分布。

4. (1) 由于 X > s+ t 时必有 X > s，原式也即

P (X > s+ t) = P (X > s)P (X > t)

而 a ≥ 0 时

P (X > a) =

∫ ∞

a

λe−λxdx = e−λa

由此得证。

(2) 记 h(x) = − lnP (X > x)，则条件化为 s, t > 0 时 h(s) + h(t) = h(s+ t)，代入 s, t 趋于 0，由分布函
数右连续性可知 h(0) = 0，于是 P (X > 0) = 1。

记 λ = h(1)，则归纳可知 n ∈ N 时 h(n) = nλ，而利用 m ∈ N 时 mh(n/m) = h(n) 即可知在所有有

理点都有 h(q) = qλ，再次利用分布函数右连续性即得 x ≥ 0 时 h(x) = λx，即

P (X > x) = e−λx

求导即可得到密度函数，与指数分布一致。

5. 记 cij = E[XiXj ] = (Σ)ij，向量 s = Σt，si 代表 s 的各分量，有 si 对 tj 求偏导结果为 cij

由于要计算的即为 M(t) 对 t1、t2 直到 tn 各求一次导的结果，并代入 t 为 0，利用定义可知

∂M

∂t1
= s1M

而
∂s1M

∂t2
= (c12 + s1s2)M

∂(c12 + s1s2)M

∂t3
= (c12s3 + c23s1 + c13s2 + s1s2s3)M

下面归纳证明，M 对 t1 到 tk 求导后的结果为 SnM。这里 Sn 为若干项的求和，这些项均为一些 cij , i < j

与 sk 的乘积，且所有下标恰好是 1 到 n 的一个排列，它们遍历所有这样的可能。

当 k = 1 时已经成立，若 k = n 时成立，在 k = n+ 1 时，对 M 求导会带来 sn+1 因子，而 Snsn+1 恰好

构成 Sn+1 中 n+ 1 以 s 的下标出现的项；对 Sn 求导时，考虑利用莱布尼茨公式将所有对乘积的求导写

成求和，由于 cij 为常数，导数为 0，求和中的非零项必然将某个 sk 对 n+1进行了求导，得到 ck,n+1。反

过来，对 Sn+1 中任何一个 n+1 以 c 的下标出现的项，将 ck,n+1 改为 sk 必然确定某个 Sn 中的项，由此

可知 Sn 对 tn+1 求导的结果即为 Sn+1 中 n+ 1 以 c 的下标出现的项。将两种情况求和即得到最终结果。

由此，由于 si 在 t = 0 时为 0，M(0) = 1，当且仅当 n 为奇数时，M 对 t1 到 tn 求导后在 0 处非零，此
时值为一系列 cij , i < j 乘积的求和，每组下标均构成 1 到 n 的排列，且遍历所有这样的可能。这即是题

目的结论。
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6. 利用独立性，考虑 ∪∞
k=1Ak 补集，类似习题 1 可知

0 = P

( ∞⋂
k=1

Āk

)
=

∞∏
k=1

P (Āk)

由于没有任何 P (Āk) 为 0，这即能推出 k = n 至 ∞ 的 P (Āk) 乘积亦为 0，于是

P

( ∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Āk

)
≤

∞∑
n=1

P

( ∞⋂
k=n

Āk

)
=

∞∑
n=1

∞∏
k=n

P (Āk) = 0

与习题 1 相同得证。

7. 考虑满足 λ = Np 的二项分布与泊松分布，取 λ = 1，则 N = 5, 10, 20 时的密度函数对比如图 2 所示 (代
码文件 c2a.m)。

图 2: λ = 1 时二项分布与泊松分布

取 λ = 5，则 N = 5, 20, 50 时的密度函数对比如图 3 所示。

图 3: λ = 5 时二项分布与泊松分布

由此可见，总体来说当 N/λ 越大，两者的结果即越接近，一般在 N = 10λ 左右可以看出较明显的逼近性

质。

对泊松分布逼近正态分布，在已知 P(λ) 在整点处的概率分布时，(P(λ)− λ)/
√
λ 即为所有 x 值进行移动

得到的结果。此外，由于需要用分布列近似密度函数，分布列实际的 p 应乘以
√
λ (原本两整点间的距离

缩小倍数)，才能对应分布函数。在 λ = 10, 100, 1000 时，对比如图 4 所示 (代码文件 c2b.m)。

当 λ = 1000 时，两者已经非常接近。

3 讲义 3
1. mean：求平均数，对多维向量默认返回对第一个长度大于 1 的维度的平均。

median：求中位数，对多维向量默认返回对第一个长度大于 1 的维度的中位数。
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图 4: λ 改变时泊松分布与正态分布

min：求最小值，对多维向量默认返回对第一个长度大于 1 的维度的最小值。

max：求最大值，对多维向量默认返回对第一个长度大于 1 的维度的最大值。

cov：返回协方差，对向量返回方差，随机变量向量或矩阵 (每列看作观测值) 返回协方差矩阵；对两随机
变量或两向量 (看作观测值) 返回协方差。按观测值数量减 1 进行归一化。

hist：为向量中的元素创建直方图，默认最大值最小值间等距取 10 条 (可调整)，对多列数组为每列绘制并
放在同一张图中。

2. 法一：若 X,Y, Z 为独立的 N(0, 1) 随机变量，可发现联合密度函数

f(x, y, z) =
1

(2π)3/2
e−(x2+y2+z2)/2

具有球对称性，由此生成 Xi、Yi、Zi 后取
1√

X2
i +Y 2

i +Z2
i

(Xi, Yi, Zi) 即为所求。

法二：设球面一点为 (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)，则 dΩ = sin θdθdϕ，其中 θ 范围为 [0, π]，ϕ 为 [0, 2π]。

为使概率均匀，须 Θ = θ 的概率密度与 sin θ 成比例，也即 F (θ) = 1
2 (1− cos θ)，并令 Φ ∼ U [0, 2π]，可采

样后给出点 (sinΘi cosΦi, sinΘi sinΦi, cosΘi)。

实现两种方法后，均生成五次、每次 3 亿个随机数 (代码文件 c3.m)，第一种方法的时间为：

13.754188 32.150164 13.213678 12.111723 11.894117

第二种方法的时间为：

27.503181 11.470499 10.979458 11.201541 12.484428

由此可见第二种方法有着整体更优的时间效率，但理论来说过程中的数值误差可能会更大。

3. 设密度函数 f̂(x) = 1
Af(x)，对应分布函数 F̂ (x)，则

P (Xi ≤ t) = P (AZi ≤ F (t)) = P (Zi ≤ F̂ (t)) = F̂ (t)

X 事实上服从 f̂(x) 代表的分布，而 X = x 时的拒绝概率为 f(x)−p(x)
f(x) ，由此总拒绝概率为∫

R
f̂(x)

f(x)− p(x)

f(x)
dx =

1

A

∫
R
(f(x)− p(x))dx = 1− 1

A

4. X ∈ (a, b) 且被接收的概率为 (二三两步此时可以合为一步)∫ b

a

gm(x)
p(x)

Mgm(x)
dx =

1

M

∫ b

a

p(x)dx
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而取 a = −∞, b = +∞ 即知 X 被接收的概率为 1
M，由此利用条件概率可知 X 被接受时在 (a, b) 的概率

即
∫ b

a
p(x)dx，服从 p(x) 分布。

当 p(x) 的计算较为复杂时，采用这样的方式很可能减少计算开销，且 gl 与 p(x) 越接近减少越多，反之

则可能增大计算开销。

4 讲义 4
1. 由对称性可不妨设 f 单调增。

换元可知 E(f(X)) = E(f(1−X)) =
∫ 1

0
f(x)dx，记为 I(f)，而由于协方差可写为∫ 1

0

(f(x)− I(f))(f(1− x)− I(f))dx

只需在 I(f) = 0 时证明其为负即可。

利用对称性可知 ∫ 1

0

f(x)f(1− x)dx = 2

∫ 1/2

0

f(x)f(1− x)dx

于是只需考虑在 0 到 1/2 的积分，另一方面由于 f 积分为 0 且单调，设其为正的点集为 A，并记上确界

为 t，可知 x < t 时 f ≤ 0，x > t 时 f ≥ 0，分类讨论。

若 t ≤ 1
2，可知 ∫ t

0

f(x)dx = −
∫ 1

t

f(x)dx ≤ −
∫ 1/2

t

f(x)dx

而 f(1− x) 在 (0, 1/2) 恒正且单调减，于是考虑符号 (t 前积分为正，t 后到 1/2 积分为负) 得到∫ 1/2

0

f(x)f(1− x)dx =

∫ t

0

f(x)f(1− x)dx+

∫ 1/2

t

f(x)f(1− x)dx

≤ f(1− t)

∫ t

0

f(x)dx+ f(1− t)

∫ 1/2

t

f(x)dx ≤ 0

当 t > 1/2 时，考虑右半边 1/2 到 1 的积分，完全类似得证。

直接计算可知

EIN (f) =
1

2
(E(f(X)) + E(f(1−X))) = I(f)

Var IN (f) =
1

4N
Var(f(X) + f(1−X)) =

1

4N

∫ 1

0

(f(x) + f(1− x))2dx− I(f)2

4N

=
E(f2(X)) + E(f(X)f(1−X))− 2I(f)2

2N
=

1

2N
Var(f(X)) +

1

2N
Cov(f(X), f(1−X))

2. 记 Y = X(2)，设 (X,Y ) 的分布为 g(x, y)，则右侧可化为

E(E(f(X)|Y )2)− E(E(f(X)|Y ))2 + E(E(f2(X)|Y ))− E(E(f(X)|Y )2)

利用全期望公式可知第二项即 −E(f(X))2，第三项即 E(f2(X))，而一、四两项抵消，从而得证。

3. 由于 ln 为凸函数，利用琴生不等式可知 (省略积分限 R，由于规定了 0 ln 0 = 0，这里 f(x) = 0 时积分中

为 0，不影响结果)

−D(f∥g) =
∫

f(x) ln g(x)

f(x)
≥ ln

∫
f(x)

g(x)

f(x)
dx = 0

且等号成立当且仅当 g(x)/f(x)几乎处处相等。由于两者积分均为 1，即得 f(x) = g(x)几乎处处成立。由

于密度函数只有积分意义，这即可视为 f(x) = g(x)，从而结论成立。
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5 讲义 5
1. 引理：Sn 几乎处处收敛于 c，且 f 在 c 处连续，则 f(Sn) 几乎处处收敛于 f(c)。

引理证明：由于 Sn(ω) → c 处 f(Xn(ω)) → f(c)，利用定义可验证结果。

(a) 设 f(x) = x−1/α，其中 α ∈ (0, 1)，考虑 ∑
i X

−α
i

n

积分计算得 X−α
i 期望为 1

1−α，从而由 SLLN 其几乎处处收敛于 1
1−α，利用引理可知(∑

i X
−α
i

n

)−1/α

几乎处处收敛于 1− α，即对几乎处处的 ω 有

lim
n→∞

(∑
i Xi(ω)

−α

n

)−1/α

= 1− α

利用幂平均不等式与 Xi 定义可知

0 ≤
(∑

i Xi(ω)
−1

n

)−1

≤
(∑

i Xi(ω)
−α

n

)−1/α

由 α 可任取知其极限为 0，从而原极限几乎处处收敛于 0。

(b) 设 f(x) = ex，考虑 ∑
i lnXi

n

积分计算得 lnXn 期望为 −1，从而由 SLLN 其几乎处处收敛于 −1，利用引理可知原极限几乎处处

收敛于 e−1。

(c) 设 f(x) =
√
x，考虑 ∑

i X
2
i

n

积分计算得 X2
n 期望为

1
3，从而由 SLLN 其几乎处处收敛于 1

3，利用引理可知原极限几乎处处收敛

于 3−1/2。

2. (a) 设 Zn 的特征函数为 fn，根据独立性可知

f2n(
√
2nξ) = f2

n(
√
nξ)

由于 ξ 可任取即得

f2n(ξ) = f2
n(ξ/

√
2)

利用两边极限相同得结论。

(b) 由特征函数性质可知 f(0) = 1，设 f(1) = a，由于其可看作 f(1/
√
2)2，且 f 为 R 上函数，必然有

a ≥ 0，再由 0 处极限知 a > 0。此外，利用特征函数性质得 a ≤ 1。归纳可知

f(2n/2) = a2
n

对一切 n ∈ Z 成立。

若存在某 t 使得 b = f(t) ̸= at
2

，同理 b > 0，类似可知

f(2n/2t) = b2
n

考虑 0 附近，即 n → −∞ 时，由 f ∈ C2，利用 f(2n/2) = a2
n

，考虑 n → −∞ 时相邻三项差分的
极限可知 f ′′(0) = 2 ln a；但利用 f(2n/2t) = b2

n

，同理可得 f ′′(0) = 2 ln b/t2，矛盾，于是必须处处
f(ξ) = aξ

2

。
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利用 a ∈ (0, 1] 可知存在 c ≥ 0 使得

f(ξ) = e−cξ2

若 f(ξ) 恒为 1，即对应 X = 0，可看作高斯分布极限，其余情况即对应高斯分布特征函数。

(c) 与 (1) 类似得到
f(ξ) = f2(ξ/2)

于是与 (2) 类似设出 f(1)，可知 ξ > 0 时存在 c ≥ 0 使得

f(ξ) = e−cξ

利用对称性即得

f(ξ) = e−c|ξ|

由下一题的计算，当 c ̸= 0 时即对应 Cauchy 分布的特征函数，否则 f(ξ) 恒为 1。

(d) 与 (1) 类似得到
f(ξ) = f2(ξ/2α)

当 α = 0 时，利用连续性即得只能 f(ξ) 恒为 1，否则与 (3) 类似得到

f(ξ) = e−c|ξ|1/α

利用 f(0) = 1，同样可以得到 α < 0 时只有平凡解，因此合理的范围要求是 α > 0。

3. 直接估算可知期望相关的收敛性结论。

记 f(z) = eiξz

1+z2，其在上半平面只以 i 为奇点，从而考虑原点为中心、上半平面中的半径趋于无穷的半圆，
计算留数可得 ξ ≥ 0 时 Cauchy 分布的特征函数为

φ(ξ) =
1

π

∫ ∞

−∞

eiξx

1 + x2
dx = e−ξ

利用对称性即得一般情况下 φ(ξ) = e−|ξ|。

由此，对应的

φSn(ξ) = e−n|ξ|

而再除以 n 即有

φSn/n(ξ) = e−|ξ|

从而得证。

4. 记 g(x) = h(x)− h(0)，则其不影响左右，因此可不妨设 h(0) = 0。

当 h(x) = h′(0)x，h′(0) < 0 时，计算可发现∫ ∞

0

eth(x)dx = (−th′(0))−1

一般情况下，由于

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ (0, δ), |h(x)− h′(0)x| ≤ εx

由此可知 ∫ δ

0

eth(x)dx ≤
∫ δ

0

eth
′(0)x+tεxdx ≤ (−th′(0)− tε)−1

另一方面，当 x > δ 时，由于 limx→∞ h(x) = −∞，存在 k 使得 x > k 时 h(x) ≤ −1，又由于连续函数

h(x) 在 [δ, k] 有上界 (且由条件上界为负)，可知必然存在 η > 0 使得 h(x) < −η，从而与讲义证明类似得∫ ∞

δ

eth(x) ≤ e−(t−1)η

∫ ∞

0

eh(x)dx = O(e−αt)
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由此，固定 ε < −h′(0)/2，可发现存在 C 使得∫ ∞

0

eth(x)dx ≤ (−th′(0)− tε)−1 + Ce−αt

令 ε → 0 可得 ∫ ∞

0

eth(x)dx ≤ (−th′(0))−1 + Ce−αt

同理，将估算上界时得 e−(t−1)η 改为 e−(t+1)η 可知存在 C0 使得∫ ∞

0

eth(x)dx ≥ (−th′(0))−1 + C0e−αt

由此 ∣∣∣∣ ∫ ∞

0

eth(x) − (−th′(0))−1

∣∣∣∣ ≤ (C + C0)e−αt

因此左侧乘 t 后极限为 0，得证。

5. (a) 利用正态分布的分布函数积分可直接得到矩母函数

M(λ) = E[eλX ] = exp
(
1

2
σ2λ2 + µλ

)
由此 xλ− lnM(λ) = xλ− 1

2σ
2λ2 − µλ，最大值为

I(x) =
(x− µ)2

2σ2

(b) 利用指数分布的分布函数积分可直接得到矩母函数

M(µ) = E[eµX ]

当 µ ≥ λ 时为无穷，否则为 λ
λ−µ。由此结果应为

I(x) = sup
µ<λ

{xµ− ln(λ) + ln(λ− µ)}

求导可知当 x ≤ 0 时最大值不存在 (或视为 I(x) = ∞)，否则在 µ = λ− 1
x 时取到，为

I(x) = λx− lnλ− lnx− 1

6 讲义 6
1. 由定义可知需要计算 µ 使得 µ = µP，设其各个分量为 µ0 到 µN，则写出方程组为

µ0 =
1

N
µ1

µi =
N − i+ 1

N
µi−1 +

i+ 1

N
µi+1, i = 1, . . . , N − 1

µN =
1

N
µN−1

由于递推的唯一性，µi 之间的比例必然唯一确定，另一方面代入得 (C 指组合数)

N − i+ 1

N
Ci−1

N +
i+ 1

N
Ci+1

N = Ci−1
N−1 + Ci

N−1 = Ci
N

由此可发现 µi 与 Ci
N 正比，结合分布要求和为 1 可知

µi =
1

2N
Ci

N
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2. 记
φh(ξ) = E

(
eξX(h))

由条件知

φh(ξ) = E
(
eξ(X(h+t)−X(t)) | X(t)

)
于是 (利用 einξ 在 n ≥ 2 时绝对值不超过 1)

φh(ξ) = 1− λh+ o(h) + eiξ(λh+ o(h)) + o(h)

从而

φh(ξ) = 1 + (eiξ − 1)λh+ o(h)

也即

φ0(ξ) = 1,
dφh(ξ)

dh

∣∣∣∣
h=0

= (eiξ − 1)λ

另一方面由增量独立性

dφh(ξ)

dh = lim
∆h→0

φh+∆h(ξ)− φh(ξ)

∆h
= lim

∆h→0
E
(
eiξX(h+∆h) − eiξX(h)

∆h

)
= lim

∆h→0
E
(
eiξX(h)

)
E
(
eiξX(∆h) − 1

∆h

)
= φh(ξ)

dφh(ξ)

dh

∣∣∣∣
h=0

= (eiξ − 1)λφh(ξ)

由此结合初值解得

φh(ξ) = exp
(
(eiξ − 1)λh

)
这即得到 X(h) 是参数为 λh 的泊松分布。

3. 由于 Ei 即代表初始概率分布为 eTi ，设状态空间为 1, 2, . . . , N，连续时间马尔可夫链的生成矩阵为 P，则

t 时刻概率分布为 (这里最后一项表示第 i 行第 j 列的元素)

P (X(t) = j) = eTi eQtej = (eQt)ij

由此即得

hi(t) =

N∑
j=1

(eQt)ijf(j)

4. 由条件可知此时
P (Xτ,p(t) = j) = pj(1− p)k−j k!

j!(k − j)!
, k = [t/τ ]

对比泊松过程

P (X(t) = j) =
(λt)j

j!
e−λt

由于 τ 将趋于 0 可知 k 将趋于无穷，而 p 将趋于 0，第一个式子的极限可以改写为 pj(1− p)kkj 的极限，

由此可知

(kp)j(1− p)k → (λt)je−λt

也即 pk → λt，将其写为 pk/t → λ。估算可知 t > 0 时

0 ≤ 1− τ [t/τ ]

t
≤ τ

t

由此 τ → 0 时 kτ
t → 1，从而只要

p = λτ

即有

lim
τ→0

P (Xτ,p(t) = j) = P (X(t) = j)
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5. 此时与原本的推导中完全类似，可得到
dp0(t)
dt = −λ(t)p0(t), p0(0) = 1

且
dpm(t)

dt = λ(t)(pm−1(t)− pm(t))

第一个式子可解得

p0(t) = exp
(
−

∫ t

0

λ(s)ds
)

设 λ(s) 从 0 到 t 的积分为 Λ(t)，则可写为 p0(t) = e−Λ(t)，第二个式子利用初始条件 pm(0) = 0 即得到

m > 1 时

pm(t) = e−Λ(t)

∫ t

0

λ(s)pm−1(s)eΛ(s)ds

下归纳证明

pm(t) =
Λm(t)

m!
e−Λ(t)

若此结论对 m− 1 成立，代入可知

pm(t) =
1

(m− 1)!
e−Λ(t)

∫ t

0

λ(s)Λm−1(s)ds

于是只需证明

Λm(t) = m

∫ t

0

λ(s)Λm−1(s)ds

而两边对 t 求导可知导数相同，又由 0 处均为 0 可知结论。

同理有
dµt

dt = −λ(t)µt, µ0 = 1

于是 (事实上等待时间至少为 t 也即 X(t) = 0，于是与 P0(t) 完全相同)

µt = e−Λ(t)

7 讲义 7
1. 由于涉及连续情况，我们可以考虑推广到连续的马尔可夫链，且设定采样方式为区间均匀采样 (对于集中
分布问题这样的收敛速度是慢的，但有限区间不太有更好的办法)。由此出于均匀分布为平稳态，任何点处
的转移概率应相同，设定成必定转移即可，而对 Q，考虑新状态为旧状态增添一个按 N(0, ϵ) 分布的随机

变量，再由周期边界条件限制回 [−10, 10]，由此可得到代码，对不同 ϵ 模拟 1000000 次并平均，作图效果
如图 5 所示 (代码文件 c7.m)。

可以发现，当 ϵ 更大时，由于遍历性更强，收敛也相对更加稳定，最终估算结果 0.9128。

2. 由于 Q(σ → σ′) = Q(σ′ → σ)，只需验证

A(σ → σ′)

A(σ′ → σ)
= e−β∆H

对 Metropolis 算法，当 H(σ) ≥ H(σ′) 时，上式成为

1

e−β(−∆H)
= e−β∆H

反之则直接为 e−β∆H，从而成立。

对 Glauber 动力学，有
A(σ → σ′)

A(σ′ → σ)
=

1 + e−β∆H

1 + eβ∆H
= e−β∆H

从而成立。
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图 5: 不同 ϵ 的估算结果

3. 先证明不可约性。无论采取等概率策略还是单位翻转策略，任何两个状态均可通过有限次操作得到；而无
论是利用 Metropolis 算法还是 Glauber 动力学，接受建议的概率永远大于 0，因此任何两状态之间互达，
这就是不可约性。

再证明非周期性。考虑能量最低的状态，无论如何提出建议，无论利用 Metropolis 算法还是 Glauber 动
力学，不接受建议的概率永远大于 0，因此此状态可以回到自身，从而周期为 1，利用有限马尔可夫链的
性质可从不可约推得马尔可夫链非周期 (即每个状态周期均为 1)。

结合以上两者知其本原。

8 讲义 8
1. 根据方法定义，其转移矩阵为

P ((x, i) → (y, j)) =



α0Qi(x → y)Ai(x → y) x ̸= y, i = j

(1− α0)α(i, j)min
(
1, πst(x,j)α(j,i)

πst(x,i)α(i,j)

)
x = y, i ̸= j

1−
∑

k ̸=i P ((x, i) → (x, k))−
∑

y ̸=x P ((x, i) → (y, i)) x = y, i = j

0 x ̸= y, i ̸= j

这里 Q,A 为第 i 层对应的 MCMC 方法中的提议矩阵与决定矩阵。

2. 根据方法定义，记 X = (x1, . . . , xL), Y = (y1, . . . , yL)，并设第 i层对应的 MCMC方法转移矩阵为 Pi，假

设 Y ̸= X，则当 yi 并非某两个恰为 xi 中两个交换时，有

P (X → Y ) = α0

L∏
i=1

Pi(xi → yi)

否则 yk = xk+1、yk+1 = xk、且 xk ̸= xk+1，其余分量相同，此时的转移概率为

P (X → Y ) = α0

L∏
i=1

Pi(xi → yi) +
1

L− 1
(1− α0)min

(
1,

πk(xk+1)πk+1(xk)

πk(xk)πk+1(xk+1)

)
最后，P (X → X) 为 1 减去上述所有概率之和，或写成

P (X → X) = α0

L∏
i=1

Pi(xi → xi) +
1

L− 1
(1− α0)

L−1∑
k=1

(
1−min

(
1,

πk(xk+1)πk+1(xk)

πk(xk)πk+1(xk+1)

))



9 讲义 9 14

9 讲义 9
1. 为进行对应的构造与讨论，须对势函数作一些基本假设：V (x) 的定义域为 RN 中某有界区域 Ω，且其连

续、最小值在内部存在。

连续情况也即，对势函数 V (x)，构造分布函数

fβ(x) =
1

Zβ
e−βV (x), Zβ =

∫
Ω

e−βV (t)dt

由定义其恒大于 0 且 Ω 上积分为 1，的确为分布函数，下面研究其极限性态。

设 V (x) 最小值为 m，取值集合为 M，则计算发现有

fβ(x) =

(∫
Ω

e−β(V (t)−m)dt
)−1

e−β(V (x)−m)

• 当 |M | > 0、V (x) = m 时，由于分子恒为 1，而分母利用单调收敛可知结果为 |M |，从而

lim
β→0

fβ(x) =
1

|M |

将 fβ(x) 改写为 (∫
Ω

e−β(V (t)−m)dt
)−1

由于 V (t)−m 恒非负可知 e−β(V (t)−m) 随 β 增大单调减，从而 fβ(x) 单调增。

• 当 |M | = 0、V (x) = m 时，同理利用单调收敛定理可知分母趋于 0，也即

lim
β→0

fβ(x) = +∞

与第一种情况相同可证明 fβ(x) 单调增。

• 当 V (x) > m 时，将 fβ(x) 写为 (∫
Ω

e−β(V (t)−V (x))dt
)−1

记 m̃ = m+V (x)
2 ，由连续性 V (t) < m̃ 的区域 M̃ 为开集，测度非零，而这部分将在 β → ∞ 时一致

趋于无穷，从而可得到 fβ(x) 极限为 0，下证其在 β 充分大时单调减。

要证明 fβ(x) 在 β 充分大时单调减，只需证明积分在 β 充分大时单调增。设 Ωx 为 V (t) < V (x) 的

集合，则有∫
Ω

e−β(V (t)−V (x))dt =
∫
M̃

e−β(V (t)−V (x))dt+
∫
Ωx\M̃

e−β(V (t)−V (x))dt+
∫
Ω\Ωx

e−β(V (t)−V (x))dt

记 d = V (x)−m
2 ，第一部分求导可得∫

M̃

(V (x)− V (t))e−β(V (t)−V (x))dt ≥ d|Ω|eβd

第二部分由于指数上恒为正数，求导必然至少为 0。第三部分求导即

−
∫
V (t)>V (x)

(V (t)− V (x))e−β(V (t)−V (x))dt

在 β > 0 时，积分中在 V (t) → V (x)+ 时极限为 0，而 V (t) → +∞ 时极限亦为 0，于是积分内有最
大值 Mβ，积分值 ≥ −|Ω|Mβ，且随着 β 增加，由于积分内部单调减，可知 M(β) 随 β 单调减，因

此存在 β0 使得 β ≥ β0 时

deβd > Mβ

此后即有导数必然大于 0，得证。
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10 讲义 10
1. 直接计算可知

Wt(x, t) = − 1

2
√
4πD

t−2/3 exp
(
− x2

4Dt

)
+

1√
4πDt

x2

4Dt2

(
− x2

4Dt

)
Wx(x, t) = − 1√

4πDt

x

2Dt
exp

(
− x2

4Dt

)

Wxx(x, t) =
1√
4πDt

(
x

2Dt

)2

exp
(
− x2

4Dt

)
− 1√

4πDt

1

2Dt
exp

(
− x2

4Dt

)
乘 D 即可发现此处第二项对应 Wt 第一项，此处第一项对应 Wt 第二项。

为验证 t → 0 的情况，利用 Gauss 积分 ∫
R
e−x2

dx =
√
π

换元计算即可知 ∫
R
W (x, t)dx = 1

另一方面，当 x ̸= 0 时取 ln 估算可知 limt→0 W (x, t) = 0，而 limt→0 W (0, t) = +∞，由此即可知其在 t

为 0 时的极限为 δ(x)。

* 更严谨的证明方法：只需证明 f ∈ S(R) 时

lim
t→0

∫
R
W (x, t)f(x)dx = f(0)

由 Paseval 等式可知可将积分内 W (x, t) 与 f(x) 同作 Fourier，而

Ŵ (λ, t) =
1√
2π

e−
√
2Dtλ2/2

利用控制收敛定理可知

lim
t→0

∫
R
Ŵ (λ, t)f(λ)dλ =

∫
R

1√
2π

f̂(λ)dλ = f(0)

最后一个等号即为 Fourier 逆变换，从而成立。

2. 将此题的函数记为 Wr(x, t)，根据讲义有

Wr(x, t) = W (x, t) +W (2x1 − x, t)

由 (W (2x1 − x, t))xx = Wxx(2x1 − x, t) 即可验证其符合方程。

当 t → 0 时，由于区域为 x ≤ x1，2x1 − x 不会为 0，从而极限为

δ(x) + δ(2x1 − x) = δ(x)

而直接计算有

(Wr)x(x1, t) = Wx(x1, t)−Wx(2x1 − x1, t) = 0

从而得证。

3. 将此题的函数记为 Wa(x, t)，根据讲义有

Wa(x, t) = W (x, t)−W (2x1 − x, t)

与上题同理可验证符合方程，且 t → 0 时为 δ(x)，直接代入可发现 Wa(x1, t) = 0。
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4. * 讲义笔误，上标 n− k 打成了 k。

也即完成式 (11) 后的推导。由于已知 (这里两边 r 原本均为 1 到 n 求和，但根据有 2k 为正的要求，第

一类路径不可能在 2k 后才为 0，第二类路径不可能在 2(n− k) 后才为 0)

P2k,2n =
1

2

k∑
r=1

f2rP2(k−r),2(n−r) +
1

2

n−k∑
r=1

f2rP2k,2(n−r)

根据归纳假设可得

P2k,2n =
1

2

k∑
r=1

f2ru2(k−r)u2(n−k) +
1

2

n−k∑
r=1

f2ru2ku2(n−r−k)

由于

u2k =

k∑
r=1

f2ru2(k−r), u2n−2k =

n−k∑
r=1

f2ru2(n−k−r)

代入即可得到证明。

11 讲义 11
1. 采用特征函数方法进行推导，有

fξj (ξ) =
1

3
e−iξ +

2

3
eiξ = cos ξ + i

3
sin ξ

由于 ξj 相互独立，可知

fSn
(ξ) =

(
cos ξ + i

3
sin ξ

)n

从而再由倍数的特征函数关系可知

fZN
t
(ξ) =

(
cos ξ

Nα
+

i
3
sin ξ

Nα

)⌊Nt⌋

由于需要 α > 0 才能使得期望可能收敛，只需考虑 α > 0 的情况，此时 N → ∞ 时 ξ/Nα → 0，从而可写

出

fZN
t
(ξ) =

(
1 +

i
3

ξ

Nα
+O

(
ξ

Nα

)2)⌊Nt⌋

利用 e 的极限定义放缩，若 α > 1，估算可发现极限恒为 1，从而平凡；若 α < 1，估算可得到极限趋于

无穷，不收敛，因此必须 α = 1，此时放缩有

fZt
(ξ) = lim

N→∞
fNN

t
(ξ) =

(
1 +

i
3

ξ

N
+O

(
ξ

N

)2)Nt

=

(
1 +

i
3

ξ

N

)Nt

= eiξt/3

而这即代表

E(eiξZt) = eiξt/3

于是

Zt =
t

3

2. (a) 直接计算其为 (最后一步利用标准正态分布的方差为 1)∫ +∞

−∞

x4

√
2πt

e−x2/(2t)dx =
4t2√
π

∫ +∞

−∞
y4e−y2

dy = − 2t2√
π

∫ +∞

−∞
y3de−y2

= 6t2
∫ +∞

−∞
y2e−y2

dy = 3t2

(b) 展开得其为
E(W 2

t ) + E(W 2
s ) + E(W 2

z ) + 2E(WtWz)− 2E(WtWs)− 2E(WzWs)

再通过 Weiner 过程的协方差表达式可知结果为

t+ s+ z + 2t ∧ z − 2t ∧ s− 2s ∧ z

这里 ∧ 代表取较小者。
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3. 利用均值 0、协方差矩阵 A (要求其正定) 的多维 Gauss 分布对应的密度函数为

f(x) =
1√

(2π)n detA
e−xTAx/2

直接计算结果为∫
Rn

1√
(2π)n detA

e−xTA−1x/2e−xTBx/2dx =

∫
Rn

1√
(2π)n detA

e−xT (A−1+B)x/2dx

由于 A−1、B 均正定，利用对非零 x，xTAx > 0的定义可知其和正定，由此考虑协方差矩阵为 (A−1+B)−1

的多维 Gauss 分布可知积分结果为√
(2π)n det((A−1 +B)−1)√

(2π)n detA
=

1√
det(A−1 +B)

√
detA

=
1√

det(I +AB)

4. * 要求 2′ 需要额外添加 W0 = 0，否则如 W0 = 1 时，第二种定义将会导出平移 1 的分布。

• 原定义推等价定义
利用密度函数可以说明，对多维高斯分布的随机变量，只要各分量间的协方差是 0，即有它们相互独
立。

于是，为证明 1′，将 Wt0 看作 Wt0 −W0，只需证明在 a > b ≥ c > d 时，Wa −Wb 与 Wc −Wd 的

协方差是 0 (多元 Gauss 分布的线性组合仍为多元 Gauss 分布)，直接计算可知

E(Wa −Wb) = E(Wa)− E(Wb) = 0

E(Wc −Wd) = E(Wc)− E(Wd) = 0

E(Wa −Wb)(Wc −Wd) = E(WaWc)− E(WaWd)− E(WbWc) + E(WbWd) = c− d− c+ d = 0

从而得证。

对 2′，W0 = 0 可通过性质 2 取 s = t = 0 直接得到，直接计算可知

E(Ws+t −Ws) = E(Ws+t)− E(Ws) = 0

E(Ws+t −Ws)
2 = EW 2

s+t + EW 2
s − 2E(Ws+tWs) = s+ t+ s− 2s = t

再由多元 Gauss 分布的线性组合仍为多元 Gauss 分布即可知其为 N(0, t)。

• 等价定义推原定义
由 W0 = 0 与性质 2′ 可知 Wt ∼ N(0, t)，而再利用 1′ 可知

(Wt0 ,Wt1 −Wt0 , . . . ,Wtn −Wtn−1)

构成多元 Gauss 分布，从而它们的线性组合

(Wt0 ,Wt1 , . . . ,Wtn)

构成多元 Gauss 分布，这就说明了其为 Gauss 过程。
另一方面，不妨设 s ≤ t，直接计算可知

K(s, t) = E(WtWs)− E(Wt)E(Ws) = E((Wt −Ws)Ws) + EW 2
s

利用独立性，第一项可拆分为 E(Wt −Ws)E(Ws)，因此为 0，第二项直接根据其服从 N(0, s) 可知为

s，从而得证。
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12 讲义 12
1. 设对 t1 < · · · < tn，(Wt1 , . . . ,Wtn) 的密度函数为

pWt1,...,tn(w1, . . . , wn) =
1√
2πt1

e−
w2

1
2t1

1√
2π(t2 − t1)

e−
(w2−w1)2

2(t2−t1) . . .
1√

2π(tn − tn−1)
e−

(wn−wn−1)2

2(tn−tn−1)

(a) 直接计算可发现 X 的密度函数为

pt1,...,tn(x1, . . . , xn) = pW
t−1
n ,...,t−1

1
(xn/tn, . . . , x1/t1)(t1 . . . tn)

−1

化简也即

1√
2πt−1

n

e−
x2
n

2tn
1√

2π(t−1
n−1 − t−1

n )
e
−

(xn−1t
−1
n−1

−xnt−1
n )2

2(t
−1
n−1

−t
−1
n ) . . .

1√
2π(t−1

1 − t−1
2 )

e
− (x1t

−1
1 −x2t

−1
2 )2

2(t
−1
1 −t

−1
2 )

1

t1 . . . tn

为了证明这与 pW 相同，我们直接比较系数。e 指数外的项为

1

(2π)n/2

√
tn

tntn−1

tn − tn−1
. . .

t2t1
t2 − t1

1

t1 . . . tn
=

1

(2π)n/2

√
1

t1

1

tn − tn−1
. . .

1

t2 − t1

而这即为 pW 指数外的项。对指数内的项，只需对比所有平方项与交叉项前的系数。x2
n 前的系数为

− 1

2tn
− t−2

n

2(t−1
n−1 − t−1

n )
= − 1

2tn
− tn−1

2(tn − tn−1)
= − 1

2(tn − tn−1)

x2
i，1 < i < n 前的系数通分可得为

− t−2
i

2

t−1
i−1 − t−1

i+1

(t−1
i−1 − t−1

i )(t−1
i − t−1

i+1)
= −1

2

ti+1 − ti−1

(ti − ti−1)(ti+1 − ti−1)
= − 1

2(ti − ti−1)
− 1

2(ti+1 − ti)

x2
1 前的系数为

− t−2
1

2(t−1
1 − t−1

2 )
= − t2

2(t2 − t1)t1
= − 1

2t1
− 1

2(t2 − t1)

xixi+1，1 ≤ i < n 前的系数为

−
2t−1

i t−1
i+1

2(t−1
i − t−1

i+1)
= − 1

ti+1 − ti

对 pW 的指数展开可发现这些系数与 pW 中均相同，从而得证。

(b) 直接计算可发现 Y 的密度函数为

pt1,...,tn(y1, . . . , yn) = pWct1,...,ctn(
√
cy1, . . . ,

√
cyn)c

n/2

化简也即

1√
2πct1

e−
cy2

1
2ct1

1√
2πc(t2 − t1)

e−
c(y2−y1)2

2c(t2−t1) . . .
1√

2πc(tn − tn−1)
e−

c(yn−yn−1)2

2c(tn−tn−1) cn/2

直接消去分子、分母中的 c 即得到与 pW 相同。

(c) 考虑 (Zt1 , Zt2 , . . . , Ztn ,WT )，再计算其对 Zt1 , . . . , Ztn 的边际分布，可得其密度函数为

pt1,...,tn(z1, . . . , zn, w) =

∫
R
pWT−tn,...,T−t1,T (w − zn, . . . , w − z1, w)dw

直接写出其为∫
R

1√
2π(T − tn)

e−
(w−z2n)

2(T−tn)
1√

2π(tn − tn−1)
e−

(zn−zn−1)2

2(tn−tn−1) . . .
1√

2π(t2 − t1)
e−

(z2−z1)2

2(t2−t1)
1√
2πt1

e−
z21
2t1 dw

而含 w 的只有第一项，利用高斯积分可知其积分为 1，剩余部分与 pW 完全相同，从而得证。
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2. 期望计算：利用讲义 11 的习题可知 E(W 4
t ) = 3t2，由此利用独立性 t < s 时

E(W 2
t W

2
s ) = E(W 2

t ((Ws −Wt)
2 + 2(Ws −Wt)Wt +W 2

t )) = t(s− t) + 0 + 3t2 = 2t2 + st

而 t < s < r 时

E(W 2
t WsWr) = E(W 2

t (Wt + (Ws −Wt))(Wt + (Wr −Ws) + (Ws −Wt)))

= E(W 2
t (Wt + (Ws −Wt))(Wt + (Ws −Wt)))

= E(W 2
t W

2
s )

于是设分点为 0 = t0, t1, . . . , tn = t，有

E(Q∆
t − t)2 = t2 − 2tE(Q∆

t ) + E(Q∆
t )

2

设 hk = tk+1 − tk，进一步计算

E(Q∆
t ) =

n−1∑
k=0

(
E(W 2

tk+1
) + E(W 2

tk
)− 2E(Wtk+1

Wtk)
)
=

n−1∑
k=0

(tk+1 + tk − 2tk) = t

E(Q∆
t )

2 = E
( n−1∑

k=0

(Wtk+1
−Wtk)

4 + 2
∑

0≤k1<k2≤n−1

(Wtk1+1
−Wtk1

)2(Wtk2+1
−Wtk2

)2
)

利用上方的计算结论与平移不变性有

E(Wtk+1
−Wtk)

4 = 3h2
k

E(Wtk1+1
−Wtk1

)2(Wtk2+1
−Wtk2

)2

=E
(
W 2

tk1+1−tk1
(Wtk2+1−tk1

−Wtk2
−tk1

)2
)

=4(tk1+1 − tk1)
2 + (tk1+1 − tk1)(tk2+1 + tk2 − 2tk1)− 2(2(tk1+1 − tk1)

2 + (tk1+1 − tk1)(tk2 − tk1))

=(tk1+1 − tk1
)(tk2+1 − tk2

) = hk1
hk2

由此再利用所有 hk 求和为 t 可得结果为

−
( n−1∑

k=0

hk

)2

+

n−1∑
k=0

3h2
k + 2

∑
0≤k1<k2≤n−1

hk1hk2

将第一项展开即得最终为 2
∑n−1

k=0 h
2
k，得证。

L2 收敛：直接放缩可知

2

n−1∑
k=0

h2
k ≤ 2|∆|

n−1∑
k=0

hk = 2|∆|t

由此在 |∆| → 0 时其收敛于 0，从而得证 L2 收敛。

几乎处处收敛：当 tk = k2−nt 时，将对应的 Q∆
t 记为 Yn，对 ε > 0，利用 Chebyshev 不等式与之前的方

差计算结论有

P (|Yn − t| ≥ ε) ≤ ε−2E(Yn − t)2 ≤ ε−22 · 2n · 2−2n = ε−22−n+1

由此可知
∞∑

n=1

P (|Yn − t| ≥ ε) ≤ 2ε−2 < ∞

根据概率论结论即得有几乎处处收敛。



12 讲义 12 20

3. 正定性：根据定义即得其恒大于等于 0，若其为 0 只能对每个 n 有 ∥x− y∥L∞[0,n] = 0，从而根据连续可

知只能 x = y。

对称性：由定义可直接得到。

三角不等式：由于

∥x− z∥L∞[0,n] ≤ ∥x− y∥L∞[0,n] + ∥y − z∥L∞[0,n]

若右侧至少一个超过 1 则已经得证，否则由

∥x− z∥L∞[0,n] ∧ 1 ≤ ∥x− z∥L∞[0,n]

得证。

完备性：对此范数下的 Cauchy 列 {xk}，由于

∥xi − xj∥L∞[0,n] ∧ 1 ≤ 2nd(xi, xj)

对任何 ε ∈ (0, 1) 可取充分大的 N 使得 i, j > N 时 d(xi, xj) < 2−nε，即得

∥xi − xj∥L∞[0,n] ∧ 1 < ε

但 1 > ε，这就得到 xi − xj 在 L∞[0, n] 下构成 Cauchy 列，根据闭区间连续函数在一致收敛下的完备性
可知 xi − xj 一致收敛到某个 [0, n] 上的连续函数 x(n)。由于一致收敛结果的唯一性，对不同的 n，一致

收敛到的 x(n) 并不会冲突，由此定义

x(t) = x(n)(t), t ∈ [n− 1, n]

其仍为连续函数，且 xi 内闭一致收敛到 x。最后证明 xi 在此度量下收敛到 x。对任何 ε > 0，取 n0 使得

2−n0+1 < ε，再取 N 使得 m > N 时 ∥xm − x∥L∞[0,n0] < ε/2，则有 m > N 时

d(xm, x) ≤
n0∑
n=1

1

2n
∥xm − x∥L∞[0,n] ∧ 1 +

∞∑
n=n0+1

1

2n
≤

n0∑
n=1

1

2n
∥xm − x∥L∞[0,n0] + 2−n0

< ∥xm − x∥L∞[0,n0] + 2−n0 < ε

从而得证。

可分性：考虑所有有理系数多项式，按次数分类可知其可数，下证它们稠密。

根据 Weierstrass 逼近定理，任何连续函数在有界闭区间上可被多项式一致逼近，而考虑系数即可发现有
界闭区间上任何多项式可被有理系数多项式一致逼近。由此，对函数 x，可取多项式列 pkn 在 [0, n] 上一

致逼近 x，再取有理系数多项式列 p
(j)
kn 在 [0, n] 上一致逼近 pkn。

取出 qkn = p
(jkn)
kn 使得 ∥qkn − pkn∥L∞[0,n] < 2−k，则有

lim
k→∞

∥qkn − x∥L∞[0,n] ≤ lim
k→∞

∥pkn − x∥L∞[0,n] + lim
k→∞

2−k = 0

从而 qkn 是 [0, n] 上一致逼近 x 的有理系数多项式列。

取出 rn = qknn 使得 ∥rn − x∥L∞[0,n] < 2−n，则有

lim
n→∞

d(rn, x) = lim
n→∞

( n∑
m=1

1

2m
∥rn − x∥L∞[0,m] +

∞∑
m=n+1

2−m

)
≤ lim

n→∞
(∥rn − x∥L∞[0,n] + 2−n) = 0

从而得证。
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4. 先考虑 s ̸= 0 时。直接计算分布函数可知所求分布函数为

f(z) =
fWs,W(s+t)/2,Wt(x, z, y)

fWs,Wt
(x, y)

根据 Wiener 过程的性质，分子为

(2π)−3/2s−1/2e− x2

2s ((t− s)/2)−1/2e−
(z−x)2

t−s ((t− s)/2)−1/2e−
(y−z)2

t−s = (2π)−3/2s−1/2 2

t− s
e−

(z−x)2+(y−z)2

t−s

分母为

(2π)−1s−1/2e− x2

2s (t− s)−1/2e−
(x−y)2

2(t−s)

由此作商得到
2√

2π(t− s)
exp

(
− 1

t− s

(
z − x− y)2

)
将指数中的分子分母同除以 4 即得到高斯分布。

当 s = 0 时，若 x ̸= 0 则条件概率无意义，只需考虑 x = 0 时，此时利用平移不变性可从上一种情况得到，

综合即得证。

13 讲义 13
1. (a) 直接计算可得

Wtj+1/2
(Wtj+1

−Wtj ) =
1

2
(W 2

tj+1
−W 2

tj ) + (Wtj+1
−Wtj )(Wtj+1/2

− (Wtj +Wtj+1
)/2)

而这又可以进一步写为

1

2
(W 2

tj+1
−W 2

tj ) +
1

2
(Wtj+1/2

−Wtj )
2 − 1

2
(Wtj+1

−Wtj+1/2
)2

于是中点积分结果减去
W 2

t

2 可得

1

2

∑
j

(Wtj+1/2
−Wtj )

2 − 1

2

∑
j

(Wtj+1
−Wtj+1/2

)2

利用 Weiner 过程的协方差可知上式期望为 0，而根据左右每个求和中部分均独立可知方差为每个部
分的方差线性组合，于是即得上式方差为

1

4

∑
j

Var((Wtj+1/2
−Wtj )

2) +
1

4

∑
j

Var(Wtj+1
−Wtj+1/2

)2

这与
1

2

∑
j

(Wtj+1/2
−Wtj )

2 +
1

2

∑
j

(Wtj+1
−Wtj+1/2

)2

的方差相同，而后者根据 ⟨W,W ⟩t = t 可知 L2 收敛于 0，从而原式 L2 收敛于
W 2

t

2 。

(b) 直接计算可得

Wtj+1
(Wtj+1

−Wtj ) =
W 2

tj+1
−W 2

tj

2
+

1

2
(Wtj+1

−Wtj )
2

累加后与讲义例 2.6 完全类似得到结果为 W 2
t

2 + t
2。

2. (a) 利用 Taylor 展开可知
∞∑

n=0

un

n!
hn(x) = ex

2/2
∞∑

n=0

(−u)n

n!

dne−x2/2

dxn
= ex

2/2e−(x−u)2/2 = eux−u2/2
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直接利用复合函数求导计算有

Hn(x, a) = an/2ex
2/(2a)(−1)n

dne−x2/2

dxn

∣∣∣∣
x/

√
a

= ex
2/(2a)(−a)n

dne−x2/(2a)

dxn

于是类似第一式进一步得到

∞∑
n=0

un

n!
Hn(x, a) = ex

2/(2a)e−(x−au)2/(2a) = eux−au2/2

(b) 由于
d
dxe

−x2/(2a) = −x

a
e−x2/(2a)

利用乘积求导公式有递推

dn+1

dxn+1
e−x2/(2a) = − dn

dxn

(
x

a
e−x2/(2a)

)
= −x

a

dn
dxn

e−x2/(2a) − n

a

dn−1

dxn−1
e−x2/(2a)

直接计算可知

∂Hn(x, a)

∂x
=

x

a
ex

2/(2a)(−a)n
dne−x2/(2a)

dxn
+ ex

2/(2a)(−a)n
dn+1e−x2/(2a)

dxn+1

再代入递推即得

∂Hn(x, a)

∂x
= ex

2/(2a)(−a)n
(
− n

a

dn−1

dxn−1
e−x2/(2a)

)
= nHn−1(x, a)

另一方面，利用偏导交换性可知 ∂Hn(x,a)
∂a 为

− x2

2a2
ex

2/(2a)(−a)n
dne−x2/(2a)

dxn
− nex

2/(2a)(−a)n−1 dne−x2/(2a)

dxn
+ ex

2/(2a)(−a)n
dn
dxn

(
x2

2a2
e−x2/(2a)

)
再次利用乘积求导公式可知

dn
dxn

(
x2

2a2
e−x2/(2a)

)
=

x2

2a2
dn
dxn

e−x2/(2a) + n
x

a2
dn−1

dxn−1
e−x2/(2a) + C2

n

1

a2
dn−2

dxn−2
e−x2/(2a)

而
dn
dxn

e−x2/(2a) = −x

a

dn−1

dxn−1
e−x2/(2a) − n− 1

a

dn−2

dxn−2
e−x2/(2a)

由此展开二、三两项并整理可发现 n 次与 n− 1 次导数均被消去，只有(
− n(−a)n−1

(
− n− 1

a

)
+ C2

n(−a)n
1

a2

)
ex

2/2a dn−2

dxn−2
e−x2/(2a)

由 C2
n = n(n−1)

2 进一步展开得到其为

−n(n− 1)

2
(−a)n−2ex

2/2a dn−2

dxn−2
e−x2/(2a) = −n(n− 1)

2
Hn−2(x, a)

再利用 ∂Hn(x,a)
∂x = nHn−1(x, a) 即得(

1

2

∂2

∂x2
+

∂

∂a

)
Hn(x, a) = 0

(c) 归纳，只需证明 ∫ t

0

1

n!
Hn(Ws, s)dWs =

1

(n+ 1)!
Hn+1(Wt, t)

也即 ∫ t

0

(n+ 1)Hn(Ws, s)dWs = Hn+1(Wt, t)
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利用多维 Itô 公式可得 (用 ∂x,y 表示对两个分量求偏导)

df(Wt, t) = ∂xf(Wt, t)dWt +

(
∂yf(Wt, t) +

1

2
∂2
xf(Wt, t)

)
dt

而根据 (b) 的计算有 (此处 x, y 对应之前的 x, a)

1

2
∂2
xHn+1 + ∂yHn+1 = 0

∂xHn+1 = (n+ 1)Hn

由此

dHn+1(Wt, t) = (n+ 1)Hn(Wt, t)dWt

再由 t = 0 时 Hn+1(Wt, t) = 0，两边积分得相等。

3. 利用二维 Itô 公式类似例 3.4 可得 (利用 dtdXt = 0)

d(f(t)Xt) = Xtf
′(t)dt+ f(t)dXt

(a) 构造 f(t) = t+ 1 可得

d((t+ 1)Xt) = Xtdt+ (t+ 1)dXt = (t+ 1)

(
dXt +

Xt

t+ 1
dt
)

= dWt

再由初始条件即得

Xt =
1

t+ 1
Wt

(b) 构造 f(t) = et 可得

d(etXt) = Xtetdt+ etdXt = et(dXt +Xtdt) = dWt

再由初始条件可得

Xt = e−t(X0 +Wt)

4. 设 Xt 为 n 维向量，σ 为 n×m 阶常矩阵，Wt 为 m 阶向量。类似习题 3 可得对每个元素是 t 的函数的

n 阶方阵 M(t) 有

d(M(t)Xt) = (dM(t))Xt +M(t)dXt = M ′(t)Xtdt+M(t)dXt

构造 M(t) = e−tA，利用级数展开求导可得 (这里 σdWt 为矩阵乘法)

d(e−tAXt) = −e−tAAXtdt+ e−tAdXt = e−tA(dXt −AXtdt) = e−tAσdWt

同积分得到

e−tAXt −X0 =

∫ t

0

e−sAσdWs

也即

Xt = etAX0 +

∫ t

0

e(t−s)AσdWs

下设 X0 均值为 µ，协方差矩阵为 Σ。

利用 Itô 积分公式得
E(Xt) = etAµ

先考虑 X0 = 0 时的协方差，此时 X
(i)
t 均值均为 0，设 A 的各分量 aij、σ 各分量 σij，有直接利用线性

性展开有

E(X(i)
t X

(j)
t ) =

∑
a,b,c,d

E
(∫ t

0

(e(t−s)A)iaσabd(Ws)b

)(∫ t

0

(e(t−s)A)jcσcdd(Ws)d

)
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而根据独立性，只有在 b = d 时乘积方能非零，再提出常数有

E(X(i)
t X

(j)
t ) =

∑
a,b,c

σabσcbE
(∫ t

0

(e(t−s)A)iad(Ws)b

)(∫ t

0

(e(t−s)A)jcd(Ws)b

)

利用例 2.6 前的公式可得

E(X(i)
t X

(j)
t ) =

∑
a,b,c

σabσcb

∫ t

0

(e(t−s)A)ia(e(t−s)A)jcds

将其重新排列为

E(X(i)
t X

(j)
t ) =

∑
a,b,c

∫ t

0

(e(t−s)A)iaσabσcb(e(t−s)A)jcds =
∫ t

0

(
e(t−s)AσσT e(t−s)AT )

ij
ds

由此最终得到

Cov(Xt − etAX0) =

∫ t

0

e(t−s)AσσT e(t−s)AT

ds

根据独立性可知

Cov(Xt) = e2tAΣ+

∫ t

0

e(t−s)AσσT e(t−s)AT

ds

5. 设 dXt = α(Xt, t)dt+ β(Xt, t)dWt，利用积分定义可知∫ t

0

σ(Xs, s) ∗ dWs ≈
∑
j

σ(Xtj+1 , tj+1)(Wtj+1 −Wtj )

而讲义第五节中已经说明了∑
j

σ(Xtj+1
, tj+1)(Wtj+1

−Wtj ) →
∫ t

0

σs(Xs, s)dWs +

∫ t

0

∂xσβ(Xs, s)ds

由此也即得到

σ(Xs, s) ∗ dWs = σ(Xs, s)dWs + ∂xσβ(Xs, s)ds

于是代入即有

dXt = σ(Xt, t)dWt + (b(Xt, t) + ∂xσβ(Xt, t))dt

对比两种形式得到 β = σ，从而得证。

14 讲义 14
1. 利用 Einstein 求和约定可将原始的 Fokker-Planck 方程写为

∂tp+ ∂i(bip) =
1

2
∂i∂j(σikσjkp)

(a) 对于 Stratonovich 随机微分方程，其可写为

d(Xt)i = bi(Xt, t)dt+ σij(Xt, t) ◦ d(Wt)j

利用讲义 13 可知其写为 (省略 (Xt, t))

d(Xt)i = bidt+
1

2
∂kσijσkjdt+ σijd(Wt)j

于是代入第一式可知 Stratonovich 随机微分方程对应的 Fokker-Planck 方程为

∂tp+ ∂i(bip) +
1

2
∂i(∂kσijσkjp) =

1

2
∂i∂j(σikσjkp)
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利用线性性并适当更换移项后的指标也即

∂tp+ ∂i(bip) =
1

2
∂i(∂j(σikσjkp)− ∂jσikσjkp)

由乘积求导法则可知

∂tp+ ∂i(bip) =
1

2
∂i(σik∂j(σjkp))

从而得证。

(b) 对于反向随机微分方程，其可写为

d(Xt)i = bi(Xt, t)dt+ σij(Xt, t) ∗ d(Wt)j

类似讲义 13 的习题可知其写为 (省略 (Xt, t))

d(Xt)i = bidt+ ∂kσijσkjdt+ σijd(Wt)j

于是直接代入第一式即有

∂tp+ ∂i((bi + ∂kσijσkj)p) =
1

2
∂i∂j(σikσjkp)

这就是结论。

2. 设 B 各分量为 Bij，(Xt)j = xj，则对应的 bi = Bijxj。细致平衡条件可以直接写为

Bijxjp−
1

2
σikσjk∂jp = 0

直接两端积分，由期望为 0 可得到 p 在无穷远处趋于 0。由协方差条件，乘 xl 后积分可得

Bij

∫
Rn

xjxlpdx− 1

2
σikσjk

∫
Rn

xl∂jpdx = 0

对第一部分利用协方差结论，第二部分利用分部积分可得

BijΣjl +
1

2
σikσjk

∫
Rn

δljpdx = BijΣjl +
1

2
σikσjkδ

l
j = 0

由于对任何 i, l 成立，组合回矩阵也即

BΣ+
1

2
σσT = O

15 讲义 16
1. 由积分与 ∆W 的平移不变性，可不妨设 tn = 0，记 τ = tn+1 − tn，有

∆Z1 =

∫ τ

0

Wsds, ∆Z2 =

∫ τ

0

sdWs

利用讲义 13 中的分部积分结论可知 (以 0 为起点 ∆Wn = Wτ )

∆Z1 +∆Z2 = τ∆Wn

由积分定义与 Gauss 过程性质可知 ∆Z1、∆Z2 与 ∆Wn 均为 Gauss 随机变量，只需生成 ∆Z2 与 ∆W 即

可计算出 ∆Z1 = τ∆Wn −∆Z2。

由于两者联合仍为 Gauss 分布，只需计算出期望与协方差即可从标准正态分布线性变换出结果。

利用 Itô 积分的性质可得
E(∆Wn) = 0, E(∆Z2) = 0

E(∆Wn∆Z2) =

∫ τ

0

sds = 1

2
τ2

E(∆Wn)
2 = E(W 2

τ ) = τ

E(∆Z2)
2 =

∫ τ

0

s2ds = 1

3
τ3

由此即可进行生成。
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2. 下方所有 E 表示 Xn、Xtn 给定时的条件期望，Eall 表示一般的期望。

设 X̂t 表示 t 时刻真解，Xn 表示 tn 时刻数值解，τ = tn+1 − tn，并记 (这里 ∆Wn 与 Xn 生成 Xn+1 的

∆Wn 一致)
X̄n+1 = Xtn + b(Xtn)τ +∆Wn

有

Xn+1 −Xtn+1
= (Xn+1 − X̄n+1) + (X̄n+1 −Xtn+1

)

假设 Xn 与 Xtn 已经确定，由 ∆Wn 一致可知 Xn+1 − X̄n+1 为常数，将其记为 Cn，设 b 为界为 L 的

Lipschitz 函数有

|Cn| = |Xn+1 − X̄n+1| = |Xn −Xtn + τb(Xn)− τb(Xtn)| ≤ (1 + Lτ)|Xn −Xtn |

另一方面，对第二项估算可得

X̄n+1 −Xtn+1 =

∫ tn+1

tn

(b(Xt)− b(Xtn))dt

设 b 二阶可微，利用 Itô 公式与 dXt = b(Xt)dt+ dWt 可知

b(Xt)− b(Xtn) =

∫ t

tn

db(Xs) =

∫ t

tn

(b′(Xs)b(Xs) + b′′(Xs))ds+
∫ t

tn

b′(Xs)dWs

于是

X̄n+1 −Xtn+1
= Yn + Zn

Yn =

∫ tn+1

tn

∫ t

tn

(b′(Xs)b(Xs) + b′′(Xs))dsdt, Zn =

∫ tn+1

tn

∫ t

tn

b′(Xs)dWsdt

进一步假设 b 的各阶导函数均有界，将积分中均放为常数后直接计算可得

E(Y 2
n ) ≤ CY τ

4, E(Z2
n) ≤ CZτ

3

于是可估算

E((Xn+1 −Xtn+1
)2) = E((Cn + Yn + Zn)

2)

利用

E(2(Cn + Zn)Yn) ≤ τE((Cn + Zn)
2) +

1

τ
E(Y 2

n )

且计算可发现 (对 t 的积分与期望可交换)
E(Zn) = 0

由此由 Cn 为常数可拆分得到

E((Xn+1 −Xtn+1
)2) ≤ (1 + τ)C2

n + (1 + τ)E(Z2
n) +

(
1 +

1

τ

)
E(Y 2

n )

由阶的定义须 τ → 0+，考虑 τ < 1 的情况，并记

C1 = 2L2 + 4L+ 1 ≥ (1 + τ)(1 + Lτ)2 − 1

τ
, C2 = 2(CY + CZ)

代入放缩有

E((Xn+1 −Xtn+1
)2) ≤ (1 + C1τ)(Xn −Xtn)

2 + C2τ
3

两边取期望，由全期望公式

Eall((Xn+1 −Xtn+1)
2) ≤ (1 + C1τ)Eall((Xn −Xtn)

2) + C2τ
3

直接递推，由 X0 = Xt0 可得

Eall((Xn −Xtn)
2) ≤ (1 + C1τ)

n − 1

C1τ
C2τ

3
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由 n ≤ T
τ 可最终放为

Eall((Xn −Xtn)
2) ≤ C2

C1
(eC1T − 1)τ2

即为结论。

3. * 需要假设 X0 的各阶矩有界，否则考察 0 处即不成立。方便起见设 X0 = 0，数值解也以此起始。下记 b

各阶导数的界为 M。

(1) E(X2r
n ) 有界性

利用 Young 不等式可知存在 Cr 使得 (a+ b)2r ≤ Cr(a
2r + b2r)，从而

E(X2r
n+1) ≤ CrE(X2r

n ) + CrE((b(Xn)τ +∆Wn)
2r) ≤ CrE(X2r

n ) + C2
rM

2rτ2r + C2
rE(∆W 2r

n )

由于 ∆Wn 与 Wτ 同分布，设

E(W 2r
τ ) = C ′

rτ
r

上式可最终化为

E(X2r
n+1) ≤ CrE(X2r

n ) + (C2
rM

2rτ r + C ′
r)τ

r

当 r = 0 时 E(X2r
n ) = 1 有界，其他情况与上题完全类似可得

E(X2r
n ) = O(τ r−1)

于是有界。

(2) E(X2r
t ) 有界性

利用 Itô 公式可知
dX2r

t = 2rX2r−1
t (b(Xt)dt+ dWt) + 2r(2r − 1)X2r−2

t dt

两边积分并取期望，由 Young 不等式可得 E(X2r
t ) 不超过

2r

(
2r − 1

2r

∫ t

0

E(X2r
s )ds+ 1

2r

∫ t

0

M2rds
)
+ 2r(2r − 1)

(
r − 1

r

∫ t

0

E(X2r
s )ds+ 1

r

∫ t

0

1ds
)

化简即得

E(X2r
t ) ≤ (2r − 1)2

∫ t

0

E(X2r
s )ds+ T (M2r + 2(2r − 1))

由此利用 Gronwall 不等式可得

sup
t≤T

E(X2r
t ) ≤ T (M2r + 2(2r − 1))e(2r−1)2T

(3) E(X̄2r
t ) 有界性

上一种情况中，当 X0 非零时，积分后常数项会多出 X0 相关的至多 2r 阶矩，若假设它们均有界，完

全相同可得 E(X2r
t ) 依然有界。

再结合第一问估计，由 Xn 有界，将 Xn 看作初始的 X0，则对应的 E(X2r
t ) 对 t ≤ T 仍然有界 (从而

对 t < τ 有界)，即得证。

16 讲义 18
1. 先计算

E exp
(
i
∑
j

ξ(tj)(Wtj+1
−Wtj )

)
记 τj = tj+1 − tj，利用独立性可知上式即为∏

j

E exp
(
iξ(tj)Wτj

)
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利用 Gauss 分布的特征函数结论可知此为∏
j

exp
(
− 1

2
ξ2(tj)τj

)
= exp

(
− 1

2

∑
j

ξ2(tj)τj

)

由于 tj 构成 0 到 1 的划分，取 max τj → 0+ 的极限，由积分定义即知右侧为

exp
(
− 1

2

∫ 1

0

ξ2(t)dt
)

此时左侧即

E exp
(
i
∫ 1

0

ξ(t)dWt

)
从而得证。


