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1 第二周

1.1 书面作业

1. (1) 记 m = ρu，则有

p = (γ − 1)

(
E − m2

2ρ

)
从而

F =


m

(3− γ)m2

2ρ
+ (γ − 1)E

γmE
ρ
− (γ − 1)m3

2ρ2


于是直接计算可知

A(U) =


0 1 0

(γ − 3)m2

2ρ2 (3− γ)m
ρ

γ − 1

−γmE
ρ2 + (γ − 1)m

3

ρ3

γE
ρ
− (γ − 1) 3m

2

2ρ2 γm
ρ


由物理约束 ρ > 0、p > 0 进一步计算得到特征值为

λ1 = u, λ2 = u− c, λ3 = u+ c, c =

√
pγ

ρ

对应的一个右特征向量 (作为特征子空间的基) 分别为(
1, u,

1

2
u2
)T

(1, u− c,H − uc)T

(1, u+ c,H + uc)T

这里 H = 1
ρ
(E + p) 为总晗。

一个左特征向量分别为 (
(γ + 1)m2 − 2γEρ

2ρ2
,−u, 1

)T

(
m2(γ − 1) + 2mc

2(γ − 1)ρ
,−u− c

γ − 1
, 1

)T

(
m2(γ − 1)− 2mc

2(γ − 1)ρ
,−u+

c

γ − 1
, 1

)T

(2) 设 V = G(U)，则

Vt = (∂UG)Ut, Vx = (∂UG)Ux

于是记

JV = ∂UG =


1 0 0

−u
ρ

1
ρ

0

(γ − 1)u
2

2
−(γ − 1)u γ − 1


可发现

JVUt + JVA(U)J−1
V JVUx = 0

从而

B(V) = JVA(U)J−1
V

即 B(V) 与 A(U) 相似，其特征值与 A(U) 相同，对应右特征向量为 A(U) 的右特征向量左乘

JV，左特征向量为 A(U) 的左特征向量左乘 J−T
V 。
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(3) 设 W = H(U)，则

Wt = (∂UH)Ut, Wx = (∂UH)Ux

于是记

JW = ∂UH =


1 0 0

−u
ρ

1
ρ

0

− 1
2
(γ − 1)2u2ργ −(γ − 1)uρ−γ (γ − 1)ρ−γ


可发现

JWUt + JWA(U)J−1
W JWUx = 0

从而

C(W) = JWA(U)J−1
W

即 C(W) 与 A(U) 相似，其特征值与 A(U) 相同，对应右特征向量为 A(U) 的右特征向量左乘

JW，左特征向量为 A(U) 的左特征向量左乘 J−T
W 。

利用相似的传递性，A(U)、B(V)、C(W) 彼此相似。

2. 以下用下标表示求偏导。

利用第一个方程可将左侧二、三两项对 u, v 分别求导的部分抵消，将左侧化简为

Et + uEx + vEy + upx + vpy

代入后两个方程得到其为

Et + uEx + vEy + u(ν(uxx + uyy)− ut − uux − vuy) + v(ν(vxx + vyy)− vt − uvx − vvy)

直接计算可知

Et = uut + vvt, Ex = uux + vvx, Ey = uuy + vvy

Exx = u2x + uuxx + v2x + vvxx, Eyy = u2y + uuyy + v2y + vvyy

代入消去可得左侧变为

ν(uuxx + uuyy + vvxx + vvyy)

而由 ν 非负可知其小于等于

ν(uuxx + uuyy + vvxx + vvyy + u2x + v2x + u2y + v2y)

这就是右侧展开的结果。

3. 以下用下标表示求偏导。

记 a = hu、b = hv，方程化为

ht + ax + by = 0

at + (a2/h)x + (ab/h)y + gh(h+ Z)x = 0

bt + (ab/h)x + (b2/h)y + gh(h+ Z)y = 0

而

E =
1

2h
(a2 + b2) +

1

2
gh2 + ghZ

于是有

Et = −
1

2h2
(a2 + b2)ht + g(h+ Z)ht +

a

h
at +

b

h
bt
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从而代入三个方程得到 −Et 为

−Et =

(
− 1

2h2
(a2 + b2) + g(h+ Z)

)
ax +

a

h
((a2/h)x + gh(h+ Z)x) +

b

h
(ab/h)x

+

(
− 1

2h2
(a2 + b2) + g(h+ Z)

)
by +

a

h
(ab/h)y +

b

h
((b2/h)y + gh(h+ Z)y)

利用对称性，我们只需证明(
− 1

2h2
(a2 + b2) + g(h+ Z)

)
ax +

a

h
((a2/h)x + gh(h+ Z)x) +

b

h
(ab/h)x =

(
u(E + gh2/2)

)
x

则第二部分自然与要证式的第三项相等，即可得到证明。

将左侧整理为(
− 1

2h2
(a2 + b2) + g(h+ Z) +

2a2

h2
+
b2

h2

)
ax +

ab

h2
bx −

(
a3 + ab2

h3

)
hx + ga(h+ Z)x

将右侧重新写为 (
a

2h2
(a2 + b2) + g(h+ Z)a

)
x

直接对比括号中内容对 a、b、h、h+ Z 的偏导数即可验证相等，从而得证。

4. 考虑 x 到 x+ δx 段的控制体，时间为 t 到 t+ δt。

• 连续性方程：δt 时间内，控制体左侧流入控制体的质量为 ρAV δt，右侧流出控制体的质量为

(ρ+ ρxδx)(A+Axδx)(V + Vxδx)δt，从而考虑 δt 时间内质量增加量有

ρAV δt− (ρ+ ρxδx)(A+Axδx)(V + Vxδx)δt = ((ρA)tδx)δt

消去 δxδt 与高阶小量即得到

−ρAVx − ρV Ax −AV ρx = (ρA)t

这就是连续性方程。

• 动量方程：δt 时间内，控制体左侧受到的冲量为 pAδt，右侧作用的冲量为 (pA + (pA)xδx)δt，

近似为台状可发现侧壁输入的冲量为 pAxδxδt；输入的动量为 ρAV 2δt，输出的动量为 (ρAV 2 +

(ρAV 2)xδx)δt；从而考虑 δt 时间内动量增加量有

pAδt− (pA+ (pA)xδx)δt+ pAxδxδt+ ρAV 2δt− (ρAV 2 + (ρAV 2)xδx)δt = (ρV A)tδxδt

消去 δxδt 与高阶小量即得到

pxA+ pAx − pAx + (ρAV 2)x + (ρV A)t = 0

即

pxA+ (ρAV 2)x + (ρA)tV + ρAVt = 0

代入连续性方程可得

(ρA)tV = −ρAV Vx − ρV 2Ax −AV 2ρx = ρAV Vx − (ρAV 2)x

从而代入并消去 A 有

px + ρV Vx + ρVt = 0

利用 p = ρRT 即得到动量方程 (注意 R 为常数)。
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• 能量方程：与动量类似，在 δt 时间内对控制体做的功为 (由于侧壁并未移动，不存在做功)

−(pV A)xδxδt

其中第一项表示前后的做功差，第二项表示侧壁做功。δt 时间内输入控制体的动能为

−
(
ρ

(
e+

V 2

2

)
V A

)
x

δxδt

动能增加量为 (
ρ

(
e+

V 2

2

)
A

)
t

δxδt

由此可得到 (
ρ

(
e+

V 2

2

)
A

)
t

+

(
ρ

(
e+

V 2

2

)
V A

)
x

+ (pV A)x = 0

将第一项写为 (
e+

V 2

2

)
(ρA)t + ρAet +AV (ρVt)

前后两项分别代入连续性方程与动量方程进行消去，最终计算得到

ρAet + ρAV ex + p(AV )x = 0

同除以 A 即

ρet + ρV ex = −p(Vx − V (lnA)x)

代入 e = cvT 与 p = ρRT 即得到最终结果。
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1.2 实验报告

1.2.1 格式实现

我们考虑的方程为

ut + cux = 0, x ∈ [0, 2], t > 0

并假设流速 c > 0，初值 u(x, 0) = 1 + χ[0.5,1](x)，左边界处恒为 1，时间不超过 1
c
，也即初值为 2 的部分

不会传播到边界 (否则 LW 格式无法进行)。用均匀网格进行离散，并记 ν = c∆t
∆x
为 CFL 数 (由假设其为

正)，unj 为 x = j∆x、t = n∆t 处的数值解。

1. LW 格式

格式的迭代公式为

un+1
j = unj −

1

2
ν(unj+1 − unj−1) +

1

2
ν2(unj+1 + unj−1 − 2unj )

需要给定 x = 0 与 x = 2 处的值，直接将上式向量化可得到实现。

用 Fourier 方法分析 L2 模稳定条件，代入 unj = λneikj∆x 可得

λ(k) = 1− iν sin ξ − 2ν2 sin2 ξ

2

其中 ξ = k∆x。直接计算可发现

|λ(k)|2 = 1− 4ν2(1− ν2) sin4 ξ

2

由此可知当且仅当 ν ≤ 1 时 L2 模稳定，从而最大可取 ν = 1。

2. 二阶迎风格式 (BW 格式)

格式的迭代公式为

un+1
j = unj −

1

2
ν(3unj − 4unj−1 + unj−2) +

1

2
ν2(unj−2 + unj − 2unj−1)

用 Fourier 方法分析 L2 模稳定条件，代入 unj = λneikj∆x 可得

λ(k) = 1− 1

2
ν(3− 4e−iξ + e−2iξ) +

1

2
ν2(1 + e−2iξ − 2e−iξ)

其中 ξ = k∆x。当 ν = 2 时其为 e−2iξ，模长不超过 1，稳定，而当 ν > 2 时取 ξ = π 即模长大于 1，
不稳定，从而 ν 最大可取为 2。进一步计算可发现稳定当且仅当 ν ≤ 2。

3. 隐式 Z 字形格式

由于已知这是使用 unj、u
n+1
j 、un+1

j−1、u
n+1
j−1 四点的迭代格式，我们下面对其进行推导。设真解为 [u]，

在 [u]
n+ 1

2

j− 1
2

展开，设这点对 t 导数为 a，对 t 二阶导为 b，利用方程可发现

[u]nj = [u]
n+ 1

2

j− 1
2

− 1

2
a∆t− 1

2c
a∆x+

1

8
b(∆t)2 +

1

8c2
b(∆x)2 +

1

4c
b∆x∆t+ o((∆t)2 + (∆x)2)

[u]nj−1 = [u]
n+ 1

2

j− 1
2

− 1

2
a∆t+

1

2c
a∆x+

1

8
b(∆t)2 +

1

8c2
b(∆x)2 − 1

4c
b∆x∆t+ o((∆t)2 + (∆x)2)

[u]n+1
j = [u]

n+ 1
2

j− 1
2

+
1

2
a∆t− 1

2c
a∆x+

1

8
b(∆t)2 +

1

8c2
b(∆x)2 − 1

4c
b∆x∆t+ o((∆t)2 + (∆x)2)

[u]n+1
j−1 = [u]

n+ 1
2

j− 1
2

+
1

2
a∆t+

1

2c
a∆x+

1

8
b(∆t)2 +

1

8c2
b(∆x)2 +

1

4c
b∆x∆t+ o((∆t)2 + (∆x)2)

由此两两作差

[u]n+1
j − [u]nj−1 = a∆t− 1

c
a∆x
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[u]n+1
j−1 − [u]nj = a∆t+

1

c
a∆x

于是可得到二阶隐式迭代格式

(1 + ν)(un+1
j − unj−1) = (1− ν)(un+1

j−1 − unj )

用 Fourier 方法分析 L2 模稳定条件，代入 unj = λneikj∆x 可得

λ(k) =
1 + ν − (1− ν)e−iξ

−(1− ν) + (1 + ν)e−iξ

直接计算

|λ(k)|2 = 1 + ν2 − (1 + ν)(1− ν) cos ξ
1 + ν2 − (1 + ν)(1− ν) cos ξ = 1

从而无条件 L2 模稳定。

值得注意的是，此格式并非真的需要隐式进行迭代。将其写成 (当 ν = 1 时，退化为 un+1
j = unj−1)

un+1
j = unj−1 +

1− ν
1 + ν

(un+1
j−1 − unj )

只要进行顺次更新即可。

1.2.2 结果展示

除了上述的格式外，我们还实现了 ν = 1 的一阶迎风格式作为对比。由于间断捕获不准确会导致 L∞

误差至少为 1，我们主要以 L2 误差作为阶数的刻画。此外，由于需要对比不同 ν 的影响，我们指定总模拟

时间为 T，若 ∆t 不能整除 T，我们将在最后一步更改步长 (步长为 tfin = T − n∆t，满足 0 < tfin ≤ ∆t)
以保证恰好模拟到 T 时刻。

取定 c = 1.2、T = 0.6、x 方向格点数 nx = 41，并在三种算法中都将 ν 取为 1，效果如图 1。

图 1: 基础情况模拟效果

可以发现，由于除了一阶迎风外实现的三种格式都是二阶格式，无法保持单调，均会存在一定程度的

不稳定。其中，此例子里 BW 格式和隐式 Z 格式的数值振荡出现在波前，LW 格式出现在波后。不过，如
果取定后两种算法的 ν 为 1.2，效果如图 2。
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图 2: 更大的 ν 模拟效果

此时，三者的数值振荡都出现在了波后。进一步观察可以得到，三种格式在 ν = 1 时都能实现精确的

模拟，因此基础情况的数值振荡事实上来自 ∆t 更小的最后一步。由此，当 ν < 1 时，BW 格式与隐式 Z
格式的数值振荡出现在波前，而 ν > 1 时两者的数值振荡出现在波后。当 ν = 2 时，BW 格式与隐式 Z 格
式的模拟效果如图 3。

图 3: 过大的 ν 模拟效果

由此可发现，对 BW格式来说取尽量大的 ν 可以使得过程中的误差累计减少，从而使得模拟更快，而

对隐式 Z 格式会导致振荡更加剧烈。调整 ν 可得，对隐式 Z 格式，ν 越接近 1 时模拟效果将越好。为了
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突出格式特点，此后我们将在 BW 格式中取定 ν = 1.2，隐式 Z 格式中取定 ν = 0.95。此外，若迎风格式

与 LW 格式中取 ν = 1，实际误差只由最后一步决定，无法考察实际逼近阶数，因此均取 ν = 0.8。加细

网格后的误差如下表。

表 1: 误差以 2 为底对数表
区间数 迎风格式 LW 格式 BW 格式 隐式 Z 格式

L2 L∞ L2 L∞ L2 L∞ L2 L∞

40 -5.556 -0.997 -6.292 -1.493 -6.357 -1.748 -1.410 0.614
80 -5.897 -0.821 -6.738 -1.154 -6.828 -1.226 -2.539 0.480
160 -6.582 -0.934 -7.407 -1.301 -7.538 -1.457 -3.378 0.376
320 -7.161 -1.049 -7.826 -0.907 -7.948 -0.928 -3.284 0.440
640 -7.650 -1.000 -8.468 -0.894 -8.628 -0.934 -3.579 0.357

可以发现，除了振荡过于严重的隐式 Z 格式外，其他高阶格式确实体现了比低阶格式更好的收敛性。
不过，出于数值振荡，总 L2 范数或 L∞ 并未达到理论收敛阶，但考察固定点的逼近阶数可发现局部收敛

阶保持。
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2 第三周

2.1 书面作业

1. * 条件不足，需要 τ = t 才能确定 τ 的表达式，否则从条件中只能得到

mx = ρ, mt =

ˆ x

ρt(s, t)ds = −ρu, tτ = 1, xτ = u

而根据 Jacobi 矩阵互逆性有 (
mx mt

τx τt

)(
xm xτ

tm tτ

)
= I2

由于右上角元素已经确定，四个未知数只有三个方程，不足以求解。另一方面，从 Vτ − um = 0 换

元为 x, t 可得 ρt + uρx + ρ2um = 0，结合 ρt + (ρu)x = 0 可得 ux = ρum，而将 x 换元为 m, τ 可得

ρum + τxuτ = ρum，从而最终得到 (uτ 是加速度未必为 0) 应有 τx = 0，最终解出 (由于只需要导数，
可忽略常数差别) τ = t。以下均在 τ = t 时进行推导，此时进一步计算有

∂

∂x
= ρ

∂

∂m
,

∂

∂t
= −ρu ∂

∂m
+

∂

∂τ

• 第一个方程 ρt + (ρu)x = 0 可化为

−ρuρm + ρτ + ρ(ρu)m = 0

第三项为 ρ2um + ρuρm，从而上式又化为 ρτ + ρ2um = 0，除以 ρ2 得到

Vt − um = 0

• 第二个方程 (ρu)t + (ρu2 + p)x = 0 可化为

−ρu(ρu)m + (ρu)τ + ρ(ρu2)m + ρpm = 0

展开合并即

ρτu+ ρuτ + ρ2uum + ρum = 0

代入第一个方程可得

−ρ2umu+ ρuτ + ρ2uum + ρpm = 0

一三两项抵消后同除以 ρ 得结论

uτ + pm = 0

• 第三个方程 Et + (u(E + p))x = 0，由 Et + uEx = Eτ 可先化为

Eτ + Eux + (up)x = 0

也即

Eτ + ρEum + ρ(up)m = 0

代入 E = ρε 与 ρτ = −ρ2um 得到

−ρ2umε+ ρετ + ρ2εum + ρ(up)m = 0

从而抵消并同除以 ρ 即得

ετ + (up)m = 0
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由于

p = (γ − 1)ρe = (γ − 1)

(
E − 1

2
ρu2
)

= (γ − 1)
1

2V
(2ε− u2)

直接计算可知 Jacobi 矩阵为 
0 −1 0

−ρp −(γ − 1)ρu (γ − 1)ρ

−ρup p− (γ − 1)ρu2 (γ − 1)ρu


其特征值为 0、ρc、−ρc，其中 c =

√
γp
ρ
。对应的一个特征向量分别为

(γ − 1, 0, p)T ,

(
(ρc)2,−ρc,−p− ρcu

)T

,

(
(ρc)2, ρc,−p+ ρcu

)T

2. 由于其对应的系数矩阵

A =

(
a b/2

b/2 c

)
为二阶，其特征值同号/有零/异号 (椭圆型/抛物型/双曲型) 分别对应行列式大于 0、等于 0、小于
0，也即完全由 detA 的符号决定。

进行代换后，由于
∂

∂x
= ξx

∂

∂ξ
+ ηx

∂

∂η
,

∂

∂y
= ξy

∂

∂ξ
+ ηy

∂

∂η

展开可得新的主部即为 (只保留展开中对 u 求了二阶导数的部分)

(ξ2xa+ ξxξyb+ ξ2yc)uξξ + (2ξxηxa+ ξxηyb+ ξyηxb+ 2ξyηyc)uξη + (η2xa+ ηxηyb+ η2yc)uηη

其对应的系数矩阵

B =

(
ξ2xa+ ξxξyb+ ξ2yc ξxηxa+ (ξxηy + ξyηx)b/2 + ξyηyc

ξxηxa+ (ξxηy + ξyηx)b/2 + ξyηyc η2xa+ ηxηyb+ η2yc

)

计算可发现

B =

(
ξx ξy

ηx ηy

)
A

(
ξx ηx

ξy ηy

)
由于变换光滑可逆，其 Jacobi 矩阵

J =

(
ξx ξy

ηx ηy

)
行列式大于 0，从而

detB = det(JAJT ) = (det J)2 detA

也即 A、B 行列式同号，因此光滑可逆变换不影响方程类型。

3. (1) 直接将 u 的形式代入方程可知

A0iω exp(i(ξx+ ωt)) = A0α(iξ)m exp(i(ξx+ ωt))

考虑 A0 非零的非平凡解，即有

ω = αim−1ξm

(2) 将其写为
u(x, t) = A0 exp(i(ξx+ αim−1ξmt))

逐个进行分析：



2 第三周 13

• 当 m为奇数时，αim−1ξmt没有虚部，无耗散。其余情况，ξm ≥ 0恒成立，且不考虑 ξ = 0的

平凡情况时其为正。当 m 模 4 余 2 时，可提出 exp(−αξmt) 项，当 α > 0 时有耗散，α < 0

时为逆耗散 (发散)；反之，当 m 为 4 的倍数时，当 α < 0 时有耗散，α > 0 时为逆耗散 (发
散)。

• 当 m 为偶数时，αim−1ξmt 没有实部，也即波传播速度为 0，不会色散。当 m = 1 时，解为

exp(i(ξx + αξt))，其传播速度恒为 −α，不会色散。其余情况 ω 的实部是 ξ 的非线性函数，

会发生色散。

• 从解的形式可以看出，逐点意义下解对参数 ξ 具有稳定性，但在逆耗散 (m模 4余 2且 α < 0

或 m 为 4 的倍数且 α > 0) 时，解整体不稳定，其余情况整体稳定。

4. 先假设 b ̸= 0。考虑 u0(x0) 出发的特征线 x(t) 使得

dx(t)
dt = u(x(t), t)

则特征线上有
du(x(t), t)

dt = uux + ut = bu(x(t), t)

由此结合初值 u(x(0), 0) = u0(x0) 可知

u(x(t), t) = u0(x0)ebt

代入回特征线方程，结合初值 x(0) = x0 求解得到

x(t) =
1

b
u0(x0)(ebt − 1) + x0

将 x 看作自变量，x0 看作 x0(x, t)，进一步代入可知

u(x, t) = ebtu0
(
x− 1

b
u0(x0)(ebt − 1)

)
= ebtu0

(
x− 1

b
u(x, t)(1− e−bt)

)
当 b = 0 时，类似讲义上的分析可发现

u(x, t) = u0(x− tu(x, t))

也即可将上式视作极限。

下面计算解的爆破时间。将特征线方程中 x 看作自变量，x0 看作 x0(x, t)，两侧对 t、x 求导得到

0 = ebtu0(x0) +
(
1

b
(ebt − 1)u′0(x0) + 1

)
∂x0
∂t

1 =

(
1

b
(ebt − 1)u′0(x0) + 1

)
∂x0
∂x

由于解爆破也即 x0 各偏导在趋向 t > 0 的某处无有限值，等价于存在 t > 0 使得

1

b
(ebt − 1)u′0(x0) + 1 = 0

由于对任何 t > 0， 1
b
(ebt − 1) > 0 恒成立 (b = 0 时视为极限 t)，会出现爆破至少需要 u′0(x0) < 0，

此时直接计算爆破时间为

t∗ =
1

b
ln
(
1− b

u′0(x0)

)
由此结合 ln 定义在正数上，爆破的最终条件为

u′0(x0) < min(0, b)

此时爆破时间表达式如上。
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5. 由于其对应的系数矩阵 (
0 ρ0

a20/ρ0 0

)
特征值为 ±a0，计算对应的特征向量可配凑成 (由条件 a0 > 0、ρ0 > 0，配凑方式合理)

(a0ρ+ ρ0u)t + a0(a0ρ+ ρ0u)x = 0

(−a0ρ+ ρ0u)t − a0(−a0ρ+ ρ0u)x = 0

记 f = a0ρ+ ρ0u，g = −a0ρ+ ρ0u，直接计算可发现 f 的特征线为 x(t) = x0 + a0t，g 的特征线为

x0 − a0t，从而可知
f(x, t) = f(x− a0t, 0), g(x, t) = g(x+ a0t, 0)

于是即解得

ρ(x, t) =
f − g
2a0

=
1

2a0
(a0ρ(x− a0t, 0) + ρ0u(x− a0t, 0) + a0ρ(x+ a0t, 0)− ρ0u(x+ a0t, 0))

u(x, t) =
f + g

2ρ0
=

1

2ρ0
(a0ρ(x− a0t, 0) + ρ0u(x− a0t, 0)− a0ρ(x+ a0t, 0) + ρ0u(x+ a0t, 0))

由此分类讨论，考虑 t > 0 的某个时刻：

• 当 0 < x− a0t < x+ a0t 时，解为

ρ(x, t) = ρR, u(x, t) = ρR

• 当 x− a0t < x+ a0t < 0 时，解为

ρ(x, t) = ρL, u(x, t) = ρL

• 当 x− a0t < 0 < x+ a0t 时，解为

ρ(x, t) =
1

2
(ρL + ρR) +

ρ0
2a0

(uL − uR), u(x, t) =
1

2
(uL + uR) +

a0
2ρ0

(ρL − ρR)
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2.2 实验报告

2.2.1 格式实现

我们考虑的方程为

ut + uux = 0, x ∈ [0, 2π], t > 0

并假设循环边界条件 u(0, t) = u(2π, t)，对连续与离散的初值分别考虑。记时间步长 τ、空间步长 h，实现

三种格式：

1. 参考代码中的将简单迎风格式直接使用到非线性方程的版本，也即

un+1
j =

unj − τ
h
unj (u

n
j − unj−1) unj > 0

unj − τ
h
unj (u

n
j+1 − unj ) unj ≤ 0

2. 一阶的守恒型迎风格式，也即
un+1
j = unj −

τ

h
(fn

j+ 1
2
− fn

j− 1
2
)

fn
j+ 1

2
=


1
2
(unj )

2 an
j+ 1

2
> 0

1
2
(unj+1)

2 an
j+ 1

2
≤ 0

, anj+ 1
2
=

1

2
(unj + unj+1)

3. 二阶的 LW 格式，也即
un+1
j = unj −

τ

h
(fn

j+ 1
2
− fn

j− 1
2
)

fn
j+ 1

2
=

1

4
((unj )

2 + (unj+1)
2)− τ

4h
anj+ 1

2
((unj+1)

2 − (unj )
2), anj+ 1

2
=

1

2
(unj + unj+1)

实际实现时，对后两种格式将先行计算 an
j+ 1

2
与 f̃n

j =
(un

j )
2

2
，再合并出 fn

j+ 1
2
，最终计算 un+1

j 。

对于时间步长 τ，后两种格式都实现了两种算法：直接指定 τ 与根据稳定性条件 (τ∥u∥∞ ≤ h)由 CFL
数确定 τ。

2.2.2 结果展示

下方的图例中，worse 表示参考代码的迎风格式，upwind 表示守恒型迎风格式，LW 表示 LW 格式。
先测试连续情况，初值 u(x, 0) = sin(x)。在三种算法中都取定空间步长 π

50
，时间步长 0.01，模拟到

t = 1、t = 3 的效果如图 4。

图 4: 连续情况固定步长模拟效果

利用之前的理论分析可以发现，初值 sin(x) 由于有导数小于 0 的部分，解将发生爆破而不再连续，产
生间断。两种迎风格式的效果基本一致，不过参考的迎风格式会有略微更多的数值耗散，而 LW 格式则在
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时间长后可以发现明显的数值振荡。将参考代码迎风格式步长改为 9π
500
，另两种算法采用自适应步长，取

CFL 数为 0.9，模拟到 t = 1、t = 3 的效果如图 5。

图 5: 连续情况自适应步长模拟效果

由此，步长的自适应至少对 LW 格式的数值振荡有很好的改善作用。
下面分析离散情况，考虑初值为 (0, π] 上为 uL，(π, 2π] 上为 uR，且 uL > uR，则记 s = uL+uR

2
，真

解在一段时间内可写为

u(x, t) =



x−π
t

π + uLt ≤ x ≤ π + uRt

uR x > nπ + uRt

uR x ≤ st

uL x > st

(s > 0), u(x, t) =



x−π
t

π + uLt ≤ x ≤ π + uRt

uR x ≤ 2π + st

uL x > 2π + st

uL x < π + uLt

(s ≤ 0)

取定 uL = 0.2、uR = 1.2，三种算法的空间步长 π
80
，时间步长固定 0.01 或自适应，模拟到 t = 2 的

效果如图 6。

图 6: 离散情况固定步长、自适应步长模拟效果

这时，参考代码中的迎风格式问题就显现了：它并不能写成

un+1
j = unj −

τ

h
(fn

j+ 1
2
− fn

j− 1
2
)

不具有数值守恒性，因此收敛到的解可能并非弱解，表现在这个例子中则是对激波速度的捕获不正确。

与之相对，另两种格式都是守恒型格式，因此收敛时一定能收敛到弱解。不过，LW 的出现在波后的
数值振荡更加严重，这可以通过自适应时间步长减轻。将网格空间步长取为 π

800
，时间步长固定 0.001 或

自适应，效果如图 7。
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图 7: 离散情况加密网格固定步长、自适应步长模拟效果

这时可以发现，虽然 LW 格式表现出了收敛性，但收敛结果并非是物理解，而是另一个弱解。理论分
析可以发现，只有单调格式能保证收敛结果一定为物理解，而 LW 格式并不是单调格式，守恒型迎风格式
也不是单调格式。因此，可发现如取定 uL = −uR 的情况，两种格式均无法模拟出 π 处的稀疏波，不收敛

到真解。此时反而不具有守恒性的迎风格式效果更好。

为了进一步得到收敛效果，下面考虑 uL = 0.2、uR = 1.2 的情况。采用时间步长自适应 (对参考代码
的迎风格式也采用类似自适应的效果)，可发现这时守恒型迎风格式与 LW 格式都能收敛到真解。由于离

散时 L∞ 范数很难估计 (有限个点处无意义)，L2 范数收敛性如图 8。

图 8: 离散情况收敛阶

这里横坐标为 log2 nx

50
，纵坐标为二范数误差取 2 为底的对数，因此斜率即近似误差阶。观察得到，参

考代码由于不收敛到弱解稳定在了较大误差，而虽然 LW 收敛效果比守恒型迎风稍好，但也只有一阶，对
离散情况无法达到二阶收敛性。
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3 第四周

3.1 书面作业

1. (1) 直接计算可知

∇Uu =

(
− u

ρ
,
1

ρ
, 0

)T

a =

√
γ(γ − 1)(E − ρu2/2)

ρ

∇Ua =
γ(γ − 1)

2a

(
− E

ρ2
+
u2

ρ
,−u

ρ
,
1

ρ

)T

于是

∇Uu ·R1(U) = −a
ρ
, ∇Uu ·R2(U) = 0, ∇Uu ·R3(U) =

a

ρ

∇Ua ·R1(U) =
γ(γ − 1)

2a

(
− E

ρ2
+
u2

ρ
− u

ρ
(u− a) + (E + p)/ρ− ua

ρ

)
=
γ(γ − 1)

2a

p

ρ2
=
γ − 1

2

a

ρ

∇Ua ·R3(U) =
γ(γ − 1)

2a

(
− E

ρ2
+
u2

ρ
− u

ρ
(u+ a) +

(E + p)/ρ+ ua

ρ

)
=
γ(γ − 1)

2a

p

ρ2
=
γ − 1

2

a

ρ

综合可得

∇Uλ1(U) ·R1(U) =
−γ − 1

2

a

ρ

∇Uλ2(U) ·R2(U) = 0

∇Uλ3(U) ·R3(U) =
γ + 1

2

a

ρ

(2) 由 (1) 的计算结果可直接发现

∇U

(
u+

2

γ − 1
a

)
·R1(U) = 0

∇Uu ·R2(U) = 0

∇U

(
u− 2

γ − 1
a

)
·R3(U) = 0

从而被求梯度的三个量

u+
2

γ − 1
a, u, u− 2

γ − 1
a

就是所需的三个 W。

2. 将上、下两个 u 视为两问。

(1) 直接验算可知常数满足原方程，且(
x

t

)
t

+

(
x2

2t2

)
x

= − x
t2

+
x

t2
= 0

从而 u 在连续可微区域内是古典解。

间断线 x = uLt 上，u
± 均为 uL，由此两侧均为 0，RH 条件满足，同理 x = uRt 上 RH 条件满

足，其为弱解。

(2) 与 (1) 同理可得连续可微区域内是古典解、x = umt、x = uRt 上 RH 条件满足。
在 x = ξ(t) = smt 上，ξ

′(t) = sm，而 u+ = um、u− = uL，因此

(u+ − u−)ξ′(t) = (um − uL)sm =
u2m − u2L

2
= f(um)− f(uL)

从而 RH 条件满足，其为弱解。



3 第四周 19

3. 计算可发现系数矩阵的特征值为 ±a0，对应的一个特征向量为 (ρ0,±a0)T，由此由线性性可以直接得
到广义 Riemman 不变量

W1,2 = ρ0u± a0ρ

与第三周作业 5 完全相同，考虑 W1、W2 传播的特征线 x± a0t，由 a0 只出现平方不妨设其大于 0，
可得到结果为

• 当 0 < x− a0t < x+ a0t，即 x > a0t 时，解为

ρ(x, t) = ρR, u(x, t) = ρR

• 当 x− a0t < x+ a0t < 0，即 x < −a0t 时，解为

ρ(x, t) = ρL, u(x, t) = ρL

• 当 x− a0t < 0 < x+ a0t，即 x ∈ (−a0t, a0t) 时，解为

ρ(x, t) =
1

2
(ρL + ρR) +

ρ0
2a0

(uL − uR), u(x, t) =
1

2
(uL + uR) +

a0
2ρ0

(ρL − ρR)
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4 第五周

4.1 书面作业

1. 直接代入可发现
−s
ε
U ′ +

1

ε
UU ′ =

1

ε
U ′′

也即

−sU ′ + UU ′ = U ′′

两边同积分可得存在常数 C 使得

U ′(ξ) =
1

2
U2(ξ)− sU(ξ) + C

进一步得到三种解

U(ξ) = s+
√
s2 − 2C

U(ξ) = s−
√
s2 − 2C

U(ξ) = s+
√
2C − s2 tan

(√
2C − s2C0 + x

2

)
若 2C − s2 > 0，前两种解均非实数，第三种解极限不存在，不可能，因此必然 s2 − 2C > 0。记

t =
√
s2 − 2C，则解为

U(ξ) = s+ t

U(ξ) = s− t

U(ξ) = s+ t
1− et(C0+x)

1 + et(C0+x)

忽略 u+ = u− 的平凡情况，可发现此三解互不相交，因此要满足左侧为 u− 右侧为 u+ 只能

U(ξ) = s+ t
1− et(C0+x)

1 + et(C0+x)

且进一步计算极限可得只有

s =
u+ + u−

2
, t =

u− − u+

2

其中 C0 仍可任取。结合极限的要求，考虑 x→ −∞ 与 x→∞ 时知只有 u− > u+ 时可能满足。

此时，当 ε→ 0+ 时，若 x− st > 0 则趋于 U(+∞) = u+，否则趋于 U(−∞) = u−，这的确是阶跃

函数。

2. 考虑 s ̸= 0 的非平凡情况。

先考察可允许条件的等价条件。由 φ 紧支光滑，直接计算可知

ˆ ∞

0

dt
ˆ ∞

−∞
(η(u)φt + q(u)φx)dx

=

ˆ ∞

0

dt
(ˆ st

−∞
(η(uL)φt + q(uL)φx)dx+

ˆ ∞

st

(η(uR)φt + q(uR)φx)dx
)

=η(uL)

ˆ ∞

0

dt
ˆ st

−∞
φtdx+ η(uR)

ˆ ∞

0

dt
ˆ ∞

st

φtdx+ (q(uL)− q(uR))
ˆ ∞

0

φ(st, t)dt

分类讨论，由紧支 φ(x, 0) = 0，从而当 s > 0 时上式前两项可以改写为

η(uL)

ˆ ∞

0

dx
ˆ ∞

x/s

φxdx+ η(uR)

ˆ ∞

0

dx
ˆ x/s

0

φxdx = (η(uR)− η(uL))
ˆ ∞

0

φ(x, x/s)dx
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考虑某个使得右侧积分非零的 φ，换元可发现上式改写为

(η(uR)− η(uL) + (q(uL)− q(uR))/s)
ˆ ∞

0

φ(x, x/s)dx ≥ 0

当 s < 0 时同理计算得

(η(uL)− η(uR)− (q(uL)− q(uR))/s)
ˆ ∞

0

φ(x, x/s)dx ≥ 0

由于已知 φ 积分为正，综合两部分得到可允许条件等价于

s(η(uR)− η(uL)) ≥ q(uR)− q(uL)

将两侧写为积分并代入熵条件
ˆ uR

uL

sη′(u)du ≥
ˆ uR

uL

η′(u)f ′(u)du

也即 ˆ uR

uL

η′(u)(s− f ′(u))du ≥ 0

根据 η 凸性，可允许条件满足当且仅当对任何在 [uL, uR] 单调增函数 η′(u) 成立。

当此条件满足时，由于 |u− k| 也是符合要求的 η(u)，Kruzhkov 不等式成立。另一方面，若对所有
η(u) = |u− k|，即 η′(u) = sgn(u− k) 成立，可发现对它们的正线性组合也成立，而直接构造可发现
它们的正线性组合可以表示一切 [uL, uR] 上的单调增阶梯函数 (取 k < uL 或 k > uR 即可作整体的

上下平移)。利用实分析知识，单调增阶梯函数可以在分布意义逼近一切单调增函数，从而可允许条
件成立。

3. 取熵函数为总能
η(u, h) =

1

2
(gh2 + u2h)

先验证其凸性。其对 (h, hu) 的熵变量

V =

(
gh− u2

2
, u

)
从而其 Hessian 阵为

H =

(
g + u2

h
−u

h

−u
h

1
h

)
由 h > 0 可知左上角为正，行列式 g

h
为正，从而正定。计算可得

f ′(U) =

(
0 1

gh− u2 2u

)

从而对应的

q(u, h) =
1

2
hu3 + gh2u

进一步可知

Vt = H

(
ht

(hu)t

)

Vx = H

(
hx

(hu)x

)
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直接计算可发现取 (讲义 3 第 18 页证明)

P = H−1, B = f ′(U)H−1

则 PVt +BVx = Ut + f ′(U)Ux，且可计算验证

P =
1

g

(
1 u

u u2 + gh

)
, B =

1

g

(
u u2 + gh

u2 + gh u3 + 3ugh

)

从而 P 对称正定，B 对称，符合要求。

4. 之前作业已算出
ρ∗ =

1

2
(ρL + ρR) +

ρ0
2a0

(uL − uR)

u∗ =
1

2
(uL + uR) +

a0
2ρ0

(ρL − ρR)

且此处

f(ρ, u) =

(
ρ0u,

a20
ρ0
ρ

)
(1) 直接计算有

(ρ∗, u∗)− (ρL, uL) =

(
1

2
(ρR − ρL) +

ρ0
2a0

(uL − uR),
1

2
(uR − uL) +

a0
2ρ0

(ρL − ρR)
)

f(ρ∗, u∗)− f(ρL, uL) =
(
ρ0
2
(uR − uL) +

a0
2
(ρL − ρR),

a0
2ρ20

(ρR − ρL) +
a0
2
(uL − uR)

)
由此前两个状态的间断速度 s = −a0。

(ρ∗, u∗)− (ρR, uR) =

(
1

2
(ρL − ρR) +

ρ0
2a0

(uL − uR),
1

2
(uL − uR) +

a0
2ρ0

(ρL − ρR)
)

f(ρ∗, u∗)− f(ρR, uR) =
(
ρ0
2
(uL − uR) +

a0
2
(ρL − ρR),

a0
2ρ20

(ρL − ρR) +
a0
2
(uL − uR)

)
由此前两个状态的间断速度 s = a0。

可以通过 RH 条件确定解：f(ρ+, u+)− f(ρ−, u−) = s(ρ+− ρ−, u+− u−) 可以化为矩阵特征值问
题，当且仅当 s = ±a0 时存在解，再令一侧为 (ρL, uL) 或 (ρR, uR) 可得 (ρ∗, u∗) 的表达式，再

由两侧传播速度可写出解。

(2) 之前作业已算出
W1(ρ, u) = ρ0u+ a0ρ, W2(ρ, u) = ρ0u− a0ρ

由此计算可得

W1(ρ∗, u∗) = a0ρL + ρ0uL =W1(ρL, uL)

W2(ρ∗, u∗) = −a0ρR + ρ0uR =W2(ρR, uR)

从而成立。

W1(ρ∗, u∗) =W1(ρL, uL)、W2(ρ∗, u∗) =W2(ρR, uR) 是关于 ρ∗, u∗ 的线性方程组，且系数矩阵行

列式为 −2ρ0a0，非退化，从而可唯一确定 ρ∗, u∗。



5 第六周 23

5 第六周

5.1 书面作业

1. 根据线性双曲型方程组的解的公式，代入可得

UL −UR = (αi − βi)R(i)

这里 αi、βi 为初始状态左、右侧 R(i) 的分量。

从而由条件可知 (下标 j 表示第 j 个分量，由第 i 广义黎曼不变量定义 j ̸= i) W (U) = (R−1U)j，计

算有

W (UL)−W (UR) = (R−1(UL −UR))j = (αi − βi)(R−1R(i))j

利用逆矩阵定义可知 R−1R(i) 为第 i 个单位向量，从而 j ̸= i 的分量为 0，得证。

2. 由于对应的矩阵

A =

(
u ρ

a2/ρ u

)
从而直接计算可知

λ1(ρ, u) = u− a, λ2(ρ, u) = u+ a

对应的

R1(ρ, u) = (ρ,−a)T , R2(ρ, u) = (ρ, a)T

代入 a =
√
γS0ρ

(γ−1)/2，求解 ρWρ − aWu = 0 得可取

W1(ρ, u) = u+

√
γS02

γ − 1
ρ(γ−1)/2 = u+

2

γ − 1
a

同理求解 ρWρ + aWu = 0 得可取

W2(ρ, u) = u− 2

γ − 1
a

利用 ∂ρa = γ−1
2ρ
a 直接计算得

∂tW1 = ut +
a

ρ
ρt, ∂xW1 = ux +

a

ρ
ρx

而代入有

∂tW1 = −uux −
a2

ρ
ρx − aux −

a

ρ
uρx = −(u+ a)

(
ux +

a

ρ
ρx

)
= −(u+ a)∂xW1

从而对 W1 的等式成立。对 W2 同理计算即得。

3. 直接计算可知
λ1(v, u) = λ1(v) = −

√
−p′(v), λ2(v, u) = λ2(v) =

√
−p′(v)

利用讲义推导，可得 (vL, uL) 出发的第一稀疏波曲线

u = uL +

ˆ v

vL

√
−p′(w)dw, v > vL

第一激波曲线

u = uL −
√
(v − vL)(p(vL)− p(v)), v ≤ vL

将两段其拼成整体曲线 u = fL(v)。
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同理，可得到达 (vR, uR) 的第二稀疏波曲线

u = uR −
ˆ v

vR

√
−p′(w)dw, v > vR

第二激波曲线

u = uR +
√
(vR − v)(p(v)− p(vR)), v ≤ vR

将两段其拼成整体曲线 u = fR(v)。

计算可发现 fL 是单调增函数，fR 是单调减函数，因此两函数至多只有一个交点。下面分情况讨论，

假设 (vL, uL) ̸= (vR, uR)，否则为恒等的平凡情况：

• 若交点不存在，原 Riemann 问题无解。否则设交点为 Um = (vm, um)。

• 若交点即为 (vL, uL)，其可能为第二激波或第二稀疏波；

• 若交点即为 (vR, uR)，其可能为第一激波或第一稀疏波；

• 若交点在第一激波曲线、第二激波曲线上，解经历两个激波，从 (vL, uL) 变化为 (vR, uR)；

• 若交点在第一激波曲线、第二稀疏波曲线上，解经历左激波与右稀疏波，从 (vL, uL) 变化为

(vR, uR)；

• 若交点在第一稀疏波曲线、第二激波曲线上，解经历左稀疏波与右激波，从 (vL, uL) 变化为

(vR, uR)；

• 若交点在第一稀疏波曲线、第二稀疏波曲线上，解经历两个稀疏波，从 (vL, uL)变化为 (vR, uR)。

为了进行具体的确定，我们给出每种波的计算方式：

• 对第一激波，其左侧为 (vL, uL)，右侧为 (vm, um)，利用 RH 条件第一个分量即得

s1 =
uL − um
vm − vL

从而第一激波对应 x < s1t 时为 UL，x > s1t 的局部为 Um，其右侧结束段可能为 s2t (第二激
波)、λ2(Um)t (第二稀疏波)，或不结束 (只有第一激波的情况)。

• 对第二激波，其左侧为 (vm, um)，右侧为 (vR, uR)，利用 RH 条件第一个分量即得

s2 =
uR − um
vm − vR

从而第二激波对应 x > s2t 时为 UR，x < s2t 的局部为 Um，其左侧结束段可能为 s1t (第一激
波)、λ1(Um)t (第一稀疏波)，或不结束 (只有第二激波的情况)。

• 对第一稀疏波，其左侧为 UL，右侧为 Um，设中间为 (v̄1(ξ), ū1(ξ))，利用 ξ 为第一特征值可知

v̄1(ξ) = λ−1
1 (ξ)，再由第一稀疏波曲线得到

ū1(ξ) = uL +

ˆ v̄1(ξ)

vL

√
−p′(w)dw

从而第一稀疏波对应 x < λ1(vL)t 时为 UL、λ1(vL)t ≤ x ≤ λ1(vm)t 时为 (v̄1(ξ), ū1(ξ))，x >

λ1(vm)t 的局部为 Um，其右侧结束段可能为 s2t (第二激波)、λ2(Um)t (第二稀疏波)，或不结束
(只有第一稀疏波的情况)。

• 对第二稀疏波，其左侧为 Um，右侧为 UR，设中间为 (v̄2(ξ), ū2(ξ))，利用 ξ 为第二特征值可知

v̄2(ξ) = λ−1
2 (ξ)，再由第二稀疏波曲线得到

ū2(ξ) = uR −
ˆ v̄2(ξ)

vR

√
−p′(w)dw
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从而第二稀疏波对应 x > λ2(vR)t 时为 UR、λ1(vm)t ≤ x ≤ λ1(vR)t 时为 (v̄2(ξ), ū2(ξ))，x <

λ2(vm)t 的局部为 Um，其左侧结束段可能为 s1t (第一激波)、λ1(Um)t (第一稀疏波)，或不结束
(只有第二稀疏波的情况)。

4. (1) 等熵情况下欧拉方程第一个方程即

ρt + uρx + ρux = 0

代入 p = sργ 后直接计算可发现第二个方程化为

ρut + uρt + ρxu
2 + 2ρuux + sγργ−1ρx = 0

代入 uρt = −u2ρx − ρuux 并同除以 ρ 得到

ut + uux + sγργ−2ρx = 0

可发现 sγργ−2 即为 a2/ρ，从而得到了第二题中的方程组，其余部分与第二题的计算完全相同。

(2) • 第一初等波为激波的情况
由条件有 uL − aL > s > uR − aR，且利用第一激波速度不会超过第二初等波可知 s < uR，

从而记 v = u− s 可将上式化为

vL > aL, vR < aR

根据 aL > 0、vR > 0，上方四个量均为正。

利用 RH 条件的第三个分量有
γ + 1

γ − 1
a2L <

2

γ − 1
a2L + v2L =

2

γ − 1
a2R + v2R <

γ + 1

γ − 1
a2R

从而 aL < aR，再次利用 RH 条件的第三个分量可得

v2L − v2R =
2

γ − 1
(a2R − a2L) > 0

从而 vL > vR，加 s 即得 uL > uR。

利用 RH 条件的第二个分量有

pR − pL = ρLv
2
L − ρRv2R

再代入第一个分量 ρLvL = ρRvR 可知

pR − pL = ρLvL(vL − vR)

因此可从 vL > vR 得到 pL < pR。

• 第一初等波为稀疏波的情况
由条件有 uL − aL < uR − aR，且根据两个第一黎曼不变量有

uL +
2

γ − 1
aL = uR +

2

γ − 1
aR, pLρ

−γ
L = pRρ

−γ
R

从第一式可得到

uL − aL +
γ + 1

γ − 1
aL = uR − aR +

γ + 1

γ − 1
aR > uL − aL +

γ + 1

γ − 1
aR

从而 aL > aR，再代入第一式可知 uL < uR。

通过第二式得到
pL
pR

=

(
ρL
ρR

)γ

=

(
aL
aR

)2γ/(γ−1)

因此从 aL > aR 即得 pL > pR。
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• 第二初等波
利用讲义的计算结果，一维欧拉方程的第二广义黎曼不变量可取为 u、p，而根据黎曼不变量

的性质，它们跨越第二初等波不变，即得到

uL = uR, pL = pR

• 第三初等波为激波的情况
由条件有 uL + aL > s > uR + aR，且利用第一激波速度不会超过第二初等波可知 s > uL，

从而记 v = s− u 可将上式化为

vL < aL, vR > aR

根据 vL > 0、aR > 0，上方四个量均为正。

利用 RH 条件的第三个分量有

γ + 1

γ − 1
a2L >

2

γ − 1
a2L + v2L =

2

γ − 1
a2R + v2R >

γ + 1

γ − 1
a2R

从而 aL > aR，再次利用 RH 条件的第三个分量可得

v2L − v2R =
2

γ − 1
(a2R − a2L) < 0

从而 vL < vR，同乘 −1 后加 s 即得 uL > uR。

利用 RH 条件的第二个分量有

pR − pL = ρLv
2
L − ρRv2R

再代入第一个分量 ρLvL = ρRvR 可知

pR − pL = ρLvL(vL − vR)

因此可从 vL < vR 得到 pL > pR。

• 第三初等波为稀疏波的情况
由条件有 uL + aL < uR + aR，且根据两个第一黎曼不变量有

uL −
2

γ − 1
aL = uR −

2

γ − 1
aR, pLρ

−γ
L = pRρ

−γ
R

从第一式可得到

uL + aL −
γ + 1

γ − 1
aL = uR + aR −

γ + 1

γ − 1
aR > uL + aL −

γ + 1

γ − 1
aR

从而 aL < aR，再代入第一式可知 uL < uR。

通过第二式得到
pL
pR

=

(
ρL
ρR

)γ

=

(
aL
aR

)2γ/(γ−1)

因此从 aL < aR 即得 pL < pR。
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5.2 实验报告

5.2.1 算法实现

我们希望能绘制出本次作业第三题中的 p-方程组的精确解。具体算法如第三题解答中所述，我们考虑
形式简单的 p 使得 p′(v) 相对简单，

√
−p′(v) 的原函数与反函数可以解析求出。这样，即可以通过 Matlab

的符号计算功能从 p 计算出
√
−p′(v) 的一个原函数 P (v)，进而将其在 x 到 y 积分记为 IP (x, y)，λ1(v)

的反函数 l1(ξ)、λ2(v) 的反函数 l2(ξ)。一个可行的例子是 p(v) = v−α，这里 α < 0。

此外，还可以进一步发现，由于计算结果中 λ1 < 0、λ2 > 0，第一个波一定在小于 0 处，第二个波一
定在大于 0 处，由此，只需分 0 左右绘制，即可分开讨论每边为稀疏波/激波/退化，由此，我们给出完整
的算法，输入 p、(vl, ul)、(vr, ur)，作出 t 时刻 [xl, xr] 范围的真解：

1. 利用符号计算求解出上述的 IP、l1、l2 函数，进一步定义函数

fL(v) =

uL −
√
(vL − v)(p(v)− p(vL)) v ≤ vL

uL + IP (vL, v) v > vL

fR(v) =

uR +
√

(vR − v)(p(v)− p(vR)) v ≤ vR

uR − IP (vR, v) v > vR

2. 求 fL, fR 在右半平面的交点 (vm, um)。具体来说，由于 fL − fR 是一个连续的严格单调增函数，我
们可以采用二分迭代的方法：

• 先考虑 fL(1)− fR(1)，若其大于 0，则初始迭代区间为 [0, 1]，否则，考虑 dn = fL(2
n)− fR(2n)，

若 2n 超出设定上界后仍然 dn < 0，则视为无解，否则考虑第一个为正的 dn，设置初始迭代区

间为 [2n−1, 2n]。

• 每次考虑区间中点处，若大于 0 则向左搜索，小于 0 则向右搜索，对应搜索区间长度减半。直
到搜索区间长度达到容许大小，停止搜索，并将最终的区间中点作为结果 vm。

• 若 vm 过小，意味着交点可能在 0 处或更左侧，与 v > 0 条件矛盾，因此也视为无解，其他情

况利用 vm 代入 fL 或 fR 算出 um。

3. 若无解直接输出无解即可，否则，根据 (vm, um) 分析两侧。由于 λ1 < 0、λ2 > 0，事实上可以将真

解分为 x < 0、x > 0 部分，左侧完全由第一初等波决定，右侧完全由第二初等波决定。

• x < 0 时，记 ξ = x/t，则利用得到的激波、稀疏波表达式可知解为 (这里单独列出了 vm = vL

的退化情况，本质上可用稀疏波替代，但更加稳定)

v(x, t) = v(ξ) =

vL ξ ≤ s1

vm ξ > s1
, s1 =

uL − um
vm − vL

vm < vL

v(x, t) = v(ξ) = vL vm = vL

v(x, t) = v(ξ) =


vL ξ < λ1(vL)

l1(ξ) ξ ∈ [λ1(vL), λ1(vm)]

vm ξ > λ1(vm)

vm > vL
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u(x, t) = u(ξ) =

uL ξ ≤ s1

um ξ > s1
, s1 =

uL − um
vm − vL

vm < vL

u(x, t) = u(ξ) = uL vm = vL

u(x, t) = u(ξ) =


uL ξ < λ1(vL)

uL + IP (vL, l1(ξ)) ξ ∈ [λ1(vL), λ1(vm)]

um ξ > λ1(vm)

vm > vL

• x > 0 时，记 ξ = x/t，则利用得到的激波、稀疏波表达式可知解为 (这里单独列出了 vm = vR

的退化情况，本质上可用稀疏波替代，但更加稳定)

v(x, t) = v(ξ) =

vm ξ ≤ s2

vR ξ > s2
, s2 =

uR − um
vm − vR

vm < vR

v(x, t) = v(ξ) = vR vm = vR

v(x, t) = v(ξ) =


vm ξ < λ2(vm)

l2(ξ) ξ ∈ [λ2(vm), λ2(vR)]

vR ξ > λ2(vR)

vm > vR

u(x, t) = u(ξ) =

um ξ ≤ s2

uR ξ > s2
, s2 =

uR − um
vm − vR

vm < vR

u(x, t) = u(ξ) = uR vm = vR

u(x, t) = u(ξ) =


um ξ < λ2(vm)

uR − Ip(vR, l2(ξ)) ξ ∈ [λ2(vm), λ2(vR)]

uR ξ > λ2(vR)

vm > vR

4. 将两者拼合，并结合 x = 0 处恒为 (vm, um) 即得到最终解。

5.2.2 结果展示

考虑 p(v) = e−v，取 (vL, uL) = (1,−10)、(vR, uR) = (2, 10)，则方程组无解。对应的 fL、fR 与输出

效果如图 9。这里线上加粗的点即为 (vL, uL) 与 (vR, uR) 的位置。

图 9: 无解的 p-方程组

考虑 p(v) = v−1，此时取适当的 (vL, uL) 与 (vR, uR) 可以出现各种情况的解。用三行分别表示左侧

为激波、稀疏波、退化，三列分别表示右侧为激波、稀疏波、退化，在 T = 5 时刻作出九种情况的解如图

10。将此与实际情况对比即验证了代码的正确性。
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图 10: 有解的 p-方程组
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6 第七周

6.1 书面作业

1. • 将近似还原为

2u(xj , tn+1)− u(xj−1, tn)− u(xj+1, tn)

2τ
+

2f(u(xj+1, tn))− f(u(xj−1, tn))

2h
= 0

令 τ、h 趋于 0 可发现极限即为
ut + f(u)x = 0

这就是与它相容的 PDE。

• 其可写成
Un+1

j = Un
j −

τ

h
(f̂n

j+ 1
2
− f̂n

j− 1
2
), f̂n

j+ 1
2
=

h

2τ
(Un

j − Un
j+1) +

1

2
Fn
j+1

从而为守恒格式。

• 它是单调格式当且仅当右端对 Un
j+1 与 Un

j−1 求导都非负，而两个偏导数分别为

1

2
− τ

2h
f ′(Un

j+1),
1

2
+

τ

2h
f ′(Un

j−1)

由此当且仅当 ∥f ′∥∞ ≤ h/τ 时保证单调。

• 当单调时自然满足 TVD 性质，下面说明不单调时不满足。
若否，由平移不变不妨设 |f ′(0)| > h/τ，也即存在 ε > 0 使得 |f(ε)− f(−ε)| > 2εh/τ

不妨考虑共 2n 个点且循环边界条件的情况。定义 Un
2k = 0，Un

2k−1 = ε(−1)k，则直接计算其全
变差为

TV (Un) =
n∑

k=1

2|Un
2k−1| = 2nε

而进一步计算有

Un+1
2k−1 = 0, Un+1

2k = − τ

2h
(f(ε(−1)k+1)− f(ε(−1)k))

从而全变差

TV (Un+1) =

n∑
k=1

2|Un+1
2k | =

nτ

h
|f(ε)− f(−ε)| > 2nε = TV (Un)

综合以上讨论知其为 TVD 格式当且仅当 ∥f ′∥∞ ≤ h/τ。

2. 为方便书写省略 u、f、g 的加粗，并记 fn
jk = f(unjk)，g

n
jk = g(unjk)，λx,y = τ

hx,y
。用 ∆0 表示中心差

商，∆ 表示向前差商，∆− 表示向后差商，δ 表示半步中心差商。

• LF 格式
考虑一阶近似

u(xj , yk, tn+1) = u(xj , yk, tn) + τ(ut)
n
jk + o(τ)

= u(xj , yk, tn)− τ(fx)njk − τ(gy)nj + o(τ)

用中心差商离散 fx、gy，并对应离散 unjk 到四个相邻点可得 LF 格式

un+1
jk =

1

4
(unj−1,k + unj+1,k + unj,k−1 + unj,k+1)−

τ

2hx
(fn

j+1,k − fn
j−1,k)−

τ

2hy
(gnj,k+1 − gnj,k−1)

或写为

un+1
jk = unjk +

1

4
(δ2x + δ2y)u

n
jk −

λx

2
∆0xf

n
jk −

λy

2
∆0yg

n
jk
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• LW 格式
设 a(u) = f ′(u)，b(u) = g′(u)，计算可发现

utt = (fx + gy)t = ∂x(ft) + ∂y(gt) = ∂x(a(fx + gy)) + ∂y(b(fx + gy))

= ∂x(a
2ux) + ∂x(abuy) + ∂y(abux) + ∂y(b

2uy)

由此考虑真解的二阶近似

un+1
jk = unjk + τ(ut)

n
jk +

1

2
τ2(utt)

n
jk +O(τ3)

= unjk − τ(fx)njk − τ(gy)nj +
1

2
τ 2(∂x(a

2ux) + ∂x(abuy) + ∂y(abux) + ∂y(b
2uy)) +O(τ 3)

用 ∆0 作一阶项的差分，δ 作二阶项的差分，可得离散

un+1
jk = unjk −

1

2
(λx∆0xf

n
jk + λy∆0yg

n
jk)

+
1

2
(λ2

xδx((a
n
jk)

2δxu
n
jk) + λxλyδx(a

n
jkb

n
jkδyu

n
jk) + λxλyδy(a

n
jkb

n
jkδxu

n
jk) + λ2

yδy((b
n
ik)

2δyu
n
jk))

这里的 u 两个下标均 1
2
时取相邻四个整点平均，an

j+ 1
2 ,k
一类的项可以用

anj+ 1
2 ,k

= a((unjk + unj+1,k)/2)

或

anj+ 1
2 ,k

=


fn
j+1,k−fn

jk

un
j+1,k−un

jk
unj+1,k ̸= unjk

anjk unj+1,k = unjk

计算。

• 两步 LW 格式
考虑真解的二阶近似

un+1
jk = unjk + τ(ut)

n
jk +

1

2
τ 2(utt)

n
jk +O(τ3)

= unjk + τ(ūt)
n
jk +O(τ 3), ū = u+

τ

2
ut

可得 (所有下标 1
2
的 u 代表两端平均的结果)

u
n+ 1

2

j+ 1
2 ,k

= unj+ 1
2 ,k
− λx

2
∆xf

n
jk −

λy

4
∆0yg

n
j+ 1

2 ,k

u
n+ 1

2

j,k+ 1
2

= unj,k+ 1
2
− λx

4
∆0xf

n
jk −

λy

2
∆yg

n
jk

un+1
jk = ujk − λxδxf

n+ 1
2

jk − λyδyg
n+ 1

2

jk

• MC 格式
考虑真解的二阶近似

un+1
jk = unjk + τ(ut)

n
jk +

1

2
τ 2(utt)

n
jk +O(τ 3)

=
1

2
unjk +

1

2
(ū+ τ ūt)

n
jk +O(τ3), ū = u+ τut

可得

ū∗jk = unjk − λx∆xf
n
jk − λy∆yg

n
jk

un+1
jk =

1

2
unjk +

1

2

(
ū∗jk − λx∆−xf̄

∗
jk − λy∆−y ḡ

∗
jk

)
或

ū∗jk = unjk − λx∆−xf
n
jk − λ−y∆yg

n
jk

un+1
jk =

1

2
unjk +

1

2

(
ū∗jk − λx∆xf̄

∗
jk − λy∆y ḡ

∗
jk

)
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考虑只包含相邻四个点为依赖区域的 CFL 条件，此时联立临界情况

x

hx
+

y

hy
= 1, x = ∥f ′∥∞τ, y = ∥g′∥∞τ

可得 CFL 条件

τ ≤
(
∥f ′∥∞
hx

+
∥g′∥∞
hy

)−1

一般直接取为

τ ≤ 1

2
min

(
hx
∥f ′∥∞

,
hy
∥g′∥∞

)
包含更多相邻点时 (如 LW 格式)，虽然理论来说 CFL 条件允许更大的取法，但实际验证可发现仍
以此作为初始步长可以更好保证稳定。

3. 为方便书写省略 u、f、g、h的加粗，并记 fn
ijk = f(unijk)，g

n
ijk = g(unijk)，h

n
ijk = h(unijk)，λx,y,z = τ

hx,y,z
。

用 ∆0 表示中心差商，∆ 表示向前差商，∆− 表示向后差商，δ 表示半步中心差商。

• LF 格式
类似二维情况考虑一阶近似后推导可得

un+1
ijk = unijk +

1

6
(δ2x + δ2y + δ2z)u

n
ijk −

λx

2
∆0xf

n
ijk −

λy

2
∆0yg

n
ijk −

λz

2
∆0zh

n
ijk

• LW 格式
类似二维情况考虑二阶近似后推导，记 a = f ′、b = g′、c = h′ 可得

un+1
ijk = unijk − 1

2
(λx∆0xf

n
ijk + λy∆0yg

n
ijk + λz∆0zh

n
ijk)

+
1

2
( λxδx(a

n
ijk(λxa

n
ijkδxu

n
ijk + λyb

n
ijkδyu

n
ijk + λzc

n
ijkδzu

n
ijk))

+ λyδy(b
n
ijk(λxa

n
ijkδxu

n
ijk + λyb

n
ijkδyu

n
ijk + λzc

n
ijkδzu

n
ijk))

+ λzδz(c
n
ijk(λxa

n
ijkδxu

n
ijk + λyb

n
ijkδyu

n
ijk + λzc

n
ijkδzu

n
ijk)) )

这里的 u 两个下标均 1
2
时取相邻四个整点平均，an

i+ 1
2 ,jk
一类的项可以用

ani+ 1
2 ,jk

= a((unijk + uni+1,jk)/2)

或

ani+ 1
2 ,jk

=


fn
i+1,jk−fn

ijk

un
i+1,jk−un

ijk
uni+1,jk ̸= unijk

anijk uni+1,jk = unijk

计算。

• 两步 LW 格式
类似二维情况考虑二阶近似后两步拆分可得

u
n+ 1

2

i+ 1
2 ,jk

= uni+ 1
2 ,jk
− λx

2
∆xf

n
ijk −

λy

4
∆0yg

n
i+ 1

2 ,jk
− λz

4
∆0zh

n
i+ 1

2 ,jk

u
n+ 1

2

i,j+ 1
2 ,k

= uni,j+ 1
2 ,k
− λx

4
∆0xf

n
i,j+ 1

2 ,k
− λy

2
∆yg

n
ijk −

λz

4
∆0zh

n
i,j+ 1

2 ,k

u
n+ 1

2

ij,k+ 1
2

= unij,k+ 1
2
− λx

4
∆0xf

n
ij,k+ 1

2
− λy

4
∆0yg

n
ij,k+ 1

2
− λz

2
∆zh

n
ijk

un+1
ijk = uijk − λxδxf

n+ 1
2

ijk − λyδyg
n+ 1

2

ijk − λzδzh
n+ 1

2

ijk
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• MC 格式
类似二维情况二阶近似拆分后交替前后差商可得

ū∗ijk = unijk − λx∆xf
n
ijk − λy∆yg

n
ijk − λz∆zh

n
ijk

un+1
ijk =

1

2
unijk +

1

2

(
ū∗ijk − λx∆−xf̄

∗
ijk − λy∆−y ḡ

∗
ijk − λz∆−zh̄

∗
ijk

)
或

ū∗ijk = unijk − λx∆−xf
n
ijk − λy∆−yg

n
ijk − λz∆−zh

n
ijk

un+1
ijk =

1

2
unijk +

1

2

(
ū∗ijk − λx∆xf̄

∗
ijk − λy∆y ḡ

∗
ijk − λz∆zh̄

∗
ijk

)
考虑只包含相邻六个点为依赖区域的 CFL 条件，此时联立临界情况

x

hx
+

y

hy
+

z

hz
= 1, x = ∥f ′∥∞τ, y = ∥g′∥∞τ, z = ∥h′∥∞τ

可得 CFL 条件

τ ≤
(
∥f ′∥∞
hx

+
∥g′∥∞
hy

+
∥h′∥∞
hz

)−1

一般直接取为

τ ≤ 1

3
min

(
hx
∥f ′∥∞

,
hy
∥g′∥∞

,
hz
∥h′∥∞

)
包含更多相邻点时 (如 LW 格式)，虽然理论来说 CFL 条件允许更大的取法，但实际验证可发现仍
以此作为初始步长可以更好保证稳定。

4. (1) 直接求解可知 ω(x, t) 在 [xj , xj+1]× [tn, tn+1) 上为unj x− xj+ 1
2
< a(t− tn)

unj+1 x− xj+ 1
2
> a(t− tn)

• 版本 1
当 a > 0 时积分即得到

un+1
j =

1

h
(aτunj−1 + (h− aτ)unj ) = unj −

aτ

h
(unj − unj−1)

当 a < 0 时同理得到

un+1
j =

1

h
(−aτunj+1 + (h+ aτ)unj ) = unj −

aτ

h
(unj+1 − unj )

• 版本 2
当 a > 0 时 ω(xj+ 1

2
, t) = unj，从而格式为

un+1
j = unj −

aτ

h
(unj − unj−1)

当 a < 0 时 ω(xj+ 1
2
, t) = unj+1，从而格式为

un+1
j = unj −

aτ

h
(unj+1 − unj )

两版本实际上均为一阶迎风格式。

(2) 直接求解可知 ω(x, t) 在 [xj , xj+1]× [tn, tn+1) 上为 (用 un
j+ 1

2
表示 (unj + unj+1)/2)unj x− xj+ 1

2
< un

j+ 1
2
(t− tn)

unj+1 x− xj+ 1
2
> un

j+ 1
2
(t− tn)

, unj ≥ unj+1
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
unj x− xj+ 1

2
< unj (t− tn)

x−x
j+1

2

t−tn
x− xj+ 1

2
∈ (unj (t− tn), unj+1(t− tn))

unj+1 x− xj+ 1
2
> unj+1(t− tn)

, unj < unj+1

• 版本 1
首先写出激波与稀疏波在 tn+1 处的结果unj x− xj+ 1

2
< un

j+ 1
2
τ

unj+1 x− xj− 1
2
> un

j+ 1
2
τ
, unj ≥ unj+1


unj x− xj+ 1

2
< unj τ

x−x
j+1

2

τ
x− xj+ 1

2
∈ (unj τ, u

n
j+1τ)

unj+1 x− xj+ 1
2
> unj+1τ

, unj < unj+1

从而可知

Ln+1
j =

2

h

ˆ x
j+1

2

xj

ω(x, tn+1)dx =



unj unj ≥ unj+1, u
n
j+ 1

2
> 0

unj − 2τ
h
un
j+ 1

2
(unj+1 − unj ) unj ≥ unj+1, u

n
j+ 1

2
≤ 0

unj − 2τ
h
un
j+ 1

2
(unj+1 − unj ) unj < unj+1 < 0

unj + τ
h
(unj )

2 unj ≤ 0 ≤ unj+1

unj 0 < unj < unj+1

Rn+1
j+1 =

2

h

ˆ xj+1

x
j+1

2

ω(x, tn+1)dx =



unj+1 − 2τ
h
un
j+ 1

2
(unj+1 − unj ) unj ≥ unj+1, u

n
j+ 1

2
> 0

unj+1 unj ≥ unj+1, u
n
j+ 1

2
≤ 0

unj+1 unj < unj+1 < 0

unj+1 − τ
h
(unj+1)

2 unj ≤ 0 ≤ unj+1

unj+1 − 2τ
h
un
j+ 1

2
(unj+1 − unj ) 0 < unj < unj+1

最终迭代为

un+1
j =

1

2
(Ln+1

j +Rn+1
j )

讨论 uj−1、uj、uj+1 的正负与大小情况可发现实质上得到的迭代与下面的版本 2 相同。
• 版本 2
直接计算发现 (临界情况 un

j+ 1
2
= 0 的激波定义)

ūnj+ 1
2
= ω(xj+ 1

2
, tn+1) =



unj unj ≥ unj+1, u
n
j+ 1

2
> 0

unj+1 unj ≥ unj+1, u
n
j+ 1

2
≤ 0

unj+1 unj < unj+1 < 0

0 unj ≤ 0 ≤ unj+1

unj 0 < unj < unj+1

而迭代为

un+1
j = unj −

τ

h
(fn

j+ 1
2
− fn

j− 1
2
), fn

j+ 1
2
=

1

2
(ūnj+ 1

2
)2

实际上通量可以写为更简洁的版本

fn
j+ 1

2
=

minx∈[un
j ,u

n
j+1]

x2

2
unj ≤ unj+1

maxx∈[un
j+1,u

n
j ]

x2

2
unj > unj+1
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(3) 直接求解可知系数矩阵为

A =

(
0 −a
−a 0

)
特征值 λ1 = −a，对应的特征向量 (u1, v1) = (1, 1)；λ2 = a，对应的特征向量 (u2, v2) = (1,−1)。
由此其可看作方程

∂

∂t
(u+ v)− a ∂

∂x
(u+ v) = 0,

∂

∂t
(u− v) + a

∂

∂x
(u− v) = 0

再利用 (1) 即可得到 ω(x, tn+1) 在 [xj , xj+1]× [tn, tn+1) 上为
(unj , v

n
j ) x− xj+ 1

2
< −aτ

1
2
(unj+1 + unj + vnj+1 − vnj , vnj+1 + vnj + unj+1 − unj ) x− xj+ 1

2
∈ (−aτ, aτ)

(unj+1, v
n
j+1) x− xj+ 1

2
> aτ

, a > 0


(unj , v

n
j ) x− xj+ 1

2
< aτ

1
2
(unj+1 + unj + vnj − vnj+1, v

n
j+1 + vnj + unj − unj+1) x− xj+ 1

2
∈ (aτ,−aτ)

(un+1
j , vn+1

j ) x− xj+ 1
2
> −aτ

, a ≤ 0

• 版本 1
由于在 (1) 中已经证明了线性情况下版本 1 的积分结果与版本 2 推导相同，而二维线性情况
的积分效果事实上与两个独立一维计算后再组合相同，积分计算的结果应与版本 2 相同，由
此可直接利用版本 2 的方式计算格式。

• 版本 2
当 a > 0 时

ω(xj+ 1
2
, t) =

1

2
(unj+1 + unj + vnj+1 − vnj , vnj+1 + vnj + unj+1 − unj )

从而格式为

un+1
j = unj +

aτ

h
(vnj+1 − vnj−1 + unj+1 − 2unj + unj−1)

vn+1
j = vnj +

aτ

h
(unj+1 − unj−1 + vnj+1 − 2vnj + vnj−1)

当 a < 0 时

ω(xj+ 1
2
, t) =

1

2
(unj+1 + unj + vnj − vnj+1, v

n
j+1 + vnj + unj − unj+1)

从而格式为

un+1
j = unj +

aτ

h
(vnj+1 − vnj−1 − unj+1 + 2unj − unj−1)

vn+1
j = vnj +

aτ

h
(unj+1 − unj−1 − vnj+1 + 2vnj − vnj−1)
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6.2 实验报告

6.2.1 二维 Burgers

我们记 f(u) = 1
2
u2，则考虑的方程可以写为

ut + f(u)x + f(u)y = 0

初值条件

u(x, y, 0) =



u1 x > 0, y > 0

u2 x < 0, y > 0

u3 x < 0, y < 0

u4 x > 0, y < 0

以下称算例 1 为 (u1, u2, u3, u4) = (−1,−0.2, 0.5, 0.8)，算例 2 为 (u1, u2, u3, u4) = (−0.2,−1, 0.5, 0.8)。由
于 u 最大为 1，输出时刻为 t = 1，我们将空间区域取为 [−2, 2]2，以保证间断尚未传播到边界。此外，由
于方程对 x、y 的对称性，我们记空间步长 hx = hy = h，时间步长 τ，网比 λ = τ

h
。考虑三种格式：

1. LF 格式

在作业第二题中已经完成了推导，对此情况的 LF 格式为

un+1
jk =

1

4
(unj−1,k + unj+1,k + unj,k−1 + unj,k+1)−

λ

2
(fn

j+1,k − fn
j−1,k)−

λ

2
(fn

j,k+1 − fn
j,k−1)

这里 fn
jk = f(unjk)。

2. 迎风格式

与作业第二题的推导类似，一阶格式推广到二维相当于对两方向分别进行，由此可以得到守恒型迎

风格式

un+1
jk = unjk − λ(f̂n

j+ 1
2 ,k
− f̂n

j− 1
2 ,k

)− λ(f̂n
j,k+ 1

2
− f̂n

j,k− 1
2
)

f̂n
j+ 1

2 ,k
=


1
2
(unjk)

2 un
j+ 1

2 ,k
> 0

1
2
(unj+1,k)

2 un
j+ 1

2 ,k
≤ 0

, f̂n
j,k+ 1

2
=


1
2
(unjk)

2 un
j,k+ 1

2
> 0

1
2
(unj,k+1)

2 un
j,k+ 1

2
≤ 0

其中下标带 1
2
的可以看作相邻整点的平均值。

3. LW 格式

在作业第二题中已经完成了推导，对此情况的 LW 格式为 (fn
jk = f(unjk))

un+1
jk = unjk −

λ

2
(∆0xf

n
jk +∆0yf

n
jk)

+
λ2

2
(δx((u

n
jk)

2δxu
n
jk) + δx((u

n
jk)

2δyu
n
jk) + δy((u

n
jk)

2δxu
n
jk) + δy((u

n
jk)

2δyu
n
jk))

我们进一步展开得到

un+1
jk = unjk −

λ

2
(fn

j+1,k − fn
j−1,k + fn

j,k+1 − fn
j,k−1)

+
λ2

2
((unj+ 1

2 ,k
)2(unj+1,k − unjk)− (unj− 1

2 ,k
)2(unjk − unj−1,k)

+ (unj+ 1
2 ,k

)2(unj+ 1
2 ,k+

1
2
− unj+ 1

2 ,k−
1
2
)− (unj− 1

2 ,k
)2(unj− 1

2 ,k+
1
2
− unj− 1

2 ,k−
1
2
)

+ (unj,k+ 1
2
)2(unj+ 1

2 ,k+
1
2
− unj− 1

2 ,k+
1
2
)− (unj,k− 1

2
)2(unj+ 1

2 ,k−
1
2
− unj− 1

2 ,k−
1
2
)

+ (unj,k+ 1
2
)2(unj,k+1 − unjk)− (unj,k− 1

2
)2(unjk − unj,k−1))
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由于下标带 1
2
的可以看作相邻整点的平均值，有两项 1

2
相当于周围四个整点的平均，可发现最终化

简为

un+1
jk = unjk −

λ

2
(fn

j+1,k − fn
j−1,k + fn

j,k+1 − fn
j,k−1)

+
λ2

2
((unj+ 1

2 ,k
)2(unj+1,k − unjk)− (unj− 1

2 ,k
)2(unjk − unj−1,k)

+
1

2
(unj+ 1

2 ,k
)2(unj+ 1

2 ,k+1 − u
n
j+ 1

2 ,k−1)−
1

2
(unj− 1

2 ,k
)2(unj− 1

2 ,k+1 − u
n
j− 1

2 ,k−1)

+
1

2
(unj,k+ 1

2
)2(unj+1,k+ 1

2
− unj−1,k+ 1

2
)− 1

2
(unj,k− 1

2
)2(unj+1,k− 1

2
− unj−1,k− 1

2
)

+ (unj,k+ 1
2
)2(unj,k+1 − unjk)− (unj,k− 1

2
)2(unjk − unj,k−1))

此外，区域顶点处由于间断未传播到边界而不会改变，同理，区域边界处采用对应方向的一维格式进

行迭代即可。例如，对 LW 格式，我们将对所有 j 不在边界的点计算 fn
j+1,k − fn

j−1,k 与 (un
j+ 1

2 ,k
)2(unj+1,k −

unjk) − (un
j− 1

2 ,k
)2(unjk − unj−1,k)，对所有 k 不在边界的点计算 fn

j,k+1 − fn
j,k−1 与 (un

j,k+ 1
2
)2(unj,k+1 − unjk) −

(un
j,k− 1

2
)2(unjk − unj,k−1)，并乘系数叠加，最后再对 j、k 都不在边界的点计算中间两项并叠加。

取定 h = 0.03、τ = 0.01，对算例 1 的迭代结果如图 11。分析可发现，算例 1 中下方为稀疏波，剩
下三侧为激波，由此守恒型迎风格式较好刻画了波的类型与边界，LF 格式的数值耗散较明显，而 LW 格
式则有明显更剧烈的数值振荡。

图 11: 二维 Burgers 方程算例 1 格式对比

取定 h = 0.03、τ = 0.01，对算例 2 的迭代结果如图 12。此时上下为稀疏波，左右为激波，守恒型迎
风格式仍然较好刻画了波的类型与边界，另两种格式的数值耗散与数值振荡也仍然明显。

图 12: 二维 Burgers 方程算例 2 格式对比

进一步验证可发现，即使将 τ 取为 0.015，接近 CFL 条件的极限，LF 格式与 LW 格式也并未有很好
的改善，由此三种格式中守恒性迎风相对对间断解刻画最好。
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6.2.2 一维 Euler

记 m = ρu，且对应的 (为了书写迭代格式方便省略加粗)

U =


ρ

m

E

 , f(U) =


m

4
5
m2

ρ
+ 2

5
E

7
5
mE
ρ
− 1

5
m3

ρ2

 , A(U) = f ′(U) =


0 1 0

− 4
5
m2

ρ2
8
5
m
ρ

2
5

− 7
5
mE
ρ2 + 2

5
m3

ρ3
7
5
E
ρ
− 3

5
m2

ρ2
7
5
m
ρ


欧拉方程组为 Ut + f(U)x = 0，考虑空间区域 [0, 1]。以下称算例 3 为初值

U(x, 0) =

(0.445, 0.311, 8.928)T x < 0.5

(0.5, 0, 1.4275)T x > 0.5

模拟到 t = 0.14 时刻；算例 4 为初值

U(x, 0) =

(1, 0, 2.5)T x < 0.3

(0.125, 0, 0.25)T x > 0.3

模拟到 t = 0.2 时刻。我们记空间步长 h，时间步长 τ，网比 λ = τ
h
。考虑三种格式：

1. LF 格式

其迭代方式为

Un+1
j =

1

2
(Un

j−1 + Un
j+1)−

λ

2
(f(Un

j+1)− f(Un
j−1))

2. LW 格式

其迭代方式为 (部分采用讲义中的替代方式，避免矩阵平方的计算)

Un+1
j = Un

j −
λ

2
(f(Un

j+1)− f(Un
j−1))+

λ2

2

(
A(Un

j+ 1
2
)(f(Un

j+1)− f(Un
j ))−A(Un

j− 1
2
)(f(Un

j )− f(Un
j−1))

)
其中下标带 1

2
的可以看作相邻整点的平均值。

3. MC 格式

我们采用双循环策略构造 MC 格式，也即 n 为偶数时

Ū∗
j = Un

j − λ(f(Un
j+1)− f(Un

j ))

Un+1
j =

1

2
(Un

j + Ū∗
j )−

λ

2
(f(Ū∗

j )− f(Ū∗
j−1))

否则

Ū∗
j = Un

j − λ(f(Un
j )− f(Un

j−1))

Un+1
j =

1

2
(Un

j + Ū∗
j )−

λ

2
(f(Ū∗

j+1)− f(Ū∗
j ))

由于时空区域选取已经保证了间断不会传播到边界，边界固定不变即可。

对于算例 3，我们先取 h = 0.003、τ = 0.0004，三种格式的迭代效果如图 13。自上而下分别为 LF 格
式、LW 格式、MC 格式迭代到 0.14 秒时的 ρ、u、E。可以发现，二阶的 LW 格式与 MC 格式结果基本
类似，虽然存在一定数值振荡，但可以较清晰看出三个波依次为稀疏波、接触间断与激波。与之相对，LF
格式由于数值耗散过于剧烈，很难分辨波的具体位置与类型。不过，在 h、τ 下降时，由于 LF 格式是单
调的，其稳定性显著好于另两个格式。例如，在 h = 0.002 时，对 LF 格式可以取任意小的 τ，得到时间方

向任意精确的结果，而由于数值振荡，τ 取为 0.0002 时 MC 格式已经不收敛，τ 取为 0.0001 时 LW 格式
也不再收敛 (ρ 将触及 0 而产生发散)。此外，这也可以看出算例 3 中 LW 格式的稳定性稍好于 MC 格式。
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图 13: 一维 Euler 方程组算例 3 格式对比
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图 14: 一维 Euler 方程组算例 4 模拟结果

对算例 4，上述的不稳定性体现更加明显。MC 格式几乎无法在 h 取为 0.05 以下时正常收敛，LW 格
式则几乎无法在 h 取为 0.025 以下时正常收敛。因此，几乎无法从这两个格式的迭代结果看出波的类型和
位置——这是由于初始处在 u = 0 的临界情况，很容易引起振荡而导致高阶格式不收敛。为了得到算例 4
的模拟效果，我们取 h = 0.0001、τ = 0.00003，得到的模拟结果如图 14。

虽然模拟的时间相对较长，从图中的确可以看出，由于 LF 格式的单调性，在情况较奇异时它可以更
好保证收敛性，捕获稀疏波、接触间断与激波。由此也可以看出，我们需要开发具有同时较好收敛速率 (如
至少在大部分区域二阶) 与较强稳定性 (如 TVD 性质) 的格式，才能更好完成复杂守恒律的模拟。
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7 第八周

7.1 书面作业

1. 我们假设 λ 是 O(1) 的，从而 h 与 τ 可以等价，方便计算误差。由守恒格式定义，f̂(u, u) = f(u)。

将真解 u 在 u(xj , t
n) 展开并代入，可得

u(xj , t
n+1) = u(xj , t

n) + τ(ut)
n
j +

1

2
τ 2(utt)

n
j +O(τ3)

也即用 f 写成 (a(u) = f ′(u))

unj − un+1
j = τ(fx)

n
j −

1

2
τ2((f ′fx)x)

n
j +O(τ 3) = τ(fx)

n
j −

1

2
τ2((a2ux)x)

n
j +O(τ3)

另一方面有 (这里 f̂1,2 代表 f̂ 对两个分量求导，(f̂1)
n
j 为 f̂1(u

n
j , u

n
j ))

τ(fx)
n
j = τ(f̂x)

n
j = τ((f̂1 + f̂2)ux)

n
j

λ(f̂(unj , u
n
j+1)− f̂(unj−1, u

n
j )) = τ

unj+1 − unj
h

(f̂2)
n
j + τ

unj − unj−1

h
(f̂1)

n
j

+
λ

2
(unj+1 − unj )2(f̂22)nj −

λ

2
(unj−1 − unj )2(f̂11)nj +O(h3)

这里最后一项为 O(h3) 是将 unj+1、u
n
j−1 在 unj 展开得到的。

进一步化简，泰勒展开得 (uj+1 − uj)2 − h2((ux)nj )2 = O(h3)，将一次项也展开，上式写为

τ

(
(ux)

n
j +

h

2
(uxx)

n
j

)
(f̂2)

n
j + τ

(
(ux)

n
j −

h

2
(uxx)

n
j

)
(f̂1)

n
j +

λ

2
h2((ux)

n
j )

2((f̂22)
n
j − (f̂11)

n
j ) +O(h3)

从而可知其为

τ(fx)
n
j +

τh

2

(
(uxx(f̂2 − f̂1)) + (u2x(f̂22 − f̂11))

)n
j
+O(h3)

最终化简得

τ(fx)
n
j +

τh

2
((ux(f̂2 − f̂1))x)nj +O(h3)

于是可写出局部截断误差表达式 (省略右侧下标 j、上标 n，默认表示 u = unj 处)

un+1
j − unj

τ
+
f̂(unj , u

n
j+1)− f̂(unj−1, u

n
j )

h
=
τ

2
((λ−1(f̂2 − f̂1) + a2)ux)x +O(h2)

右侧第一项就是所求的局部截断误差首项。

非零验证：为证明其的确为首项，我们还需要证明格式单调时其不可能为 0。由于 u 可任取，其为 0
当且仅当对任何 u

λ−1(f̂2(u, u)− f̂1(u, u)) + a2(u) = 0

下设 s = f̂1(u, u)、t = f̂2(u, u)。利用
df̂(u,u)

du = f ′(u) 可知 s + t = a(u)，此外，从单调格式对每个

分量求导并代入均为 u 的情况可直接推出

s ≥ 0, t ≤ 0, 1− λ(s− t) ≥ 0

从而 (由符号不同 |s− t| ≥ |s+ t|)

a2(u)− λ−1(s− t) ≤ (s− t)2 − λ−1(s− t) = λ−1(s− t)(λ(s− t)− 1) ≤ 0

若等号成立，必然 |s− t| = |s+ t|，从而 s 或 t 为 0，且 λ(s− t) = 1。只要 CFL 条件取得稍严格，
让 λ 比临界情况略小，即不可能有低于一阶的误差。
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2. • LF 格式
假设 CFL 条件成立。由 CFL 条件 λ∥f ′∥∞ ≤ 1 可知

λ|f(unj+1)− f(unj−1)| ≤ |unj+1 − unj−1|

于是 (第二个不等号讨论两项结果即得)

|un+1
j | ≤ 1

2
|unj+1 + unj−1|+

1

2
|unj+1 − unj−1| = max{|unj+1|, |unj−1|}

从而可知 ∥un∥∞ 不增，极大值原理成立。

*题干里要求不用单调格式，但其实这里说明 TVD除了从单调格式证明出发外也没有更好的配
凑方法。

对总变差的估计依赖如下引理：记 H(a, b) = 1
2
(a+ b)− λ

2
(f(a)− f(b))，则

|H(a, b)−H(c, d)| ≤ H(max(a, c),max(b, d))−H(min(a, c),min(b, d))

由右侧对称性不妨设左侧为正，则其为

1

2
(a+b−c−d)−λ

2
(f(a)−f(b)−f(c)+f(d)) = 1

2
(a−c)−λ

2
(f(a)−f(c))− 1

2
(b−d)+λ

2
(f(b)−f(d))

直接计算可知当 s ≥ 0 时，由 CFL 条件

H(a+ s, b)−H(a, b) =
s

2
− λ

2
(f(a+ s)− f(a)) ≥ 0

H(a, b+ s)−H(a, b) =
s

2
− λ

2
(f(b)− f(b+ s)) ≥ 0

从而 H(a, b) ≤ H(max(a, b),max(c, d))、H(c, d) ≥ H(min(a, b),min(c, d))，结论成立。
代入 a = unj−1、b = unj+1、c = unj、d = unj+2，设 Mn

j = max(unj−1, u
n
j )、m

n
j = min(unj−1, u

n
j )，

可发现

|un+1
j − un+1

j+1 | = |H(unj−1, u
n
j+1)−H(unj , u

n
j+2)| ≤ H(Mn

j ,M
n
j+2)−H(mn

j ,m
n
j+2)

由此可知 ∑
j

|un+1
j − un+1

j+1 | ≤
∑
j

H(Mn
j ,M

n
j+2)−

∑
j

H(mn
j ,m

n
j+2)

而由于所有项里 f(Mn
j )−f(Mn

j+2)、f(m
n
j )−f(mn

j+2)的求和相互抵消 (不妨考虑循环边界)，可
得到右侧为∑

j

Mn
j +Mn

j+2 −mn
j −mn

j+2

2
=
∑
j

|unj − unj−1|+ |unj+2 − unj+1|
2

=
∑
j

|unj − unj−1|

这就得到了 TVD 性质。

• 修改后的 LF 格式
考虑加强的 CFL 条件 λ∥f ′∥∞ ≤ 1

2
。若其不成立，存在 a、b 使得 λ(f(a)− f(b)) > 1

2
|a− b|，先

考虑 unj 在 j ≤ 0 时为 a、j > 0 时为 b，则无穷范数为 max(|a|, |b|)，总变差 |a− b|，而直接计
算得

un+1
j =



a j ≤ −1
3a+b
4
− λ

2
(f(b)− f(a)) j = 0

3b+a
4
− λ

2
(f(b)− f(a)) j = 1

b j ≥ 2
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若 max(|a|, |b|) 取到 |a| 且 a ≥ 0，则 3a+b
4

+ λ
2
(f(a) − f(b)) > 3a+b

4
+ |a−b|

4
≥ a，极大值原理

不满足，若取到 |b| 且 b ≥ 0，同理考虑 j = 1 可知不满足；若取到 |a| 且 a < 0 或取到 |b| 且
b < 0，同理设 unj 左侧为 b、右侧为 a 可得极大值原理不满足。

此外，un+1
j 的全变差为∣∣∣∣b− a4

+
λ

2
(f(a)− f(b))

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a− b2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a− b4
+
λ

2
(f(a)− f(b))

∣∣∣∣
无论 a− b > 0 还是 a− b ≤ 0，左右两项会有一项大于 |a−b|

2
，从而全变差增加。

下面假设 λ∥f ′∥∞ ≤ 1
2
成立，此时有 λ|f(unj+1)− f(unj−1)| ≤ 1

2
|unj+1 − unj−1|，从而 (第二个不等

号是先从第一项绝对值中拆出 |unj |/2)

|un+1
j | ≤ 1

4
|unj+1 + 2unj + unj−1|+

1

4
|unj+1 − unj−1| ≤

1

2
|unj |+

1

2
max{|unj+1|, |unj−1|}

由于右侧总系数为 1 即可得到 ∥un∥∞ 不增，极大值原理成立。
此时完全类似上一种情况可以证明如下引理：记 H(a, b) = 1

4
(a+ b)− λ

2
(f(a)− f(b))，则

|H(a, b)−H(c, d)| ≤ H(max(a, c),max(b, d))−H(min(a, c),min(b, d))

从而利用 un+1
j = 1

2
unj +H(unj−1, u

n
j+1)，记 Mn

j = max(unj−1, u
n
j )、m

n
j = min(unj−1, u

n
j ) 有

|un+1
j − un+1

j+1 | ≤ H(Mn
j ,M

n
j+2)−H(mn

j ,m
n
j+2) +

1

2
|unj − unj+1|

求和后完全类似可知∑
j

|un+1
j − un+1

j+1 | ≤
∑
j

Mn
j +Mn

j+2 −mn
j −mn

j+2

4
+
∑
j

1

2
|unj − unj+1|

而利用边界的循环性，右侧事实上即为∑
j

|uj − uj−1|+ |uj+2 − uj+1|+ 2|uj+1 − uj |
4

=
∑
j

|uj+1 − uj |

从而得到 TVD 性。

• 二维 LF 格式
考虑 u 只在单个方向变化时，此格式即化为修改后的 LF 格式，从而保持极大值原理至少需要

λx∥f ′∥∞ ≤
1

2
, λy∥g′∥∞ ≤

1

2

下证此时成立。

直接拆分可知 |un+1
jk | 不超过∣∣∣∣unj+1,k + unj−1,k

4
− λx

2
(f(unj+1,k)− f(unj−1,k))

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣unj,k+1 + unj,k−1

4
− λy

2
(g(unj,k+1)− g(unj,k−1))

∣∣∣∣
由条件可知

|λx(f(u
n
j+1,k)−f(unj−1,k))| ≤

1

2
|unj,k−1−unj−1,k|, |λy(g(u

n
j,k+1)−g(unj−1,k))| ≤

1

2
|unj,k+1−unj,k−1|

从而可进一步放为
1

4
(|unj+1,k|+ |unj−1,k|+ |unj,k+1|+ |unj,k−1|)

由于系数总和为 1，这会超过 ∥un∥∞，从而得证极大值原理成立。



7 第八周 44

• 三维 LF 格式
考虑 u 只在单个方向变化时，此格式与修改后的 LF 格式形式类似，只是系数不同，完全类似
可证保持极大值原理至少需要

λx∥f ′∥∞ ≤
1

3
, λy∥g′∥∞ ≤

1

3
, λz∥h′∥∞ ≤

1

3

此时完全二维时类似拆分放缩可得

|un+1
jkl | =

1

6
(|unj+1,k,l|+ |unj−1,k,l|+ |unj,k+1,l|+ |unj,k−1,l|+ |unj,k,l+1|+ |unj,k,l−1|)

同样由于系数总和为 1 得 ∥un+1∥∞ ≤ ∥un∥∞，极大值原理成立。

3. 由讲义 4 已证，其至少收敛到弱解。下面说明收敛到的解可容许，我们利用第二个可容许条件，证
明对任何非负的 φ ∈ C∞

0 (R× [0, T )) 有

¨
t>0

(η(u)φt + q(u)φx)dxdt ≥ 0

将条件两侧除以 τ，用 uδ 写为

ηδ(x, t+ τ)− ηδ(x, t)
τ

+
F̂δ(x+ h

2
, t)− F̂δ(x− h

2
, t)

h
≤ 0

这里 ηδ(x, t) = η(uδ(x, t))、F̂δ(x, t) = F̂ (uδ(x − (l − 1)h, t), . . . , uδ(x + lh, t))。其乘 φ(x, t) 后仍非

正，进一步在 t > 0 区域积分可知

¨
t>0

φ(x, t)

(
ηδ(x, t+ τ)− ηδ(x, t)

τ
+
F̂δ(x+ h

2
, t)− F̂δ(x− h

2
, t)

h

)
dxdt ≤ 0

作变量代换可得 (省略以 x, t 为自变量的函数自变量)
¨

t>τ

φ(x, t− τ)− φ(x, t)
τ

ηδdxdt+
¨

t>0

φ(x− h
2
, t)− φ(x+ h

2
, t)

h
F̂δdxdt−

1

τ

¨ τ

0

dt
ˆ
R
ηδφdx ≤ 0

我们假定 η 与 F̂ 适当光滑，则 uδ 的有界性与收敛性可以导出 ηδ 与 F̂δ 收敛到 η(u) 与 q(u)，且与

积分可交换。又由 φ 的紧支光滑性，上式取极限得到
¨

t>0

−φtη(u)dxdt+
¨

t>0

−φxq(u)dxdt−
ˆ
R
η(u0(x))φ(x, 0)dx ≤ 0

利用 φ 在上半平面的紧支性，φ(x, 0) = 0，从而最终得到

¨
t>0

(φtη(u) + φxq(u))dxdt ≥ 0

得证。

4. 我们假定 f̂、ĝ、η、Q̂、 ˆ̃Q 具有适当的光滑性，使得自变量几乎处处有界且收敛时它们也能几乎处处

有界且收敛 (而 f̂ 的光滑性要求比 f 的光滑性要求更强，其他同理)。

• 弱解
也即要证对任何 φ ∈ C∞

0 (R2 × [0, T )) 有

˚
t>0

(φtu+ φxf(u) + φyg(u))dxdydt = 0

记

f̂δ(x, y, t) = f̂(uδ(x− (l − 1)hx, y, t), . . . , uδ(x+ lhx, y, t))
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ĝδ(x, y, t) = ĝ(uδ(x, y − (l − 1)hy, t), . . . , uδ(x, y + lhy, t))

条件两侧除以 τ 化为

uδ(x, y, t+ τ)− uδ(x, y, t)
τ

+
f̂δ(x+ hx

2
, y, t)− f̂δ(x− hx

2
, y, t)

hx

+
ĝδ(x, y +

hy

2
, t)− ĝδ(x, y − hy

2
, t)

hy
= 0

乘 φ(x, y, t) 并在 t > 0 积分，与一维情况类似换元，省略以 x, y, t 为自变量的函数自变量得到

0 =

˚
t>τ

φ(x, y, t− τ)− φ(x, y, t)
τ

uδdxdydt−
1

τ

ˆ τ

0

dt
¨

R2

φuδdxdy

+

˚
t>0

φ(x− hx

2
, y, t)− φ(x+ hx

2
, y, t)

hx
f̂δdxdydt

+

˚
t>0

φ(x, y − hy

2
, t)− φ(x, y + hy

2
, t)

hy
ĝδdxdydt

令 δ → 0，与一维情况类似，1、3、4 三项都趋于 φ 为对应导数乘 u、g、f，第二项由紧支性可

知 φ(x, 0) = 0，于是趋于 0，从而可得

0 =

˚
t>0

(−φtu− φxf(u)− φyg(u))dxdydt

即得证。

• 可容许解
也即要证对任何非负的 φ ∈ C∞

0 (R2 × [0, T )) 有˚
t>0

(φtη(u) + φxq(u) + φy q̂(u))dxdydt ≥ 0

记

ηδ(x, y, t) = η(uδ(x, y, t))

Q̂δ(x, y, t) = Q̂(uδ(x− (l − 1)hx, y, t), . . . , uδ(x+ lhx, y, t))

ˆ̃Qδ(x, y, t) =
ˆ̃Q(uδ(x, y − (l − 1)hy, t), . . . , uδ(x, y + lhy, t))

条件两侧除以 τ 化为

ηδ(x, y, t+ τ)− ηδ(x, y, t)
τ

+
Q̂δ(x+ hx

2
, y, t)− Q̂δ(x− hx

2
, y, t)

hx

+
ˆ̃Qδ(x, y +

hy

2
, t)− ˆ̃Qδ(x, y − hy

2
, t)

hy
≤ 0

乘 φ(x, y, t) 并在 t > 0 积分，与一维情况类似换元，省略以 x, y, t 为自变量的函数自变量得到

0 ≥
˚

t>τ

φ(x, y, t− τ)− φ(x, y, t)
τ

ηδdxdydt−
1

τ

ˆ τ

0

dt
¨

R2

φηδdxdy

+

˚
t>0

φ(x− hx

2
, y, t)− φ(x+ hx

2
, y, t)

hx
Q̂δdxdydt

+

˚
t>0

φ(x, y − hy

2
, t)− φ(x, y + hy

2
, t)

hy

ˆ̃Qδdxdydt

令 δ → 0，与一维情况类似，1、3、4 三项都趋于 φ 为对应导数乘 η、q、q̃，第二项由紧支性可

知 φ(x, 0) = 0，于是趋于 0，从而可得，从而可得

0 ≥
˚

t>0

(−φtη(u)− φxq(u)− φy q̂(u))dxdydt

即得证。
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5. • 单调格式
单调当且仅当右侧对 unj−1,k、u

n
j+1,k、u

n
j,k−1、u

n
j,k+1、u

n
jk 求导均非负，记 f̂1,2、ĝ1,2 为 f̂、ĝ 对

两个分量的求导结果，也即得到当且仅当

f̂1 ≥ 0, f̂2 ≤ 0, ĝ1 ≥ 0, ĝ2 ≤ 0

∀a, b, c, d, e ∈ R, 1− λx(f̂1(a, b)− f̂2(c, a))− λy(ĝ1(a, d)− ĝ2(e, a)) ≥ 0

• 局部极值原理
若 f̂1 < 0，考虑 unjk = unj+1,k = unj,k−1 = unj,k+1 = x，unj−1,k = x + δ，则可知 δ 充分小时

un+1
jk −unjk 符号与 δ 相反，局部极值原理不满足。同理，当 f̂2 > 0时考虑 unj+1,k 扰动，当 ĝ1 < 0

时考虑 unj,k−1 扰动，当 ĝ2 > 0 时考虑 unj,k+1 扰动，可得局部极值原理不满足。

由此，局部极值原理满足至少需要

f̂1 ≥ 0, f̂2 ≤ 0, ĝ1 ≥ 0, ĝ2 ≤ 0

此时若 unjk 是最小值，可得到 un+1
jk ≥ unjk；若 unjk 是最大值，可得到 un+1

jk ≤ unjk，此时极值原

理可成立。接下来考虑其他为最值的情况。我们记 unjk、u
n
j+1,k、u

n
j−1,k、u

n
j,k+1、u

n
j,k−1 为 a、b、

c、d、e，分析其他元素取最值的情况。若局部极值原理满足，考虑 b = min(a, b, c, d, e) 时应有

a− λx(f̂(a, b)− f̂(c, a))− λy(ĝ(a, d)− ĝ(e, a)) ≥ b

由于已知 f̂1、f̂2、ĝ1、ĝ2 的符号，可发现一定 d = e = c = b 时可能取到最小，从而只需 b ≤ a
时

a− λx(f̂(a, b)− f̂(b, a))− λy(ĝ(a, b)− ĝ(b, a)) ≥ b

记

F (a, b) = a− b− λx(f̂(a, b)− f̂(b, a))− λy(ĝ(a, b)− ĝ(b, a))

可发现 F (a, b) = −F (b, a)，F (a, a) = 0。条件等价于 a− b ≥ 0 时 F (a, b) ≥ 0，同理讨论 b 为

最大时即 a− b ≤ 0 时 F (a, b) ≤ 0，这由于 F (a, b) = −F (b, a) 与前一种情况等价。此外，对 c、

d、e 讨论结果完全相同，由此局部极值原理在 f̂1、f̂2、ĝ1、ĝ2 符号固定时等价于

∀a ≥ b ∈ R, F (a, b) ≥ 0

* 单调等价于 F1(a, b) ≥ 0，从而结合 F (a, a) = 0 自然有结论成立。不过，从保持局部极值原理

无法推出单调。
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8 第九周

8.1 书面作业

1. 直接展开可知对真解有

u(xj , t
n+1)− u(xj , tn) = τ(ut)

h
j +O(τ 2) = τ(fx)

n
j +O(τ 2)

由此，其在空间方向有 2m 阶精度相当于 (省略上标 n，此分析与具体时间点无关)

f̂j+ 1
2
− f̂j− 1

2

h
− (fx)j = O(h2m)

由平移不变性，为方便我们不妨设 j = 0，并记 ϕ(x) = u(x, tn)、F (x) = f(ϕ(x))，则上式改写为 (这
里假设格式中 j ± 1

2
处的值是充分高阶的近似，上标代表求导阶数)

m−1∑
k=0

a2kh
2k
(
F (2k)(h/2)− F (2k)(−h/2)

)
− hF ′(0) = O(h2m+1)

我们记 bk = F (k)(0)，有

F (h/2) =
2m∑
k=0

hk

2kk!
bk +O(h2m+1)

从而考虑求导并拆分可知

h2kF (2k)(h/2) =
m∑

s=k

h2s

22s−2k(2s− 2k)!
b2s +

m−1∑
s=k

h2s+1

22s+1−2k(2s+ 1− 2k)!
b2s+1 +O(h2m+1)

h2kF (2k)(−h/2) =
m∑

s=k

h2s

22s−2k(2s− 2k)!
b2s −

m−1∑
s=k

h2s+1

22s+1−2k(2s+ 1− 2k)!
b2s+1 +O(h2m+1)

由此可知
m−1∑
k=0

a2k

m−1∑
s=k

h2s+1

22s−2k(2s+ 1− 2k)!
b2s+1 − hb1 = O(h2m+1)

按照 h 的次方整理可得

a0 = 1
s∑

k=0

a2k
1

22s−2k(2s+ 1− 2k)!
= 0, s = 1, . . . ,m− 1

由于这是一个下三角线性方程组，且对角元非零，一定存在解 a0, . . . , a2m−2。利用计算机可以解得

a2 = −
1

24
, a4 =

7

5760
, a6 = −

31

967680
, a8 =

127

154828800

2. 设此格式为

un+1
j =

l∑
s=−l

αsu
n
j+s

证明分为三个部分：

• 相容性条件
方便起见 h = O(τ)。左减右除以 τ 后代入真解，可知

1

τ

(
u(x, t+ τ)−

l∑
s=−l

αsu(x+ sh, t)

)
= O(τ)
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两侧同乘 τ，展开到二阶并代入 ut + aux = 0 可得

u(x, t)− τaux(x, t)−
l∑

s=−l

αs(u(x, t) + shux(x, t)) = O(τ2)

由此可知
l∑

s=−l

αs = 1,
l∑

s=−l

sαs = −
τa

h

• 线性保单调格式为单调格式
由其保单调，代入 unj 当 j ≤ 0 时为 0，j > 0 时为 1，则得到的 un+1

j 应单调增。

利用所有 αs 求和为 1，直接计算可发现

un+1
j =


0 j ≤ −l∑l

s=−j+1 αs −l < j ≤ l

1 j > l

由此由其单调增，两两作差可发现所有 αs 均非负，对右侧每个 unj+s 求导可发现这即符合单调

格式定义。

• 单调格式至多只有一阶精度
在相容性条件计算的基础上，若其有二阶精度，利用 utt = a2uxx 可得到二阶项

τ2

2
a2uxx(x, t)−

l∑
s=−l

αs
s2h2

2
uxx(x, t) = 0

从而若其有二阶精度应满足
l∑

s=−l

s2αs =
τ2a2

h2

但是，由单调性，αs ≥ 0，利用 Cauchy 不等式有

τ2a2

h2
=

l∑
s=−l

s2αs

l∑
s=−l

αs ≥
( l∑

s=−l

√
s2αs · αs

)2

=

( l∑
s=−l

|sαs|
)2

≥
( l∑

s=−l

sαs

)2

=
τ2a2

h2

利用 Cauchy 不等式与绝对值的取等条件，可知 αs 只在 s ≥ 0 或 s ≤ 0 时非零，且 s2αs 与 αs

成正比。由此，必然只有一个 αs 非零，此时的格式相当于 CFL 数为整数时每个时间步长精确
传播整数个网格的格式，无实际意义。由此，对于可以实际应用的线性单调格式，不可能具有二

阶精度。

3. 直接计算

d
dt(uj − uj−1) =

Q−1∑
q=−Q

Cq(j)(uj−q − uj−q−1)−
Q−1∑
q=−Q

Cq(j − 1)(uj−q−1 − uj−q−2)

记 vj = uj − uj−1，整理得

d
dtvj =

Q∑
q=−Q

(Cq(j)− Cq−1(j − 1))vj−q

这里假定 C−Q−1(j) = CQ(j) = 0 恒成立。
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记

Svj (x) =


|x| vj = 0

x vj > 0

−x vj < 0

考虑 t 充分小时向前推进，可得 (上标 R 指右导数)(
d
dt

)R∑
j

|vj | =
∑
j

Svj

( Q∑
q=−Q

(Cq(j)− Cq−1(j − 1))vj−q

)
由此 TVD 当且仅当右侧不超过 0 对任何 vj 成立。记 Dq(j) = Cq(j)− Cq−1(j − 1)，进一步化为

∑
j

Svj

( Q∑
q=−Q

Dq(j)vj−q

)
≤ 0

考虑所有 vj 中仅有一个非 0 的情况，直接计算可知此时得到

∀j, D0(j) +
∑
q ̸=0

|Dq(j + q)| ≤ 0

而利用 D 的定义与 C−Q−1(j) = CQ(j) = 0 的规定有

Q∑
q=−Q

Dq(j + q) = 0

由此上式成立当且仅当 q ̸= 0 时所有 Dq(j) ≥ 0，化为 C 的要求也即得到条件

C−1(j − 1) ≥ C−2(j − 1) ≥ · · · ≥ C−Q(j −Q) ≥ 0

−C0(j) ≥ −C1(j + 1) ≥ · · · ≥ −CQ(j +Q) ≥ 0

下面证明此条件已经足够说明 TVD。

由所有 Dq(j + q) 对 q 求和为 0，我们将需要证明的式子写成∑
j

Svj

(∑
q ̸=0

(Dq(j)vj−q −Dq(j + q)vj)

)
≤ 0

当所有 vj 都非零时，Svj 线性，可知上式化为 (由 Svj+q
定义其不会超过绝对值，且 Dq(j + q) ≥ 0)∑

j

∑
q ̸=0

(
Dq(j)Svj (vj−q)−Dq(j + q)|vj |

)
=
∑
j

∑
q ̸=0

Dq(j + q)(Svj+q
(vj)− |vj |) ≤ 0

而 vj 为 0 时，其 Svj 等于从大于 0 或小于 0 某一侧逼近的结果，考虑对应方向取极限可知结论仍
然成立。

4. 将格式改写为
un+1
j − η(Cj+ 1

2
(un+1

j+1 − un+1
j )−Dj− 1

2
(un+1

j − un+1
j−1 ))

=unj + (1− η)(Cj+ 1
2
(unj+1 − unj )−Dj− 1

2
(unj − unj−1))

记 vnj = unj − unj−1，改写为

vn+1
j − η(Cj+ 1

2
vn+1
j+1 −Dj− 1

2
vn+1
j − Cj− 1

2
vn+1
j +Dj− 3

2
vn+1
j−1 )

=vnj + (1− η)(Cj+ 1
2
vnj+1 −Dj− 1

2
vnj − Cj− 1

2
vnj +Dj− 3

2
vnj−1)

设等式两侧均为 wn
j，我们证明

∥vn+1∥1 ≤ ∥wn∥1 ≤ ∥vn∥1
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即可得到 TVD 性质。

首先，由于

wn
j = (1− (1− η)(Cj− 1

2
+Dj− 1

2
))vnj + (1− η)Cj+ 1

2
vnj+1 + (1− η)Dj− 3

2
vnj−1

由条件上方三个系数均非负，从而

∥wn∥1 ≤
∑
j

(1− (1− η)(Cj− 1
2
−Dj− 1

2
))
(
|vnj |+ (1− η)Cj+ 1

2
|vnj+1|+ (1− η)Dj− 3

2
|vnj−1|

)
按照 |vnj | 求和整理可发现右侧恰好为 ∥vn∥1。

另一方面，由于

wn
j = (1 + η(Cj− 1

2
+Dj− 1

2
))vnj − ηCj+ 1

2
vnj+1 − ηDj− 3

2
vnj−1

由条件第一个系数为正，后两个为负，从而利用 |x− y − z| ≥ |x− y| − |z| ≥ |x| − |y| − |z| 可知

|wn
j | ≥ (1 + η(Cj− 1

2
+Dj− 1

2
))|vnj | − ηCj+ 1

2
|vnj+1| − ηDj− 3

2
|vnj−1|

同样按照 |vnj | 求和整理可发现这即是 ∥wn∥1 ≥ ∥vn+1∥1。

综合以上两部分得证。

5. • 相容性
将其改写为

un+1
j − unj

τ
+ a

unj − unj−1

h
= − a

2h
(snj − snj−1)

对真解 u(x, t)，有 s(x, t) = minmod(u(x+ h, t)− u(x, t), u(x, t)− u(x− h, t))，于是 (这里 sign
为符号函数，0 的符号为 0)

s(x, t) = hux(x, t)−
1

2
h2 sign(ux(x, t))|uxx(x, t)|+O(h3)

于是 (x− 代表左极限)
snj − snj−1

h
= huxx(x, t)−

1

2
h(sign(ux(x, t))− sign(ux(x−, t)))|uxx(x, t)|+O(h2)

将左侧用真解代入，展开到二阶可发现其为

1

2
(τa2 − ha)uxx +O(h2 + τ 2)

由于右侧展开式无 τ，两者不可能消去，从而其有一阶时空相容性。

• TVD
记 vnj = unj − unj−1，计算有

vn+1
j = (1−aλ)vnj +aλvnj−1−

aλ

2
(minmod(vnj+1, v

n
j )−2minmod(vnj , vnj−1)+minmod(vnj−1, v

n
j−2))

考虑 vn0 = vn1 = 1，其余 vnj 全为 0 的情况，计算可发现 vn+1 中可能非零的元素为

vn+1
0 = 1− 3

2
aλ, vn+1

1 = 1 + aλ, vn+1
2 =

1

2
aλ

又由于 aλ > 0，可发现 ∥vn+1∥1 ≤ ∥vn∥1 = 2 当且仅当 aλ ≤ 2
3
。

下面证明 aλ ≤ 2
3
时具有 TVD 性质。利用 snj = minmod(vnj+1, v

n
j )，先写成

|vn+1
j | ≤

∣∣∣∣(1− aλ)vnj − aλ

2
snj

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣aλvnj−1 −
aλ

2
snj−2

∣∣∣∣+ aλ|snj−1|

此时，利用 minmod 函数的性质，−aλ
2
snj 符号必然与 (1− aλ)vnj 相反，且绝对值不会超过后者，

对 aλvnj−1 与 −aλ
2
snj−2 同理，从而可以写成

|vn+1
j | ≤ (1− aλ)|vnj | −

aλ

2
|snj |+ aλ|vnj−1| −

aλ

2
|snj−2|+ aλ|snj−1|

右侧求和后，所有 |snj | 项抵消，所有 |vnj | 合成为 ∥vn∥1，即得证 TVD。
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8.2 实验报告

8.2.1 格式实现

考虑线性常系数对流方程

ut + aux = 0

且 a > 0。为了方便讨论，我们假设 a = 1。

我们记空间步长 h，时间步长 τ，网比 λ = τ
h
，实现的格式为

unj+1 = unj − aλ((unj + 0.5snj )− (unj−1 + 0.5snj−1)), snj = minmod(unj+1 − unj , unj − unj−1)

这里 minmod(a, b) 在 a, b 异号时取 0，否则取模长较小数。
由于需要实现周期与非周期两个版本，实际实现时先以周期边界条件算出所有 snj、u

n
j + 0.5snj 与

(unj +0.5snj )− (unj−1 +0.5snj−1)。当假设周期边界条件时，对所有 unj 以上述差值进行更新，否则对于前两

个、最后一个之外的 unj 进行更新。

8.2.2 结果展示

我们首先检测格式的精度，由于格式对时间为一阶精度，我们固定 τ 充分小，并不断降低 h 以测试

空间精度。对于 [0, 2π] 上以 sin(x) 作为初值的周期边界情况与 [−1, 2] 上以 I[− 1
5 ,

1
5 ]
(x) (这里 I 为示性函

数，区间内为 1 区间外为 0) 作为初值的非周期边界情况，分别模拟到 T = 1 时，并与真解对比，可得误

差曲线如图 15 (由于离散情况无穷范数误差不再有意义，未作出无穷范数误差曲线)。

图 15: 离散与连续情况误差曲线

忽略部分由于 τ 精度不足引起的掉阶情况，在合适的区间估算误差，可得到收敛阶如下表：

表 2: minmod 迭代收敛阶表
误差范数 连续情况 离散情况

L1 1.8164 0.6743
L2 1.6031 0.3835
L∞ 1.2402 -

可以发现，初值不连续的确导致了收敛阶大幅下降，而对于较好光滑性的例子，此格式确实表现出了

近二阶的空间收敛性。

接下来考虑两个算例：算例 1 指非周期情况 (区间视 t 进行取值以保证扰动几乎未传播到边界)，且初
值为波包

u(x, 0) = e−100(x−0.5)2 sin(80x)
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算例 2 指具有周期边界条件的区间 [−1, 1]，且初值高度不连续

u(x, 0) =


−ξ sin(1.5πξ2) −1 ≤ ξ < −1/3

| sin(2πξ)| |ξ| < 1/3

2ξ − 1− sin(3πξ)/6 1/3 < ξ ≤ 1

, ξ =

x− 0.3 x ∈ [−0.7, 1]

x+ 1.7 x ∈ [−1,−0.7)

对这两个算例分别取 h = 1
2
00、h = 1

2
50，并取定 τ = 0.6h (经实际检验，更大的 CFL 数会导致数值

不稳定出现) 的迭代结果如图 16，其中第一张图已经进行了适当的平移，只考察波的中心附近的位置。

图 16: 一般算例测试效果

将黄线数值解与蓝线真解对比，即能看出格式的精度下降主要出现在极值点处，这是由于 minmod 限
制器直接抹平极值点附近的值。
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9 第十周

9.1 书面作业

1. 由于在讲义中已经分析得到 φ = 1 时格式即相当于二阶格式，一定有时空二阶精度，而 4.13 的一般
格式相当于对此数值通量与 LW 数值通量进行了组合，因此只需再考虑 φ = 0 的极端情况是否具有

二阶精度，也即只要分析此 f̂j+ 1
2
直接作为数值通量的格式

un+1
j = unj − λ(f̂n

j+ 1
2
− f̂n

j− 1
2
)

是否具有二阶精度即可得到原格式是否具有二阶精度。将格式写为

un+1
j = unj −

λ

2
(f(unj+1)− f(unj−1)) +

λ

2
(qnj+ 1

2
(unj+1 − unj )− qnj− 1

2
(unj − unj−1))

为分析精度，进一步改写为

un+1
j − unj

τ
+
f(unj+1)− f(unj−1)

2h
=

1

2h
(qnj+ 1

2
(unj+1 − unj )− qnj− 1

2
(unj − unj−1))

(1) 若其为二阶格式，将真解 u 在 unj 处展开至二阶，f 也同理展开，可得

τ

2
∂x(a

2ux) +O(τ 2 + h2) =
1

2h
(qnj+ 1

2
(unj+1 − unj )− qnj− 1

2
(unj − unj−1))

两边同乘 2，进一步展开右侧至二阶可得

τ∂x(a
2(unj )) +O(τ 2 + h2) = qnj+ 1

2
(ux)

n
j+ 1

2
− qnj− 1

2
(ux)

n
j− 1

2

将左侧也用中心差商改写可得

λ((a2(unj+ 1
2
)− qnj+ 1

2
)(ux)

n
j+ 1

2
− (a2(unj− 1

2
)− qnj− 1

2
)(ux)

n
j− 1

2
) = O(τ 2 + h2)

若 q 为常数，假设其为正可构造 a、u 使得 qn
j+ 1

2
= 1

2
a2(un

j+ 1
2
) 对所有 j 成立，这样上方最终的

误差首项也即 τ
4
∂x(a

2ux)，为一阶，不可能保证二阶。q 为负时类似。

(2) 根据上方讨论，当 qn
j+ 1

2
= λa2(un

j+ 1
2
) 时即为二阶格式，事实上此时即为 LW 格式。

2. 记 snj = hSn
j，将迭代展开写为 (这里 snj 作为示意，之后的条件将带上 snj )

un+1
j = unj − λ(f̂(unj + snj /2, u

n
j+1 − snj+1/2)− f̂(unj−1 + snj−1/2, u

n
j − snj /2))

snj = minmod(unj+1 − unj , unj − unj−1)

• TVD
进一步改写迭代为 (这里分母若为 0 可以极限定义，从而只要非零的情况讨论完成为 0 时也由
极限性质可得)

un+1
j = unj + Cn

j+ 1
2
(unj+1 − unj )−Dn

j− 1
2
(unj − unj−1)

Cn
j+ 1

2
= −λ

f̂(unj + snj /2, u
n
j+1 − snj+1/2)− f̂(unj + snj /2, u

n
j − snj /2)

unj+1 − unj

Dn
j− 1

2
= λ

f̂(unj + snj /2, u
n
j − snj /2)− f̂(unj−1 + snj−1/2, u

n
j − snj /2)

unj − unj−1

需要 Cn
j+ 1

2
≥ 0、Dn

j− 1
2
≥ 0 且 1− Cn

j+ 1
2
−Dn

j+ 1
2
≥ 0 才能保证 TVD，我们逐个条件研究。
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为使第一个条件成立，也即分子分母须异号，再由 f̂ 对第二个分量非增可知须 unj+1 > unj 时

unj+1 − snj+1/2 ≥ unj − snj /2、unj+1 < unj 时 unj+1 − snj+1/2 ≤ unj − snj /2，计算发现两者可以合并
写成

snj+1 − snj
unj+1 − unj

≤ 2

为使第二个条件成立，也即分子分母须同号，再由 f̂ 对第一个分量非减可知须 unj > unj−1 时

unj + snj /2 ≥ unj−1 + snj−1/2、u
n
j < unj−1 时 unj + snj /2 ≤ unj−1 + snj−1/2，计算发现两者可以合并

写成
snj − snj−1

unj − unj−1

≥ −2

以上两条件可以合并写为对任何 j、n 有 ∣∣∣∣∆+
x S

n
j

∆+
x u

n
j

∣∣∣∣ ≤ 2

h

下面假设此条件成立，考虑第三个条件，直接计算可知 1− Cn
j+ 1

2
−Dn

j+ 1
2
为

1+λ
2f̂(unj + snj /2, u

n
j+1 − snj+1/2)− f̂(unj + snj /2, u

n
j − snj /2)− f̂(unj+1 + snj+1/2, u

n
j+1 − snj+1/2)

unj+1 − unj

由于之前两条件合并的结果意味着 snj+1 − snj 可被分母控制，从而当

2max{∥f̂1∥∞, ∥f̂2∥∞}τ ≤ h

时即有

|f̂(unj + snj /2, u
n
j+1 − snj+1/2)− f̂(unj + snj /2, u

n
j − snj /2)| ≤ |unj+1 − unj |

1

2λ

|f̂(unj + snj /2, u
n
j+1 − snj+1/2)− f̂(unj+1 + snj+1/2, u

n
j+1 − snj+1/2)| ≤ |unj+1 − unj |

1

2λ

结合符号即得第三个条件成立。

综合以上，只要 ∣∣∣∣∆+
x S

n
j

∆+
x u

n
j

∣∣∣∣ ≤ 2

h

即可在合适的 CFL 条件下具有 TVD 性质。对于 minmod 限制器，讨论可发现此条件是必然成
立的，从而一定在合适 CFL 条件下具有 TVD 性质。

• 局部极值原理
若 ∣∣∣∣∆+

x S
n
j

∆+
x u

n
j

∣∣∣∣ ≤ 2

h

在与 TVD 条件相同按 2max{∥f̂1∥∞, ∥f̂2∥∞}τ ≤ h 构造 τ 时，完全类似可发现

Cn
j+ 1

2
= −λ

f̂(unj + snj /2, u
n
j+1 − snj+1/2)− f̂(unj + snj /2, u

n
j − snj /2)

unj+1 − unj
≤ 1

2

Dn
j− 1

2
= λ

f̂(unj + snj /2, u
n
j − snj /2)− f̂(unj−1 + snj−1/2, u

n
j − snj /2)

unj − unj−1

≤ 1

2

于是再利用

un+1
j = (1− Cn

j+ 1
2
−Dn

j− 1
2
)unj + Cn

j+ 1
2
unj+1 +Dn

j− 1
2
unj−1
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可知 un+1
j 是 unj、u

n
j+1、u

n
j−1 系数均为正且系数总和为 1 的线性组合，直接放缩可知

min{unj−1, u
n
j , u

n
j+1} ≤ un+1

j ≤ max{unj−1, u
n
j , u

n
j+1}

于是局部极值原理成立。由此，只要 ∣∣∣∣∆+
x S

n
j

∆+
x u

n
j

∣∣∣∣ ≤ 2

h

即可在合适的 CFL 条件下具有局部极值原理。对于 minmod 限制器，同理一定在合适 CFL 条
件下具有局部极值原理。

3. • 收敛阶
我们下面证明它在 u 充分光滑，Sx

jk = (ux)jk +O(hx)、Sy
jk = (uy)jk +O(hy)，且 Sx,y

jk 充分光

滑 (如对 minmod 限制器，不在 ux 或 uy 为 0 处) 时具有空间二阶精度。
由于真解满足

u(xjk, t
n+1) = unjk − τ(fx)njk − τ(gy)njk +O(τ)

要证明空间二阶只需证明 (省略时间上标 n 与代表 y 方向位置的下标 k，二者在讨论 x 方向时

不会变化)

f̂
(
uj +

hx

2
Sx
j , uj+1 − hx

2
Sx
j+1

)
− f̂

(
uj−1 +

hx

2
Sx
j−1, uj − hx

2
Sx
j

)
hx

= (fx)j +O(h2x)

对 y 方向完全同理。

由于
f(uj+ 1

2
)− f(uj− 1

2
)

hx
= (fx)j +O(h2x)

我们将原式左侧第一项在 f(uj+ 1
2
) = f̂(uj+ 1

2
, uj+ 1

2
) 处展开可发现 (f̂1,2 表示 f̂ 对两个分量的导

数)

f̂

(
uj +

hx
2
Sx
j , uj+1 −

hx
2
Sx
j+1

)
=f(uj+ 1

2
) + (uj − uj+ 1

2
+ hxS

x
j /2)f̂1(uj+ 1

2
) + (uj+1 − uj+ 1

2
− hxSx

j+1/2)f̂2(uj+ 1
2
)

+
1

2
(uj − uj+ 1

2
+ hxS

x
j /2)

2f̂11(uj+ 1
2
) +

1

2
(uj+1 − uj+ 1

2
− hxSx

j+1/2)
2f̂22(uj+ 1

2
)

+ (uj − uj+ 1
2
+ hxS

x
j /2)(uj+1 − uj+ 1

2
− hxSx

j+1/2)f̂12(uj+ 1
2
) +O(h3x)

可以发现

uj − uj+ 1
2
=
hx
2
(ux)j +O(h2x)

由此事实上有

uj − uj+ 1
2
+ hx

Sx
j

2
= O(h2x), uj+1 − uj+ 1

2
− hx

Sx
j+1

2
= O(h2x)

更进一步，f̂1(uj+ 1
2
) = f̂1(uj) +O(hx)，于是有

f̂
(
uj +

hx

2
Sx
j , uj+1 − hx

2
Sx
j+1

)
− f̂

(
uj−1 +

hx

2
Sx
j−1, uj − hx

2
Sx
j

)
hx

− (fx)j

=
(uj − uj+ 1

2
+ hxS

x
j /2− uj−1 + uj− 1

2
− hxSx

j−1/2)f̂1(uj)

hx

+
(uj+1 − uj+ 1

2
− hxSx

j+1/2− uj + uj− 1
2
+ hxS

x
j /2)f̂2(uj)

hx
+O(h2x)
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若 Sx 光滑性较好 (如对 minmod 限制器，这意味着不在极值点附近)，由逼近性质应有

Sx
j − Sx

j−1 = (ux)j − (ux)j−1 +O(h2x)

对另一个分母同理，最终改写为

(uj − uj+ 1
2
+ hx(ux)j/2− uj−1 + uj− 1

2
− hx(ux)j−1/2)f̂1(uj)

hx

+
(uj+1 − uj+ 1

2
− hx(ux)j+1/2− uj + uj− 1

2
+ hx(ux)j/2)f̂2(uj)

hx
+O(h2x)

利用 u 的光滑性直接展开可知两个分母均为 O(h3x)，从而得证。

• 局部极值原理
改写迭代为

un+1
jk = (1− Cn

j+ 1
2 ,k
−Dn

j− 1
2 ,k
− En

j,k+ 1
2
− Fn

j,k− 1
2
)unjk

+ Cn
j+ 1

2 ,k
unj+1,k +Dn

j− 1
2 ,k
unj−1,k + En

j,k+ 1
2
unj,k+1 + Fn

j,k− 1
2
unj,k−1

Cn
j+ 1

2 ,k
= −λx

f̂(un,L
j+ 1

2 ,k
, un,R

j+ 1
2 ,k

)− f̂(un,L
j+ 1

2 ,k
, un,R

j− 1
2 ,k

)

unj+1,k − unjk

Dn
j− 1

2 ,k
= λx

f̂(un,L
j+ 1

2 ,k
, un,R

j− 1
2 ,k

)− f̂(un,L
j− 1

2 ,k
, un,R

j− 1
2 ,k

)

unjk − unj−1,k

En
j,k+ 1

2
= −λy

ĝ(un,L
j,k+ 1

2

, un,R
j,k+ 1

2

)− ĝ(un,L
j,k+ 1

2

, un,R
j,k− 1

2

)

unj,k+1 − unjk

Fn
j,k− 1

2
= λy

ĝ(un,L
j,k+ 1

2

, un,R
j,k− 1

2

)− ĝ(un,L
j,k− 1

2

, un,R
j,k− 1

2

)

unjk − unj,k−1

与上题相同，只要满足 ∣∣∣∣∆+
x S

n
jk

∆+
x u

n
jk

∣∣∣∣ ≤ 2

hx
,

∣∣∣∣∆+
y S

n
jk

∆+
y u

n
jk

∣∣∣∣ ≤ 2

hy

即可取合适的 CFL 条件

4max{∥f̂1∥∞, ∥f̂2∥∞, ∥ĝ1∥∞, ∥ĝ2∥∞}τ ≤ min{hx, hy}

使得

0 ≤ Cn
j+ 1

2 ,k
, Dn

j− 1
2 ,k
, En

j,k+ 1
2
, Fn

j,k− 1
2
≤ 1

4

从而 un+1
jk 是 unjk、u

n
j+1,k、u

n
j−1,k、u

n
j,k+1、u

n
j,k−1 系数均为正且系数总和为 1 的线性组合，与

上题相同可知局部极值原理成立。同样，对于 minmod 限制器，一定在合适 CFL 条件下具有局
部极值原理。
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9.2 实验报告

9.2.1 格式实现

对于 γ = 1.4 的欧拉方程，记 m = ρu、H = 1.4E
r
− 0.2u2 有

Ut + Fx = 0, U = (ρ,m,E)T , F = (m, 0.4mu+ 0.4E,mH)T

考虑空间区域 [0, 1]。以下称算例 1 为初值

U(x, 0) =

(0.445, 0.311, 8.928)T x < 0.5

(0.5, 0, 1.4275)T x > 0.5

模拟到 t = 0.14 时刻；算例 2 为初值

U(x, 0) =

(1, 0, 2.5)T x < 0.3

(0.125, 0, 0.25)T x > 0.3

模拟到 t = 0.2 时刻。我们记空间步长 h，时间步长 τ，网比 λ = τ
h
。

为了得到 Harten 的二阶 TVD 格式，并根据论文实现 1、1C、2 三种版本，我们进行如下的计算过程
(由于所涉及的例子间断不会传播到边界，我们假设边界外 u、m、E 的值与边界相同，省略每步迭代的上

标 n)：

• 根据所有 Uj 计算出所有 uj、Hj 与 Fj+ 1
2
。

• 计算 Roe 平均
ûj+ 1

2
=

√
ρjuj +

√
ρj+1uj+1

√
ρj +

√
ρj+1

Ĥj+ 1
2
=

√
ρjHj +

√
ρj+1Hj+1

√
ρj +

√
ρj+1

ĉj+ 1
2
=
√
0.4Ĥj+ 1

2
− 0.2û2

j+ 1
2

• 计算所有 ai
j+ 1

2
、(Ri)j+ 1

2
，i = 1, 2, 3，为 F′(U) 特征值与特征向量代入 U 为 Roe 平均的结果。并根

据

Uj+1 −Uj =
3∑

i=1

αi
j+ 1

2
Ri

j+ 1
2

计算出波强度 αi
j+ 1

2
。

• 计算 νi
j+ 1

2
= λai

j+ 1
2
.

• 计算 (仅有此处上标 2 是平方)

g̃ij+ 1
2
=

1

2
(Q(νij+ 1

2
)− (νij+ 1

2
)2)αi

j+ 1
2
, sij+ 1

2
= sign(g̃ij+ 1

2
)

• 根据所选方法计算最终的系数 βi
j+ 1

2
：

– 对于 ULT1 或 UTT1C，构造

gij = sij+ 1
2
max(0,min(|g̃ij+ 1

2
|, g̃ij− 1

2
sij+ 1

2
))

若为 ULT1C格式，还要额外修正 (这里上标 2是由于第二个特征值对应线性退化场，若 S2
j = 0

则设 ḡ2j = 0)
S2
j+ 1

2
= sign(α2

j+ 1
2
)



9 第十周 58

σ2
j+ 1

2
=

1

2
(1−Q(ν2j+ 1

2
))

ḡ2j = S2
j+ 1

2
max(0,min(s2j+ 1

2
σ2
j− 1

2
α2
j− 1

2
, σ2

j+ 1
2
|α2

j+ 1
2
|))

g2j ← g2j +
|α2

j+ 1
2
− α2

j− 1
2
|

|α2
j+ 1

2

+ α2
j− 1

2

|
ḡ2j

并计算 (若分母为 0 则设其为 0)

γij+ 1
2
=
gij+1 − gij
αi
j+ 1

2

βi
j+ 1

2
= Q(νij+ 1

2
+ γij+ 1

2
)αi

j+ 1
2
− gij − gij+1

– 对于 ULT2，计算

Gi
j+ 1

2
= sij+ 1

2
max(0,min(g̃ij− 1

2
sij+ 1

2
, |g̃ij+ 1

2
|, g̃ij+2/3s

i
j+ 1

2
))

并构造

βi
j+ 1

2
= Q(νij+ 1

2
)αi

j+ 1
2
− 2Gi

j+ 1
2

• 最终进行迭代

F̄j+ 1
2
=

1

2

(
F(Uj) + F(Uj+1)−

1

λ

3∑
i=1

βi
j+ 1

2
Ri

j+ 1
2

)
Un+1

j = Uj − λ(F̄j+ 1
2
− F̄j− 1

2
)

9.2.2 结果展示

我们在计算中取定 Q(x) = |x|。首先检测算法的稳定性，对于算例 1，取定 h = 0.01，可以发现 τ 取

到 0.002 即可保证基本的间断捕获，ULT1 的模拟结果如图 17，另外两算法类似。在第七周实验中，如此
参数下的 LF 格式完全无法看出间断，二阶格式则根本不收敛，由此可以展现 TVD 性质对二阶格式的稳
定性加强显著。

图 17: 一维 Euler 方程组算例 1 稳定性测试

接下来，我们取定 h = 0.004、τ = 0.0004，对两个算例进行测试，效果如图 18与图 19。可以发现，
ULT1 与简化后的 ULT2 在两个算例中效果无显著差别，而对线性退化场进行特殊处理的 ULT1C 则表现
出了明显更好的间断捕获特性。
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图 18: 一维 Euler 方程组算例 1 格式对比
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图 19: 一维 Euler 方程组算例 2 格式对比
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10 第十二周

10.1 实验报告

10.1.1 一维 Burgers

我们考虑的方程为

ut + f(u)x = 0, f(u) =
1

2
u2 x ∈ [−1, 1], t > 0

考虑循环边界条件与非循环边界，记时间步长 τ、空间步长 h。

实现两种格式：

1. 五阶 WENO 格式

取常数 α 满足迭代过程中成立

α ≥ ∥f ′(u)∥∞ = ∥u∥∞

并记

f±(u) =
1

2
(f(u)± αu)

给定某个时刻的 u = {uj}，我们定义其每个位置时间导数的近似为

F (u)j = −
1

h
((f̂+

j+1/2 − f̂
+
j−1/2)− (f̂−

j+1/2 − f̂
−
j−1/2))

f̂+
j+1/2 =

1

12

(
− f+

j−1 + 7f+
j + 7f+

j+1 − f+
j+2

)
− φN

(
∆f+

j− 3
2

,∆f+
j− 1

2

,∆f+
j+ 1

2

,∆f+
j+ 3

2

)
f̂−
j+1/2 =

1

12

(
− f−

j−1 + 7f−
j + 7f−

j+1 − f−
j+2

)
+ φN

(
∆f−

j+ 5
2

,∆f−
j+ 3

2

,∆f−
j+ 1

2

,∆f−
j− 1

2

)
∆f±

j+ 1
2

= f±
j+1 − f±

j , f±
j = f±(uj)

φN (a, b, c, d) =
1

3
ω0(a− 2b+ c) +

1

6
(ω2 − 0.5)(b− 2c+ d)

ω0 =
α0

α0 + α1 + α2

, ω2 =
α2

α0 + α1 + α2

α0 =
1

(ϵ+ IS0)2
, α1 =

6

(ϵ+ IS1)2
, α2 =

3

(ϵ+ IS2)2

IS0 = 13(a− b)2 + 3(a− 3b)2, IS1 = 13(b− c)2 + 3(b+ c)2, IS2 = 13(c− d)2 + 3(3c− d)2

考虑三种时间离散：

• 直接欧拉
un+1 = un + τF (un)

• 三阶 TVD RK
u(1) = un + τF (un)

u(2) =
3

4
un +

1

4
u(1) +

1

4
τF (u(1))

un+1 =
1

3
un +

2

3
u(2) +

2

3
τF (u(2))

• 四阶 RK
u(1) = un +

1

2
τF (un), u(2) = un +

1

2
τF (u(1))

u(3) = un + τF (u(2)), u(4) = un +
1

2
τF (u(3))

un+1 =
1

3
(u(1) + 2u(2) + u(3) + u(4) − 2un)
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2. RKDG 格式

我们将 [−1, 1] 划分为 N 个小区间 Ij = [xj , xj+1] = [jh, (j + 1)h]，假设 u 在每个小区间 Ij 上属于

Pk (即 k 次多项式)，DG 方法由以下公式确定数值解 uh 在 Ij 的值：对任何 vj ∈ Pk(Ij) 有 (这里
fh(x, t) = f(uh(x, t)))

d
dt

ˆ xj+1

xj

vh(x)uh(x, t)dx =

ˆ xj+1

xj

fh(x, t)v
′
h(x)dx− (f̂h(xj+1, t)vh(xj+1)− f̂h(xj , t)vh(xj))

其中 f̂h(xj , t) = f̂(uh(x
−
j , t), uh(x

+
j , t))，上标 ± 表示左右极限，f̂ 为某两点数值通量。

由于要实现 k = 0, 1, 2 的情况，我们找 P2([−1, 1]) 的一组正交基 (且 pi 模长平方为
2

2i+1
)

p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

由此可得 P2(Ij) 的一组正交基

wj,0(x) = 1, wj,1(x) =
2

h
(x− xj+ 1

2
), wj,2(x) =

6

h2
(x− xj+ 1

2
)2 − 1

2

且 wj,i 模长平方为
h

2i+1
。

我们下面先考虑 k = 2，假设数值解

∀x ∈ Ij , uh(x, t) = uj,0(t)wj,0(x) + uj,1(t)wj,1(x) + uj,2(t)wj,2(x)

分别代入 vh = wj,0、vh = vj,1、vh = wj,2 可得

hu′j,0(t) = −(f̂h(xj+1, t)− f̂h(xj , t))

h

3
u′j,1(t) =

2

h

ˆ xj+1

xj

fh(x, t)dx− (f̂h(xj+1, t) + f̂h(xj , t))

h

5
u′j,2(t) =

12

h2

ˆ xj+1

xj

fh(x, t)(x− xj+ 1
2
)dx− (f̂h(xj+1, t)− f̂h(xj , t))

为了便于统一计算，我们将第三个式子写成 (注意此写法不存在数学意义)

h

5
u′j,2(t) =

6

h

ˆ xj+1

xj

fh(x, t)wj,1(x)dx− (f̂h(xj+1, t)− f̂h(xj , t))

我们用中间的斜线表示积分平均，也即积分除以区间长度 h 的结果，将最终递推写为

hu′j,0(t) = −(f̂h(xj+1, t)− f̂h(xj , t))

hu′j,1(t) = 6

 xj+1

xj

fh(x, t)dx− 3(f̂h(xj+1, t) + f̂h(xj , t))

hu′j,2(t) = 30

 xj+1

xj

fh(x, t)wj,1(x)dx− 5(f̂h(xj+1, t)− f̂h(xj , t))

这里 f̂h 计算中的

uh(x
+
j , t) = uj,0(t)− uj,1(t) + uj,2(t)

uh(x
−
j+1, t) = uj,0(t) + uj,1(t) + uj,2(t)

由此，与上一种方法完全类似，可通过对导数的近似构造 RK 算法。根据理论证明，此处的积分采
用三点 Gauss 积分即可保证精度 (事实上，由于 uh 对 x 至多二次，被积函数至多五次，三点 Gauss
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积分应是精确的)。此外，初值也通过 u0(x) 每个区间上与 wj,0、wj,1、wj,2 内积的三点 Gauss 积分
确定，写成

u0j,0 =

 xj+1

xj

wj,0(x)u0(x)dx

u0j,1 = 3

 xj+1

xj

wj,1(x)u0(x)dx

u0j,2 = 5

 xj+1

xj

wj,2(x)u0(x)dx

k 为 0 或 1 时，取上述三个迭代公式的前 1 到 2 个，并通过对应的前 1 到 2 项得到 f̂h，即可算出对

应的半离散格式。此外，与 WENO 格式完全相同，估算出导数后进行 RK 迭代。事实上可以发现，
当 k = 0 并取 RK1 迭代 (即显示欧拉) 时，格式即退化为直接的守恒格式。

实际计算时，我们采用 Godunov 通量 (第七周作业已推导)

f̂(uL, uR) =

minx∈[uL,uR]
x2

2
uL ≤ uR

maxx∈[uL,uR]
x2

2
uL > uR

与迎风通量

f̂(uL, uR) =


u2
L

2
uL+uR

2
≥ 0

u2
R

2
uL+uR

2
< 0

两种通量函数。

下面对效果进行测试。首先，考虑初值为 − sin(x)，h = 0.005、τ = 0.0005，循环边界条件，三阶 RK
迭代，模拟到 T = 1 时刻。四种方法的效果如图 20 (这里绘制 DG1、DG2 方法是取区间右端点处的值)。

图 20: 循环边界模拟效果

可以发现，其中WENO5方法出现了明显的振荡，其他三种方法则并不明显。不过，进一步提升 CFL
数，取网比为 0.3 时可发现，WENO5 方法仍然在极值处有明显的振荡，但仍然收敛，反而之前表现更好
的 DG2 方法不再收敛。取网比为 0.5 时，DG1 也不再收敛，WENO5 仍然收敛；网比为 1.6 时，只有
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WENO5 方法仍然收敛。由此，WENO5 方法虽然因为阶数更高更容易振荡，但某种意义上具有很好的稳
定性。

接下来，考虑间断解，在 x > 0 时为 1，否则为 0；在 x < 0 时为 0，否则为 1。都模拟到 0.8 时刻，
参数同最前，这两个算例的效果如图 21。

图 21: 稀疏波与激波模拟效果

由此可见，WENO5 方法在间断处的确会产生严重的振荡。在激波例子测试三种方法的精度为：三种
DG 方法均约 0.35 阶，且 DG2 误差最低，DG0 误差最高；WENO5 则无法收敛。由于 Burgers 方程没
有太好的连续解，不对连续情况的阶作进一步测试。



10 第十二周 65

10.1.2 二维 Euler

二维完全气体欧拉方程组为

Ut + Fx + Gy = 0

其中

U = (ρ, ρu, ρv,E)T = (ρ,m1,m2, E)T

F = (ρu, ρu2 + p, ρuv, u(E + p))T

G = (ρv, ρuv, ρv2 + p, v(E + p))T

E =
p

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2)

取定 γ = 1.4，为方便讨论，我们再设

H =
E + p

ρ

与一维时类似，我们将采用 ROE 均值进行线性化后计算迭代格式，并根据论文实现 1、1C、2 三种
版本，我们对 x 方向迭代进行如下的计算过程 (由于所涉及的例子间断不会传播到边界，我们假设边界外
u、m、E 的值与边界相同，省略每步迭代的上标 n 与共同的第二个下标 k)：

• 根据所有 Uj 计算出所有 uj、vj、Hj 与 Fj+ 1
2
。

• 计算 Roe 平均
ûj+ 1

2
=

√
ρjuj +

√
ρj+1uj+1

√
ρj +

√
ρj+1

v̂j+ 1
2
=

√
ρjvj +

√
ρj+1vj+1

√
ρj +

√
ρj+1

Ĥj+ 1
2
=

√
ρjHj +

√
ρj+1Hj+1

√
ρj +

√
ρj+1

ĉj+ 1
2
=
√
0.4Ĥj+ 1

2
− 0.2û2

j+ 1
2

− 0.2v̂2
j+ 1

2

• 计算所有 ai
j+ 1

2
、(Ri)j+ 1

2
，i = 1, 2, 3, 4，为 F′(U) 特征值与特征向量代入 U 为 Roe 平均的结果。并

根据

Uj+1 −Uj =
4∑

i=1

αi
j+ 1

2
Ri

j+ 1
2

计算出波强度 αi
j+ 1

2
。

这里波强度的计算公式不再在论文中直接给出，我们采取第十三周作业中已经给出的计算方案。

• 计算 νi
j+ 1

2
= λai

j+ 1
2
.

• 计算 (仅有此处上标 2 是平方)

g̃ij+ 1
2
=

1

2
(Q(νij+ 1

2
)− (νij+ 1

2
)2)αi

j+ 1
2
, sij+ 1

2
= sign(g̃ij+ 1

2
)

• 根据所选方法计算最终的系数 βi
j+ 1

2
：

– 对于 ULT1 或 UTT1C，构造

gij = sij+ 1
2
max(0,min(|g̃ij+ 1

2
|, g̃ij− 1

2
sij+ 1

2
))

若为 ULT1C 格式，还要额外修正 (这里上标 2, 3 是由于第二、三个特征值对应线性退化场，若

S2,3
j = 0 则设 ḡ2,3j = 0)

S2,3

j+ 1
2

= sign(α2,3

j+ 1
2

)
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σ2,3

j+ 1
2

=
1

2
(1−Q(ν2,3

j+ 1
2

))

ḡ2,3j = S2,3

j+ 1
2

max(0,min(s2,3
j+ 1

2

σ2,3

j− 1
2

α2,3

j− 1
2

, σ2,3

j+ 1
2

|α2,3

j+ 1
2

|))

g2,3j ← g2,3j +
|α2,3

j+ 1
2

− α2,3

j− 1
2

|

|α2,3

j+ 1
2

+ α2,3

j− 1
2

|
ḡ2,3j

并计算 (若分母为 0 则设其为 0)

γij+ 1
2
=
gij+1 − gij
αi
j+ 1

2

βi
j+ 1

2
= Q(νij+ 1

2
+ γij+ 1

2
)αi

j+ 1
2
− gij − gij+1

– 对于 ULT2，计算

Gi
j+ 1

2
= sij+ 1

2
max(0,min(g̃ij− 1

2
sij+ 1

2
, |g̃ij+ 1

2
|, g̃ij+2/3s

i
j+ 1

2
))

并构造

βi
j+ 1

2
= Q(νij+ 1

2
)αi

j+ 1
2
− 2Gi

j+ 1
2

• 最终进行迭代

F̄j+ 1
2
=

1

2

(
F(Uj) + F(Uj+1)−

1

λ

4∑
i=1

βi
j+ 1

2
Ri

j+ 1
2

)
Unew

j = Uj − λ(F̄j+ 1
2
− F̄j− 1

2
)

将此迭代过程记为 LxU，同理可以构造 LyU，实际迭代中轮流进行两步迭代

Un+1 = LxLyUn, Un+1 = LyLxUn

记

UL = (8, 57.1597,−33.0012, 563.544)T , UR = (1.4, 0, 0, 2.5)T

考虑区域 [0, 4]× [0, 1]，初值为

U(x, y, 0) =

UL y ≥
√
3(x− 1

6
)

UR y <
√
3(x− 1

6
)

左边界固定为 UL、右边界固定为 UR、上边界为

U(x, 1, t) =

UL x ≤
√
3
3
(1 + 20t) + 1

6

UR x >
√
3
3
(1 + 20t) + 1

6

U(x, 1− hy, t) =

UL x ≤
√
3
3
(1− hy + 20t) + 1

6

UR x >
√
3
3
(1− hy + 20t) + 1

6

下边界 x ≤ 1
6
处固定为 UL，x >

1
6
处为反射边界，即

ρnj,−k = ρnjk, unj,−k = unjk, En
j,−k = En

jk

vnj,−k = −vnjk

由于 ULT 为五点格式，我们将对下边界用到 k = 1, 2 的情况，这也是为什么上边界给出了两段的值。

事实上，左、右边界也需要各固定两行，不过其直接为固定值，无需特殊处理。此外，下边界左右侧边界
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条件并不一致，进行 y 方向迭代时，我们实际上将 Ly 分为两个部分进行，左侧固定边界进行迭代，右侧

利用反射边界条件扩充后进行迭代。

取 hx = hy = 1
240
、τ = 0.00005，实际计算可发现，此时 ULT1C 算法在 y 方向会出现数值振荡 (由

于反射边界条件本身无法保证 TVD 性)，而 ULT1 与 ULT2 效果基本相同，用 ULT1 得到的 t = 0.2 时

刻 ρ、u、v、E 模拟结果如图 22。

图 22: 二维欧拉方程模拟效果

对比参考解，可发现效果的确符合，从而验证了算法的正确性 (出现的一定差异可能来自于反射边界
条件的具体处理不同)。



11 第十三周 68

11 第十三周

11.1 书面作业

1. 二维完全气体欧拉方程组为
Ut + Fx + Gy = 0

其中

U = (ρ, ρu, ρv,E)T = (u1, u2, u3, u4)
T

F = (ρu, ρu2 + p, ρuv, u(E + p))T

G = (ρv, ρuv, ρv2 + p, v(E + p))T

E =
p

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2)

为方便讨论，我们再设

H =
E + p

ρ

我们只进行数值通量 F̂j+ 1
2 ,k
与 Ĝj,k+ 1

2
的构造，此后的格式可采用先 x 分裂再 y 分裂的方式，即

Un+ 1
2

jk = Un
jk −

τ

hx
(F̂n

j+ 1
2 ,k
− F̂n

j− 1
2 ,k

)

Un+1
jk = Un+ 1

2

jk − τ

hx
(Ĝn+ 1

2

j,k+ 1
2

− Ĝn+ 1
2

j,k− 1
2

)

或与先 y 分裂再 x 分裂结合。

为方便书写，省略统一的时间上标，在讨论 F̂j+ 1
2 ,k
时用下标 L 表示 j − 1, k，下标 R 表示 j + 1, k；

讨论 Ĝj,k− 1
2
时用下标 L 表示 j, k − 1，下标 R 表示 j, k + 1。

Roe 线性化后的数值通量可以写为

F̂j+ 1
2 ,k

=
1

2
(FL + FR)−

1

2

4∑
i=1

α̃i|λ̃i|R̃(i)

Ĝj,k+ 1
2
=

1

2
(GL + GR)−

1

2

4∑
i=1

β̃i|µ̃i|S̃(i)

其中 λ̃i 与 R̃i 为 Roe 矩阵 ÃF (UL,UR) 的特征值与相应右特征向量，α̃i 为相应波强度；µ̃i 与 S̃i 为

Roe 矩阵 ÃG(UL,UR) 的特征值与相应右特征向量，β̃i 为相应波强度。

• Roe (1981)
先考虑 x 方向。取参数向量

Q = (q1, q2, q3, q4)
T =
√
ρ(1, u, v,H)T

则

U =

(
q21 , q1q2, q1q3,

1

γ
q1q4 +

γ − 1

2γ
q22 +

γ − 1

2γ
q23

)T

F =

(
q1q2,

γ − 1

γ
q1q4 +

γ + 1

2γ
q22 +

1− γ
2γ

q23 , q2q3, q2q4

)
设 Q̃ = (QL + QR)/2，并用 ∆ 表示 R 处减 L 处，可发现

∆U = B̃∆Q, B̃ =


2q̃1 0 0 0

q̃2 q̃1 0 0

q̃3 0 q̃1 0
1
γ
q̃4

γ−1
γ
q̃2

γ−1
γ
q̃3

1
γ
q̃1


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∆U = C̃∆Q, C̃ =


q̃2 q̃1 0 0

γ−1
γ
q̃4

γ+1
γ
q̃2

1−γ
γ
q̃3

γ−1
γ
q̃1

0 q̃3 q̃2 0

0 q̃4 0 q̃2


从而设 ÃF = C̃B̃−1，可算出

λ̃1 = ũ− ã, λ̃2 = λ̃3 = ũ, λ̃4 = ũ+ ã

R̃(1) = (1, ũ− ã, ṽ, H̃ − ũã)T , R̃(2) =

(
1, ũ, ṽ,

1

2
(ũ2 + ṽ2)

)T

R̃(3) = (0, 0, 1, ṽ)T , R̃(4) = (1, ũ+ ã, ṽ, H̃ + ũã)T

这里

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

, ṽ =

√
ρLvL +

√
ρRvR√

ρL +
√
ρR

, H̃ =

√
ρLHL +

√
ρRHR√

ρL +
√
ρR

ã =

√
(γ − 1)

(
H̃ − 1

2
(ũ2 + ṽ2)

)
进一步由

∆U =
4∑

i=1

α̃iR̃(i)

解出

α̃3 = ∆u3 − ṽ∆u1

α̃2 =
γ − 1

ã2
(∆u1(H̃ − ũ2) + ũ∆u2 −∆u4 + α̃3ṽ)

α̃1 =
1

2ã
(∆u1(ũ+ ã)−∆u2 − ãα̃2)

α̃4 = ∆u1 − α̃1 − α̃2

完全对称可得对于 y 方向有 (注意下标 L、R 与 ∆ 含义将变为 y 方向)

µ̃1 = ṽ − ã, µ̃2 = µ̃3 = ṽ, µ̃4 = ṽ + ã

S̃(1) = (1, ũ, ṽ − ã, H̃ − ṽã)T , S̃(2) = (0, 1, 0, ũ)T

S̃(3) =

(
1, ũ, ṽ,

1

2
(ũ2 + ṽ2)

)T

, S̃(4) = (1, ũ, ṽ + ã, H̃ + ṽã)T

这里

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

, ṽ =

√
ρLvL +

√
ρRvR√

ρL +
√
ρR

, H̃ =

√
ρLHL +

√
ρRHR√

ρL +
√
ρR

ã =

√
(γ − 1)

(
H̃ − 1

2
(ũ2 + ṽ2)

)
且

β̃2 = ∆u2 − ũ∆u1

β̃3 =
γ − 1

ã2
(∆u1(H̃ − ṽ2) + ṽ∆u3 −∆u4 + β̃2ũ)

β̃1 =
1

2ã
(∆u1(ṽ + ã)−∆u3 − ãβ̃3)

β̃4 = ∆u1 − β̃1 − β̃3

综合以上即得到数值通量。
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• Roe 与 Pike (1984)
先考虑 x 方向。与讲义中三维情况完全类似可发现，取出的 Roe 平均与之前完全相同，并认为
UL、UR 都在我们得到的 Ũ 附近，则 S̃(i) 与 λ̃i 的形式完全相同，只需重新计算 α̃i。为记号清

晰，我们这里仍假设 α̃i 是前一种方法推导出的 α̃i，以 α̂i 表示此方法推导出的 α̃i。

根据前一种方法的表达式有

α̃3 = ∆u3 − ṽ∆u1

α̃2 =
γ − 1

ã2
(∆u1(H̃ − ũ2) + ũ∆u2 −∆u4 + α̃3ṽ)

α̃1 =
1

2ã
(∆u1(ũ+ ã)−∆u2 − ãα̃2)

α̃4 = ∆u1 − ũ1 − ũ2

由于已经假设了 UL、UR 都在 Ũ 附近，可得

∆u1 = ∆ρ

∆u2 ≈ ũ∆ρ+ ρ̃∆u

∆u3 ≈ ṽ∆ρ+ ρ̃∆v

∆u4 ≈
1

γ − 1
∆p+

1

2
(ũ2 + ṽ2)∆ρ+ ρ̃ũ∆u+ ρ̃ṽ∆v

由此逐个代入得到近似结果

α̂1 =
1

2ã2
(∆p− ρ̃ã∆u)

α̂2 = ∆ρ− ∆p

ã2

α̂3 = ρ̃∆v

α̂4 =
1

2ã2
(∆p+ ρ̃ã∆u)

完全对称可得对于 y 方向有 (注意 ∆ 含义将变为 y 方向)

β̂1 =
1

2ã2
(∆p− ρ̃ã∆v)

β̂2 = ρ̃∆u

β̂3 = ∆ρ− ∆p

ã2

β̂4 =
1

2ã2
(∆p+ ρ̃ã∆v)

综合以上即得到数值通量。

2. 沿用上题的记号，同样只进行数值通量构造，先考虑 x 方向。

将数值通量写成

F̂j+ 1
2 ,k

=
1

2
(Fj+1,k + Fjk)−

1

2

ˆ Uj+1,k

Ujk

|AF (U)|dU

由于 AF 的特征值 u 为二重，积分路径分为三段，将三段记为 U0 到 U1/3、U1/3 到 U2/3、U2/3 到

U1，记

a =
√
γpρ

考虑每段的 Riemman 不变量可知

u0 +
2

γ − 1
a0 = u1/3 +

2

γ − 1
a1/3, p0ρ

−γ
0 = p1/3ρ

−γ
1/3, v0 = v1/3



11 第十三周 71

u1/3 = u2/3, p1/3 = p2/3

u1 −
2

γ − 1
a1 = u2/3 −

2

γ − 1
a2/3, p1ρ

−γ
1 = p2/3ρ

−γ
2/3, v1 = v2/3

利用上述等式可设

α =

(
p0ρ

−γ
0

p1ρ
−γ
1

)1/(2γ)

=

(
p1/3ρ

−γ
1/3

p2/3ρ
−γ
2/3

)1/(2γ)

=

√
ρ2/3
ρ1/3

=
a1/3
a2/3

α 可直接利用初末状态算出，将 a1/3 = αa2/3 代入，并联立前三行的首个等式，可得到 a2/3、u1/3、

u2/3 的非退化线性方程组，从而此三变量可以解出，进而得到 a1/3。从而再代入 a 的表达式结合第

一行第二个等式可解出 p1/3 与 ρ1/3，结合第三行第二个等式可解出 p2/3 与 ρ2/3。此外，v1/3 与 v2/3

直接已知，综合上述过程即得到中间状态 U1/3 与 U2/3。

计算三个子路径积分 (0 与正数、负数符号均相同)：

• 若 u0 − a0 与 u1/3 − a1/3 符号不同，找声速点 Us1 满足

u0 +
2

γ − 1
a0 = us1 +

2

γ − 1
as1 , p0ρ

−γ
0 = ps1ρ

−γ
s1
, v0 = vs1 , us1 − as1 = 0

声速点两侧不会变号，于是积分为
ˆ U1/3

U0

|AF (U)|dU = sign(u0 − a0)(2F(Us1)− F(U0)− F(U1/3))

若符号相同，积分为 (若 u0 − a0 = 0 则右侧第一项变为 u1/3 − a1/3 的符号)
ˆ U1/3

U0

|AF (U)|dU = sign(u0 − a0)(F(U1/3)− F(U0))

• 由于此特征场中 u 恒定，积分为
ˆ U2/3

U1/3

|AF (U)|dU = sign(u1/3)(F(U2/3)− F(U1/3))

• 若 u1 + a1 与 u2/3 + a2/3 符号不同，找声速点 Us2 满足

u1 −
2

γ − 1
a1 = us2 −

2

γ − 1
as2 , p1ρ

−γ
1 = ps2ρ

−γ
s2
, v1 = vs2 , us2 + as2 = 0

声速点两侧不会变号，于是积分为
ˆ U1

U2/3

|AF (U)|dU = sign(u2/3 + a2/3)(2F(Us2)− F(U1)− F(U2/3))

若符号相同，积分为 (若 u2/3 + a2/3 = 0 则右侧第一项变为 u1 + a1 的符号)
ˆ U1

U2/3

|AF (U)|dU = sign(u2/3 + a2/3)(F(U1)− F(U2/3))

综合以上即得到 x 方向数值通量。完全对称可得对于 y 方向只要将上述过程中 u、v 交换，F、G 交
换，即得数值通量。

3. 考虑 tn 时刻 xj+ 1
2
处的通量，省略时间上标，设下标 L 表示 j 处，下标 R 表示 j + 1 处。

设 U = (h, hu, hv)T，F = (hu, hu2 + gh2/2, huv)T，直接计算得其 Jacobi 阵为

A(U) =


0 1 0

−u2 + gh 2u 0

−uv v u


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计算得其特征值为

λ1 = u−
√
gh, λ2 = u, λ3 = u+

√
gh

对应右特征向量

R(1) = (1, u−
√
gh, v)T , R2 = (0, 0, 1)T , R(3) = (1, u+

√
gh, v)T

由此可进行估算 (此式可保证 SL ≤ SR，之后的推导以此为基础)

SL = min(uL −
√
ghL, uR −

√
ghR), SR = max(uL +

√
ghL, uR +

√
ghR)

由此可直接得到 HLL 通量

F̂hll
j+ 1

2
=


FL 0 < SL < SR

Fhll
j+ 1

2
SL ≤ 0 ≤ SR

FR SL < SR < 0

, Fhll
j+ 1

2
=
SRFL − SLFR + SLSR(UR −UL)

SR − SL

为构造 HLLC 通量，添加条件

S∗ = u∗,L = u∗,R = u∗, v∗,L = vL, v∗,R = vR

利用跳跃条件

F∗,L = FL + SLU∗,L − SLUL

F∗,R = FR + SRU∗,R − SRUR

F∗,L − F∗,R = S∗(U∗,R −U∗,L)

消去 F∗,L 与 F∗,R 得到

FL + SLU∗,L − SLUL − FR − SRU∗,R + SRUR = S∗(U∗,R −U∗,L)

记 D = FL − SLUL − FR + SRUR，其三个分量为 D1、D2、D3，则方程组可写为
D1 + SLh∗,L − SRh∗,L = S∗(h∗,L − h∗,R)

D2 + S∗(SLh∗,L − SRh∗,R) = S2
∗(h∗,L − h∗,R)

D3 + SLh∗,LvL − SRh∗,RvR = S∗(h∗,LvL − h∗,RvR)

从前两式联立即得

S∗ =
D2

D1

再从线性方程组解出 h∗,L 与 h∗,R，即可进一步算出 U∗,L 与 U∗,R。

由跳跃条件可计算出 F∗,L 与 F∗,R，从而 HLLC 通量

F̂hll
j+ 1

2
=



FL 0 < SL < SR

F∗,L SL ≤ 0 ≤ S∗

F∗,R S∗ ≤ 0 ≤ SR

FR SL < SR < 0
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12 第十四周

12.1 书面作业

1. • L2 稳定

代入 unj = λneikjh 可得

λ− 1

τ
+ a

eikh − e−ikh

2h
= ν

eikh + e−ikh − 2

h2

记 ξ = kh 有

λ = 1− σi sin ξ − 4r sin2 ξ

2

从而进一步计算得

|λ|2 = 1 + (4σ2 − 8r) sin2 ξ

2
+ (16r2 − 4σ2) sin4 ξ

2

从而稳定性也即保证

∀ξ ∈ R, (4σ2 − 8r) sin2 ξ

2
+ (16r2 − 4σ2) sin4 ξ

2
≤ 0

考虑 sin2(ξ/2) 可以在 [0, 1] 任取，这又等价于

∀t ∈ [0, 1], (4σ2 − 8r) + (16r2 − 4σ2)t ≤ 0

由线性性，此即等价于 t = 0、t = 1 时满足，前者对应

σ2 ≤ 2r

后者对应

r ∈ [0,
1

2
]

由于 r > 0 已经成立，这即是要求的 L2 稳定性条件。

• 局部极值原理
整理可得

un+1
j = (1− 2r)unj + (r − σ/2)unj+1 + (r + σ/2)unj−1

由于三个系数的和为 1，局部极值原理满足当且仅当它们都非负：若它们都非负则直接放缩得结
论；若有系数为负，另两系数和超过 1，取负系数对应的 unk = 0，另两为 1 得矛盾。
由此，局部极值原理成立等价于

1− 2r ≥ 0, 2r ≥ |σ|

第一个条件即 r ≤ 1
2
，第二个条件可化为雷诺数限制 Reh ≤ 2。

2. 根据常微分方程数值解理论，只要 λτ 落在绝对稳定性区域中，解即对模型方程稳定。这里

λτ = −2σ cos(πh)
(

1

Reh
cos(πh) + i sin(πh)

)
以此进行分析，下考虑一般方程 x′ = f(x, t)，用 xn 表示 x 在 nτ 处的值，由于实际上只有 f(x, t) =

f(x) = λx，可简化推导：

• 一阶
即为欧拉方法

xn+1 − xn = τλxn
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代入模型方程可得

xn+1 = (1 + λτ)xn

于是绝对稳定当且仅当

|1 + λτ | < 1

当 h < 1
2
时，λτ 实部为负，从而 τ 取充分小可稳定。

• 二阶
将其写为

F1 = τλxn

F2 = τλ(xn + F1)

xn+1 − xn =
1

2
(F1 + F2)

代入可得

xn+1 =

(
1 + λτ +

1

2
λ2τ 2

)
xn

于是绝对稳定当且仅当 ∣∣∣∣1 + λτ +
1

2
λ2τ 2

∣∣∣∣ < 1

当 τ 充分小时只有一次项关键，由此相同理由可得 h < 1
2
时 τ 取充分小可稳定。

• 三阶
将其写为

F1 = τλxn

F2 = τλ

(
xn +

1

2
F1

)
F3 = τλ

(
xn +

3

4
F2

)
xn+1 − xn =

1

9
(2F1 + 3F2 + 4F3)

代入可得

xn+1 =

(
1 + λτ +

1

2
λ2τ 2 +

1

6
λ3τ3

)
xn

于是绝对稳定当且仅当 ∣∣∣∣1 + λτ +
1

2
λ2τ2 +

1

6
λ3τ 3

∣∣∣∣ < 1

当 τ 充分小时只有一次项关键，由此相同理由可得 h < 1
2
时 τ 取充分小可稳定。

• 四阶
将其写为

F1 = τλxn

F2 = τλ

(
xn +

1

2
F1

)
F3 = τλ

(
xn +

1

2
F2

)
F4 = τλ(xn + F3)

xn+1 − xn =
1

6
(F1 + 2F2 + 2F3 + F4)
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代入可得

xn+1 =

(
1 + λτ +

1

2
λ2τ2 +

1

6
λ3τ 3 +

1

24
λ4τ 4

)
xn

于是绝对稳定当且仅当 ∣∣∣∣1 + λτ +
1

2
λ2τ 2 +

1

6
λ3τ 3 +

1

24
λ4τ4

∣∣∣∣ < 1

当 τ 充分小时只有一次项关键，由此相同理由可得 h < 1
2
时 τ 取充分小可稳定。

3. 考虑关于 ψ 的偏微分方程

∆ψ = ∇ · v
∂ψ

∂n = vb · n

这里 n 为 ∂Ω 外法向。

利用偏微分方程知识，在区域与 v 具有适当正则性的情况下，上述方程解存在唯一 (相差常数意义
下)。另一方面，将 u 的条件代入分解式可知分解满足要求当且仅当 ψ 满足上述方程，由此即得正交

分解存在唯一。

4. • 弱问题
由于 u 的空间为 [H1

0 (Ω)]
d (相当于指定边界条件 u|∂Ω = 0)、p 的空间为 L2

0(Ω) (相当于 L2(Ω)

在相差常数视为相同的意义，可通过积分为 0 保证)，v、q 的空间亦相同。
分布意义上为 0 即为与任何适当光滑的函数乘积积分为 0，由此可得ˆ

Ω

v · (∇p−∇2u)dx =

ˆ
Ω

f · vdx, ∀v ∈ [H1
0 (Ω)]

d

−
ˆ
Ω

q(∇ · u) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω)

分部积分可得ˆ
Ω

v · ∇(p−∇ · u)dx =

ˆ
∂Ω

(p−∇ · u)v · ds−
ˆ
Ω

(∇ · v)(p−∇ · u)dx

由于已知 v 在边界上为 0，将此代入第一式即得ˆ
Ω

(∇ · u)(∇ · v)− p∇ · vdx =

ˆ
Ω

f · vdx, ∀v ∈ [H1
0 (Ω)]

d

这就是所求的弱形式。

• 鞍点问题
我们用 ∇u 直接表示 ∇ · u 以简化书写。直接利用前一部分结果计算可发现

L(u + v, p+ q)− L(u, p) = J(u + v)− J(v)−
ˆ
Ω

(p∇v + q∇u + q∇v)dx

=

ˆ
Ω

(∇u)(∇v)dx+
1

2

ˆ
Ω

(∇v)2dx−
ˆ
Ω

f · vdx−
ˆ
Ω

(p∇v + q∇v)dx

=
1

2

ˆ
Ω

(∇v)2dx−
ˆ
Ω

q∇vdx

由于 q 的积分恒为 0，v 给定时，若存在 q 使得 q∇v 积分非零，可以让 q 乘倍数使得结果任意

大，因此最大值当且仅当 ˆ
Ω

q∇v = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω)

时存在，为
1

2

ˆ
Ω

(∇v)2dx

而此时其最小值即在 v = 0 时取到 (由于 v 边界为 0，梯度为 0 可知测度意义下为 0)，由此鞍
点问题的解的确为 (u, p)。
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12.2 实验报告

根据文档，其模拟的二维无量纲化 NS 方程为

ut + px = −(u2)x − (uv)y +
1

Re
(uxx + uyy)

vt + py = −(uv)x − (v2)y =
1

Re
(vxx + vyy)

ux + vy = 0

考虑矩阵区域 [0, lx]× [0, ly] 以矩阵网格离散，并设置无滑移边界条件，也即四条边上的 u、v 固定为

u(x, 0, t) = uS(x), u(x, ly, t) = uN (x), u(0, y, t) = 0, u(lx, y, t) = 0

v(x, 0, t) = 0, v(x, ly, t) = uS(x), v(0, y, t) = vW (y), v(lx, y, t) = vE(y)

在代码中，我们考虑 uN = 1，且 uS = vE = vW = 0，并假定初值 u、v、p 均为 0。作图时背景的等
高线图由流函数 q 绘制，其满足 −qy = u、qx = v。流函数的等高线对应流线，即每点方向与流场速度相

切的平面曲线，从流线 (图中白线) 的变化即可看出流动过程。
以代码中默认的初始数据 lx = ly = 1，时间步长 τ = 0.01，空间方向离散点数 nx = ny = 90 (采用交

错网格离散策略) 为例，在接近初始时刻与 t 为 0.8、1.6、2.4、3.2、4 时刻的速度场与流函数图如图 23。

图 23: 二维 NS 方程模拟效果

从图中也可看出方程产生的湍流，由此，湍流中心的捕获可以称为检测算法精确性的重要因素。

接下来，我们测试迭代的稳定性。我们分别取 τ 为 10−4、10−3、10−1、1，并考虑 nx = ny = 90 与

nx = ny = 45两种情况，模拟到 t = 4时刻效果如图 24。这里左侧为 nx = ny = 90、右侧为 nx = ny = 45

时，从上到下时间步长逐渐增加。可以发现，时空步长越精细，的确能使得对湍流中心的捕获逐渐收敛，

绘制的等高线形状也更加接近。另一个有趣的情况是，时间步长越精细，得到的 q 的量级就越低，而空间

步长在此情况下精细反而导致了其最大值的提升。这基本是由于此时流场已几乎收敛，而边界处的 q 相对

更大，此性质在调整雷诺数时仍然成立。单独更换 nx 或 ny 的结果与上述情况类似，这里不再展示得到

的图片。
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图 24: 二维 NS 方程稳定性测试
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此外，算法的稳定性相对很好，取定 τ = 0.1 时，即是 nx = ny = 600 也能计算出收敛的结果，而固

定 nx = ny = 45 时，即使 τ 很小 (10−4)，也能保证结果计算的收敛性。由此，其对网比的上下限限制相
对宽松，之后调整雷诺数时同样仍然可发现此性质。

最后，我们观察雷诺数调整时的结果。将参数固定为 nx = ny = 90、τ = 0.001，在雷诺数分别为 1、
10、100、1000 时 t = 8 的结果如图 25。

图 25: 二维 NS 方程调整雷诺数效果

可以发现，雷诺数越小时，过程中的湍流中心越靠近中轴，且观察迭代过程可以发现更加容易稳定。

当雷诺数很大 (如最后一个例子 Re = 1000) 时，迭代将呈现更加不稳定的性态，总体来说，顶端产生的湍
流中心将先向右移动，再向左下逐渐收敛。
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13 第十五周

13.1 书面作业

1. 先证明等号。

将左侧写为
d
dt

ˆ
Ω

1

2
u · udx

利用积分、求导可交换与乘积求导法则直接改写为
ˆ
Ω

u · utdx

于是利用 NS 方程即改写为 ˆ
Ω

u · (ν∆u− (u · ∇)u−∇p)dx

下面进行一些展开，直接利用乘积求导法则计算可知：

u ·∆u = u(uxx + uyy) + v(vxx + vyy) = (uux)x − u2x + (uuy)y − u2y + (vvx)x − v2x + (vvy)y − v2y

u · ∇p = upx + vpy = (up)x − pux + (vp)y − pvy

利用乘积求导法则与不可压缩条件 ux + vy = 0 计算有：

u · (u · ∇)u = u(uux + vuy) + v(uvx + vvy)

=
1

3
(u3)x +

1

2
(u2v)y +

1

2
(uv2)x +

1

3
(v3)y −

1

2
(u2vy + v2ux)

=
1

3
(u3)x +

1

2
(u2v)y +

1

2
(uv2)x +

1

3
(v3)y +

1

2
(u2ux + v2vy)

=
1

2
(u3)x +

1

2
(u2v)y +

1

2
(uv2)x +

1

2
(v3)y

将以上三个式子代入原式即得等号成立。

对于不等号，首先由 ux + vy = 0 可消去 p(ux + vy) 的积分，由 ν ≥ 0 与 u2x ≥ 0、u2y ≥ 0、v2x ≥ 0、

v2y ≥ 0 即得到结论。

2. • 全隐式全离散投影格式
直接在对应点离散第一个方程可得

un+1
i,j+ 1

2

− un
i,j+ 1

2

τ
+
pn+1
i+ 1

2 ,j+
1
2

− pn+1
i− 1

2 ,j+
1
2

h
= ν

un+1
i+1,j+ 1

2

+ un+1
i−1,j+ 1

2

+ un+1
i,j+ 3

2

+ un+1
i,j− 1

2

− 4un+1
i,j+ 1

2

h2

vn+1
i+ 1

2 ,j
− vn

i+ 1
2 ,j

τ
+
pn+1
i+ 1

2 ,j+
1
2

− pn+1
i+ 1

2 ,j−
1
2

h
= ν

vn+1
i+ 1

2 ,j+1
+ vn+1

i+ 1
2 ,j−1

+ vn+1
i+ 3

2 ,j
+ vn+1

i− 1
2 ,j
− 4vn+1

i+ 1
2 ,j

h2

此方程的边界条件为边界上 un+1、vn+1 全为 0，从而事实上过程中只会涉及内部的点。
再推导压力离散，设 D = ∇ · u，在不考虑其恒零时，第一个方程两端作散度得到

Dt +∆p = ν∆D

在
(
i+ 1

2
, j + 1

2

)
离散，并指定 n+ 1 时刻 D 为 0，可得

pn+1
i+ 3

2 ,j+
1
2

+ pn+1
i− 1

2 ,j+
1
2

+ pn+1
i+ 1

2 ,j+
3
2

+ pn+1
i+ 1

2 ,j−
1
2

− 4pn+1
i+ 1

2 ,j+
1
2

h2

=
Dn

i+ 1
2 ,j+

1
2

τ
+ ν

Dn
i+ 3

2 ,j+
1
2
+Dn

i− 1
2 ,j+

1
2
+Dn

i+ 1
2 ,j+

3
2
+Dn

i+ 1
2 ,j−

1
2
− 4Dn

i+ 1
2 ,j+

1
2

h2
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这里 D 可以近似为

Dn
i+ 1

2 ,j+
1
2
=
un
i+1,j+ 1

2
− un

i,j+ 1
2

h
+
vn
i+ 1

2 ,j+1
− vn

i+ 1
2 ,j

h

为保证散度为 0，边界条件取为

DN+ 1
2 ,j+

1
2
= −DN− 1

2 ,j+
1
2
, D− 1

2 ,j+
1
2
= −D 1

2 ,j+
1
2

Di+ 1
2 ,N+ 1

2
= −Di+ 1

2 ,N− 1
2
, Di+ 1

2 ,−
1
2
= −Di+ 1

2 ,
1
2

• 涡流函数离散
涡流函数公式为 (边界条件为 ψ 与其法向导数为 0)

ωt = ν∆ω, −∆ψ = ω

u = ψy, v = −ψx, ω = vx − uy

对 ψ 进行中心差分可得

−
ψn
i+1,j + ψn

i−1,j + ψn
i,j+1 + ψn

i,j−1 − 4ψn
ij

h2
= ωn

ij

直接中心隐式差分 ω 可得

ωn+1
ij − ωn

ij

τ
=
ωn+1
i+1,j + ωn+1

i−1,j + ωn+1
i,j+1 + ωn+1

i,j−1 − 4ωn+1
ij

h2

由于 ψ 在边界处值与法向导数都为 0，有

ψn
iN = ψn

i0 = ψn
Nj = ψn

0j = 0

ψn
i,N+1 = ψn

i,N−1, ψn
i,−1 = ψn

i,1, ψn
N+1,j = ψn

N−1,j , ψn
−1,j = ψn

1,j

于是进一步计算可得 ω 边界条件

ωn+1
i0 = − 2

h2
ψn+1
i1 , ωn+1

iN = − 2

h2
ψn+1
i,N−1, ωn+1

0j = − 2

h2
ψn+1
1j , ωn+1

Nj = − 2

h2
ψn+1
N−1,j

3. 这里我们假设 r 方向离散为 N 个区间，θ 方向离散为 M 个区间，考虑网格{
(ra, θb) | ra = R0 +

a

N
(R2 −R0), θb =

2πb

M

}
这里 θ 自然具有循环性，即下标 b 与下标 b+M 相同，之后只讨论 r 方向的边界条件。记

hr =
R2 −R0

N
, hθ =

2π

M

为构造格式，对涡流函数公式 (边界条件为 ψ 与其法向导数为 0)

ωt + (u · ∇)ω = ν∆ω

−∆ψ = ω

u = ψy, v = −ψx

ω = vx − uy

应用极坐标变换
∂

∂x
= cos θ ∂

∂r
− 1

r
sin θ ∂

∂θ
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∂

∂y
= sin θ ∂

∂r
+

1

r
cos θ ∂

∂θ

∆ =
∂2

∂r2
1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

我们记算子

D0rf
n
ab =

fn
a+1,b − fn

a−1,b

2hr

δ20rf
n
ab =

fn
a+1,b + fn

a−1,b − 2fn
ab

h2r

D̃0θf
n
ab =

1

ra

fn
a,b+1 − fn

a,b−1

2hθ

δ̃20θf
n
ab =

1

r2a

fn
a,b+1 + fn

a,b−1 − 2fn
ab

h2θ

由此可写出

Dx = cos θD0r − sin θD̃0θ

Dy = sin θD0r + cos θD̃0θ

∆̄ = δ20r +
1

r
D0r + δ̃20θ

进一步将迭代离散为
ωn+1 − ωn

τ
+Dyψ

nDxω
n −Dxψ

nDyω
n = ν∆̄ωn

−∆̄ψn+1 = ωn+1

第二个方程的边界条件即为

ψn
0b = ψn

Nb = 0

为给出第一个方程的边界条件，由法向导数为 0 可得

ψn
−1,b = ψn

1b, ψn
N+1,b = ψn

N−1,b

在 0 处代入表达式，并利用 ψ0b = 0 与上式可得

ωn
0b = −

2ψn
1,b

h2r

同理

ωn
Nb = −

2ψn
N−1,b

h2r

每次迭代先计算内部的 ωn，再以此与边界点处得到所有的 ψn，最后计算边界处的 ωn。由于差分近

似均为二阶，这的确具有二阶空间精度。

4. 由条件可知
ξ(a) = 0, ξ(b) = 1, ξ′′(x) = P

可直接解出二次函数

ξ(x) =
x− a
b− a

+
1

2
P (x− a)(x− b)

为保证其在区间 [a, b] 单调增，可解出范围

|P | ≤ 2

(b− a)2

为了作图，我们先证明其放缩不变性。记

P̃ = P (b− a)2, x̃ =
x− a
b− a
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可发现

ξ(x) = x̃+
1

2
P̃ x̃(1− x̃)

形式与 a = 0、b = 1 时的 ξ(x) 完全相同。

因此，对一般的 x，其在 P 改变时的影响相当于对 x 进行平移、放缩，对 P 进行放缩后在 a = 0、

b = 1 时的影响。我们固定 a = 0、b = 1 观察 P 的影响，效果如图 26。

图 26: P 对 ξ(x) 图像的影响

假设 ξ 均匀离散，我们考虑四个网格点的情况，设 ξi =
i
4
，我们在物理网格上作出不同 P 时 xi 的

位置如图 27。

图 27: P 对网格点位置的影响

由此可见 P 取值不同时网格的偏移。当 P 为负时将向前偏移并向 0 处集中，当 P 为正时将向后偏

移并向 1 处集中。


