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1 准备工作

1.1 论文选取

由于上课已经介绍了背包问题的基本知识，这个问题对应的模型相对简单，但应用很多，我决定

以此问题进行论文的选取。查询可发现 2024 年的 STOC 接收了四篇关于背包问题的论文 [1-4]，不过，

只有第一篇是精确算法，另外三篇为近似算法。由于精确算法的分析过程包含了很多对近似求解具有

启发性的思路，我们即以第一篇论文近二次时间的 0-1 背包算法作为主要阅读对象 (准确来说为其完
整版 [5] )。如无特殊说明，下文的 “背包问题” 均指 0-1 背包问题，“原论文” 指这篇完整版论文。
在介绍论文的具体成果与思路前，值得一提的是，为什么在 2024 年，还有如此多对于背包问题的

研究。总体来说，对于背包问题的研究有三个重要的意义：

• 从问题结构本身的角度，它关注的核心是物品权重集合，而这是一个整数多重集合 (允许元素重
复出现的集合)，在研究算法时出现的一系列数据结构与操作往往可以推广到一般多重集合的操
作上，从而在存在类似数据结构的其他问题中使用。

• 从复杂度理论的角度，背包问题是一个 NPC 问题，而在诸多等价的 NPC 问题中它具有非常简
单的描述，因此对其算法的改进利用等价性也可以转化为对其他 NPC 问题的算法改进。另一方
面，如果考虑其伪多项式算法 (就像原论文中研究的)，它还可以等价为一些 P 问题，带来更多
的应用。

• 从组合优化的角度，对此问题的精细处理事实上应用了极多的优化技巧，例如从粗糙到精细的分
析手段、自顶向下分治的思路，或是时空之间、不同步骤时间复杂度之间的权衡。也正是因此，

原论文研究的虽然是精确算法，但在分治的任何一个层级，都可以开发出对应的近似算法，

正因如此，虽然其问题描述非常简单，低复杂度的算法构建仍然是十分复杂的。篇幅所限，本笔记将

主要关心数学处理的部分，忽略数据结构层面的实现与操作，只给出复杂度的结论。此外，本笔记中

如 [引理 2.1] 的标记代表结论在原论文中的序号。
笔记中，虽然思路与大部分证明参考了原论文，小部分证明为独立完成，思路性的内容与观察则

几乎全部独立完成，且对原论文结构做了不少调整。

1.2 问题与记号

首先，如无特殊说明，我们以小写字母与大写字母 C,L 表示数或向量，FI 表示元素在 F 中、下
标在指标集 I 中的向量集合；粗体小写字母 a, x 表示矩阵或二维向量；一般的大写字母表示集合，并
用绝对值符号表示其元素个数，⊔ 表无交并 (这将在划分时大量用到)，2A 表示 A 的子集族；手写体

字母 Q,W 等表示映射 (O 表示复杂度至多为此量级)，尖角体字母 X,W 等表示多重集合，双线体 N
表自然数、N+ 表正整数、Z 表整数、Z 表整数或负无穷。此外，所有的 log 都表示 2 为底的对数 (虽
然大部分情况下底数并不会影响估算过程)。
记从 a 到 b 的所有整数 (含两端) 集合为 [a..b]，并记 [n] = [1..n]。一个背包问题是指，给定总权

t ∈ N+、物品数量 n ∈ N+ 与 n 个物品的权重 wi ∈ N+、价值 pi ∈ N+ (指标 i ∈ [n])，求指标集合
X ⊂ [n] 使得约束条件

W(X) =
∑
i∈X

wi ≤ t
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成立，且总价值

P(X) =
∑
i∈X

pi

最大。

进一步地，记所有权重的最大值为 wmax，我们只考虑非退化的背包问题，即满足

wmax ≤ t, W([n]) > t, wmax ≤ n2

的背包问题。若第一式不成立，可以直接排除权重大于 t 而根本不可能放入背包的物品；若第二式不

成立，可直接将所有物品放入背包。由于这两个操作都可以在 O(n) 时间完成，排除这两种情况是合

理的。

对于第三个式子，由于直接进行动态规划的复杂度为O(nt)，若第三个式子不成立，利用 t ≤ nwmax，

可知 O(nt) ≤ O(w2
max)，稍后我们将看到，这会低于原论文实现算法的复杂度，因此直接进行动态规

划即可。

记所有权重构成的集合 (不计重数) 为 W，构成的多重集合为 W，以 IW ′ 表示权重在 W ′ 中的

i ∈ [n] 构成的指标集，W(X) 表示指标集 X 中的权重构成的多重集合。

为了之后的说明方便，我们还需要定义一些多重集合相关的记号：一个有限整数多重集合 X 是指

所有元素均为整数，且元素个数有限的多重集合。具体来说，将元素 x 的出现次数记为 µX(x)，则其

元素个数

|X| =
∑
x∈Z

µX(x)

支集 (若 X 的支集包含于 I，则称其支在 I 上)

suppX = {x ∈ X | µX(x) ≥ 1}

r 支集

supprX = {x ∈ X | µX(x) ≥ 1}

元素和

Σ(X) =
∑
x∈Z

xµX(x)

对两个多重集合 X,Y，Y ⊂ X 当且仅当

∀x ∈ Z, µY(x) ≤ µX(x)

将一个多重集合的所有子集元素和记为

S(X) = {Σ(Y) | Y ⊂ X}

而非空子集元素和为

S∗(X) = {Σ(Y) | Y ⊂ X, |Y| > 0}

最后，在如上定义下，有限整数集可以视为一种特殊的有限整数多重集合，因此上述记号也可对

集合使用，含义不变。此外，对一个向量定义

supp(u) = {i | ui ̸= 0}
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1.3 论文成果

原论文的核心成果为，提出了一个复杂度为 O(n + w2
max log4wmax) 的背包问题伪多项式精确算

法。

为理解此复杂度，我们定义最大和卷积问题为，已知向量 a, b ∈ [−W..W ][0..n−1]，求

c[k] = max
i∈[0..k]

(a[i] + b[k − i]), ∀k ∈ [0..n− 1]

一个常用的假说是，对任何 ε > 0，此问题不存在 O(n2−εpolylog(W )) 复杂度的算法 (这里 polylog 代
表 log 的某多项式)。在此假说下，对任何 ε > 0，背包问题不存在 O((n+wmax)2−δ) 复杂度的算法 [6]。

由此，原论文的算法事实上在指数上已经达到了几乎理论最优的情况，能改进的只有 log 处的指数。
为了达到此结果，原论文事实上进行了四个层次的划分——这也是这篇阅读笔记的排版：

• 权重划分，即从贪婪解出发，通过将权重分层，使得只需解决不同权重个数较少情况的问题，而
其他情况通过优化的动态规划算法可迭代更新以较低复杂度得到；

• 位序划分，即对上述不同权重个数较少的情况进一步以元素的位序进行划分，细化每一步的动态
规划迭代，通过更高空间复杂度 (即提示集的引入) 以优化动态规划的时间，最终将每一步化为
原论文提出的一个特殊优化问题：HKE 问题；

• 染色划分 I，将一般 HKE 问题通过一定的算法进行染色划分，以控制提示集的规模较小，并利
用一定的分解引理递归组合子问题的解以得到原问题的解；

• 染色划分 II，将较小提示集的 HKE 问题通过具有分离性的染色划分为提示集大小至多 1 的
SHKE 问题，并再次利用一定的分解引理递归组合子问题的解以得到原问题的解。

最后，由于对 SHKE 问题可以构建复杂度较低的算法，一层层回溯即可得到原问题的一个低复
杂度算法。虽然这个划分过程看似繁琐，但每一步的目的都是限制问题到更小规模以引用具有更高特

殊性的算法——而停止在任何一层划分事实上都可以得到某个近似算法，这将在之后每步的分析中说

明。

2 权重划分

本部分中，我们将先利用贪婪算法对问题的规模进行最基本的限制，再介绍直接动态规划与它的

一个快速算法，并以此在特定的权重划分下给出迭代，控制总复杂度。

2.1 贪婪解

首先，为了进一步规范问题，我们定义物品 i 的效用为 wi/pi，则可以证明，原问题可在 O(n) 时

间内转化为最优解相同的另一个背包问题，使得 n、wmax 与 t 均不变，且所有物品的价值 pi、效用

wi/pi 均互不相同 [引理 2.1]。处理的基本思路为，为将所有 pi 放大足够大的倍数后，给结果增加 i 以

保证余数不同 (从而新的 pi 互不相同)，再进一步放大保证效用不同。
由此，我们不妨假设原问题满足上述性质，于是接下来叙述的贪婪解与位序都具有唯一性，可以

进行确定的操作。

为了对问题进行初步的规模缩减，我们需要先考虑最常规的贪婪算法。假设所有物品的效用排序

为

wk1/pk1 > wk2/pk2 > · · · > wkn/pkn
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我们记贪婪解

G = {k1, . . . , kr},
r∑

i=1

ki ≤ t,

r+1∑
i=1

ki > t

由于非退化假设，此贪婪解定义合理。

必须说明的是，虽然贪婪解的定义里出现了排序这个复杂度 O(n logn) 的操作，实际上其可以通
过线性时间中位数查找算法 [注 2.2] 对 G 进行构造，从而达到 O(n)：先用线性时间计算效用序列的

中位数，设时间复杂度 Cn，遍历序列计算效用高于中位数的质量求和，可在 (C + 1)n 时间得到效用

最大的 [n/2] 个物品权重和是否 t。若是，则考虑前 [n/2] 个物品的子问题；若否，则考虑后 n− [n/2]

个物品的权和为 t−
∑

i≤[n/2]wki 的子问题。以此，最终可以得到一个不超过 4(C +1)n 时间复杂度的

算法，且此过程已经得到了确定的 G。

此后，我们用 Ḡ 表示 [n]\G，则问题可以转化为，从 Ḡ 找一个集合 A 放入贪婪解、从 G 中找一

个集合 B 拿出贪婪解，使得如此更新后不会超重，且价值增加最多。将满足这样条件的 (A,B) 称为

一个交换对，最优解对应的交换对称为最优交换对。

我们下面说明，这样的初步贪婪解确实是对问题规模缩减有意义的。具体来说，由于 G 对于承重

W(G) 的背包一定为最优解，对任何最优交换对 (A,B) 与任何最优解 X 有直接的估算：

0 ≤ W(A)−W(B) = W(X)−W(G) < wmax

S∗(W(A)) ∩ S∗(W(A)) = ∅

这里第二式成立是由于若有子集质量和相同，同时删去应更优。利用这些直接的估算，可以得到对解

的规模的估算：

|A|+ |B| ≤ 2wmax

从而还有

W(A) +W(B) ≤ 2w2
max

证明的思路是直观的，即利用组合方法，从子集不存在重复的和得到元素个数不能过多。

从贪婪解出发考虑交换对的最大意义是，将问题从 n 相关规模的转化为了 wmax 相关的规模，而

非退化情形 wmax 不会过大，这就给出了腾挪复杂度的空间。

2.2 分割权重

很显然，贪婪算法给出的粗略解与精确解可能仍然存在很大的距离。因此，我们仍需要逐步得到精

确解。就个人搜集到的背包问题的相关算法而言，一切伪多项式精确算法本质上都是动态规划。由于背

包问题清晰的最优子问题特性，用空间换时间的思路进行求解本身已经近乎最优了。得益于 SMAWK
算法，对于权重相同的物品，动态规划复杂度可以很低 (将在下一部分介绍)，因此以权重进行划分并
迭为成为了自然的想法。

为了使此操作可以进行，我们需要一个从多重集合研究中得到的引理：存在常数 C 使得，只要支

在 [m] 上的两多重集合 A、B 满足

|suppA| ≥ Cm logm, Σ(B) ≥ Cm2
√

logm
|suppA|

即有 S∗(A) ∩ S∗(B) ̸= ∅ [引理 3.1]。
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由此引理可以证明，能将权重集合 W 划分为 W1 ⊔W2 ⊔ · · · ⊔Ws，使得 (C 与引理中一致) 对任
何最优交换对 (A,B) 有

s < log2
√
wmax

∀j ∈ [s], |Wj | ≤ 4C
√

wmax logwmax2
j

∀j ∈ [s], W(A ∩ IW>j ) ≤ 4Cw
3/2
max2

−j

∀j ∈ [s], W(B ∩ IW>j ) ≤ 4Cw
3/2
max2

−j

这里 W>j = Wj+1 ⊔ · · · ⊔ Ws，后面出现的 W≤j 则表示 W1 ⊔ · · · ⊔ Wj，划分所需的时间复杂度为

O(n+ wmax logwmax) [引理 3.2]。
这里只介绍数学上的构造，算法上的实现可完全类似利用线性时间中位数查找进行。我们假设所

有物品已经按效用从大到小排好序，贪婪解对应的 G = [i∗]，取 lj 为使得

|suppW([lj ..i
∗])| ≤ 2C

√
wmax logwmax2

j

的最小 lj，rj 为使得

|suppW([i∗ + 1..rj ])| ≤ 2C
√
wmax logwmax2

j

的最大 rj，并令

W≤j = suppW([lj ..rj ])

根据定义即可发现这种分割满足第二条性质，而利用 C 的界即可得到至多 [log2wmax] 层即包含全部

元素。进一步地，通过引理可以估算得到，若第三条不成立，则 A 与 B 将存在和相同的子集，或可以

单独更新 A 的元素使得结果更优矛盾，对第四条同理可证。

注意到，如此进行分割的好处在于，随着 j 的增大，集合包含的权重个数指数增多，但可选的权重

指数减小，且总集合个数为对数量级。这样的指数增加-减小保证了实际算法的量级控制在多项式，而
且是较低次的多项式。在进行位序划分时，还将再次运用类似的结构。

2.3 动态规划

最后，我们来给出一般的动态规划表 (后称 DP 表，即 Dynamic Programming Table)的定义，并
且给出在 W1 对应的解已知时，如何迭代得到后续问题的解，且总复杂度可以控制。这样，第一层划

分后，我们就只需要解决 W1 对应的子问题了。

先回到之前对于交换对的讨论。我们定义一个交换对 (A,B) 支在 I 上当且仅当 A∪B ⊂ I，记作

supp(A,B) ⊂ I，而它 I-最优则指存在最优交换对 (A∗, B∗) 使得 A = A∗ ∩ I，B = B∗ ∩ I。

有了交换对后，我们对动态规划的描述也可以通过它们进行。首先，与传统的二维数组动态规划

不同，我们将直接进行的动态规划看作一个每步更新的一维数组。具体来说，一个长 L (虽然其实际上
可能有 2L+ 1 个有效值) 的 DP 表 q 是指 (这里右侧 [z] 等效于下标 z)

{q ∈ ZZ | ∀|z| > L, q[z] = −∞}

对任何 I ⊂ [n]，称 q 是 I-有效的当且仅当

∀z ∈ Z, q[z] ̸= −∞, ∃(A′, B′), supp(A′, B′) ⊂ I, W(A′)−W(B′) = z, P(A′)− P(B′) = q[z]

称 q 是 I-最优的当且仅当其 I-有效，且存在 z ∈ Z、q[z] ̸= −∞ 与 I-最优的 (A′, B′) 使得

W(A′)−W(B′) = z, P(A′)− P(B′) = q[z]
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我们简单介绍一下直接的动态规划如何利用此表进行——虽然这并不会在后文用到。从 ∅-有效的
长为 0 的 DP 表 q[0] = 0 出发，设当前已经更新了 i− 1 个物品，长度为 L，则第 i 次更新执行

∀z ∈ [−L− wi..L+ wi], q[z] =

max{q[z], q[z − wi] + pi} i ∈ Ḡ

max{q[z], q[z + wi]− pi} i ∈ G

与通常方法类似可证明这样的动态规划在第 i 步迭代后得到了一个 [i]-最优的长为 W([i]) 的 DP 表，
由此 n 次迭代可得最优解，复杂度为对 wi 求和了 n− i+ 1 次，从而为 O(n2wmax)。

有两件事必须注意：

• 此动态规划算法的复杂度相较直接动态规划貌似从 O(nt) 上升到了 O(n2wmax)，但剥离出 t 后，

复杂度可以通过稍后介绍的办法进行极大的改进。

• 复杂度达到 n2wmax 可以粗略看作所有物品的权重都近乎是 wmax，而在这种情况下，贪婪解达

到的结果会很接近最优，理应有进行简单判断的方式。

正是出于这两个观察，我们试图将横向的每次对于某物品更新改进为纵向的每次对于某权重更新。

有趣的是，纵向的更新恰好可以转化为之前提到的最大和卷积问题 (但有一定的凸性要求，即 b[i] −
b[i− 1] ≥ b[i+ 1]− b[i])，而这又可以用 SMAWK 算法快速求解，从而得到如下引理：

设 I ⊂ [n]，J ⊂ Ḡ 或 J ⊂ G 使得 I ∩ J = ∅，且 suppW(J) = {w}。假设已知对所有 I ∪ J-最优
交换对 (A′, B′) 均有 |W (A′) −W (B′)| ≤ L′，则可在 O(L + L′ + |J | + wmax logwmax) 的时间复杂度

将一个 I-最优的长为 L 的 DP 表更新为一个 I ∪ J-最优的长为 L′ 的 DP 表 [引理 2.7]。
对这个引理的证明实际上是直接给出了对应的算法，不过，它除了需要用到我们将在 6.1 节详细

介绍的 SMAWK 算法外，还需要将在 3.1 节介绍的位序相关的引理。因此，即使直观来说同权重的物
品应该容易更新，对此问题复杂度的压缩实际上比直观困难得多，我们将在 6.1节论述其大致过程，作
为 SMAWK 算法的一个应用。
若用此算法对单个物品进行更新，复杂度 O(L+wi +wmax logwmax) 显然超过了直接更新的复杂

度。但是，|J | 的个数越大，即权重重复越多时，此算法的效率就会相对越高。将此算法应用在分解后
的权重其实是一个相对直接的过程——我们先假设 IW1-最优的 DP 表 q 已知，然后对每个 j ∈ [2..s]，

从 IWj−1-最优的 DP 表更新至 IWj -最优的 DP 表。
具体的更新方式为，设 Lj = 4Cw

3/2
max2−j + wmax，则通过定义可以证明，对 j ∈ [2..s]，任何最优

交换对 (A,B) 有

|W(A ∩ IW≤j
)−W(B ∩ IW≤j

)| ≤ |W (A)−W (B)|+ |W(A ∩ IW>j )|+ |W(B ∩ IW>j )| ≤ Lj

且再拆分可发现 (注意下式对 j = 1 并不成立，这也是为什么第一步更新无法从空集出发通过此迭代

算法得到)
|W(A ∩ IW≤j

)−W(B ∩ IW≤j−1
)| ≤ Lj−1

由此，我们可以先将一个 IW≤j−1
-最优的 DP 表收缩到长 Lj−1 (将其范围外的点置为 −∞，从算法上

来说忽略即可，无需额外复杂度)，不会影响最优性。
接下来，我们记 I+Wj

= IWj ∩ Ḡ、I−Wj
= IWj ∩G，先对 I+Wj

= IWj ∩ Ḡ 中的每个权重进行更新，再

对 I−Wj
= IWj ∩ G 中的每个权重进行更新。由于每步都保持了 Lj−1 的长度上界，根据上方引理可知

总复杂度为∑
w∈Wj

O(Lj−1 + |I{w} ∩ Ḡ|+ wmax logwmax) +
∑

w∈Wj

O(Lj−1 + |I{w} ∩G|+ wmax logwmax)
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也即

O(|Wj |(Lj−1 + wmax logwmax) + |IWj |)

对每一层如此更新也即总复杂度

s∑
j=2

O(|Wj |(Lj−1 + wmax logwmax) + |IWj |)

第二项求和即为 n，将第一项与 s 直接代入权重划分的结论可知总复杂度为 O(w2
max log3/2wmax + n)。

3 位序划分

在上一部分，我们已经得到，若 IW1-最优的 DP 表已知，则利用动态规划完成整个算法需要

O(w2
max log3/2wmax + n)

的复杂度。

本部分我们将初步讨论 IW1-最优的 DP 表如何得到。利用位序划分，IW1-最优 DP 表的求解可以
转化为若干个 HKE 问题，而若假定解法已知，我们事实上可以得到 IW1-最优 DP 表的求解复杂度为

O(w2
max log4wmax + n)

综合以上两步即可以得到最终的复杂度结论。

3.1 位序

自然地，想求解 IW1-最优 DP 表，我们需要先观察 W1 的性质。根据之前划分时所证明的，它的

性质其实只有一个，也即

|W1| = O(wmax logwmax)

对比 2.1 节处理后，我们发现，这的确又是一次问题规模的缩减：从数量不确定的不同权重数目变成
了数量可以控制的不同权重数目。非常自然地，我们希望对用同一权重的物品更新 DP 表提出更好的
方法，这样就有希望更快解决此问题了。

为了对比同一权重的物品，我们需要引入位序的概念。物品 i 的位序定义为 (回顾之前，我们已经
假设了所有 pi 互不相同)

rank i =

|{j ∈ G | pj < pi, wj = wi}|+ 1 i ∈ G

|{j ∈ Ḡ | pj > pi, wj = wi}|+ 1 i ∈ Ḡ

用更通俗的话说，若 i 在 G 中，rank i 是 G 同权重的物品按价值从小到大排列后 i 所在的位置，

而若 i 在 Ḡ 中，rank i 是 Ḡ 中同权重的物品按价值从大到小排列后 i 所在的位置。由定义可直接看

出，位序越低的 G 中物品应该越优先拿出，而位序越低的 Ḡ 中物品应该越优先放入，也即，对最优

交换对 (A,B)，若 i ∈ A，则

{i′ ∈ Ḡ ∩ Iwi | rank i′ ≤ rank i} ⊂ A

若 i ∈ B，则

{i′ ∈ G ∩ Iwi | rank i′ ≤ rank i} ⊂ B
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由于 A 与 B 的元素个数和限制，我们还可以知道，对 i ∈ A ∪B 有

rank i ≤ 2wmax

类比权重划分的过程与结论，对位序划分我们也需要多重集合相关的引理：存在常数 C 使得，只

要支在 [m] 上的两多重集合 A、B 满足对某个 r ≥ 1 有

|supprA| ≥ C

√
m log(2m)

r

Σ(B) ≥ Σ(A)−m

即有 S∗(A) ∩ S∗(B) ̸= ∅ [引理 3.6]。
从引理的条件与结论能看出，它用于估计的方式事实上和 2.2 节的引理完全类似。我们先对位序

作出显式的划分：定义 k = ⌈log(2wmax + 1)⌉，J0 = ∅，且

∀j ∈ [k], Jj = {i ∈ IW1 | 2j−1 ≤ rank i ≤ 2j − 1}

并记

J≤j = J1 ⊔ J2 ⊔ · · · ⊔ Jj

用上标 + 表示一个集合与 Ḡ 的交，上标 − 表示一个集合与 G 的交。

上述划分有结论，存在常数 C 使得对任何 IW1-最优的交换对 (A′, B′) 满足

A′ ⊂ J+
≤k, B′ ⊂ J−≤k

∀j ∈ [k], |A′ ∩ J+
≤j | < mj , |B′ ∩ J−≤j | < mj

∀j ∈ [k], |{w ∈ W1 | I{w} ∩ J+
j−1 ⊂ A, I{w} ∩ J+

j ̸= ∅}| ≤ bj

∀j ∈ [k], |{w ∈ W1 | I{w} ∩ J+
j−1 ⊂ A, I{w} ∩ J+

j ̸= ∅}| ≤ bj

∀j ∈ [0..k], mj = C2j/2
√

wmax log(2wmax), bj = C2−j/2
√
wmax log(2wmax)

第一条性质利用 rank i ≤ 2wmax 的估计可直接得到，第二条性质的证明须利用引理推矛盾，而第

三条性质则来自位序的性质与 W1 个数的上界 (这意味着在原规模直接进行位序划分是无意义的，也
是前一步划分无法简化)。注意到，这里的划分也符合了容量指数增长、有效量指数减少、总数为对数
量级三个性质，因此可以期待，只要解决了每部分对应的子问题，迭代累加后仍可保证复杂度可控。

3.2 提示集

然而，如果对每一部分仍然用之前的动态规划方法，事实上完全没有用到位序的性质，从而不能

降低复杂度。要开发合适的算法，需要研究清楚位序到底带来了什么新的性质，而这其实是简单的：例

如，只要 J1 中对某个权重 w 有元素没有选中，那 J2 中此权重对应的元素就不可能选中。用更数学的

语言来描述，位序起到的作用其实是排除候选，这就启示我们，通过某种方式将候选信息也加入 DP
表，或许能得到对位序划分的更好处理方法。

由此，我们定义一个带提示集的动态规划表 (后称 HDP 表，H 指 Hinted) 为，在 DP 表 q[z] 的

基础上添加

Vq = {z | q[z] ̸= −∞}, S+ ∈ (2W1)Vq , S− ∈ (2W1)Vq
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也即给 q[z] 每个有效位置附加两个 W1 的子集 (若 q[z] = −∞，我们定义 S±[z] = ∅ 以方便后续分
析)。

HDP 表的长度即 q 的长度，将所有 |S+[z]| 的一个上界称为正提示规模，而 |S−[z]| 的一个上界
称为负提示规模。定义一个 HDP 表 J-最优 (由于我们只考虑 W1 的情况，设 J ⊂ W1) 当且仅当 q 是

J-有效的，且存在 z ∈ Z 使得：

• 存在 J-最优的 (A′, B′) 满足

W(A′)−W(B′) = z, P(A′)− P(B′) = q[z]

• 任意 IW1-最优的 (A′, B′)，若

W(A′ ∩ J)−W(B′ ∩ J) = z

则

A′\J ⊂ IS+[z], B′\J ⊂ IS−[z]

这里第一条性质保证了 q 是 J-最优的，而第二条性质则是对 S±[z] 作为扩充候选的清晰刻画。

可以想到，如果对 HDP 表能进行较好的更新，也理应存在计算 IW1-最优 DP 表的快速方法。事
实上，沿用 3.2 节记号，并记 Lj = mjwmax，更新 HDP 表的复杂度结论为：

• 给定长为 Lj−1 的 J≤j−1-最优 HDP 表，其正负提示规模均为 bj，则可以在 O(Ljbj log2(Ljbj) +

|J+
j |) 的时间复杂度计算出一个长为 Lj、正提示规模 bj+1、负提示规模 bj 的 J+

≤j ∪ J−≤j−1-最优
HDP 表；

• 给定长为 Lj 的 J+
≤j ∪ J−≤j−1-最优 HDP 表，其正提示规模为 bj+1、负提示规模为 bj，则可以

在 O(Ljbj log2(Ljbj) + |J−j |) 的时间复杂度计算出一个长为 Lj、正负提示规模 bj+1 的 J≤j-最优
HDP 表。

对任何 j ∈ [k] 成立 [引理 3.9]。
这两步更新中的长度限制可以直接由位序划分的第二条性质得到，而初始长度为 0，因此 L0 ≥ 0

也可以成立，从而上述方法可以从空集开始 (这与权重划分的结论并不相同)。
利用位序划分的第一条性质，上面两步重复 k 次即得到了 IW1-最优的 DP 表，而复杂度为

k∑
j=1

(
O(Ljbj log2(Ljbj) + |J+

j |) +O(Ljbj log2(Ljbj) + |J−j |)
)

利用 Lj、bj 的定义与位序划分的性质直接估算求和可以得到最终复杂度为

O(w2
max log4wmax + n)

至此，我们只要证明了更新 HDP 表的复杂度结论，先更新出 IW1-最优的 DP 表，再一步步扩充，
即可达到 O(w2

max log4wmax + n) 的总复杂度。

不过，虽然这个候选与扩充候选的思路较为直观，要证明其更新存在快速算法并不简单，因为访

问与更新候选本身也需要时间复杂度，从而仍然需要精确的权衡。为解决此问题，原论文将其转化为

了等价问题，即下面要介绍的 HKE 问题 (原论文中的 HintedKnapsackExtend+)。
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3.3 HKE 问题

我们先介绍长度为 L、规模为 b 的 HKE 问题的定义：设 U ⊂ W1，对任何 w ∈ U，给定一个凹

函数 Qw : N → Z，并假设其值可以在常数时间计算。给定长为 L 的 DP 表 q，并给每个 z ∈ [−L..L]

定义一个 U 的子集 S[z]，满足 |S[z]| ≤ b，且 q[z] = −∞ 时 S[z] = ∅。考虑每个 z 处定义一个向量

x[z] ∈ NU 所形成的双重向量 x，其元素记为 x[z, w]。并定义向量 z、r 满足

∀i ∈ [−L..L], zx[i] = i−
∑
w∈U

wx[i, w]

∀i ∈ [−L..L], rx[i] = q[zx[i]] +
∑
w∈U

Qw(x[i, w])

将使得 rx[i] 达到最大的 x[i] 集合记为 Xi，要求输出双重向量 x，使得若

∀x[i] ∈ Xi, supp(x[i]) = {w | x[i, w] ̸= 0} ⊂ S[zx[i]]

则输出的 x[i] 需要属于 Xi，否则可以任意输出 x[i]。
若去掉任意输出的部分，此问题事实上与直接更新 DP 表在某种意义上等价，类似 2.3 节中我们

尚未证明的引理即可说明其复杂度为 O(|U |L)。不过，在有了控制规模的松弛条件后，我们可以假设
所有输出的 x[i] 均满足 supp(x[i]) ⊂ S[zx[i]]，从而事实上可以假定输出规模在 O(bL) [注 3.6]，这就
有将复杂度降至与 |U | 无关的可能。
对此问题的求解需要再进行两次划分，本节我们先给出结论：长度为 L、规模为 b 的 HKE 问题

存在复杂度为

O(Lb log2(Lb))

的求解算法 [定理 3.11]。
接下来，我们解释如何用此算法进行 3.2 节中 HDP 表的更新。这里详细介绍第一种情况，即给

定长为 Lj−1 的 J≤j−1-最优 HDP 表，其正负提示规模均为 bj 时将 J+
j 更新入 HDP 表，第二种情况

类似操作即可。

对任何 w，设

Qw(x) =


∑x

t=1 pit x ∈ [0..m]

Qw(m) x > m

这里

J+
j ∩ I{w} = {i1, . . . , im}, pi1 > · · · > pim

由定义可发现此的确为凹函数，且花费 O(|J+
j | + |W1|wmax logwmax) 遍历 J+

j 、排序并累加后，可以

以常数时间计算所有 Qw。具体来说，先遍历一次 J+
j 并按 w 分组，注意由 k 的界 Jj 中元素个数不

会超过 O(wmax)，因此对每组的排序都在 O(wmax logwmax)，累加在 O(wmax)，而组数不超过 W1，即

得到总和。

将 S+ 作为 S、q 作为 q，求解长为 Lj (此时 q 的长为 Lj−1，但由定义也可以看作长为 Lj 的 DP
表)、规模为 bj 的 HKE 问题，则以 O(Ljbj log2(Ljbj)) 时间复杂度得到了解 x 与对应的 r、z。

此时，r 已经成为了 J+
≤j ∪J−≤j−1-最优 DP表，更新它对应的提示集 T± 为，对任何 i ∈ [−Lj ..Lj ]，

若 r[i] = −∞ 则忽略，否则更新

T−[i] = S−[z[i]], T+[i] = {w ∈ W1 | |I{w} ∩ J+
j | = x[i, w], |I{w} ∩ J+

j+1| = 0}
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最后，若 |T+[i]| > bj+1，直接将 r[i] 置为 −∞ 且舍弃对应的 T±[i]。

上述过程中事实上能看出 HKE 问题里 x、z、r 的含义：x 作为最优参数，在等价的 HDP 问题中
代表某种特定要求物品的个数，z 对应直接的动态规划中新下标处的结果对旧下标处的依赖，而 r 则

对应直接 DP 表更新后的最优值——这也体现了为什么不包含松弛条件的 HKE 问题等价于动态规划。
更新提示部分的时间复杂度可以达到 (注意访问所有 x[i, w] 事实上空间复杂度 O(bjLj)，而其他至多

需要遍历一遍 J+
j ) O(|J+

j |+ |bjLj |)，由此预处理、HKE 算法、更新三部分复杂度之和为

O(Ljbj log2(Ljbj)) +O(|J+
j |+ |W1|wmax logwmax) +O(|J+

j |+ |bjLj |)

再利用 |W1|、Lj、bj 的界即得复杂度要求满足。

此算法正确性需要一些细致的讨论，尤其是最后更新提示集的部分，但总体都是由位序的排除候

选性质得到矛盾。

4 染色划分 I

至此，我们将背包问题通过两次规模缩减，转化为了 HKE 问题。在 b = |U | 时，HKE 问题即等
价转化为了普通的动态规划，因此，可以想象其有效算法更倾向于在 b 较小时出现。于是，既然原本

的 HKE 问题并不容易求解，我们就有了进一步划分的动机：将其划分为较小的 b 构成的 HKE 问题。
本部分，我们默认 HKE 问题存在 (将在下一部分证明)

O(Lb2(b+ logL))

的算法 [引理 4.8]，并以此构造 O(Lb log2(Lb)) 的算法。可以发现，前者只有在 b 非常小时，复杂度才

会低于后者 (一个简单的观察是 b = O(logL) 时满足)，这也是为什么应用前者需要将 b 划分至很小。

4.1 染色引理

本部分与下一部分的分解与组合，相比前两部分会采取另一种思路。如果说前两部分的划分是一

种自顶向下的分治，本部分与下一部分的划分则都是某种平行的分割。这是因为，只有在平行的情况

下，才能保证所有的 b 都可以被控制规模。

将一个集合作某些平行的划分，事实上对应一种染色的方案，由此，有下面从染色研究中得到的

引理：给定正整数 r 与 m 个集合 S1, . . . , Sm 满足

∀i ∈ [m], Si ⊂ [n], |Si| ≤ r log(2m)

则存在映射 (称为 r 染色) C : [n] → [r] 使得

∀i ∈ [m], ∀c ∈ [r], |{j ∈ Si | C(j) = c}| ≤ O(logm)

且构造时间复杂度为 O(mr logm log r + n log r) [引理 4.9]。
此染色方案的证明需要用到集合平衡定理，即对上述的 S1, . . . , Sm，记上界为 b = r log(2m)，存

在 O(n+ bm) 时间复杂度的算法确定 x1, . . . , xn 使得

∀i ∈ [n], xi ∈ {−1, 1}

∀i ∈ [m],

∣∣∣∣ ∑
j∈Si

xj

∣∣∣∣ ≤ 2
√

b log(2m)
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原定理中界为 ln(2m)，替换为 log(2m) 后会增大，从而仍成立 [定理 B.4]。
此算法事实上意味着可以构造一种要求的 2 染色，由此，将染色后的指标集合记为 Ia, Ib，每个

Si 都可以剖分成 Sa
i、Sb

i，考虑 a, b 对应的子问题并分别进行 2 染色即得到了一种符合要求的 2k 染

色。进一步取 k = [log r]，则 2k 染色 (可假设 r 中剩下的颜色不在像集中) 已经符合要求。这里算法
正确性与复杂度都是可以直接估算得到的。

从形式上能直接看出，此染色方案将较大的集合 Si 划分为了 r 个规模为 O(logm) 的集合，于是

可以应用较小的 b 的情况进行求解。

4.2 部分更新

从染色出发，我们可以较快得到问题的某种划分。但是，只有划分后能正确组合为最终结果，我

们才能保证算法的复杂度。

先引入一些形式化的记号。将一个 HKE 问题记作 K = (U,Qw, S, q)，这里 U 为 w 的集合，Qw

为所有给定的凹函数，其中 w ∈ U，S、q 即为每个位置 z 处给定集合与数。当然，我们仍然可以谈论

它的长度与规模。将一个 HKE 问题的可行解记作 Y = (x, z, r)，这里对 w /∈ V 记 x[i, w] = 0，这样

x 的大小可以统一为 N[−L..L]×U。若 x 符合 K 的解的要求，z 为对应的 zx，r 为对应的 rx，则称 Y

是 K 的 (一个) 准确解。
对于 V ⊂ U，称

K ′ = (V,Q′w, S′, q)

∀w ∈ V, Q′w = Qw

∀i ∈ Z, S′[i] = S[i] ∩ V

为 K = (U,Qw, S, q) 在 V 上的限制，记为 K|V。
给定 K|V 与它的可行解 YV = (x, z, r)，称

K ′ = (U\V,Q′w, S′, q′)

∀w ∈ U\V, Q′w = Qw

∀i ∈ Z, S′[i] = S[z[i]]\V

∀i ∈ Z, q′[i] = r[i]

为 K = (U,Qw, S, q) 以 V 进行的部分更新，记为 KV←YV。

对于 V ⊔ V ′ ⊂ U 的两个集合 V、V ′ 与 K|V 的可行解 YV = (x, z, r)、KV←YV |V ′ 的可行解

YV ′ = (x′, z′, r′)，定义两个可行解的组合为 K|V ⊔V ′ 的可行解

YV ′ ◦ YV = (x′′, z′′, r′)

z′′[i] = z[z′[i]], x′′[i] = x′[i] + x[z′[i]]

这事实上是某种类似半直积的结构，由此可以验证组合具有结合律。值得注意的是，第二个式子可以

写成

x′′[i, w] = x′[i, w] + x[z′[i], w]

于是当 w ∈ V 时只有第二部分非零，当 w ∈ V ′ 时只有第一部分非零，这里的加号事实上是某种拼接，

而非真正的相加。



5 染色划分 II 14

对于 V ⊔ V ′ ⊂ U 的两个集合 V、V ′，若 YV 是 K|V 的准确解、YV ′ 是 KV←YV |V ′ 的准确解，则

YV ′ ◦ YV 是 K|V ⊔V ′ 的准确解 [引理 4.5]。
与之前用 HKE 问题构造 HDP 更新的证明过程类似，这需要一些对解 (x, z, r) 结构的细致分析，

并利用部分更新后的性质进行分类讨论。

4.3 分割求解

有分解与组合的方法后，我们就可以先进行部分的求解，再拼合成原问题的解了，下设原问题为

K = (U,Qw, S, q)。由于每个 S[i] 支集大小不超过 b，所有 S[i] 支集的并不超过 O(bL)，于是取

r = [b/ log(4L+ 2)]

可在 O(Lr logL log r + (bL) log r) 的时间内构造映射 C : [−L..L] → [r] 使得

∀i ∈ [−L..L], ∀c ∈ [r], |S[i] ∩ C−1(c)| ≤ O(logL)

记 Uc = C−1(c)，定义 K1 = K，对 c 从 1 到 r 执行：

• 求解 Kc|Uc 得到准确解 Yc；

• 更新 Kc+1 = KUc←Yc
c 。

并设 Y = Yr ◦ Yr−1 ◦ · · · ◦ Y1，利用 4.2 节可知其的确为 K 的一个准确解。

由于 U = U1 ⊔U2 ⊔ · · · ⊔Ur，可以发现进行每个部分的计算时只需要利用 S[i] 在其中的部分，从

而更新过程无需真的对 S 进行复制与修改。

由于共进行了 r 次求解，每次均长为 L、规模 O(logL)，求解部分的总复杂度为 O(rL log3 L)。分
解与组合的过程事实上不会超过此复杂度，从而再与染色复杂度结合，代入 r 的表达式即可最终得到

求解总复杂度 O(bL log2 L)、染色最终复杂度 O(bL log r)，求和得结论。

5 染色划分 II

上一部分，我们将 HKE 问题也缩减了规模，从而只需考虑 b 较小——准确来说，是 b = O(logL)
时的解法，且我们需要此时的时间复杂度为 O(L log3 L) 量级。

但是，由于 b 仍然具有很大的随机性，即使已知 b 很小，直接求解也是困难的，除非能划归为最

基本的情况，也就是 b = 1 时，此时的 HKE 问题称为 SHKE 问题 (S 指 Singleton)。进行完最后一
次划分后，SHKE 的算法是可以直接写出的，这样就完成了证明。

5.1 完全分离染色

与上一部分完全类似，我们需要通过染色进行问题的分解。此时的染色需要做到完全分离，由引

理：给定 m 个集合 S1, . . . , Sm 满足

∀i ∈ [m], Si ⊂ [n], |Si| ≤ b

则存在 k ≤ log(2m) 个映射 C1, . . . , Ck : [n] → [b2] 使得

∀i ∈ [m], ∃j ∈ [k], |Cj(Si)| = |Si|
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且构造时间复杂度为 O(n logm+mb3) [引理 4.10]。
由于有限集合上 |Cj(Si)| = |Si| 即代表单射，这就说明第 j 种染色方式完全分离了 Si。与 4.1 中

的证明类似，我们需要先证明二分时的结论，即对上述 Si，可以在 O(n+mb3) 的复杂度构造出一个

C : [n] → [b2]，使得至少有一半的 Si 被 h 完全分离 [命题 B.5]。
自然，有了这样的构造方式后，不断对剩余的 Si 考虑并构造对应的 C，即能得到结论。此命题的

证明需要一些概率方法，具体来说，先考虑 h : [n] → [b2] 为均匀随机的结果，则它将一个 Si 完全分

离的概率至少为 (Si 的任何两个不同元素有 b−2 的概率相同，利用概率的基本性质可得)

1− |Si||Si − 1|
2

1

b2
>

1

2

再将此随机算法转化为决定算法即可。

5.2 最值性质

同样，在如此完全分离后，为了能够组合出正确结果，需要新的组合方式，这就依赖结果的最值

性质。

对 K1 = (U,Qw, S1, q1)、K2 = (U,Qw, S2, q2)，定义它们的上限问题为

max(K1,K2) = (U,Qw, S3, q3)

∀i ∈ Z, (S3[i], q3[i]) =


(S1[i], q1[i]) q1[i] > q2[i]

(S2[i], q2[i]) q1[i] < q2[i]

(S1[i] ∩ S2[i], q1[i]) q1[i] = q2[i]

对 K1 的可行解 Y1 = (x1, z1, r1)、K2 的可行解 Y2 = (x2, z2, r2)，定义它们的上限解为上限问题

max(K1,K2) = (U,Qw, S3, q3) 的可行解

max(Y1, Y2) = (x3, z3, r3)

∀i ∈ Z, (x3[i], z3[i]) =

(x1[i], z1[i]) r1[i] > r2[i]

(x2[i], z2[i]) r1[i] ≤ r2[i]
, r3[i] = q3[z3[i]] +

∑
w∈U

Qw(x3[i, w])

最值性质即，若 Y1 是 K1 的准确解，Y2 是 K2 的准确解，则 max(Y1, Y2) 是 max(K1,K2) 的准

确解 [引理 4.7]。
此性质的证明比起 4.2 节的部分更新要简单一些，因为不涉及集合的改变，只须根据定义逐个 i

的考虑即可。不过，由于会存在是否松弛的情况，仍然需要一定的分类讨论。

5.3 双重分割

本节中，假设对长度为 L的 SHKE问题已有复杂度为 O(L+L1 logL)的算法，这里 L1为 S[i] ̸= ∅
的 i 的个数 [引理 4.1]，我们来通过分割进行最终的构造，下设原问题为 K = (U,Qw, S, q)。

利用完全分离染色的引理，可在 O((bL) logL + Lb3) 的时间内 (这里 bL 仍然源于所有 S[i] 支集

之并) 构造 k = O(logL) 个映射 C1, . . . , Ck : U → [b2] 使得

∀i ∈ [−L..L], ∃j ∈ [k], |Cj(S[i])| = |S[i]|
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对每个 i ∈ [−L..L]，将第一个使得上述条件成立的 j 记为 ji，并对 j ∈ [k] 定义

I(j) = {i ∈ [−L..L] | ji = j}

由定义可发现 [−L..L] = I(1) ⊔ I(2) ⊔ · · · ⊔ I(k)。进一步记

K(j) = (U,Qw, S
(j), q(j))

S(j)[i] =

S[i] i ∈ I(j)

∅ i /∈ I(j)
, q(j)[i] =

q[i] i ∈ I(j)

−∞ i /∈ I(j)

由定义 K = max(K(1), . . . ,K(k))，于是只需求解每个 K(j) 即可构造出整体的解。直接利用定义计算

即可看到，计算一次 max 的时间复杂度不会超过 O(bL)，于是从每个 K(j) 的解构造整体解的时间复

杂度为 O(kbL) = O(Lb logL)。
最后，为了求解 K(j)，完全类似 4.3 节进行逐步分割组合：记 Uc = C−1j (c)，定义 K1 = K(j)，对

c 从 1 到 b2 执行：

• 求解 Kc|Uc 得到准确解 Yc；

• 更新 Kc+1 = KUc←Yc
c 。

利用定义，这里的每步求解的子问题中 |S[i]| ≤ 1 均成立，从而是一个 SHKE 问题。根据假设，其存
在 O(L+ |I(j)| logL) 时间的算法，由此估算求解与组合的总复杂度不超过

k∑
j=1

b2O(L+ |I(j)| logL) = O(b2(kL+ logL)) = O(Lb2 logL)

由此，对每部分时间复杂度求和可知总时间复杂度的确达到了上节中 O(Lb2(b+ logL)) 的要求。

6 SHKE 求解

通过四步划分，我们终于将问题化归为了 SHKE 问题，也即规模为 1，每个 S[i] 至多一个元素的

HKE 问题。仍记
L1 = |{i ∈ [−L..L] | S[i] ̸= ∅}|

我们将直接写出其复杂度为 O(L+ L1 logL) 的算法，于是一步步回溯可得到整体的复杂度证明。

6.1 SMAWK 算法

为了构造出算法，一个非常重要的准备工作是由 Aggarwal、Klawe、Moran、Shor 与 Wilber 发
明的 SMAWK 算法。
考虑 m× n 矩阵 a ∈ Zm×n，且满足：

• 凸 Monge 性

∀1 ≤ i < i′ ≤ m, 1 ≤ j < j′ ≤ n, a[i, j] + a[i′, j′] ≥ a[i, j′] + a[i′, j]

• 反向下阶梯形

∀1 ≤ i ≤ i′ ≤ m, 1 ≤ j ≤ j′ ≤ n, a[i, j′] > −∞ =⇒ a[i′, j] > −∞
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则 SMAWK 算法可通过 O(n(1 + log⌈m/n⌉)) 的时间复杂度找到其每行的最大值所在位置 [定理 A.1]。
更严谨来说，可以利用定义验证一个反向下阶梯形的凸 Monge 矩阵满足凸完全单调性

∀1 ≤ i < i′ ≤ m, 1 ≤ j < j′ ≤ n, a[i, j] < a[i, j′] =⇒ a[i′, j] < a[i′, j′]

假设第 i 行最左侧的最大值位置为 a[i, ji]，由此性质可验证 ji 随 i 单调增。由此，SMAWK 算法的最
终输出为整数

1 = r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn+1 = m+ 1

使得

∀i ∈ [rj ..(rj+1 − 1)], ji = j

为介绍其作用，我们下面证明 2.3节提到的引理，其核心思路与 3.3节相似，由此可再次看出无松
弛条件的 HKE 问题与更新 DP 表等价。回顾其表述为，设 I ⊂ [n]，J ⊂ Ḡ 或 J ⊂ G 使得 I ∩ J = ∅，
且 suppW(J) = {w}。假设已知对所有 I ∪J-最优交换对 (A′, B′)均有 |W (A′)−W (B′)| ≤ L′，则可在

O(L+ L′ + |J |+ wmax logwmax) 的时间复杂度将一个 I-最优的长为 L 的 DP 表更新为一个 I ∪ J-最
优的长为 L′ 的 DP 表 [引理 2.7]。

不妨设 J ⊂ Ḡ，另一种情况相似证明即可。设 J 中物品按价值从大到小排序为 j1, . . . , j|J |，定义

Q(x) =


∑x

t=1 pjt x ∈ [0..|J |]

Q(|J |) x > |J |

由定义可发现其为满足 Q(0) = 0 的非负凹函数。更新 DP 表的过程可以改写为

q′[z] = max
x≥0

(
q[z − xw] +Q(x)

)
由条件事实上有上界 x ≤ (L+ L′)/w。

将其拆分为对每个模 w 同余类的最大和卷积问题，向量 a[i] 对应 q 中与 z 模 w 同余的分量，b[i]

对应 Q(0) 到 Q([(L+ L′)/w])。记

c[i, j] =

a[j] + b[i− j] j ≤ i

−∞ j > i

可由 Q 的凹性验证矩阵符合要求，于是直接对其应用 SMAWK 算法可由定义得到结果。
现在我们进行复杂度的分析。由于只要知道了 a、b，c 的每个元素即可以通过常数时间访问，因

此对每个同余类求解过程的总复杂度为 O((L+L′)/w+1)，于是乘同余类个数 w 得到用 SMAWK 算
法求解的总复杂度

O(L+ L′ + w)

较复杂的部分是对 Q 的预处理。利用位序的性质，只需考虑 j1 到 j2wmax 即必然能得到最优解，而利

用线性时间中位数算法可在 O(|J |) 时间找到它们，进一步在 O(wmax logwmax) 时间排序后得到最终

的总复杂度

O(L+ L′ + w) +O(|J |) +O(wmax logwmax)

合并即得结论。
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6.2 更新候选

利用 SMAWK 算法，我们也可以得到 SHKE 问题的一个快速算法，分为两部分实现。下设原问
题为 K = (U,Qw, S, q)。首先，我们将通过与 6.1 节完全类似的技巧初步更新候选。

定义行数充分大、列数为 5 的矩阵 p，初始有效行数为 0。下面所说的插入 (j; c, w, k, l) 是指，将

当前有效行数加 1，并把对应的行五个元素改为 j, r, w, k, l。

对每个 w ∈ [wmax] 与模 w 余数 c ∈ [0..(w − 1)] 进行如下操作：记 ≡w 代表模 w 同余，定义

I = {j ∈ [−L..L] | j ≡w c}

J = {j ∈ [−L..L] | w ∈ S[j], j ≡w c}

考虑矩阵 a ∈ ZI×J，其中

a[i, j] =

q[j] +Qw((i− j)/w) i ≥ j

0 i < j

由 Q 的凹性可对矩阵 a 应用 SMAWK 算法，对每个 j ∈ J，记

Pj = {i ∈ [−L..L] | ∀1 ≤ j′ < j ≤ j′′ ≤ |J |, a[i, j′] < a[i, j], a[i, j′′] ≤ a[i, j]}

即 Pj 中元素为使得 j 为第 i 行最左侧的最大值的 i。由 6.1 节中已介绍的性质，这样的 i 必然为 I

中的连续元素，也即事实上构成一个公差为 w 的等差数列。为使后续操作有意义，我们进行规范化

P̄j = Pj ∩ {i | i > j}，则规范化后其若非空，则仍构成一个等差数列，由模 w 余数为 c 可设 (这里
k ≤ l，且均为整数)

P̄j = {c+ kw, c+ (k + 1)w, . . . , c+ lw}

对非空的 P̄j，将 (j; c, w, k, l) 插入 p，作为候选。
这样的候选构造意义与 6.1 节中几乎是一致的，不同的是，由于有了松弛条件，原本需要在 ZI×I

上进行的 SMAWK 算法变为了在 ZI×J 上，这就大大降低了复杂度。上述算法中，虽然看似有三重循

环，但事实上只需对每个 S[j] 进行一次遍历 (时间复杂度 O(L))，在 S[j] 非空时取出 w、计算 r，进

行操作即可，于是实际需要的循环次数不超过 L1 次。这里 “不超过” 是由于不同的 j 可能对应相同的

w, r，我们只对不重复的 w, r 进行。下面考虑每次循环的时间复杂度。，利用 SMAWK算法的结论，输
出最大值所需时间为 (由 |I| ≤ (2L+ 1)/w + 1，|J | ≥ 1)

O(|J |(1 + log(|I|/|J |))) = O(|J |(1 + log(L/w))) = O(|J | logL)

而其他部分时间不会超过计算最大值，由此总时间复杂度

O(L) +
∑
|J |̸=∅

O(|J | logL)

由于最多有 L1 个 j 使得存在 w ∈ S[j]，且由不重复性同一个 j 不可能出现在两个不同的 J 中，因此∑
|J |̸=∅

|J | = L1

这就得到了更新候选部分的总时间复杂度为

O(L+ L1 logL)

另一方面，由于每个 j ∈ J 至多贡献一个 p 的行，我们可以知道 p 中至多被插入了 L1 个元素，

于是将行数设置为 L1 即可。此估算将在 6.3 节计算时间复杂度时使用。
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6.3 最终筛选

经过上一部分算法，我们得到了一个矩阵 p，里面记录着一系列等差数列。下面，构造 2L+ 1 个

“桶”
∀i ∈ [−L..L], bi ∈ ZL1×5

用于确定最终有效的候选，这里 bi 的第一个维度只需充分大即可，将所有 bi 的初始有效行数都设为

0，接下来所说的插入与 6.2 节含义相同。
首先，对每个 p 中的 (j; c, w, k, l)，将其插入桶 br+kw。接下来，对每个 i，初始化 x[i, w̃] 全为 0、

z[i] = i、r[i] = q[i]。若 bi 非空，计算其中所有 (j; c, w, k, l) 的

rj [i] = q[j] +Qw

(
i− j

w

)
并将最优的 j 记为 j∗，对应的元素为 (j∗; c∗, w∗, k∗, l∗)。

若 rj∗ [i] > r[i]，说明可以进行更新，新的 r[i] = rj [i]、z[i] = j，而 x[i, w] 当 w ̸= w∗ 时为 0，否
则为 i−j

w∗。此外，若 i+ w∗ ≤ c∗ + l∗w∗，可以产生新的候选，将 (j∗; c∗, w∗, k∗, l∗) 插入桶 bi+w∗。

在对 i ∈ [−L..L] 执行上述过程后，最终的 (x, z, r) 即为解。此过程的正确性分析事实上与 6.1 节
中证明的引理类似，加入松弛条件后只需要考虑更简单的情况，从而能进行最终的候选更新。为估算

复杂度，考虑所有桶中出现过的元素 (计重数) 个数。由于在开始时执行了至多 L1 次插入，之后对每

个 i 至多进行一次插入，最终的插入次数为 O(L + L1) = O(L)。而由于计算最优的 j 只需所有元素

遍历一次，需要的时间复杂度与总插入次数相同，为 O(L)。由此，第二部分的算法总复杂度为 O(L)，

最终复杂度

O(L1 logL) +O(L) = O(L+ L1 logL)

这就符合了我们对 SHKE 问题的复杂度要求。

7 总结与讨论

通过上面的层层划分与求解，我们最终得到了背包问题的一个 wmax 指数上已几乎为理论最优的

O(n+ w2
max log4wmax)

时间复杂度的算法。

这个过程看起来虽然繁琐，但其实十分优雅：每一步都在进行规模的削减，也化为了更加特殊的

子问题与求解。总体来说，最核心的思路仍然是动态规划，与进行了时空权衡的带提示集动态规划问

题，而基础算法也仍然是 SMAWK 算法。
最后，我们将讨论原论文可能的后续工作与优化方向：

• 第一步的问题分解中，求解 IW1-最优的 DP 表需要花费 O(n+ w2
max log4wmax)，而后续只需要

O(n + w2
max log1.5wmax)。若能进行更精细的划分以具有稍特殊一些的性质，或许能平衡这两部

分的复杂度，以降低总体复杂度。

• SHKE 问题的 O(L+L1 logL) 算法已经几乎最优了，因为无论如何 O(L) 的遍历时间是需要的，

而由于仍然存在不同更新方式的对比，O(L) 的算法也不太可能出现。不过，原论文并没有利用

决策空间与排除的方法进行更细致的理论分析以证明这件事，个人认为是可以证明的。
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• 对于一般的 HKE 问题，进行染色化归确实是一种较好的方式，但的确可能存在其他方法降低复
杂度——染色的过程事实上需要较高复杂度。因此，对其理论复杂度的分析与实际算法的进一步

开发都是需要的。对于 DP 表的研究远比对于 HDP 表的研究要丰富，因此想要更好求解 HKE
问题，也需要对 HDP 表的结构有进一步的刻画。

• 最后，HDP 表的引入也可以带来更多近似算法的设计。若我们允许一定的误差，可以存在近似
更新 HDP 表的过程，而其与 DP 表不同的权衡特性或许能设计出不同的近似算法。
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