
组合最优化算法 笔记

原生生物

* 邵嗣烘老师《组合最优化算法》课程笔记，练习解答见对应的作业文件。
* 对集合以绝对值符号表集合大小。
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一 背包问题

§1.1 组合优化绪论

§ 练习 (1.1)：描述 P 与 NP 问题。
组合优化：有限个对象集合 (可行解集，或所有可能解) 中找到最优的 (有清晰的数学表示)；该集合元素
数目巨大，往往随问题规模 (用某种编码方式输入问题所需要的存储空间) 指数提升，不可能遍历。
§ 练习 (1.2)：找三个组合优化问题 (NP 问题) 使用遍历法，记录规模与计算时间。
1960 年代：认为算法能被问题规模的多项式出发控制住，则称为有效。所有存在有效算法的问题可以称为
一类，即 P 类。
1970 年代，发现一些“最难”的问题，称为 NPC 问题，它们具有等价性：只要某一个存在有效算法，则
其他所有均存在有效算法。

* 目前为止，几乎任何组合优化问题 (NP 问题) 要么是 P 的，要么是 NPC 的，或不知道属于哪类。
组合优化主要讨论有效算法，也即讨论 P 问题，而计算复杂性理论会讨论 NPC 问题。
* 对 P 问题主要讨论最低复杂度的有效算法，而对 NPC 问题主要讨论有近似比保证的算法，两者共同目
标为避免穷举找到最好 (或较好) 的解。
下面以背包问题为例进行说明。

§1.2 背包问题精确解

任给 n 个物品 I1, . . . , In，每个物品 Ii 体积 si、价值 ci，要求 si、ci 为正整数。另有容积 S 的背包，需

要挑选物品集合 A，使得其中物品体积和不超过 S，且价值最高。

整数规划：考虑 xi 为 0-1 变量，为 1 代表放入，为 0 代表不放入，则问题变为 n 维 0-1 变量寻找可行的
最优解，输入为 2n+ 1 个正整数，输出为 n 位，进一步变为求 (下标默认为 1 到 n)：

max c(x⃗) =
∑
i

cixi

使得 ∑
i

sixi ≤ S, xi ∈ {0, 1}

用 opt 表示上述问题的最优值，并进一步假定 si ≤ S 均成立，则至少有 opt ≥ ci 均成立。

精确算法 [动态规划]
对编号集合 A，令 sA 表示其中物品体积和，cA 表示价值和。定义二元组 (i, j)，其中 i 为 1 到 n，j 为 0
到

∑
i ci 间的整数。

若存在 A ⊂ [1, i] 使得 cA = j 且 sA ≤ S，则定义 c(i, j) 为使 sA 最小的 A，否则认为 c(i, j) 为 nil，由此
有

opt = max
c(n,j) ̸=nil

j

初始化：c(1, j) 当且仅当 j = 0 时为 ∅，j = c1 时为 {1}，否则为 nil。
循环计算：对 i 从 2 到 n、j 从 0 到

∑
i ci，若

c(i− 1, j − ci) ̸= nil

Sc(i−1,j−ci) ≤ S − si

且 c(i− 1, j) = nil 或非空时 Sc(i−1,j) > Sc(i−1,j−ci) + si，则 c(i, j) = c(i− 1, j − ci) ∪ {i}，否则 c(i, j) =

c(i− 1, j)。

§ 练习 (1.3)：证明此算法可以求出最优结果。
问题：复杂度为 O(n3M)，其中 M 为 ci 中最大值，其为伪多项式时间算法，与输出内容有关。
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§1.3 性能比与贪婪算法

近似算法 [贪婪算法]
考虑价容比 ci/si，按大小递减排列，不妨设编号小的价容比更大，则直接按照从 1 到 n 的顺序放入 A。

若能全部放入则直接输出。否则设第 k + 1 个加入时体积超过 S，输出可行选择

cG = max
{ k∑

i=1

ck, ck+1

}
* 只需要 O(n lnn) 复杂度，远比精确算法快。贪婪算法可行的原因：模型可以排列出某种单调性结构。
* 这门课研究的主题是有理论保障的近似算法，此处性能比即为所需的理论保障 [近似算法主要指最优值
接近，可能与最优解相差甚远]。
* 并非所有离散算法中都存在可以满足需求的近似解，有时必须寻找最优解，例如密码学中，也不在这门
课讨论的范畴内。

性能比：opt < 2cG，意味着结果不会太差。

• 证明：
若能全部放入则 opt = cG，得证。否则，至少有

opt ≥
k∑

i=1

ci

考虑松弛后的连续线性规划问题，求

max c(x⃗) =
∑
i

cixi

使得 ∑
i

sixi ≤ S, xi ∈ [0, 1]

求出最优值 ĉ (见下方练习) 后，由定义有 opt ≤ ĉ，直接计算可知 (不等号由无法放入第 k + 1 个即

得)

ĉ =
k∑

i=1

ci + ck+1

S −
∑k

i=1 si
sk+1

<
k∑

i=1

ci + ck+1

由此即有 ĉ < 2cG，从而 opt < 2cG，得证。

§ 练习 (1.4)：证明上述线性规划问题最优解为

xj =


1 j = 1, . . . , k

1
sk+1

(
S −

∑k
i=1 si

)
j = k + 1

0 j > k + 1

* 希望进一步提升性能比 (即希望比 2 更小的倍数)。
想法：按价值分组之后再按贪婪方法选择。

将物品按照价值阈值 α 分为两组，价值不超过 α 的物品集合记为 Aα，其余为价值大于 α 的物品，记为

Bα。

为总价值大，应尽量多选出价值大于 α 的物品，而最优解中最多能选择 opt
α

≤ 2cG
α
个 Bα 中的物品。

§1.4 更好的近似算法

分组贪婪

做法：对某 α，先利用贪婪找到 cG，并分出 Aα、Bα，设 |Aα| = m，且按照价容比排序，计算出 ε = α
cG
。
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对满足 |I| ≤ 2/ε 的集合 I ⊂ {m+ 1, . . . , n}，若
∑

i∈I si > S 则置 c(I) 为 0，否则记 c0(I) 为将体积去除

S −
∑

i∈I si 后对 Aα 应用贪婪算法得到的结果，记

c(I) = c0(I) +
∑
i∈I

ci

对所有 I 取最大值作为此算法最优结果 cGG。

* 分析可知计算代价最高的步骤为遍历过程，也即 O(n1+ε/2)。

性能比：opt ≤ (1 + ε)cGG。

• 证明：
设最优解包含编号集合为 I∗，设 Ī = I∗ ∩Aα，则根据之前分析可知 |Ī| ≤ 2

ε
，且满足 (右侧因 Aα 中

所有物品价值不超过 α)
C(Ī) ≤ opt ≤ C(Ī) + α

而 cGG ≥ C(Ī)，于是即得

opt ≤ cGG + εcG

只需证明 cGG ≥ cG 即得结论，而通过考虑 cG 中选择的 Aα 中物品集合 IG，则 |IG| ≤ cG
α
，于是 IG

被遍历了，从而 cG = C(ĪG) ≤ cGG，得证。

另一种近似思路：权衡算法 [复杂度出发改进]。
设 M = maxi ci，并令 c′k = ⌊nck(1+h)

M
⌋，这里 h 为某给定正整数。考虑价值变为 c′k 后，用精确法求解最

优解，利用精确算法复杂度可知其复杂度为 O(n4h)，记此最优解对应的原问题结果为 cGGG。

性能比：opt ≤
(
1 + 1

h

)
cGGG。

§ 练习 (2.1)：证明权衡算法的性能比结论。

§1.5 背包问题等价形式

* 组合问题一般都有三种形式：整数规划形式、判定形式与图形式。
背包问题判定形式：任给 2n+2个正整数 S、s1, . . . , sn、c1, . . . , cn 与 K，判定是否存在 x1, . . . , xn ∈ [0, 1]

使得
n∑

i=1

xisi ≤ S,
n∑

i=1

xici ≥ K

§ 练习 (2.2)：证明背包问题存在有效算法，当且仅当其判定形式存在有效算法。

背包问题图形式：构造网格所有顶点为 (i, j)，其中 0 ≤ i ≤ n+ 1，0 ≤ j ≤ S。

当 i < n 时，连接 (i− 1, j) → (i, k) 当且仅当 j = k，此时边权为 0；或 k = j + si，此时边权为 −ci。

当 i = n 时，将所有 (n, j) 连接至 (n+ 1, S)，边权为 0。
等价性：从 (0, 0) 到 (n+ 1, S) 的最短路径即对应背包问题最优解的相反数。

§ 练习 (2.3)：验证图形式的等价性结论。
* 非负权重最短路为 P 问题，但可能为负时为 NPC 问题。不过，由于此图为无环图，事实上仍然为 P 问
题，但由于出现了 S，算法事实上是伪多项式时间的。

二 最短路径问题

§2.1 定义与基础版本

基本定义



二 最短路径问题 5

考虑有向图 D = (V,A)，其中 V 为顶点集，A 为边集，每边可写为 (u, v) 或 u → v。

途 [walk]：顶点、边相间的序列 (v0, a1, v1, a2, v2, . . . , am, vm)，其中 ai 为 vi−1 → vi 的边 (m 可以等于 0)。
路 [pass]：顶点不重复的途。
长度：给定每边 a 的权 l(a)，途/路的长度定义为

∑
i l(ai)。

s-t 图：固定某两点为源点 s 与汇点 t 后的图。

最短路问题-基础版本
假设所有边权均为 1，求 s 为起点 t 为终点的最短 (长度最小) 路，定义长度为 s 与 t 间的距离，若不存

在这样的路则称距离为 ∞。
广度优先遍历：记 Vi 为到 s 距离为 i 的节点集合，通过

Vi+1 =

{
v ∈ V \

i⋃
k=0

Vi

∣∣∣∣ ∃u ∈ Vi, (u, v) ∈ A

}
由 V0 = {s} 开始遍历，直到找到 Vi+1 = ∅，可找到最短路径，且为多项式量级。
s-t 割：称 A′ ⊂ A 为 s-t 割，若存 U ⊂ V 使得 s ∈ U, t /∈ U，且 A′ 为所有以 U 为起点，U 外的点为终

点的边的集合 (可记为 δout(U))。
§ 练习 (2.4)：证明基础版本最短路问题的最优值等于不相交 s-t 割的最大个数。

§2.2 一般情况

最短路问题-正权版本
若所有边权均为正，则可以通过 O(|V |2) 量级的算法得到 s 为起点 t 为终点的最短路。

Dijkstra 最短路径算法：

1. 取 U，f(s) = 0，其余点处 f(s) = ∞。

2. 令 u 为满足 f(u) 最低的 u；

3. 对每条边 a = (u, v) ∈ A，若 f(v) > f(u) + l(a)，则 f(v) = f(u) + l(a)；

4. 从 U 中去除 u，回到第二步，直到 U 为空集或其中所有点 f(u) = ∞。

命题：这样的迭代给出的 f(v) 即为 v 到 s 距离。

• 证明：
记实际距离为 d(v)，根据计算过程可发现 f(v) ≥ d(v)，只需证明 v ∈ V \U 时一直有 f(v) = d(v) 即

可。

利用归纳，只要证明每步去除的 u 满足 f(u) = d(u) 即可。若否，考虑实际最短路中 U 中节点最小

下标 i，可发现 s 到 vi 的路径长度已经 ≥ f(u)，矛盾。

* 对稠密图，上述复杂度可以接受，但对稀疏图 (|E| ≪ |V |2)，希望有更快算法。
优化：考虑到主要复杂度在于求解最小顶点，算法可以达到 O((|E|+ |V |) log |V |) 量级。
§ 练习 (2.5)：利用合适的数据结构构造 O((|E|+ |V |) log |V |) 复杂度的正权最短路径算法。

最短路问题-无负环版本
若边权可以为负，一般无 P 算法，但不存在负长度 [所有边权和为负] 的有向环时，存在 P 算法。
* 满足上述条件的有向环，若存在 s-t 途，则最短 s-t 路存在。
• 证明：

由于不存在负长度有向环，有重复顶点时一定长度超过无重复顶点时，由此考虑所有途中长度最短

的即为最短路。

§ 练习 (2.6)：构造无负环最短路的 Bellman-Ford 算法并证明其正确性。
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§2.3 优化问题算法设计概述

考虑可行域 Ω 上函数 f(x) = f(x1, . . . , xn) 的最小/最大值问题，其取值范围离散。
若原问题难以处理 [可由图灵机严谨定义]，设计近似算法一般分为三步：

1. 将原始问题输入参数、目标函数或可行域作一定扰动 [实质上是更换问题，如背包问题时将离散取值
修改为连续取值]，得到容易处理的问题。

2. 设计求解新问题的有精度 [性能比] 保证的算法。若所得解不是原问题的可行解，需要处理为某个接
近的可行解。

3. 估计性能并得到保证。以值域为正的最小值问题为例，假设 f(x∗) 为 f(x) 在 Ω 中的最优值，对应最

优解 x∗，在第一步中讲可行域限制到子集 Γ 上，且限制后的最优解为 y∗，可认为 y∗ 是 x∗ 的近似。

对 x∗ 作一定变换成为 Γ 上的元素 y，则有

f(y∗)

f(x∗)
≤ f(y)

f(x∗)

得到性能比的一个上界。

三 贪婪算法

§3.1 相关定义

贪婪算法一般流程：

1. 定义可能解集 [一般比可行域更大] 上的势函数 f；

* 这里假定可能解集是一些集合的集合。

2. 从 A = ∅ 开始，每次添加元素 x0，使得 f(A ∪ {x0}) 为所有 A ∪ {x} 中的最优。

3. 当 f(A) 不能再改变时停止。

边际效应：随着 A 中元素越来越多，增加单个元素带来的势函数增量在减小 [数学上称为次模性质]。
* 问题：如何刻画 A 不断增加元素的过程？

独立系统 [世袭系统]：考虑元素个数有限的底集 E，其子集族 I 构成独立系统，若对任何 I ∈ I，有
I ′ ⊂ I ⇒∈ I。并称其中元素为独立集。
* 如图上无环子集构成的子集族。
基：个数最多的独立子集。

环：个数最少的依赖集 [不独立的集合]。
秩：独立集的最大元素个数。

最大独立子集问题：设非负函数 c : E → R+，记

c(I) =
∑
e∈I

c(e)

任给独立系统 (E, I) 与权函数 c，求 maxI∈I c(I)。

通过最大独立子集设计贪婪算法：

• 最长哈密顿圈问题：对某完全图，给定每边正整数权值，求权值最大的哈密顿圈。
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• 转化为最大独立子集问题。E 为完全图边集，I 为 E 的某子集，其或构成哈密顿圈，或为若干不相

交路的并，c 即为边权。

• 贪婪算法：势函数 f 即为此处的 c(I)。将所有边按权值从大到小排序，从 A = ∅ 开始，每次选出
c(x) 最大的满足 A ∪ {x} ⊂ I 的 x 加入，直到无法加入。

设这样选出的边为 IG，真实最优哈密顿圈为 I∗。

性能比：

1 ≤ c(I∗)

c(IG)
≤ max

F⊂E

v(F )

u(F )

这里 u(F ) 为 F 的极大独立子集 (不存在真包含它的独立子集) 的个数最小值，v(F ) 为 F 的独立子集个

数最大值 (利用定义等价于极大独立子集个数最大值)。将不等号最右端记为 ρ，其只依赖独立系统，与权

函数无关。

• 证明：
不妨设 c(e1) ≥ c(e2) ≥ · · · ≥ c(en)，记 Ei 为 E 中前 i 条边构成的集合，则 Ei ∩ IG 一定是 Ei 的极

大独立子集，否则能添入的边一定会被贪婪算法选到，矛盾。从而有 |Ei ∩ IG| ≥ u(Ei)。

另一方面，由 I∗ 为极大独立子集，Ei ∩ I∗ 也应为 Ei 的独立子集，从而 |Ei ∩ I∗| ≤ v(Ei)。

注意到，当 ei ∈ IG 时 |Ei ∩ IG| − |Ei−1 ∩ IG| = 1，否则为 0，因此 c(IG) 为

c(e1)|E1 ∩ IG|+
n∑

i=2

ei(|E2 ∩ IG| − |Ei−1 ∩ IG|) =
n−1∑
i=1

|Ei ∩ IG|(c(ei)− c(ei+1)) + |En ∩ IG|c(en)

同理

c(I∗) =
n−1∑
i=1

|Ei ∩ I∗|(c(ei)− c(ei+1)) + |En ∩ I∗|c(en)

由于已经假设了 c(ei) ≥ c(ei+1)，且 c(en) ≥ 0，有

c(I∗) ≤
n−1∑
i=1

v(Ei)(c(ei)− c(ei+1)) + v(En)c(en) ≤
n−1∑
i=1

ρu(Ei)(c(ei)− c(ei+1)) + ρu(En)c(en)

而右侧即不超过 ρc(IG)。

上述证明对任何最大独立子集问题的非负权函数贪婪算法均成立。事实上，最长哈密顿圈问题中必然有

ρ ≤ 2，从而性能比可以控制。

• 证明：
利用 u, v 定义，只需证明若 I, J 为 F 的两个极大独立子集，则 |J | ≤ 2|I|。
若 F 中有哈密顿圈，或无哈密顿圈但有哈密顿路，则由定义则已经相等，同为顶点数/顶点数减一。
记 Vi 为 I 中度数为 i 的顶点集合，则 i 只能为 1,2，V1 为端点集合，V2 为中间点集合，于是

|I| = |V2|+
1

2
|V1|

由于 I 为 F 的极大独立子集，F 中每条边或至少有一个端点在 V2 中，或连接 I 中同一条路的两个

端点。

记 J2 ⊂ J 为满足至少有一个端点在 V2 中的边集合，J1 = J\J2，利用 J 为极大独立集合，J2 最多

只有两条边与 V2 中的每一个顶点相连，因此 |J2| ≤ 2|V2|。另一方面，J1 中每条边最多与 V1 中两个

端点相连，于是 |J1| ≤ 1
2
|V1|，由此求和可知

|J | = |J1|+ |J2| ≤
1

2
|V1|+ 2|V2| ≤ 2|I|

§ 练习 (3.1)：将最长有向哈密顿路问题转化为最大独立子集问题，并对应定义贪婪算法，计算性能比。
§ 练习 (3.2)：设 (E, I) 是一个独立系统，且假设 E 的所有极大独立集都含有 k 个元素。考虑非负权函数

c，仍类似前文定义 ρ，并考虑权和最小的极大独立子集问题，设真实最优解 I ′，对应的贪婪算法选出的集

合为 IG，证明

c(I ′) ≤ c(IG) ≤
1

ρ
c(I ′) +

ρ− 1

ρ
kM, M = max

e
c(e)
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§3.2 拟阵

对于任何独立系统，都可以定义相应的 ρ，ρ = 1 时的独立系统称为拟阵。根据定义即可知拟阵等价于其

任何子集的极大独立子集个数均相等。

* 上节所说的图上无环子集构成的子集族事实上构成拟阵，称为图拟阵。若图连通，则拟阵的基为图的生
成树，结点个数 |V | − 1。

§ 练习 (3.3)：验证图拟阵构成拟阵。
* 有限向量组的线性无关组构成拟阵，称为线性拟阵。
利用拟阵的定义，若权函数非负，贪婪算法可以给出最大独立子集问题的最优解 (设计方法类似最长哈密
顿圈问题中)。
反之，只要独立系统不为拟阵，对某个权函数，贪婪算法无法给出最优解。

• 证明：
存在子集合 F ⊂ E 使得 F 有两个大小不同的极大独立子集 I、I ′，不妨设 |I| > |I ′|，由此可定义如
下的非负权函数

c(e) =


1 + ε e ∈ I ′

1 e ∈ I\I ′

0 e ∈ E\(I ∩ I ′)

且 0 < ε < 1
|I′|。进一步计算即得贪婪算法会取出 I ′，但 c(I) > c(I ′)，并非最优解。

若 E 的子集族 I 构成独立系统，则 E 上存在 k 个拟阵 G1, . . . ,Gk，使得

I =
k⋂

i=1

Gi

• 证明：
记 c1, . . . , ck 是 I 的全部极小相关集 (也即极小的非独立子集的集合)，下面构造对应的 G1, . . . ,Gk。

对每个 i = 1, . . . , k 定义

Gi = {F ⊂ E | ci ̸⊂ F}

利用它们为全部极小相关集可验证 Gi 为独立系统且交为 G，只需证明 Gi 为拟阵。

考虑 Gi 中，对任何 F ⊂ E，若 c1 ̸⊂ F，则 F 自身 (且只有自身) 为极大独立子集，否则，其每一个
极大独立子集为去掉 ci 中任一个元素，由此个数均为 |F | − 1。

§ 练习 (3.4)：验证证明中构造的 Gi 为独立系统，且交为 G。
反之，设 I = ∩k

i=1Gi，且 Gi 为拟阵，则 I 为独立系统，且 ρ ≤ k。

• 证明：
可验证独立系统的交仍为独立系统，从而得证其为独立系统。

对任何 E 的子集 F，只需证明 v(F ) ≤ ku(F )，也即 F 的两个极大独立子集 I, J 大小至多相差 k 倍

(|J | ≤ k|I|)。
设 Ii 为 Gi 中 I ∪ J 的极大独立子集，且其包含 I (考虑从 Gi 的独立子集 I 开始添加元素，直到极

大)。任给元素 e ∈ J\I，下证其最多出现在 k − 1 个 Ii\I 中。若否，其出现在全部 k 个 Ii 中，则

e ∪ {I} 为 G 的独立子集，与 I 的极大性矛盾。

由此即得
k∑

i=1

|Ii| − k|I| =
k∑

i=1

|Ii\I| ≤ (k − 1)|J\I| ≤ (k − 1)|J |

同理构造 Ji 可知 (等号利用了拟阵的性质)

k|J | ≤
k∑

i=1

|Ji| =
k∑

i=1

|Ii| ≤ k|I|+ (k − 1)|J |
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从而得证。

* 最大三维匹配问题：任给三个不相交的集合 X,Y, Z，给定 X ×Y ×Z 上的非负权函数 c，求 X ×Y ×Z

的一个子集，使得任意两三元组无共同元素，且三元组权和最大。

给定拟阵 (E,G)，对任何 A ⊂ E，定义 A 的秩 r(A) 为其中极大独立子集的最大个数。

§3.3 次模函数

次模函数：函数 f : 2E → R (或要求值域非负) 满足对 E 任意两子集 A,B 有

f(A ∪B) + f(A ∩B) ≤ f(A) + f(B)

§ 练习 (3.5)：证明 r(A) 是次模函数。

* 直接定义 f(A) = |A| 可发现其也为次模函数。
单调增函数：满足 A ⊂ B 时 f(A) ≤ f(B) 的函数 f : 2E → R。
边际效应：对 2E 上的次模函数 f，则对任何 A,C ⊂ E，有

∆Cf(A) ≤
∑
x∈C

∆xf(A), ∆Cf(A) = f(A ∪ C)− f(A), ∆xf(A) = f(A ∪ {x})− f(A)

• 证明：
引理：f 为次模函数等价于对任何 A ⊂ B ⊂ E, x /∈ B 有

∆xf(A) ≥ ∆xf(B)

左推右：上式即为 f(A ∪ {x})− f(A) ≥ f(B ∪ {x})− f(B)，而

B ∪ {x} = (A ∪ {x}) ∪B, A = (A ∪ {x}) ∩B

从而由次模函数定义得证。

右推左：从 ∆xf(A) ≥ ∆xf(B) 可以归纳得到对任何 C ∩B = ∅ 有 ∆Cf(A) ≥ ∆Cf(B)，也即

f(A ∪ C)− f(A) ≥ f(B ∪ C)− f(B)

对任何集合 D,E 考虑

A = D ∩ E, B = E, C = D\E

即可发现

f(D) + f(E) ≥ f(D ∪ E) + f(D ∩ E)

原命题证明：由于交集部分不影响可不妨设 A ∩ C = ∅。设 C = {x1, . . . , xn}，则利用引理可知

∆Cf(A) =
n∑

i=1

∆xi
f(A ∪ {x1, . . . , xi−1}) ≥

n∑
i=1

∆xi
f(A)

从而得证。

最小集合覆盖

任给集合 S 与 S 的子集构成的子集族 C，满足其中所有子集并为 c，求 C 中个数最少的并为 S 的子集。

对 C 的一个子集族，定义函数
f(A) =

∣∣∣∣ ⋃
A∈A

A

∣∣∣∣
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由于 f(A) + f(B)− f(A∪ B) 表示既在 ∪A∈AA 中又在 ∪B∈BB 中的元素个数，由此利用定义其为次模函

数，

贪婪算法构造：输入 S 与 C，初始化 A = ∅，只要 f(A) < |S|，选取 C ∈ C 使得 ∆Cf(A) 最大，并加入

A，在 f(A) = |S| 时输出。
性能比：若上述算法选出的集合个数为 g，真实最优中元素个数为 m，设 γ 为 C 中最大子集的元素个数，
则

1 ≤ g

m
≤ 1 + ln γ

• 证明：
设 AG = {A1, . . . , Ag} 为贪婪法给出的解，且按照选出顺序排列，也即 Ai+1 可以覆盖最多未被 Ai

覆盖的元素，将后者构成的集合记为 Ui，，并记 Ai = {A1, . . . , Ai}，则 |Ui| = |S| − f(Ai)。

设最优解为 A∗ = {C1, . . . , Cm}。由于 Ui 一定可被最优解覆盖，一定存在 Cj 至少覆盖了 Ui 中
|S|−f(Ai)

m
个元素。

由此，利用定义可知

f(Ai+1)− f(Ai) ≥
|S| − f(Ai)

m

也即

|S| − f(Ai+1) ≤ (|S| − f(Ai))

(
1− 1

m

)
利用 e 的定义归纳得

|Ui| ≤ |S|e−i/m

由于 |Ui| 从 |S| 递减到 0，一定存在 i0 ≤ g 使得 |Ui0+1| < m ≤ |Ui0 |，之后最多迭代 m− 1 次，由此

g ≤ i0 +m ≤ m

(
1 + ln |S|

m

)
≤ m(1 + ln γ)

* 事实上 f(Ai+1)− f(Ai) 的估算可以由次模性推出，规避更具体的抽屉原理运用。• 证明：
利用贪婪算法定义可知

f(Ai+1)− f(Ai) = ∆Ai+1
f(Ai) ≥ ∆Cj

f(Ai)

对 j 求和即得

m
(
f(Ai+1)− f(Ai)

)
≥

m∑
j=1

∆Cj
f(Ai)

而

|S| − f(Ai) = f(Ai ∪ A∗)− f(Ai) =

m∑
j=1

∆Cj
f(Ai ∪ A∗

j−1)

再通过次模性可得成立。

最小次模覆盖：给定 E，定义 2E 上单调增非负正规 (即 f(∅) = 0) 次模函数 f，求

min c(A) =
∑
x∈A

c(x)

这里 A ∈ Ωf = {A ⊂ E | ∀x ∈ E,∆xf(A) = 0}。
§ 练习 (4.1)：给出能化为最小次模覆盖问题的实例，并结合实例解释下方性能比结论的含义。
贪婪算法构造：只要存在 x ∈ E 使得 ∆xf(A) > 0，就选取 ∆xf(A)

c(x)
最大的 x，并置 A = A ∪ {x}。

性能比：

c(AG)

c(A∗)
≤ H(γ), γ = max

x∈E
f({x}), H(t) =

t∑
i=1

1

i
≤ 1 + ln t

• 证明：
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引理：f 为单调增次模函数的充要条件为

∀A ⊂ B ⊂ E, ∀x ∈ E, ∆xf(A) ≥ ∆xf(B)

引理证明：考虑一个一个添入元素可知单调增等价于

∀A ⊂ E, ∀x ∈ E, ∆xf(A) ≥ 0

由此结合次模函数的等价定义 (见之前证明中引理) 即得证。

引理 2：f 为单调增次模函数，则

Ωf = {A ⊂ E | f(A) = f(E)}

证明：留作习题。

命题证明：记

A∗ = {y1, . . . , yh}, ri = ∆xi
f(Ai−1), ζy,i = ∆yf(Ai−1), ζy,k+1 = ∆yf(AG) = 0

定义 A∗ 上的权函数 w，希望将 AG 的权分配给 A∗ 中元素，且其中每个 y 得到的权不超过 H(γ)c(y)，

也即想要

c(AG) ≤
∑
y∈A∗

w(y), w(y) ≤ c(y)H(γ)

将上方条件称为第一式与第二式，我们验证如下的定义符合要求：

w(y) =
k∑

i=1

(ζy,i − ζy,i+1)
c(xi)

γi

利用次模性与正规性计算可发现∑
y∈A∗

k∑
i=1

(ζy,i − ζy,i+1) =
∑
y∈A∗

f({y}) ≥
n∑

j=1

∆yj
f(A∗

j−1) = f(A∗) = f(AG) =
k∑

i=1

ri

第一式：配凑得

w(y) =
c(x1)

r1
ζy,1 +

k∑
i=2

(
c(xi)

ri
− c(xi−1)

ri−1

)
ζy,i

c(AG) =
k∑

i=1

( k∑
j=i

rj −
k∑

j=i+1

rj

)
c(xi)

ri
=

c(x1)

r1

k∑
j=1

rj +
k∑

i=2

(
c(xi)

ri
− c(xi−1)

ri−1

) k∑
j=i

rj

因此只需证
k∑

j=i

rj ≤
∑
y∈A∗

ζy,i

而左侧为

f(AG)− f(Ai−1) = f(A∗)− f(Ai−1) = f(A∗ ∪Ai−1)− f(Ai−1) = ∆A∗(Ai−1) ≤
∑
y∈Ak

∆yf(Ai−1)

从而得证。

第二式：对 ζy,i 进行讨论。若其大于 0，利用贪婪算法定义可知

c(xi)

ri
≤ c(y)

ζy,i
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再由定义可知 ζy,i ≥ ζy,i+1，于是可记 ly 为使得 ζy,i > 0 的最大 i，有

w(y) =

ly∑
i=1

(ζy,i − ζy,i+1)
c(xi)

ri
≤

ly∑
i=1

(ζy,i − ζy,i+1)
c(y)

ζy,i

利用放缩可估算出前方系数不超过 H(f({y})) ≤ c(y)H(γ)。

* 这里的证明思路为微调法，通过权重分配估计出结果。
§ 练习 (4.2)：证明 f 为单调增次模函数时

Ωf = {A ⊂ E | f(A) = f(E)}

* 练习 (4.3) 见附录。
* 记 AG = {x1, . . . , xk}，A0 = ∅，Ai = {x1, . . . , xi}，若对每个 i = 1, . . . , k 有 ∆xi

f(Ai−1) ≥ c(xi)，则

c(AG) ≤
(
1 + ln f(A∗)

c(A∗)

)
c(A∗)

• 证明：
仍设 A∗ = {y1, . . . , yh}，记 ai = f(A∗)− f(Ai)，且 a0 = f(A∗)，则有

∆xi
f(Ai−1) = ai−1 − ai

由选择 xj 时的策略并放缩可得

aj−1 − aj
c(xj)

≥ max
1≤i≤h

∆yi
f(Aj−1)

c(yi)
≥

∑h
i=1 ∆yi

f(Aj−1)

c(A∗)
≥ ∆A∗f(Aj−1)

c(A∗)
=

f(A∗)− f(Aj−1)

c(A∗)

倒数第二个等号是由于真解在 Ωf 中。由于分母即为 aj−1，整理即得对任何 j = 1, . . . , k 有

aj ≤ aj−1

(
1− c(xj)

c(A∗)

)
另一方面，对 a0，利用假设有

a0 = f(A∗) = f(Ak) ≥
k∑

i=1

c(xi) = c(Ak) ≥ c(A∗)

且 ak = 0，

由于 f 单调增，ai 单调减，由此一定存在某个非负整数 r ≤ k 使得

ar+1 < c(A∗) ≤ ar

而通过之前的估算可知
ar − ar+1

c(Ar+1)
≥ ar

c(A∗)

为了结合以上两式，设 a′′ = ar − c(A∗) ≥ 0、a′ = c(A∗)− ar+1 > 0，且将 c(Ar+1) 拆分成 c′ 与 c′′

的和，使得 c′a′′ = a′c′′ (即比例相同)，则有

a′

c′
=

ar − ar+1

c(Ar+1)
≥ ar

c(A∗)

于是再利用 c′ = c(Ar+1)− c′′ 可计算得放缩

c(A∗) = ar+1 + a′ ≤ ar

(
1− c′′

c(A∗)

)
进一步，反复利用之前估算放缩 ar 可知

c(A∗) ≤ a0

r∏
i=1

(
1− c(x1)

c(A∗)

)(
1− c′′

c(A∗)

)
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再由 1 + x ≤ ex 可知
c(A∗)

a0
≤ exp

(
−

c′′ +
∑r

i=1 c(xi)

c(A∗)

)
取 ln 即

c′′ +
r∑

i=1

c(xi) ≤ c(A∗) ln a0
c(A∗)

而
k∑

i=r+2

c(xi) ≤
k∑

i=r+2

∆xi
f(Ai−1) = ar+1

将上两式的左侧求和加 c′，并将 c′ 放大为 a′ (利用之前得到的估计与 ar ≥ c(A∗))，即可得到最终估
算

c(Ak) ≤ c(A∗) ln a0
c(A∗)

+ a′ + ar+1

这就是结论。

§3.4 最大割问题

最大割问题：对无向无权图 G = (V,E)，对于 A,B ⊂ V，用 E(A,B) 表示所有连接 A,B 中顶点的边集，

最大割即为要找

max
A⊂V

|E(A,Ac)|

* 利用蒙特卡洛方法可以做到期望意义下近似比 αGW ≈ 0.878。

§ 练习 (4.4)：设计近似比 ≥ 1/2 的最大割贪婪算法。

另一个近似比：αT ≈ 0.531，人类历史上第一个大于 0.5 下界的最大割贪婪算法，称为递归谱分解。
思路：给图上的顶点赋予 {−1, 0, 1}中的取值以逐步确定 (某种松弛想法)，总体想法即，给定每点处 −1, 0, 1

中的某个值，记 G0 = G，以某种规则定义 G 上每个顶点的取值，L1、U1、R1 表示 G0 中取值为 −1, 0, 1

的顶点集合，取 G1 = G0[U1] 代表 U1 在 G 上的诱导子图 (只保留 U1 中的顶点与连接 U1 两点的边)，并
重新按规则定义取值、作分解，直到某次分解后不再存在 UN，设此次对应的为 GN−1，其分解出 LN 与

RN。

从后往前，得到全图划分为一系列的顶点子集

(LN , RN ), (LN−1, RN−1), . . . , (L1, R1)

我们只需要定义合适的划分规则与拼合规则即可。

• 拼合规则
希望每次拼出来的是 GN 中的较大割。

记第 t 轮中

Ct = |E(Lt, Rt)|, Xt = |E(Lt ∪Rt, Ut)|, Mt = Ct +Xt + |E(Lt, Lt)|+ |E(Rt, Rt)|

这里 Mt 即为总边数。

第一步，考虑 GN−1 的分割，有 (LN−1 ∪ LN , RN−1 ∪ RN ) 与 (RN−1 ∪ LN , LN−1 ∪ RN ) 两种备选，

前者的割值为

CN + CN−1 + |E(LN , RN−1)|+ |E(LN−1, RN )|

后者为

CN + CN−1 + |E(LN , LN−1)|+ |E(RN−1, RN )|

而又注意到

XN−1 = |E(LN , RN−1)|+ |E(LN−1, RN )|+ |E(LN , LN−1)|+ |E(RN , RN−1)|
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由此选取较大的结果必然满足割值至少为

CN + CN−1 +
1

2
XN−1

不断重复上述方法合并可以得到最终的两分割。

* 由此，只要分的某一步
Ct +

1

2
Xt ≤

1

2
Mt

新产生的割值过小，可直接采用近似比 1/2 的贪婪算法，会有更好的效果。

• 划分规则
0.531 近似比对应方案：每步最大化

Ct

Mt −Xt/2

0.614 近似比对应方案：每步最大化
Ct +Xt/2

Mt

* 后者更符合之前的割值估算，而事实上计算有

1 ≥ Ct +Xt/2

Mt

≥ Ct

Mt −Xt/2

这也是后者相较前者更好的原因。

前者的理由：计算可发现
Ct

Mt −Xt/2
=

2|E(Lt, Rt)|
vol(Lt ∪Rt)

这里 vol 指度数之和，也即其在选择

max
{
2|E(A,B)|
vol(A ∪B)

, A ∩B = ∅, vol(A ∪B) ̸= 0

}
* 相当于寻找某个子图中的最大割，称为对偶 Cheeger 问题。虽然直接求解此问题比最大割问题更
难，但其更易于估算。

针对图 G 中的对偶 Cheeger 问题，将其写为三值向量形式，也即找

max
{
1−

∑
{i,j}∈E |yi + yj |∑

i∈V di|yi|
, y⃗ ∈ {−1, 0, 1}n,

∑
i∈V

di|yi| ̸= 0

}
§ 练习 (4.5)：验证对偶 Cheeger 问题可以等价为三值向量形式。
将其写成

min
{∑

{i,j}∈E |yi + yj |∑
i∈V di|yi|

, y⃗ ∈ {−1, 0, 1}n,
∑
i∈V

di|yi| ̸= 0

}
只需对此问题进行近似算法设计即可。

* 不妨假设所有点的度数均非零 (否则其不会在此问题中有影响)，这样 y⃗ 只要所有分量不全为 0 即
可。

为进行近似比分析，设 GN = G[Ut] = (Vt, Et)，并记 ρt = |Et|/|E|，其应随 t 单调下降，且 ρ0 = 1，记

ρN = 0。可发现根据定义有

Mt = (ρt − ρt+1)|E|

设并图的最大割值为 (最大割一定超过原图一半的证明见贪婪算法)

(1− ε)|E|, ε ∈
(
0,

1

2

)

待解决问题：给出三值向量化后的对偶 Cheeger 问题的近似算法。
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思路：谱方法 [Spectral]，从比较好的连续解 x⃗ 产生离散解 y⃗，并保证近似比 (这里 r 为 ε 某函数)∑
{i,j}∈E |yi + yj |∑

i∈V di|yi|
≤ r(ε)

连续解构造：取 x⃗ 为图的 Laplace 矩阵 L = D −A 的广义特征值问题 Lx⃗ = λDx⃗ 属于最大特征值的特征

向量 (这里 D 为各点度数排成的对角阵，A 为邻接矩阵，在无向图中对称)，下先证明有

x⃗T (D +A)x⃗ ≤ 2εx⃗TDx⃗

• 证明：
省略向量符号。原式可等价于

xT (D −A)x ≤ 2(1− ε)xTDx

其即等价于
xT (D −A)x

xTDx
≥ 2(2− ε)

利用矩阵特征值理论可知

x = argmax
x ̸=0

xT (D −A)x

xTDx

于是有 (中间的等号是由于可验证 yT (D −A)y 即是最大割问题的矩阵表示)

xT (D −A)x

xTDx
≥ max

yi∈{−1,1}

yT (D −A)y

yTDy
=

4(1− ε)|E|
2|E|

= 2(1− ε)

§ 练习 (5.1)：证明 L 对应的广义特征值问题 Lx⃗ = λDx⃗ 属于最大特征值的特征向量 x⃗ 满足

x⃗ = argmax
x⃗ ̸=0

x⃗TLx⃗

x⃗TDx⃗

由上方结论，变形可发现有 ∑
{i,j}∈E(xi + xj)

2∑
i∈V dix2

i

≤ 2ε

离散解构造：产生 n 个三值向量 y⃗k ∈ {−1, 0, 1}n，满足

yki =


−1 xi < −|xk|

1 xi > |xk|

0 |xi| ≤ |xk|

并取使得结果最小者为 y⃗，则应有 ∑
{i,j}∈E |yi + yj |∑

i∈V di|yi|
≤ 2

√
ε

* 称为双阈值谱分解 [2TSC]，这里双阈值即为 ±|xk|。
• 证明：

不妨设 |x1| ≤ |x2| ≤ · · · ≤ |xn| = 1 (所有过程均齐次，乘比例不影响)。考虑如下随机：

1. 按均匀分布取 t ∈ [0, 1]；

2. 向量 Y⃗ ∈ {−1, 0, 1}n 定义为

Yi =


−1 xi < −

√
t

1 xi >
√
t

0 |xi| ≤
√
t



三 贪婪算法 16

下证 ∑
{i,j}∈E |yi + yj |∑

i∈V di|yi|
≤

E
(∑

{i,j}∈E |Yi + Yj |
)

E
(∑

i∈V di|Yi|
)

左侧为 (讨论 t ∈ [|xi|, |xi+1|] 的情况，这时 Y⃗ = y⃗i)

min
1≤k≤n

∑
{i,j}∈E |yki + ykj |∑

i∈V di|yki |
= min

t∈[0,1]

∑
{i,j}∈E |Yi + Yj |∑

i∈V di|Yi|

根据上方讨论，将期望展开为求和，利用

min
i

ai
bi

≤
∑

i ai∑
i bi

即可发现成立。

直接计算可知

E(|Yi|) =
∫ x2

i

0

1dt = x2
i

为计算 E(|Yi + Yj |)，按 xi、xj 是否同号讨论，即可得到

E(|Yi + Yj |) =

|x2
i − x2

j | xixj < 0

x2
i + x2

j xixj > 0

无论何种情况均有

E(|Yi + Yj |) ≤ |xi + xj |(|xi|+ |xj |)

最终得到 (利用 Cauchy 不等式后将 (|xi|+ |xj |)2 放为 2x2
i + 2x2

j)∑
{i,j}∈E |yi + yj |∑

i∈V di|yi|
≤

∑
{i,j}∈E |xi + xj |(|xi|+ |xj |)∑

i dix
2
i

≤

√∑
{i,j}∈E(xi + xj)2

∑
{i,j}∈E(2x

2
i + 2x2

j)∑
i dix

2
i

注意到分母第二项即为 2dix
2
i 即可得结论。

最终近似比：在 0 < ε < 1
16
时，设上述递归谱分解得到的割值为 c，有

c ≥ (1− 4
√
ε+ 8ε)|E|

* 这里 1
16
来自 1

2
= 2

√
ε，若 ε > 1

16
，求解对偶 Cheeger 问题得到的近似比不如直接使用贪婪算法，此时

计算可得近似比至少
1/2|E|

(1− ε)|E|
> 0.533

否则有近似比至少
1− 4

√
ε+ 8ε

1− ε
≥ 1

2
(
√
65− 7) ≈ 0.531

§ 练习 (5.2)：从割值的估算出发验算最终的近似比结论。
• 证明：

先证明 Gt 的最大割值至少为
(
1− ε

ρt

)
|Et|。

由于 ε|E| 的边不在 G 的最大割中，对最大割在 Gt 上诱导的而分割，进行二分割后剩余的边至多

ε|E|，也即 Gt 的割值至少为

ρt|E| − ε|E| =
(
1− ε

ρt

)
|Et|

对 Gt 进行递归谱分解后，至少会得到 Ct +
1
2
Xt 的边，因此所得比例至少为

Ct +Xt/2

Mt

≥ Ct

Mt −Xt/2
=

2|E(Lt, Rt)|
vol(Lt ∪Rt)

≥ 1− 2

√
ε

ρt
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由此 RSC 算法至少得到边数为 (
1− 2

√
ε

ρt

)
(ρt − ρt+1)|E|

若 ρt ≥ 16ε 且 ρt+1 ≥ 16ε，使用双阈值方法生成分割，此时数量即为

|E|
∫ ρt

ρt+1

(
1− 2

√
ε

ρt

)
dr ≥ |E|

∫ ρt

ρt+1

(
1− 2

√
ε

r

)
dr

若 ρt ≥ 16ε ≥ ρt+1，则部分用双阈值方法，部分采用贪婪，分界点在 r = 16ε，此时界为

|E|(ρt − 16ε)

(
1− 2

√
ε

ρt

)
+ |E|(16ε− ρt+1)

1

2

与上类似积分放缩为

|E|
∫ ρt

16ε

(
1− 2

√
ε

r

)
dr + |E|

∫ 16ε

ρt+1

1

2
dr

若 ρt < 16ε 且 ρt+1 < 16ε，全部使用贪婪算法，界放为

|E|
∫ ρt

ρt+1

1

2
dr

综上，全部拼接后可得最终切割后至少得到的边数为

|E|
(∫ 1

16ε

(
1− 2

√
ε

r

)
dr +

∫ 16ε

0

1

2
dr

)
直接积分得到结果。

四 图与线性规划

§4.1 图论问题

团：即完全子图，图中最大团的大小称为团数 ω(G)。

独立集：两两互不相邻的顶点构成的集合，图中最大独立集的大小称为独立数 α(G)。

Ramsey 数：任意正整数 r, s，存在最小正整数 n，使得 n 阶完全图二染色必然出现颜色 A 的 r 阶团或

颜色 B 的 s 阶团，记为 R(r, s)。

* 可以构造出 R(3, 3) > 5，讨论可进一步证明 R(3, 3) = 6。

* 求解精确值非常困难，相关工作基本为上下界估计。

minor：H 可以通过原图 G 进行若干次删点、删边、收缩边 (将一条边与相邻两顶点合为一个) 得到。
着色：使得相邻顶点不同色的对顶点的染色，至少需要的颜色数称为图的色数 χ(G)。k-染色为使用 k 种

颜色的满足条件的染色方法。

Hadwiger 猜想：若 G 的是无环图且不包含 Kt-minor，则其色数小于 t。

* 其 t = 5 的情况可以推出四色定理。

* 由于判断是否存在指定 minor 的算法是低复杂度的，其被彻底解决可以带来图染色算法的飞跃发展。

顶点覆盖：与图中所有边都相交的顶点集。最小顶点覆盖的大小称为顶点覆盖数 τ(G)。

团覆盖：一组团 C1, . . . , CK 使得每个 Ci 是图的一个团，且它们的并集覆盖了 V。最少的团覆盖的大小称

为图的团覆盖数 χ̄(G)。

补图：顶点集与 G 相同，与 G 的边之并为完全图，且与 G 无公共边的图，记为 Ḡ。

基本关系：
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• α(G) = ω(Ḡ)；

• χ̄(G) = χ(Ḡ)；

• ω(G) ≤ χ(G)；

• α(G) ≤ χ̄(G)；

• τ(G) = |V | − α(G)。

§ 练习 (5.3)：证明上述图的基本量间的关系。
k-部图：能将 n 个顶点划分为 k 个非空子集，使得仅当顶点属于不同子集时存在边。

Turán 图：能将 n 个顶点划分为 k 个非空子集，使得当且仅当属于不同子集时存在边。这样的图记作

Tk,n。

Turán 定理：若 G 是简单图且其中不包含大于等于 2 阶的完全图，则 e(G) ≤ e(Tk−1,n)，这里 e 代表边的

个数。

一些 P 问题
* 独立数计算是 NPC 问题 (可以约化为 SAT 问题)。此外，判断 α(G) ≥ k 是否成立或 α(G) ≤ 4 是否成

立仍为 NPC 问题；对 3-正则 (每个顶点度数为 3) 平面图 G，计算独立数仍为 NPC 问题。
* 根据之前基本关系，团数与顶点覆盖数也为 NPC 问题。
* 独立集问题可以约化为点染色问题，由此色数也为 NPC 问题。对 3-正则平面图 G，计算色数为 NPC
问题；判定 3-正则图是否色数为 3 是 NPC 问题。但判定色数是否为 2 是 P 问题。

平面图：一个图是平面图当且仅当 K5 和 K3,3 不为其 minor(这里 K3,3 代表两部分均三个顶点且互相完

全连接的二部图)。
* 也可描述为不包含 K5 或 K3,3 的剖分，剖分指任何边上可以随便加点。

* 四色定理：平面图色数至多为 4。
AGC 问题：找到色数不超过 c 的图的 d-染色，其中 3 ≤ c ≤ d。

* 即使对 c = 3、d = 6 的情况，复杂度仍然未知。

§4.2 线性规划

* 本节及之后主要讨论线性规划问题 [Linear Programing, LP] 与利用线性规划构造的近似算法。

标准形式

min
Ω

cx, Ω = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0} A ∈ Rm×n, c ∈ R1×n, b ∈ Rm×1

* 几何：可行域 Ω 为多面体，称顶点 (只要 x 为 y, z 的中点，且 x, y, z ∈ Ω，则必须 x = y = z 的 x) 为
极点。

若最优解存在，则至少一个最优解在顶点上。

• 证明：
设最优解中含有零分量最多的一个 (未必唯一)为 x∗，下证 x∗ 为顶点。若否，存在 y、z使得 x∗ = y+z

2
，

且三者互不相同。

由于 x∗ 为最优解，从 cx∗ = 1
2
(cy + cz) 可知只能 cy = cz = cx∗，从而三者均为最优解，于是 x∗ 与

y 连线上的任何点 x∗ + α(y − x∗), α ∈ R 直接计算可知均为最优解，记此集合为 l。

验证可知 l 上任何点满足 Ax = b，其参数方程为

(x∗
1 + α(y1 − x∗

1), x
∗
2 + α(y2 − x∗

2), . . . , x
∗
2 + α(yn − x∗

n))

对 x∗ 为 0 的分量，若 y 大于 0 则 z 小于 0，反之亦然，于是从 y, z ∈ Ω 可知 y 对应分量为 0，由
此直线上任何点在 x∗ 为 0 的分量为 0。但是，由于 y ̸= x∗，一定存在 yj − x∗

j ̸= 0。对所有满足此
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条件的分量 j1, . . . , jr，选取出其中
x∗
j

|yj−x∗
j |
最小的一个，记为 j0，并取 α = − x∗

j0

yj0−x∗
j0

。计算可发现这

样的 α 可以保证结果仍在 Ω 中，且第 j0 个分量为 0，而 x∗ 的第 j0 个分量为 0，又已知 x∗ 为 0 的
分量在 l 中均为 0，即与为 0 分量最多矛盾。

设 A 第 i 列为 ai，若 x ∈ Ω，则 x 是顶点当且仅当满足 xj ̸= 0 的 xj (记为 J = {j1, . . . , jk}) 对应的 aj

线性无关。

• 证明：
右推左：仍然反证，若结论不成立，设 x = y+z

2
，且 y ̸= x ̸= z，与上个证明相同得 x为 0的分量 y, z

亦为 0，因此用 xJ 表示 x 在 J 中的分量构成的向量，代入可知 xJ、yJ、zJ 均满足关于 u 的方程

aj1u1 + aj2u2 + · · ·+ ajkuk = b

但根据线性无关性，此方程组的解应至多唯一，矛盾。

左推右：若线性相关可发现上述方程组的解不止一个，由于 xJ 必然为解，且 xJ > 0，由解空间连续

性必然存在解 x′
J 使得其各分量与 xJ 的差距小于 xJ 的分量，由此即可验证 x′

J、2xJ − 2x′
J 扩充而

成的向量 y, z 满足 x = y+z
2
，且 y, z ∈ Ω，y ̸= z ̸= x，矛盾。

对偶理论

标准形的对偶问题为

min
Ω′

yb, Ω′ = {y ∈ R1×n | yA ≤ c}

有如下结论：

1. 对 x ∈ Ω、y ∈ Ω′ 有 cx ≥ yb。

2. 原问题与对偶问题的解一定属于如下四种情况之一：

• Ω = Ω′ = ∅；
• Ω ̸= ∅，但无最优解，Ω′ = ∅；
• Ω′ ̸= ∅，但无最优解，Ω = ∅；
• 两问题均有最优解。

3. 若互补松弛条件 cx = yb 成立，则 x, y 分别为原问题、对偶问题的最优解。

4. 若 x, y 分别为原问题、对偶问题的最优解，则 cx = yb，从而两问题最优值相同。

* 标准形对偶问题的结论事实上来自一般的线性规划对偶定义，也即下方练习题。
§ 练习 (5.4)：设 c ∈ Rn、b ∈ Rm、A ∈ Rm×n，定义原始问题与对偶问题分别为

min
Ω

cTx, Ω = {x ∈ Rn | Ax ≥ b, x ≥ 0}

min
Ω′

bTw, Ω′ = {w ∈ Rm | wTA ≥ cT , w ≥ 0}

考察它们的解的性质。

应用：最小顶点覆盖

* 也即给定每点权重，寻找顶点覆盖中权和最小的一个。
设顶点为 1 到 n，原问题转化为优化问题：求 cTx = c1x1 + · · ·+ cnxn 最小值，满足

xi + xj ≥ 1, ∀{i, j} ∈ E

xi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, . . . , n
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将其松弛为，求 c1x1 + · · ·+ cnxn 最小值，满足

xi + xj ≥ 1, ∀{i, j} ∈ E

xi ∈ [0, 1], ∀i = 1, . . . , n

成为线性规划问题。

* 此问题的可行域形式为 Ax ≥ b、x ∈ [0, 1]，设辅助变量 y = Ax− b、z = 1− x，即有

Ax− y = b, x+ z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

成为标准形式，从而此的确为线性规划。

为设计近似算法，已知线性规划可以求解，并设最优解 x∗。对 x∗ 进行四舍五入，即大于等于 1/2 时输出
1，否则为 0，成为原问题的一个近似解 xA。

此近似算法可以达到 2 的近似比，也即 cTxA 不超过真实最优解的两倍。

• 证明：
对任何一条边 {i, j} ∈ E，有 x∗

i + x∗
j ≥ 1，于是至少一个 ≥ 1/2，四舍五入后 xA

i + xA
j ≥ 1，由此可

知 xA 为可行解。

记
∑

i cixi = cTx，由于 xA
i ≤ 2x∗

i，可知 cTxA ≤ 2cTx∗。然而，松弛后的问题的最优解一定比原问

题最优解更小，从而得到结论。

由于只需要四舍五入的结果，我们希望对线性规划也可采用充分快的近似算法求解。

简单起见，考虑 c 所有分量为 1 的情况，此时即为计算 τ(G)。我们考虑另一种松弛思路：求
∑

i xi 最小

值，使得

xi + xj ≥ 1, ∀{i, j} ∈ E

xi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n

分析可知，此问题的对偶问题为，求
∑

{i,j}∈E yij 的最大值，使得∑
j|{i,j}∈E

yij ≤ 1, ∀i = 1, . . . , n

yij ≥ 0, ∀{i, j} ∈ E

将原始问题称为问题 I、线性规划原问题称为问题 II、对偶问题称为问题 III。
对问题 III 的任何一个可行解，假设其有 0-1 形式，则第一个约束表示每个顶点连接的边中至多能选取一
条，此时的最优问题即称为最大匹配问题 (每个顶点至多与一条相连的边集合称为图的匹配，由此每个 0-1
可行解为一个匹配)。
从匹配出发给出问题 I 的可行解：若与顶点 i 连接的边有在匹配中的，则令 xi = 1，否则为 0。
* 若找到某个极大匹配作为 y 的近似解，可证明其对应的 x 构成原问题的一个 2-近似解。

§4.3 舍入方法

* 都只能针对某类问题，一般没有通用性。

基础可行解

不妨设 m < n 且 rank(A) = m 以保证可行域非空。由已证，x 为 Ω 的顶点当且仅当 A 的对应列向量线

性无关。由此，顶点 x 最多有 m 个非零分量。

设 A 的列的某极大线性无关组 aj1 , . . . , ajm，指标集称为可行基 J，当 j ̸= J 时 xj = 0 的解称为基础可

行解。直接利用线性方程组知识计算可知可行基 J 对应的唯一基础可行解为 xJ = A−1
J b、其余分量为 0。
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* 若 xJ 所有分量非零，称为非退化的，否则称为退化的。对于退化的基础可行解，其可能成为不同基对

应的基础可行解。

若一个线性规划问题所有基础可行解都非退化，称其满足非退化假设。

* 可证明基础可行解与极点等价，一定存在基础可行解为最优解。
§ 练习 (6.1)：给出一个不满足非退化假设的线性规划问题，使其存在基础可行解到可行基的双射。

管道舍入：最大权命中集

给定有限集 E 与其子集族 C，w 是定义在 C 上的非负权函数，任给正整数 p，求含有 E 中 p 个元素的子

集 A 使得 C 中与 A 有交的子集的权值之和最大。

整数规划形式：元素为 1 到 n，C = {S1, . . . , Sm}，w(Si) = wi，求最大值

L(x) =
m∑
j=1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xi

}
使得

∑n
i=1 xi = p，且 xi ∈ {0, 1}。

* 最大值可等价于

F (x) =
m∑
j=1

wj

(
1−

∏
i∈Sj

(1− xi)

)
L(x) 松弛到 xi ∈ [0, 1] 后实际上是线性规划 (见下方)，而 F (x) 并非线性规划，但 F (x) 事实上是更易于

设计舍入算法。

松弛问题比较：xi ∈ [0, 1] 时 F (x) ≥
(
1− 1

e
)
L(x)。

• 证明：
考虑某 C 中子集 Sj，且 |Sj | = k。

将几何平均数放大为算术平均数可知

1−
∏
i∈Sj

(1− xi) ≥ 1−
(
1−

∑
i∈Sj

xi

k

)k

对 f(z) = 1 −
(
1 − z

k

)k
，求导估算可发现其为单调增凹函数，且 f(0) = 0，当 z ∈ [0, 1] 时，有

f(z)/z ≥ f(1)，即 f(z) ≥ zf(1)，而 z > 1 时 f(z) > f(1)，于是 f(z) ≥ f(1)min(1, z)。由此再利用
e 的极限形式得证。

为将原问题松弛为线性规划，引入 z1, . . . , zm，并将问题变为求
∑

j wjzj 最大值使得∑
i∈Sj

xi ≥ zj , ∀j = 1, . . . ,m

0 ≤ zj ≤ 1, ∀j = 1, . . . ,m

0 ≤ xi ≤ 1, ∀i = 1, . . . , n
n∑

i=1

xi = p

此问题的解 x∗ 中若有不属于 {0, 1} 分量，至少有两个 (否则和不可能为整数)，将 x∗ 赋值给 x，重复执

行，对两个 xk, xj ∈ (0, 1)，定义

x(ε) =


xi i /∈ {j, k}

xj + ε i = j

xk − ε i = k

将 ε 分别取为 ε1 = −min{xj , 1− xk} 与 ε2 = min{1− xj , xk}，比较 F (x(ε1)) 与 F (x(ε2))，以较大者进

行这两个分量的舍入，直到所有分量被舍入。
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* 由于舍入过程保证了和不变，结果恒为可行解。
近似比：舍入过程中 F 不下降，设舍入结果为 xA，从而有

L(xA) = F (xA) ≥ F (x∗) ≥
(
1− 1

e

)
L(x∗) ≥

(
1− 1

e

)
opt

• 证明：
只需证明 F (x(ε)) 关于 ε 是凸函数 (可发现其事实上是二次函数) 即可。
由于 x, j, k 已固定，对每个 l = 1, . . . ,m，只需考虑三种情况，分类讨论。Sl 不含 j, k 时对应的求和

中为常数，凸；Sl 含 j, k 中一个时对应的求和中为线性函数，凸；Sl 含 j, k 时对应的求和中为二次

函数，观察二次项系数可知凸。

* 由此管道舍入的核心为某种将乘积放为求和进行估算，并通过乘积进行舍入。
§ 练习 (6.2)：用管道舍入给出最大可满足性问题的 e

e−1
近似算法。

迭代舍入：广义生成网络问题

* 基本方案，通过多次求解线性规划问题进行更好的舍入。
给定图 G = (V,E)、边上的非负权函数 c 与正整数 k > 0，求一个 k-边连通的子图，使得其中边权值之和
最小。

先给出基本的求解方法：

• 连通性质
F 为 k-边连通的当且仅当对图的顶点集合任何划分 S, Sc (要求它们均非空)，其中都至少存在 F 中

的 k 条边。

• 整数规划
对 xe ∈ {0, 1}, ∀e，求

min
∑
e∈E

cexe

使得

∀S ⊂ V, S /∈ {∅, V },
∑

e∈δG(S)

xe ≥ k

这里 δG(S) 为 G 中恰有一个端点在 S 中的所有边组成的集合。

* 可验证其符合要求，但此时不等式约束为指数量级个，看似线性规划也无法方便求解。
• 连续松弛
若线性规划问题具有性质：对任何不可行解 x，可以在多项式时间找到其不满足的约束条件 (称为分
离神谕 [separation oracle])，则即使约束条件个数为指数个，也能用椭球法在多项式时间找到其最优
解 (省略过程细节)。
于是，将 xe 松弛到 [0, 1] 后，我们希望找到上述的分离神谕。

• 网络流转化
将松弛问题的可行域设为 Ω，给定 xe 事实上相当于给 G 的每条边赋予 [0, 1] 中的值，将其看作每边

的流量上界。

由此，约束条件事实上可以转化为，对任何顶点对 s 与 t，s 到 t 的最大流至少是 k，由此只需要计

算 s 到 t 的最大流。

• 证明：
根据网络流的知识，最大流问题与最小割问题互为对偶，于是等价。也即，任两点 s, t 之间的最

大流值等于 s ∈ S、t ∈ Sc 的最小割值 minE(S, Sc)。

原问题条件可以看作对任何图割，割值 E(S, Sc)至少为 k，而任两点最大流为图割最多为 k；反

之，若存在 E(S, Sc) < k，任取 s ∈ S、t ∈ Sc 可得矛盾。
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由于最大流/最小割问题是 P 问题，对任何 x /∈ Ω，若有某个分量不在 [0, 1] 中则已经在 |E| 量级找
到其不满足的条件，否则只需对任何两点 (这是 |V |2 量级的)求解最大流问题，若发现最大流低于 k，

将其对应的最小割找到即得到不满足的条件。

* 上述算法也是判断一个子图是否 k-边连通的多项式算法。
迭代舍入的算法为：

1. 输入 G、k 与 c，初始 F = ∅ (可将其看作边集合)；

2. 构造对应的迭代 LP 问题
min

∑
e∈E\F

cexe

∀e ∈ E, xe ∈ [0, 1]

∀S ⊂ V,
∑

e∈δG\F (S)

xe ≥ f0(S)− |δF (S)|

f0(S) =

0 S ∈ {∅, V }

k S /∈ {∅, V }

并求最优解 x∗；

3. 将 F 扩充为 F ∪ {e | x∗
e ≥ 1/3}；

4. 若 F 已经 k-边连通，输出，否则回到第二步。

我们需要先证明算法的有效性。

弱超模函数：f 为 V 的子集到 Z 的函数，满足 f(V ) = 0，且对任何 A,B ⊂ V，以下两式至少一个成立

(这里 A−B 表示属于 A 不属于 B 的函数)：

f(A) + f(B) ≤ f(A−B) + f(B −A), f(A) + f(B) ≤ f(A ∩B) + f(A ∪B)

* 超模函数：其相反数是次模函数，也即第二式恒成立。
* 强超模函数：两式均恒成立。
引理：对弱超模函数 f，线性规划问题

min
∑
e∈E

cexe

∀e ∈ E, xe ∈ [0, 1]

∀S ⊂ V,
∑

e∈δG(S)

xe ≥ f(S)

的每个基础可行解都包含至少一个 xe ≥ 1
3
的分量。

• 证明：
若 A,B ⊂ V 满足互不为子集且交非空，则称它们是公平相交的。若 V 的一个子集族不包含两个公

平相交的集合，则称它是层状的。

用 aS 表示 S ⊂ V 对应的不等式约束的行向量，也即将每个约束写为 aSx ≥ f(S)。若某个约束

aSx = f(S) 对 x 取等，称其对 x 是积极的，也称对应的 S 对 x 是积极的。

设 x 的基础可行解非零分量为 k (也即存在 k 条边 e 使得 xe > 0)，则利用线性规划理论可知至少存
在 k 个积极约束，对应的 aS 线性无关。

引理：若 x 为一个基础可行解，且每个 xe ∈ (0, 1)，则图 G 中存在一个 V 的层状积极子集族 F，满
足：
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1. |F| = |E|；

2. {aS | S ∈ F} 线性无关；

3. 任何 S ∈ F 有 f(S) ≥ 1；

4. 存在 S ∈ F 使得 δG(S) ≤ 3。

引理证明：

1. 秩性质
考虑任何一个 V 的极大的层状积极子集族 L，先证明 {aS | S ∈ L} 的秩为 |E|。

若否，根据列数可知其秩应小于 |E|，用 span{L} 表示 {aS | S ∈ L} 生成的线性空间。利用线
性规划基础可行解的结论，所有积极约束对应的 aS 集合秩应为 |E|，于是存在积极集 A 满足

aA /∈ span{L}。
由极大性，A 无法添进 L，于是其与 L 中某个集合公平相交。取所有符合要求的 A 中，与 L 中
公平相交个数最少的集合，仍记为 A，并设 B ∈ L 与 A 公平相交。利用 f 为弱超模函数可知

f(A) + f(B) ≤ f(A−B) + f(B −A), f(A) + f(B) ≤ f(A ∩B) + f(A ∪B)

至少成立一个。

若第一式成立，记 S1 = A−B、S2 = B ∩A、S3 = B −A、S4 = (A ∪B)c，第一式可写为

f(A) + f(B) ≤ f(S1) + f(S3)

再记

mij =
∑

e∈E(Si,Sj)

xe

由 A,B 积极可知

f(A) = aAx = m13 +m14 +m23 +m24, f(B) = m31 +m34 +m21 +m24

f(S1) ≤ aS1
x = m12 +m13 +m14, f(S3) ≤ m31 +m32 +m34

由无向图，mij = mji，对比即可得到

f(S1) + f(S3) + 2m24 ≤ f(A) + f(B)

由此第一式成立只能 m24 = 0 (根据 xe > 0 知只能 E(S2, S4) = ∅)，且 S1, S3 积极。

然而，由 aA /∈ span(L) 可知 aS1
, aS3

至少有一个不在 span(L) 中：
– 若 aS1

/∈ span(L)，由于 B 与 A 公平相交但 B 不与 S1 公平相交，只需证明 C ∈ L 且 C 与

S1 公平相交则 A 与 C 公平相交，即与个数最少性矛盾，而这只需要证明 C 不包含于 A，

即 C −A 非空。

利用公平相交性，S1 ∩C ̸= ∅，于是 C −B 非空，但由它们都在 L 中可知 C 包含 B (此时
B −A ⊂ C −A 非空) 或 C ∩B = ∅ (此时 C −A = C − S1)，均矛盾。

– 若 aS3
/∈ span(L) 同上可证。

若第二式成立可完全类似考虑 S1, . . . , S4 证明矛盾，从而推出原结论成立。

2. 前三条件存在性
由上述，考虑 {aS | S ∈ L} 的极大线性无关组，即可满足前两个条件。

此外，由积极集定义可知 f(S) = aSx，根据 aS 非负且有 1分量、每个 xe ∈ (0, 1)可知 f(S) > 0，

而由 f(S) 为整数，其至少为 1。
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3. 森林转化
下面证明条件 4 成立。反证，若这样的 S 不存在，也即对任何 S ∈ F 有 |δG(S)| ≥ 4。

由 F 为层状积极子集族，根据定义可发现 F 中的集合以包含关系连边 (A,B 有边当且仅当
A ⊃ B 且不存在 C 使得 A ⊃ C ⊃ B) 可以构造一个森林 T，设其顶点 V ′、边 E′。

对每个 G 中顶点 u ∈ V、e ∈ E，且 u 为 e 的一个端点，称 (u, e) 为 G 中一个端点。若 (u, e)

对 S ∈ F 满足，u ∈ S 且对任何 S 的真子集 S′ ∈ F 有 u /∈ S′，则记 (u, e) ∈ P (S)，下面利用

此映射计数。

对 T 的子树 T ′，记

P (T ′) =
⋃

S∈V ′(T ′)

P (S)

下面证明 |P (T ′)| ≥ 2|V (T ′)|+ 2，则 |P (T )| ≥ 2|F|+ 2 = 2|E|+ 2，但总端点数至多 2|E|，矛
盾。

4. 端点计数
利用归纳法。首先，由假设，T 的每个叶子结点 S 应有 |P (S)| ≥ 4。

对任何森林 T ′，只需说明其为子树的情况成立，利用层状子集族特性可知不交子树对应的端点

集合不交，从而求和得证。下假设对 T ′ 的任何孩子结论均成立。

若 T ′ 的根 R 至少有两个孩子节点，其每个孩子对应的子树 Ti，利用层状子集族性质可知不同

子树对应的端点不会重复，因此

|P (T ′)| ≥ |P (T1)|+ · · ·+ |P (Tk)| ≥ 2(|V (T1)|+ · · ·+ |V (Tk)|) + 2k = 2|V (T ′)|+ 2k − 2

从而成立。

若 R 只包含一个孩子节点 S，记 T1 为以 S 为根的子树，由归纳假设

|P (T1)| ≥ 2|V (T1)|+ 2

若 P (R\S)中至少有两个端点，则由定义可知 |P (T )|− |P (T1)| ≥ 2，已经得证。否则，只要证明

δG(R) 与 δG(S) 恰好相差一条边 e，即可从 aRx = f(R)、aSx = f(S) 得到 xe = |f(R)− f(S)|。
但左侧不为整数，右侧为整数，矛盾。

由线性无关性，δG(R) 与 δG(S) 不可能完全相同 (否则 aR = aS)，从而也可得到 P (R\S) 不可
能为空。由此，P (R\S) 中恰包含一个端点 (u, e)，讨论可发现 δG(R) 与 δG(S) 至多相差 e，得

证。

利用此引理，解中 xe = 0 的边可以直接去掉，只考虑子图，而 xe = 1 的边已经符合 ≥ 1
3
的要求。

又由于 F 中一定有 S 使得 |δG(S)| ≤ 3，利用∑
e∈δG(S)

xe = f(S) ≥ 1

即可得到结论。

§ 练习 (6.3)：证明对弱超模函数 f 与 G 的子图 F，f(S)− |δF (S)| 仍为弱超模函数。
* 可验证 f0(S) 是弱超模函数，由此根据上方练习 (本质上是由于 δF (S) 是强次模函数) 可知算法的确可
以在多项式次迭代后结束。

§ 练习 (6.4)：证明迭代舍入算法给出了原问题的一个 3-近似解。
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§4.4 最小顶点覆盖

* 继续研究无需求解线性规划问题的近似算法。
回顾之前对非加权的最小顶点覆盖问题的讨论，考虑其加权形式：求 c1x1 + · · ·+ cnxn 最小值，满足

xi + xj ≥ 1, ∀{i, j} ∈ E

xi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, . . . , n

• 对偶构造
如之前，对应的 LP 为将 xi 松弛到 [0, 1]。其对偶问题 DP 为

max
∑

{i,j}∈E

yij

∑
j|{i,j}∈E

yij ≤ ci, yij ≥ 0

• 对偶问题近似求解
从全 0 出发，不断选择 {i, j} ∈ E，将 yij 增加到不超过约束的最大可能值，直到不能再选择边 (对
于非加权形式，这样即得到一个极大匹配)。

• 原问题近似解构造
xi = 1 当且仅当 xi 对应的约束是积极的，即∑

j|{i,j}∈E

yij = ci

将此解称为 xA。

* 若某条边两端点的约束均不积极，可以增加这条边的 yij 的值，矛盾，因此 xA 确为可行解。

近似比结论：
n∑

i=1

cix
A
i ≤ 2 opt

• 证明：
将 xA 中 xA

i = 1 的下标集合记为 S，即有 (每条边最多被求和了两次)∑
i∈S

ci =
∑
i∈S

∑
j|{i,j}∈E

yij ≤ 2
∑

j|{i,j}∈E

yij

由线性规划问题与对偶问题最优值相同，右侧求和不超过 2 opt，从而得证。

§4.5 多胞体理论

想法：考虑多胞体，即线性规划问题的可行域。既然可以将整数规划后松弛为线性规划在对应可行域找解

后舍入，是否能利用多胞体中直接寻找整数规划近似解？

二部图最优匹配：给定二部图 G = (V,E)，每边存在权重。若边集的子集 M 互相无公共顶点，则称其为

G 的一个匹配。求使权值和最大的匹配。

记边集的权和

ω(E′) =
∑
e∈E′

ωe

问题即变为求匹配 M ⊂ E 使得 ω(M) 最大。
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记示性向量

xE′

e =

1 e ∈ E′

0 e /∈ E′

则可得到整数规划形式为 (这里 e ∋ v 表示 v 是 e 的一个端点)

max ω · x

x ∈ {0, 1}|E|,
∑
e∋v

xe ≤ 1, ∀v ∈ V

将 {0, 1} 松弛为 [0, 1] 即对应线性规划问题。由于第二个条件可保证任何 xe ≤ 1，事实上只需要 x ≥ 0 即

可，其对偶问题为

min
∑
v

yv

y ≥ 0, yv1
+ yv2 ≥ ωe, ∀e = (v1, v2)

利用对偶理论可发现原问题对偶问题最优解相同，且计算可发现原问题最优解可在 0-1 向量取到。
考虑 ω 全为 1 的情况，此时同样可计算证明对偶问题的最优解在 0-1 向量取到，此时其对偶问题的最优
解可以取为最小顶点覆盖问题的解。

König 定理：二部图最大匹配数等于其最小顶点覆盖数 (一般图未必成立)。
* 多胞体理论的发展即来源于二部图最大匹配的特殊性。

仍回到整数规划问题，考虑另一种松弛方式：将可行域松弛到凸包。利用目标函数是线性函数，其必然是

凸函数，由此松弛到凸包后解不变。

由此，若原问题凸包恰好为松弛后线性规划问题的可行域，则两者解等价，二部图恰好满足此性质，从而

成立。

* 多胞体理论：通过别的途径得到多胞体，判断和松弛后的线性规划可行域是否吻合。
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A 报告

1. 组合优化的硬件应用

2. 半定规划与蒙特卡洛方法

§ 练习 (4.3)：证明半定规划的原问题与对偶问题都有内点可行解时，原问题与对偶问题必存最优解，
且满足互补条件。

3. 后量子密码的数学基础

4. 基本图割问题的等价谱定理

5. 组合优化与博弈论


