
有限元方法 笔记

原生生物

* 吴朔男老师《有限元方法 II》课程笔记
* 以下标表示对对应分量求偏导；δij 在 i = j 时为 1，否则为 0；|x| 在 Rn 中表示二范数，对区域表示面

积。
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一 基本概念

偏微分方程例子：

1. 热方程 ut = ∇· (a∇u)+ f，给定初值 [Initial Value,IV] 与边界条件 [Boundary Condition, BC] 可解；

2. 稳态 [不随时间变化] 热方程 ∇ · (a∇u) = −f，一般考虑两类 BC：

• 边界处给定 u 的值，称 Dirichlet 边界条件或本质 [essential] 边界条件；
• 边界处给定 u 法向导数的值，称 Neumann 边界条件或自然边界条件。

3. 弹性板方程 ρutt = −D△2u+ f；

4. Stokes 方程 (稳态 NS 方程)： −∇ · (2µε(u)) +∇p = f

∇ · u = 0

其中 u 为速度，p 为压强，ε(u) = (∇u + (∇u)T )/2。

§1.1 弱形式

利用积分形式转化微分方程：

−u′′(x) = f(x), x ∈ (0, 1), u(0) = u′(1) = 0

若 u 为解，记

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx, a(f, g) =

∫ 1

0

f ′(x)g′(x)dx

考虑

V = {v ∈ L2(0, 1) | a(v, v) <∞, v(0) = 0}

则分部积分得解 u ∈ V 须满足

∀v ∈ V, a(u, v) = (f, v)

此形式称为变分形式或弱形式。

* 这里 V 中函数的求导需要扩充导数的定义，可以暂且理解 V 为 C1，之后再考虑一般情况。

弱形式定义合理性：若 f ∈ C[0, 1]，且 u ∈ C2[0, 1] 满足弱形式，则的确为原方程解。

• 证明：
分部积分发现

∫ 1

0
(u′′ + f)v(x)dx = 0 对任何 v 成立，由连续可知处处满足 u′′ + f = 0；取 v(1) = 1

的 v 利用分部可算出 u′(1) = 0。

一般情况有解性 (Lax-Milgram 引理)：设 a(u, v) 为范数为 ∥ · ∥、内积为 (·, ·) 的 Hilbert 空间 V 上双线

性型，若满足：

• 有界性：存在 M 使得 |a(u, v)| ≤M∥u∥∥v∥ 对一切 u, v ∈ V 成立；

• 强制性 [ellipticity]：存在 α > 0 使得 a(v, v) ≥ α∥v∥2 对一切 v ∈ V 成立；

则对某 f ∈ V，存在唯一 u ∈ V 使得 a(u, v) = (f, v) 对任何 v ∈ V 成立。

* 利用泛函分析知识，Hilbert 空间之间线性算子的有界性与连续性等价，类似可以证明 a(u, v) 的有界性

条件等价于其对 u, v 连续。

• 证明：
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固定 u，则映射 v → a(u, v)可看作 V 上的线性函数。由有界性可知 |a(u, v)| ≤ (M∥u∥)∥v∥，于是其有
界，利用泛函分析知识可知连续，从而通过 Riesz 表示定理，存在 A(u) ∈ V 使得 a(u, v) = (A(u), v)

对任何 v ∈ V 成立，将 A(u) 记为 Au。

只需证明 A 是双射，其存在 A−1，而 A−1f 即为所需的唯一解。我们说明更强的结论，即 A 为连续

线性双射，且其逆连续。

线性：利用 a 的双线性性直接验证即可。

连续：由定义 (Au,Au) = a(u,Au) ≤M∥Au∥∥u∥，从而 ∥Au∥ ≤M∥u∥，有界，因此连续。
单射：若 Au = Aw，则 A(u − w) = 0，于是 a(u − w, v) = 0 对任何 v 成立，但若 u − w ̸= 0，取

v = u− w 由强制性可知矛盾。

记 A
∣∣
V→A(V )

为限制映射，由单射可知 A
∣∣
V→A(V )

为双射，其存在逆，记为 Â−1。

Â−1 连续：由强制性可知 ∥Au∥∥u∥ ≥ (Au, u) = a(u, u) ≥ α∥u∥2，从而 ∥Au∥ ≥ α∥u∥，得到 ∥Â−1u∥ ≤
α∥u∥，有界，从而连续。
A(V )是闭集：考虑 A(V )中的柯西列 {Aun}，由 V 完备可知有极限 v。利用上方证明，∥un−um∥ ≤
α−1∥Aun −Aum∥，因此 {un} 亦构成柯西列，存在极限 u，由 A 连续性可知 v = Au ∈ A(V )，得证。

A(V ) = V：利用正交分解定理，若 A(V ) ̸= V，由其为闭子空间可知存在非零 w ∈ V 使得 (w, v) = 0

对任意 v ∈ V 成立，但取 v = Aw 可知 a(w,w) = 0，由强制性 ∥w∥ = 0，矛盾。

综合以上可知 Â−1 即为 A 的逆 A−1，从而原命题得证。

弱形式有解性：由 Lax-Milgram 引理，将 V 中内积定义为 (u, v)V = (u, v) + a(u, v)，对应范数 ∥ · ∥V，可
验证其构成 Hilbert 空间。
另一方面，由于 V 中的收敛包含导数的收敛，a(u, v)是连续的，而对强制性需要验证存在 α使得 α∥u∥2V ≤
a(u, u)，而去除共同的 a(u, u) 部分可知需证明存在 C 使得 C∥u∥2L2 ≤ a(u, u)，由于 u(0) = 0，类似第三

节的估计或利用庞加莱不等式即可找到 C，于是存在唯一解。

§1.2 Ritz-Galerkin 估计

为了有限元方法可以实现，考虑 V 的一个有限维子空间 S，则存在唯一 uS ∈ S 使得 a(uS , v) = (f, v) 对

一切 v ∈ S 成立。

• 证明：
由于已验证 V 上 a(u, v) 符合 Lax-Milgram 引理条件，可发现任何子空间仍然满足，从而成立。

* 实际求解时，考虑 S 的一组基，则上述 a(uS , v) = (f, v) 可化为线性方程组。

误差估计：在 M 与 α 沿用之前定义时，有

∥u− uS∥V ≤ M

α
inf
v∈S

∥u− v∥V

• 证明：
由于 a(u, v) = (f, v) 也对一切 v ∈ S 成立，有 a(u − uS , v) = 0 对一切 v ∈ S 成立，利用对任何

v ∈ S，uS − v ∈ S，可知对任何 v ∈ S 有

α∥u− uS∥2V ≤ a(u− uS , u− uS) = a(u− uS , u− v) ≤M∥u− uS∥V ∥u− v∥V

化简即得结论。

* 证明中的 a(u− uS , v) = 0 称为 Galerkin 正交性。
* 将 V 中内积定义为 a(u, v) (v(0) = 0 保证了定义合理性)，此时对应范数称为能量范数 ∥ · ∥E = ∥v′∥L2，

可验证仍然构成 Hilbert 空间，这时对应参数 M = α = 1，结论有简单形式

∥u− uS∥E ≤ inf
v∈S

∥u− v∥E
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二范数误差-一般情况
估计假设：对 w ∈ V，有 infv∈S ∥w − v∥E ≤ ϵ∥w′′∥L2。

此时，利用对偶问题

−w′′(x) = u(x)− uS(x), x ∈ (0, 1), w(0) = w′(1) = 0

可证明

∥u− uS∥L2 ≤ ϵ∥u− uS∥E ≤ ϵ2∥u′′∥L2 = ϵ2∥f∥L2

• 证明：
第一个不等号利用分部积分得 ∥u − uS∥2L2 = a(u − uS , w − v) 对任何 v ∈ S 成立。对右侧用柯西不

等式放缩可得

∥u− uS∥2L2 ≤ ∥u− uS∥E∥w − v∥E ≤ ϵ∥u− uS∥E∥w′′∥L2 = ϵ∥u− uS∥E∥u− uS∥L2

于是得证。

第二个不等号取估计假设中 w 为 u 可得证。

等号直接利用原偏微分方程知成立。

§1.3 分片线性函数空间

将 S 取为分片线性函数空间：在 [0, 1] 中取 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1，S 中的 v 满足 v(0) = 0、连续，

且在每个 [xi, xi+1] 上是线性函数。(此时几乎处处可导，导数的积分仍可良定。)
取 ϕi, i = 1, . . . , n 为满足 ϕi(xj) = δij 的 S 中函数，可验证它们构成一组基，称为结点基。xi 即称为结

点，对函数 v，向量 (v(x1), . . . , v(xn)) 称为结点值。

插值：vI =
∑n

i=1 v(xi)ϕi，可验证若 v ∈ S，则 v = vI。

二范数误差：记 h = maxi=1,...,n(xi − xi−1)，则有

∥u− uI∥E ≤
√
2

2
h∥u′′∥L2

• 证明：
两边平方后拆分区间，考虑每个小区间并换元放缩到 [0, 1]，则只需证明 e(0) = e(1) = 0 时∫

e′(x)2dx ≤ 1

2

∫ 1

0

e′′(x)2dx

记 e′ = g，则只需证明
∫ 1

0
g(x)dx = 0 时∫ 1

0

g2(x)dx ≤ 1

2

∫ 1

0

g′(x)2dx

由积分中值定理 g 在 [0, 1] 存零点 ξ，由此 g(x) =
∫ x

ξ
g′(t)dt，由柯西不等式即得

g2(x) ≤
∣∣∣∣ ∫ x

ξ

1dt
∫ x

ξ

g′(t)2dt
∣∣∣∣ ≤ |x− ξ|

∫ 1

0

g′(t)2dt

两边对 x 积分后，右侧对 ξ 取上界即可得结论。

* 将小区间放缩到同一区间进行证明的技术称为同质化论证。
最终估算：存在 C 使得 ∥u− uI∥L2 + h∥u− uI∥E ≤ h2∥u′′∥L2。

• 证明：
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由二范数误差定理可知 ϵ 可取为
√
2
2
h，从而利用上节一般情况的二范数误差得证。

* 基本的自适应技术：根据解的情况构造更好的网格可以达到更好的近似效果。
* 更细致的估计：采用带权重的范数进行估计。

二 Sobolev 空间

* 问题：上节中的 V 最多可以在怎样的空间讨论？

记号：多重指标 α，Dαϕ 表示对第 i 个分量求 i 阶导，|α| 为所有分量和。
对区域 Ω，C∞

0 (Ω) 代表在 Ω 中紧支且无穷次可微的函数空间 (一般地，下标 0 表紧支)，可记作 D(Ω)，其

对偶空间 D′(Ω) 成为 Schwarz 分布函数空间。
L1

loc(Ω) 为在 Ω 中每个紧集上 L1 可积的函数空间。

* 以下无歧义时省略空间中的 Ω。

§2.1 弱导数

若 f ∈ L1
loc，对任何 v ∈ C∞

0 ，可定义

(f, v) =

∫
Ω

fvdx

由此可将 f 看作 D′ 中函数，L1
loc ⊂ D′。

另一方面，若 f ∈ D′，存在 L1
loc 中一列 fn，在 D′ 中的弱 * 拓扑下有 fn → f，也即 (fn, v) → (f, v)。

* 这里不再区分 f ∈ D 或 f ∈ D′，f ∈ D′ 时记号含义为 (f, v) = f(v)。

* 由此，虽然弱导数可以在 D′ 上自然定义，在 L1
loc 中讨论也可。

g ∈ D′ 称为 f ∈ D′ 的弱导数，当且仅当

(g, ϕ) = (−1)|α|(f,Dαϕ)

记作 Dα
ωf = g

* 例：δ 函数在 D′ 中，但不在 D 中。
* 例：Ω = [−1, 1] 时，f(x) = 1− |x|，则 D1

ωf 为 x < 0 时为 −1、x > 0 时为 1 的函数 (a.e. 相等意义下)。
* 例：若 α+ 1 < n，其中 n 为维数，则 ∥x∥−α 可以计算弱导数。

§2.2 空间定义与基本性质

当 k 为非负整数时，定义范数 (下标 p 为 p 范数)

∥f∥Wk
p
=

( ∑
|α|≤k

∥Dα
wf∥pp

)1/p

∥f∥Wk
∞

= max
|α|≤k

∥Dα
wf∥∞

则 W k
p (Ω) 定义为 L1

loc(Ω) 中对应范数收敛的函数集合。记 W k
2 = Hk。

* 将 |α| ≤ k 变为 |α| = k 称为半范数，记作 |f |Wk
p
。

* 实数阶：
Hs(Rn) = {v = L2(Rn) | (1 + |ξ|2)s/2v̂ ∈ L2(Rn)}

* 一般的 Sobolev 空间可用 Fourier 定义，由此不要求整数阶。
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延拓定理：若 Ω 有 Lipschitz 边界，则对任何 k ≥ 0, p ∈ [1,∞]，存在算子 E :W k
p (Ω) →W k

p (Rn) 使得 (存
在 C 满足)

Ev
∣∣
Ω
= v

∥Ev∥Wk
p (Rn) ≤ C∥v∥wk

p(Ω)

嵌入定理

空间 B1 可以嵌入 B0，也即存在单射 φ : B1 → B0 使得存在 C 满足 ∥φ(u)∥B0
≤ C∥u∥B1

对任何 u 成立。

若 Ω 有 Lipschitz 边界，对 p ∈ [1,∞] 有：

1. 若 kp > n，则 W k
p (Ω) 可以自然嵌入 C(Ω̄)；

2. 若 kp = n，则 W k
p (Ω) 可以自然嵌入 Lq(Ω)，对任意 q ∈ [1,∞)；

3. 若 kp < n，则 W k
p (Ω) 可以自然嵌入 Lq(Ω)，这里 q = (1/p− k/n)−1。

* 直观理解：Sobolev 数 k− n/p，其越大则越光滑；若 k ≥ l 且 k− n/p > l− n/q，则 W k
p 可以嵌入 W l

q。

• 证明：
先证明引理：对有界区域 Ω，存在常数 C(n)，使得对 0 ≤ λ < n 有

max
x∈Ω

∫
Ω

|x− y|−λdy ≤ C(n)(n− λ)−1|Ω|1−λ/n

引理与第二种情况的证明见作业。

我们这里只说明第一种情况的特殊情况，即存在 c(n) 使得 p > n 时对 (W 1
p )0 中的 v 有 (这里 C(Ω̄)

为对应的无穷范数)
∥v∥C(Ω̄) ≤ c(n)(p− n)1/p−1|Ω|1/n−1/p|v|W 1

p

对 v ∈ C∞
0 (Ω) (由此可零延拓到 C∞

0 (Rn))，任何 w ∈ Rn, |w| = 1 有

v(x) = −
∫ ∞

0

∂

∂w
v(x+ rw)dr

由此记 ωn−1 为 n− 1 维球面表面积有 (这里 dw 为球面面元)

v(x) = − 1

ωn−1

∫ ∞

0

∫
|w|=1

∇v(x+ rw) · wdwdr

作变量替换 y = x+ rw，由球坐标换元可知 dy = rn−1dwdr，于是

v(x) = − 1

ωn−1

∫
Ω

∇v(y) · y − x

|y − x|n
dy

于是用柯西不等式放缩可知

|v(x)| ≤ n

ωn−1

∫
Ω

|∇v(y)|
|x− y|n−1

dy

由 Hölder 不等式可知

|v(x)| ≤ n

ωn−1

(∫
Ω

|x− y|−(n−1)p/(p−1)

)1−1/p

|v|W 1
p

利用引理即得证。

由此利用 |v|W 1
p
≤ ∥v∥W 1

p
可知存在 c(n,Ω) 使得

∥v∥C(Ω̄) ≤ c(n,Ω)(p− n)1/p−1∥v∥W 1
p
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* kp = n, q = ∞ 时反例：n ≥ 2 时，取 Ω = B1/2(0)，f(x) = log | log |x||，形式上求导可得 |α| = 1 时

Dαf(x) =
1

log |x|
xα

|x|2

将 xα 放为 |x|，球坐标换元可知存在 C 使∫
Ω

(Dαf(x))p ≤ C

∫ 1

0

rn−p−1(log r)−pdr

由此 p ≤ n 时 Dαf ∈ Lp，于是 f ∈W 1
n，但 f(x) /∈ L∞。

§2.3 迹定理与范数等价

迹定理：记 Γ 为 ∂Ω，则有自然限制 γ : C1(Ω̄) → C(Γ)，而 γ 可以连续延拓到 γ : H1(Ω) → H1/2(Γ)，且

满足

∥u∥H1/2(Γ) ≤ C∥u∥H1(Ω)

对偶范数 (负范数)：

∥f∥H−1 = sup
v∈H1

0

(f, v)

∥v∥H1

由此可定义 H1
0 对偶空间 H−1。

范数等价定理：考虑 W k+1
p (Ω) 中半范数 F (·)，即其为满足 F (u+ v) ≤ F (u) + F (v) 与 F (αu) ≤ |α|F (u)

的非负函数。若其有性质：

• 对任何不超过 k 次的多项式 p，F (p) = 0 ⇔ p = 0；

• F 下半连续 [LSC]，即若 W k+1
p (Ω) 中 uk → u，则

F (u) ≤ lim inf
k→∞

F (uk)

则存在 A,B > 0 使得

A∥v∥Wk+1
p (Ω) ≤ |v|Wk+1

p (Ω) + F (v) ≤ B∥v∥Wk+1
p (Ω)

• 证明：
先证明右侧成立，则只需找到常数 C 使得 F (v) ≤ C∥v∥Wk+1

p
(Ω)。

定义 Vn = {v ∈W k+1
p | F (v) ≤ m}，由下半连续可知 Vm 为闭集，且根据定义有

⋃∞
m=1 Vm =W k+1

p ，

利用 Baire 纲定理，存在 m0 与 x0, r 满足 Br(x0) ⊂ Vm0
。

对任何 v ∈ V，由此有 x0 +
r
2

v
∥v∥

W
k+1
p

∈ Vm0

F

(
x0 +

r

2

v

∥v∥

)
≤ m0

通过半范数定义可知

F (v) ≤ (F (x0) +m0)
2

r
∥v∥Wk+1

p

从而得证 (此过程即说明一切满足 LSC 的半范数都有此性质)。
接下来证明左侧，若否，存在一列 vm 使得 ∥vm∥Wk+1

p
= 1，且

F (vm) + |vm|Wk+1
p

→ 0

(先构造一列 um 使得中间小于
1
m
∥um∥Wk+1

p
，再除以模长，利用半范数可说明。)
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利用定义可证明 W k+1
p →W k

p 的嵌入是紧嵌入，于是存在 vm 的子列 (仍记为 vm) 使得 vn 在 W k+1
p

中弱收敛到 v，利用紧嵌入进一步得到

∥vm − v∥Wk
p →0

由此可以利用定义得到存在 C 使得

∥vn − vm∥Wk+1
p

≤ C
(
∥vn − vm∥Wk

p
+ |vn|Wk+1

p
+ |vm|Wk+1

p

)
于是其在 W k+1

p 中为柯西列，得到

∥vm − vn∥Wk+1
p

= 0

由此

F (v) + |v|Wk+1
p

≤ lim inf
n→∞

(F (vn) + |vn|Wk+1
p

) = 0

于是左侧两项均为 0，第二项为 0 代表其为不超过 k 次多项式，第一项为 0 代表只能是 0，与 vn 模

长均为 1 矛盾。
* 不超过 k 次的多项式构成的空间记为 P k。

* 应用，对至少二维空间中的区域 Ω，可定义 F (v) =
∣∣ ∫

∂Ω
vds

∣∣，取 k = 0，即得到 ∥ · ∥Wp
1
与 | · |W 1

p
+F (·)

等价，为某种迹定理的形式。

三 有限元构造

回顾第一章中的分片线性函数空间，设计函数空间应该解决：

1. 每个小单元上为何类函数；

2. 如何决定局部的函数；

3. 局部函数拼成整体时有何种限制。

在分片线性函数空间，三个问题的答案分别是：线性函数、通过端点值确定、相邻时公共顶点值相同直接

拼接。

§3.1 有限元网格

有限元定义

以下三元组称为有限元：

1. 某区域 K ⊂ Rn，称为单元区域；

2. K 上的有限维函数空间 P；

3. P 的对偶空间 P ′ 的一组基 N = {N1, . . . , Nd}。

与 N 构成对偶基的 P 的基称为结点基。

例：K = [0, 1]、P = Pm(K)，Ni(v) = v(i/m), i = 0, . . . ,m。这即对应 [0, 1] 上多项式空间作为有限元。

唯一可解性 [给定 Ni(v) 的值可唯一确定 v ∈ P ]：若 N1, . . . , Nd 包含在 P ′ 中，且 dimP = d，则以下两

者等价：

1. {N1, . . . , Nd} 为 P ′ 一组基；

2. 若 v ∈ P 使得 Ni(v) = 0，则 P = 0。
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• 证明：
考虑 P ′ 一组基 M，将 N,M 写成列向量，并设 N = AM，则其为一组基当且仅当 A 可逆，而这即

等价于 KerA = {0}，从而得证。
* 上述引理可用于验证有限元。
* 此定义中的 P 即为开头第一个问题的答案，而 Ni 即为第二个问题的答案。

三角剖分 [二维]：考虑 Ω 为某闭多边形区域，若能存在一些闭三角形 Ki 使得

1. 不同的三角形内点交为空集；

2. Ω =
⋃

iKi；

3. 任何一个三角形的顶点不会落在另一个三角形的边上。

则它们称为 Ω 的一个三角剖分 TK。

有限元空间：考虑 Ω 为某闭多边形区域，其三角剖分为 TK，剖分出的三角形记为 T1, . . . , Tk，给定每个

网格中一个有限元 (Ti,PTi
, NTi

)，若其满足：

1. v
∣∣
Ti

∈ PTi
；

2. 若 Ti ∩ Tj ̸= ∅ 则有相交部分自由度对应的 s, t 使得

Ns,Ti
(w
∣∣
Ti
) = Nt,Tj

(w
∣∣
Tj
)

对一切 w ∈ C l(Ω) 成立。

则其为一个有限元空间。

§3.2 三角有限元

考虑二维空间，K 为三角形，则考虑自由度可知

dimPk = C2
k+2

当 k = 1 时，即三个顶点唯一确定三角形上的线性函数，记 Ni(v) = v(ai)，a1,2,3 为三角形三个顶点。

* 直接验证即可知此时构成有限元，为构造一般 k 时的有限元，需要一些准备。

中心坐标：λi(x) 为 ai 点取值 1，其他两点取值 0 的线性函数。(利用平面几何可知 λ1(x) 为 x, a2, a3 构

成三角形的有向面积与 a1, a2, a3 构成的三角形的有向面积之比，其他同理。)
引理 (直观结果)：若 p(x) 为 d ≥ 1 次的多项式，且在超平面 L(x) = 0 上恒为 0，则 P (x) = L(x)Q(x)，

Q 为某 d− 1 次多项式。

当 k = 2 时，通过三个顶点与三边中点确定二次函数，记 N1,2,3 为三个顶点上的值，N4,5,6 为三边中点上

的值，若将 aij 记为 i, j 边的中点，N 可取为 Ni(v) = v(ai), Nij(v) = v(aij)，则其构成有限元。

• 证明：
只需证明 Ni(v) = Nij(v) = 0 时 v = 0，利用限制在每条边为二次函数可知其在每条边上都为 0，通
过引理得结论。

对一般的 k，归纳定义：取三个顶点、边上的所有 k 等分点 (共 3(k−1)个)，剩余 1
2
(k−2)(k−1)个不同的

内点，任取 K 内点中的某三角形 K ′，在此三角形内进行 k−3时的点取法。在每点 αi 定义 Ni(v) = v(αi)，

则其构成有限元 [称为 Pk-Lagrange 单元]。
• 证明：
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只需证明 Ni(v) = 0 时 v = 0。与二次情况类似，考虑限制在边上，由于每条边上有 k + 1 个点为 0，
必然在每条边恒为 0，由引理可以拆分出 λ1, λ2, λ3 三个一次多项式因子，设 p = λ1λ2λ3q，则 q 退

化至 k − 3 次的情况，通过归纳法可得结论成立。

由于相邻的三角形上须满足两边上有 k + 1 个点相同，它们构成的有限元空间必然能保证整体连续。

§3.3 其他构造

CR 单元：k = 1 时，取三边中点而非三个顶点定义 Ni。

• 证明：
只需证明 Ni(v) = 0 时 v = 0，而利用线性可直接验证唯一可解性。

* 此单元构成的有限元无法保证整体连续。

Hermite 单元：k = 3 时，取三个顶点、顶点处对 x, y 的偏导与内部任何一个点定义 Ni。

• 证明：
只需证明 Ni(v) = 0 时 v = 0。利用 Hermite 插值可得到 Ni(v) = 0 时必然每条边上为 0，结合某内
点为 0 可知唯一可解性。

* 由于可以保证边界为 0，有限元空间可保证整体连续。

Arggris 单元：k = 5 时，取三个顶点、顶点处对 x, y 的一二阶偏导、三边中点处的法向导数定义 Ni，

• 证明：
只需证明 Ni(v) = 0 时 v = 0。仍利用 Hermite 插值可得到必然每条边上为 0，分出 λ1λ2λ3 后剩余

二次函数。由于三边中点处的法向导数为 0，利用 Hermite 插值进一步可得到每边上法向导数 (四次
多项式) 恒为 0。而计算可知 λ1 在 a2a3 上法向导数非零，而 λ2, λ3 在 e1 上非零，于是求导可知 Q

在 a2a3 上为 0，同理其在 a1a2 与 a1a3 上也为 0，得证恒为 0。
* 由于保证了法向导数一致，而值连续可以保证切向导数一致，因此有限元空间可保证整体 C1。

Morley 单元：k = 2 时，取三个顶点、三边中点法向导数定义 Ni。

• 证明：
只需证明 Ni(v) = 0 时 v = 0。考虑 ∂ijv，利用分部积分可知其在 K 上的积分必 0 (法向导数为线性
函数，中点为 0 则积分为 0，切向导数积分为端点值可得到 0)，但其各二阶导数为常数，从而 v 只

能是一次函数，再由顶点为 0 知只能为 0。
* 此单元构成的有限元无法保证整体连续，但具有一定的导数连续性。

* 多项式有限元空间有整体 Hk 性质等价于其有整体 Ck−1 性质 (利用其分片多项式性，注意连续的分片
多项式可求一阶弱导数但一般不可求二阶弱导数)。

插值

定义某有限元 (K,P,N) 后，设 ϕi 为 N 的对偶基，则对任何函数 v，称其插值为

Ikv =
d∑

i=1

Ni(v)ϕi

* 定义插值需要将 Ni 延拓到更广的函数空间中。

* 也可定义 Ikv 为 P 中使得 Ni(Ikv) = Ni(v) 的函数，利用唯一可解性可知良好定义性。从而也有 v ∈ P

当且仅当 v = Ikv，同理 I2k = Ik。
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由于 P 为有限维，P ′ 上等价的 N 可能会存在不同的插值。考虑 K 为三角形，k = 1，考虑 aij 为每边中

点，定义 Nij(v) = v(aij)；也可考虑定义 Ñi 为每条边上的积分平均值。由于 P 为线性函数，N 与 Ñ 应

等价，但对应的插值不同。

* 意义：考虑一般的空间中，若无法嵌入 C(K)，则其在点处的定义无意义，于是 v 在第一种定义下的插

值无意义，但采用积分定义可以存在意义。

§3.4 单元等价性

仿射等价：设 (K,P,N)、(K̂, P̂ , N̂) 为两有限元单元，若存在仿射 F (x) = Ax+ b 使得

1. F (K) = K̂；

2. F ∗P̂ = P，这里 F ∗P̂ = P ◦ F；

3. F∗N = N̂，这里 (F∗N)(f̂) = N(F ∗f̂)。

则称它们仿射等价。

* 两个 P1-Lagrange 单元仿射等价。
• 证明：

考虑自由度可发现一定存在将三角形映射为另一个给定三角形的仿射，且保证 Ni 定义的顶点的对应

映射到 N̂i 定义的顶点，进一步由定义验证 (仿射可成为多项式空间的双射) 即可发现等价。
同理，对于 Pk-Lagrange 单元，只要取的点能在顶点对应映射时存在对应，即仿射等价，否则仿射不等价。
• 证明：

前者与 P1 时相似验证即可，后者由于无法将取的点对应映射到，F∗N ̸= N̂。

* 由中点或边上积分平均定义的 CR 单元仿射等价。
• 证明：

同理考虑顶点对应的映射，且保持边需要相同，只需验证 F∗N = N̂，其余与 Lagrange 单元相同。对
中点，过程与 Lagrange 单元完全相同，而对 F∗N，直接利用定义可发现积分平均仍然映射到对应的

积分平均，从而得证。

* Hermite 单元一般仿射不等价。
• 证明：

由于仿射被三角形确定，可能导致 x, y 方向改变，新的对 x 偏导对应的原本方向不为 x 方向。

插值等价：设 (K,P,N)、(K,P, N̂)为两有限元单元，且对应定义了插值 (即 N 与 N̂ 进行了延拓)，若 (这
里假设 f 足够光滑)

∀f, INf = IN̂f

则称它们插值等价。

两单元插值等价当且仅当 N 与 N̂ 延拓后可相互线性表出。

• 证明：
若 Ni =

∑
j cjN̂j，则

Ni(INf) = Nif =
∑
j

cjN̂j(f) =
∑
j

cjN̂j(IN̂f) = Ni(IN̂f)

由此利用基的性质可知插值相同。

反之若 INf = IN̂f，两边同作用 Ni 并展开计算可知

Nif =
∑
j

(N̂jf)(Niϕ̂j)
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* 考虑 CR 单元以中点与边界积分平均定义的两种 Ni，它们事实上是不同的延拓方式，不可相互表出。

* 对同一个三角形中，在每个 ai 处取定 x, y 与 x̂, ŷ 两方向的 Hermite 单元 N, N̂，可由定义知它们插值

等价。

仿射插值等价：设 (K,P,N)、(K̂, P̂ , N̂) 为两有限元单元，且对应定义了插值，若存在仿射 F (x) = Ax+ b

使得

1. F (K) = K̃；

2. F ∗P̃ = P，这里 F ∗P̃ = P ◦ F；

3. F∗N 与 Ñ 插值等价。

则称它们仿射插值等价。

* 由上方例子，两 Hermite 单元仿射插值等价。我们讨论的有限元单元一般都具有不同单元仿射插值等价
的性质。

性质：插值与仿射可交换，若 (K,P,N) 以 F 仿射插值等价于 (K̃, P̃ , Ñ)，则

I ◦ F ∗ = F ∗ ◦ Ĩ

• 证明：
I ◦ F ∗f̃ = IN (f̃ ◦ F ) 左侧作用 Ni 可得

Ni(f̃ ◦ F ) = (F∗N)i(f̃)

而

F ∗ ◦ If̃ = IÑ (f̃ ◦ F ) = (IF∗N f̃) ◦ F

左侧作用 Ni，利用等价定义可得其为

(F∗N)iIF∗N (f̃) = (F∗N)if̃

从而得证。

§3.5 长方形有限元

* 即 K 为长方形的情况。

记 Q1 = span{1, x, y, xy}，考虑 P = Q1 的情况，其可被四个顶点处的值唯一确定，若对角顶点为 (a, c)

与 (b, d) 结点基为

(y − d)(x− b)

(a− d)(c− b)
,

(y − c)(x− b)

(d− c)(a− b)
,

(y − d)(x− a)

(c− d)(b− a)
,

(y − c)(x− a)

(d− c)(b− a)

定义 Qk 为 x, y 各自次数不超过 k 的二元多项式，k = 2 时，其可被 9 个点唯一确定，考虑四个顶点、四
边中点与中心即可；对任意 k，考虑每条边上的 k 等分点，并水平、竖直连接，其所有 (k + 1)2 个交点可

构造结点基。

• 证明：
与三角形类似，每边上 x 或 y 恒定，是关于另一个量的 k 次函数，而由于其恒为 0 可提出因式，并
将 x, y 的最高次数下降 2，重复此操作直到恰好提完后次数为 0，或回到 k = 1 情况即可。

* Qk 比 Pk 大，但多于 Pk 的部分无实际意义，因此希望减少自由度，且仍然保证边界连续性 (由此边界
处的取点无法减少)。
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奇妙族 [Serendipity Element]
引理：存在 c1, . . . , c8 使得

∀ϕ ⊂ P2, ϕ(z9) =
8∑

i=1

ciϕ(zi)

这里 z1 到 z8 为长方形的各边中点，z9 为中心。

• 证明：
考虑将其按基 1, x, y, xy, x2, y2 展开为线性方程组，计算可知系数矩阵列满秩，从而其必然等于增广

矩阵秩，有解。(更几何的方法可以考虑其中取出 6 个点决定二次函数，事实上即对应系数矩阵列满
秩。)

由此 z1 到 z8 的值可确定一个比 Q2 少一维且包含 P2 的函数空间{
ϕ ∈ Q2 |

∑
i

ciϕ(zi)− ϕ(z9) = 0

}
更多单元：

1. 长方形 C-R 单元

考虑四边中点定义 Ni，P 为 P1 与 x2 − y2 生成的多项式空间。

2. 长方形 Morley 单元

考虑四边顶点与中点处的法向导数定义 Ni，P = Q1 + span{x2, y2, x3, y3}。

* 其并不全局 C0，但可以解四阶问题。

3. Adini 单元

考虑四边顶点与各自对 x, y 偏导定义 Ni，P = Q1 + span{x2Q1}+ span{y2Q1}。

* 全局 C1，可解四阶问题。

4. Bogner-Fox-Sohmit[BFS] 单元

考虑四边顶点、各自对 x, y偏导与 ∂xy 定义 Ni，P = Q1+span{x2Q1}+span{x2Q1}+span{x2y2Q1}。

* 全局 C1，同样可解四阶问题。

宏单元 [Exotic Element]：仍定义 K 为三角形，且在其中取一个点将三角形分割为 K1,K2,K3 三个三角

形，要求 P 为

{p ∈ C1(K) | p|Ki
∈ P3(Ki)}

通过顶点处的值与对 x, y 偏导及三边的法向导数定义 Ni。

• 证明：
考虑 P3 有 10 个自由度，总自由度 30，但考虑到中间点三者的值相同 2 个条件、中间点三者两方向
导数相同 4 个条件、内部边界上中点两方向导数相同个条件、三顶点处值与两方向导数相同 6 个条
件，剩余自由度与约束个数相等，只需证明 Ni 的值给定后能唯一确定。

由唯一可解性定理只需证明所有 Ni(v) 全为 0 时 v 只能为 0。对 v 在每个区域内考虑，可发现能提

出一次因式的平方，对剩下部分考虑梯度得证为 0。
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四 多项式逼近

§4.1 Bramble-Hilbert 引理

设 Ω 的边界为 Lipschitz，k ≥ 0，存在常数 C(Ω, k) 使得

inf
p∈Pk(Ω)

∥v + p∥Wk+1
p

≤ C(Ω, k)|v|Wk+1
p

先从范数等价定理出发证明。

• 证明：
设 N = dimPk(Ω)，取 Pk 对偶空间的一组基 f1, . . . , fN，由于维数有限，一定存在 C 使得

∀v ∈ Pk, fi(v) ≤ C∥v∥Wk+1
p

利用 Hahn-Banach 定理，fi 可以保范延拓到 W k+1
p 的对偶空间中，仍记为 fi。

利用范数等价定理，可验证 F (v) =
∑

i |fi(v)| 满足条件，由此存在 C(Ω, k) 使得

∥v∥Wk+1
p

≤ C(Ω, k)

(
|v|Wk+1

p
+

N∑
i=1

|fi(v)|
)

考虑 v 投影到 Pk(Ω) 上为 q，满足 fi(q) = fi(v)，则 −q ∈ Pk(Ω)，且 fi(v − q) = 0，于是

∥v − q∥Wk+1
p

≤ C|v − q|k+1
Wp

= C|v|Wk+1
p

这里对最终取出的 p = −q 几乎没有给出刻画，因此需要一个更构造性的证明。
• 证明：

对任何满足 |α| ≤ k 的指标 α，定义泛函

fα(v) =

∫
Ω

Dαvdx

则可验证 Pk(Ω) 的任何元素应在此映射下对应到唯一一组值，反之亦然 (利用自由度与线性性可看
出只需证明对任何 α 为 0 时多项式只能为 0，从高次开始归纳即可)。
由此，可定义插值映射 πr :W

r
p (Ω) → Pr(Ω)，满足

∀|α| ≤ r,

∫
Ω

Dα(πr(v))dx =

∫
Dαvdx

下面先证明引理：

∀|β| ≤ r, Dβπr(v) = πr−|β|(D
βv)

由于两侧均为 r− |β| 次多项式，只需证明它们作不超过 r− |β| 阶导数后积分相同即可，而这可以通
过 πr 定义得到。

由此，通过 fα(v − πk(v)) = 0 对任何 |α| ≤ k 成立，通过 Poincaré 不等式可知

∥v − πk(v)∥Lp ≤ C(Ω)
∑
|α|=1

∥Dα(v − πk(v))∥Lp = C(Ω)
∑
|α|=1

∥Dαv − πk−1D
αv∥Lp

对右侧的 ∥Dαv − πk−1D
αv∥ 重复此操作 (将 Dαv 看作整体)，最终可以得到

∥v − πk(v)∥Lp ≤ C(Ω, k)|v|Wk+1
p

同理，对 v − πk(v) 更高阶导数的范数，最终也可以被 |v|Wk+1
p
的某个 C(Ω, k) 倍控制，从而得证。
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§4.2 共形论证

* 或称为放缩论证。
设 F 为 K̂ → K 的仿射 F (x̂) = Bx̂+ b，K̂ 为某标准单元 (如腰长 1 的等腰直角三角形)，K 为要估算的
单元。

设 hK̂ = diam K̂，hK 同理，并记 ρK̂ 为 K̂ 中包含的球的直径最大值，ρK 同理。

先说明矩阵 B 的界：

∥B∥ ≤ hK
ρK̂

, ∥B−1∥ ≤ hK̂
ρK

, | detB| ≤ C

(
hk
ρK̂

)n

, | detB−1| ≤ C

(
hK̂
ρK

)n

• 证明：
由矩阵二范数定义可知

∥B∥ =
1

ρK̂
sup

∥ξ∥=ρK̂

∥Bξ∥

而右侧可看作 K̂ 上两点的像的距离，不会超过 hK，从而得证第一个式子，利用对称性考虑 F−1 可

得第二个式子。另一方面，通过二范数定义可控制特征值，从而根据行列式为特征值乘积可得后两个

式子。

记 v̂ = F ∗v，若 v ∈Wm
p (K)，则根据 F 为仿射可知 v̂ ∈Wm

p (K̂)，且

|v̂|Wm
p (K̂) ≤ C∥B∥m| detB|−1/p|v|Wm

p (K)

|v|Wm
p (K) ≤ C∥B−1∥m| detB|1/p|v̂|Wm

p (K̂)

• 证明：
同样只需证明第一个式子。由于平移不影响可不妨设 b = 0，通过链式法则直接计算导数可知成立

(利用有限维空间范数等价，每求一阶导数会被 B 的 Frobenius 范数控制，于是会被 ∥B∥所控制，而
积分变换导致 detB 出现)。

迹的共形论证：在 ∂K 的光滑部分，若 K̂ 的外法向量 ν̂ 在映射下成为了 K 边界上对应点的向量 ν，则

有边界对应点处

ν =
B−T ν̂

∥B−T ν̂∥

ds = | detB|∥B−T ν̂∥dŝ

• 证明：
若 ∂K̂ 边界方程能写为 H(x̂) = 0，设 N̂ 为 H 对 x̂ 的梯度，则有

ν̂ = ± N̂

∥N̂∥

根据外法向要求，此处或对所有 ν 同取 1，或同取 −1。直接计算验证可发现

ν = ± B−T ν

∥B−T ν∥

由于 F 将外部映射为外部可知外法向映射到外法向，从而取正 1。
利用 Gauss 定理可知 ∫

K

dφ
dxi

dx =

∫
∂K

φνi · ds

换元到 K̂ 上对 φ̂ 的积分即可验证成立。

由上方计算过程可以验证若 v ∈ Lp(∂K) 则 v̂ ∈ Lp(∂K̂)，且

∥v̂∥Lp(∂K̂) ≤ C∥B∥1/p| detB|−1/p∥v∥Lp(∂K)
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§4.3 插值的误差界

考虑有限元 P,K,N，且 diamK = 1，设 P ⊂Wm
∞(K)，N ⊂ (C l(K))′，则插值算子是 C l(K) →Wm

p (K)

的有界算子，∀1 ≤ p ≤ ∞。
• 证明：

设 N = {N1, . . . , Nk}，对偶基为 ϕ1, . . . , ϕk，则

∥Iu∥Wm
p

≤
k∑

i=1

|Ni(u)|∥ϕi∥Wk
p
≤
( k∑

i=1

∥Ni∥(Cl)′∥ϕi∥Wm
p

)
∥u∥Cl

从而得证。

设 I 在上述定义下范数为 σ(K)。若 (K,P,N) 与 (K̂, P̂ , N̂) 仿射插值等价，且

1. K 是星形区域；

2. Pm−1(K) ⊂ P ⊂Wm
∞(K)；

3. N ⊂ C l(K̄)′ (也即定义可以延拓到有 l 阶导数的函数上)。

若 p 满足 p > 1、m− l − n/p > 0 或 p = 1、m− l − n ≥ 0，则对任何 0 ≤ i ≤ m，v ∈Wm
p (K)，有

|v − Iv|W i
p
≤ C(m,n, γ̂, σ(K̂))

h
m+n/p
K

ρ
i+n/p
K

|v|Wm
p

这里 γ̂ 指 d
ρmax
，其中 d 表示 diam K̂，ρmax 表示 K̂ 所有中心 (星形区域中满足任何点与其连线都在区域

中的点) 构成的点集中球的半径上限。
* 为方便起见，我们假设 K̂ 为参考区域，对应的值 hK̂ , ρK̂ 等为常数，在证明中直接合并 K̂ 相关的常数。

• 证明：
设 K̂ 到 K 的对应仿射为 F，由于插值与推拉可以交换可知 F ∗(Iv) = Î v̂。再利用线性性可知

F ∗(v − Iv) = v̂ − Î v̂，由此利用前一部分结论

|v − Iv|W i
p
≤ C∥B−1∥i| detB|1/p|v̂ − Î v̂|W i

p(K̂) ≤ C

(
hK̂
ρK

)i(
hK
ρK̂

)n/p

|v̂ − Î v̂|W i
p(K̂)

考虑之前定义的 πi，利用之前的结论可知

|v̂ − Î v̂|W i
p(K̂) ≤ ∥v̂ − Î v̂∥Wm

p (K̂) ≤ ∥v̂ − πm−1v̂∥Wm
p (K̂) + ∥πm−1v̂ − Î v̂∥Wm

p (K̂)

再通过 πm−1v̂ = Îπm−1v̂，利用 σ(K̂) 定义有

|v̂ − Î v̂|W i
p(K̂) ≤ ∥v̂ − πm−1v̂∥Wm

p (K̂) + σ(K̂)∥πm−1v̂ − v̂∥Cl(K̂)

再通过嵌入定理与 B-H 引理可得

|v̂ − Î v̂|W i
p(K̂) ≤ (1 + C(K̂)σ(K̂))|v̂|Wm

p (K̂) ≤ C̃(K̂)|v̂|Wm
p (K̂)

最终利用

|v̂|Wm
p (K̂) ≤ C∥B∥m| detB|−1/p|v|Wm

p

得到估计

|v − Iv|W i
p
≤ C(K̂)

h
m+n/p
k

ρ
i+n/p
k

|v|Wm
p
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拟一致性：对划分区域 Ω 且满足

∀h, max
K∈Th

{diamK} ≤ h diamΩ

的一族网格 {T h}, 0 < h ≤ 1，若存在 ρ > 0 使得

∀h, min
K∈Th

{diamBK} ≥ ρh diamΩ

则称其为拟一致的，这里 BK 表示 K 所有中心构成的点集中半径最大的球。

形状正则性：对划分区域 Ω 且满足

∀h, max
K∈Th

{diamK} ≤ h diamΩ

的一族网格 {T h}, 0 < h ≤ 1，若存在 ρ > 0 使得

∀h, ∀K ∈ T h, diamBK ≥ ρdiamK

则称其为形状正则的 (或非退化的)。
* 由此之前定理中 hK/ρK 也可消去，得到其中

|v − Iv|W i
p
≤ C ′(K̂)hm−i

K |v|Wm
p

* 事实上拟一致性可以推出形状正则性，我们只讨论形状正则性满足的网格。

拟一致性性质：若 P k−1 ⊂ P，对任何 s ≤ m ≤ k 有( ∑
K∈Th

∥v − Inv∥pW s
p (K)

)1/p

≤ chm−s|v|Wm
p

* 也即事实上能达到 min(m, k) 阶光滑性，之前分片线性单元即对应 k = 2 的估算。

§4.4 反向估算

设 K̂ = 1
hK
K，也即只进行伸缩后的网格，对应可得到规范化后的 P̂。

设 σh ≤ hK ≤ h，其中 0 < h ≤ 1。要求 P ⊂W l
p(K)∩Wm

q (K)，且 p, q ∈ [1,+∞]，0 ≤ m ≤ l，则存在与

P̂、K̂、ρK、p、q、σ 相关的 C 使得 (省略范数后的区域 K)

∀v ∈ P, ∥v∥W l
p
≤ Chm−l+n/p−n/q∥v∥Wm

q

• 证明：
当 m = 0 时，将 v 变换到 K̂ 上得 v̂，通过有限维空间范数等价可知存在与 P̂ 相关的 C1 使得

∥v̂∥W l
p(K̂) ≤ C1∥v̂∥Lq(K̂)

利用伸缩变换性质可知

|v|W j
p
h
j−n/p
K = |v̂|W j

p (K̂) ≤ C1∥v̂∥Lq(K̂) = C1h
−n/q
K ∥v∥Lq

也即

|v|W j
p
≤ C1h

−j+n/p−n/q
K ∥v∥Lq

由于上式对一切 j ≤ l 成立，计算范数可得存在 C2 使得

∥v∥W l
p
≤ C2h

−j+n/p−n/q∥v∥Lq

对一般的 m ≤ l，分类放缩：
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1. 当 l −m ≤ k ≤ l 时，对任何 |α| = k，存在 |γ| = k +m− l，且 γ 各分量不超过 α，此时即有

∥Dαv∥Lp ≤ ∥Dγv∥W l−m
p

≤ C2h
−(l−m)+n/p−n/q∥Dγv∥Lq ≤ C2h

−(l−m)+n/p−n/q∥v∥Wm
q

2. 当 k < l −m 时，直接控制得

∥v∥Wk
p
≤ ∥v∥W l−m

p
≤ C2h

−(l−m)+n/p−n/q∥v∥Lq

拼合即得证。

整体估算，若 {Tn} 拟一致，则存在 C = C(ρ, p, q, σ) 使得(∑
n≥1

∥v∥p
W l

p(Tn)

)1/p

≤ Chm−l+min(0,n/p−n/q)
∑
n≥1

(
∥v∥qWm

q (Tn)

)1/q

• 证明：
若 p ≥ q，向量的 p 范数不超过 q 范数，直接将 p 范数放至 q 范数，利用上个定理可知成立。

若 p < q，需要利用 Hölder 不等式放缩得(∑
n≥1

∥v∥p
W l

p(Tn)

)1/p

≤
(∑

n≥1

1

)1/p−1/q(∑
n≥1

∥v∥q
W l

p(Tn)

)1/q

而由于网格个数为 Ch−n，对右侧利用上个定理可抵消 hn/p−n/q 的部分，从而得到结论。

其他逼近结果

方体网格：若 Qm−1 ⊂ P，有 i ≤ m 时

|u− IKu|W i
p(K) ≤ Cm,nh

m−i

( n∑
j=1

∥∥∥∥∂jv

∂xj

∥∥∥∥p
Lp

)1/p

等参元多项式逼近 [近似曲边区域]：将参考单元 K̂ 通过更一般的映射 F 映射到曲边三角形区域 K，要求

F 为有限元空间中的映射。

例：考虑对圆 Ω 的近似，先将其某内接多边形 Ω̃ 剖分为三角单元，每个三角形上考虑 P2-Lagrange 单元。
考虑 F̃ : Ω̃ → R2，要求其每个分量为 P2，则新的单元每边可以为二次函数 (同样可用推出、拉回对应定
义 P、N)，从而更好近似。
* 对 Pk-Lagrange 可以使得内部仍为直边且边界处最大距离为 hk+1 量级。

§4.5 离散 Sobolev 不等式

回顾 W 1
n 可以嵌入 q < ∞ 的 Lq，但不能嵌入 q = ∞ 的情况。我们希望证明有限元空间中 (这里 h 如前

定义)
∥v∥L∞ ≤ C(1 + | lnh|1−1/n)∥v∥W 1

n

• 证明：
回顾作业中

∥v∥Lq ≤ C(n,Ω)q1−1/n∥v∥W 1
n

定义

∥v∥0,(α) = sup
q≥1

{q−α∥v∥Lq}

引理：设 Ω 有 Lipschitz 边界，存在 C(n,Ω) 使得 (这里 C0,λ 为 Hölder 模) 对任何 ε, α ∈ (0, 1) 有

∥u∥L∞ ≤ C

(
| log ε|α∥u∥0,(α) + ελ∥u∥C0,λ(Ω̄)

)
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引理证明：

对 x0 ∈ Ω，记 Bε(x0) = Dε 其面积正比于 εn，设为 Cεn，利用 Hölder 模定义有

|u(x0)| ≤ |u(x)|+ ελ∥u∥C0,λ

积分可知

|u(x0)| ≤ C−1ε−n∥u∥L1(Dε) + ελ∥u∥C0,λ

再次利用 Hölder 不等式可知对任何 r 存在 C ′ 使得

|u(x0)| ≤ C ′ε−n/r∥u∥Lr(Dε) + ελ∥u∥C0,λ ≤ C ′rαε−n/r∥u∥0,(α) + ελ∥u∥C0,λ

取 r = | log ε|，代入即得结论。

原命题证明：记 α = 1− 1/n，利用引理并由 Sobolev 不等式控制 ∥u∥0,(α) 为 ∥u∥W 1
n
可得

∥v∥L∞ ≤ C| log ε|1−1/n∥v∥W 1
n
+ ελ∥v∥C0,λ

利用逆不等式可知

∥v∥W 1
∞

≤ h−1∥v∥W 1
n

取 λ = 1，得到 (利用 C0,1 定义考虑中值定理可知 C0,1 范数不超过梯度模长最大值，而这能被 nW 1
∞

控制，取 C̃ = n 即可)
ε∥v∥C0,1 ≤ C̃εh−1∥v∥W 1

n

最终取 ε = h 得证。

* 非光滑函数的插值：考虑 P1，若 u ∈ H1，希望定义在 P1-Lagrange 单元中的插值

Ihu =
∑
z

Nz(u)Φz

这里 Φz 为全局基 (即全局每个结点 z 处给一个基，相邻三角形共享顶点)。
只要将 Nz 延拓为 Ñz 即可得到构造。例如考虑延拓方式：将 Kz 定义为包含 z 的某个单元，K̃z 包含于

Kz，考虑 L2(K̃z) 上 ΦK̃z 的对偶基 ΨK̃z 满足∫
K̃z

ΦK̃2

N (x)ΨK̃z

M (x) = δMN

再定义

Ĩhu =
∑
z

(∫
K̃z

u(x)ΨK̃z

Nz
(x)dx

)
Φz

即可。

五 n 维问题

§5.1 Poisson 问题

考虑有界区域 Ω (可近似为多边形区域) 内的方程

−△u = f

设 Γ ⊂ ∂Ω，边界处法向量记为 ν，边界条件取为

∀x ∈ Γ, u = 0
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∀x ∈ ∂Ω\Γ, ∂u

∂ν
= 0

适定性

若 Γ 的 ∂Ω 上测度非 0，记
V = {u ∈ H1(Ω), v

∣∣
Γ
= 0}

则问题可化为变分形式

∀v ∈ V, a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdx = (f, v)

可利用 Lax-Milgram 引理得到其解在 V 中存在唯一。

若 Γ = ∅，由 Gauss-Green 公式可知 ∫
Ω

f(x)dx = −
∫
∂Ω

∂u

∂ν
ds = 0

记

V =

{
u ∈ H1(Ω),

∫
Ω

u(x)dx = 0

}
对变分形式 a(u, v) = (f, v)，仍然可得到其解在 V 中存在唯一 (事实上也即相差常数意义下唯一)。

变分思路

考虑网格中的 Pm−1-Lagrange单元，且 m > 2，对网格 Th 可找到解 uh 满足 a(uh, vh) = (f, vh)对 vh ∈ Vh

成立，这里 Vh 为符合边界条件的有限元函数空间。利用之前定理可知对形状正则的单元有

∥u− uh∥H1 ≤ C inf
Vh

∥u− vh∥H1 ≤ C ′hm−1|u|Hm

* 第一个不等号称为 Ceà 引理。
* 对于边界条件 vh

∣∣
Γ
= 0，对 Lagrange 单元只须取 Γ 包含的部分的 v 值为 0。

* 对 Γ = ∅ 的情况，由于相差常数意义唯一，可以考虑固定 v 在某点为 0，或利用乘子法，考虑无边界条
件的 Vh，求解 (将 r ∈ R 作为未知数，相当于方程、未知数都增添一个)

∀vh ∈ V, a(uh, vh) + (vh, r) = (f, vh)

∀s ∈ R, (uh, s) = 0

这时第二个方程可保证 uh 积分为 0，而第一个方程可保证对任何积分为 0 的 vh 符合变分形式，由此可以

求出唯一符合要求解。

对偶论证

考虑 e = u− uh 与方程

∀x ∈ Ω, −△w = e

∀x ∈ Γ, w = 0

∀x ∈ ∂Ω\Γ, ∂w

∂ν
= 0

则对任何 wh ∈ Vh 有

∥u− uh∥2L2 = a(u− uh, w) = a(u− uh, w − wh) ≤ C∥u− uh∥H1∥w − wh∥H1 ≤ C ′h∥u− uh∥H1 |w|H2

若有椭圆正则性假设 |w|H2 ≤ C0∥e∥L2，即可得到

∥u− uh∥L2 ≤ C ′h∥u− uh∥H1 ≤ C ′′h2|u|H2
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椭圆正则性动机：考虑 Rn 上

∥△v∥L2 = ∥△̂v∥L2 = ∥∥ξ∥2v̂(ξ)∥L2

而对任何 |α| = 2 计算可得

∥∂αv∥L2 ≤ ∥∥ξ∥2v̂(ξ)∥L2

由此 △v 的二范数可能可以控制任何二阶导数的二范数。
* 凸区域情况下 ∥D2v∥L2 ≤ ∥△v∥L2 对 v ∈ H2 ∩H1

0 成立，左侧 D2v 的范数代表所有二阶导的范数求和，

而对一般的 p，只要 p ≥ 1 充分小，就能使得 ∥v∥W 2
p
被 ∥△v∥Lp 控制。

* 一般情况反例：区域 Ω = {(r, θ) | r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π/β)}。考虑函数 v = rβ sin(βθ)，可发现 △v = 0，

考虑 u = (1− r2)v，则 ∇u 有界但 u 并不为 H2。

部分正则性：对某 0 < α ≤ 1 满足

∥w∥Hα+1 ≤ C∥△w∥Hα−1

§5.2 一般二阶椭圆问题

假设 aij(x) ∈ L∞ 处处对称，且对于几乎处处的 x 有∑
ij

aij(x)ξiξj ≥ α∥ξ∥2

* 称为一致椭圆条件，将 aij(x) 拼成的矩阵记为 a(x)。

椭圆算子

Au = −∇ · (a(x)∇u)

对应的

a(u, v) =

∫
Ω

(a(x)∇u) · (∇v)dx

* 利用一致椭圆条件可发现 a(v, v) ≥ α|v|2H1。

* 对应的 Neumann 边界条件为 (a(x)∇u) · ν = 0，由此对 Au = f 可完全类似 Poisson 问题处理。

非对称问题

Au = −∇ · (a(x)∇u) + b(x) · ∇u+ b0(x)u

其对应的双线性型为

a(u, v) = (a∇u,∇v) + (b · ∇u, v) + (b0u, v)

一般无法得到强制性结论，但只要 b0(x) ≥ 0 就能得到解唯一，但无法类似之前估算，需要寻找新的估算

方式。

Gårding 不等式：若 b0, b 均有界，存在 K > 0 使得对任何 v ∈ H1 有

a(v, v) +K∥v∥2L2 ≥ α

2
∥v∥2H1

• 证明：

a(v, v) +K∥v∥2L2 ≥ α|v|2H1 + (b · ∇v, v) + (b0v, v) +K∥v∥L2

而对 b、b0 均放为共同的上界 B 后可得到

a(v, v) +K∥v∥2L2 ≥ α|v|2H1 + (K −B)∥v∥2L2 −B|v|H1∥v∥L2

对第三项采用基本不等式放缩，再取 K 充分大即得证。
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估算：对方程 ∀v ∈ V ⊂ H1, a(u, v) = (f, v)，若 a(u, v) 与 f 满足：

• a(u, v) ≤ C1∥u∥H1∥v∥H1；

• ∃K > 0, α > 0，a(v, v) +K∥v∥2L2 ≥ α∥v∥2H1；

• 方程存唯一解；
• 对偶问题 a(v, w) = (g, v) 的解与原问题解满足正则性假设

|u|H2 ≤ CR∥f∥L2 , |w|H2 ≤ CR∥g∥L2

考虑有限元空间 Vh ⊂ V，在以上假设下，若还有

inf
v∈Vh

∥w − v∥ ≤ CAh|w|H2

则可知问题

∀vh ∈ Vh, a(uh, vh) = (f, vh)

在 h ≤ h0 时存唯一解 uh ∈ V，且有估计

∥u− uh∥H1 ≤ C inf
v∈Vh

∥u− v∥H1

∥u− uh∥L2 ≤ C1CACRh∥u− uh∥H1

• 证明：
由于 a(u− uh, vh) = 0 可知

α

2
∥u− uh∥2 ≤ a(u− uh, u− uh) +K∥u− uh∥2L2 = a(u− uh, u− v) +K∥u− uh∥2L2

于是
α

2
∥u− uh∥2 ≤ C1∥u− uh∥H1∥u− v∥H1 +K∥u− uh∥2L2

设 e = u− uh，考虑 a(v, w) = (e, v)，根据假设可知

∀wh ∈ Vh, ∥e∥2L2 ≤ C1∥u− uh∥H1∥w − wh∥H1

从而利用有限元空间的假设与对偶问题正则性可知

∥e∥2L2 ≤ C1CACRh∥u− uh∥H1∥e∥L2

这就得到了二范数的估计，而最终放缩得到

α

2
∥u− uh∥2H1 ≤ C1∥u− uh∥H1∥u− v∥H1 +KC2

1C
2
AC

2
Rh

2∥u− uh∥2H1

将中间利用基本不等式放缩即得到 H1 范数的估计。

由此通过最优逼近可发现解的唯一性，而此为有限维线性问题，解唯一即可得到存在唯一。

负模估计

定义区域 Ω 上的负模

∥u∥H−s = sup
v∈Hs

(u, v)

∥v∥Hs

作如下假设：

• ∥u∥Hs+2 ≤ CR∥f∥Hs；

• infv∈Vh
∥u− v∥H1 ≤ C0h

s+1∥u∥Hs+2 (例如对 Lagrange 单元要求 m 至少为 s+ 1)；
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用上述两假设替代之前的第四条假设，可发现存在 C 使得

∥u− uh∥H−s ≤ Chs+1∥u− uh∥H1

• 证明：
完全相同考虑 e = u− uh，考虑一般的问题

∀v ∈ V, a(v, wϕ) = (ϕ, v)

取 v = e，则可发现

∀wh ∈ Vh, (ϕ, e) = a(u− uh, w−wh) ≤ C1∥u− uh∥H1∥w−wh∥H1 ≤ C1C0h
s+1∥u− uh∥H1∥w∥Hs+2

最终有

(ϕ, e) ≤ C1C0CRh
s+1∥u− uh∥H1∥ϕ∥Hs

于是

∥e∥H−s ≤ C1C0CRh
s+1∥u− uh∥H1

负模下界估计：由于

(u− uh, f) = a(u− uh, u− uh) ≥ α∥u− uh∥2H1

可知

∥u− uh∥Hs ≥ (u− uh, f)

∥f∥Hs

≥ α

∥f∥Hs

∥u− uh∥2H1

也即负模误差的下界为 ∥u− uh∥2H1 量级。

* 直观理解：考虑四阶问题 a(u, v) = (D2u,D2v)，再通过 s = 0 情况可得到

∥u− uh∥L2 ≥ (u− uh, f)

∥f∥L2

≥ C
∥u− uh∥2H2

∥f∥L2

考虑 Morley 单元，其对应的为二次多项式，因此插值理应能得到 L2 范数为 O(h3)，但实际上 H1、L2 的

范数均为 O(h2)，比直接逼近性的阶低一阶。

* 污染效应 (凹点附近影响整体误差)：考虑

Ω = {(r, θ) | 0 < r < 1, 0 < θ < π/β}, β ∈ (1/2, 1)

考虑 v = rβ sin θ，u = (1− r2)v，取 Vk 为 Pk+1-Lagrange 单元进行逼近，利用数值解不可能好于最优逼
近，划分为三角网格 T 有

∥u− uh∥2H1 ≥ inf
v∈Vh

∑
T

∫
T

|∇u−∇v|2dx ≥
∑
T

inf
v⃗∈P⃗k

∫
T

|∇u− v⃗|2dx

这里 P⃗k 表示每个分量都是 k 次多项式的向量函数，由 ∇v 每个分量在每个单元内必然为 k 次多项式可

知成立。进一步放缩可知

∥u− uh∥2H1 ≥ inf
v⃗∈P⃗k

∫
T0

|∇u− v⃗|2dx

这里 T0 代表有一个顶点在原点的三角单元。直接计算可得

inf
v⃗∈P⃗k

∫
T0

|∇(rβ sin θ)− v⃗|2dx ≥ C0(diamT0)
2β

从而当 h→ 0 时近似有

inf
v⃗∈P⃗k

∫
T0

|∇u− v⃗|2dx ≥ C0(diamT0)
2β − C0(diamT0)

2β+4 ≈ Ch2β

从而能量范数至多 hβ 阶，其他范数至多 h2β 阶。
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§5.3 弯曲板方程

* 四阶方程的重要例子。
考虑二维情况，其微分形式方程为

△2u = f

分部积分可知其对应 H2(Ω) 中的双线性型为

a(u, v) =

∫
Ω

(
△u△v − (1− ν)(2uxxvyy + 2uyyvxx − 4uxyvxy)

)
dxdy

其中 ν ∈ [0, 1/2]，希望求解 a(u, v) = (f, v) 对任何 v 成立。

其具有性质：

1. 当 ν = 1/2 时，a(u, v) =
∫
Ω

∑
ij uijvijdx1dx2。

2. Gårding 不等式：当 ν ∈ (−3, 1) 时，存在 K > 0 使得

a(v, v) +K∥v∥2L2 ≥ 2∥v∥2H2

3. 强制性：当 ν ∈ (0, 1) 时，只要 V ∩ P1 = {0}，即有 a(v, v) ≥ C∥v∥2H2。

• 证明：

记 C0 = min{ν, 1− ν}，由于 a(v, v) 为∫
Ω

(
ν(△v)2 + (1− ν)((vxx − vyy)

2 + 4v2xy)
)
≥ C0

∫
Ω

(
(vxx + v2yy) + (vxx + vyy)

2 + 4v2xy
)
dxdy

从而

a(v, v) ≥ C0|v|2H2

若结论不成立，可找到一列 vj 使得 ∥vj∥H2 = 1 且 a(vj , vj) < 1/j。

考虑到 P 1 的投影映射 π1vj，可发现 (直接分不同次数项考虑可知投影算子有界)

∥π1vj∥H2 ≤ C ′∥vj∥H2 ≤ C ′

由此 π1vj 存在收敛子列 (将收敛子列仍记为 vj)，收敛到某一线性函数。利用 Bramble-Hilbert
引理可知

∥vj − π1vj∥ ≤ C|vj |H2

从而利用子列中 a(vj , vj) ≤ 1/j 可知 vj − π1vj 收敛到 0，vj 收敛到某线性函数，但从闭子空间
特性可知此线性函数仍在 V 中，因此 vj 收敛于 0，与 H2 范数恒为 1 矛盾。

不同边界条件 (需要符合强制性要求)：

1. 夹板情况
V o =

{
v ∈ H2 | v

∣∣
∂Ω

= 0,
∂v

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0

}
2. 简单支撑

V ss =
{
v ∈ H2(Ω) | v

∣∣
∂Ω

= 0
}

利用分部积分可发现对应原方程边界条件为 (t 表切向导数)

u
∣∣
∂Ω

= 0,

(
△u+ (1− ν)

∂2u

∂t2

)∣∣∣∣
∂Ω

= 0
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六 非协调变分

之前的理论基本要求一定的协调性，也即 Vh ⊂ V = H1
0 (Ω)，Vh 能作为真解所在空间 V 的子空间。

其被破坏存在两种可能情况：

1. 区域边界弯曲，此时对应的曲边边界导致基本单元更难控制，固定边界几个点为 0 无法保证全为 0。

2. 单元非全局连续，此时对应非连续有限元 [Dicontinuous Galerkin, DG] 方法。

§6.1 Strang 引理

引理 1：若 V, Vh 均在某 Hilbert 空间 H 中，假设 a(u, v) 在 H 上有界 (参数 M) 且在 Vh 上强制 (参数
γ)，设 u ∈ V 满足

∀v ∈ V, a(u, v) = F (v)

uh ∈ Vh 满足

∀v ∈ Vh, a(uh, v) = F (v)

则有估算

∥u− uh∥H ≤
(
1 +

M

γ

)
inf

vh∈Vh

∥u− vh∥H +
1

γ
sup
w∈Vh

|a(u− uh, w)|
∥w∥H

• 证明：
对任何 v ∈ Vh，利用强制性 (注意 v − uh ∈ Vh) 放缩第二项可知

∥u− uh∥H ≤ ∥u− v∥H + ∥v − uh∥H ≤ ∥u− v∥H +
1

γ
sup
w∈Vh

a(v − uh, w)

∥w∥H

进一步拆分得到

∥u− uh∥H ≤ ∥u− v∥H +
1

γ
sup
w∈Vh

a(u− v, w)

∥w∥H
+

1

γ
sup
w∈Vh

a(u− uh, w)

∥w∥H

左侧利用有界性即合并为了第一项，得证。

* 利用证明过程，强制性可减弱为 inf-sup 条件，即

inf
vh∈Vh

sup
wh∈Vh

a(vh, wh)

∥vh∥H∥wh∥H
> 0

* 此定理可以直接推出 Ceà 引理。
* 下界估算：可发现引理中左侧下界也可被右侧倍数控制。

引理 2：若 dimVh 有限，双线性型 ah 在 V + Vh 上半正定，其在 V 上的限制为 a，设 u ∈ V 满足

∀v ∈ V, a(u, v) = F (v)

uh ∈ Vh 满足

∀v ∈ Vh, ah(uh, v) = F (v)

则

∥u− uh∥H ≤ inf
vh∈Vh

∥u− v∥H + sup
w∈Vh

ah(u− uh, w)

∥w∥H
• 证明：
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设 ũh ∈ Vh 为

∀v ∈ Vh, ah(ũh, v) = ah(u, v)

的解，则

∥u− uh∥H ≤ ∥u− ũh∥H + ∥ũh − uh∥H

根据 ũh 的定义，其事实上即为使得 ∥u− vh∥H 取 inf 的 vh，于是第二项为

sup
w∈Vh

ah(ũh − uh, w)

∥w∥H

这就得到了证明。

* 一般比引理 1 应用范围更广。

§6.2 插值点边界条件

* 引理 1 的应用。
考虑区域 Ω ⊂ R2 有光滑曲边，曲边三角形网格 T 满足每个单元存在其包含的圆 D1 与包含其的圆 D2，

使得
diamD2

diamD1

≤ ρ

此时有估计 (设 P 为所有多项式构成的空间)

∀ϕ ∈ P, ∥ϕ∥Wk−1
∞ (D2)

≤ Ck,ρ(diamD1)
1−k∥ϕ∥H1(D1)

利用数值代数知识，考虑一维的 Gauss-Lobatto 点 ξj，对应权重 wj，可得∫ 1

0

p(x)dx =
k−1∑
k=0

wjp(ξj)

对任何 2k − 1 次多项式成立，从而可估算∣∣∣∣ ∫ h

0

f(x)dx− h
k−1∑
j=0

wjf(hξj)

∣∣∣∣ ≤ Ckh
2k−1∥f (2k−2)∥L∞

由此，利用映射将边界拉平，可定义有限元空间

Vh = {v ∈ C0(Ω̄) | v
∣∣
T
∈ Pk−1, v

∣∣
G
= 0}

这里集合 G 为每段曲边的两个边界点与 k − 2 个 Gauss-Lobatto 点。
考虑 −△u = f，有

a(v, w) =

∫
Ω

∇v · ∇wdx

解出对应的 uh 后，为利用引理 1，只需对任何 w ∈ Vh 估计

a(u− uh, w) = a(u,w)− (f, w) =

∫
Ω

∇u · ∇wdx−
∫
Ω

(−△u)w =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
wds

为了进一步估计，需要更多估算的引理：设 T 为有曲边 e 的三角形，满足存在本节开头的界 ρ，且 u ∈
W 2k−1

∞ (T )，则有 ∣∣∣∣ ∫
e

∂u

∂ν
wds

∣∣∣∣ ≤ Ck,ρ|e|2k−1/2(diamD2)
−k∥u∥W 2k−1

∞
∥w∥H1

这里 |e| 为弧长。
• 证明：
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考虑弧长参数的映射 s→ x(s) 将弧拉直，可估算∣∣∣∣ ∫ |e|

0

∂u

∂ν
(x(s))w(x(s))ds− |e|

∑
j

∂u

∂ν
(x(sj))w(xj)wj

∣∣∣∣
利用 Gauss-Lobatto 点的性质即得上式不超过 (由 w ∈ Vh 至多只会涉及 k − 1 阶导数)

Ck|e|2k−1

∥∥∥∥∂u∂ν
∥∥∥∥
W 2k−2

∥w∥Wk−1
∞

利用反向估算与局部迹不等式 (见下节) 即得其

≤ Ck,ρ|e|2k−1/2(diamD2)
−k∥u∥W 2k−1

∞
∥w∥H1

而根据有限元要求，u 在 x(sj) 均为 0，从而得证。
* 书上此处有误，未使用局部迹不等式，因此无法转移到边界。

整体估计：若 u ∈W 2k−1
∞ (Ω)，则有

sup
w∈Vh

|a(u− uh, w)|
∥w∥H1

≤ Ck,ρh
k−1∥u∥W 2k−1

∞

• 证明：
由之前的计算可知

|a(u− uh, w)| =
∣∣∣∣ ∫

∂Ω

∂u

∂ν
wds

∣∣∣∣ ≤ ∑
e∈E∂

h

∣∣∣∣ ∫
e

∂u

∂ν
wds

∣∣∣∣
这里 E∂

h 指有边界处曲边的单元，其个数应近似为周长除以 h，从而利用引理得其可被放缩为 (将 hk

拆分为两部分，保留一部分作为 hk−1，剩下的合并为整体)

Ck,ρh
k−1∥u∥W 2k−1

∞

∑
e

|e|1/2∥w∥H1(T ) ≤ Ck,ρh
k−1∥u∥W 2k−1

∞
∥w∥H1

(∑
e

|e|
)1/2

而
∑

e |e| 即为周长，从而得证。
下面用整体估计证明 a 在 Vh 上强制。

• 证明：
利用 Poincaré 不等式可知存在 β > 0 使得对 v ∈ H1 有

β∥v∥H1 ≤ |v|H1 +

∣∣∣∣ ∫
∂Ω

vds
∣∣∣∣

下证存在 γ > 0 使得对充分小的 h 有

∀v ∈ Vh, a(v, v) ≥ γ∥v∥2H1

利用整体估计可知 ∣∣∣∣ ∫
∂Ω

∂u

∂ν
v

∣∣∣∣ds ≤ Chk−1∥u∥W 2k−1
∞

∥v∥H1

由边界光滑性，取满足 ∂u
∂ν
恒为 1 的 u∗ (由边界光滑，一定可解出符合要求的)，可知∣∣∣∣ ∫

∂Ω

vds
∣∣∣∣ ≤ Chk−1∥v∥H1

再利用证明开始的估计可得证。

由此，结合插值控制第一项可最终通过引理 1 进行能量范数估算。
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§6.3 C-R 单元上的估算

* 引理 2 的应用。
考虑 C-R 单元，作三角剖分，以每边中点定义 Ni，Vh 要求分片线性，边界处的所有中点处要求为 0，内
部的所有中点两侧值相等。

定义

ah(v, w) =
∑
T

∫
T

∇v · ∇wdx, ∀v, w ∈ V + Vh

对应的 ∥w∥h =
√
ah(w,w)，数值解即为满足

∀v ∈ Vh, ah(uh, vh) = (f, vh)

的 uh ∈ Vh，利用第二个 Strang 引理可知

∥u− uh∥h ≤ inf
vh∈V

∥u− vh∥h + sup
w∈Vh

|ah(u− uh, w)|
∥w∥h

第一项可被插值控制得到 O(h)，从而只需估计 ah(u− uh, w)，下面证明其 O(h)，由此最终为一阶 (能被
Ch|u|H2 控制)。
• 证明：

有

ah(u− uh, w) =
∑
T

∫
∇u · ∇wdx−

∑
T

∫
T

fωdx

与上节类似利用 Gauss 定理计算得

ah(u− uh, w) =
∑
T

∫
∂T

∂u

∂ν
wds

由于 w 在边的两侧可能不连续，对于内部的所有边界的求和无法反向消去。将此求和记为∑
e∈Eh

∫
e

∇u · [w]ds

这里 Eh 代表对所有内部与边界的边求和，[w] 在内部边上的值为 (ω+ − ω−)n⃗e，这里 ω+ 为 n⃗e 出发

一侧的值，ω− 为 n⃗e 指向一侧的值，而对于边界边则假设指向一侧的值为 0。
注意到根据 CR 单元的假设与 w 的线性性有∫

e

[w]ds = 0

从而任取 ce 有 ∑
e∈Eh

∫
e

∇u · [w]ds =
∑
e∈Eh

∫
e

(∇u · n⃗e − ce)n⃗e · [w]ds

利用函数的 Cauchy 不等式可知其

≤
∑
e∈Eh

|e|−1/2∥∇u · n⃗e − ce∥L2(e)|e|1/2∥[w]∥L2(e)

下面说明利用向量的 Cauchy 不等式可得其 (Te 指以 e 为边的单元)

≤ C

(∑
e∈Eh

min
ce

(
h−2
T ∥∇u · n⃗e − ce∥2L2(T ) + |u|2H2(T )

))1/2(∑
e∈Eh

∑
T∈Te

h2T |w|2H1(T )

)1/2

≤ C ′h|u|H2∥w∥h

这里第一个不等号后左侧的项利用了局部迹不等式

|e|−1/2∥v∥L2(e) ≤ C0h
−1
T ∥v∥L2(T ) + |v|H1(T )
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第二个不等号后 |u|H2 项来自于取使得范数最小的 ce 后由 Poincaré 不等式估算。
第一个不等号后右侧的项来自∑

e

|e|∥[w]∥2L2(e) =
∑
e

∥∥∥∥[w]− 1

|e|

∫
e

[w]dx
∥∥∥∥2
L2(e)

由 Poincaré 不等式与 Minkowski 不等式可将其放为∑
e

C ′
0|e||e|2|[w]|2H1(e) ≤

∑
e

|e|3
(
|w+|2H1(e) − |w−|2H1(e)

)
由于 w 多项式可得局部迹不等式

|e|−1/2∥w∥L2(e) ≤ C0h
−1
T ∥w∥L2(T )

由此上式进一步放为

C ′
∑
e

|e|2(|w+|2H1(T+) + |w−|2H1(T−))

考虑每个单元重复次数即得不超过

C ′′|e|2∥w∥2h
这些结合即能得到最终的估计。

对偶论证：若 −△z = u− uh，可发现

∀v ∈ H1
0 (Ω), a(v, z) = (v, u− uh)

考虑对偶问题解的离散，即 zh ∈ Vh 使得

∀v ∈ Vh, ah(v, zh) = (v, u− uh)

下面以此估算 ∥u− uh∥L2 为 O(h2)。

• 证明：
由于利用之前估计已知

∥z − zh∥h ≤ Ch∥z∥H2

为估算 u− uh 的 L2 误差，写出等式

∥u−uh∥2L2 = (u−uh, u−uh) = ah(u, z)−ah(uh, zh) = ah(u−uh, z−zh)+ah(u−uh, zh)+ah(uh, z−zh)

第一项不超过 h2|u|H2 |z|H2 的倍数，第二项、第三项完全对称，只需对第二项进行估算。

第二项可写为

ahh(u− uh, zh − Ihz) + ah(u− uh, Ihz)

由于 z − zh 与 z − Ihz 均能被 h|z|H2 倍数控制，左侧仍然能被 h2|u|H2 |z|H2 的倍数控制。对于右侧，

与之前证明同理得

ah(u− uh, Ihz) =
∑
e∈Eh

∫
∇u · [Ihz]ds

任取 ce，由于 z 无跳跃可知 [Ihz] = −[z − Ihz]，于是其为

−
∑
e∈Eh

∫
e

(∇u · n⃗e)n⃗e · [z − Ihz]ds

类似利用局部迹不等式可得到上方能被 h2|u|H2 |z|H2 的倍数控制。

综合以上可得存在 C ′ 使得

∥u− uh∥2L2 ≤ C ′h2|u|H2 |z|H2

作正则性假设 |z|H2 ≤ C ′′∥u− uh∥L2，即得到了最终结论。
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§6.4 非连续有限元

考虑对于网格 T 的函数空间

Vh = {v ∈ L2 | v|T ∈ P1}

也即完全不进行连续性约束，只要求分片线性 (事实上定义为 Pk 也符合下方推导)。
希望能在此网格为 −△u = f 设计保证相容性的格式：

1. 对 v ∈ Vh，方程两边乘 v 并积分可分部积分计算得到∫
T

∇u · ∇vdx−
∫
∂T

∇u · (vn⃗)ds =
∫
T

fvdx

对所有单元求和有 ∑
T

∈T ∇u · ∇vdx−
∑
e∈Eh

∫
e

∇u · [v]ds =
∑
T

∫
T

fvdx

2. 加入内部惩罚，定义

a±h (u, v) =
∑
T

∇u · ∇vdx−
∑
e∈Eh

∫
e

{{∇u}} · [v]ds±
∑
e∈Eh

∫
e

{{∇v}} · [u]ds+ η
∑
e∈Eh

|e|−1

∫
e

[u] · [v]ds

其中 {{g}} 为 g 在两侧逼近时的极限的平均，若为边界边则即为单侧的值。

* 这个构造称为 IPDG，η > 0 为充分大的常数。

* 由于真解 u 连续，V 中后两项不存在，因此符合要求。

3. 在此定义下，设 V + Vh 上有

∀v ∈ Vh, a±h (uh, vh) = (f, vh)

的解为 u±h，我们希望说明其具有良好的近似性质。

先研究 a±h 的性质。从形式上可以看出 a−h 对称，事实上利用 Vh 为分片多项式，通过局部迹不等式可证明

a±h 在 Vh 中强制。我们需要先定义合适的范数：

∥v∥2h =
∑
T

∥∇v∥2L2(T ) + η−1
∑
e∈Eh

|e|∥ {{∇v}} ∥2L2(e) + 2η
∑
e∈Eh

|e|−1∥[v]∥2L2(e)

|||v|||2h =
∑
T

∥∇v∥2L2(T ) + η
∑
e∈Eh

|e|−1∥[v]∥2L2(e)

有界性：a±h (u, v) ≤ ∥u∥h∥v∥h (对每项利用 Cauchy 不等式)。
在 Vh 上由定义 |||v|||j ≤ ∥v∥h，且 ∥v∥h ≤ C(1 + η−1)|||v|||h，从而有两范数等价。
• 证明：

利用局部迹不等式与反向估计可知对多项式有

|e|−1∥ϕ∥2L2(e) ≤ Ch−2∥ϕ∥2L2(ωe)

这里 ωe 为所有闭包与 e 有公共点的单元集合，由 Brenner 第四章习题，形状正则三角剖分存角度下
界，从而 ωe 里每个单元出现次数至多有限，代入定义即可验证第二式成立。

于是对 u+h 有估计

∥u− u+h ∥h ≤ C(1 + η−1)2 inf
v∈Vh

∥u− v∥h

• 证明：
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由于对 v ∈ Vh 有

∥u− u+h ∥h ≤ ∥u− v∥h + ∥v − u+h ∥h

第二项在离散空间中，利用范数等价性与 a+h (vh, vh) = |||vh|||2h 可知

∥u− u+h ∥h ≤ ∥u− v∥h + C(1 + η−1)
∣∣∣∣∣∣v − u+h

∣∣∣∣∣∣
h
≤ ∥u− v∥h + C(1 + η−1) sup

w∈Vh

a+h (u
+
h − v, w)

|||w|||h

而由于 u+h 在 Vh 中的结果与 u 相同，有

∥u− u+h ∥h ≤ ∥u− v∥h + C(1 + η−1)
∣∣∣∣∣∣v − u+h

∣∣∣∣∣∣
h
≤ ∥u− v∥h + C(1 + η−1) sup

w∈Vh

a+h (u− v, w)

|||w|||h

再次利用范数等价性，可将 |||w|||h 缩小为 C ′(1 + η−1)−1∥w∥h，通过有界性结论，并将 ∥u − v∥h 也
放大为 (1 + η−1)2 即得证。

* 由于 a+h (u, v) ̸= a+h (v, u)，无法进行对偶论证。

对 u−h，存在 η∗ 使得对 η > η∗ 有

∥u− u−h ∥h ≤ C(1 + η−1)2 inf
v∈Vh

∥u− v∥h

• 证明：
可以发现，只要证明了 η 充分大时

∀v ∈ Vh, a−h (v, v) ≥
1

2
|||v|||h

即可完全类似上一个证明得到结论。

直接由 Cauchy 不等式估算∑
e∈Eh

∫
e

{{∇v}} · [v]ds ≤
∑
e∈Eh

|e|1/2∥ {{∇v}} ∥L2(e)|e|−1/2∥[v]∥L2(e)

类似范数等价的证明，用局部迹不等式和反向估算可控制 |e|1/2∥ {{∇v}} ∥L2(e) 为 ∥∇v∥L2(ωe)，从而

再利用基本不等式得到∑
e∈Eh

∫
e

{{∇v}} · [v]ds ≤ εC∗

2

∑
T∈Th

∥∇v∥2L2(T ) +
1

2ε

∑
e∈Eh

|e|−1∥[v]∥2L2(e)

取 ε = 1
2C∗
、η∗ = 4C∗，利用上式代入验证即可知成立。

* 能量范数误差估计 (当 η > η∗ 时)

∥u− u±h ∥h ≤ C(η + η−5)1/2h|u|H2

• 证明：
由之前的误差估计，将 v 取为可知

∥u− u±h ∥
2
h ≲ (1 + η−1)4∥u− Ihu∥2h

展开 ∥u− Ihu∥2h 并通过局部迹不等式拆分可估算出最终结论。
* 可以进行对偶论证得到二范数误差估计

∥u− u−h ∥L2 ≤ C(η + η−5)h2|u|H2

能量范数与二范数的完整估计过程见作业。
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七 自适应网格

* 本部分参考论文 Quasi-Optimal Convergence Rate for an Adaptive Finite Element Method。
* 思路：先在某网格下得到解，再从解重新决定网格，以此循环。核心过程为从解更新网格的方式。
考虑变系数 Poisson 方程的模型问题 (一致椭圆条件满足，且 α ∈W 1

∞)

a(v, w) =

∫
Ω

α(x)∇v · ∇wdx

有限元空间为 V (T ) 为网格 T 上的 Pk-Lagrange 元，数值求解

∀v ∈ V (T ), a(uh, vh) = (f, v)

假设真解空间 V ⊂ H1
0。

§7.1 误差估计子

设 eh = u− uh，则

∀v ∈ V, a(eh, v) = R(v), R(v) =
∑
T

∫
T

(f +∇ · (α∇uh))vdx+
∑
e

∫
e

−[α∇uh]vdx

• 证明：
直接计算

a(u− uh, v) =
∑
T

∫
T

α∇(u− uh) · ∇vdx

利用 Gauss 公式处理 ∇v 可知其为∑
T

∫
T

−∇ · (α∇(u− uh))vdx+
∑
T

∫
∂T

α∇(u− uh) · n⃗vdx

第一项已经符合要求，而由 u 光滑性与 H1
0，第二项中 u 相关的部分可以抵消，从而得到结论。

* 将 f +∇ · (α∇uh) 记作 RA(uh)，−[α∇uh] 记作 RJ(uh)。

由此计算可知

∥eh∥2H1 = R(eh) ≤ ∥R∥H−1∥eh∥H1

从而

∥eh∥H1 ≤ ∥R∥H−1

但后者难以估算。

另一方面，有局部性质

∥v − Ihv∥L2(T ) ≤ ChT |v|H1(ωT )

∥v − Ihv∥L2(e) ≤ C|e|1/2|v|H1(ωe)

这里 ωT 为所有闭包和 T 闭包有公共点的单元集合。从而可发现

|R(v)| = |R(v − Ihv)| =
∣∣∣∣∑

T

∫
T

RA(uh)(v − Ihv)dx+
∑
e

∫
e

RJ(uh)(v − Ihv)ds
∣∣∣∣

于是利用 Cauchy 不等式即得 (ωT 中每个单元出现次数亦至多有限)

|R(v)| ≤ C

(∑
T

∥RA(uh)∥2L2(T )h
2
T +

∑
e

∥RJ(uh)∥2L2(e)|e|
)1/2

|v|H1
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从而可估算出

∥eh∥H1 ≤ C

(∑
T

∥RA(uh)∥2L2(T )h
2
T +

∑
e

∥RJ(uh)∥2L2(e)|e|
)1/2

定义局部误差指示子为

E2(uh, T ) = h2T ∥f +∇ · (α∇uh)∥2L2 +
∑
e∈∂T

|e|∥[α∇uh]∥2L2

即有

∥eh∥2H1
≲
∑
T

E2(uh, T )

* 可等价利用 E(uh, e) 控制。

§7.2 误差下界

记 α1 = ∥α∥L∞。对 D ⊂ V，任何 H1
0 (D) 中的 v 有

R(v) = a(eh, v) ≤ α1|eh|H1(D)|v|H1(D)

也即

∥R∥H−1(D) ≤ α1|eh|H1(Ω)

考虑 D = T，设 r 是 T 上的 RA(uh)，有 (注意此时边界为 0，最后一个不等号来自 Poincaré 不等式)

∥R∥H−1(T ) = sup
v∈H1

0 (T )

R(v)

|v|H1(T )

= ∥r∥H−1(T ) ≤ ChT ∥r∥L2(T )

由于误差的能量范数为 ∥R∥H−1，这等价于
(∑

∥R∥2H−1

)1/2
，其又等价于

(∑
∥r∥2H−1

)1/2
，但直接每项放

成 hT ∥r∥L2(T ) 时不再等价，无法再反向控制。

* 当 r 是常数时，计算可得反向估算显然成立，因此不成立的主要原因是振荡无法控制。于是希望证明

∥eh∥H1 的下界由 RA 与振荡共同控制。将 r̄T 记为其单元平均，有 (这里 ≲ 为相差常数倍意义下的小于等
于)

hT ∥r∥L2(T ) ≤ hT ∥r̄T ∥L2(T ) + hT ∥r − r̄T ∥L2(T ) ≲ ∥r̄T ∥H−1(T ) + hT ∥r − r̄T ∥L2(T )

再将第一项拆分为 r̄t − rt 与 rt，应用 H1 被 L2 控制即得

hT ∥r∥L2(T ) ≲ ∥r∥H−1(T ) + hT ∥r − r̄t∥L2(T )

对 RJ，有类似的估计 (R̄J 为均值)

∥R̄J∥L2(e) ≲ |e|1/2∥RA∥L2(ωe) + |e|−1/2∥R∥H−1(ωe) + ∥RJ − R̄J∥L2(e)

• 证明：
考虑截断函数 ηe 使得其值域为 [0, 1] 且支集在 ωe 上，使得

|e| ≲
∫
e

ηeds, ∥∇ηe∥L∞ ≲ h−1

此时记 Ψe = R̄Jηe 即有

∥R̄J∥2L2(e) ≲
∫
e

R̄JΨeds =
∫
e

RJΨeds+
∫
e

(R̄J −RJ)Ψeds

第一项利用误差公式可知 (由 ηe 支集可任意延拓) 为

−
∫
ωe

RAΨe +R(Ψe)
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从而模长不超过

∥RA∥L2(ωe)∥Ψe∥L2(ωe) + ∥R∥H−1(ωe)∥∇Ψe∥L2(ωe)

可发现 ∥Ψe∥L2(ωe) ∼ |e|1/2∥R̄J∥L2(e)，∇∥Ψe∥L2(ωe) ∼ |e|−1/2∥R̄J∥L2(e)，即得到第一项的估算。

对第二项直接利用 Cauchy 不等式有∣∣∣∣ ∫
e

(R̄J −RJ)Ψeds
∣∣∣∣ ≤ ∥RJ − R̄J∥L2(e)∥R̄J∥L2(e)

综合即得证。

利用 RJ 的估计可知

|e|1/2∥RJ∥L2(e) ≤ |e|∥RA∥L2(ωe) + ∥R∥H−1(ωe) + |e|1/2∥RJ − R̄J∥L2(e)

结合之前 r 的估计可为放缩

|e|1/2∥RJ∥L2(e) ≲ ∥R∥H−1(ωe) + |e|∥RA − R̄A∥L2(ωe) + |e|1/2∥RJ − R̄J∥L2(e)

定义局部振荡为
2osc(uh, T ) = h2T ∥RA − R̄A∥L2(ωT ) +

∑
e∈∂T

|e|∥RJ − R̄J∥2L2(e)

从而最终得到

E2(uh, T ) ≲ |u− uh|2H1(ωT ) +
2osc(uh, T )

§7.3 算法构造

分为 SOLVE (原网格求解)、ESTIMATE (估计单元误差)、MARK (标记需要加密的单元)、REFINE (根
据标记进行加密) 四步。
* 之前已经完成了求解与单元误差估计。

MARK
设网格为 T，其中单元为 T，标记的基本思路：单元误差估计子 ET (uh, T )从大到小排序，给定参数 θ ∈ (0, 1]，

标记的单元集合 M 满足 ∑
T∈M

E2
T (uh, T ) ≥ θ2

∑
T∈Th

E2
T (uh, T )

* 下将左侧记作 E2
T (uh,M)，右侧同理。

* 理论来说希望标记的单元尽量少。

REFINE
对所有被标记的三角形，取最长边中点，切分为两个三角形即可 [bisection]。
* 取最长边：保证拟一致性。
设加密前 T，加密后 T∗，记作 T ≤ T∗，由加密过程知满足

V (T ) ⊂ V (T∗)

记 hT 为各三角形中为 hT = |T |1/d (d 为维数，由形状正则性可如此假设) 的分片线性函数，则有

hT∗ ≤ hT

且存在 b ≥ 1 使得对 T ∈ T \T ∗ (也即加密后的网格) 有

hT∗

∣∣
T
≤ 2−b/dhT

∣∣
T
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§7.4 收缩特性

* 收缩特性 [contraction property]：证明某种误差以指数缩小，从而得到某种收敛性。
记 U 为 V (T ) 上的有限元解，T∗ 为 T 的加密，U∗ 为加密后的有限元解，且 |||·||| 表示内积 a(u, v) 对应的

范数。

正交性质：由 U ∈ V (T ∗) 直接验证可知

|||u− U |||2 = |||u− U∗|||2 + |||U − U∗|||2

Lipschitz 性质：
|ET (V, T )− ET (W,T )| ≲ |||V −W |||ωT

• 证明：
直接计算可知 (利用 Minkowski 不等式并放缩)

|ET (V, T )− ET (W,T )| ≲ hT ∥RA(V )−RA(W )∥L2(T ) + |e|1/2∥RJ(V )−RJ(W )∥L2(∂T )

设 E = V −W，则

RA(V )−RA(W ) = (∇ · α)∇E + α · ∇2E

由 α 有界性要求，第一部分已被 ∥∇E∥L2(T ) 控制，而这又能被 |||E||| 控制。第二部分利用反向估算
即可被 ∥∇∥L2(T ) 控制，于是 RA 项可被控制。

对 RJ 项，写出定义并利用局部迹不等式 (注意 V,W 局部为多项式，可直接使用多项式版本) 即可
被 ∥∇E∥L2(ωT ) 控制，从而得证。

估计子下降性：设M ⊂ T 为被分割的单元，存在 C0 > 0 使得对任何 V ∈ V (T )、V∗ ∈ T∗ 与 δ > 0 有

E2
T∗
(V∗, T∗) ≤ (1 + δ)

(
E2
T (V, T )− λE2

T (V,M)
)
+ (1 + δ−1)C2

0 |||V∗ − V |||2, λ = 1− 2−b/d

• 证明：
由 Lipschitz 性质

ET∗(V∗, T ) ≤ ET∗(V, T ) + C|||V∗ − V |||L2(ωT )

对所有网格累加并使用基本不等式可得

ET∗(V∗, T∗) ≤ (1 + δ)E2
T∗
(V, T∗) + C2

0 (1 + δ−1)|||V∗ − V |||2

于是只需估计第一项，而考虑到网格的分解性质，将 T∗(T ) 表示 T 中单元 T ∈ M 在 T∗ 中对应的

单元 (多个)，则 (第二项注意尺度与大小)∑
T ′∈T∗(T )

h2T ′∥RA(V )∥2L2(T ′) ≤ 2−2b/dh2T ∥RA(V )∥2L2(T )

∑
T ′∈T∗(T )

hT ′∥RJ(V )∥2L2(∂T ′∩∂T ) ≤ 2−b/dhT ∥RJ(V )∥2L2(∂T )

由于 V 在 T 上并没有跳跃，在 T∗ 的跳跃积分即为 T 边界的跳跃积分，从而综合两种情况知被标记

的部分有

E2
T∗
(V,M) ≤ 2−b/dE2

T (V,M)

其余部分两者相等，于是利用

E2
T∗
(V, T∗) = E2

T∗
(V,M)2 + E2

T∗
(V, T∗\M)2

直接代入计算得到结论。
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* 一般 AFEM 分析的困难：无法保证 ET 递减，也无法保证 |||u− U ||| ≤ ρ|||u− U∗||| 恒成立，其中 ρ < 1。

反例：考虑 α = 1、f = 1 的 Poisson 问题，可以构造网格使得加密后数值解不变。
* 但注意到此式中误差估计子下降，可以期待误差估计子与误差的某线性组合下降。
存在 γ > 0 与 ρ ∈ (0, 1) 使得上述自适应算法可以保证

|||u− U∗|||2 + γE2
T∗
(U∗, T∗) ≤ ρ2

(
|||u− U |||2 + γE2

T (U, T )
)

• 证明：
利用正交性左侧为

|||u− U |||2 − |||U∗ − U |||2 + γE2
T∗
(U∗, T∗)

再利用估计子下降性有其不超过

|||u− U |||2 − |||U∗ − U |||2 + γ
(
(1 + δ)

(
E2
T (U, T )− λE2

T (U,M)
)
+ (1 + δ−1)C2

0 |||U∗ − U |||2
)

取 γ = 1
C2

0 (1+δ−1)
(δ 仍保持待定)，可得不超过

|||u− U |||2 + γ(1 + δ)
(
E2
T (U, T )− λE2

T (U,M)
)

利用 MARK 步骤的要求，上式可放大为

|||u− U |||2 + γ(1 + δ)E2
T (U, T )− γ(1 + δ)λθ2E2

T (U, T )

将减法项平分为两部分，利用 ∥eh∥2H1 ≲ E2
T (uh, T ) 进一步放缩可知 |||u− U |||2 ≤ C1E2

T (U, T )，从而

可放大为 (
1− 1

2C1

λγ(1 + δ)θ2
)
|||u− U |||2 + (1 + δ)

(
1− 1

2
λθ2
)
γE2

T (U, T )

取充分小的 δ 计算可验证能使左侧右侧的系数都不超过某 ρ2 < 1。

* 过程事实上并未要求从大到小进行标记，但从大开始标记可以保证速度相对快。事实上可证明存在某个
与 u 相关的 S 使得

|||u− U |||+ osc
T
(U, T ) ≲ (#M)−S

这里 # 代表单元个数。

八 Babuška-Brezzi 理论

* 本章中默认涉及的空间自反，即 A 到 A′′ 的自然嵌入是同构。

§8.1 算子表示

• 记 T = −△，其为 H1
0 → H−1 的算子，则 Poisson 方程可以看作 Tu = f。

• 混合问题：−∇ · (α∇u) = f，可看作 −∇ · P⃗ = f 与 P⃗ = α∇u 构成的方程组。
Stokes 方程：−△u⃗+∇p = f⃗、∇ · u⃗ = 0。

以上两者都可以看作

T =

(
A B′

B O

)
在未知函数上的作用等于给定函数，这里 B′ 代表 B 的对偶，利用 Gauss 公式可知 −(∇·) 与 ∇ 互
为对偶。

对混合问题，A = α−1I，B = (∇·)，而对 Stokes 方程有 A = −△、B = −(∇·)。
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§8.2 Babuška 定理

考虑方程 Tu = f，其中 u ∈ U、v ∈ V，U, V 均为 Banach 空间。我们需要研究算子 T 符合何种性质时

方程唯一可解。下假设 T 为有界线性算子，记 T 的值域为 R(T )。

零空间：N(T ) = {u | Tu = 0}。
零化子：对 S ∈ V，定义 S0 = {f ∈ V ′ | ⟨f, v⟩ = 0, ∀v ∈ S}；对 F ∈ V ′，定义 0F = {v ∈ V | ⟨f, v⟩ =
0, ∀f ∈ F}。
由连续性可验证上述三个集合均为闭集，且有 N(T ′) = R(T )0，R(T ) ⊂ 0N(T ′)。

闭值域定理：以下四者等价：

1. R(T ) 在 V 中闭。

2. R(T ′) 在 U ′ 中闭。

3. R(T ) = 0N(T ′)。

4. R(T ′) = N(T )0。

开映射定理：T 满射可推出 T 为开映射。

Banach 定理：若 T 为双射，则 T−1 连续。

R(T ) 闭与 T 为单射等价于 T 有下界，即存在 C > 0 使得 ∥Tu∥V ≥ C∥u∥U。
• 证明：

右推左：由有下界可看出 Tu = 0 当且仅当 u = 0，从而单。而 R(T ) 中的柯西列可得到其原像为柯

西列，从而由连续性可知闭。

左推右：由条件可不妨设 T 定义在 U → R(T ) 上，且由闭性 R(T ) 为 Banach 空间，从而其逆 T−1

存在，且有界，这即得到

∥T−1(Tu)∥U ≤ C0∥Tu∥V

且根据双射不可能 C0 = 0，从而得证。

T 为满射等价于 T ′ 为单射且 R(T ′) 闭。

• 证明：
右推左：根据闭值域定理可知 R(T ) 闭，若 v /∈ R(T )，利用 Hahn-Banach 定理，存在 f ∈ V ′ 使得

f(R(T )) = 0、f(v) = 1。此时可发现 T ′f = 0，与单射矛盾。

左推右：由满射可知 R(T ) 闭，于是 R(T ′) 闭。直接由定义可发现 T ′f = 0 当且仅当 f 作用在 V 中

任何元素上都为 0，从而为 0。
* 前两引理可直接推出 T 为满射等价于 T ′ 有下界。

考虑双线性型 a : U × V → R，定义 A : U → V ′ 与 A′ : V → U ′ 满足

⟨Au, v⟩ = a(u, v) = ⟨u,A′v⟩

由此 a(u, v) = f(v) 即变为了 V ′ 上的 Au = f。

Babuška 定理：设 |a(u, v)| ≤ C∥u∥U∥v∥V (称为 a 有界，即等价于 A与 A′ 有界，将最优的 C 记为 ∥a∥)，
称 inf-sup 条件为

inf
v∈V

sup
u∈U

a(u, v)

∥u∥U∥v∥V
= αE > 0

inf
u∈U

sup
v∈V

a(u, v)

∥u∥U∥v∥V
= αU > 0
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则对有界的 a(u, v)，a(u, v) = (f, v) 对任何 f 存唯一解当且仅当 inf-sup 条件成立。进一步地，inf-sup 条
件成立时有

∥u∥U ≤ α−1
U ∥f∥V ′

• 证明：
inf-sup 的第一个条件等价于

∀v ∈ V, sup
u∈U

a(u, v)

∥u∥U
≥ αE∥v∥V

也即 A′ 有下界 αE，根据之前推论等价于 A为满射。同理，第二个条件等价于 A为单射且 R(A)闭，

综合可知它们等价于 A 为双射，这就等价于 Au = f 对任何 f 存唯一解。

利用逆的算子范数为算子范数的逆，A 有下界 αU 可知 A−1 不超过 α−1
U ，从而得证。

* 强制性可以推出 inf-sup 条件，于是其为一个充分条件。
* 等价形式：在 U, V 为 Hilbert 空间时，inf-sup 条件的第一条等价于 (第二条可完全类似)

∃C1, C2, ∀v ∈ V, ∃u ∈ U, a(u, v) ≥ C1∥v∥2V , ∥u∥U ≤ C2∥v∥V

• 证明：
等价形式推原形式：由条件可取 u 使得 (由线性性可乘倍数)

a(u, v)

∥u∥U∥v∥V
≥ C1∥v∥2V
C2∥v∥2V

=
C1

C2

原形式推等价形式：由 Riesz 表示定理存在 f ∈ V ′ 使得 f(v) = ∥v∥2V 且 ∥f∥V ′ = ∥v∥V。原形式可
以推出 A 为满射，由 f 非零可知存在 u ∈ N(A)⊥ (其上可定义 A−1) 使得 A(u) = f。直接计算可发

现 a(u, v) = ∥v∥2V，且 ∥u∥U ≤ ∥A−1∥∥f∥V ′，从而得证。

离散：考虑 Uh ∈ U、Vh ∈ V，求解 (一般 U、V 相同)

∀v ∈ Vh, a(uh, v) = f(vh)

对应的 inf-sup 条件为
inf
v∈Vh

sup
u∈Uh

a(u, v)

∥u∥U∥v∥V
≥ αh > 0

inf
u∈Uh

sup
v∈Vh

a(u, v)

∥u∥U∥v∥V
≥ αh > 0

由此仍然能保证离散空间中唯一可解。

* 于是满足此条件时必然有 dimUh = dimVh。

* 希望 αh 随着网格加密有一致下界。

若连续与离散的 inf-sup 条件都满足，有误差估计 (无歧义，省略范数对应的空间)

∥u− uh∥ ≤
(
1 +

∥a∥
αh

)
inf

w∈Uh

∥u− w∥

• 证明：
记算子 Ph : u→ uh 满足 uh = Phu。由条件可知

∥Phu∥ ≤ 1

αh

sup
v∈Vh

a(Phu, v)

∥v∥
=

∥a∥
αh

∥u∥

于是利用 Uh 中 Ph 为恒等可知对任何 w ∈ Uh 有

∥u− uh∥ = ∥(I − Ph)u∥ = ∥(I − Ph)(w − u)∥ ≤ ∥I − Ph∥∥u− w∥

从而再代入上方 Ph 的范数得证。

* 事实上可证明 ∥I − Ph∥ = ∥Ph∥ (见作业)，从而原结论可加强。
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§8.3 Brezzi 理论

考虑如下形式的算子 T (称为鞍点系统 [Saddle Point System])

T =

(
A B′

B O

)

设双线性型 a : V × V → R，b : V ×Q→ R，a 对应的 A 与 A′、b 定义的 B 与 B′ 同前一节一致。考虑

方程 Au+B′p = f in V ′

Bu = g in Q′

其变分形式为 a(u, v) + b(v, p) = (f, v), ∀v ∈ V

b(u, q) = (g, q), ∀q ∈ Q

假定 a, b 有界，下面对此方程组进行分析：

1. 对任何 f 第二个方程有解等价于 B 为满射，也即等价于 B′ 有下界，于是等价于

∀q ∈ Q, ∥B′q∥V ′ ≥ β∥q∥Q

考虑最优的 β，对应 inf-sup 条件为

inf
q∈Q

sup
v∈V

b(v, q)

∥v∥V ∥q∥Q
= β > 0

*记 Z = N(B)，可进一步得到，考虑 Z 的某补空间 Z⊕，对任何 g ∈ Q′，存在 u1 ∈ Z⊕ 使得 Bu1 = g

且 ∥u1∥V ≤ β−1∥g∥Q′。第二个方程的解即对应某 u1。

2. 将 u 分解到 Z 与 Z⊕ 上成为 u0 + u1，则有

∀v ∈ Z, a(u0, v) = (f, v)− a(u1, v)

此方程存在唯一解当且仅当 a 在 Z 上满足 inf-sup 条件。

我们还需要证明，即使 u1 可能多解，u0 + u1 也是恒定的。

• 证明：

若存在 u1 与 ũ1 均满足第二个方程，可知 u1 − ũ1 ∈ Z。设 ũ1 对应的唯一解为 ũ0，有

a(ũ0 + ũ1 − u1, v) = (f, v)− a(u1, v)

但根据唯一可解性即得左侧的解必然为 u0，从而唯一性得证。

3. 最后，考虑 B′p = f − Au。根据之前的分析可发现 f − Au ∈ Z0，从而 p 存在唯一当且仅当 B′ 是

Q → Z0 的同构，这可以等价于 B′ 为单射且 R(B′) = Z0 = N(B)0，根据闭值域定理后者等价于

R(B) 为闭集，对应的 inf-sup 条件与第一种情况完全相同。

综合以上得到 Brezzi 定理：在 a, b 有界时，原问题对任何 f, g 存唯一解当且仅当

inf
q∈Q

sup
v∈V

b(v, q)

∥v∥V ∥q∥Q
= β > 0

inf
v∈Z

sup
u∈Z

a(u, v)

∥u∥∥v∥
≥ α > 0
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inf
u∈Z

sup
v∈Z

a(u, v)

∥u∥∥v∥
≥ α > 0

且如上条件满足时有

∥u∥V + ∥p∥Q ≲ ∥f∥V ′ + ∥g∥Q′

• 证明：
只需证明估算。由 Babuška 定理上方第一步已经得到

∥u1∥V ≲ ∥g∥Q′

第二步可说明 (第二个不等号由有界性)

∥u0∥V ≲ ∥f∥V ′ + ∥Au1∥V ′ ≲ ∥f∥V ′ + ∥u1∥V

第三步得到

∥p∥Q ≲ ∥f −Au∥V ′ ≲ ∥f∥V ′ + ∥Au∥v′ ≲ ∥f∥V ′ + ∥u∥V

综合即得到成立。

§8.4 一些例子

对 Stokes 方程，设边界条件为速度 u 每个分量 H1
0，压力 p 为 L2

0 (指均值为 0)，其变分形式为对任何每
个分量 H1

0 的 v⃗ 与 L2
0 中的 q 有 a(u⃗, v⃗) + b(v⃗, p) = (f⃗ , v⃗)

b(v⃗, q) = 0

其中

a(u⃗, v⃗) = 2(E(u⃗), E(v⃗)), E(u⃗) = 1

2
(∇u⃗+ (∇u⃗)T ), b(u⃗, q) = −

∫
Ω

(∇ · u⃗)qdx

可验证两者有界，a 为强制，且 b 符合条件，从而可得存在唯一解。

混合 Poisson 问题
原始形式为

−∇ · (α∇p) = f

p
∣∣
∂Ω

= gD

记 c = α−1，u⃗ = α∇p 有 cu⃗−∇p = 0

∇ · u⃗ = −f

设 V = H((∇·),Ω) = {v⃗ ∈ L2 | ∇ · v⃗ ∈ L2}，其范数为 ∥v⃗∥2H(∇·) = ∥v⃗∥2L2 + ∥∇ · v⃗∥2L2 (这里向量值函数的
L2 范数为其与自己内积的积分平方根)，而 Q = L2，变分形式为

∀v⃗ ∈ V, (cu⃗, v⃗) + (p,∇ · v⃗) =
∫
∂Ω

gD(v⃗, n⃗)ds

∀q ∈ Q, (∇ · u⃗, q) = (−f, q)

此时由一致椭圆条件，a 在 ∇ · v⃗ = 0 的空间中满足强制性

(cv⃗, v⃗) ≥ ∥v⃗∥2H(∇·)

要验证的条件即 b 的条件

inf
q∈L2

sup
v⃗∈H(∇·)

(∇ · v⃗, q)
∥v⃗∥H(∇·)∥q∥L2

= β > 0

• 证明：
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也即对任何 q，需要寻找 v 使得上式成立。考虑满足区域内 −△ϕ = q、边界上为 0的 ϕ，取 v⃗ = −∇ϕ，
即可验证

(∇ · v⃗, q) = ∥q∥2L2

由于 ∥∇ϕ∥H(∇·) 可被 ∥ϕ∥H2 控制，只要区域满足某些椭圆正则假设即可使得其被 ∥q∥L2 控制，从而

得证。

* 事实上 Babuška 定理、适定性与 Brezzi 定理相互等价。Brezzi 定理考虑 B = 0 可得到 Babuška 定理，
而前者通过将算子 T 看作整体可验证后者。

仍以混合 Poisson 问题为例，定义

L((u⃗, p), (v⃗, q)) = (u⃗, v⃗) + (∇ · u⃗, q) + (∇ · v⃗, p)

由之前所述 b 的性质与 Hilbert 空间中 inf-sup 的等价表示，对任何 p ∈ L2，存在 û ∈ H(∇·) 使得

(∇ · û, p) ≥ β∥p∥2L2 , ∥û∥H(∇·) ≤ ∥p∥L2

取 v⃗ = u⃗+ αû、q = −p+ θ∇ · u⃗，其中 α, θ 待定，可验证

L((u⃗, p), (v⃗, q)) = ∥u⃗∥2L2 + α(u⃗, û) + θ∥∇ · u⃗∥2L2 + α(∇ · û, p)

最后一项至少为 αβ∥p∥2L2，进一步由 Cauchy 不等式缩小为(
1− α

2ε

)
∥u⃗∥2L2 + θ∥∇ · u⃗∥2L2 −

εα

2
∥û∥2L2 + αβ∥p∥2L2

再将 û的范数放大为 p的范数，并取 α = ε = β、θ = 1/2，即可得到其至少为 ∥u⃗∥2H(∇·)+∥p∥2L2 的某倍数。

另一方面，v⃗ 与 q 的范数可被 u⃗ 与 p 的范数控制，从而可知单侧的 inf-sup 条件成立，另一侧由对称性可
知成立，于是得证。

§8.5 Brezzi 理论的离散形式

考虑 Vh ⊂ V，Qh ⊂ Q，离散问题为找 uh、ph 使得对任何 vh、qh 有a(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh)

b(uh, qh) = (g, qh)

考虑 Bh : Vh → Q′
h，定义 Zh = N(Bh)，则适定性条件为

inf
v∈Zh

sup
u∈Zh

a(u, v)

∥u∥∥v∥
≳ 1

inf
u∈Zh

sup
v∈Zh

a(u, v)

∥u∥∥v∥
≳ 1

inf
q∈Qh

sup
v∈Vh

b(v, q)

∥v∥V ∥q∥Q
≳ 1

* 任意取 Qh 与 Vh 未必能保证最后一个条件成立。

* 对前两个条件，可发现
Zh = {vh ∈ Vh | ∀q ∈ Qh, b(vh, qh) = 0}

Z = {v ∈ V | ∀q ∈ Q, b(v, q) = 0}

于是也未必有 Zh ⊂ Z，仍然取决于 Qh、Vh 的选法。
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假设有界性与 inf-sup 假设均成立，有

∥u− uh∥V + ∥p− ph∥Q ≲ inf
v∈Vh

∥u− v∥V + inf
q∈Qh

∥p− q∥Q

* 证明与之前相同。

Fortin 算子
问题：如何选取 Qh 与 Vh？

假设 Qh 已给定。定义 Fortin 算子为有界线性算子 Πh : V → Vh，满足

∀q ∈ Qh, b(Πhv, qh) = b(v, qh)

若其存在，则满足

b(Πhv, qh) = b(v, qh) = β∥qh∥2Q, ∥Πhv∥V ≲ ∥v∥V ≤ ∥qh∥Q

从而 inf-sup 条件成立。

九 向量值有限元空间

§9.1 梯度算子与正合列

考虑三维空间中

H(D,Ω) = {v ∈ L2(Ω) | Dv ∈ L2(Ω)}

常用有 D 为 ∇ (此时即为 H1)、curl 与 div。
* 对 H(div) 与 H(curl) 也有对应的迹定理。对 H(curl) 考虑 n⃗× v⃗ 的边界范数，对 H(div) 考虑 n⃗ · v⃗ 的
边界范数，这是由于根据高斯定理∫

Ω

∇u · v⃗dx =

∫
Ω

−(divv⃗)udx+

∫
∂Ω

u(v⃗ · n⃗)ds

∫
Ω

(curlu⃗) · v⃗ =

∫
Ω

u⃗ · (curlv⃗)dx+

∫
∂Ω

(n⃗× u⃗) · v⃗ds∫
Ω

(divu⃗)v =

∫
Ω

(−u⃗) · ∇vdx+

∫
∂Ω

(u⃗ · n⃗)vds

* 之后无歧义时将 u⃗ 也记为 u。

区域 Ω 被 Γ 分为两侧，u 在每一侧光滑，则

• u ∈ H1(Ω) 当且仅当 u 跨过边界连续；

• u ∈ H(curl) 当且仅当 n× u 跨过边界连续 (切向分量连续)；
• u ∈ H(div) 当且仅当 n · u 跨过边界连续 (法向分量连续)。

• 证明：
只证明第二条，其他类似。

左推右：对任何 ϕ ∈ C∞
0 (Ω)，有∫

Ω

(curlu) · ϕdx =

∫
Ω

u · (curlϕ)dx

将左侧利用 Gauss 公式拆分可得到只剩下边界两侧 (n × u) · ϕ 积分的两项，由它们相互抵消可知
n× u 在边界附近连续。

右推左：考虑 curlu 如上的积分可知成立。
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* 下方单元构造的本质：梯度、旋度、散度算子满足正合性，也即前一个的像空间在后一个的核空间中 (它
们可统一为外微分 d)。而对多项式 p 或 p⃗ 来说，上述的 ∇ 作用对应降阶，x⃗p、x⃗× p⃗、x⃗ · p⃗ 对应升阶，且
此三作用亦满足正合性 (其中标量与向量的转换与 ∇ 算子效果完全类似，它们可统一为算子 K)。对齐 k

次多项式或齐 k 次向量值多项式 (本质上对应齐次多项式的 r-形式 ω)，事实上有

(dK +Kd)ω = (k + r)ω

§9.2 H(div) 的有限元

Raviart-Thomas 单元
对 k ≥ 0，要求每个单元 K 上为 P⃗k+1 的子空间的函数空间

RTk(K) = P⃗k + x⃗Pk

其可以拆分为直和

P⃗k ⊕ x⃗Hk

这里 Hk 为 k 次齐次多项式。

* 维数：nCk
k+n + Ck

k+n−1。

* 若 v ∈ RTk，则 K 的任何表面 F 上 v · n 为 k 次多项式。

• 证明：
由 x · n 在边界上为常数可知成立。

* 若 v ∈ RTk 且 divv = 0，则 v ∈ P⃗k。

• 证明：
将 v 分为两部分，P⃗k 部分散度为 k − 1 次，若 k + 1 次齐次部分非零，可计算发现 divv 的 k 次项

非零，矛盾。

自由度：定义所有 Ni 为

• 在 K 的 n+ 1 个面 Fi 上，v · n 与任何 Pk 中多项式内积的结果；

• 在 K 中，v 与任何 P⃗k−1 中向量值多项式的内积结果。

• 证明：
直接计算维数可知其为 (n+ 1)Ck

k+n−1 + nCk−1
k+n−1，利用组合数公式得空间维数一致。

若所有自由度全为 0，可发现 K 中 (divv)2 积分利用 Gauss 公式转移得为 0，于是 v ∈ P⃗k。

由此 v · n 在任何面上只能为 0，设 v · n = λ1q1，其中 λ1 为第一个面的方程，q1 为某 k − 1 次多项

式，取 p 为 q1n1，其中 n1 为第一个面的法向量，可从 v · p 积分为 0 得到 q1 = 0，即得证。

Brezzi-Douglas-Marini 单元 [BDM 单元]
对 k ≥ 1，每个单元 K 上为 P⃗k，维数为 nCk

n+k。

自由度：定义所有 Ni 为

• 在 K 的 n+ 1 个面 Fi 上，v · n 与任何 Pk 中多项式内积的结果 (这条事实上保证了法向连续)；
• 在 K 中，v 与任何 Pk−1 中多项式的梯度内积结果；

• 在 K 中，v 与任何 Hk 中向量值多项式内积的结果，这里

Hk = {q⃗k ∈ P⃗k | q⃗k · n⃗
∣∣
∂K

= 0,∇ · q⃗k = 0}

* 由于 Hk 的维数难以确定，唯一可解性与之前的证明方式并不相同。

前两种自由度线性无关：对定义在 ∂K 上、每个面为 Pk 的 g 与 k − 1 次多项式 f，若

∀v⃗ ∈ P⃗k(K),

∫
∂K

gv⃗ · n⃗ds+
∫
K

v⃗ · ∇f dx = 0
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则 g = 0、f 为常数。

• 证明：
只证明三维的情况。设四面体顶点为 0 到 3，且顶点 i 对面方程为 λi = 0。设 0 到 1 的方向向量为
t⃗01，对 q ∈ Pk−2 考虑

v⃗ = λ0λ1t⃗01q

可发现所有这样的 v 都保证四个面上 v⃗ · n = 0。由此 v⃗ · ∇f = 0，直接将积分写成∫
K

λ0λ1
∂f

∂t⃗01
qdx = 0

由内部 λ0、λ1 同号且非零可知只能
∂f

∂t⃗01
= 0，对任何 t⃗ij 成立可知 f 为常数。

由此只需证明 g = 0。考虑 v⃗ = λ1t⃗01p，其中 p ∈ Pk−1，可发现在 i ̸= 0 的面上有 v⃗ · n = 0，而在

i = 0 时 t⃗01 与法向量乘积为常数，由此得到∫
F0

λ1p⃗gds = 0

同理即可知 ∫
F0

λ2p⃗gds = 0,

∫
F0

λ3p⃗gds = 0

可发现这些结合可得 g 在 F0 上与任何 k 次多项式内积为 0，从而只能为 0，同理对其他面也可证明，
从而成立。

第三种自由度与前两种线性无关，也即对和上一个定理中相同的 g, f 与 θ⃗ ∈ Hk，若对任何 v⃗ ∈ Pk

∀v⃗ ∈ P⃗k(K),

∫
∂K

gv⃗ · n⃗ds+
∫
K

v⃗ · ∇f dx+

∫
K

v⃗ · θ⃗dx = 0

。则有 g = θ⃗ = 0、f 为常数。

• 证明：
直接考虑 v⃗ = θ⃗，第一部分由定义为 0，第二部分由分部积分知为 0，从而可得第三部分也为 0，即
θ⃗ = 0。

再由前两自由度线性无关即得证。

若所有自由度都为 0，则 v = 0。

• 证明：
与 RT 单元类似，第一种自由度为 0 可推出 v · n 在 ∂K 为 0。
对第二种自由度，利用分部积分可知 v 的散度与任何 k − 1 次多项式内积为 0，从而 v 的散度为 0，
有 v ∈ Hk，但自由度已经保证了 v 与任何 Hk 中多项式内积为 0，从而 v = 0。

* 于是可以作差算出 dimHk。n = 2 时事实上 Hk = curl(bKPk−2(K))，其中 bK = λ1λ2λ3，也即三边方

程乘积。

§9.3 H(curl) 的有限元

* 只考虑三维情况，二维情况下可定义 curlϕ = curl(0, 0, ϕ)、curlu⃗ = curl(u⃗, 0)。

第一类 Nédélec 单元
对 k ≥ 0 定义为

Nk = P⃗k + x⃗× P⃗k

也可用直和定义 P⃗k ⊕ x⃗× H⃗k，但后者可能有重复，商去和 x⃗ 平行的部分得到

dimNk(K) = 3Ck
3+k + 3C2

2+k − C2
k+1 =

1

2
(k + 1)(k + 3)(k + 4)
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* 若 v ∈ Nk 且 ∇× v = 0，则 v ∈ P⃗k。

• 证明：
将 v 分为两部分，P⃗k 部分旋度为 k − 1 次，因此 k + 1 次齐次部分 (设为 x×w) 旋度为 0，类似作
业题可计算发现

∇× (x× w) = x(∇ · w)− (k + 2)w

于是 x(∇ · w) = (k + 2)w，两侧同叉乘 x 即得 x× w = 0，得证。

自由度：定义所有 Ni 为

• 在每条棱上，v · t (t 为棱的向量) 与棱上任何 k 次多项式的内积结果；

• 在每个面上，n× v 与面上任何 k − 1 次向量值多项式 ϕk−1 的内积结果，这里 n 为面的法向量；

• 与体中任何 k − 2 次向量值多项式 ϕk−2 的内积结果。

* 此处 n× v 可记为 TrFi
v；而 v · t 可记作 Treiv。

• 证明：
直接计算维数可知为 6C1

k+1 + 4 · 2C2
k−1+2 + 3C3

k−2+3，与 Nk 维数相同，由此只需证明所有自由度为

0 时向量为 0。记 v = u+ x×w，这里 u ∈ P⃗k，w ∈ H⃗k，下面的过程事实上与 RT 单元的证明过程
相似。

直接计算验证可知 x× t 在对应的棱上为常数 (类似力矩计算)，于是利用 t · (x×w) = w · (t× x) 可

知 v · t 在每条棱上为 k 次多项式，因此为 0。
下面证明 v × n 在面上为 0。利用叉乘公式可得

n× v = n× u+ (n · w)x+ (n · x)w

第一部分为 k 次多项式，第三部分由面上 n ·x为常数可知为 k 次多项式，而从第二部分可发现 n×v
在每个面上为 RTk 中向量值多项式，计算验证可发现其 RTk 中的自由度全为 0 (利用混合积公式可
得 n× v 与每条边法向内积即为 ±v · t)，因此 n× v 在每个面上为 0。
进一步计算验证可得 ∇× v 为三维 RTk−1 中向量值多项式，利用分部积分与面上 n× v = 0 可知对

P⃗k−1 中多项式有 ∫
K

(∇× v) · pdx = −
∫
K

v · (∇× p)dx

由 ∇× p 为 k − 2 次可知右侧为 0，而根据作业题结论可验证 (∇× v) · n 在面上为 0，从而 ∇× v

满足在 RT 单元中的所有自由度为 0，因此只能为 0。
此时，利用之前结论得到 v ∈ P⃗k，任取三个面对应法向 n1,2,3，可将 v 分解为 q1n1 + q2n2 + q3n3，这

里 q1,2,3 ∈ Pk。

由第一个面上 n1 × v = 0，代入可发现第一个面上 q2 = q3 = 0，同理可得上述分解式能进一步写为

v = λ2λ3q̃1n1 + λ1λ3q̃2n2 + λ1λ2q̃3n3

可发现棱向量 t01 与 n2、n3 均垂直，且与 n1 不垂直，由此取检验函数 q̃1t01，由 v 与 q̃1t01 内积为

0 可知 q̃1 = 0，同理 q̃2 = q̃3 = 0，得证。

第二类 Nédélec 单元
每个单元上为 Pk(K)，维数为 3Ck

3+k。

自由度：定义所有 Ni 为

• 在每条棱上，v · t (t 为棱的向量) 与棱上任何 k 次多项式内积结果；

• 在每个面上，n× v 与面上任何 RTk−2(F ) 中多项式的内积结果，这里 n 为面的法向量；

• 与体中任何 RTk−3(K) 中向量值多项式的内积结果。
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* 也可将棱上 Pk 看成 RTk−1，与之后统一。

三类自由度数量求和可得

6C1
k+1 + 4(2C2

k + C1
k−1) + (3C3

k + C2
k−1) =

1

2
(k + 1)(k + 2)(k + 3) = 3C3

k+3

为给出唯一可解性的证明，我们先给出 BDM 单元的另一组自由度：
• 在每个面上，v · n 与任何 Pk 中多项式内积的结果；

• 与体中任何 Nk−2(K) 中向量值多项式内积的结果。

• 证明：
直接计算可知维数相等，从而只需证明所有自由度为 0 时只能为 0。与之前相同，第一种自由度为 0
可推出 v · n 在 ∂K 为 0。
对任何 k − 1 次多项式 p，其梯度为 k − 2 次，从而 v 与 ∇p 内积为 0，分部积分得到 divv 与 p 内

积为 0，由此考虑维数得到 divv = 0。

由此，对任何 k − 1 次向量值多项式 q，根据作业题，其可以分解成某 Nk−2 中向量值多项式加某 k

次多项式 θ 的梯度 ∇θ。由 divv = 0 可知 v 与 ∇θ 内积为 0，从而得到 v 与 q 内积为 0。
(事实上由于 v ∈ RTk，上述过程已经说明了 v 在 RTk 中的自由度均为 0，从而得证，这里考虑另一
种证法。)
由于三条棱 t01、t02、t03 线性无关，可以将 v 分解成

v = q1t01 + q2t02 + q3t03, q1,2,3 ∈ Pk

由 v · n1 在 F1 上为 0 可知 q1t01 · n1 在 F1 上为 0 (F1 为 023 平面，其他两内积已经为 0)，于是 q1

在 F1 上为 0，从而有 q1 = λ1q̃1，再取检验函数 q̃1n1，与 v 内积即得到 λ1q̃
2
1 积分为 0，从而 q̃1 = 0，

同理其他两分量为 0，得证。
回到原问题的证明。先给出分部积分公式：∫

Ω

u · (∇× v)dx = −
∫
Ω

(∇× u) · vdx+

∫
∂Ω

(u× n) · vds

• 证明：
与之前同理，从第一种自由度为 0 可以推得 v · t 在任何棱上为 0。
为从第二种自由度说明 n× v 在面上是 0，先考虑二维的 BDM 单元。下面说明其可以由如下两组自
由度确定：每条边上 v · n 与任何 Pk 中多项式内积的结果；与体中任何 RTk−2 中向量值多项式内积

的结果。第一种自由度为 0 仍然可以推出 v · n 在任何边上为 0，结合第二种自由度进行分解可发现
v 与任何 P⃗k−1 中向量值多项式内积为 0，从而得到 v 只能为 0。
回到原问题，可发现 n× v 在面上为 k 次向量值多项式，且可验证上一部分的自由度均为 0，由此只
能为 0。
最后，考虑整体。由于 ∇× v 为 k − 1 次向量值多项式，且根据作业题有

(curlv) · nF = div(TrF v) = 0

从而再根据分部积分，可验证 ∇× v 看作体中的 k − 1 阶 BDM 单元时所有自由度 (按本节定义) 全
为 0，于是只能为 0。
综合上述讨论，分部积分可发现 v 与任何旋度场的内积为 0，而与作业题类似可验证任何 k− 2 次向

量值多项式可分解为 RTk−3 中多项式与某旋度场之和，由此，v 与任何 k − 2 次向量多项式积分为

0。由于 v ∈ Nk 且其在 Nk 中自由度全为 0，已经得证 v = 0。

§9.4 逼近性质

* 对 H(curl) 对应的变换与估计见参考教材 BBF，本节只讨论 H(div) 作为范例。
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* 一般的仿射变换 F = Bx̂+ b 无法保证法向不变，因此一般无法保证 H(div) 与 H(curl) 不变。设 F 将

K̂ 仿射至 K。

对 H(∇)，即 H1 中的函数，其直接构造 v(x) = v̂(F−1(x)) 可以在不同仿射单元中对应。

为能进行 H(div) 单元的对应，设 J(x) = | detDF (x)| (D 为 Jacobi 阵)，考虑向量值函数的变换

q(x) = J−1DFq̂(F−1(x))

此时，两边计算 Jacobi 阵可得到

Dxq(x) = J−1DFDx̂q̂(DF )
−1

于是计算迹可发现

divxq = J−1div x̂q̂

事实上，对上述的 q 与 q̂ 有 ∫
K

q · ∇xvdx =

∫
K̂

q̂ · ∇x̂v̂dx̂∫
K

vdivxqdx =

∫
K̂

v̂div x̂q̂dx̂

证明留作习题。对第二式可以分部积分得到∫
∂K

(q · n)vds =
∫
∂K̂

(q̂ · n̂)v̂dŝ

其范数存在估算

∥q∥L2(K) ≤
(
inf
x̂
J(x̂)

)−1/2

∥DF∥∞∥q̂∥L2(K̂)

考虑有限元空间为

RTk(Th) =
{
v⃗ ∈ H(div) | v⃗

∣∣
T
∈ RTk(T )

}
定义插值 ΠRT

T v 为单元 T 上所有自由度与 v 对应相等的 RTk(T ) 中函数，将其全部拼接可得 Th 上的插

值 ΠRT
h v，可发现有

Π̂TR
T q = ΠRT

T̂
q̂

* 这里要求 v 在每个单元 H1，否则边界上 v · n 未必有意义。
* 对 BDM 单元可完全类似定义插值。
对 P⃗k ⊂Mk、P⃗k+1 ̸⊂Mk 的 Mk，考虑其上的某个自由度与对应的插值 Π，对 s = 0 或 1，对多项式逼近
结论有

∥v −Πv∥Hs(K) ≲ hm−s
K |v|Hm(K), 1 ≤ m ≤ k + 1

* 例如对 RT 单元
∥v −ΠRT

k v∥L2(K) ≲ hk+1
K |v|Hk+1(K), 1 ≤ m ≤ k + 1

而对 BDM 单元有完全相同的结论。从 H0 或 H1 来看，RT 单元增添的部分并无用处。需要考察 H(div)
下的逼近阶以观察其作用。

事实上，对 v ∈ H⃗1(K) 有

divΠRT
k v = Π0

kdivv

divΠBDM
k v = Π0

k−1divv

这里 Π0
k 代表到 Pk 的 L2 投影 (即保证所有内积一致)。

• 证明：
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以第一式为例，由于左右均为 k 次多项式，证明它们相同只需证明它们的差与任何 k 次多项式正交，

而对任何 v ∈ H1(K)，q ∈ Pk(K)，有∫
K

(
divΠRT

k v −Π0
kdivv

)
qdx

利用 L2 投影可知其为 ∫
K

(
divΠRT

k v − divv
)
qdx

利用分部积分得其为

−
∫
K

(
ΠRT

k v − divv) · ∇qdx+

∫
∂K

(ΠRT
k v − v) · nqds

而根据 RT 单元的自由度要求，左右两项均为 0，从而得证。
由此有

∥div(v −ΠRT
k v)∥L2 = ∥divv −Π0

kdivv∥L2 ≲ hk+1
T |divv|Hk+1

同理

∥div(v −ΠBDM
k v)∥L2 ≲ hkT |divv|Hk

于是结合 L2 的误差阶可发现 RTk 单元在 H(div) 下为 k + 1 阶，而 BDM 单元只有 k 阶。

* 对 H(curl) 中的单元有类似的插值结论，但存在到 RT 与到 BDM 两类不同情况。

十 Poisson 问题的混合有限元

考虑问题为

−∇ · (α(x)∇u) = f

对应边界条件 u
∣∣
∂Ω

= 0。α 满足一致椭圆条件，即有正上下界。

* 同样省略向量符号，本节中 σ, τ 均表示向量，u, v 表示标量。

引入通量 σ = α∇u，设 c = α−1，则问题可以改写为cσ −∇u = 0

divσ = −f

这时 σ ∈ H(div)，u ∈ L2，边界条件不变。考虑弱形式(cσ, τ) + (divτ, u) = 0, ∀τ ∈ H(div)

(divσ, v) = (−f, v), ∀v ∈ L2

* 这符合之前 Brezzi 理论的鞍点问题形式，直观理解为，设

L(τ, v) =
1

2
(cτ, τ) + (v, divτ) + (f, v)

则

L(σ, v) ≤ L(σ, u) ≤ L(τ, u)

也即 σ 为对应的最小，u 则为对应的最大，由此为鞍点。

* 事实上其也可看作 divτ = −f 时泛函 J(τ) = 1
2
(cτ, τ) 的极小值问题。
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§10.1 混合有限元

考虑

σh ∈ RTk(Th), uh ∈ P−1
k (Th)

* 这里 −1 表示分片 Pk 且不要求全局连续性。

先证明其满足离散 inf-sup 条件：

inf
vh∈Pk

sup
τh∈RTk

(divτh, vh)
∥τh∥H(div)∥vh∥L2

≳ 1

• 证明：
利用 Stokes 方程的 inf-sup 条件 (证明见下一讲)，对任何 vh ∈ Pk，存在 τ ∈ H1 使得 divτ = vh 且

∥τ∥H1 ≲ ∥vh∥L2。

利用插值构造 τh = ΠRT
h τ，利用插值、投影的交换性有 (注意 vh 为 k 次多项式)

divτh = divΠRT
h τ = Π0

hdivτ = vh

且只需证明 ΠRT
h 有界即有

∥τh∥H(div) ≲ ∥τ∥H1 ≲ ∥vh∥L2

从而根据之前的等价定义可知 inf-sup 条件成立。
将 H(div) 范数分为两部分，div 部分有 (中间不等号由投影定义)

∥divΠRT
h τ∥L2 = ∥Π0

hdivτ∥L2 ≤ ∥divτ∥L2 ≤ ∥τ∥H1

L2 部分由插值误差估计

∥τ −ΠRT
h τ∥L2 ≲ h∥τ∥H1

从而

∥ΠRT
h τ∥L2 ≲ h∥τ∥H1 + ∥τ∥L2 ≲ ∥τ∥H1

综合得证。

为从 Brezzi 定理证明唯一可解性，先由定义得到对应的 Zh 为

{τ ∈ RTk(Th) | (divτh, vh) = 0, ∀vh ∈ Pk}

直接将 v 每个单元取为 divτh 可知

Zh = {τ ∈ RTk(Th) | divτh = 0}

而此时有 H(div) 范数即为 L2 范数，从而有

∀τh ∈ Zh, (cτh, τh) ≳ ∥τh∥2H(div)

此强制性结论结合 inf-sup 条件即得证唯一可解。
* 类似将 k 次 RT 单元换为 k + 1 次 BDM 单元也可得到唯一可解。。

将 σh 所在的 Σh 取为 k 次 RT 与 k + 1 次 BDM 之一，uh 所在的 Vh 取为 P−1
k ，根据 Brezzi 定理有

∥σ − σh∥H(div) + ∥u− uh∥L2 ≲ inf
τh∈Σh

∥σ − τh∥H(div) + inf
vh∈Vh

∥u− vh∥L2

对右侧考虑取为插值，利用插值误差界定理可知 k 次 RT 单元时误差阶为

hk+1|σ|Hk+1 + hk+1|divσ|Hk+1 + hk+1|u|Hk+1

k + 1 次 BDM 单元时误差阶为

hk+2|σ|Hk+2 + hk+1|divσ|Hk+1 + hk+1|u|Hk+1

* 此估计无法简单区分开 σ 与 u 的误差，它们都依赖整体光滑性。
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§10.2 更好的估计

考虑误差方程，即 σ − σh 与 u− uh 满足的方程，有(c(σ − σh), τh) + (divτh, u− uh) = 0, ∀τh ∈ Σh

(div(σ − σh), vh) = 0, ∀vh ∈ Vh

由此可以给出一些改进估计：

1. 对两种单元均有
∥div(σ − σh)∥L2 ≲ hk+1|divσ|Hk+1

• 证明：

从误差方程第二式可得到

Π0
hdiv(σ − σh) = 0

利用 divσh 为 k 次多项式也即

divσh = Π0
hdivσ

从而有

∥div(σ − σh)∥L2 = ∥divσ −Π0
hdivσ∥L2

再由多项式逼近理论得结论。

2. 对 k 次 RT 单元有
∥σ − σh∥L2 ≲ hk+1|σ|Hk+1

对 k + 1 次 BDM 单元有
∥σ − σh∥L2 ≲ hk+2|σ|Hk+2

• 证明：

在误差方程第一式中取 τh 为 τ∗h = ΠΣ
hσ − σh (这里 Σ 投影为 RT 或 BDM 投影之一)，有

divτ∗h = divΠΣ
hσ − divσh = Π0

hdivσ − divσh = 0

从而

(c(σ − σh),Π
Σ
hσ − σh) = 0

由此有 (最后一步由基本不等式)

∥σ − σh∥2L2 ≲ (c(σ − σh), σ − σh) = (c(σ − σh), σ −ΠΣ
hσ) ≤ ε∥σ − σh∥2L2 + Cε∥σ −ΠΣ

hσ∥2L2

取 ε = 1
2
即可利用插值误差得结论。

3. 对 k 次 RT 单元有
∥u− uh∥L2 ≲ hk+1|u|Hk+1 + hk+1|σ|Hk+1

对 k + 1 次 BDM 单元有

∥u− uh∥L2 ≲ hk+1|u|Hk+1 + hk+2|σ|Hk+2

• 证明：
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先证明对两种单元均有 u 的插值误差估计

∥Π0
hu− uh∥L2 ≲ ∥σ − σh∥L2

利用离散 inf-sup 条件，存在 τ∗h ∈ Σh 使得

divτ∗h = Π0
hu− uh, ∥τ∗h∥H(div) ≲ ∥Π0

hu− uh∥L2

在误差方程第一式中取 τh = τ∗h，有

∥Π0
hu− uh∥2L2 = (divτ∗h ,Π0

hu− uh) = −(c(σ − σh), τ∗) ≤ ε∥τ∗h∥2L2 + Cε∥σ − σh∥2L2

由于 ∥τ∗h∥L2 ≤ ∥τ∗h∥H(div)，取 ε = 1
2
即得结论。

由此，利用 σ 的误差估计，对 k 次 RT 单元有

∥Π0
hu− uh∥L2 ≲ hk+1|σ|Hk+1

对 k + 1 次 BDM 单元有
∥Π0

hu− uh∥L2 ≲ hk+2|σ|Hk+2

再结合 ∥u− uh∥L2 ≤ ∥Π0
hu− uh∥L2 + ∥Π0

hu− u∥L2 与插值的误差估计结论得结果。

* 可发现对 BDM 单元，uh 与插值的误差阶比起与真解的误差阶可能更高 [super-closeness]。

为了进一步改善估计，考虑对偶问题

−∇ · (α(x)∇w) = Π0
hu− uh

w
∣∣
∂Ω

= 0

并作正则性假设

∥w∥H2 ≲ ∥Π0
hu− uh∥L2

此时若 k ≥ 1 有

∥Π0
hu− uh∥L2 ≲ h∥σ − σh∥L2 + h2∥div(σ − σh)∥L2

在 k = 0 时有

∥Π0
hu− uh∥L2 ≲ h∥σ − σh∥L2 + h∥div(σ − σh)∥L2

• 证明：
记 τ = α∇w。直接计算可得

∥Π0
hu− uh∥2L2 = (−∇ · (α(x)∇w),Π0

hu− uh) = (−divτ,Π0
hu− uh)

由于后方在 Vh 中，对前进行 Π0
h 插值不影响，再利用之前的插值与 div 可交换性得

∥Π0
hu− uh∥2L2 = −(divΠΣ

h τ,Π
0
hu− uh)

对误差方程第一式，由 divτh ∈ Vh 可知

(divτ, u− uh) = (divτ,Π0
hu− uh)

从而进一步计算得

∥Π0
hu− uh∥2L2 = (c(σ − σh),Π

Σ
h τ) = (c(σ − σh),Π

Σ
h τ − τ) + (c(σ − σh), τ)
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再利用分部积分计算可知

∥Π0
hu− uh∥2L2 = (c(σ − σh),Π

Σ
h τ − τ)− (div(σ − σh), w)

利用误差方程第二式即得

∥Π0
hu− uh∥2L2 = (c(σ − σh),Π

Σ
h τ − τ)− (div(σ − σh), w −Π0

hw)

对后一项分类讨论，k = 0 时至多利用到一次导数，否则均可利用二次导数，从而得到结论。

由此最终结论分四类，∥Π0
hu− uh∥L2 的最终阶为

1. 0 次 RT 单元：h2|σ|H1 + h2|divσ|H1；

2. 1 次 BDM 单元：h3|σ|H2 + h2|divσ|H1；

3. k ≥ 1 时 k 次 RT 单元：hk+2|σ|Hk+1 + hk+3|divσ|Hk+1；

4. k ≥ 1 时 k + 1 次 BDM 单元：hk+3|σ|Hk+2 + hk+3|divσ|Hk+1。

估计插值与数值解误差的意义：后处理 [post-processing]，考虑 V ∗
h 为分片 k+1 次多项式，定义 u∗h ∈ V ∗

h，

每个单元满足

∀v ∈ (I −QT )V
∗
h ,

∫
T

α(x)∇u∗h · ∇vdx =

∫
T

fvdx+

∫
∂T

vσh · nds

QTu
∗
h = QTuh

这里 QT 可以为 Π0
0，即局部到常值的投影，或 Π0

k，即局部到 Pk 的投影。

* 此算法只需对每个单元求解等同于维数的方程，复杂度很低。
* 想法来源：真解每个单元作积分的结果，并利用分部积分后将边界的 α∇u 替换为 σh。

利用局部迹定理与多项式插值可知对 k 次 RT 单元

h
1/2
T ∥σ · n− σh · n∥L2(∂T ) ≲ hk+1|σ|Hk+1

对 k + 1 次 BDM 单元
h
1/2
T ∥σ · n− σh · n∥L2(∂T ) ≲ hk+2|σ|Hk+2

而可证明

∥u− u∗h∥L2(T ) ≲ hk+2
T |u|Hk+2(T ) + h

3/2
T ∥σ · n− σh · n∥L2(∂T ) + ∥Π0

hu− uh∥L2(T )

结合之前的估计可知误差最终有 k + 2 阶。

• 证明：
设 ũh ∈ V ∗

h 为 u 在 V ∗
h 的 L2 投影。考虑每个单元上定义为

v
∣∣
T
= (I −QT )(ũh − u∗h)

的 v，则其在 (I −QT )V
∗
h 中，利用 α 的一致椭圆条件可得 (以下省略区域 T )

|v|2H1 ≲
∫
T

α(x)∇(I −QT )(ũh − u∗h) · ∇vdx

将积分拆分为 ∫
T

α(x)∇(ũh − u∗h) · ∇vdx−
∫
T

α(x)∇QT (ũh − u∗h) · ∇vdx
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第一部分利用 u∗h 定义可化为∫
T

α(x)∇(ũh − u) · ∇vdx+

∫
∂T

(σ · n− σh · n)ds

而放缩论证可发现

h
1/2
T ∥v∥L2(∂T ) ≲ |v|H1

于是第二部分可放大为

|QT (ũh − u∗h)|H1 |v|H1

将其进一步放为

ε|v|2H1 + Cε|QT (ũh − u∗h)|2H1

取 ε 充分小综合最终得到 (最后一个部分利用了反向估算)

|v|H1 ≲ |ũh − u|H1 + h
1/2
T ∥σ · n− σh · n∥L2(∂T ) + h−1

T ∥QT (ũh − u∗h)∥L2

再由 v 为多项式，利用反向估算得到

∥v∥L2 ≲ hT |ũh − u|H1 + h
3/2
T ∥σ · n− σh · n∥L2(∂T ) + ∥QT (ũh − u∗h)∥L2

由 QT 的定义可知

∥QT (ũh − u∗h)∥L2 = ∥QT (Π
0
hu− u∗h)∥L2 ≤ ∥Π0

hu− uh∥L2

由此再利用

∥u− u∗h∥L2 ≤ ∥u− ũh∥L2 + ∥v∥L2 + ∥QT (ũh − u∗h)∥L2

得到最终结论。

十一 Stokes 方程的混合有限元

考虑方程为 −µ△u+∇p = f

−divu = 0

记 ε(u) = (∇u+ (∇u)T )/2，利用第二个方程可将第一个方程改写为

−∇ · (2µε(u)) +∇p = f

也即

−divσ = f, σ = 2µε(u)− pI

* 上述 σ、ε、I (单位阵) 为矩阵，u、f 为向量，µ、p 为标量。
设边界条件为在 ΓD 上 u = 0，∂Ω\ΓD 上

2µε(u)n− pn = 0

变分形式：第一式两侧同乘 v 后分部积分得到 (这里 H⃗1
D 指每个分量在 H1 中，且边界上 ΓD 中为 0，以

H1 范数定义范数)

∀v ∈ H⃗1
D, (f, v) =

∫
Ω

−divσ · v =

∫
Ω

σ : ε(v)dx−
∫
∂Ω

(σn) · vds = 2µ(ε(u), ε(v))− (p, divv)
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* 这里 : 代表两矩阵逐元素乘积求和，最后一个等号成立是利用了两种边界条件。从此式中可以看出自然

边界条件的定义原因。

由此最终得到变分形式为 2µ(ε(u), ε(v))− (p, divv) = (f, v), ∀v ∈ H1
D

−(divv, q) = 0, ∀q ∈ Q

Q =

L2
0 ΓD = ∂Ω

L2 ΓD ̸= ∂Ω

* 这里 L2
0 定义同前，为积分均值为 0 的 L2 函数。

如无特殊说明，我们只考虑 ΓD = ∂Ω，即 V = H⃗1
0、Q = L2

0 的情况。

§11.1 适定性

利用 Brezzi 理论可知只要验证
inf
q∈Q

sup
v∈V

(divv, q)
∥v∥H1∥q∥L2

= β > 0

a(v, v) ≳ ∥v∥2H1 , ∀v ∈ Z

即可得到适定性。

* Poisson 方程的强制性与 Stokes 方程在 ΓD = ∂Ω 时的强制性事实上都无需核空间，从而可以取更广泛

的离散方式。

先考虑 inf-sup 条件，从二维凸区域情况可以构造一个简单的证明。
• 证明：

考察辅助问题 △ϕ = q in Ω

∂ϕ
∂n

= 0 in ∂Ω

利用位势方程知识可知其存在解，且 ∥ϕ∥H2 ≲ ∥q∥L2。

取 v1 = ∇ϕ ∈ H⃗1，由条件有

(divv1, q) = ∥q∥2L2 , ∥v1∥H1 ≤ ∥ϕ∥H2 ≲ ∥q∥L2

但此时 v1 只保证了边界的法向分量为 0，切向未必满足。
考虑 ψ ∈ H2 使得 (t 指切向量)

ψ
∣∣
∂Ω

= 0,
∂ψ

∂n
= v1 · t

利用 H2 的迹定理可以验证这样的 ψ 存在，且满足

∥ψ∥H2 ≲ ∥v1∥H1

进一步取 v2 = curlψ (这里旋度为一维二元函数的旋度，定义见第九章开头)。
由上述条件计算有

divv2 = 0 =⇒ div(v1 + v2) = divv1 = q

v2 · n = curlψ · n = ∇ψ · t = 0 =⇒ (v1 + v2) · n = 0

v2 · t = −∇ψ · n = −v1 · t =⇒ (v1 + v2) · t = 0

∥v1 + v2∥H1 ≤ ∥v1∥H1 + ∥v2∥H1 ≲ ∥v1∥H1 ≲ ∥q∥L2

这就已经得到了取 v = v1 + v2 满足要求。
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为了证明更复杂的情况，需要 Nečas 不等式：Ω 为单连通有 Lipschitz 边界的区域，则 (i 对所有维数遍
历，∂ip 为对第 i 个分量求导)

∥p∥L2 ≃ ∥p∥2H−1 +
d∑

i=1

∥∂ip∥H−1 , ∀p ∈ L2

* 右侧比左侧小是容易证明的，另一边相对复杂。
* 考虑 Ω = R2 的情况作为验证，利用 Fourier 变换有

∥p∥L2 = ∥p̂∥L2 , ∥p∥2H−1 ≃ ∥(1 + |ξ|2)−1/2p̂∥2L2

由此右侧求和中 1 + |ξ|2 的项正好抵消，得到左侧。
我们下面在其成立的情况下验证 inf-sup 条件。
• 证明：

Nečas 不等式可等价于

∥p∥L2 ≃
d∑

i=1

∥∂ip∥H−1 , ∀p ∈ L2
0

证明留作习题。

由此，对 q ∈ L2
0 有

∥q∥L2 ≃
d∑

i=1

∥∂iq∥H−1 =
d∑

i=1

sup
v∈H1

0

(q, ∂iv)

∥v∥H1

于是存在 j 使得 (最后一个等号是由于放大了函数空间)

∥q∥L2 ≲ (q, ∂jv)

∥v∥H1

= sup
w∈ejH1

0

(divw, q)
∥w∥H1

≤ sup
v⃗∈H⃗1

0

(divv⃗, q)
∥v⃗∥H1

事实上，还可以证明 inf-sup 条件成立能推出 Nečas 不等式成立。从 inf-sup 条件展开散度并放缩分
母可得

∥q∥L2 ≲ sup
w∈H⃗1

0

d∑
i=1

(∂iw, q)

∥w∥H1

≤ sup
w∈H⃗1

0

d∑
i=1

(∂iw, q)

∥wi∥H1

由此已经可得到成立。

最后，我们来证明 a 在 H⃗1
0 的强制性。首先从 Nečas 不等式推出 Kern 不等式

∥v∥H1 ≲ ∥v∥L2 + ∥ε(v)∥L2 , ∀v ∈ H⃗1

• 证明：
考虑光滑的 v，一般情况通过取一列光滑 v 逼近即可。

在不等式中取 p = ∂jvi 有

∥∂jvi∥L2 ≲ ∥∂jvi∥H−1 +
d∑

k=1

∥∂j∂kvi∥H−1

利用 H−1 范数定义可得

∥∂jvi∥L2 ≲ ∥v∥L2 +
d∑

k=1

∥∂j∂kvi∥H−1

直接计算验证有

∂j∂kvi = ∂jεik + ∂kεij − ∂iεjk

从而再用 ε(v) 导数的 H−1 范数可被 ε(v) 的 L2 范数控制得到

∥∂jvi∥L2 ≲ ∥v∥L2 + ∥ε(v)∥L2

平方累加并添加 ∥v∥L2 (右侧只改变系数，不会出现新的项) 得结论。
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由此即可推出

∥v∥H1 ≲ ∥ε(v)∥L2

对 ΓD 测度非零的 H⃗1
D 中的 v 成立，证明留作习题。从而强制性结论成立。

* 更一般的适定性要求：对任何 H⃗1
0 ⊂ V ⊂ H⃗1，若 V 中所有函数都满足 v · n 在边界积分为 0，则须取

Q = L2
0，否则取 Q = L2 即可。

§11.2 Fortin 算子

由于强制性结论具有一般性，构造空间的主要难点在于 inf-sup条件须满足。一般情况的验证是困难的，由
此需要利用之前引入的 Fortin 算子。
* 定义见第八章，之后将 b(Πhv, qh) = b(v, qh) 称为插值条件，则 Fortin 算子可以定义为满足插值条件与
有界性的线性算子。

我们希望弱化第二个条件使其更容易验证：若 Vh 包含分片线性连续函数，且线性泛函 Πb : V → Vh 满足

b(Πbv, qh) = b(b, qh), ∀q ∈ Qh

∥Πbv∥L2 ≲ ∥v∥L2 + h|v|H1 , ∀v ∈ H⃗1
0

则一定存在 Fortin 算子 Πh。

• 证明：
用 P⃗1 表示向量值 P1-Lagrange 元空间 (即分片线性连续函数)，利用 Scott-Zhang 插值可知存在
Π1 : H⃗

1
0 → P⃗1 使得

|Π1v|H1 + h−1∥v −Π1v∥L2 ≲ |v|H1 , ∥Π1v∥L2 ≲ ∥v∥L2

定义

Πhv = Πb(v −Π1v) + Π1v

下验证其符合要求。

由于插值条件此时即

(divΠhv, qh) = (divv, qh)

直接利用 Πb 符合插值条件代入计算可得成立。

为证明有界性，先由边值为 0 计算可知

∥Πhv∥H1 ≲ |Πhv|H1 ≲ |Π1v|H1 + |Πb(v −Π1v)|H1

利用逆不等式与 Πb 的假设可知其

≲ |Π1v|H1 + h−1∥Πb(v −Π1v)∥L2 ≲ |Π1v|H1 + h−1∥v −Π1v∥L2 + |v −Π1v|H1

再由 Π1 的假设可知前两项可被 |v|H1 控制，第三项拆分并利用逆不等式可知能被 |v|H1 控制，综合

得证。

§11.3 Stokes 对

* 用 Pk 表示分片 k 次连续函数，P−1
k 表示分片 k 次函数。

失败的例子 (这里将空间写为 Vh −Qh 的形式，记内点个数 NV，单元个数 NT )：
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• P⃗1 − P−1
0

考虑二维时，左侧维数 2NV，右侧维数 NT − 1 (注意需要满足为 L2
0 子空间)，计算可发现对充分加

密的网格左侧维数会小于右侧，而 inf-sup 条件意味着对任何 q ∈ Qh 能找到适当的 v ∈ Vh，从直觉

上在 dimVh < dimQh 时不可能满足。

* 事实上考虑每个顶点处的角度估算可得一般网格左侧维数低于右侧，从而无法使用。
• P⃗1 − P1

参考教材 BBF 给出了对应的失败情况，能找到 qh 使得对所有 vh 都有 (divvh, qh) = 0，从而无法满

足 inf-sup 条件。
* 我们将满足 inf-sup 条件的情况称为 Stokes 对稳定。

一个成功的例子如二维 MINI 单元 P⃗，其为 (这里 λi 仍指每边对应的函数)

P⃗1 ⊕ B⃗3 − P1, B3 = ⊕T∈Th
{λ1λ2λ3}

* 由于 B⃗3 表示每个单元内每个分量为 λ1λ2λ3 倍数的函数，其在三边均为 0，因此连续性自动满足。
我们希望能构造出符合要求的 Πb，从而即能用 Πh 说明 inf-sup 条件。将插值条件分部积分可发现

0 =
∑
T∈Th

∫
∂T

(v −Πbv) · nqhds−
∑
T∈Th

∫
T

(v −Πbv) · ∇qhdx

由连续性与 n 通过边界换定向可知第一项恒为 0，从而只需 Πb 满足第二项为 0，由 ∇qh 为分片常值，使
Πb 每个单元上积分与 v 相同即可，由此可取

Πb : V → B⃗3, Πbv
∣∣
T
=

∫
T
vdx∫

T
bT dx

bT (x), bT = λ1λ2λ3

∣∣
T

其已经满足像在 Vh 中，从而只需验证不等式性质，有

∥Πbv∥2L2(T ) =

(∫
T

vdx
)2

∫
T
b2T dx( ∫

T
bT dx

)2
估算得第二项为 h−2

T 量级，从而由 Hölder 不等式将 v2 拆为 v2 · 1 有

∥Πbv∥2L2(T ) ≃ h−2
T

(∫
T

vdx
)2

≲ ∥v∥2L2(T )

而这当然可以推出 ∥Πbv∥L2 ≲ ∥v∥L2 + h|v|H1，得证。

对比以上例子，我们发现 Stokes 对设计需要满足原则：

1. 为使 inf-sup 条件满足，须 Vh 充分大。

2. 从误差估计角度，希望 ∥v − vh∥H1 与 ∥q − qh∥L2 平衡，避免浪费，又由于它们一般可放为 v、q 减

对应插值的范数，可知希望有形式 P⃗k − Pk−1 或 P⃗k − P−1
k−1。若不稳定，回到第一条适当扩大。

3. 离散的无散度条件成立，即 vh ∈ Vh 满足对任何 q ∈ Qh 有 (divvh, qh) = 0，能推出 divvh = 0。这

意味着 Vh 不能过大。

我们先根据前两原则设计，之后再讨论第三个原则的作用。

* 若 divVh ⊂ Qh，则插值条件可说明 divΠh = Π0div，这就可以类似之前混合 Poisson 问题时的讨论做
更多精细的估计。
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§11.4 基于 Fortin 算子的构造

1. MINI 单元

这里给出更一般的定义。给定 Qh ⊂ Q，定义

B(∇Qh) =
{
β ∈ V | ∃qh ∈ Qh, β

∣∣
T
= bT∇qh

∣∣
T
,
}

若 Qh 连续 (即 Qh ⊂ C0)，P⃗1 ⊂ Vh ⊂ V，只要 Vh 包含 B(∇Qh)，Vh −Qh 就是稳定的 Stokes 对。

• 证明：

定义 Πbv
∣∣
T
∈ B(∇Qh)

∣∣
T
满足 ∫

T

Πbv · ∇qhdx =

∫
T

v · ∇qhdx

由于 (bT ·, ·) 构成 ∇Qh

∣∣
T
上的内积 (bT 不变号且非退化)，可构造出唯一的 Πbv，从而此定义良

好。

由于 Qh 中函数连续，直接计算可知∫
Ω

div(Πbv − v)qhdx = −
∫
Ω

(Πbv − v) · ∇qdx = 0

这就证明了插值性质。更进一步地，设 (考虑合适定向使 bT > 0 在 T 上恒成立)

∥u∥2L2
bT

(T ) =

∫
T

bTu
2dx

由 Πb 可看作 bT 内积下的投影知

∥Πbv∥2LbT
(T ) ≤ ∥v∥2LbT

(T )

由 B(∇Qh) 上范数等价性可将左侧缩小至 ∥Πbv∥2L2，再由 bT 有界知右侧不超过 ∥v∥2L2，从而类

似之前得证。

上节给出的二维 MINI 单元事实上是这里的特殊情况，B3 = B(∇P1)，对三维也可给出完全类似的

构造。

2. 二维 P⃗2 − P−1
0

• 证明：

先构造 Πb 使插值条件满足。将其写为 (由于 qh 分片常数，边界不能消去，但内部散度为 0)

0 =
∑
T

∫
T

div(v −Πbv)qhdx =
∑
T

∫
∂T

(v −Πbv) · nqhds

由于每个区域 qh 可任取，只要每条边上 v 与 Πbv 积分相同，上式即可满足。

* 注意 P2-Lagrange 元比 P1-Lagrange 元可额外固定了三个边界中点的值，调整每边中点值使
得积分相同即可。

设顶点 i, j 对应结点基 ϕi(x), ϕj(x)，定义边 i, j 上的函数 be =
6
|e|ϕi(x)ϕj(x)，可验证其在边上

积分为 1，从而可定义
Πbv =

∑
e

(∫
e

vds
)
be

此时由定义可得到

∥Πbv∥2L2 ≲
∑
e

∣∣∣∣ ∫
e

vds
∣∣∣∣2∥be∥2L2(e)



十一 STOKES 方程的混合有限元 60

利用阶数估算发现第二项是 O(1)，对第一项使用局部迹不等式，由形状正则性，每边附近的区

域有上界，从而上式

≲
∑
T

∫
T

(|v|+ h2|∇v|2)dx

而这就是 Πb 的第二个条件要求的形式。

* 三维则对应 P⃗1 ⊕ B⃗F − P−1
0 ，这里 B⃗F 代表某个面上非零，其他为 0 的多项式函数，在二维时对

应的左侧恰好为 P⃗2，但三维时不同。

* 事实上 P⃗CR
1 − P−1

0 也是稳定的。这里 PCR
1 代表分片线性且每边中点连续的函数集合，这是由于

我们上述调整事实上只需中点的值固定，无需顶点的值固定。此时所有的内积、导数等计算都需要分

片进行，且误差估计无法简单利用 Brezzi 理论进行，见作业题。

一般情况：若 Vh 包含 B(∇Qh)，且存在 Π̃1 : V → Vh 使得

∀v ∈ V, ∥Π̃1v∥H1 ≲ ∥v∥H1

∀v ∈ V,

∫
T

div
(
Π̃1v − v

)
dx = 0

则 Vh −Qh 是稳定的。

• 证明：

考虑

V 0 =

{
v | ∀T ∈ Th,

∫
T

divvdx = 0

}
定义 Π2 : V

0 → B(∇Qh) 满足

Π2v
∣∣
T
∈ B(∇Qh)

∣∣
T

∀qh ∈ Qh

∣∣
T
,

∫
T

div(Π2v − v)qhdx = 0

先说明其良好定义性。B(∇Qh) 的维数应为 dimQh

∣∣
T
− 1，而条件对应的方程个数 dimQh

∣∣
T
，

但 qh = 1 时利用 V 0 定义与 B(∇Qh) 中元素在每个单元积分为 0 可得结论一定成立，从而实
际上未知数个数与方程个数相同。进一步对第二式作分部积分即可利用内积性质得到 Π2 唯一

可解性，且有

∥Π2v∥H1 ≲ ∥v∥H1

证明留作习题。

下面说明定义

Πhv = Π̃1v +Π2(v − Π̃1v)

即符合要求。

直接代入可得到 (div(Πhv− v), qh) = 0，于是插值性质成立，再由 Π̃1 与 Π2 的有界性拆分估算

可得 Πh 的有界性，从而得证。

* 二维情况的 P⃗2 − P−1
0 可直接通过对未知数与方程的考虑得到 Π̃1 的存在性。同理，只要 Vh 包含

P⃗2，即可得到 Π̃1 的存在性。

* 另一个例子：P⃗2 ⊕ B⃗3 − P−1
1 ，与上种情况相同得 Π̃1 的存在性，再由包含 B(P⃗−1

0 ) 可得成立。

* 更一般的写法是 (P⃗k + B⃗k+1)− P−1
k−1。
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§11.5 Taylor-Hood 元

* 最简单实现、最常用的 NS 方程有限元。
定义为 P⃗k − Pk−1，k ≥ 2，对二维或三维均成立。

* 其 inf-sup 性质并不容易证明，通过弱化 Fortin 算子的证明可参考 BBF 的 8.5.1 与 8.5.2。
我们只证明一种特殊情况，二维 P⃗2 − P1。

• 证明：
利用连续性仍然可得插值性质等价于

(v −Πb, v,∇qh) = 0, ∀qh ∈ P1

由 P1 中的函数连续，其切向导数一定连续。对边进行分类：记 E0
0 表示两端点都在内部的边，E0

∂ 表

示一个端点在内部、一个端点在边界上的边，E∂
∂ 表示两端点都在边界上的边。

* 技术性假设：不会有内边满足两顶点都在边上。
对 e ∈ E，记 te 为其切向量，me 为其中点，be = 4λiλj，这里 λi、λj 表示两端点对边的方程。

记

V B
0 =

〈
be, ∀e ∈ E0

〉
这里 E0 表示内部的边，尖括号表示生成。

证明分为 3 步：
– 修正 Nedelec 空间
将每条内部边的基函数定义为

ϕe = λi∇λj − λj∇λi

可发现其与 te 内积后积分为 ±1，其他边切向积分为 0。
若 T 有一条边在边界上，设 e3 在边界上，则修正 (实质上修正了所有 E0

∂ 中的边的基函数)

ϕ̃e2 = −∇λ1, ϕ̃e1 = −∇λ2

将每条内部边修正后的基生成空间记为 ÑD0，则 ∇P1 ⊂ ÑD0 (利用 P1 内部 a 的基作梯度可

被 a ∈ e 的 ϕ̃e 生成，边界类似分析可得结论)。
– L2 内积的中点二次积分

定义

(u, v)h,T =
|T |
3

∑
e∈T

u(me) · v(me)

(u, v)h =
∑
T

(u, v)h,T

可验证对二次函数此积分公式严格。

– Πb 构造

记 Πb : H⃗
1
0 → V Bt

0 = ⟨bete, ∀e ∈ E0⟩，使得

(Πbv, w)h = (v, w), ∀w ∈ ÑD0

验证可发现求解 Πb 对应的矩阵为方阵，且对角，从而进一步得到其良好定义，再进行估计即可

得结论。

§11.6 其他单元

• 二维 P⃗1,h/2 − P−1
0,h

这里下标 h/2 表示相比 h 时的单元进行了一次加密，将每个三角形等分为四个三角形。

证明思路：P⃗1,h/2 考虑自由度实际上类似 P⃗2,h，从而此单元与第四节已证类似。
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• 二维 P⃗1,h/2 − P1,h

证明思路：同理，此单元与 Taylor-Hood 元类似。
• P⃗k − P−1

k−1

类似 HCT 元，需要在特殊网格 (非正常三角剖分) 定义，二维 k ≥ 2 时成立，三维 k ≥ 3 时成立，

称为宏单元 [macro-element]。
优势：此时 divVh ⊂ Qh，误差阶不会浪费，若想在正常三角剖分成立二维时需 k ≥ 4，且补充一些

条件。

十二 压力健壮的混合有限元

考虑方程为 −ν△u+∇p = f

∇ · u = 0

边界条件为 ∂Ω 上 u 为 0，即 u ∈ H⃗1
0，p ∈ L2

0，之后记 X = H⃗1
0、Y = L2

0。

定义 (这里 u, v ∈ X、q ∈ Y )
a(u, v) = 2ν(ε(u), ε(v)) = ν(∇u,∇v)

b(v, q) = −(divv, q)

压力健壮意义：类似第十章结尾的估算，NS 方程中，当 ν 很小时，压力误差也可能污染速度误差。之前

介绍的 MINI 单元、P⃗2-P−1
0 或 Taylor-Hood 元均会出现此问题。希望能避免这样的污染。

§12.1 不变性与标准误差估计

不变性

引理 (Helmholtz-Hodge 分解)：对任何 f ∈ L⃗2(Ω)，可将其唯一分解为 f = f0+∇ϕ，使得 f0 ∈ H(div)、
ϕ ∈ H1(Ω)/R。
• 证明：

两侧同取散度后利用调和方程理论可唯一解出 ϕ，进一步得到 f0。

解的基本估计：将上述 f0 记作 P(f)，则

∥u∥H1 ≲ ν−1∥P(f)∥L2

∥p∥L2 ≤ 1

β
∥f∥L2

这里 β 为本章开头 inf-sup 条件中的参数。
• 证明：

记

Xdiv = {v ∈ X | (divv, q) = 0, ∀q ∈ Y }

也即 divv 在分布意义下为 0的全部 v，设 Xdiv 对 X 在内积 a(·, ·)下的正交补为 X⊥
div，任何 u ∈ X

都可以分解为 u0 + u⊥，其中 u0 ∈ Xdiv，u⊥ ∈ X⊥
div。

由于上方定义已商去了核，即得 div : X⊥
div → Y 为同构，于是由第二个方程即得解 u 满足 u⊥ = 0。

取定 v = v0 ∈ Xdiv，代入第一个方程的弱形式可发现

a(u, v0) + b(v0, p) = (f, v0)
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进一步由 v0 无散度与正交性得到

a(u0, v0) = (P(f), v0)

由此代入 v = u 得估计

∥u0∥H1 ≲ ν−1∥P(f)∥L2

再由 u = u0 即得第一式。

另一方面，将 v⊥ ∈ X⊥
div 代入弱形式可发现

(p, divv⊥) + (f, v⊥) = 0

由 inf-sup 条件得

∥p∥L2 ≤ 1

β
sup

v⊥∈X⊥
div

(divv⊥, p)
∥v⊥∥H1

再代入上式得结论。

* 由此可发现速度场可被无散度部分控制，进一步可证明不变性 (即当 f 增加某梯度场时，只对应 p 的改

变，u 不变)。我们希望数值上有相同的性质。

标准误差估计

对 Xh ∈ X、Yh ∈ Y，设离散 inf-sup 条件为

inf
qh∈Xh

sup
vh∈Yh

(divvh, qh)
∥vh∥H1∥qh∥L2

= βh > 0

定义

Xh,div = {vh ∈ Xh | (divvh, qh) = 0, ∀qh ∈ Yh}

其一般不包含在 Xdiv 中，此时误差方程为a(u− uh, vh) + b(vh, p− ph) = 0, ∀vh ∈ Xh

b(u− uh, qh) = 0, ∀ph ∈ Yh

对某个 ũh ∈ Xh,div，将 u− uh 分解为 (u− ũh)− (uh − ũh)，并记作 η − ϕh，由定义可发现 ϕh ∈ Xh,div。

此时取 vh = ϕh 即得到

ν|ϕh|2H1 = ν(ε(η), ε(ϕh))− (divϕh, p− ph)

从而利用之前类似的 Cauchy 不等式技巧可得

|ϕh|H1 ≲ ν|η|H1 + ν−1∥p− ph∥L2

进一步得到

|u− uh|H1 ≤ |η|H1 + |ϕh|H1 ≲ |η|H1 + ν−1∥p− ph∥L2

由于 ũh 可任取，最终得到

|u− uh|H1 ≲ inf
ũh∈Xh,div

|u− ũh|H1 + ν−1∥p− ph∥L2

这就体现了 ν 很小时压力误差的放大。

有结论，离散 inf-sup 条件成立与 Fortin 算子 ΠF 存在等价，由此可以证明对任何 w ∈ Xdiv 有

inf
wh∈Xh,div

∥∇(w − wh)∥L2 ≲ inf
vh∈Xh

∥∇(w − vh)∥L2

这样上方估计中的 Xh,div 可以替换为 Xh。

• 证明：



十二 压力健壮的混合有限元 64

对任何 vh ∈ Xh，取

zh = ΠF (w − vh) ∈ Xh

则由 Fortin 算子定义有
∥∇zh∥L2 ≲ ∥∇(w − vh)∥L2

定义 wh = zh + vh，进一步由 Fortin 算子定义可得 wh ∈ Xh,div，且

∥∇(w − wh)∥L2 ≤ ∥∇(w − vh)∥L2 + ∥∇zh∥L2

从而由 vh 任意性得证。

§12.2 压力健壮的混合方法

若 Xh ⊂ X、Yh ∈ Y，且 divXh ⊂ Yh，则 |u− uh|H1 的估计中不会出现 ν−1∥p− ph∥L2 项。

引理：此时

∥∇uh∥L2 ≲ ν−1∥P(f)∥L2

∥ph∥L2 ≲ 1

βh
∥f∥L2

• 证明：
证明方式与上节对真解的估算过程完全相同。

引理：此时记 ΠYh
为 L2 投影，则

∥∇(u− uh)∥L2 ≲ inf
wh∈Xh

∥u− wh∥L2

∥ΠYh
p− ph∥L2 ≲ ν

βh
inf

wh∈Xh

∥u− wh∥L2

• 证明：
由条件得此时 Xh,div ⊂ Xdiv，与对真解的估算过程类似即得第一式成立，下证第二式。

对任何 vh ∈ Xh，由 inf-sup 条件得

∥ΠYh
p− ph∥L2 ≤ 1

βh
sup

vh∈Xh

(ΠYh
p− ph, divvh)
∥vh∥H1

由 divXh ⊂ Yh 可知 divvh = qh ∈ Yh，从而利用正交性与误差方程得

(ΠYh
p− ph, divvh) = (p− ph, divvh) = 2ν(ε(u− uh), ε(vh))

再代入上式即得证。

* 由第一条可进一步得到此时不变性满足。

* 之前介绍的 P⃗k − P−1
k−1 单元即满足此性质。

§12.3 H(div) 一致单元

* 虽然其可以保证无散度，但直接使用 H(div) 单元作为 Xh 是不可行的，因为只保证了法向连续性，并

不协调。

想法：调整双线性型的形式或改变 H(div) 空间使得其获得较弱连续性。
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调整双线性型

2D 情况：考虑 wh ∈ Xh ⊂ H(div)，使用 RT 或 BDM 单元，由法向连续性计算可得 (这里 ∇h 表示每个

单元内部梯度，忽略边界处)∫
Ω

(−∆u) · whdx =

∫
Ω

(∇hu · ∇hwh)dx−
∑
T∈Th

∫
∂T

∂(u · τT )
∂nT

(wh · τT )ds

这里 τT 表示边界处的切向量。与之前完全类似可按边整理为 (由 u连续性，事实上 ϵ(u)中的两项应相等)∫
Ω

(−∆u) · whdx =

∫
Ω

(∇hu · ∇hwh)dx−
∑
e∈E

∫
e

ϵ(u)[wh · τe]ds

ϵ(u) = {{(u · τ)n}} =
1

2

(
∂u+ · τ+

∂n+
+
∂u− · τ−

∂n−

)
由此可定义 (这里 [wh]τ 即表示 [wh · τe])

ah(uh, wh) = ν

∫
Ω

(∇huh ·∇hwh)dx−
∑
e∈E

∫
e

ϵ(uh)[wh]τ ds−
∑
e∈E

∫
e

ϵ(wh)[uh]τ ds+σ
∑
e∈E

|e|−1

∫
e

[wh]τ [uh]τ ds

要求 σ 充分大，此处思路与 DG 构造完全一致，因此也能得到类似结论：将 ah 对应的范数记为下标 1, h，

可得估计

∥u− uh∥1,h ≲ inf
wh∈Xh

∥u− wh∥1,h

∥p− ph∥L2 ≲ inf
qh∈Yh

∥p− qh∥L2 +
ν

βh
inf

wh∈Xh

∥u− wh∥1,h

调整空间

用 W (T ) 表示原本的单元 T 上的有限元空间，其在 H(div) 中，考虑新的有限元空间

Ŵ (T ) =W (T ) + curl(bTS(T ))

bT 定义同前，S(T ) 为某个函数空间。由于后者的法向分量恒为 0，不会影响法向连续性，也不会破坏无
散度条件。

* 如考虑 W (T ) 为 RT0 单元，S(T ) 为 P1，可得到六维的 Ŵ (T )。将 Ŵ (T ) 组装成 Xh，可发现其中函数

法向分量无跳跃，且切向跳跃的积分为 0，从而由 Poincaré 不等式可被梯度控制。仍将 Yh 取为 P−1
0 ，此

时弱形式为 νah(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh), ∀vh ∈ Xh

b(uh, qh) = 0, ∀qh ∈ Yh

此处由切向弱连续性可直接定义

ah(uh, vh) =

∫
Ω

(∇huh · ∇hvh)dx

仍可得到估计

∥∇h(u− uh)∥L2 ≲ h∥u∥H2

∥p− ph∥L2 ≲ h(∥p∥H1 + ν∥u∥H2)

* 核心思路：类似上一种情况，通过弱连续性控制相容性误差。
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§12.4 梯度-散度稳定性

* 相对常用的压力健壮构造方式。
将一般的 a 修正为

a0(uh, vh) = ν(∇uh,∇vh) + γ(divuh, divvh)

这里第二项为稳定化项，γ > 0。考虑弱形式a0(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh), ∀vh ∈ Xh

b(uh, qh) = 0, ∀qh ∈ Yh

作用：

1. 控制数值解散度

上方问题可等价为求解 uh ∈ Xh,div 使得

a0(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Xh,div

取 vh = uh 即得

ν|uh|2H1 + γ∥divuh∥2L2 = (f, uh)

利用 Sobolev 不等式放缩即得
γ∥divuh∥2L2 ≤ ν−1

2
∥f∥2H−1

令 γ 趋于无穷，即可使得 ∥divuh∥L2 趋于 0。

* 有时可观察到 ∥divuh∥L2 趋于 0 的阶数为 γ−1，而非上方理论的 γ−1/2。

2. 减少压力对速度误差的影响

记 e = u− uh，其误差方程可等价写为 (由 Xh,div 定义，任取 qh ∈ Yh 仍成立)

ν(∇e,∇vh) + γ(dive, divvh) = (p− qh, divvh), ∀vh ∈ Xh,div

任取 ũh ∈ Xh,div，记 η = u− ũh、ϕh = uh − ũh，取 vh = ϕh 可得

ν∥∇ϕh∥2L2 + γ∥divϕh∥2L2 = −(p− qh, divϕh) + ν(∇η,∇ϕh) + γ(divη, divϕh)

与之前完全类似可由基本不等式操作得到

ν∥∇ϕh∥2L2 + γ∥divϕh∥2L2 ≤ −2(p− qh, divϕh) + ν∥∇η∥2L2 + γ∥divη∥2L2

进一步由基本不等式拆分 (p− qh, divϕh)，并将 qh、ũh 取为最佳，最终可得

∥∇(u− uh)∥2L2 +
γ

ν
∥div(u− uh)∥2L2

≲ 1

γν
inf

qh∈Yh

∥p− qh∥2L2 + inf
ũh∈Xh,div

(
∥∇(u− ũh)∥2L2 +

γ

ν
∥div(u− ũh)∥2L2

)
由此在 ν 很小时可放大 γ 控制压力误差的影响。
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§12.5 测试空间重构

* 核心想法：测试空间 [test space] 与试探空间 [trial space] 地位不同。

不妨考虑

Xh = P⃗2 +B(∇Yh), Yh = P−1
1

类似之前 MINI 单元可验证其满足 inf-sup 条件。
定义插值算子 Πh : Xh → RT1，由 RT1 定义可知其即满足∫

T

(v −Πhv)dx = 0

∫
e

q(v −Πhv) · n = 0, ∀q ∈ P1(e)

且其满足对任何 vh ∈ Xh,div 有 divΠhvh = 0。

• 证明：
之前已证插值算子满足对任何 v ∈ Xh 有 divΠhv = Π0

hdivv，这里 Π0
h 代表到 Yh 的 L2 投影。

对任何 qh ∈ Yh，由投影直接计算有

(qh, divΠhvh) = (qh,Π
0
hdivvh) = (qh, divvh) = 0

由此，考虑弱形式 a(uh, vh) + b(vh, ph) = (f,Πhvh), ∀vh ∈ Xh

b(uh, qh) = 0, ∀qh ∈ Yh

若 u ∈ H3、v ∈ X，有

|(△u,Πhv) + (∇u,∇v)| ≲
∑
T∈Th

h2T |u|H3(T )|v|H1(T )

• 证明：
利用解的定义左侧绝对值内即等于 (△u,Πhv − v)，利用上方性质得

(△u,Πhv − v) = (△u−Πh△u,Πhv − v)

再由插值误差界得证。

对任何 wh ∈ Xh,div，记 v0h = uh −wh，其也在 Xh,div 中，从而 divΠhv
0
h = 0，取 vh = v0h 代入误差方程，

利用上方引理可拆分放缩得到

|u− uh|H1 ≲ inf
wh∈Xh

|u− wh|H1 + h2|u|H3


