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1 RIEMMAN 映射定理 2

1 Riemman 映射定理
1. 直接验证可知这样形式的为共形映射，下证只能为如下形式。

利用柯西积分定理可以证明，若 f 在区域 D 全纯，Br(z) ⊂ D，则 f 可以在 Br(z) 上唯一展开为级数，

由此整函数 f 可在 C 上展开为级数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

若无穷远点为 f 的可去奇点，则可发现 n > 0 的 an 均为 0，否则极限不可能存在，由此知 f 为常数，矛

盾。(类似可直接得到有界整函数为常数。)

若无穷远点为 f 的本性奇点，任取 A ∈ C，存在 zn → ∞ 使得 f(zn) → A，但由其为共形映射可知

f−1(f(zn)) → f−1(A) ̸= ∞，矛盾。

由此无穷远点为极点，于是 f 为多项式。利用代数基本定理即知 f 为一次多项式时才为共形映射。

2. 直接验证可知这样形式的为共形映射，下证只能为如下形式。

若某共形映射满足 f(0) = a，复合 φ : z → z−a
1−āz 可将其变为 g(0) = 0 的共形映射 g，

另一方面，设 g−1 = h，由于 g′(0)h′(0) = 1，根据 Schwarz 引理，|g′(0)| ≤ 1, |h′(0)| ≤ 1，于是必然等号

均成立，可知 g 为旋转。而 f = φ−1 ◦ g，从而得证。

3. 直接验证可知这样形式的为共形映射，下证只能为如下形式。

若 f(∞) = ∞，则利用习题 1.1 可知为线性函数，满足要求，否则 f(∞) = z0，复合 z → 1
z−z0

即可得到

g(∞) = ∞ 的共形映射 g，类似习题 1.2 即得证。

对同构，直接将 az+b
cz+d (由于对应行列式 ad− bc ̸= 0，可不妨同倍数使之为 1) 映射至矩阵

(
a b

c d

)
即可。

4. 任取某 z0 ∈ H，考虑 H 到 ∆ 的映射 φ(z) = z−z0
z−z̄0
，可验证其为共形映射，从而 H 的共形映射 f 一定满

足 φ ◦ f ◦ φ−1 是 ∆ 的共形映射，从而可得到全部这样的映射形式为

z → az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 0

与习题 1.3 相同构造映射即可。

5. 由于 1 的邻域存在实数 p > 1，而 pn → ∞ (于是对任何 M，fn(z) < M 处处成立的 n 至多有限)，因此
任何子列都不可能在此点收敛，从而不可能一致收敛，得证。

6. 对 a ∈ C\{0, 1}，若其在上半平面中，考虑上半平面作为其邻域，原像为一系列白色开曲边三角形，两两
不交且每个上为共形映射，得证；若其在下半平面中，同理考虑黑色开曲边三角形。

若其在实轴上，在 a ∈ (0, 1) 时，取一个小圆 U = Bε(a) 作为邻域使得 0, 1 /∈ U，考虑每个白色的开曲边

三角形与其对应的 L1 连接的黑色开曲边三角形，将两者与它们连接处的边 (不包含顶点) 的并记为 Wi。

由于每个白色曲边三角形与每个黑色曲边三角形都只会有一条边编号为 L1，所有 Wi 两两不交。此外，计

算知 µ 为 Wi → C\(−∞, 0]∩ [1,∞) 的共形映射，于是每个 Wi 的像集都包含 U，再记 Wi 上 U 的原像为

Vi，即满足 1.5 节对覆盖映射的定义。同理，在 a ∈ (−∞, 0) 与 a ∈ (1,∞) 时，考虑 L3 与 L2 即得成立。

综合以上讨论即得到 µ 是一个覆盖映射。

7. 由于球极投影的逆为
z →

(
z + z̄

|z|2 + 1
,

z − z̄

i(|z|2 + 1)
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
记三个坐标为 x1, x2, x3，则

ds =
√
(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2
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而

|dz| =
√

(dx)2 + (dy)2

直接将 dx1, dx2, dx3 对 x, y 求偏导后展开为 dx 与 dy 即得结论。

8. * 王跃飞、常建明，正规族理论及其新研究

* 此结论称为 Marty 定则

定义 z1, z2 ∈ C̄ 的球面距离 (即球极投影原像在三维欧氏空间中的距离)

|z1, z2| =
|z1 − z2|√

1 + |z21 |
√

1 + |z2|2

并记球面导数

f#(z) =
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2

可验证其即为

lim
∆z→0

|f(z +∆z), f(z)|
|∆z|

仿照一致收敛/等度连续的概念，我们可以定义按球面距离一致收敛/等度连续。可以发现，这时正规族的
定义即为将一致收敛改为按球面距离一致收敛。

引理：设 z1z2 表示连接两者的线段，则有

|f(z1), f(z2)| ≤
∫
z1z2

f#(z)|dz|

引理证明：利用习题 1.7，右侧即为连接 f(z1)、f(z2) 两点在球面上的测地线长度，而左侧为线段长度，由

弦长小于弧长得证。

定理证明：我们证明加强的结论，即 F 是 D 上的正规族当且仅当 f#
α (z) 内闭一致有界。

• 仅当：利用非负性，若 f#
α (z) 并不内闭一直有界，存在 D 某紧子集 E，使得 E 中有一列 fn 与对应

zn 满足 f#
n (zn) → +∞。

利用紧性可知 zn 有收敛子列，不妨仍记为 zn，并设极限为 z0，取定其包含在 D 中的某闭圆 B̄r(z0)；

又由正规性，可取出 fn 在 B̄r(z0) 按球面距离一致收敛到 f 或无穷的子列，仍记为 fn。

分类讨论，若 fn → f 且 f(z0) ̸= ∞，可证明其在 z0 某邻域内按欧氏距离一致收敛到 f，于是全纯

性满足，但这可以得到 f#
n 一致收敛到 f#，与 f#

n (zn) → ∞ 矛盾。

反之，若 fn → f 且 z0 为极点，或 fn → ∞，则考虑 1/f 可类似证明 1/fn 按欧氏距离一致收敛到

1/f 或 0，但计算可知 (1/f)# = f#，从而 f#
n (zn) 仍然有界，矛盾。

• 当：只需证明其在任何一点附近的闭邻域正规，考虑 B̄r(z0)，由于 f#
α 在其中有一致上界 M，利用

引理即可知

∀z1, z2 ∈ B̄r(z0), fα ∈ F , |fα(z1), fα(z2)| ≤M |z1 − z2|

这事实上即为按球面距离等度连续，下证明其正规。

记 Ω = B̄r(z0)，对 F 中任一函数列 fn，由于球面紧性可知任何一点处能取出 fn 在这点按球面距离

收敛的子列。考虑 A 为 Ω 中所有有理点的集合，由于其可数，利用对角线方法即可构造 fn 在 A 上

按球面距离收敛的子列，仍记为 fn。

与 Arzela-Asgoli引理的证明完全类似，即可证明这样的 fn 按球面距离内闭一致收敛，从而已经符合

广义正规族的定义。
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9. 由于 ∆ 的任何一个紧子集均存在 q < 1 使得 |z| ≤ q，利用偏差定理可得其中

|f(z)| ≤ |z|
1− |z|2

≤ q

1− q2

由 Montel 定理得结论。

10. 与 Montel 定理证明类似，对任何紧集 K ∈ D，取 r 使得每点 z ∈ K 满足 Br(z) ⊂ D，则由平均值原理

f(z) =
1

πr2

∫∫
Br(z)

f(w)dw

从而 |f(z)| ≤ M
πr2，由 Montel 定理得结论。

11. 由于 |f(z)| ≤
∑∞

n=1 n|z|n，而 ∆ 的任何一个紧子集均存在 q < 1 使得 |z| ≤ q，由于 nqn 级数收敛即可知

一致有界，由 Montel 定理得结论。

12. 由偏差定理，对任何 ε > 0，可取 δ > 0 使得 |z| > 1− δ 时 |f(z)| > 1
4 − ε。由于 f(0) = 0，利用边界对应

可知 f(∆) 包含 B1/4−ε(0)，令 ε→ 0 得结论。

2 广义 Schwarz 引理及其应用
1. 只需说明任何非零次多项式存在根 z0 即可通过除以 z − z0 并归纳得到结果。

若结论不成立，对任何 r > 0，存在 R 使得 f : Br(0) → BR(0)\{0}。

直接计算可得对应两个区域的

σ1(z) =
2r

r2 − |z|2
, σ2(z) =

1

|z| ln(R/|z|)

于是利用广义 Schwarz 引理有对任何 z ∈ Br(0)

|f ′(z)|
|f(z)| ln(R/|f(z)|) ≤ 2r

r2 − |z|2

由 f 为多项式，存在 C, n 使得能取 R = Crn，整理得

r2|f ′(z)| ≤ |z|2|f ′(z)|+ 2r|f(z)|(lnC + n ln r − ln |f(z)|)

只要 f ′(z) ̸= 0，固定 z，取 r 充分大即矛盾，由此若无根必须处处 f ′(z) = 0，这即说明了是零次多项式。

2. 可构造共形映射 φ : H → ∆

φ(z) =
z − i
iz − 1

由此可得上半平面 Poincaré 度量为

ds = 2|φ′|
1− |φ|2

|dz| = 2|dz|
i(z̄ − z)

=
|dz|
Im z

3. 由于单位圆上共形映射不影响 Poincaré 度量，旋转可发现 B(0, r) 为通常圆周，再由分式线性变换保圆周

即知成立。

4. 利用习题 2.2，由于
ds2 =

1

y2
(dx2 + dy2)

可知面积为 ∫ ∞

1

∫ 1

0

1

y2
dxdy = 1

而长度即 ∫
γ

|dz|
Im z

=

∫ 1

0

1

y
dt = 1

y

从而得证。
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5. 考虑 H → BR 的覆叠映射

f(z) = exp
(
− i lnR

π
ln z
)

其逆的单值分支可取

φ(z) = exp
(

iπ
lnR ln z

)
由此可知

ds = |φ′|
Imφ

|dz|

代入可得结论。

6. 平移、放缩可不妨设 f 不取 0, 1，则对 f(rz) 应用 Schottky 定理可知对任何 z ∈ ∆ 有

ln |f(rz)| ≤ (C + ln+ f(0))1 + |z|
1− |z|

− C

从而记 w = rz 可知对任何 w ∈ Br(0) 有

ln |f(w)| ≤ (C + ln+ f(0))r + |w|
r − |w|

− C

固定 w，令 r → ∞ 可知
ln |f(w)| ≤ ln+ f(0)

于是其必然有界，从而为常数。

7. 由 Picard 大定理，根据 f 不能取两值可知 ∞ 不为本性奇点，从而类似习题 1.1 知 f 只能为多项式，再

由代数学基本定理可知为常数。

8. 计算可发现 |z| < |z − 1| 实质上是 Re z < 1
2，由此 Ω1 边界为

Re z = 1

2
, Im z ∈ [−

√
3/2,

√
3/2]

|z| = 1, Re z ≤ 1

2

两段拼合而成。

由支撑度量定义，只需验证第一段中 σ(z) 对外法向的导数小于 0，对第一段此导数即为 ∂
∂x，直接计算有

∂ lnσ
∂x

= − 1

4|z|2
+

Re
√
z

|z|2
(4− ln |ζ|)−1

由 |ζ| < 1 与 Re
√
z < 1 可知为负。

9. 直接利用提示可得到结果。

3 共形模与极值长度

4 拟共形映射

5 Reimann 曲面的基本概念
1. 考虑映射

φ(z) = eIm z+iRe (2πz)

可发现 φ(z1) = φ(z2) 当且仅当 z2 = z1 +m,m ∈ Z，由此可验证其可看作 C/Γ → C\{0} 的双射，由此
定义坐标卡即可验证为 Riemman 曲面的同构。



5 REIMANN 曲面的基本概念 6

2. 由半纯函数的定义，只需证明 C 中区域上的半纯函数是到 C̄ 的全纯映射即可。利用连续性，若 f(z) 在某

点上是无穷，必然有邻域上均不为 0，由此这点附近 1
f(z) 全纯，利用 C̄ 作为黎曼曲面的定义即知 f 为全

纯映射。

3. * 需要假设其不恒为无穷。

利用紧性可知，f(z) = ∞的 z 一定个数有限，否则存在一列 zn 趋于 z(可能为∞)使得 f(zn) = f(z) = ∞，
于是 1

z 有一列零点，由其可展开为 Laurant 级数可知必然全为 0，矛盾。

由于 f(z) = ∞ 的 z 为极点，不妨设有 z1, . . . , zn，分别为 k1, . . . , kn 阶极点，则考虑

g(z) = f(z)

n∏
i=1

(z − zi)
n

可发现其必然为整函数，于是类似习题 1.1 过程可知 g(z) 为多项式，从而得证。

4. 利用覆盖层数定义，只需考虑零点个数，当 degP ≥ degQ 时，f(∞) = ∞，于是零点只有 C 上的零点，
即为 P 的次数；当 degP < degQ 时考虑为极点个数同理得到结论。

5. 利用定义，由于 C̄ 两个坐标卡的坐标转换映射 fαβ(z) =
1
z，利用定义得 ∞ 附近为

dzβ = − 1

z2
dz

而 ∞ 在此坐标为 0，由此为二阶极点。

6. 考虑 S2 到 S1 上一阶微分形式间的拉回映射 f∗，由定义

f∗(ω)(v(φ)) = ω(v(φ ◦ f))

根据定义可知其为线性，因此只要说明同构。由于 f 看作坐标卡之间的映射是全纯的，设 S2 某坐标卡下

为 udz，f 在 S1 某坐标卡映射到此坐标卡时表示为全纯函数 f，则

f∗(udz)
(
a
∂

∂z
+ b

∂

∂z̄

)
= udz

(
af ′

∂

∂z

)
= af ′u = f ′udz

(
a
∂

∂z
+ b

∂

∂z̄

)
由 f 全纯，u 半纯可知 f ′u 半纯，从而其将半纯微分映射到半纯微分，其逆亦然。由于其对所有半纯微分

有定义，f∗ 的逆为半纯微分到半纯微分的满射，同理可知 f∗ 为半纯微分到半纯微分的满射，于是其为双

射，结合线性性知同构。

7. 其在每个局部坐标下由定义可知半纯，只需证明坐标变换下不变，而根据一阶形式的坐标变换公式，f ′αβ
被消去，由此可知不变，从而构成半纯函数。

8. 考虑局部表示知 ω1/ω2 的零点个数为 ω1 零点个数减去 ω2 极点个数，ω1/ω2 的极点个数为 ω1 极点个数

减去 ω2 零点个数，又由习题 5.7 知其为半纯函数，根据 5.3 节知两者相同，移项即得 ω1 与 ω2 零点个数

减去极点个数相同。

当 S = C̄，由习题 5.5 可知零点个数减去极点个数为 −2。

9. 由习题 5.8，其必然存在极点，从而不可能有非平凡的全纯微分。

10. 若否，假设有一列零点趋于某点 p，考虑这点附近的局部坐标表示，可发现一个全纯函数有非孤立零点，考

察级数展开可知必然恒为 0。

考虑所有与 p 连通的零点集合，由于总有坐标卡下使其局部全纯可知其为闭集，而利用级数展开可知其为

开集，从而只能为全曲面，即得其平凡。

11. 考虑每个坐标表示下，即有全纯函数等于其共轭，于是其虚部为 0，根据 CR 方程可知只能为 0，得证。
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12. 若 ω = α1 + β1 + h1 = α2 + β2 + h2，有

α1 + β1 − α2 − β2 = h2 − h1

但左右侧所在空间相互正交，从而只能均为 0，这就得到了 h1 = h2，更进一步地，

α1 − α2 = β2 − β1

但左右侧所在空间相互正交，于是 α1 = α2, β1 = β2。

13. 分实部虚部可知 f ∈ C∞
0 (S) 时必然 f̄ ∈ C∞

0 (S)，从而设分解为

ω = α+ β + h

下面先证明

ω̄ = ᾱ+ β̄ + h̄

为 ω̄ 的对应分解。

根据 f̄ ∈ C∞
0 (S) 可知 ᾱ ∈ E，β̄ ∈ E∗，而由 h 与 E ⊕E∗ 正交，利用 (γ, h̄) = (h, γ̄)，若 γ ∈ E ⊕E∗ 则

有 γ̄ ∈ E ⊕ E∗，于是 (h, γ̄) = 0，由此可发现 h̄ 亦在正交补中。

利用线性空间封闭性 ω 可分解为

ω = (ω + ω̄)/2 = (α+ ᾱ)/2 + (β + β̄)/2 + (h+ h̄)/2

这时右侧的微分形式均为实的，再利用分解唯一性即得证。

14. 利用内积为连续函数，只要在 E 的一个稠密子集上满足内积为 0，即可得到与 E 中任何元素内积为 0，而
由定义 {df | f ∈ C∞

0 (S)} 在其中稠密，从而得证。

15. 充分性：由于对任何 F ∈ C∞
0 (D) 有 ∂F

∂z ∈ C∞
0 (D)，对任何 F 均有∫∫

D

φ△F = 0

因此利用 Weyl 引理可知其为调和函数，通过分部积分即得∫∫
D

∂φ

∂z̄
ηdz ∧ dz̄ = −

∫∫
D

φ
∂η

∂z̄
dz ∧ dz̄ = 0

从而根据光滑性 φ 对 z̄ 求偏导恒为 0，这就是 C-R 方程，于是全纯。

必要性：直接利用上方的分部积分，由于左侧为 0 可知中间必然为 0，得证。

16. 利用留数定义，ω 乘 C 倍后各点留数均变为 C 倍。由此，利用第 11 节定理 2 可构造在 S\{p1, p2} 上全
纯且 p1 为一阶极点，留数 C1、p2 为一阶极点，留数 C2 的半纯微分 ω1。

进一步地，构造 ωk, k > 1 在 S\{pk, pk+1} 上全纯且 pk 为一阶极点，留数 C1 + · · ·+Ck、pk+1 为一阶极

点，留数 −(C1 + · · ·+ Ck)。考虑 ω =
∑m−1

k=1 ωk 可发现符合要求。

17. 设其为 f，由调和函数连续性可知其能取到最大值，且取最大值集合必然为闭集。

另一方面，设 f(z0) 为其某个最大值最大值，其在局部坐标映射 ψ 下应有 f ◦ψ−1 调和，因此根据平均值

原理得周围必然有某小圆 Br(ψ(z0)) 上 f ◦ ψ−1(z) 均为最大值，而由于 ψ 为同胚可知 f 在 z0 某邻域上

取最大值，因此取最大值集合为开集。

利用连通性即得 f 只能为常数。

18. 由于 h0 调和，可知其在 E⊥ ∩E∗⊥ 中，于是 (ω, h0) = (h, h0)，这里 h 为 ω 分解出的调和微分项。而由于

h 为边界上是 0 的调和微分，h0 = df，与第 8 节命题 1 的证明完全类似可验证 (h, df) = 0，从而得证。
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6 Riemman-Roch 定理
1. 设 ω0 为一个 D 对应的微分，则 ωm

0 为一个 m 次非零半纯微分，与 4.5 节完全相同可证 φ→ φ/ωm
0 构成

H m(S) → L(D−m) 的同构。

2. 利用 Riemann-Roch 定理有
dimH m(S) = degDm − g + 1 + i(Dm)

由于 degDm = m(2g − 2)，有 i(Dm) = 0，从而结果即为 (2m− 1)(g − 1)。

3. 与习题 5.8 完全相同可知 deg(Ω) 对任何 Ω ∈ H m(S) 相同，从而由 deg(ωm
0 ) = mdeg(ω0) = 2m(g − 1)

得证。

4. (TBD)

5. 只需极点个数 (即 ∞ 的原像个数) 不超过 g 即可得到覆盖层数不超过 g。

考虑任何全纯微分 ω，由于 g > 1 时 deg(ω) = 2g − 2 > g，且由全纯性 (ω) 为整除子，存在一个 g 阶的

整除子 D 满足 D ≤ (ω)。

由于 degD < 2g − 2，i(D) ̸= {0}，由 Riemann-Roch 定理

degL(D−1) = degD − g + 1 + i(D) = 1 + i(D) ≥ 2

由此其中存在非常值的半纯映射，且极点至多 g 个，从而根据利用 5.3 节知覆盖层数不超过 g。

6. 设 D = p−α1
1 . . . p−αk

k 。由于全纯微分的维数为 g，可假设 ω 为规范化半纯微分 (最终得到的维数加 g 即

可)，且在每个 pi 处局部表示为(
· · ·+ a

(i)
1 z−1 + a

(i)
2 z−2 + · · ·+ a(i)αi

z−αi
)
dz

利用全纯微分的双线性关系，只要两个 Ω(D) 中的规范化半纯微分所有 a
(i)
j 的值都相同，它们作差即为所

有 a 周期为 0 的全纯微分，于是只能为 0，由此，规范化半纯微分由这些值决定。

另一方面，根据留数定理有
k∑

i=1

a
(i)
1 = 0

根据 5.11 节半纯微分的存在性定理 2，对任何符合上述条件的 a
(i)
1 ，都可以构造出对应的半纯微分，且其

余的 a
(i)
j = 0；此外，对所有 j > 1 的 a

(i)
j ，都可以根据 5.11 节半纯微分的存在性定理 1 构造出 a

(i)
j ̸= 0、

a
(i)
j+1 = · · · = a

(i)
αi = 0，且 k ̸= i 时 a

(k)
j = 0 的半纯微分。综合上述结论，只要留数定理满足，任取 a

(i)
j 一

定可以构造出半纯微分，因此所有规范化半纯微分的维数为∑
i

αi − 1 = − degD − 1

这就得到了证明。

7. (i) 根据半纯微分零点、极点个数差为 2g − 2，此时 dimΩ(D) = 0，从而得证。

(ii) 根据紧 Riemman 曲面上无非平凡全纯函数，此时 dimL(D−1) = 0，从而得证。

8. 根据非平凡半纯函数的乘积极点阶数变为求和，非空隙数的和仍为非空隙数。

若 αj + αg−j < 2g，α1 + αg−j , . . . , αj + αg−j 都是 αg−j 与 αg = 2g 间的非空隙数，与其中非空隙数有

j − 1 个矛盾，从而得证。

9. 这代表 i(pk)− i(pk+1) ≥ 1，于是根据 Riemman-Roch 定理

r(p−k−1)− r(p−k) = 1− (i(pk)− i(pk+1)) ≤ 0

从而 k + 1 为空隙数。
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10. 由于常数 ∈ L(D−1)，r(D−1) ≥ 2 也即等价于其中存在非平凡半纯函数。

若 g = 0，由 5.11 定理其同构于 C̄，直接构造 z → z2，其只以无穷为二阶极点，由此其除子的逆即满足

要求，于是它为超椭圆型。另一方面，上述映射即为覆盖层数为 2 的映射，因此不破坏命题。

下面证明 g ≥ 1 时的等价性。考虑 r(D−1) 中的非平凡半纯函数，由于 g ≥ 1，其不可能只以一个点为一

阶极点，因此 D = p−1
1 p−1

2 则其以 p1, p2 为一阶极点，D = p−2 则其以 p 为二阶极点，均满足覆盖层数为

2。反之，对覆盖层数为 2 的半纯函数，考虑其除子的逆即满足要求。

11. g = 0 的情况已经在习题 6.10 中证明。g = 1 时由 Riemman-Roch 定理有

r(D−1) = 2 + i(D) ≥ 2

g = 2 时，利用 Weierstrass 点的存在性，必然存在一点 p 使得 n2 > 2，从而 2 不为空隙数，考虑以 p 为

2 阶极点且在其他点全纯的半纯函数，其除子的逆符合要求。

12. (i) 利用 Riemann-Hurwitz 定理可得

B = 2(g − 1− 2(0− 1)) = 2g + 2

(ii) 由于覆盖层数为 2，对 f 的每一个分歧点 p，考虑半纯函数

φ(s) =
1

f(s)− f(p)

由于 p 为分歧点，p 应为 f(s) − f(p) 的至少二阶零点，但根据覆盖层数为 2 可知零点总阶数为 2，
于是 p 为 f(s)− f(p) 的唯一二阶零点，也即 p 为 φ 的唯一二阶极点，得证 2 是 p 的非空隙数，根

据 Weierstrass 点定义得成立 (否则 1, 2, . . . , g 应均为空隙数)。

(iii) 由于非空隙数的和仍为非空隙数 (见习题 6.8 证明)，2 为非空隙数时所有偶数均为非空隙数，于是空
隙数只能为 1, 3, . . . , 2g − 1。

根据 (ii)，每个分歧点作为 Weierstrass 点的权重均为
g∑

j=1

(2j − 1)− j =
1

2
g(g − 1)

此外，在 (ii) 中说明了每个分歧点分歧数只能为 1，因此必然存在 2g + 2 个分歧点，这就说明了这

些点的总权重为

(2g + 2) · 1
2
g(g − 1) = (g − 1)g(g + 1)

根据 6.7 节定理 2，权重和为 (g − 1)g(g + 1)，于是只有这些点是 Weierstrass 点。

(iv) 由 (iii) 证明过程即得分歧点个数为 2g + 2，从而有结论。


