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2021资格考试

1 数值代数

一.（本题满分15分）写出Gauss–Seidel迭代法的矩阵形式和分量形式，并证明当系

数矩阵A对称正定时，G–S迭代法是收敛的。

二. (本题满分15分) 设x是对称矩阵A关于特征值λ的一个特征向量，且x0 = x +

O(ε), 证明：
x∗0Ax0
x∗0x0

= λ+O(ε2).

三. (本题满分10分) 考察Householder重构。对于k, wk ∈ Rn−k+1是给定向量。定

义H̃k = I−2wkw
T
k ∈ R(n−k+1)×(n−k+1),与Hk = diag(Ik−1, H̃k). 求出计算HnHn−1 · · ·H1的

计算复杂度。

四. (本题满分10分) 已知A对称正定，有LDLT分解A = LDLT , 其中D是对角线，

L是单位下三角阵。证明：A的p条件数和Frobenius条件数都大于等于D的p条件数和 Frobe-

nius 条件数。

整理人：林挺

2



2021资格考试

2 最优化理论与算法

一.（本题满分10分） 考虑问题

min
1

2
‖X − Y ‖2F

s.t. Xe = e,XT e = e,X ≥ 0.

其中X,Y是n阶矩阵，e是全为1的列向量, X ≥ 0是每个分量大于等于0.

(1). (5分) 写出该问题的对偶问题。

(2). (5分) 写出该问题的KKT条件。

二.（本题满分15分） 设H ∈ Rn×n是一个对称半正定矩阵，γ, δ ∈ Rn 是给定向量.

(1). (5分) 证明H1 = H − HγγTH
γTHγ

奇异而且半正定。

(2). (5分) 当H正定时，给出H+ = H + δδT

γT δ
− HγγTH

γTHγ
是正定矩阵的充要条件并

证明之。

(3). (5分) 若H奇异，证明H+奇异。

三.（本题满分25分） 考虑问题

min f(x)

s.t. l ≤ x ≤ u

这里l, x, u是n维向量，f(x)可微。

(1). (2分) 给出点x到[l, u]的投影算子P (x), 即下列问题的解：

arg min ‖x− y‖22
s.t. l ≤ y ≤ u.

(2). (2分) 证明：对任意x ∈ Rn, y ∈ [l, u], 有(y − P (x))T (P (x)− x) ≥ 0.

(3). (3分)证明：对于任意x, y ∈ Rn，有‖P (x)−P (y)‖22 ≤ (P (x)−P (y))T (x−y).

(4). (3分) 证明：原问题的KKT条件等价于x = P (x−∇f(x)).

(5). (5分) 给出求解原问题的投影梯度法，给出一个全局收敛的结果。要求写出

步长的选取方式和假设条件。

(6). (5分) 给出求解原问题的二次罚函数法，写出二次罚函数的梯度。二次罚函

数是否二次可微？

(7). (5分) 给出求解原问题的增广拉格朗日法，要求只有一个优化变量x，和具体

的乘子更新公式。

整理人：林挺
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2021资格考试

3 偏微分方程数值解

一.（本题满分10分） 判断并说明理由：

(1). 线性椭圆方程通过差分方法离散得到的是一个线性代数方程组。

(2). 有限元插值理论中u−Πhu的L
2误差与H1误差阶相同。

(3). 在变分形式中，Dirichlet边界条件一般称为强制边界条件，Neumann边界条

件一般称为自然边界条件。

(4). 数值格式的稳定性是指解对右端项和边值条件的连续依赖性

(5). Ritz方法和Galerkin方法分别基于最小势能原理和虚功原理，它们对应的解

一般不同。

二.（本题满分10分）

(1).写出Ciarlet对于有限元的定义。

(2). 叙述误差估计的一般框架。

(3). K = (a, a+ h), Πhv ∈ P1 满足Πhv(a) = v(a),Πhv(a+ h) = v(a+ h). 利用仿

射等价和Sobolev插值理论估计 ‖u− uh‖L2 和 |u− uh|H1 .

三.（本题满分10分） 写出−∆u = f在 {hx, hy}网格步长的正方形区域[0, 1]2上的离

散格式。计算离散矩阵的特征值，估计条件数，利用能量法说明上述方法的稳定性，并

进行误差分析。

四.（本题满分10分） 考虑方程
∂ρ
∂t + ∂u

∂x = 0

∂u
∂t + a2 ∂ρ∂x = 0

初值条件为 ρ(0, x) = ρ0(x), u(0, x) = u0(x).

(1). 利用特征分解和广义Riemann不变量求解上述方程。

(2). 给出该初值问题的迎风格式。

五.（本题满分10分） 考虑格式

Un+1
j = Unj −

λ

2
(f(Unj+1)− f(Unj−1)) +

ρ

2
(Unj+1 − 2Unj + Unj−1).

其中λ|f ′(u)| ≤ ρ < 1.

(1). 证明：这个格式是TVD的，并且是单调格式。

(2). 验证这个格式满足离散熵条件。

整理人：韩如冰
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2021资格考试

4 随机模拟方法

一.（本题满分15分）令b(s) ∈ L2(0, 1),计算如下期望

E exp

{
− 1

2

∫ 1

0
b2(s)ds+

∫ 1

0
b(s)dWs

}
二.（本题满分15分）求以下OU过程的解析解和不变分布

dXt = (−γXt + Yt)dt+
√

2γdVt,

dYt = (−Xt + βYt)dt+
√

2βdWt,

(Xt, Yt)t=0 = (X0, Y0)

其中γ > 0, β > 0,Vt,Wt是相互独立的标准布朗运动。

三.（本题满分20分）对于SDE

dXt = b(Xt)dt+ dWt,

在b全局Lipschitz和EX2
0 <∞条件下证明Euler-Maruyama格式的强1/2阶收敛性。

整理人：豆旭桉
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2021资格考试

5 常微分方程

一.（本题满分20分） 考虑系统

dx

dt
= p(t) cos2 x− sin2 x.

(1). (5分) 说明解的存在唯一性，每个解的最大存在区间都是(−∞,∞).

(2). (5分) 证明每个解都是有界的。

(3). (5分)将x(0) = x为初值的解记为φ(t, x)，记f(x) = φ(1, x). 证明：f(x+π) =

f(x) + π.

(4). (5分) 证明f在[0, π]上恰有两个不动点x1, x2，并且满足f
′(xi) 6= 1.

二.（本题满分10分） 考虑n维空间中的线性系统

dx

dt
= A(t)x+ f(t).

其中A(t)是矩阵值连续函数, f是向量值连续函数。对于每一个有界连续的f，方程都存

在一个有界连续解。证明：对每一个有界连续的f，这个有界解是唯一的。

三.（本题满分20分） 考虑系统
dx

dt
= y

dy

dt
= − sinx+ εy3

(1). (5分) 求出系统的所有奇点，判断Lyapunov稳定性。

(2). (5分) 画出ε = 0时系统的相图。

(3). (5分) 证明并否定：当ε = 0时系统是否存在周期任意小的闭轨。

(4). (5分) 证明当ε 6= 0时系统无闭轨。

整理人：林挺
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2021资格考试

6 椭圆方程

一.（本题满分15分）设u在Rn上调和，且|u(x)| ≤ C|x| ln(|x|+1)。证明u(x) ≡ 0。

二.（本题满分20分） 考虑方程{
ut − uxx + 2u = f

u|t=0 = 0

u ∈ R× R+, f ∈ C∞0 (R× R+), f的支集远离t = 0.

(1). (10分) 利用Fourier变换求解该方程。

(2). (10分) 验证（1）中得到的解是古典解。

三.（本题满分15分）

设 Ω ⊂ R4 是有界光滑区域，考虑以下方程−∆u = f(u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

这里f(u) = 1− u2, u ∈ H1
0 (Ω).

(1). (5分) 给出该方程弱解的定义

(2). (10分) 证明u ∈ C∞(Ω).

整理人：豆旭桉
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2021资格考试

7 泛函分析

一.（本题满分15分） 考虑C[0, 1]上线性算子T : f 7→
∫ t
0 f(s)ds。

(1). (5分) 证明T是紧算子。

(2). (5分) 求σ(T )。

(3). (5分) 求T的一个非平凡不变子空间。

二.（本题满分15分） 考虑L2(Rn)上算子T = −∆，D(T ) = C∞0 (Rn)。

(1). (5分) 证明T不闭。

(2). (5分) 证明T可闭化，并求T。

(3). (5分)求T ∗。

三.（本题满分10分） 设H是希尔伯特空间，T是H上的自伴算子。证明λ ∈ σess(T )

当且仅当存在一列{un} ⊆ H使得‖un‖ = 1，un弱收敛到0且‖(λ− T )un‖ → 0。

四.（本题满分10分）设A是压缩半群{T (t) : t ∈ R≥0}的生成元，λ ∈ C且Re λ > 0。

证明λ ∈ ρ(A)且：

(λ−A)−1 =

∫ ∞
0

e−λtT (t)dt

整理人：欧阳铭晖
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2022 年资格考试 计算方向

1 泛函分析

1. （本题满分 10 分）定义 `p 上的线性算子

U : x 7−→
(
x1,

x2

2
, . . . ,

xn
n
, . . .

)
.

(a) 求 U 的算子范数.

(b) 证明 U 是紧算子.

2. （本题满分 10 分）设 H 是 Hilbert 空间, G ⊂ H是闭子空间, 证明 G 上有界线性泛函的 Hahn-

Banach 延拓是唯一的.

3. （本题满分 10 分）Ω 是边界光滑的有界区域, T0 = −∆, D(T0) = H2
0 (Ω), 求 T0 的 Friedrichs 扩张.

4. （本题满分 10 分）A 是 Hilbert 空间上的自伴算子. 证明

lim
ε→0

1

2πi

∫ b

a

[RA(λ+ εi)−RA(λ− εi)] dλ =
1

2
(E(a,b) + E[a,b]),

其中RA(λ) = (A− λ)−1, EU (U ⊂ C) 是谱族.

5. （本题满分 10 分）∆ 是 L2(R3) 上的 Laplace 算子, V ∈ L2(R3), 证明 σess(−∆ + V ) = [0,∞).

整理人：吴大维
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2022 年资格考试 计算方向

2 常微分方程定性理论

1. （本题满分 20 分）考虑平面系统 
dx

dt
= −y,

dy

dt
= x− εy − x3.

(a) 求出系统的所有奇点, 判断奇点的 Lyapunov 稳定性.

(b) 证明 ε > 0 时该系统没有周期轨.

2. （本题满分 10 分）考虑平面系统 
dx

dt
= −y,

dy

dt
= (a+ ε cos t)x.

其中 a > 0为给定常数, a /∈ {n2

4
: n ∈ Z},证明存在 ε0 > 0,使得 |ε| < ε0 时,该系统在原点 Lyapunov

稳定.

3. （本题满分 10 分）证明在平面 R2 上, 向量场 f(x, y) = (x2 − y2, 2xy) 与任一不过原点的 C1 简单闭

曲线相切.

4. （本题满分 10分）设 f, g : R→ R为严格递增的连续函数,并且满足对任意 x ∈ R, f(x+1) = f(x)+1,

g(x+ 1) = g(x) + 1, f(x) < g(x). 证明: 若 f 的旋转数 ρ(f) 为无理数, 则 ρ(f) < ρ(g).

整理人：吴清玉

3



2022 年资格考试 计算方向

3 椭圆方程

1. （本题满分 20 分）

(a) 记 BR = {x ∈ Rn : |x| < R}. 设 u ∈ C2(BR) 是非负调和函数, 证明对任意 r < R,

sup
Br

u ≤
(
R+ r

R− r

)n
inf
Br

u.

(b) 设 u 是全空间的有界调和函数, 证明 u 是常数.

(c) 设 u 是全空间的上有界调和函数, 即 u ≤M,∀x ∈ Rn, 证明 u 是常数.

2. （本题满分 15 分）已知u ∈ C(QT ) ∩ C2,1(QT )是下列方程的解.

ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l],

(−ux + u)|x=0 = g1(t), t ∈ [0, T ],

(ux + u)|x=l = g2(t), t ∈ [0, T ].

其中 QT = (0, l)× (0, T ]. 证明

sup
QT

|u(x, t)| ≤ C(F +B).

其中

F = sup
(x,t)∈QT

|f(x, t)|, B = max{ sup
x∈[0,l]

|ϕ(x)|, sup
t∈[0,T ]

|g1(t)|, sup
t∈[0,T ]

|g2(t)|},

常数 C 仅由 a, l, T 决定.

3. （本题满分 15 分）设 u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) 满足方程−4u+ u3 = f(x), x ∈ Ω,

u = ϕ(x), x ∈ ∂Ω,

其中 f ∈ Cα(Ω), ϕ ∈ C2,α(Ω).

(a) 证明

sup
Ω
|u| ≤ max{sup

∂Ω
|ϕ|, sup

Ω
|f | 13 }.

(b) 证明 u ∈ C2,α(Ω).

整理人：吴大维
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2022 年资格考试 计算方向

4 数值代数

1. （本题满分 20 分）对于矩阵

A =
1

20



21 2 3 1 1 2

2 24 6 2 2 4

3 6 29 3 3 6

1 2 3 21 1 2

1 2 3 1 21 2

2 4 6 2 2 24


.

求 A 的谱半径, 并说明存在矩阵 δA, 使得 ‖A−1‖2‖δA‖2 = 1 且 A+ δA 奇异.

2. （本题满分 15 分）提出最速下降法的改进算法, 并证明收敛性.

3. （本题满分 15 分）叙述实对称矩阵特征值问题的 Jacobi 方法, 并证明收敛性.

整理人：吴大维
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2022 年资格考试 计算方向

5 最优化理论与算法

1. （本题满分 10 分）{xk} 为迭代点列, 记 yk = ∇f(xk)−∇f(xk−1), sk = xk − xk−1.

(a) （6 分）分别写出以下无约束优化问题的显式解:

min
α∈R
‖αyk − sk‖22, (1)

min
α∈R
‖yk − α−1sk‖22. (2)

(b) （4 分）分别写出对优化问题 (1) 和 (2) 的理解, 再根据理解设计一个梯度优化算法求解最优化

无约束问题 minx∈Rn f(x), 并解释该算法的合理性.

2. （本题满分 40 分）设 C ∈ Sn, p 为满足 1 ≤ p ≤ n 的正整数, 考虑问题

max
Y ∈Rn×p

f(Y ) = Tr(CY Y T ),

s.t. diag(Y Y T ) = 1n.
(3)

符号约定: 对于 X ∈ Sn, 定义 diag(X) = (X11, X22, . . . , Xnn)T , 可令 Y = (yT1 , y
T
2 , . . . , y

T
n )T , yi ∈ Rp,

i = 1, 2, . . . , n, 考虑向量导数.

(a) （5 分）判断问题 (3) 是否满足线性无关约束品性 (LICQ).

(b) （5 分）计算 f(Y ) 的导数, 并估计其 Lipschitz 常数.

(c) （5 分）写出问题 (3) 的一阶最优性条件 (KKT 条件).

(d) （5 分）设当前点是局部最优点, 写出拉格朗日乘子的显式表达式 (用 C 和 Y 表达).

(e) （5 分）考虑二阶最优性条件 (后面说了一堆定义), 请写出拉格朗日函数的海瑟矩阵 (可以写成

算子形式).

(f) （5 分）求解投影梯度法子问题:

max
Y ∈Rn×p

‖B − Y ‖2F ,

s.t. diag(Y Y T ) = 1n.

要求显示写出最优解.

(g) （5 分）写出求解问题 (3) 的投影梯度方法, 简述步长的选取策略，以及算法收敛的条件.

(h) （5 分）写出求解问题 (3) 的序列二次规划方法, 要求写出二次规划子问题以及 Newton 法的迭

代算法.

整理人：武朔南
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2022 年资格考试 计算方向

6 偏微分方程数值解

1. （本题满分 10 分）考虑二维热方程 ut = auxx + buyy.

(a) 分别写出该方程的经典显式格式和 Crank-Nicolson 格式, 分别使用能量法和 Fourier 方法分析两

种格式的稳定性条件.

(b) 给出该方程的时空二阶精度的交替方向隐式格式, 并分析格式的稳定性. 能否该格式推广至三维,

并保持该格式的时空二阶精度, 请予以说明.

2. （本题满分 10 分）

(a) 请写出 Ciarlet 对有限元的定义.

(b) 请给出一种基于仿射变换的有限元先验误差估计框架.

(c) 对于单元 K = (a, a + h) 和线性插值算子 Πh : C(K) → P1(K), Πhv(a) = v(a),Πhv(a + h) =

v(a+ h). 利用仿射等价和 Sobolev 空间的等价商范数理论估计 ‖u−Πhu‖L2 和 |u−Πhu|H1 .

3. （本题满分 10分）对于二维 Poisson方程的Dirichlet边值问题,请分别给出基于 Ritz方法和Galerkin

方法的弱解的提法. 请说明数值离散解的存在唯一性, 并分析数值离散解和真解的误差. 有限元解的插

值误差在 L2 和 H1 范数下的阶是否相同? 请予以说明.

4. （本题满分 10 分）考虑对流方程 ut + f(u)x = 0.

(a) f(u) = au, a 为常数. 请问 Godunov 格式何时为单调的, 何时为 TVD 的.

(b) f(u) = 1
2
u2. 请分别写出方程的 Courant-Isaacson-Rees 格式, Godunov格式, Lax-Friedrichs格式,

Lax-Wendroff 格式, MacCormack 格式.

(c) 给定凸熵对 (η(u), q(u)), 请问是否存在格式

d

dt
unj =

1

h
(f̂(unj , u

n
j+1)− f̂(unj−1, u

n
j )),

满足以下的半离散熵条件

d

dt
η(unj ) =

1

h
(F̂ (unj , u

n
j+1)− F̂ (unj−1, u

n
j )),

其中 F̂ 为数值熵通量.

5. （本题满分 10 分）

(a) 方程组 ~ut + ~f(~u)x = 0, 何时为双曲型方程组, 特征场何时被称为真正非线性的, 何时被称为线性

退化的? 请分别给出方程组的通量差分分裂格式和通量向量分裂格式.

(b) ~u = (ρ, u)T , ~f(~u) = (a2u, ρ)T , 其中 a 为正常数. 说明方程组是严格双曲的, 特征场是线性退

化的. 并分别使用特征分解, Rankine-Hugoniot 条件和广义 Reimann 不变量求解方程组对应的

Riemann 问题.

整理人：张之奕
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2022 年资格考试 计算方向

7 随机模拟方法

1. （本题满分 15 分）设 A ∈ Rn×n 是带权无向图 G 的权重矩阵, 对称不可约. 在 G 上定义离散时间

Markov 链, 转移概率正比于点的连接权重. 记 D = diag(A · 1), 即 dii =
∑n

j=1 aij .

(a) 求出概率转移矩阵 P 以及不变分布 µ, 证明 µ 满足细致平衡条件.

(b) 刻画 D 和 A 的特征值和特征向量的结构, 描述其关系.

2. （本题满分 15 分）定义右端点随机积分∫
f(t, ω) ∗ dWt = lim

|∆|→0

N−1∑
j=0

f(tj+1, ω)(Wtj+1
−Wtj ).

假设随机过程 Xt 在该随机积分意义下满足方程

dXt = b(Xt, t) dt+ σ(Xt, t) ∗ dWt,

其中 Xt,Wt 均为一维. 写出 Xt 的概率密度函数满足的 Fokker-Planck 方程.

3. （本题满分 20 分）有下列随机微分方程

dXt = −Xt dt+
√

2 dWt, t ∈ (0, 1).

初值 X0 ∼ N (0, 1), 而且和 {Wt} 独立.

(a) 求出 Xt 的均值函数 m(t) = EXt 和协方差函数 K(s, t) = Cov(Xs, Xt).

(b) 写出 K(s, t) 作为算子的特征值问题的微分方程形式及其边界条件.

(c) 写出 Xt 的 Karhunen-Loève 展开.

整理人：吴大维
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2023 资格考

2023 年 10 月

几何与拓扑

代数拓扑

每题 10 分，共 50 分.

问题 1. M 为 S1 × S1 × [0, 1] 商掉 (p, q, 0) ∼ (q, p, 1) 得到的三维流形. 对于 P0 = (x0, x0, 0)，这

里 x0 ∈ S1，试计算 π1(M,P0).

问题 2. U, V 为 X 中开集，U ∪V = M , U ∩V = A 6= ∅. 求证：H∗(X,A) ∼= H∗(U,A)⊕H∗(V,A).

问题 3. X 为有限胞腔复形. 已知 H0(X;Z) = Z,H1(X;Z) = Z4,H2(X;Z) = Z2, 并且 ∀k >

2,Hk(X;Z) = 0. 试求出所有 X 的整系数上同调群.

问题 4. 若 M 的万有覆叠为 Rn，求证：映射 f : S2 → M 为零伦的.

问题 5. M 为光滑闭流形. 若 H1(M ;Z2) = 0，求证：M 可定向.

微分拓扑

每题 10 分，共 50 分.

问题 6. M 为 n 维微分流形. 求证：TM 为 2n 维微分流形.

问题 7. M 为 n 维可定向带边流形. 求证：∂M 为 n− 1 维可定向流形.

问题 8. (M, g) 为 Riemann 流形, N ⊂ M 为紧无边子流形. 求证：对于充分小的 ε > 0, N 在 M

中存在 ε-管状邻域.

问题 9. M,N 为同维数光滑流形, f : M → N 为同伦. 求证：deg f = ±1.

问题 10. M 为闭光滑流形，求证:∀x 6= y ∈ M，存在微分同胚 f : M → M，使得 f ' idM，且

f(x) = y.

1
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示性类

问题 11. (a) 求证：S3 上 1, 2, 3 维的实丛平凡，进而证明所有实丛均平凡;
(b) 求证：S3 上复线丛平凡，进而证明所有复丛平凡.

问题 12. E → B 为秩为 n 的复向量丛.
(a) 用 c1(E), c2(E) 表示出 c1(E

∗ ⊗ E), c2(E
∗ ⊗ E);

(b) 设 H∗(B;Z) 是无挠的，且存在 k ≥ 1 使得 c(E⊗k) = 1. 求证：c(E) = 1.

问题 13. (a) 求 #rRP 2 的 Stiefel-Whitney 类;
(b) 求证：RP 2#RP 2 不可嵌入 R3.

问题 14. 设 M 为 k 维光滑闭流形，求证：M 上存在唯一的实线丛 L 使得 L 为可定向 k + 1 维

流形.

黎曼几何

问题 15. S2 是 R3 中单位球，求证它的测地线是大圆.

问题 16. 求证:S3 上存在处处非零的切向量场 e1, e2, e3，使得 [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2.
Hint: 在 R4 中定义 X1 = (−x2, x1, x4,−x3), X2 = (−x3,−x4, x1, x2), X3 = (−x4, x3,−x2, x1).

问题 17. 设 M, M̃ 为完备 Riemann 流形，f : M → M̃ 局部等距，且 ∀p̃, q̃ ∈ M̃，存在唯一测地线

连接它们. 求证：f 是一个等距映射.

问题 18. 求证：n 维环面 Tn 上不存在正 Ricci 曲率的度量.

问题 19. M 是完备 Riemann 流形，且存在常数 κ > 0，使得 K ≥ κ, 这里 K 为 M 的截面曲率.
γ 是 M 上的闭测地线. 求证：∀p ∈ M,d(p, γ) ≤ π

2
√
k

.

微分几何

问题 20. r⃗(t) = (
1

3
t3, t2, 2t),Σ : 3x− 4y + 2z = 0.

(a) 求 r⃗ 与 Σ 交点，以及交点之间曲线的长度;
(b) 求 r⃗ 上一切与 Σ 平行的切向量所在的点，及对应点处的切线方程，并计算这些点到 Σ 的

距离;
(c) 从 r⃗ 向 Σ 作投影生成一个曲面，求出曲面的方程，并且回答该曲面是否是可展的.

问题 21. 环面由 ((a+ b cosu) cos v, (a+ b cosu) sin v, b sinu) 给出坐标.
(a) 求它的第一基本形式、第二基本形式、平均曲率、Gauss 曲率;
(b) 求一个共形映射，将它映到一个 Gauss 曲率为 0 的环面上.

问题 22. 球面由 (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ) 给出坐标.
(a)（与球面无关）求证：对任一正则曲面 Σ ⊂ R3 及 Σ 上的曲线 c(t), 求证：c(t) 在 Σ 上的

测地曲率 κg 仅依赖于 Σ 的第一基本形式;
(b) 求 θ ≡ θ0 在 S2 上的测地曲率;
(c) 若球面上的闭凸曲线 γ 将球面面积等分，求证：它为大圆.
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分析与方程

复分析

前两题 15 分，第三题 20 分.

问题 23. (a) 试给出球面 S2 的共形结构（我也不知道共形结构定义是啥，题目上就是这么写的）;
(b) 试用 Riemann 映射定理、以及亏格 0 的紧黎曼曲面结构唯一性证明单连通 Riemann 曲面

的单值化定理.

问题 24. f : S → S′ 是紧连通 Riemann 曲面间全纯映射. 求证：∀q ∈ S′, f−1(q) 中点的个数 (在
分歧点处计重数) 不依赖于 q 的选取.

问题 25. 记 ρ∆ =
2

1− |z|2
，则 g∆ = ρ2∆|dz|2 为单位圆盘 ∆ 上的 Poincare 度量.

(a) 求证：Kg∆ = −1;
(b) 设 g = ρ2|dz|2 为 ∆ 上的一个共形度量，试用最大值原理证明 Ahlfors 定理：g ≤ g∆;
(c) 设紧 Riemann 曲面 M 上有两个共形度量 g0, g，满足 0 ≥ Kg0 ≥ Kg, 试推广 (b) 问的结

果，求证：g0 ≥ g.
(我也不知道这里的共形度量是啥意思，题目上就这么写的. 个人猜测是书上 2.4 节的那个

Ahlfors 的定理.)

泛函分析

问题 26. 设 H 为 Hilbert 空间，{ei} 为标准正交基，且 {ρi} 为标准正交集.
(a) 若

∞∑
i=1

||ei − ρi||2 < 1, 求证：{ρi} 为正交基;

(b) 若
∞∑
i=1

||ei − ρi||2 < ∞, 求证：{ρi} 为正交基.

问题 27. 设 X 为赋范线性空间，且 {x1, x2, · · · } ⊂ X 满足 ∀f ∈ X∗,
∞∑
i=1

|f(xi)| < ∞. 求证：

sup
||f ||≤1

∞∑
i=1

|f(xi)| < ∞.

问题 28. 设 H 为 Hilbert 空间，A 为 H 上自伴算子，E 为 A 的谱族. 求证：σ(A) = {λ ∈ R|∀ε >
0, E(λ− ε, λ+ ε) 6= 0}.

问题 29. 设 H = L2(R3), 求证：A = −∆+
1

|x|
在定义域 D(A) = H2(R3) 上是自伴算子.

问题 30. A 为 Hilbert 空间 H 上的算子. 求证：算子 A 为强连续算子压缩半群生成元当且仅当 A

耗散，且 ∃λ0 > 0,Ran(λ0I −A) = H.
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椭圆方程

问题 31. u 是 Rn 上调和函数，满足 ∃A ∈ R+, |u(x)| ≤ A(1 + |x|)N , ∀x ∈ Rn. 这里 N 是正整数.
求证：u 是多项式.

问题 32. f ∈ C(R× [0, T )), φ ∈ C(R). f, φ 有界. 设 u 是ut − uxx = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

在 R× [0, T ) 上的有界解. 求证：

|u(x, t)| ≤ T sup |f(x, t)|+ sup |φ(x)|.

问题 33. Ω 是有界光滑区域. λ = inf{
∫
Ω
|∇u|2dx : u ∈ W 1,2

0 (Ω), ||u||L2 = 1}. 求证：∆u+ λu = 0, in Ω

u = 0, on ∂Ω

存在非平凡弱解.

ODE 定性理论

问题 34. 记 x′ = f(x, t) 的从 t = 0 处 x = x0 出发的解为 ϕ(t, x0), 这里 f 为 C1 函数. 请举例一
个 f 以及一个 t0 使得映射 x0 7→ ϕ(t0, x0) 不是一致连续的.

问题 35. x′ = Ax+ f(t)，这里 A ∈ M2×2(R).
(a) 求证：x′ = Ax 没有非零有界（指在 R 上有界）解等价于 0 是双曲奇点;
(b) 若 f 有界，A 双曲，求证：存在唯一一个有界解. 进一步如果 f 范数随 t 趋于无穷而趋于

0，求证这个解的范数也随 t 趋于无穷而趋于 0.

问题 36. x′ = q(t) cos2(x)− sin2(x)，这里 q 连续且有周期 1. 假设系统有一个正向有界解.
(a) 求证：所有解在 R 上有界;
(b) 求证：映射

R → R

p 7→ ϕ(1, p)

有不动点.

问题 37. 平面上的 C1 系统 x′ = f(x) 只有一个奇点 0，并且有一族周期点 qn 的周期趋于 0. 求
证：任何解的存在区间都是 R.
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调和分析

问题 38. 1 ≤ p, q ≤ ∞. 求证：若存在常数 C > 0 使得 ∀f ∈ S(Rn), ||f̂ ||q ≤ C||f ||p, 则有 q = p′ 且

1 ≤ p ≤ 2.

问题 39. 若 f ∈ L1(Rn) 且 ||f ||1 > 0. 求证：Mf /∈ L1(Rn)，并且 ||f ||1 ≤ ||Mf ||1,∞.

问题 40. 计算 f(x) = (1 + x2)−1 的 Fourier 变换以及 Hilbert 变换.

问题 41. 若 f ∈ BMO(Rn), 0 < α ≤ 1. 求证：|f |α ∈ BMO(Rn).

问题 42. 设 ζ ∈ C∞
0 (Rn), 0 /∈ supp(ζ)，且 {aj} 为有界数列. 求证：m(ξ) =

∑
j∈Z

ajζ(2
−jξ) 是一个

Lp 乘子，其中 1 < p < ∞.

代数与数论

抽象代数

第三、四题 15 分，第一、二题 10 分.

问题 43. 试计算下面交换群的阶数：
(a) HomZ(Z⊕ Z36,Z⊕ Z15)⊗Z Z24;
(b) Z ⊕ Z/A, 这里 A 为 (m, 0), (n, 1) 生成的子模.

问题 44. 试判断下面的命题正确与否, 并给出依据:
(a) 不存在 G 的正规子群 H,K,N，使得 G ∼= H ×K, 并且 H ∩N 与 K ∩N 均为平凡子群;
(b) F 为有限域，F [x] 上的素理想只有有限多个.

问题 45. R 为主理想整环.
(a) 若 M 为自由 R 模，N 为 M 的子模. 求证：M/N 是无挠的当且仅当任何一组 N 的基都

可以延拓为一组 M 的基;
(b)设 x1, · · · , xn为M 的一组生成元，设 y1 = a1x1+· · ·+anxn, ai ∈ R. 若 gcd(a1, · · · , an) = 1，

求证：存在 y2, · · · yn，使得 y1, · · · , yn 是 M 的一组生成元.

问题 46. 记 K = Q(
√
2,
√
−3, 3

√
5).

(a) 求证：K/Q 是 Galois 扩张;
(b) 求 Gal(K/Q);
(c) 求 K/Q 的所有中间域.

同调代数

问题 47. A 是 PID, 0 6= a ∈ A 不是单位元素. B = A/(a). 求证：B 是内射以及投射 B 模, 并且
B 作为 A 模既不内射也不投射.
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问题 48. G 是非交换有限单群. 求证:H1(G;Z) = H1(G;Z) = H2(G;Z) = 0, 这里 G 在 Z 上平凡
作用.

问题 49. H 为四元数，G =< i, j, k > 为八阶群. 求证：{±1} → G → coker 不分裂，并将这个扩
张对应的群上同调 H2(T,±1) 中的元素，以 T × T → {±1} 的形式写出, 这里 T = coker.

问题 50. 求证：cone(B → (coneA → B)) 和 A[1] 是 qis 的.

问题 51. k 是域. 求证: k[x] 不是平坦的 k[x2, x3] 模.

代数几何

问题 52. 代数簇是域上分离有限型整概形. 求代数簇的仿射开子集的补集的余维数的可能值.

问题 53. 对诺特正则概形 X，计算结构层乘法群 O×
X 的各阶 Zariski 上同调.

问题 54. 对任何复数域 C 上的有限型仿射概形 X，任何嵌入 X → An，在闭点集 X(C) 上赋予
An(C) 上的欧氏拓扑的子空间拓扑，称为 X 的解析化.

(a) 求证：X 的解析化的拓扑和嵌入的选取无关;
(b) 对任何有限型概形 X，求证：X 的闭点集上能赋予拓扑得到解析化 Xan，使得限制在任何

仿射开子集 U 的闭点集上即为上面定义的解析化;
(c) 求证：有限型概形 X 是分离的当且仅当 Xan 是 Hausdorff 的.

代数数论

问题 55. 求正整数 n 和非零整数 a, b 使得

√
a+

√
b

n
是代数整数.

问题 56. 设 p 为素数，n ∈ N 满足 p ∤ n. 已知数域 Q(ζn) 的代数整数环是 Z[ζn].
(a) 求证：Q(ζn)/Q 在 p 处非分岐;
(b) 设 p 是 Q(ζn) 的在 p 上方的素理想. 令 Q(ζn) 的自同构 σ 将 ζn 映为 ζpn. 求证：σ 是 Dp

的生成元.

问题 57. K ⊂ L 是数域. 求证：AK ⊗K L = AL 是作为拓扑环的同构.

问题 58. 求证：对任何素数 p，(x2 − 2)(x2 − 17)(x2 − 34) 在 p 进整数环 Zp 中有根.

问题 59. 求证：对数域 K，ζK(s) =
∑

a是OK的非零理想

(Na)−s 在 Re(s) > 1 时绝对收敛.

有限域

第一、四题 10 分，第二、三题 15 分. 题目中的 p 为素数，q 为素数幂.

问题 60. f(x) 是 Fq 上的 n 次不可约多项式. 求证：f(x) 在 Fqm 上不可约当且仅当 gcd(m,n) = 1.
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问题 61. 给定元素 α, θ ∈ Fqn . 定义

β = θ + αθq + · · ·+ α1+q+···+qn−2

θq
n−1

.

(a) 求证：αβq + θ = β + N(α) · θ;
(b) 求证：∀α, ∃θ 使得 β 6= 0;
(c) 求证：若 N(α) = 1, 则 ∃β 使得 α = β1−q.

问题 62. 将 x27 − x 在有限域 F3 上分解为不可约多项式的成绩.

问题 63. 设 q = pm，Tr : Fq → Fp 是迹映射. ζ ∈ Fp 是本原元. 对于 u ∈ Fp，定义:

Ω =
∑
w∈F∗

p

∑
x,y∈Fq

ζw(Tr(x2+xy)−u).

(a) 求证：

Ω =

q(p− 1), u = 0,

−q, u 6= 0.

(b) 求 #{(x, y) ∈ F2
q : Tr(x2 + xy) = u}.
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R 泛函分析

RX（本题满分 Ry 分）设 {en} 是 >BH#2`i 空间 H 的一组标准正交基，{fn} 是 H 的一组标准正交族，证
明：

U�V 若
∑

n ‖en − fn‖2 < 1，则 {fn} 是一组标准正交基，

U#V 若
∑

n ‖en − fn‖2 < ∞，则 {fn} 也是一组标准正交基。

kX（本题满分 Ry分）设 X 是赋范线性空间，{xn}是 X 中的一列点-若对任意的 f ∈ X ∗，有
∑

n |f(xn)| <
∞，证明：

bmT
‖f‖≤1

∑

n

|f(xn)| < ∞.

jX（本题满分 Ry 分）设 A 是 >BH#2`i 空间上的自伴算子，E 为 A 的谱族，证明：λ ∈ σ(A) 的充分必要
条件是，∀ε > 0，有 E(λ− ε,λ+ ε) &= 0。

9X（本题满分 Ry 分）证明：L2(R3) 中，−∆+ 1
|x| 是 H2(R3) 上的自伴算子。

8X（本题满分 Ry 分）证明：>BH#2`i 空间上稠定闭算子 A 是强连续压缩半群的无穷小生成元当且仅当 A

为耗散算子，且存在 λ0 > 0，R(A− λ0) = H。

整理人：朱志涛

k
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k 常微分方程定性理论

RX（本题满分 Ry 分）构造 f ∈ C1(R, [0, 1]) 和 t0 > 0，假设 ẋ = f(x) 的解曲线是 φ(t, x0)，使得 φ(t0, x0)

关于 x0 不一致连续。

kX（本题满分 ky 分）X ∈ R2 满足

/X
/t = AX + F (t), A ∈ R2×2.

U�V（Ry 分）证明：齐次方程的任何非零解在 (−∞,+∞) 上无界，当且仅当 A 的所有特征值实部非
零。

U#V（Ry 分）在 U�V 的条件下，证明对任何有界的 F ∈ C(R,R2)，关于 X 的方程存在唯一的有界解。
进一步地，若 ‖F (t)‖ t→+∞−→ 0，则 ‖X(t)‖ t→+∞−→ 0X

jX（本题满分 Ry分）q(t)是周期为 R的连续函数，方程 ẋ(t) = q(t) +Qb2 x− bBM2 x对应初值问题的解记为
φ(t, x0)。假设存在 x0 ∈ R 使得 φ(t, x0) 在 [0,+∞) 上有界，证明对任意 x ∈ R，φ(t, x) 在 (−∞,+∞)

上有界，并且存在 p ∈ R 使得 φ(1, p) = pX

9X（本题满分 Ry 分）f ∈ C1，平面动力系统 Ẋ = f(X) 的唯一奇点是原点 O。已知存在一列 qn ∈ R2，
其轨道是周期轨，且周期趋于零。证明：任意解的存在区间是 (−∞,+∞)。

整理人：苏华

j



kykj 年资格考试 计算方向

j 椭圆方程

RX（本题满分 R8 分）设 u(t) 是 _n 上的调和函数，且存在常数 A 和正整数 N 满足

|u(t)| ≤ |A| · (|t|+ 1)N+1.

证明：u(t) 是多项式。

kX（本题满分 R8 分）在区域 QT = _ × (0, T ] 上考虑初值问题




Lu = ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ _.

证明：若 u ∈ C2,1 (QT ) ∩ C
(
Q̄T

)
是上述初值问题的有界解，则

bmT
Q̄T

|u(x, t)| ≤ T bmT
QT

|f(x, t)|+ bmT
_

|ϕ(x)|.

jX（本题满分 ky 分）设

λ = BM7
{∫

Ω

‖∇u‖2dt | u ∈ W 1,2
0 (Ω), ‖u‖L2 = 1

}
.

证明：存在 u ∈ W 1,2
0 (Ω), ‖u‖L2 = 1，且 u 是





∆u+ λu = 0,

u|∂Ω = 0

的弱解X

整理人：邵约翰

9



kykj 年资格考试 计算方向

9 数值代数

RX（本题满分 ky 分）考虑用迭代法解方程 AX = b，其中

A =





1 + ε −1 0

−1 2 + ε −1

0 −1 1 + ε



 , b =





1

−2

1





ε > 0 为小量。

U�V 求 :�mbb@a2B/2H 迭代矩阵的谱半径。
U#V 设计一种迭代法，使其收敛速度与 ε 无关。

kX（本题满分 Ry 分）设 D = /B�; {3, 1, 2, 1, 2} ∈ M5(R), z = (1, 1, 1, 1, 1)T，求正交变换 V 和 {1, . . . , 5}
的一个排列 π，使得：

U�V V T z = (ξ1, . . . , ξr, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−r 个

)T 满足 ξi &= 0(i = 1, . . . , r)；

U#V V TDV = /B�;
{
dπ(1), dπ(2), . . . , dπ(n)

}
满足

dπ(1) ≤ dπ(2) ≤ · · · ≤ dπ(n).

jX（本题满分 Ry 分）考虑预优的共轭梯度法，设

A =





2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 1





取预优矩阵 M−1，满足

z = M−1r = (D − L)−1r + (D − U)−1(r −A(D − L)−1r).

记真解为 x∗，预优共轭梯度法第 k 步得到 xk，试估计
‖xk − x∗‖A
‖x0 − x∗‖A

, k = 1, 2.

（不能直接抄书上结论）

9X（本题满分 Ry 分）考虑三角形 A1A2A3，Ai = (xi, yi)T，分别记每条边上的法向单位向量和切向单位
向量为 {Mi}, {ii}，如图所示。

A1 A2

A3

t1

t2

t3

n1n2

n3

8



kykj 年资格考试 计算方向

定义 aij = iB
TA⊥

j ，A⊥
j = (−yi, xi)T，考虑 M = (Mij) ∈ M3(R)，其中

Mij = aiiajj +
3∑

k=1

aikajk.

U�V 证明 M 可以 *?QH2bFv 分解；

U#V 写出 M 的 *?QH2bFv 分解。

整理人：熊穗宁

e
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8 最优化理论与算法

RX（本题满分 Ry 分）函数 f : Rn → R 定义如下：

f(x) = x[1] + · · ·+ x[r],

其中 x[k] 是 {x1, . . . , xn} 中第 k 大的分量，r ≤ n。

U�V（8 分）证明 f 是凸函数；

U#V（8 分）计算 f 的次梯度。

kX（本题满分 9y 分）考虑半定规划

KBM
X∈Sn

〈C,X〉,

bXiX 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, 2, · · · ,m,

X . 0,

U�V（8 分）求原问题的对偶问题；

U#V（8 分）写出 EEh 条件，需要分别说明假设条件；

U+V 求解原问题

BX（8 分）写出增广拉格朗日法，给出变量和乘子的更新方式；
BBX（8 分）计算增广拉格朗日函数的梯度和 >2bbB�M 矩阵，估计梯度的 GBTb+?Bix 常数；
BBBX（8 分）写出求解子问题的投影梯度法，给出步长的选取方法并简要讨论其收敛性（收敛阶）；

U/V 求解对偶问题

BX（Ry 分）写出 �.JJ 给出子问题的显式解和乘子的更新方式；
BBX（8 分）消去松弛变量，得到的增广拉格朗日函数，求出其梯度，并验证是否二阶可微？

整理人：罗逸凡

d



kykj 年资格考试 计算方向

e 偏微分方程数值解

RX（本题满分 3 分）判断下列命题是否正确。

U�V 利用差分法离散线性椭圆方程得到的方程组为线性方程组。

U#V 椭圆方程差分格式的稳定性是指数值解对边界条件的连续依赖。

U+V 一般来讲，有限元解的插值误差在 H1 和 L2 范数意义下具有相同的阶。

U/V 考虑 >BH#2`i空间W 和 "�M�+?空间 V，对于双线性泛函 a : W×V → R和线性泛函 f : V → R，
变分问题 a(u, v) = f(v), ∀v ∈ V 存在唯一解 u ∈ W 的充分必要条件是：双线性泛函 a(·, ·) 连续，
关于 W 满足强制性条件，线性泛函 f(·) 连续，"�M�+? 空间 V 自反。

kX（本题满分 R9 分）

U�V 给出三维热方程 ut = auxx + buyy + cuzz 的两时间层加权格式，并分析该格式的局部截断误差及
L2 稳定性。

U#V 对于二维区域 Ω = (0, 1)× (0, 1) 上的椭圆边值问题




−∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = uD(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,
UeXRV

给出其在网格 {(ihx, jhy) : i = 0, 1, . . . ,M, j = 0, 1, . . . , N} 上的五点差分格式，其中空间步长
hx = 1/M,hy = 1/N。计算离散矩阵的特征值，并估计离散矩阵的条件数。讨论该格式下数值解
的存在性，并给出数值解的 L∞ 误差估计。

jX（本题满分 R9 分）考虑一维守恒律 ut + f(u)x = 0。

U�V 叙述 G�t@q2M/`Qz 定理，给出单调格式的定义，并解释什么是凸熵，什么是激波的可容许条件。
方程的特征场何时被称为真正非线性的，何时被称为线性退化的？

U#V 当 f(u) = 1
2u

2时，请分别写出方程的 *Qm`�Mi@Ab��+bQM@_22b格式，:Q/mMQp格式，G�t@6`B2/`B+?b
格式，G�t@q2M/`Qz 格式，J�+*Q`K�+F 格式，并说明哪些是单调格式，哪些是 ho. 格式。

9X（本题满分 R9 分）考虑二维 SQBbbQM 方程 UeXRV，其中 uD(x, y) = 0。请给出该方程的三种不同的弱解
提法，并给出求解相应问题的有限元离散。该方程有限元解的插值误差在 H1 和 L2 范数意义下是否
具有相同的阶？请予以说明。请写出有限元解误差估计的抽象框架。

整理人：吴清玉

3
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d 随机模拟方法

RX（本题满分 Ry 分）设 Xt 是参数为 λ 的泊松过程，τ 满足参数为 µ 的指数分布。证明：

P (Xτ = m) = (1− p)mp,

其中 p = µ
λ+µ。

kX（本题满分 ky 分）记三对角矩阵 A ∈ Mn(R) 如下：

A =





2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1
X X X X X X X X X

−1 2 −1

−1 1





.

考虑随机微分方程组
/st = Ast +

√
2/"t,

其中 s0 ∼ N(0, An)。

U�V 写出方程组的解 st，并求出 Est 与 st 的不变分布 π。

U#V 当 s0 ∼ π 时，计算 E|Xk
t |2 的值，其中 Xk

t 为 st 的第 k 个分量。

jX（本题满分 ky 分）对于 a.1
/Xt = b(Xt) /t+ /Bt,

在 b 全局 GBTb+?Bix 和 EX2
0 < ∞ 条件下证明 1mH2`@J�`mv�K� 格式的强 1/2 阶收敛性。

整理人：熊穗宁

N
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3 高等概率论

RX（本题满分 N 分）已知随机变量 Xn 依分布收敛到 X，随机变量 Yn 依分布收敛到常数 c。证明：

U�V Yn 依概率收敛到 c。

U#V Xn + Yn 依分布收敛到 X + c。

U+V XnYn 依分布收敛到 cX。

kX（本题满分 3分）假设对任意正整数 n，(Xn,i)ni=1是一列独立同分布的随机变量，服从正态分布N(0, n2)。
设 a < b为固定常数，令 Yn,i = 1{Xn,i∈(a,b)}，Sn =

∑n
i=1 Yn,i。对任意非负整数 k，求 HBKn→∞ P(Sn = k)。

jX（本题满分 3 分）假设 Xn 是一列独立同分布的标准正态变量。证明

P[HBK bmT
n→∞

Xn√
2 HQ;n = 1] = 1.

9X（本题满分 3 分）设 f 为特征函数，λ ≥ 0 为非负实数。

U�V 证明 eλ(f−1) 也为特征函数。

U#V 假设 f 是正态分布 N(µ,σ2) 的特征函数，构造随机变量 X 使得 X 的特征函数为 eλ(f−1)。

8X（本题满分 3分）设 Xn 为一列独立的正态随机变量，且 Xn ∼ N(0,σ2
n)。其中 σn > 0，

∑∞
n=1 σ

2
n = ∞。

证明

P[
∞∑

n=1

X2
n = ∞] = 1.

eX（本题满分 N 分）设 X 为对称伯努利随机变量，即 P[X = 1] = P[X = −1] = 1
2。设 U 服从 (0, 1) 上

的均匀分布，记 Y = X/
√
U。假设 {Yn}∞n=1 独立且和 Y 同分布。

U�V 求 Y 的分布函数。

U#V 求一列 an ↑ ∞ 使得
∑n

i=1 Yi

an
依分布收敛到 N(0, 1)。

整理人：范哲睿

Ry
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N 随机过程

RX（本题满分 3 分）(Xn)∞n=1 是离散时间时齐的马氏链，转移矩阵 P = (pi,j)1≤i,j≤7 为




0.5 0.5 0 0 0 0 0

0.8 0.2 0 0 0 0 0

0 0 0 0.4 0.6 0 0

0 0 0.5 0 0.5 0 0

0 0 0.6 0.4 0 0 0

0.1 0 0.2 0.1 0.1 0.3 0.1

0.1 0.1 0.1 0 0.1 0.2 0.4





.

求该马氏链所有不变分布。

kX（本题满分 3 分）设 λ ∈ (0, 1)。(Xt)t≥0 是取值于 Z 的连续时间马氏链，其转移速率矩阵为：

qi > 0, qi,i+1 = λqi, qi,i−1 = (1− λ)qi, qi,j = 0(|i− j| > 1).

U�V 假设 λ = 1
2。证明该马氏链非爆炸。

U#V 假设 λ ∈ ( 12 , 1)。证明该马氏链非爆炸当且仅当
∑∞

i=1
1
qi

= ∞。

jX（本题满分 3 分）假设 Xn 取值于 (0, 1)，记 Fn = σ(X0, . . . , Xn)。X0 = a ∈ (0, 1) 为常数。已知

P[Xn+1 =
Xn

2
|Fn] = 1−Xn, P[Xn+1 =

Xn + 1

2
|Fn] = Xn.

U�V 证明 (Xn)n≥0 关于域流 (Fn)n≥0 是鞅。

U#V 证明 Xn 几乎处处且 L2 收敛到一个随机变量 Y。

U+V 求 Y 的分布函数。

9X（本题满分 3 分）假设 (Xn)n≥0 是离散时间不可约、非周期、正常返的马氏链，状态空间 S = Z，记
唯一的不变分布为 π。证明对任意整数 k, i，有

HBK
n→∞

P(Xn = k|X0 = i) = π(k).

8X（本题满分 3分）假设 Bt 为一维标准布朗运动，设 Xt = Bt+µt是一维漂移布朗运动，记 τ = BM7{t >
0 : Xt /∈ (a, b)}，其中 a < 0 < b。求 Eτ 和 EeXτ+t。

eX（本题满分 Ry 分）假设 (Xt)t≥0 是平稳、高斯、轨道连续的马氏过程，有平稳分布 N(µ,σ2)，其中
σ > 0。设对任意 t > 0, h > 0，协方差函数 +Qp(Xt, Xt+h) = c(h)。设 c(h) 是 [0,+∞) 上的连续函数。

U�V 求该过程的转移概率密度。
U#V 求该过程的生成元。
U+V 构造一个 a.1 使得该 a.1 的解和 (Xt)t≥0 同分布，并求解这个 a.1。

整理人：范哲睿
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几何与拓扑

代数拓扑

1. 证明莫比乌斯带不以边界为收缩核.

2. 设 X = A ∪ B ∪ C, A, B, C, A ∩ B, A ∩ C 都是可缩空间, B ∩ C 是两个可缩空间的无交并. 求

X 的所有整系数下同调群. (题目有问题?)

3. 考虑三维欧氏空间中的立方体 C = [0, 1]3, 将 (0, y, z) 和 (1, y, z) 粘合, (x, 0, z) 和 (z, 1, x) 粘合,

(x, y, 0) 和 (y, x, 1) 粘合得到空间 X, 求 X 的所有整系数下同调群.

4. 设 X 是拓扑空间, 满足

H0(X;Z) ∼= Z, H1(X;Z) ∼= Z/2⊕ Z/4⊕ Z/6, H2(X;Z) ∼= Z/2,

且 k ≥ 3 时 Hk(X;Z) = 0. 求 X 的所有 Z/2 系数上同调群.

5. 证明一点并 S2 ∨ S2 ∨ S4 和 S2 × S4 不同伦等价.

微分拓扑

1. ω 是 S1 上的 1-形式, f : R → S1 定义为 f(x) = einx. 给出
∫ 2π

0

h∗ω 和
∫
S1

ω 的关系.

2. 证明映射 Sk+l → Sk × Sl 的映射度总是 0, 并说明存在映射度为 1 的映射 Sk × Sl → Sk+l.

3. 设 M 是光滑带边流形. 证明存在非负光滑函数 f : M → R 使得 ∂M = f−1(0).

4. 设 M 是 Rk+1 的余 1 维子流形. 证明使得光滑映射 M → R, x 7→ d(x, p) 不是 Morse 函数的点

p ∈ Rk+1 构成 Rk+1 中的零测集.

5. 设 M 是光滑流形, W ⊂ Rk, f : M ×W → R 是光滑函数, 记 P =

(
∂f

∂wi

)
: M ×W → Rk.

(1) 计算 P−1(0) 的维数和切空间.

(2) 设 γ : (−ε, ε) → M 是一条光滑曲线. ( · · · 题目有问题)

1



示性类

1. 设 E → B 是秩为 3 的复向量丛. 用 E 的陈类表示 Sym2E 和 Λ2E 的所有陈类.

2. 计算 CP 2 切丛的陈类并证明它无法分解为复线丛的直和.

3. 求 CP 4 切丛的所有 Pontryagin 类, 并证明 CP 4 不能浸入 R11.

4. (1) 证明: 对任何 a ∈ H1(RP 2;Z/2), b ∈ H2(RP 2;Z/2), 存在 RP 2 上秩为 2 的实向量丛 E 满足

w1(E) = a, w2(E) = b.

(2) 证明: 若两个 RP 2 上秩为 2 的实向量丛的 Stiefel-Whitney 类相同, 则它们同构. (题目有问题?)

微分几何

1. 判断题, 需要说明理由.

(1) 圆锥和圆柱之间是否存在局部保长对应, 是否存在整体保长对应.

(2) 圆锥和圆柱之间是否存在整体保角对应.

(3) 是否存在曲面满足其第一基本形式 I = dx2 + dy2, 第二基本形式 II = dx2 − dy2.

(4) 若卵形面与一张平面的交线是测地线, 则该曲面和平面处处正交.

(5) 一张被夹在两个平面之间的高斯曲率处处非负的完备曲面的全曲率只能是 0 或 4π.

2. (1) 证明悬链面是极小曲面.

(2) 证明若一个旋转曲面是极小曲面, 则它是悬链面.

(3) 证明悬链面上的闭测地线只有一条.

3. 求所有两个主曲率都是常数的曲面.

黎曼几何

1. (1) 证明 S2 上不存在 Ricci 曲率恒为 0 的度量.

(2) 证明 S3 上不存在 Ricci 曲率恒为 0 的度量.

2. 设 M 是完备黎曼流形, K 是 M 的紧子集, 满足在 M\K 上 Ricci 曲率有正下界 c0 > 0. 证明 M

是紧致的.

3. 设M 是紧无边流形,满足 Ric(g) ≥ (n−1)g,且M 上有非零函数 u和非负常数 λ满足 ∆u+λu =

0. 证明 λ ≥ n.
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分析与方程

椭圆方程

1. 设 u 是 Rn 上的调和函数且 u ∈ Lp(Rn). 请对于 p = 1, 1 < p < ∞, 0 < p < 1 的情形分别证明

u = 0.

2. 考虑以下问题 {
ut −∆u = 0, (x, t) ∈ Rn+1

+ ,

u|t=0 = φ(x), x ∈ Rn.

其中 φ(x) 有界连续.

(1) 用 Fourier 变换求形式解.

(2) 证明求得的形式解是古典解.

(3) 论述解的唯一性定理.

3. 考虑以下问题 {
−∆u+ u3 + u = f, x ∈ Ω,

u|∂Ω = φ, x ∈ ∂Ω.

其中 Ω ⊂ R3 是有界区域, φ ∈ C2,α(Ω), f ∈ Cα(Ω). 设 u ∈ H1(Ω) 是以上问题的弱解.

(1) 叙述弱解的定义.

(2) 证明 u ∈ C2,α(Ω).

(3) 证明

max
x∈Ω

|u(x)| ≤ max
{

max
x∈∂Ω

|φ(x)|, sup
x∈Ω

|f(x)|, sup
x∈Ω

|f(x)|1/3
}
.

常微分方程

1. 考虑常微分方程

ẋ =
t2 − 1

t2 + 1
x− cosx2.

(1) 证明若存在 t0 > 0 使得 |x(t0)| > 100, 则 lim
t→+∞

|x(t)| = +∞.

(2) 对任意 t0 > 0, 证明存在 [t0,+∞) 上有界的解.

2. 设 f : R2 → R2 是平面上 C1 向量场, 生成流 ϕ(t) : R2 → R2. 证明: 若 p ∈ ω(p), 则 p 是奇点或周

期点.

3. 考虑平面系统 {
ẋ = y,

ẏ = sy − sinx.

(1) 当 s < 0 时, 证明原点是 Lyapunov 稳定的.

(2) 当 s = 0 时, 作出系统的相图.
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(3) 当 s = −1 时, 证明原点是 Lyapunov 渐近稳定的.

4. 考虑平面线性系统 Ẋ = (A+ F (t))X. 其中

A =

 0
1

8

−1

8
0

 , F (t) = ε

(
cos(

√
2t) sin(

√
2t)− cos t

sin(
√
2t) + cos t − cos(

√
2t)

)
.

(1) 证明存在 θ0 ∈ (0, 2π), 使得 F (t+ 2π) = Q(θ0)
−1F (t)Q(θ0), 其中

Q(θ0) =

(
cos θ0 − sin θ0

sin θ0 cos θ0

)
.

(2) 设 Φ(t) 是原方程的基解矩阵, 满足 Φ(0) = I. 证明存在 P (t) 和实数常值矩阵 D 使得

Φ(t) = P (t)etD,

其中 P (t) 满足 P (t+ 4π) = Q(−2θ0)P (t).

(3) 证明存在 ε0 > 0, 使得对任意 ε < ε0, 方程的所有解都有界.

泛函分析

1. 设 H1 和 H2 是 R 上的 Hilbert 空间, A : H1 → H2 满足 A(0) = 0, 且 ‖Ax−Ay‖H2
= ‖x− y‖H1

.

(1) 证明 A 是连续的线性映射.

(2) 若数域换成 C, 判断 (1) 中的结论是否还成立.

2. 设 H 是复数域上的 Hilbert 空间, A ∈ L(H) 是对称算子. 证明以下四条等价.

(1) ‖A‖ ≤ 1 且 (Ax, x) ≥ 0;

(2) 0 ≤ (Ax, x) ≤ ‖x‖2;

(3) σ(A) ⊂ [0, 1];

(4) (Ax, x) ≥ ‖Ax‖2.

3. 设 H = L2[0, 1]. 考虑 H 上的算子 K:

(Kf)(t) : =

∫ 1

0

k(s, t)f(s)ds, k(s, t) = min{s, t}.

证明 K 是 H 上的紧算子. 求 ‖K‖. 分析 K 的谱 σr(K), σc(K), σp(K), 并求出 K 的所有特征值.

4. 设 H = L2(R3), V (x) =
1

sinh2 |x|
− 1

|x|2
. 考虑 H 上的算子 −∆, D(−∆) = H2(R3).

(1) 证明 −∆+ V 自伴.

(2) 证明 σess(−∆+ V ) = [0,+∞).
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复分析

1. (1) 构造一个 S2 上的复结构, 证明它是 S2 上唯一的复结构.

(2) 描述 T 2 = S1 × S1 上的所有复结构, 并证明任何一个复结构可以被上半平面中一个模长不小于

1 的复数 ω 表示.

2. 设 S 和 S′ 是两个紧黎曼面, f : S → S′ 是非退化的全纯映射.

(1) 证明对 q ∈ S′, f−1(q) 的元素个数 (计重数) 与 q 无关.

(2) 证明 Riemann-Hurwitz 定理.

3. ∆ = {z ∈ C : |z| < 1} 是单位圆盘. ds∆ =
2|dz|

1− |z|2
. g∆ = ds2∆ 是 ∆ 上的 Poincaré 度量.

(1) 证明 Kg∆ = −1.

(2) 证明 Ahlfors 定理: 设 g 是 ∆ 上的共形度量, g ∈ C2, Kg ≤ −1, 则 g ≤ g∆.

(3) 证明: 设 S 是紧黎曼面, g 和 g0 是 S 上的两个共形度量且 Kg ≤ Kg0 ≤ 0, 则 g ≤ g0. (回忆者

的评注: 取 S = T 2 = C/Γ, Γ 是格群, 再取 g0 = |dz|2, g = 4|dz|2, 则 Kg = Kg0 = 0 是反例. 条件改为

Kg ≤ Kg0 < 0 是可做的, 据说还可以改为 Kg0 不全为 0.)

调和分析

1. 设 f ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn) 满足 f̂ ≥ 0. 证明 f̂ ∈ L1(Rn).

2. 设 f ∈ L1(Rn), M 是二进极大函数. 证明Mf /∈ L1 且 ‖Mf‖1,∞ ≥ ‖f‖1.

3. 设 f(x) = x(1 + x2)−2. 求 f 的 Hilbert 变换和 Fourier 变换.

4. 设 f = χ(−1,2) − 3χ(0,1). 求 ‖f‖H1
at
和 ‖f‖BMO.

5. 设m(ξ) =
∑
j∈Z

ajζ(2
−jξ),其中 sup

j
|aj | < ∞, ζ ∈ C∞

0 (Rn)且 0 /∈ supp(ζ). 证明对任意 1 < p < ∞,

m(ξ) 是一个 Lp 乘子.

双曲方程

代数与数论

抽象代数

1. (1) 设 G 是由 x, y, z 生成的 Abel 群, 且满足关系

2x− y + 5z = 0, y − 3z = 0, 3x− 7z = 0.

将 G 表示为循环群的直和.
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(2) 视 Abel 群为 Z-模, 考虑

A = Hom(Z/72,Z⊕ Z/84)⊕ Z/12⊗Z Z/30.

求 A 作为 Abel 群的阶数.

2. 在 Z[x] 中考虑理想 I = (3, x3 + 2x2 + 2x− 1).

(1) 判断 I 是否是 Z[x] 的主理想.

(2) 判断 I 是否是 Z[x] 的极大理想.

3. (1) 求多项式 x3 − x− 1 在域 Q(
√
−23) 上的 Galois 群.

(2) 是否存在 Galois 扩张 K/Q 满足 Q(
√
−3) 是 K 的中间域, 且 Gal(K/Q) ∼= S3.

4. 设 F 是 9 个元素的有限域, G = GL(2,F) 是 F 上二阶一般线性群.

(1) 具体写出 G 的一个 Sylow 3-子群 P , 计算 P 的阶数, 并计算 G 中 Sylow 3-子群的个数.

(2) 计算 G 中 Sylow 2-子群的个数.

同调代数

七选五

1. 用主理想整环上有限生成模的结构定理证明复数域上 Jordan 标准型的分解定理.

2. 设 M 是有限生成 R-模, 证明以下三条等价:

(1) M 是投射模;

(2) 对任意 R-模 N , Ext1R(M,N) = 0;

(3) 对任意 R-模 N 和任意 n ≥ 1, Ext1R(M,N) = 0.

3. 证明 R 和 Mn(R) 是 Morita 等价.

4. 追图.

5. 设 k 是特征为 p > 0 的域, A = k[x]/(xpn

). 求 k 作为 A-模的极小投射消解, 并在 p = 2 时求

H∗(Z/2, k).

6. 对复形间的同态 f : X → Y , 证明 f 是 qis 当且仅当 C(f) 是 ayclic 的.

7. 记 •G : ModkG → Modk 为 G-不动点函子, •G : ModkG → Modk 为 G-余不动点函子, U : Modk →

ModkG 为平凡作用. 证明伴随对 (U, •G), (•G, U).

代数几何

以下均在代数闭域 k 上.
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1. (1) 设 X ⊂ Pn × Pn 是由
∑
i

xiyi = 0 定义的超曲面. 证明存在 Pn 上的局部自由层 E 使得

X = P(E).

(2) 对于 P2 上的局部自由层 F , 若 F 是线丛的直和, 考虑 F 的上同调, 以此证明 Ω(P2) 不是线丛的

直和.

(3) 证明 n > 1 时 (1) 中的 E 不是线丛的直和.

2. (1) 令 A = k[t]/(t2), 对任何 k-概形 Y , 求 Homk(Spec(A), Y ).

(2) 设 X = An2

中由 (xi,j) 的 (n−m+ 1)-子式生成的理想为 Im, Xm 是 X 中由 Im 定义的闭子概

形. 证明 Xm 不可约, 且 Xm+1 ⊂ Xm 是 Xm 的 singular locus.

3. 设 X = Spec k[x, y]/(xy(x+ y + 1)), f : Y → X 正规化. 考虑 f∗ : Pic(X) → Pic(Y ), 求 ker(f∗)

和 coker(f∗).

代数数论

1. 求 K = Q(
√
−14) 的类数.

2. 对数域 K, 求证存在扩张 L/K, 使得对于 OK 的理想 I, 有 IOL 是主理想.

3. 对数域 K, v 是 K 的有限位, L/K 是扩张, wi 是 L 中所有整除 v 的位. 证明

OL ⊗OK
OKv

=
∏

OLwi
.

4. h 和 h′ 是两个高度函数, 对 x ∈ Qalg:

h(x) =
1

deg(f)

log |a0(f)|+
∑
y∈C

f(y)=0

log+ |y|

 .

这里 f 是 x 的极小多项式, log+(t) = log |max{t, 1}|, a0(f) 是 f 的首项系数.

h′(x) =
1

[K : Q]

(∑
log+ |x|v

)
.

这里 K = Q(x), v 取遍 K 的全部位.

(1) 证明 h = h′.

(2) 证明 {x : deg(x) < A, h(x) < B} 对任何正数 A, B 都是有限集.

(3) 证明 h(x) = 0 当且仅当 x = 0 或 x 是单位根.

有限域
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2024 年资格考试 计算方向

1 椭圆方程

1. (本题满分 15 分) 设 u 是 Rn 上的调和函数，满足∫
Rd

|u(x)|pdx < +∞,

其中 p > 0 为常数，请证明 u ≡ 0. （请按照 p = 1, p > 1 和 0 < p < 1 分别证明）

2.（本题满分 20 分）考虑下面方程，其中 ϕ 为一个有界连续函数 ut −∆u = 0, (x, t) ∈ Rn+1
+ ,

u|t=0 = φ.

(a) 利用 Fourier 变换求解该方程，需要写出详细过程。

(b) 验证 (a) 中求得的解是上述初值问题的解。

(c) 论述上述初值问题的解的唯一性。

3. (本题满分 15 分) 设 Ω ⊂ R3 是有界光滑的区域，f ∈ Cα(Ω̄), φ ∈ C2,α(Ω̄), u ∈ H1(Ω)

是下述方程的弱解 −∆u+ u3 + u = f, x ∈ Ω,

u = φ, x ∈ ∂Ω.

(a) 叙述弱解的定义

(b) 证明 u ∈ C2,α(Ω̄)

(c) 证明

max
Ω̄

|u| ≤ max{sup
∂Ω

|φ|, sup
Ω

|f |, sup
Ω

|f | 13 }.

整理人：李晨毅
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2024 年资格考试 计算方向

2 泛函分析 II

1. (本题满分 10 分) H1,H2 是数域为 R 上的希尔伯特空间. A : H1 7→ H2 是一个映射, 满
足 A(0) = 0, ‖Ax−Ay‖ = ‖x− y‖ (‖ · ‖ 分别表示 H1 和 H2 是 R 上的范数).

(a) 证明 A 是连续线性映射.

(b) 设 X,Y 是数域为 C 上的希尔伯特空间, 结论还对吗?

2. (本题满分 10 分) H 是复数域上的希尔伯特空间, A ∈ L(H) 是对称算子, 证明以下四条
等价:

(a) ‖A‖ ≤ 1 且 (Ax, x) ≥ 0;

(b) 0 ≤ (Ax, x) ≤ ‖x‖2;

(c) σ(A) ⊂ [0, 1];

(d) (Ax, x) ≥ ‖Ax‖2.

3. (本题满分 15 分) H = L2[0, 1], 考虑 H 上的算子 K:

(Kf)(t) :=

∫ 1

0

k(s, t)f(s)ds , k(s, t) = min{s, t} .

证明 K 是 H 上的紧算子, 求 ‖K‖, 分析 K 的谱 σr(K), σc(K), σp(K), 并求出 K 的所
有特征值.

4. (本题满分 15 分) H = L2(R3), V (x) = 1
sinh2 |x| −

1
|x|2 , 其中 sinh r = er−e−r

2
. 考虑 H 上的

算子 −∆, 其中
D(−∆) = H2(R3) .

(a) 证明 −∆+ V 自伴.

(b) 证明 σess(−∆+ V ) = [0,+∞).

整理人：周书涵
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2024 年资格考试 计算方向

3 常微分方程定性理论

1. (本题满分 10 分) 考虑常微分方程

ẋ =
t2 − 1

t2 + 1
x− cosx2

(a) 证明若存在 t0 > 0, 使得 |x(t0)| > 100，则 limt→+∞ |x(t)| = +∞.

(b) 对任意的 t0 > 0, 证明存在 [t0,+∞) 上有界的解.

2. (本题满分 10 分) 设 f : R2 → R2 为平面上 C1 的向量场, 生成流 ϕt : R2 → R2, 证明：若
p ∈ ω(p)，则 p 为奇点或周期点.

3. (本题满分 15 分) 考虑平面系统 ẋ = y

ẏ = sy − sin(x)

(a) 当 s < 0 时, 证明原点是 Lyapunov 稳定的.

(b) 当 s = 0 时, 画出相图.

(c) 当 s = −1 时, 证明原点是 Lyapunov 渐近稳定的.

4. (本题满分 15 分) 考虑平面线性系统 Ẋ = (A+ F (t))X，其中

A =

(
0 1

8

− 1
8

0

)
, F (t) = ϵ

(
cos(

√
2t) sin(

√
2t)− cos t

sin(
√
2t) + cos t − cos(

√
2t)

)

(a) 证明存在 θ0 ∈ [0, 2π), 使得 F (t+ 2π) = Q(θ0)
−1F (t)Q(θ0), 其中

Q(θ0) =

(
cos θ0 − sin θ0

sin θ0 cos θ0

)

(b) 设 Φ(t) 是原方程的基本解矩阵, 满足 Φ(0) = I, 证明存在 P (t) 和为实数常值矩阵
D, 使得

Φ(t) = P (t)etD

其中 P (t) 满足 P (t+ 4π) = Q(−2θ0)P (t).

(c) 证明存在 ϵ0 > 0, 使得对任意 ϵ < |ϵ0|, 方程的所有解都有界.

整理人：王梓麟
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2024 年资格考试 计算方向

4 最优化方法

1. (本题满分 15 分) 给定矩阵 A ∈ Rm×n, 向量 b ∈ Rm. 证明下面两点不可能同时发生:

(a) 存在 x ≥ 0 满足 Ax = b.

(b) 存在某一个 p 使得 ATp ≥ 0 和 pT b < 0.

2. (本题满分 35 分) 设 f(x) 是适当且闭的强凸函数，其强凸参数为正常数 µ > 0，h(x) 是
一个适当且闭的凸函数，给定矩阵 A ∈ Rn×n。考虑如下的优化问题

min
x∈Rn

f(x) + h(Ax). (1)

(a) (10 分) f∗(y) 是 f(x) 的共轭函数，证明 f∗(y) 在全空间上存在，且 f∗(y) 是梯度 1
µ

利普希兹的可微函数.

(b) (5 分) 请给出(1)的对偶问题，请使用 f∗ 和 h∗ 表示，且只包含一个对偶变量。

(c) (10 分) 给出对偶问题的近似点梯度法，给出步长 t 的选取方法并简要讨论其收敛性
（收敛阶）.

(d) (10 分) 对原问题可以引入一个辅助变量 y = Ax, 原问题可以转化为

min
x,y∈Rn

f(x) + h(y),

s.t. Ax = y.
(2)

可以对原问题(1)写出拉格朗日函数和增广拉格函数如下

L(x, y, λ) = f(x) + h(y) + λT (Ax− y),

Lt(x, y, λ) = f(x) + h(y) + λT (Ax− y) +
t

2
‖Ax− y‖2.

给出如下的更新算法

xk+1 = arg min
x

L(x, yk, λk),

yk+1 = arg min
y

Lt(x
k+1, y, λk),

λk+1 = λk + t(Axk+1 − yk+1).

证明这个算法和你在 (c) 问中给出的算法是等价的。

整理人：李晨毅
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2024 年资格考试 计算方向

5 随机模拟方法

1. (本题满分 10 分) 考虑有限状态、连续时间的不可约马氏链 {Xt}t≥0, Q-矩阵为 (qij)，有
不变分布 µ, 约定 Xt 右连续. 令

T0 = 0, Tn = inf{t > Tn−1|Xt 6= XTn−1
}, n ≥ 1

定义马氏链 {Yn}n≥0 为 Yn := XTn
. 证明 Yn 同样不可约, 并求出 Yn 的概率转移矩阵

P = (pij) 和不变分布 π.

2. (本题满分 20 分) b : R× R+ → R 是一个连续函数，随机过程 Et 满足

Et = exp
{∫ t

0

b(Ws, s)dWs −
1

2

∫ t

0

b2(Ws, s)ds
}

其中 Wt 是标准布朗运动, 0 ≤ t ≤ 1.

(a) 求 EEt.

(b) b(x, t) = x+ 1，求 E(WtE1).

3. (本题满分 20 分) Xt = (Xt, Yt) 是二维随机过程, 函数 V (x) = U(|x|), |x| 为 x 的模长,
U(r) 光滑且关于 r 单调, 对应的 Gibbs 分布存在, Xt 满足随机微分方程

dXt = −∇V (Xt)dt+
√
2dWt, X0 = (1, 0)

其中 Wt 是二维标准布朗运动.

(a) 设 Xt = (Rt cosΘt, Rt sinΘt)，求 (Rt,Θt) 满足的随机微分方程，并给出其概率密
度函数满足的 Fokker-Planck 方程和初边值条件.

(b) 求出 Θt 的分布 p(θ, t), 求 (Rt,Θt) 在 t → ∞ 时不变测度, 并计算 EU ′(R∞) 和
E sin2 Θ∞.

整理人：王梓麟
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6 数值代数

1. (20)

(a) A =


1 3 1 1

2 0 0 0

1 0 0 0

, b =


1

−2

1

. 求最小二乘问题 min ‖Ax− b‖2 的所有解.

(b) 计算 c, s, 使得
(
c −s

s c

)(
5

12

)
= α

(
1

1

)
.

2. (10) 给定矩阵 A 的三角分解, B 是秩一矩阵, 设计求解问题 (A+B)x = b 的算法. (A 应
该是非奇异的...)

3. (10) A 是对称矩阵, 证明

Di = {z ∈ R : |z − aii| ≤
√∑

i ̸=i

|a|2ij)}

中至少含有 A 的一个特征值.

4. (10) A =


A11 A12 0

AT
12 A22 A23

0 AT
23 0

. A11 正定, A22 负定, A23 列满秩. Ã12 =
(
A12 0

)
,

Ã22 =

(
A22 A23

AT
23 0

)
. Ã = A11 − Ã12Ã

−1
22 Ã

T
12. 证明 Ãx̃ = b̃ 的 G-S 迭代收敛.

整理人：null
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7 偏微分方程数值解

1. (10) 给出对流扩散方程中心差商格式的误差估计、L∞ 和 L2 稳定性条件.

2. (10) 2021 年第四题

3. (10) 2021 年第五题

4. (20) 2020 年第三题

整理人：null
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8 高等概率论

1. (20) 回答下列问题. 前三小问直接写出答案, 后两题简述理由.

(a) (4) X1, X2, · · · , Xn, · · · 是 [0,1]上的的独立同分布的随机变量, 并且有概率密度函数
f(x) = 1+ cos(2πx). 记 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn(mod1), 求 Sn 的概率密度函数以
及 limn→∞ Sn 的分布.

(b) (4) X1 和 X2 是独立的标准正态分布, 求 E
[
X1

∣∣X1 −X2

]
和 E

[
X1

∣∣X1 − 2X2

]
.

(c) (4) X1 和 X2 是独立的参数为 1 的指数分布, 求 X1

X1+X2
的分布和 E

[
X1

∣∣ X1

X1+X2

]
.

(d) (4) 论述一列随机变量 Lp 有界和一致可积的定义并证明 Lp 有界可以推出一致可积.

(e) (4) Xn 是在 Fn 上适应的一列随机变量, 并且 X0 = x0. 如果 α 和 β 是两个正实数
满足 α+ β = 1，并且

P
(
Xn+1 = α+ βXn

∣∣Fn

)
= Xn , P

(
Xn+1 = βXn

∣∣Fn

)
= 1−Xn .

求 limn→∞ Xn 以何种意义收敛，并求其极限分布.

2. (10) X1, X2, · · · , Xn, · · · 是独立的标准正态分布.

(a) (5) 求 lim supn→∞
|Xn|√
log(n)

.

(b) (5) 求证对任意的正整数 n, 都有

E( max
1≤k≤n

|Xk|) ≤ 1010(1 +
√

log(n)) .

3. (10) X1, X2, · · · , Xn, · · · 是独立同分布的随机变量，并且有概率密度函数

f(x) =
c

(1 + x2)(ln(1 + x2))α
.

记 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn. α > 1
2
时, 密度函数

在 x = 0 处不可积,
可以按照
(1 + ln(1 + x2))α

理解.

(a) (3) 如果 α = 0, 则 X1 满足 Cauchy 分布，其特征函数是 e−|t|. 证明 Sn

n
不依概率收

敛到 0.

(b) (2) 如果 α > 1, 证明 Sn

n
依概率收敛到 0.

(c) (5) 如果 α = 1, 问 Sn

n
是否依概率收敛到 0?

4. (10)设 ξ 是一个不恒为常数的随机变量且满足 P(|ξ| ≤ 210) = 1. 对于 λ > 0定义 φ(λ) =

Eeλξ. 令 ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · 是独立且与 ξ 同分布的随机变量,记 Sn = X1+X2+ · · ·+Xn.
定义 Z

(λ)
n = eλSn

(φ(λ))n
.

9
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(a) (4) 问 Z
(λ)
n 以何种意义收敛，并求极限分布.

(b) (6) 设 a < φ′(λ)
φ(λ)

, b > 0, 令

τ = inf{n ≥ 1 : Sn > an+ b} ,

求证: EZ(λ)
τ 1{τ<+∞} = 1.

整理人：黄凤麟
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9 随机过程论

1. (20) 回答下列问题. 前三小问直接写出答案, 后两题简述理由.

(a) (3) 叙述有限状态马氏链的强马氏性的定义.

(b) (3) 设 Bt 是标准布朗运动, 求 E[B1B
2
3B4].

(c) (4) 设 Bt 是标准布朗运动, pt(x) 是其转移概率密度. 令 Dt = Bt − tB1 是布朗桥,
对 0 < t1 < t2 < 1, 求 Dt 的联合转移概率密度.

(d) (5)有一枚正四面体骰子, 四面分别写着 “阿”, “里”, “巴”, “巴”, 求连续四次掷出 “阿
巴巴巴” 的次数的期望.

(e) (5) Xn 是一列独立同分布的非负整数值随机变量, Sn = X1+· · ·+Xn. 令 G = {Sj <

j , ∀1 ≤ j ≤ n}, 求 P
(
G
∣∣Sn

)
. 提示：考虑 M−j =

Sj

j
, T = inf{k ≥ −n : Mk ≥ 1}.

2. (8) (Ω,F ,P) 是一个概率空间, τ 是保测变换. X0 ∈ L2(P), 定义 Xn = X0 ◦ τn, 求
n∑

k=1

Xk

n

在 L2(P) 中的极限.

3. (10) Bt 是一维标准布朗运动, 对 x ∈ R, 定义 τx = inf{t ≥ 0 : Bt = x}. 证明:

lim
y→x

τy = τx , a.s.

4. (12) Wt 是二维标准布朗运动, W [a, b] 表示 (Wt)a≤t≤b 的轨迹, L 表示 R2 上的 Lebesgue
测度. 卷子上写的就是

4 + 4 + 3.

(a) (4) 求证 L(W [0, 1]) 几乎必然有限. 提示: 考虑逃逸概率.

(b) (4) 求证 L(W [0, 1] ∩W [2, 3]) 几乎必然为 0. 提示: 考虑布朗运动的尺度变换.

(c) (3) 求证 L(W [0, 1]) 几乎必然为 0.

整理人：周书涵

11


	2021计算考题
	2022计算考题
	2023考题
	2023计算考题
	2024考题
	2024计算考题

