
偏微分方程 习题解答

原生生物

* 对应教材周蜀林《偏微分方程》。
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1 第一次作业

1. 1.4

(1) 在 Guass-Green 公式中取 F⃗ 其余分量为 0，第 i 个分量为 uv 可得∫
Ω

(uv)xi
dx =

∫
∂Ω

uvnidS(x)

将左侧求导写为 uxi
v + uvxi

并移项即得结论。

(2) 在 Guass-Green 公式中取 F⃗ = Du，得到∫
Ω

div(Du)dx =

∫
∂Ω

n⃗ · (Du)dS(x)

由 △ = divD 与 ∂
∂n⃗ = n⃗ ·D 可知结论成立。

(3) 由于 uxivxi + uvxixi = (uvxi)xi，可知 div(uDv) = Du ·Dv + u△v，而

n⃗ · (uDv) = un⃗ · (Dv) = u
∂v

∂n⃗

从而 ∫
Ω

(Du ·Dv + u△v)dx =

∫
Ω

div(uDv)dx =

∫
∂Ω

n⃗ · (uDv)dx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂n⃗
dx

移项得到结论。

(4) 利用 (3)，代入 u, v 与 v, u 后两式相减移项得到结论。

2. 1.6

(1) 由于其为 (Dx+Dy)
2u+D2

yu = 0，为椭圆型方程，由 Dv = Dx+Dy 与 Dw = Dy 可知 x = v, y = v+w，

于是 v = x,w = y − x，即有 Dv,wu = 0。

(2) 由于其为 (Dx +Dy)
2u+D2

yu = 0，可与 (1) 完全相同换元，得到 uvv = 0。

(3) 由于其为 (Dx +2Dy)
2u− 3D2

yu，为双曲型方程，由 Dv = Dx +2Dy 与 Dw =
√
3Dy 可知 x = v, y =

2v +
√
3w，于是 v = x,w =

√
3
3 (y − 2x)，即有 uvv − uww = 0。

3. 1.7

(1) 由于其系数矩阵 A 对角线为 1，其余为 1
2，记 N 为所有元素为 1 的矩阵，有 A = 1

2 (N + I)，由于 N

的特征值利用特征方程可计算得为 n− 1 重 0 与一重 n，可知 A 特征值全部大于 0，因此为椭圆型方
程，标准型即 △u = 0。

(2) 由于其系数矩阵 A 对角线为 0，其余为 1
2，同上有 A = 1

2 (N − I)，可知 A 特征值除了一个 n−1
2 外全

部小于 0，因此为双曲型方程，标准型即 uvv −
∑n−1

i=1 uwiwi = 0。

4. 4.5 利用偏导可交换可得
E⃗tt = (c curlB)t = c curlBt = −c2 curl curl E⃗

由此只需证明 curl curl E⃗ = −△E⃗，这里对向量作用表示对各分量作用，而直接对比分量计算可知

curl curl F⃗ = D div F⃗ −△F⃗

又由 div E⃗ = 0 得结论，对 B⃗ 同理。
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2 第二次作业

1. 2.1

考虑

J(v) =

∫∫
Ω

√
1 + (Dv)2dxdy

记 f(ε) = J(u+ εφ)，若 u 为最优点，求导可得

f ′(0) =
d
dε

∣∣∣∣
ε=0

∫∫
Ω

√
1 + (D(u+ εφ))2dxdy

由有界区域与光滑性交换求导、积分，进一步计算可得右侧为∫∫
Ω

Du ·Dφ√
1 + (Du)2

dxdy

由其为 0，利用 Green 公式得到
div Du√

1 + (Du)2
= 0

这即为区域内部极小曲面所满足的方程。

2. 2.2

设其为 Q(x) = 1
2x

TAx + dTx + c，则有 △Q(x) = trA，于是线性空间即对应 trA = 0 的 (A, d, c)，又由

A 对称可知维数为 1
2n(n+ 3)。

3. 2.4

记右侧替换 g(x) = u(x)、f(x) = −△u(x) 后为 ϕ(r)。设 v(x) = |x|2−n − r2−n，计算可发现 x ̸= 0 时

Dv =
(2− n)

|x|n
x, △v = 0

且 v 在 |x| = r 时为 0，从而任取 ε < r，利用习题 1.4(4) 有

−
∫
B(0,r)−B(0,ε)

v△udx =

∫
∂B(0,r)

(Dv · n⃗)udS(x)−
∫
∂B(0,ε)

(Dv · n⃗)udS(x)−
∫
∂B(0,ε)

(Du · n⃗)vdS(x)

而 B(0, r) 的边界上 n⃗ = x
r，|x| = r，记后两项之和为 F (ε)，可得

(2− n)

rn−1

∫
∂B(0,r)

u(x)dS(x)− F (ε)

而第一项乘常数 1
n(n−2)α(n) 即为

− 1

nα(n)rn−1

∫
∂B(0,r)

u(x)dS(x)

也即我们证明了

ϕ(r) = − 1

n(n− 2)α(n)
F (ε)

这与 r 无关，由此 ϕ′(r) = 0，只需计算 limr→0 ϕ(r)，这时第一项由 u 在 0 处连续性成为 u(0)，第二项作

换元 x = rz 可发现其为
1

n(n− 2)α(n)

∫
B(0,1)

r2
(

1

|z|n−2
− 1

)
f(rz)dz

利用球坐标换元可知右侧积分收敛，故利用控制收敛定理可知 r → 0 时其收敛到 0，与第一项极限相加可
知 ϕ(r) = u(0)，得证。

4. 2.6
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(1) 仿照平均值公式的证明记
ϕ(r) =

1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

v(y)dS(y)

则相同计算得

ϕ′(r) =
1

n2α(n)rn−2

∫
B(x,r)

△v(y)dy ≥ 0

再由 limr→0+ ϕ(r) = v(x) 可知 ϕ(r) ≥ v(x)，从而∫
B(x,r)

v(y)dy =

∫ r

0

nα(n)tn−1ϕ(t)dt ≥
∫ r

0

nα(n)tn−1v(x)dt = α(n)rnv(x)

即得证。

(2) 与强极值原理 (1) 的证明完全相同，只需说明应用下调和函数的平均值公式能从 v(xl) = M 得到

B(xl, rl) 中对任何 x 有 v(x) =M 即可。

若结论不成立，利用 v 连续性，存在 x 邻域 U 使得 U 上 v(y) ≤M0 < M。于是 B(xl, rl) 中积分平

均值不超过 M − (M −M0)δ，δ 为 U 与 B(xl, rl) 体积之比，与其大于 M = v(xl) 矛盾。

(3) 直接计算可知

∆v = divDϕ(u) = divϕ′(u)Du = ϕ′′(u)|Du|2 + ϕ′(u)△u = ϕ′′(u)|Du|2

由光滑凸函数可知 ϕ′′ ≥ 0，从而得证。

(4) 直接计算可知 (下标表示求导)

∆v =
∑
i

D2
i |Du|2 =

∑
i

D2
i

∑
j

u2j =
∑
i

Di

∑
j

2ujuij = 2
∑
i,j

(u2ij + ujuiij)

由于
∑

i ujuiij = uj(△u)j = 0，可知 ∆v = 2
∑

i,j u
2
ij，得证。

3 第三次作业

1. 2.7

由条件可知

∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, ∀m,n > N, ∀x ∈ ∂Ω, |um(x)− un(x)| < ε

而由于 um − un 调和，由极值原理可知

∀x ∈ Ω̄, −ε ≤ um(x)− un(x) ≤ ε

这即是一致收敛的柯西列版本。

另一方面，对任意 B(r, x) ⊂ Ω，有

un(x) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

un(y)dS(y)

两边令 n→ ∞，利用收敛的一致性，右侧为有界区域，积分必然收敛，从而即有

u(x) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

u(y)dS(y)

于是利用定理 2.3 得成立。

2. 2.11

由定理 2.7，对任何 x，取 r = 1− |x| 有

|Du(x)| ≤
√
nmax

|α|=1
|Dαu(x)| ≤

√
n(n+ 1)

α(n)

1

rn+1

∫
B(x,r)

|u(y)|dy
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将右侧乘积第一项记为 C ′
n，并设 |u| 上界为 M，由此可知

r|Du(x)| ≤ C ′
n

1

rn
(α(n)rnM) = C ′

nα(n)M

从而有界。

3. 2.12

(1) 由于加减常数仍调和，且不影响结果，可不妨设 infB(0,R) u = 0，由此其成为非负调和函数，取 r = R/2，

对 B(0, r) 利用 Harnack 不等式得
sup
Br

u ≤ 3n inf
Br

u

而 supBR
u ≥ supBr

u，于是可知

ω(R/2) ≤ sup
Br

u− 1

3n
sup
Br

u ≤ (1− 3−n) supBRu = (1− 3−n)ω(R)

从而得证。

(2) 由 (1) 可知
ω(R0/2

k) ≤ ηkω(R0) ≤ 2ηkM0

设 R ∈ R0(2
−k, 2−(k+1)) 则

ω(R) ≤ 2ηkM0

由 η > 1/2，可取 α 使得 2−α = η，则 α ∈ (0, 1)，于是

ω(R) ≤ 2−αk+1M0

再记 C = 2α+1，即有

ω(R) ≤ C2−(k+1)αM0 ≤ C(R/R0)
αM0

于是得证。

4. 2.13

利用定理 2.7 可知任取 B(x, r)，利用 B(x, r) 中模长最大为 |x|+ r 有

|Dαu(x)| ≤ Ck

rn+k

∫
B(x,r)

|u(y)|dy ≤ Ck

rn+k
α(n)rn(C0(|x|+ r)m + C1)

当 |α| > m 时，分母为 r 的 n + k 次多项式，分子为 n + m 次，令 r → ∞ 可知右端积分为 0，从而
|Dαu(x)| = 0，由此即得证。

5. 2.14

换元可知

ur(x) =
1

Nωnrn−1

∫
∂Br(0)

u(y + x)dS(y)

于是利用有界区域积分求导可交换与链式法则 Dα
x (u(y + x)) = (Dαu)(y + x) 可得

△ur(x) =
1

Nωnrn−1

∫
∂Br(0)

△u(y + x)dS(y) = 1

Nωnrn−1

∫
∂Br(x)

△u(y)dS(y) = (△u)r(x)

从而得证。
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4 第四次作业

1. 2.9

注意到

K[K[u]](x) = |x|2−n|x∗|2−nu(x∗∗)

而计算可发现 x∗∗ = x，且 |x∗| = |x|−1，于是 K[K[u]](x) = u(x)。

只需证明 u 为调和函数时 K[u] 为调和函数，即可知 K[u] 为调和函数时 u 为调和函数。记 |x| = r，可发

现 Dix = ei、Dir = xi/r，这里 ei 为单位向量，xi 为 x 的分量。由此

∑
i

DiiK[u](x) =
∑
i

(Diir
2−n)u(x∗) + 2

∑
i

(Dir
2−n)Di(u(x

∗)) +
∑
i

r2−nDii(u(x
∗))

直接计算可发现

Dir
2−n = (2− n)xir

−n

Diir
2−n = (2− n)r−n − n(2− n)x2i r

−n−2

于是 ∑
i

(Diir
2−n) = 0

第一项为 0。

计算可知

Dix
∗ = Di(x/r

2) =
1

r2
ei − 2

xi
r4
x

从而整理得第二项的求和为 (考察每个 Dju 前的系数)

2
∑
i

(2− n)xir
−n

∑
j

(Dju)(x
∗)

(
1

r2
δij −

2xixj
r4

)
= 2(n− 2)r−n−2

∑
j

(Dju)(x
∗)xj

进一步计算

Di

(
1

r2
δij −

2xixj
r4

)
= −2xi

r4
δij −

2xj
r4

− 2xi
r4
δij +

8x2ixj
r6

= −4xi
r4
δij −

2xj
r4

+
8x2ixj
r6

于是最后一项为 ∑
i

r2−nDi

(∑
j

(Dju)(x
∗)

(
1

r2
δij −

2xixj
r4

))
展开得 (省略 u 相关的自变量 x∗)∑

i

r2−n
∑
j

(∑
k

(Dkju)

(
1

r2
δij −

2xixj
r4

)(
1

r2
δik − 2xixk

r4

)
+ (Dju)

(
− 4xi

r4
δij −

2xj
r4

+
8x2ixj
r6

))
Dkju 前的系数为

r2−n
∑
i

(
δijδik
r4

− 2xi(xjδik + xkδij)

r6
+

4x2ixjxk
r8

)
= r−n−2δjk − r−n−44xjxk + r−n−44xjxk = r−n−2δjk

而 Dju 前的系数为

r2−n
∑
i

(
− 4xi

r4
δij −

2xj
r4

+
8x2ixj
r6

)
= r2−n

(
− 4xj

r4
− 2nxj

r4
+

8xj
r4

)
= (4− 2n)r−n−2xj

与第二项的求和对比，可发现所有 Dju 被消去，而所有 Dkju 当且仅当 k = j 时非零，且其前系数同为

r−n−2，由此即计算得到

△K[u](x) = r−n−2△u(x∗)

u 调和时右端为 0，即有左端为 0，K[u] 调和。
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2. 2.17

作换元 z = (y1 − x1, y2 − x2, . . . , yn−1 − xn−1, 0) 可发现∫
Rn−1

K(x, y)dy =
2

nα(n)

∫
Rn−1

xn
|y − x|n

dy =
2

nα(n)

∫
Rn−1

xn
|z − xnen|n

dz

对 z 进行极坐标换元，设 dz = rn−2drdΩ，可发现 |z − xnen| =
√
r2 + x2n，于是化为

2

nα(n)

∫ ∞

0

rn−2xn
(r2 + x2n)

n/2
dr

∫
D

dΩ

这里 D 为 Rn−1 中单位球面，由此其积分结果为表面积 (n− 1)α(n− 1)，整理可知原积分前的系数为

2(n− 1)α(n− 1)

nα(n)
= π−1/2Γ(n/2)Γ((n− 1)/2)−1 =

Γ(n/2)

Γ(1/2)Γ((n− 1)/2)
=

1

B(1/2, (n− 1)/2)

由于 xn > 0，换元 s = r/xn 可发现∫ ∞

0

rn−2xn
(r2 + x2n)

n/2
dr =

∫ ∞

0

sn−2

(s2 + 1)n/2
ds

再令 s = tan t 可得积分化为∫ π/2

0

(tan t)n−2

(cos t)−n

1

cos2 t dt =
∫ π/2

0

(sin t)n−2dt = B(1/2, (n− 1)/2)

从而得证。

5 第五次作业

1. 2.8

根据 v 的定义，可发现在 xn > 0 与 xn < 0 上均有 △v = 0，且 v 连续。将 xn < 0 的单位球部分记作

B−。

记

ϕ(r) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

v(y)dS(y)

则根据测度为 0 的集合不影响积分可知

ϕ(r) =
1

nα(n)rn−1

(∫
∂B(x,r)∩B+

v(y)dS(y) +
∫
∂B(x,r)∩B−

v(y)dS(y)
)

与定理 2.2 完全相同过程可推知 (这里的积分将 xn = 0 对应的零测集忽略)

ϕ′(r) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

∂v(y)

∂n⃗
dS(y)

在边界 xn = 0 附近，B+、B− 的外法向量方向相反，而利用奇函数导数为偶函数可知 v 对 xn 的偏导相

同，由此两者可互相抵消，从而可得

ϕ′(r) =
1

nα(n)rn−1

(∫
∂B(x,r)∩B+

∂v(y)

∂n⃗
dS(y) +

∫
∂B(x,r)∩B−

∂v(y)

∂n⃗
dS(y)

)

对上式运用 Gauss 公式即得到

ϕ′(r) =
1

nα(n)rn−1

(∫
B(x,r)∩B+

△vdS(y) +
∫
B(x,r)∩B−

△vdS(y)
)

而由于 B+ 与 B− 上 △v 恒为 0，即可知 ϕ′(r) 为常数，再由 v 连续即得 v(x) 满足平均值公式，利用定

理 2.3′ 可知其为调和函数。
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2. 2.15

(1) 利用 Poisson 公式有

u(x) =
R2 − |x|2

nα(n)R

∫
∂B(0,R)

u(y)

|x− y|n
dS(y)

根据定义可知 R− |x| ≤ |x− y| ≤ R+ |x|，由于 u 非负，即得

u(x) ≥ R2 − |x|2

nα(n)R

∫
∂B(0,R)

u(y)

(R+ |x|)n
dS(y)

再利用平均值公式可知

u(x) ≥ R2 − |x|2

nα(n)R

nα(n)Rn−1

(R+ |x|)n
u(0) = Rn−2 R− |x|

(R+ |x|)n−1
u(0)

同理

u(x) ≤ R2 − |x|2

nα(n)R

nα(n)Rn−1

(R− |x|)n
u(0) = Rn−2 R+ |x|

(R− |x|)n−1
u(0)

(2) 利用强极值原理，supBr
u 与 infBr

u 均在 ∂Br 达到，分别记为 M 与 m，而根据 (1) 有

Rn−2 R− r

(R+ r)n−1
u(0) ≤ m ≤M ≤ Rn−2 R+ r

(R− r)n−1
u(0)

若 u(0) > 0，这已经说明了
M

m
≤

(
R+ r

R− r

)n

从而得证。若 u(0) = 0，由其非负可知 u(0) 取到了最小值，从而 u 恒为 0，Harnack 不等式仍然成立。

3. 2.18(2)

对 x = (a, b)，考虑对 x 轴、y 轴两次反射，可记

G(x, y) = Γ(y − (a, b))− Γ(y − (a,−b))− Γ(y − (−a, b)) + Γ(y + (a, b))

此时对应的 ϕx(y) = Γ(y − (a,−b)) + Γ(y − (−a, b))− Γ(y + (a, b))。

由于其为若干基本解叠加，且第一象限中 (a, b) ̸= (0, 0)，可知 △ϕx(y) = 0，而边界上分 a = 0 或 b = 0 讨

论可发现其等于 Γ(y − (a, b))，从而得证。

4. 2.19

由书上已证，记 x∗ = x/|x|2，则单位球上的 Green 函数为

G(x, y) = Γ(y − x)− Γ(|x|(y − x∗))

对一般的球，记 x∗ = R2x
|x|2，考虑类似上方的反射 x̃ = (x1, . . . , xn−1,−xn)，我们下面证明 (注意到 xn 添

加负号不改变 |x|，x 的反射的对偶点即为 x 的对偶点的反射)

G(x, y) = Γ(y − x)− Γ(|x/R|(y − x∗))− Γ(y − x̃) + Γ(|x/R|(y − x̃∗))

此时对应的 ϕx(y) = Γ(|x/R|(y − x∗)) + Γ(y − x̃) − Γ(|x/R|(y − x̃∗))。与球上/半空间上完全同理可知
△ϕx(y) = 0。对于边界，若其为 |x| = R 的边界，此时 x̃∗ = x̃、x∗ = x，因此后两项抵消，第一项成为

Γ(y − x)；若其为 xn = 0 的边界，此时 x̃ = x，一三两项抵消，第二项成为 Γ(y − x)，从而得证。

5. 2.21

(1) 若 u 的最大/最小值在边界达到，则满足要求。
否则，若 u在 x0 达到最大值，有 −△u(x0)+c(x0)u(x0) = f(x0)，而根据 Hessian阵半负定性，其迹非
正，从而 c(x0)u(x0) ≤ f(x0)，即有 u(x0) ≤ 1

c0
f(x0) ≤ 1

c0
supΩ |f |，同理最小值处 u(x0) ≥ 1

c0
f(x0) ≥

− 1
c0

supΩ |f |。

综合上述两种情况可得无论在边界还是内部，均有最大/小值处的 |u(x0)| ≤ 1
c0

supΩ |f |，由此即得证。
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(2) 不妨设 0 ∈ Ω，记 w(x) = d2 − |x|2 + 1，并由其在区域内恒正可设 u(x) = v(x)w(x)，计算得到

△u = w△v + v△w + 2Dv ·Dw = w△v − 4x ·Dv − 2nv

从而

−w△v + 4x ·Dv + (2n+ cw)v = f

且 ∂Ω 上 v = 0。

由于内部最大/最小值点处 Dv = 0，而 w 恒正，完全类似之前可证明最大值处

v(x0) ≤
1

2n+ c(x0)w(x0)
f(x0) ≤

1

2n
sup
Ω

|f |

最小值处

v(x0) ≥
1

2n+ c(x0)w(x0)
f(x0) ≥ − 1

2n
sup
Ω

|f |

从而

max
Ω̄

|v| ≤ 1

2n
sup
Ω

|f |

而

max
Ω̄

|u| ≤ max
Ω̄

|v|max
Ω̄

|w| ≤ d2 + 1

2n
sup
Ω

|f |

(3) 考虑单位圆上，f(x) = 0，u(x) = 1− |x|2，则 c(x) = − 2n
1−|x|2 恒负且可使方程满足，但 u 并非恒 0。

6. 2.24

与定理 2.23 的证明完全类似，由于 w(x0) = 0 已经满足，只需验证 Lw ≤ 0 与 ∂w
∂ν

∣∣
x=x0

< 0 即可。

对于前者，直接计算可知 △w = (4a2|x|2 − 2na)e−a|x|2，于是利用 R ≥ |x| 可知

Lw = −(4a2|x|2 − 2na− c(x))e−a|x|2 + c(x)e−aR2

≤ −(4a2|x|2 − 2na− 2c(x))e−a|x|2

由于 c(x) 有上界，|x| > R
2，利用二次函数知识可知一定存在 A 使得 a > A 时 Lw ≤ 0 恒成立。

对于后者，与证明过程类似只需验证
∂w

∂n⃗

∣∣∣∣
x=x0

< 0

即可，而球壳上 n⃗ 即为 r 方向的向量，由此直接计算可知球壳上有

∂w

∂n⃗

∣∣∣∣
x=x0

= −2aRe−aR2

< 0

从而得证。

7. 2.27

若 u 的最大/最小值在边界达到，则满足要求。

否则，若 u 在 x0 达到最大值，根据 Hessian 阵半负定性，其迹非正，从而 △u(x0) ≤ 0，而 △u(x0) =

u(x0)|u(x0)| − f(x0)，于是可知 u(x0)|u(x0)| ≤ f(x0)，分正负讨论可知

u(x0) ≤ |f(x0)|1/2 ≤ sup
Ω

|f |1/2

同理，最小值处有

u(x0) ≥ −|f(x0)|1/2 ≥ − sup
Ω

|f |1/2

综合上述两种情况可得无论在边界还是内部，均有最大/小值处的

|u(x0)| ≤ max
(
max
∂Ω

|g|, sup
Ω

|f |1/2
)

由此即得证。
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8. 2.30

不妨设 0 ∈ Ω，且要求 ε > 0。

直接计算可知 (e1 指单位向量)
△w = △u− εM2eMx1

Dw = Du− εMeMx1e1

于是

−△w + A ·Dw = εM2eMx1 − εMeMx1A · e1 + f(x)

由于 M ≥ supΩ |A|+ 1，可知 M ≥ supΩA · e1 + 1，再利用 f(x) ≥ 0 可知

−△w + A ·Dw ≥ εMeMx1

进一步通过 Ω 直径不超过 d 可知 x1 ≥ −d，于是

−△w + A ·Dw ≥ εMe−Md > 0

若 w 在内部有最小值点，则根据 Hessian 阵半正定性，其迹非负，且 Dw = 0，但这说明左侧 ≤ 0，矛盾，

于是最小值点只能在边界取到。

而边界上利用 Ω 直径不超过 d 可知 x1 ≤ d，于是

w(x) = g(x) + ε(eMd − eMx1) ≥ 0

从而可知 w(x) ≥ 0 对任何 ε 成立，令 ε→ 0+ 即得 u(x) ≥ 0。

6 第六次作业

1. 2.40

若 u1, u2 满足此方程，其差 v 在边界上为 0 且

−△v(x) + A⃗(x) ·Dv(x) + c(x)v(x) = 0

乘 v 后在区域上积分，利用 Gauss-Green 公式计算可得∫
Ω

(|Dv|2 + vA⃗ ·Dv + cv2)dx = 0

而通过柯西不等式可知 (注意由条件必然有 c > 0 恒成立) 对任何 x 有

|Dv|2 + cv2 + vA⃗ ·Dv ≥ |Dv|2 + cv2 − |v||A⃗||Dv| = c

(
v − |A⃗|

2c
|Dv|

)2

+

(
1− |A⃗|2

4c

)
|Dv|2

利用条件可知 |Dv|2 前的系数恒正，从而积分中恒大于等于 0，再从积分为 0 即可知 |Dv| = 0，因此 v 为

常数，再由边界 0 知恒 0，得证。

* 光滑性要求：上述证明在 v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) 时可成立。

2. 2.41

若 u1, u2 满足此方程，其差 v 满足

−△v(x) + c(x)v(x) = 0, x ∈ Ω

∂v

∂n⃗
= 0, x ∈ ∂Ω

且仍在 C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 中。

第一式乘 v 后在区域上积分，利用 Gauss-Green 公式计算可得∫
Ω

(|Dv|2 + cv2)dx−
∫
∂Ω

v
∂v

∂n⃗
dS(x) = 0

但由第二式可知只能 |Dv|2 + cv2 积分为 0，由 c ≥ 0 可知其处处为 0，分类讨论：
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• 若任何 x 处 c(x) = 0，只能推出 |Dv| = 0，也即 v 为常数，从而解在相差常数意义下唯一；

• 若某个 x0 处 c(x0) > 0，由连续知 v(x) = 0，但此时仍有 |Dv| = 0，于是 v 恒为 0，解唯一。

3. 3.1

(1) 利用定义可知

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iλxdx =

1√
2π

(∫ a

0

xe−iλxdx−
∫ 0

−a

xe−iλxdx
)

直接利用分部积分可知 ∫
xe−iλxdx =

i
λ
xe−iλx +

1

λ2
e−iλx + C

从而可算得结果为 √
2

π

(
a sin(aλ)

λ
+

cos(aλ)− 1

λ2

)
(3) 利用定义与 sin 为奇函数可知

f̂(λ) =
1√
2π

∫ a

−a

sin(λ0x)(cosλx− i sinλx)dx =
−i√
2π

∫ a

−a

sin(λ0x) sin(λx)dx

再由

2 sin(λ0x) sin(λx) = cos((λ− λ0)x)− cos((λ+ λ0)x)

即可算出积分为
i√
2π

(
sin((λ+ λ0)a)

λ+ λ0
− sin((λ− λ0)a)

λ− λ0

)
(5) 利用定义与其为偶函数可知

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞

0

2e−ax cos(λx) cosxdx

利用

2 cos(λx) cosx = cos((λ− 1)x) + cos((λ+ 1)x) = Re
(
ei(λ−1)x + ei(λ+1)x

)
即可得到积分为

1√
2π

Re
(

1

a− i(λ− 1)
+

1

a− i(λ+ 1)

)
=

a√
2π

(
1

a2 + (λ− 1)2
+

1

a2 + (λ+ 1)2

)

7 第七次作业

1. 3.2

(1) 利用 3.1 节例 1 与性质 3.3 即得结果为

−f̂ ′′1 (λ) =
√

2

π

(
a2(sin aλ)

λ
+

2a cos(aλ)
λ2

− 2 sin(aλ)
λ3

)
(3) 利用 Fourier 反变换的定义作变量代换可得对常数 µ 有

(f̂(λ+ iµ))∨ = eµxf(x)

也即利用 3.1 节例 1 可知结果为

f̂1(λ+ iµ) =
√

2

π

sin(a(λ+ iµ))
λ+ iµ

这里 sin z = eiz−e−iz

2i 。

* 这里严格意义上的说明需要利用复变函数的积分。
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(5) 与 (3) 完全类似可知结果为

f̂1(λ− λ0) =

√
2

π

sin(a(λ− λ0))

λ− λ0

(7) 利用 3.1 节例 3 与性质 3.6 可知 (√
2

π

1

1 + x2

)∧

= e−|λ|

再利用性质 3.5 与 a > 0 即得 (√
2

π

1

1 + x2/a2

)∧

= ae−a|λ|

最后由性质 3.1 得结果为 √
π

2

e−a|λ|

a

(9) 记 (7) 中的函数为 g(x)，由性质 3.2 可知

(g′(x))∧ = iλ
√
π

2

e−a|λ|

a

利用性质 3.1 也即 (
x

(x2 + a2)2

)∧

= −iλ
√
π

8

e−a|λ|

a

设目标函数为 f̂(λ)，则利用性质 3.3 并消去 i 有

d
dλf̂(λ) = −λ

√
π

8

e−a|λ|

a

分段，利用分部积分直接计算右侧积分可发现

f̂(λ) =

√
π

8

1 + a|λ|
a3

e−a|λ| + C

最后，当 λ = 0 时利用定义有

√
2πf̂(0) =

∫ ∞

−∞

dx
(a2 + x2)2

=

∫ ∞

−∞

dat
(a2 + a2t2)2

=
1

a3

∫ ∞

−∞

dt
(t2 + 1)2

对最右侧的积分利用有理函数拆分积分方式可算出结果为 π
2，由此即得 C = 0，最终得到

f̂(λ) =

√
π

8

1 + a|λ|
a3

e−a|λ|

2. 3.3

(1) 利用 3.1 节例 5，取 A = 1
4a2t，再利用性质 3.1 即得结果为

√
2Ae−Ax2

=
1

a
√
2t
e−x2/(4a2t)

(2) 设 (1) 的结果为 g(x)，利用性质 3.1、性质 3.4 可得结果为

ectg(x+ bt) =
1

a
√
2t
e−(x+bt)2/(4a2t)+ct

(3) 利用 3.1 节例 3 与性质 3.5，由 y > 0 可知

(e−|x|y)∧ =

√
2

π

y

λ2 + y2

再通过性质 3.6 即得

(e−|λ|y)∨ =

√
2

π

y

x2 + y2
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3. 3.4

(1) 方程两边对 x 进行 Fourier 变换得到

ût + a2λ2û+ iλbû+ cû = f̂(λ, t)

û(λ, 0) = φ̂(λ)

直接求解得到

û(λ, t) = φ̂(λ)e−(a2λ2+ibλ+c)t + e−(a2λ2+ibλ+c)t

∫ t

0

f̂(λ, s)e(a
2λ2+ibλ+c)sds

利用习题 3.3(2) 的结论可知(
e−(a2λ2+ibλ+c)t

)∨
=

1

a
√
2t
e−(x−bt)2/(4a2t)−ct

记上式右侧的函数为
√
2πK(x, t)，通过乘积 Fourier 变换为卷积可发现 (这里卷积均指对第一个分量)

u(x, t) = (φ ∗K(·, t))(x) +
∫ t

0

(f(·, s) ∗K(·, t− s))(x)ds

(2) 方程两边对 x 进行 Fourier 变换得到
ûyy − λ2û = 0

û(λ, 0) = φ̂(λ)

利用常微分方程知识可知第一个方程的解为

û(λ, y) = C1(λ)eλy + C2(λ)e−λy

为了使 Fourier 逆变换存在得到有界解，由 y > 0，可知必然能写成

û(λ, y) = C(λ)e−|λ|y

结合初值即为

û(λ, y) = φ̂(λ)e−|λ|y

由此，利用习题 3.3(3)，设
K(x, y) =

1

π

y

x2 + y2

即有

u(x, y) = (φ ∗K(·, y))(x)

4. 3.5

(1) 直接利用定义计算

(F (λ))∨ =

∫ ∞

−∞
Φ(λ) cos(aλt)eiλxdλ =

1

2

∫ ∞

−∞
Φ(λ)(eiaλt + e−iaλt)eiλxdλ

也即其为
1

2

(∫ ∞

−∞
Φ(λ)eiλ(x+at)dλ+Φ(λ)eiλ(x−at)dλ

)
=

1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at))

(2) 与 (1) 完全类似可知
(aλF (λ))∨ =

1

2i (φ(x+ at)− φ(x− at))

从而利用性质 3.1 与性质 3.3 可知

d
dx (F (λ))

∨ =
1

2a
(φ(x+ at)− φ(x− at))
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于是

(F (λ))∨ =
1

2a

∫ x+at

x−at

φ(y)dy + C

利用定义直接计算其 Fourier 变换，由于 C 不含 x，利用反变换得到的函数可以 Fourier 得到只能
C = 0，从而

(F (λ))∨ =
1

2a

∫ x+at

x−at

φ(y)dy

5. 3.6

方程两边对 x 进行 Fourier 变换得到
ûtt + λ2a2û = 0

û(λ, 0) = φ̂(λ)

ût(λ, 0) = ψ̂(λ)

利用常微分方程知识可知第一个方程的解为

û(λ, y) = C1(λ) sin(λat) + C2(λ) cos(λat)

代入初值条件得到

û(λ, t) = φ̂(λ) cos(λat) + 1

aλ
ψ̂(λ) sin(λat)

利用习题 3.5 即得
u(x, t) =

1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(y)dy

6. 3.17

设 v(x, t) = u(x, t) − g(t)，并利用 v(0, t) = 0，可在 x < 0 处定义 v(x, t) = −v(−x, t)，可验证其具有全
局可微性，且满足方程

vt − vxx = −sgn(x)g′(t)

v(x, 0) = 0

其中 t > 0, x ∈ R。

直接利用 Poisson 公式可得

v(x, t) = −
∫ t

0

dτ
∫ ∞

−∞
K(x− ξ, t− τ)sgn(ξ)g′(τ)dξ

这里

K(x, t) =
1

2
√
πt

e−x2/(4t)

也即 ∫ t

0

dτ
∫ 0

−∞
K(x− ξ, t− τ)g′(τ)dξ −

∫ t

0

dτ
∫ ∞

0

K(x− ξ, t− τ)g′(τ)dξ

对第一项利用分部积分，估算可知积分、求导可交换，从而∫ t

0

dτ
∫ 0

−∞
K(x− ξ, t− τ)g′(τ)dξ =

(
g(τ)

∫ 0

−∞
K(x− ξ, t− τ)dξ

)∣∣∣∣t
0

−
∫ t

0

g(τ)dτ
∫ 0

−∞
Kt(x− ξ, t− τ)dξ

g(t) 与 K(x, t) 在 t = 0 时均为 0，从而得到∫ t

0

dτ
∫ 0

−∞
K(x− ξ, t− τ)g′(τ)dξ = −

∫ t

0

g(τ)dτ
∫ 0

−∞
Kt(x− ξ, t− τ)dξ

同理即得

v(x, t) =

∫ t

0

g(τ)dτ
(∫ ∞

0

Kt(x− ξ, t− τ)dξ −
∫ 0

−∞
Kt(x− ξ, t− τ)dξ

)
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利用分部积分可知 ∫
Kt(x, t)dx = − 1

4
√
π
t−3/2xe−x2/(4t) + C

其在 x 趋于 ±∞ 时均为 0，从而即有

v(x, t) =

∫ t

0

1√
4π

(t− τ)−3/2xe−x2/(4t−4τ)g(τ)dτ

最终得到

u(x, t) = g(t) +

∫ t

0

1√
4π

(t− τ)−3/2xe−x2/(4t−4τ)g(τ)dτ

这即是显式解。

7. 3.10

直接计算可得

ut =

n∑
j=1

(uj)t
∏
k ̸=j

uk

而

uxjxj = (uj)ss
∏
k ̸=j

uk

由此

ut − a2△u =

n∑
j=1

(uj)t
∏
k ̸=j

uk − a2
n∑

j=1

(uj)ss
∏
k ̸=j

uk =

n∑
j=1

((uj)t − a2(uj)ss)
∏
k ̸=j

uk = 0

8. 3.11

(1) 直接计算可得 (uλ)t = λ2ut，而 (uλ)xx = λ2uxx，由此即得证。(uλ)t = a2(uλ)xx。

(2) 直接计算可得
vt = xuxt + 2ut + 2tutt

vx = ux + xuxx + 2tuxt

vxx = uxx + uxx + xuxxx + 2tuxxt

利用 ut = a2uxx 与偏导可交换可知

vt = a2xuxxx + 2a2uxx + 2ta4uxxxx

vxx = 2uxx + xuxxx + 2ta2uxxxx

对比系数可发现 vt = a2vxx。

9. 3.12

设 K(x, t) 在 t > 0 时为 (4πa2t)−n/2e−|x2|/(4a2t)，否则为 0。

若 b = 0，原方程直接化为多维热方程的形式，直接得解为

u(x, t) = (K(·, t) ∗ φ)(x)

否则，设 w = e−bu/a2

，以下标 i 表示对 xi 求导，计算有

wt = − b

a2
utw

wi = − b

a2
uiw

wii = − b

a2
uiiw +

b2

a4
u2iw
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从而

△w = − b

a2
(△u)w +

b2

a4
|Du|2w

于是原方程可推出

−a
2

b
wt +

a4

b
△w = 0

也即

wt − a2△w = 0

初始条件变为

w(x, 0) = e−bφ(x)/a2

由此可得解为

w(x, t) =
(
K(·, t) ∗ e−bφ/a2)

(x)

于是

u(x, t) = −a
2

b
ln

(
K(·, t) ∗ e−bφ/a2)

(x)

10. 3.14

设 K(x, t) 在 t > 0 时为 (4πt)−n/2e−|x2|/(4t)，否则为 0。

设 v = U(u)，以下标 i 表示对 xi 求导，计算有

vt = U ′(u)ut

vi = U ′(u)ui

vii = U ′′(u)(ui)
2 + U ′(u)uii

从而

△v = U ′(u)△u+ U ′′(u)|Du|2

于是原方程可推出
1

U ′(u)
vt −

1

U ′(u)
△v = 0

也即

vt −△v = 0

初始条件变为

v(x, 0) = U(φ(x))

由此可得解为

v(x, t) = (K(·, t) ∗ U(φ))(x)

由于 U ′ > 0 且其光滑，其必然为单射，从而其像集上的逆存在。利用积分中值定理，由于 K 在对 x 的全

空间积分为 1 且恒正，(K(·, t) ∗ U(φ))(x) 一定等于某 U(φ(ξ)) ∈ U(R)，由此可谈论其逆，得到结果为

u(x, t) = U−1
(
(K(·, t) ∗ U(φ))(x)

)
8 第八次作业

1. 3.18
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(1) 设 u(x, t) = X(x)T (t)，有

T ′(t)X(x)−X ′′(x)T (t) = X(x)T (t)

也即
X ′′(x)

X(x)
=
T ′(t)− T (t)

T (t)

与教材中例子完全相同可知对应特征值问题特征值为 n2，对应特征函数

Xn(x) = sinnx

直接求解可知对应的

Tn(t) = Tn(0)e(1−n2)t

而验证得

Tn(0) =
2

π

∫ π

0

sinx sin(nx)dx

由正交性可知当且仅当 n = 1 时结果为 1，否则为 0，从而最终得到

u(x, t) = T1(t)X1(x) = sinx

(2) 设 u(x, t) = X(x)T (t)，有
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

a2T (t)

由 T (t) 不恒为 0 可知此时对应的特征值问题为

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(π) = 0

利用定理 3.6(3) 第二种情况可知此时特征值为 n2，对应的

Xn(x) = cosnx

即直接有

Tn(t) = Tn(0)e−n2a2t

与之前完全类似得

Tn(0) =
2− δ0n
π

∫ π

0

cosx cos(nx)dx

再利用正交性可知当且仅当 n = 1 时其为 1，否则为 0，从而最终得到

u(x, t) = T1(t)X1(x) = e−a2t cosx

2. 3.19

(2) 此时与习题 3.18(2) 相同可得特征值为 (nπ/l)2，计算得归一化的特征函数系为

Xn(x) =

√
2− δ0n
l

cos
(
nπ

l
x

)
对应的 Tn(t) 即为

Tn(t) = e−(nπa/l)2t

从而 Green 函数为
∞∑

n=1

Xn(ξ)Xn(x)Tn(t− τ)H(t− τ)

也即
1

l

∞∑
n=0

(2− δ0n) cos
(
nπ

l
ξ

)
cos

(
nπ

l
x

)
e−(nπa/l)2(t−τ)H(t− τ)
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(3) 利用定理 3.6(3) 第二种情况可知特征值方程即

tanµl = −µ

有无穷多个 µn 满足方程，对应特征值 λn = µ2
n，归一化的特征函数

Xn(x) = ψn

(
sinµnx+ µn cosµnx

)
, ψn =

(∫ l

0

(sinµnx+ µn cosµnx)
2dx

)−1/2

对应的 Tn(t) 即为

Tn(x) = e−µ2
na

2t

也即最终 Green 函数为
∞∑

n=0

ψ2
n

(
sinµnξ + µn cosµnξ

)(
sinµnx+ µn cosµnx

)
e−µ2

na
2(t−τ)H(t− τ)

3. 3.20

(2) 记

v(x, t) = u(x, t)− x2

2l
g2(t) +

(l − x)2

2l
g1(t)

则有

vt − a2vxx = f(x, t)− x2

2l
g′2(t) +

(l − x)2

2l
g′1(t)−

1

l
g2(t) +

1

l
g1(t)

v(x, 0) = φ(x)− x2

2l
g2(0) +

(l − x)2

2l
g1(0)

vx(0, t) = g1(t) +
0− l

l
g1(t) = 0

vx(l, t) = g2(t)−
l

l
g2(t) = 0

设

F (x, t) = f(x, t)− x2

2l
g′2(t) +

(l − x)2

2l
g′1(t)−

1

l
g2(t) +

1

l
g1(t)

Φ(x) = φ(x)− x2

2l
g2(0) +

(l − x)2

2l
g1(0)

则有

v(x, t) =

∫ l

0

G(x, t; ξ, 0)Φ(ξ)dξ +
∫ t

0

dτ
∫ l

0

G(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)dξ

这里 G 的定义见习题 3.19(2)。
最终得到

u(x, t) =

∫ l

0

G(x, t; ξ, 0)Φ(ξ)dξ +
∫ t

0

dτ
∫ l

0

G(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)dξ + x2

2l
g2(t)−

(l − x)2

2l
g1(t)

(3) 记
v(x, t) = u(x, t)− x+ 1

l + 1
g2(t)−

l − x

l + 1
g1(t)

则有

vt − a2vxx = f(x, t)− x+ 1

l + 1
g′2(t)−

l − x

l + 1
g′1(t)

v(x, 0) = φ(x)− x+ 1

l + 1
g2(0)−

l − x

l + 1
g1(0)

v(0, t)− vx(0, t) = g1(t)−
g2(t)

l + 1
− lg1(t)

l + 1
+
g2(t)

l + 1
− g1(t)

l + 1
= 0

v(l, t) = g2(t)−
l + 1

l + 1
g2(t) = 0
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设

F (x, t) = f(x, t)− x+ 1

l + 1
g′2(t)−

l − x

l + 1
g′1(t)

Φ(x) = φ(x)− x+ 1

l + 1
g2(0)−

l − x

l + 1
g1(0)

则有

v(x, t) =

∫ l

0

G(x, t; ξ, 0)Φ(ξ)dξ +
∫ t

0

dτ
∫ l

0

G(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)dξ

这里 G 的定义见习题 3.19(3)。
最终得到

u(x, t) =

∫ l

0

G(x, t; ξ, 0)Φ(ξ)dξ +
∫ t

0

dτ
∫ l

0

G(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)dξ + x+ 1

l + 1
g2(t) +

l − x

l + 1
g1(t)

4. 3.21

(1) 方程即为 
ut − a2uxx = 0

u(x, 0) = φ(x)

ux(0, t) = ux(l, t) = 0

与习题 3.18(2) 完全相同可知解为

u(x, t) =

∞∑
n=0

φne−(nπa/l)2t cos
(
nπ

l
x

)
, φn =

2− δ0n
l

∫ l

0

φ(x) cos
(
nπ

l
x

)
dx

当 t→ ∞ 时，由于 φn 一致有界，化级数为积分可知所有 n > 0 的项求和可被 e−(πa/l)2x2t 从 0 到无
穷的积分控制，由 Gauss 积分直接算出结果正比于 t−1/2，由此可知极限分布

lim
t→∞

u(x, t) = φ0 =
1

l

∫ l

0

φ(x)dx

(2) 方程即为 
ut − a2uxx = k(u0 − u)

u(x, 0) = φ(x)

ux(0, t) = ux(l, t) = 0

设 v = u− u0 得到 
vt − a2vxx + kv = 0

v(x, 0) = φ(x)− u0

vx(0, t) = vx(l, t) = 0

设 v(x, y) = X(x)T (t)，可发现

X(x)T ′(t)− a2X ′′(x)T (t) + kX(x)T (t) = 0

X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

a2T (t)
+ k

关于 X 的特征值问题可直接求解出特征值 (nπ/l)2，对应特征函数

Xn(x) = cos nπx
l

即有对应的

Tn(t) = Tn(0)e−(k+n2π2/l2)a2t
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而记 φn = Tn(0)，有

φn =
2− δ0n
l

∫ l

0

(φ(x)− u0) cos
nπx

l
dx

利用正交性可发现第二项只在 n = 0 时有影响，也即

φn =
2

l

∫ l

0

φ(x)dx, n ≥ 1

φ0 =
1

l

∫ l

0

φ(x)dx− u0

由此可知

v(x, t) =

(
1

l

∫ l

0

φ(x)dx− u0

)
e−kt +

∞∑
n=1

φn cos
nπx

l
e−(k+n2π2/l2)a2t

于是

u(x, t) = (1− e−kt)u0 + e−kt 1

l

∫ l

0

φ(x)dx+

∞∑
n=1

φn cos
nπx

l
e−(k+n2π2/l2)a2t

与 (1) 同理得到
lim
t→∞

u(x, t) = u0

9 第九次作业

1. 3.25

(1) 在 v 的最大值点 (x0, t0) 处，若其在内部，由于 Hessian 阵半负定，即可知

△u(x0, t0) ≤ 0

以此替换定理 3.8 证明中的 uxx(x0, t0) ≤ 0，其他过程完全相同。

(2) 直接计算可知

vt − a2△v = ϕ′(u)ut − a2ϕ′′(u)|Du|2 − a2ϕ′(u)△u = −a2ϕ′′(u)|Du|2

由凸函数二阶导非负即可得到右侧小于等于 0，从而得证。

(3) 以 ui 表示 uxi
，直接计算可知

vt − a2△v = 2a2
∑
i

uiuit + 2ututt − 2a4
∑
j

∑
i

(uiuij)j − 2a2
∑
j

(ututj)j

于是
1

2
(vt − a2△v) = a2

∑
i

uiuit + ututt − a4
∑
i,j

(u2ij + uiuijj)− a2
∑
j

(u2tj + ututjj)

由条件可知 a2
∑

j ujj = ut，同对 xi、t 求导可得上式化为

1

2
(vt − a2△v) = a2

∑
i

uiuit + ututt − a4
∑
i,j

u2ij − a2
∑
i

uiuit − a2
∑
j

u2tj − ututt

于是

vt − a2△v = −a4
∑
i,j

u2ij − a2
∑
j

u2t,j ≤ 0

得证。
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2. 3.27

由条件可知需要证明若 u− v 在 Γ 上 ≤ 0，且

(u− v)t − (u− v)xx + |ux| − |vx| ≤ 0

则 u− v ≤ 0 在 QT 恒成立。

由于

|ux| − |vx| ≥ −|ux − vx|

可知只需证明 w 在 Γ 上 ≤ 0 且 wt − wxx − |wx| ≤ 0 时有 w ≤ 0 恒成立。

与定理 3.8的证明过程完全相同。先考虑 wt−wxx−|wx| < 0的情况，此时不在 Γ上的极值点满足 wt ≥ 0、

wxx ≤ 0、wx = 0，从而矛盾；对一般情况构造辅助函数 v = w − εt，并取 ε→ 0+ 得到结论。

3. 3.30

(1) 设
M = max

x∈[0,l]
φ′(x) ≤ ∥φ∥C1[0,l]

我们先证明 u(x, t) ≤Mx。

考虑定解问题

vt − vxx = 0, v(x, 0) =Mx, v(0, t) = 0, v(l, t) =Ml

可发现其以 v(x, t) = Mx 为解。利用 φ(0) = 0 由微分中值定理可知 φ(x) ≤ Mx，且 0 ≤ Ml 成立，

于是利用比较定理即得结论。

若 ux(0, t0) > M，由于 u(0, t0) = 0，考虑 Taylor 公式利用极限保序性可发现存在 x 使得 u(x, t0) >

Mx，矛盾，于是 max(0,T ) ux(0, T ) ≤M。

将上方的 M 替换为 −M，同理由比较定理 u(x, t) ≥ −Mx，进一步得到 min(0,T ) ux(0, T ) ≥ −M。

考虑定解问题

vt − vxx = 0, v(x, 0) =M(l − x), v(0, t) =Ml, v(l, t) = 0

对 φ(x) 与 φ(l) 利用微分中值定理可知 φ(x) ≤ M(l − x)，从而得到 u(x, t) ≤ M(l − x)，进一步由 l

处 Taylor 公式有
ux(l, t) ≥ −M

同理可得 ux(l, t) ≤M，最终综合得到

max
(0,T )

|ux(0, T )| ≤M ≤ ∥φ∥C1[0,l], max
(0,T )

|ux(l, T )| ≤M ≤ ∥φ∥C1[0,l]

(2) 记 v = ux，利用偏导可交换可发现

vt − vxx = 0

此外，由于 (1) 中已证，在 x = 0 或 l 的边界上 |v(x, t)| ≤ ∥φ∥C1[0,l]，而 t = 0 时

|v(x, 0)| = |φ′(x)| ≤ ∥φ∥C1[0,l]

利用极值原理即得 |v(x, t)| ≤ ∥φ∥C1[0,l] 在区域中恒成立。

4. 3.33

(1) 由于 x = 0 时 −ux + hu = hu0 > 0，利用引理 3.15 可知 u(x, t) ≥ 0。设 v = u0 − u，有

vt − vxx = 0, v(x, 0) = u0, (−vx + hv)
∣∣
x=0

= 0, v
∣∣
x=l

= u0

再次利用引理 3.15 可知 v(x, t) ≥ 0，从而得证。
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(2) 若 h1 > h2，设 v = uh1 − uh2，a = h1 − h2，有

vt − vxx = 0, v(x, 0) = 0, v
∣∣
x=l

= 0

且 x = 0 时

vx + a(u0 − uh2) + h1(u0 − v) = 0

上式可以变形成

−vx + h1v = h1u0 + a(u0 − uh2
)

由于 uh2 ≤ u0、a > 0、h1u0 > 0，即可利用引理 3.15 得到 v(x, t) ≥ 0。

5. 3.35

作差可发现只需证明 f(x, t) = φ(x) = 0 时只有零解。设

Lv = vt − avxx + bvx + cv

记 QL
T = (−L,L) × (0, T ] 对应的抛物边界 ∂pQ

L
T，先证明若 QL

T 上 Lv ≤ 0、∂pQ
L
T 上 v ≤ 0，则 QT

L 上

v ≤ 0：

• 先说明 Lv < 0 时成立。若 v 最大值在抛物边界上，则已经得证，否则若 v 最大值为正，有此处

vt ≥ 0, vxx ≤ 0, vx = 0, v > 0

从而此处

Lv = vt − avxx + cv ≥ 0

于是矛盾。

• 在 Lv ≤ 0 时，构造辅助函数 w = v− εt，可发现其符合条件，从而 QL
T 上 v− εt ≤ 0 对任何 ε 成立，

令 ε→ 0 即可得到 v ≤ 0。

若 u 为原方程有界解，设

A = sup
R2

+

|a(x, t)|, B = sup
R2

+

|b(x, t)|, M = sup
R2

+

|u(x, t)|

设

w =
M

L2
et(x2 + 2At+B2)

计算可发现

Lw =
M

L2
et(2A+ x2 + 2At+B2 − 2a+ 2bx+ cx2 + 2Act+B2c)

整理得

Lw =
M

L2
et(2(A− a) + (x+ b)2 + 2At+ (B2 − b2) + cx2 + 2Act+B2c)

由每项均正可知内部 Lw ≥ 0。

在 ∂pQ
L
T 上，t = 0 时

w =
M

L2
(x2 +B2) ≥ 0

x = ±L 时
w =

M

L2
et(L2 + 2At+B2) ≥Met ≥M

从而考虑 v = w + u 与 v = w − u 可知在 QL
T 上

|u(x, t)| ≤ w(x, t)

综合也即当 x ∈ [−L,L]、t ∈ [0, T ] 时

|u(x, t)| ≤ M

L2
et(x2 + 2At+B2)

令 L→ ∞ 即可得到 u(x, t) = 0。
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10 第十次作业

1. 3.36

在第一个方程两端同乘 2ut 并在 Qτ 上积分得到

2

∫ τ

0

∫ l

0

u2t dxdt− 2

∫ τ

0

∫ l

0

uxxutdxdt =
∫ τ

0

∫ l

0

2utf dxdt

第二项对 x 分部积分并利用边界条件可得

−2

∫ τ

0

∫ l

0

uxxutdxdt = 2

∫ τ

0

∫ l

0

uxuxtdxdt =
∫ τ

0

∫ l

0

(u2x)tdxdt =
∫ l

0

u2x(x, τ)dx−
∫ l

0

(φ′)2dx

对第一个等式右侧利用基本不等式即得到

2

∫ τ

0

∫ l

0

u2t dxdt+
∫ l

0

u2x(x, τ)dx ≤
∫ l

0

(φ′)2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

u2t dxdt+
∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt

也即 ∫ τ

0

∫ l

0

u2t dxdt+
∫ l

0

u2x(x, τ)dx ≤
∫ l

0

(φ′)2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt

取 τ = T 并去除左侧第二项有∫ T

0

∫ l

0

u2t dxdt ≤
∫ l

0

(φ′)2dx+

∫ T

0

∫ l

0

f2dxdt

去除左侧第一项有∫ l

0

u2x(x, τ)dx ≤
∫ l

0

(φ′)2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt ≤
∫ l

0

(φ′)2dx+

∫ T

0

∫ l

0

f2dxdt

上两式相加并对 τ 取上界得结论。

2. 3.37

在第一个方程两端同乘 2u 并在 Qτ 上积分，与定理 3.17 证明类似得到∫ l

0

u2(x, τ)dx− 2a2
∫ τ

0

∫ l

0

uuxxdxdt ≤
∫ l

0

φ2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+
∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt

分部计算，利用 x = 0 时 ux = αu，x = l 时 ux = −βu 可知

−
∫ τ

0

∫ l

0

uuxxdxdt =
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt−
∫ τ

0

u(l, t)ux(l, t)dt+
∫ τ

0

u(0, t)ux(0, t)dt

=

∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt+ β

∫ τ

0

u2(l, t)dt+ α

∫ τ

0

u2(0, t)dt ≥
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt

代入得 ∫ l

0

u2(x, τ)dx+ 2a2
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt ≤
∫ l

0

φ2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+
∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt

此式与定理 3.17 证明中完全相同，由此相同得到结论

sup
0≤t≤T

∫ l

0

u2(x, t)dx+ 2a2
∫ T

0

∫ l

0

u2xdxdt ≤ 2eT
(∫ l

0

φ2dx+

∫ T

0

∫ l

0

f2dxdt
)

由此分别考虑左侧的两项，取 M = 2eT + a−2eT 即可得到结论。

3. 3.38

在第一个方程两端同乘 2u 并在 Qτ 上积分，与定理 3.17 证明类似，并将 b, c 相关的项移到右侧得到∫ l

0

u2(x, τ)dx+ 2a2
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt
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≤
∫ l

0

φ2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+
∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt− 2

∫ τ

0

∫ l

0

buxudxdt− 2

∫ τ

0

∫ l

0

cu2dxdt

对最后一项直接逐点放缩可知

−2

∫ τ

0

∫ l

0

cu2dxdt ≤ 2C

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt

对第二项也使用逐点放缩，利用基本不等式，对任何 ε > 0 有

−2

∫ τ

0

∫ l

0

buxudxdt ≤
B

ε

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+Bε

∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt

取 ε = B−1a2 可得 (对 B = 0 的情况可单独讨论发现下式仍成立)

−2

∫ τ

0

∫ l

0

buxudxdt ≤
B2

a2

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+ a2
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt

代入并整理得到∫ l

0

u2(x, τ)dx+ a2
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt ≤
∫ l

0

φ2dx+

(
B2

a2
+ 2C + 1

)∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+
∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt

记 M0 = B2

a2 + 2C + 1，可发现∫ l

0

u2(x, τ)dx ≤
∫ l

0

φ2dx+M0

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+
∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt

与定理 3.17 证明完全类似由 Gronwall 不等式得到∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt ≤M−1
0

(
eM0t − 1

)(∫ l

0

φ2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt
)

由此 ∫ l

0

u2(x, τ)dx+ a2
∫ τ

0

∫ l

0

u2xdxdt ≤ eM0t

(∫ l

0

φ2dx+

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt
)

对左侧两项分别估算即有

sup
0≤t≤T

∫ l

0

u2(x, t)dx ≤ eM0T

(∫ l

0

φ2dx+

∫ T

0

∫ l

0

f2dxdt
)

∫ T

0

∫ l

0

u2xdxdt ≤ a−2eM0T

(∫ l

0

φ2dx+

∫ T

0

∫ l

0

f2dxdt
)

由此取 M = (1 + a−2)eM0t 即得证。

11 第十一次作业

1. 4.1

(1) 由于 u(x(t), t)t = ut+x
′(t)ux，当 x′(t) = 2，即 x−2t = c时，u在其上为常数，由此可得 u = f(x−2t)，

再根据初值得到 u = (x− 2t)2。

(3) 由于 u′(x(t), t) = ut + x′(t)ux，考虑 x′(t) = − 1
2，即 t = −2x+ c。由此考虑 u(x,−2x+ c)，计算得

在此线上有常微分方程 (下方导数指线上对 x)

xu− u′ = 0

求解得到

u(x,−2x+ c) = Cex
2/2
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而由于 x = c
2 时对应的

Cec
2/8 = cec

2/8

可得

C = c

代入得到

u(x, t) = u(x,−2x+ (t+ 2x)) = (t+ 2x)ex
2/2

若 u 在此线上为常数，仍可从 u′ = 0 得到方程成立，由此可设 u = f(2x+ t)，结合初值条件得到

u = (2x+ t)ex
2/2

(5) 与 (3) 同理，由于

u′(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), t) = ut + x′1(t)ux1
+ · · ·+ x′n(t)uxn

考虑 x′i(t) = Ai，即直线 x = A⃗t+ C⃗0。在此线上有常微分方程 u′ + cu = 0，于是

u(A⃗t+ C⃗0, t) = Ce−ct

代入 t = 0 时 u(C⃗0, 0) = φ(C⃗0) = C，于是

u(x, t) = u(A⃗t+ (x− A⃗t), t) = φ(x− A⃗t)e−ct

2. 4.3

(1) 由其凸连通，其与凸集 {(x, y) | x = c} 的交为凸集，于是为一个区间，而在此区间上 (ux)y = 0，从

而其为常数。由此，ux 对每个固定的 x 为常数，记为 f(x)，同理 uy 只与 y 有关，记为 g(y)。由于

u 可二阶导，f 与 g 均为连续函数。

设 C = u(x0, y0)，由凸连通性，任何 (x, y) 可与 (x0, y0) 用线段连接，而此线段为

γ(t) = ((x− x0)t+ x0, (y − y0)t+ y0), t ∈ [0, 1]

利用 N-L 公式有

u(x, y) = u(γ(1)) = u(γ(0)) +

∫ 1

0

du(γ(t))
dt dt = C +

∫ 1

0

du(γ(t))
dt dt

进一步计算得导数为 (x− x0)ux(γ(t)) + (y − y0)uy(γ(t))，由此原式为

C +

∫ 1

0

(x− x0)ux(γ(t))dt+
∫ 1

0

(y − y0)uy(γ(t))dt

=C +

∫ 1

0

(x− x0)f((x− x0)t)dt+
∫ 1

0

(y − y0)g((y − y0)t)dt

=C +

∫ x

x0

f(s)ds+
∫ y

y0

g(r)dr

记

F (x) = C +

∫ x

x0

f(s)ds, G(y) =

∫ y

y0

g(r)dr

即得到 u(x, y) = F (x) +G(y)，且可直接验证这样形式的 u 为解，从而这就是全部解。

(2) 直接计算发现 ξ = x+ at、η = x− at 时 x = 1
2 (η + ξ)、t = 1

2a (η − ξ)

uξ = xξux + tξut =
1

2
ux − 1

2a
ut

uξη =
1

2
(xηuxx + tηuxt)−

1

2a
(xηutx + tηutt) =

1

4
uxx − 1

4a2
utt

由此其为 0 与 uxx = a2utt 等价。
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(3) 利用 (1) 即得通解为
u(x, t) = F (ξ) +G(η) = F (x+ at) +G(x− at)

3. 4.7

将方程组重新分解为

ut − aux = v, u(x, 0) = φ(x)

vt + avx = f, v(x, 0) = ψ(x)− aφ′(x)

可以发现分解前后的方程与边界条件都等价。

对第二个方程利用特征线法，其特征线 x = c+ at，过 (x0, t0) 的特征线为

x1(t) = x0 − at0 + at

此特征线上
dv(x1(t), t)

dt = f(x1(t), t)

由此

v(x0, t0) = v(x1(t0), t0) = v(x0 − at0, 0) +

∫ t0

0

f(x1(t), t)dt

化简得到

v(x, t) = ψ(x− at)− aφ′(x− at) +

∫ t

0

f(x− at+ aτ, τ)dτ

对第一个方程，由于特征线为 x = c− at，完全类似求解得到

u(x, t) = φ(x+ at) +

∫ t

0

v(x+ at− as, s)ds

将积分展开得到

φ(x+ at) +

∫ t

0

ψ(x+ at− 2as)ds− a

∫ t

0

φ′(x+ at− 2as)ds+
∫ t

0

∫ s

0

f(x+ at− 2as+ aτ, τ)dτ ds

第二项与教材完全相同可积分变换为
1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(s)ds

第三项同理变换可发现其为 − 1
2 (φ(x+ at)− φ(x− at))，由此一三两项合并为

1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at))

最后，对第四项进行积分换元 ξ = x+ at− 2as+ aτ、τ = τ，则有 dξdτ = 2adτ ds，再考虑给定 τ 后 ξ

的范围将区域对应变换即可发现结果成为

1

2a

∫ t

0

dτ
∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ

综合得到结论，与通解公式一致。

4. 4.8

记 ξ(x, t) = x+ at、η(x, t) = x− at。

定理 4.2：由变限积分可知 Ck 函数的积分是 Ck+1 的，由此 u ∈ C2(R×R+)。直接计算可知 (注意 τ = t

时 f 的积分为 0)

ux =
1

2
(φ′(ξ) + φ′(η)) +

1

2a
(ψ(ξ)− ψ(η)) +

1

2a

∫ t

0

(f(ξ − aτ, τ)− f(η + aτ, τ))dτ
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ut =
a

2
(φ′(ξ)− φ′(η)) +

1

2
(ψ(ξ) + ψ(η)) +

1

2

∫ t

0

(f(ξ − aτ, τ) + f(η + aτ, τ))dτ

进一步计算得到 (计算 uxt 是为了后续说明 C2(R× R̄+))

uxt =
a

2
(φ′′(ξ)− φ′′(η)) +

1

2
(ψ′(ξ) + ψ′(η)) +

1

2

∫ t

0

(fx(ξ − aτ, τ) + fx(η + aτ, τ))dτ

uxx =
1

2
(φ′′(ξ) + φ′′(η)) +

1

2a
(ψ′(ξ)− ψ′(η)) +

1

2a

∫ t

0

(fx(ξ − aτ, τ)− fx(η + aτ, τ))dτ

utt =
a2

2
(φ′′(ξ) + φ′′(η)) +

a

2
(ψ′(ξ)− ψ′(η)) + f(x, t) +

a

2

∫ t

0

(fx(ξ − aτ, τ)− fx(η + aτ, τ))dτ

于是直接代入可发现 utt − a2uxx = f(x, t)，且 u(x, 0) = φ(x)、ut(x, 0) = ψ(x)。

此外，由于各一、二阶导均为 φ 至多二阶导、ψ 至多一阶导与 f 至多一阶导积分，它们连续，且在 t→ 0

时均保持连续性，由此得证光滑性要求。

推论 4.3：将 u 的表达式改写为

u =
1

2
(φ(ξ) + φ(η)) +

1

2a

∫ ξ

η

ψ(s)ds+ 1

2a

∫ t

0

∫ ξ−aτ

η+aτ

f(s, τ)ds

利用 η(−x, t) = −ξ(x, t)、ξ(−x, t) = −η(x, t)，代入 −x 可知

u(−x, t) = 1

2
(φ(−ξ) + φ(−η)) + 1

2a

∫ −η

−ξ

ψ(s)ds+ 1

2a

∫ t

0

∫ −η−aτ

−ξ+aτ

f(s, τ)ds

将 s 换元为 −s 得到

u(−x, t) = 1

2
(φ(−ξ) + φ(−η)) + 1

2a

∫ ξ

η

ψ(−s)ds+ 1

2a

∫ t

0

∫ ξ−aτ

η+aτ

f(−s, τ)ds

由此可得奇偶性保持。同理

u(x+ T, t) =
1

2
(φ(ξ + T ) + φ(η + T )) +

1

2a

∫ ξ+T

η+T

ψ(s)ds+ 1

2a

∫ t

0

∫ ξ+T−aτ

η+T+aτ

f(s, τ)ds

换元 s 为 s− T 得到

u(x+ T, t) =
1

2
(φ(ξ + T ) + φ(η + T )) +

1

2a

∫ ξ

η

ψ(s+ T )ds+ 1

2a

∫ t

0

∫ ξ−aτ

η+aτ

f(s+ T, τ)ds

由此可得周期性保持。

5. 4.14

利用线性叠加原理，设 u(x, y, z, t) = u1(x, t) + u2(y, t) + u3(z, t)，代入它们分别满足的一维问题可得到

u1(x, t) =
1

2
(f(x+ at) + f(x− at))

u2(y, t) =
1

2
(g(y + at) + g(y − at)) +

1

2a

∫ y+at

y−at

φ(ξ)dξ

u3(z, t) =
1

2a

∫ z+at

z−at

ψ(ξ)dξ

由此

u(x, y, z, t) =
1

2
(f(x+ at) + f(x− at)) +

1

2
(g(y + at) + g(y − at)) +

1

2a

∫ y+at

y−at

φ(ξ)dξ + 1

2a

∫ z+at

z−at

ψ(ξ)dξ

为解，再由唯一性得其为唯一解。
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6. 4.15

直接计算可得
∂Φ(α · x+ at)

∂xi
= αiΦ

′(α · x+ at)

∂2Φ(α · x+ at)

∂x2i
= α2

iΦ
′′(α · x+ at)

∂Φ(α · x+ at)

∂t
= aΦ′(α · x+ at)

∂2Φ(α · x+ at)

∂t2
= a2Φ′′(α · x+ at)

从而利用
∑

i α
2
i = 1 可得

∂2Φ(α · x+ at)

∂t2
= a2△x(Φ(α · x+ at))

即得证。

7. 4.17

(1) 先考虑满足 v(x, y, 0) = x2y、vt(x, y, 0) = 0 的问题 vtt − a2(vxx + vyy) = 0。由于 vyy = 0 在 t = 0 时

恒成立，假设其在全空间成立可得到解

v(x, y, t) =
1

2
y((x+ at)2 + (x− at)2)

代入得此结果的确为解。

根据线性叠加原理，u− v 只与 x 有关，由此可直接根据一维情况得到解，综合可得

u(x, y, t) =
1

2
y((x+ at)2 + (x− at)2) +

1

2
((x+ at)3 + (x− at)3)

也即

u(x, y, t) = x2(x+ y) + a2t2(y + 3x)

(2) 将原方程拆分为 u = u1 + u2 + u3，满足

u1
∣∣
t=0

= x2, u2
∣∣
t=0

= y2z, u3
∣∣
t=0

= 0

(u1)t
∣∣
t=0

= 0, (u2)t
∣∣
t=0

= 0, (u3)t
∣∣
t=0

= 1 + y

u1 与 u3 均为一维问题，而由 (1) 可知 u2 的解，综合得到

u(x, y, z, t) =
1

2
((x+ at)2 + (x− at)2) +

1

2
z((y + at)2 + (y − at)2) +

1

2a

∫ y+at

y−at

(1 + ξ)dξ

也即

u(x, y, z, t) = x2 + y2z + a2t2(1 + z) + t(1 + y)

8. 4.19

设 u(x, t) = v(x, t) + g(t)x，则有 (条件范围与 u 相同)

vtt − a2vxx = f(x, t)− g′′(t)x, v(x, 0) = φ(x)− g(0)x, vt(x, 0) = ψ(x)− g′(0)x, vx(0, t) = 0

将前三个式子的右端分别记作 h(x, t)、ϕ(x)、η(x)。

进行偶延拓，在半空间定义 h̄(x, t) = h(|x|, t)，在实轴定义 ϕ̄(x) = ϕ(|x|)、η̄(x) = η(|x|)，对应解可以写为

v̄(x, t) =
1

2
(ϕ̄(x+ at) + ϕ̄(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at

η̄(ξ)dξ + 1

2a

∫ t

0

dτ
∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

h̄(ξ, τ)dξ



12 第十二次作业 29

由推论 4.3 可知 v̄ 是偶函数，从而自然满足 v̄x(0, t) = 0，x > 0 时其可写为

v(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ at) + ϕ(|x− at|)) + 1

2a

∫ x+at

x−at

η(|ξ|)dξ + 1

2a

∫ t

0

dτ
∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

h(|ξ|, τ)dξ

下面考察相容性条件。首先，这样得到的解有

v(0, t) = ϕ(at) +
1

a

∫ at

0

η(ξ)dξ + 1

a

∫ t

0

dτ
∫ a(t−τ)

0

h(ξ, τ)dξ

从而 t→ 0 时其为 ϕ(0)，连续性条件满足。而

vt(0, t) = aϕ′(at) + η(t) +

∫ t

0

h(a(t− τ), τ)dτ

于是 vt 连续对应的相容性条件为 ϕ′(0) = 0，也即 φ′(0) = g(0)。验证得 vx 连续对应的条件相同。进一步

计算得

vtt(0, t) = a2ϕ′′(at) + η′(t) + h(0, t)

而 vxx(x, 0) = ϕ′′(x)，于是 0 处方程满足对应的条件为 η′(0) = 0，也即 ψ′(0) = g′(0).

综合上述讨论，二阶连续性等价于条件 f ∈ C、φ ∈ C2、ψ ∈ C1、g ∈ C1，且

φ′(0) = g(0), ψ′(0) = g′(0)

我们事实上还可以要求更高阶的连续性。假设 f ∈ C1、φ ∈ C3、ψ ∈ C2、g ∈ C2，考虑零点处的 vxtt −
a2vxxx，其一方面为 hx(x, t)的极限，另一方面考虑 x = 0时的逼近可得三阶连续性还额外要求 hx(0, 0) =

−a2ϕ′′′(0)，也即
fx(0, 0) + a2φ′′′(x)− g′′(0) = 0

12 第十二次作业

1. 4.22

u(x, y, t) = 0 等价于其特征锥与 xy 平面的交落在 Ω 中，考虑几何也即

|x± 2t| ≤ 1, |y ± 2t| ≤ 1

给定 t > 0 可得 x ∈ [2t− 1, 1− 2t]、y ∈ [2t− 1, 1− 2t]，即 (x, y, t) 落在 Ω 为底，(0, 0, 12 ) 为顶的锥中。

2. 4.26

从第一个方程与之前一维情况相同可得

u(x, t) = f(x+ t) + g(x− t)

由初始条件可知 f(t) + g(−t) = φ(t)、f(2t) + g(0) = ψ(t)，不妨设 g(0) = 0 (对应的常数加到 f 中) 即得

u(x, t) = ψ

(
x+ t

2

)
− ψ

(
t− x

2

)
+ φ(t− x)

利用 φ(0) = ψ(0) 可验证的确为解，从而决定区域为 x+t
2 ∈ [0, a]、 t−x

2 ∈ [0, a] 与 t − x ∈ [0, a] 之交，再

由 x ∈ [0, t] 可知区域为

{(x, t) | t > 0, x ∈ (0, t)} ∩ {(x, t) | t− a ≤ x ≤ 2a− t}

3. 4.34
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(1) 对第二边值问题，作差可知只需证明初边值为 0 时只有零解，也即满足

utt − a2uxx = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, ux(0, t) = ux(l, t) = 0

的 u 只能为 0。
第一式两边同乘 2ut 并对 x ∈ [0, l]、t ∈ [0, τ ] 积分，计算可知∫ τ

0

∫ l

0

(
(u2t )t + a2(u2x)t − 2a2(utux)x

)
dxdt = 0

第三项对 x 积分即得 ∫ τ

0

∫ l

0

(
(u2t )t + a2(u2x)t

)
dxdt = 0

先对 t 积分，利用 t = 0 时 ux = ut = 0 可得∫ l

0

(
u2t (x, τ) + a2u2x(x, τ)

)
dx = 0

由于此式对任何 l, τ 成立，即有 ut = ux = 0，而根据 u(x, 0) = 0 积分即得 u(x, t) = 0。

(2) 对第三边值问题，作差可知只需证明初边值为 0 时只有零解，也即满足

utt − a2uxx = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, (−ux + αu)
∣∣
x=0

= (ux + βu)
∣∣
x=l

= 0

的 u 只能为 0，这里 α, β 为正常数。

与 (1) 相同有 ∫ τ

0

∫ l

0

(
(u2t )t + a2(u2x)t − 2a2(utux)x

)
dxdt = 0

前两项对 t 积分，第三项对 x 积分得到∫ l

0

(
u2t (x, τ) + a2u2x(x, τ)

)
dx = 2a2

∫ τ

0

(
utux(l, t)− utux(0, t)

)
dt

进一步利用边界条件写为∫ l

0

(
u2t (x, τ) + a2u2x(x, τ)

)
dx = −2a2

∫ τ

0

(
βutu(l, t) + αutu(0, t)

)
dt = −a2(βu2(l, τ) + αu2(0, τ))

而右侧非正，左侧非负，由此只能全为 0，与 (1) 相同得到证明。

4. 4.37

(1) 取
x0 =

x1 + x2
2

, t0 = t+
x2 − x1

2a
, τ = t

代入定理 4.7’ 的 f = 0 情况计算可得∫ x2

x1

(u2t (x, t) + a2u2x(x, t))dx ≤
∫ x2+at

x1−at

|ψ2 + a2(φ′)2|dx

这即是结论。

(2) 在右侧极限存在时，(1) 中取 x1 → −∞、x2 → ∞，左侧利用单调收敛定理可知极限存在，从而得证。

(3) 考虑 Ωt = {(x, t) | t ∈ [0, τ ], x ∈ [x1 − at, x2 + at]}，第一式两端同乘 2ut 后在 Ωt 上积分得到∫
Ωt

(
(u2t + a2u2x)t − 2a2(utux)x

)
dxdt = 0

利用 Gauss-Green 公式将其化为 (这里定向为顺时针)∮
∂Ωt

2a2utuxdt+ (u2t + a2u2x)dx = 0
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进一步写为 ∫ x2+aτ

x1−aτ

(
u2t (x, τ) + a2u2x(x, τ)

)
dx−

∫ x2

x1

(
ψ2 + a2(φ′)2

)
dx+ I3

其中 I3 为侧边 Γ1
τ = {x = x1 − at, t ∈ [0, τ ]} 与 Γ2

τ = {x = x1 + at, t ∈ [0, τ ]} 上的积分。两侧边上分
别有 dx = −adt 与 dx = adt，于是

I3 = a

∫
Γ1
τ

(ut − aux)
2dt− a

∫
Γ2
τ

(ut + aux)
2dt

利用定向可发现 Γ1
τ 上 dt 为负、Γ2

τ 上 dt 为正，从而 I3 ≤ 0，由此∫ x2+aτ

x1−aτ

(
u2t (x, τ) + a2u2x(x, τ)

)
dx ≥

∫ x2

x1

(
ψ2 + a2(φ′)2

)
dx

再令 x1 → −∞、x2 → ∞ 可得与 (2) 相反的不等式，综合得结论。

5. 4.38

(1) 由习题 4.37(2) 即得

k(t) + p(t) =
1

2

∫ +∞

−∞

(
ψ2 + a2(φ′)2

)
dx

从而与 t 无关。

(2) 由 D’Alembert 公式可知

u(x, t) =
1

2

(
φ(x+ at) + φ(x− at)

)
+

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ

直接计算得

ut(x, t) =
a

2

(
φ′(x+ at)− φ′(x− at)

)
+

1

2

(
ψ(x+ at) + ψ(x− at)

)
aux(x, t) =

a

2

(
φ′(x+ at) + φ′(x− at)

)
+

1

2

(
ψ(x+ at)− ψ(x− at)

)
u2t (x, t)− a2u2x(x, t) = (aφ′(x+ at) + ψ(x+ at))(−aφ′(x+ at) + ψ(x+ at))

设 φ(x)、ψ(x) 的支集均在 [−M,M ] 中，则 t > M
a 时，x+ at、x− at 距离超过 2M，至少一个不在

支集中，于是 u2t (x, t)− a2u2x(x, t) = 0，积分即得 k(t) = p(t)。
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1. 4.40

(3) 设 u(x, t) = X(x)T (t)，代入得到存在 λ 使得

T ′′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑非零解，边界条件成为

X ′(0) = X ′(l) = 0

由特征值问题的解的结论可知

λn =

(
nπ

l

)2

, Xn(x) = cos nπ
l
x

由此对应解出 Tn(t) 可知解能写为

u(x, t) =

∞∑
n=0

(
An cos

naπ

l
t+Bn sin

naπ

l
t

)
cos nπ

l
x

结合初值条件即得

u(x, t) = cos aπt
l

cos πx
l
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(5) 作函数变换

v(x, t) = u(x, t)−
(
A1x+

x2

2π
(A2 −A1)

)
t

则变换后有

vtt − vxx = utt − uxx +
A2 −A1

π
t =

A2 −A1

π
t

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = −
(
A1x+

x2

2π
(A2 −A1)

)
vx(0, t) = vx(l, t) = 0

其特征函数系即为 cosnx，设

v(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cosnx

记

ψn = − 2

π

∫ π

0

(
A1ξ +

ξ2

2π
(A2 −A1)

)
cosnξdξ

则

vt(x, 0) =

∞∑
n=0

ψn cosnx

由此可以得到 T0(t) 满足方程

T ′′
0 (t) = t, T0(0) = 0, T ′

0(0) = ψ0

也即

T0(t) =
1

6
t3 + ψ0t

而当 n ≥ 1 时 Tn(t) 满足方程

T ′′
n (t) + n2Tn(t) = 0, Tn(0) = 0, T ′

n(0) = ψn

即

Tn(t) =
ψn

n
sinnt

由此最终结果可写为

u(x, t) =

(
A1x+

x2

2π
(A2 −A1)

)
t+

1

6
t3 + ψ0t+

∞∑
n=1

ψn

n
sinnt cosnx

进一步计算得到

ψ0 = −2A1π

3
− A2

3
π, , ∀n ≥ 1, ψn =

2(A1 − (−1)nA2)

n2π

代入即为最终结果。

2. 4.41(4)

设 v(x, t) = u(x, t)− 1−A(x− l) sinωt，则有

vtt − a2vxx = ω2A(x− l) sinωt

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = −ωA(x− l)

vx(0, t) = v(l, t) = 0

其特征值问题的解为

ωn =
√
λn =

(2n+ 1)π

2l
Xn(x) = cosωnx, n ∈ N



13 第十三次作业 33

由此设

v(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cosωnx

记

fn(t) =
2

l

∫ l

0

ω2A(ξ − l) sinωt cosωnξdξ = −2

l

ω2

ω2
n

A sinωt

ψn =
2

l

∫ l

0

(−ωA(ξ − l)) cosωnξdξ =
2

l

ω

ω2
n

A

则有

Tn(t) =
1

aωn
ψn sin(ωnat) +

1

aωn

∫ t

0

fn(τ) sin(ωna(t− τ))dτ

即

Tn(t) =
2ωA

alω3
n

sin(ωnat)−
2ω2A

alω3
n

∫ t

0

sin(ωτ) sin(ωna(t− τ))dτ

当 ω ̸= aωn 时，代入计算可得结果为

Tn(t) =
2ωA

alω3
n

sin(ωnat)−
2ω2A

alω3
n

ω sin(ωnat)− aωn sin(ωt)
ω2 − a2ω2

n

当 ω = aωn 时可进一步化简为

Tn(t) =
2a2A

lω2
sin(ωt)− 2a2A

lω

sin(ωt)− tω cos(ωt)
2ω

=
a2A

lω2
sin(ωt) + t

lω
cos(ωt)

3. 4.44

只需要找辅助函数 v 使得

−vx(0, t) + αv(0, t) = g1(t), vx(l, t) + βv(l, t) = g2(t)

再取 ũ = u− v 即可，下面对三种不同情况给出上述的 v。

(1) 设 v = A(t)x+B(t)，则条件可化为

−A(t) + αB(t) = g1(t), A(t) + β(A(t)l +B(t)) = g2(t)

利用系数行列式为 −β − α(1 + βl) < 0 可知存唯一解，进一步得到

v(x, t) =
1

α+ β + lαβ

(
(g2(t)α− g1(t)β)x+ g1(t) + g2(t) + g1(t)lβ

)
(2) 设 v = C(t)x2 +A(t)x，则条件可化为

−A(t) = g1(t), 2C(t)l +A(t) = g2(t)

从而

v(x, t) =
1

2l
(g1(t) + g2(t))x

2 − g1(t)x

(3) 设 v = A(t)x+B(t)，则条件可化为

−A(t) + αB(t) = g1(t), A(t) = g2(t)

从而

v(x, t) = g2(t)x+
1

α
(g1(t) + g2(t))
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4. 4.45

第一个方程两端同乘 2ut 并在 Qt 上积分，类似教材 4.2.3 计算有∫ t

0

dτ
∫ l

0

(
(u2t + a2u2x)t − 2a2(utux)x

)
dx = 2

∫
Qt

utf dxdt

调整积分次序计算左侧，并由边界条件可得左侧化为∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx−

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx− 2a2

∫ t

0

(
ut(l, τ)ux(l, τ)− ut(0, τ)ux(0, τ)

)
dτ

由条件 x 的边界上 ux = 0，于是∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx =

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ 2

∫
Qt

utf dxdt

利用基本不等式有

2

∫
Qt

utf dxdt ≤ ε

∫
Qt

u2t dxdt+
1

ε

∫
Qt

f2dxdt

从而设

G(t) =

∫
Qt

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dxdt

则有

G′(t) ≤ εG(t) +

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+

1

ε

∫
Qt

f2dxdt

进一步放大为

G′(t) ≤ εG(t) +

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+

1

ε

∫
QT

f2dxdt

利用 Gronwall 不等式，与教材 4.2.3 相同得到

G′(t) ≤ eεT
(∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+

1

ε

∫
QT

f2dxdt
)

取 ε = 1
T 可得到一个能量模估计∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx ≤ e

(∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ T

∫
QT

f2dxdt
)

5. 4.46

前两个式子与习题 4.45 相同，而利用边界条件进一步计算左侧得到∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx−

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ 2a2

∫ t

0

(
βut(l, τ)u(l, τ) + αut(0, τ)u(0, τ)

)
dτ

再由 2utu = (u2)t，最终有∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx−

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ a2(αu2(0, t) + βu2(l, t)− αu2(0, 0)− βu2(l, 0))

将左侧的 a2u2 项去除，并与习题 4.45 相同记 G(t)，可得 (相容性无法直接保证 φ 在 0、l 处为 0)

G′(t) ≤ εG(t) +

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ a2(αφ2(0) + βφ2(l)) +

1

ε

∫
QT

f2dxdt

从而相同利用 Gronwall 不等式得∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx ≤ e

(∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ a2(αφ2(0) + βφ2(l)) + T

∫
QT

f2dxdt
)
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6. 4.47

前两个式子与习题 4.45 相同，而利用边界条件进一步计算左侧得到∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx−

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ 2a2

∫ t

0

ut(l, τ)u(l, τ)dτ

再由 2utu = (u2)t，最终有∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx−

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ a2(u2(l, t)− u2(l, 0))

将左侧的 a2u2 项去除，并与习题 4.45 相同记 G(t)，可得

G′(t) ≤ εG(t) +

∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ a2φ2(l) +

1

ε

∫
QT

f2dxdt

从而相同利用 Gronwall 不等式得∫ l

0

(
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

)
dx ≤ e

(∫ l

0

(
ψ2(x) + a2φ′2(x)

)
dx+ a2φ2(l) + T

∫
QT

f2dxdt
)
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1. 4.50

由相容性，均只需证明 x0 ∈ (0, l) 的情况。

(1) 给定 x0 ∈ (0, l)、r ∈ (0, T ) 且 x0 − r > 0、x0 + r < l，设

b(x, t) = max(r2 − (x− x0)
2 − t2, 0)

ζ(x, t) = b3(x, t)t

可验证其在连接处二次连续可微 (二阶以下各导数均为 0)，从而确实是符合要求的试验函数。
代入计算有 (下标表示求导)∫

(x−x0)2+t2<r2,t>0

6tb((a2 − 3)r2 − (a2 − 7)t2 − (5a2 − 3)(x− x0)
2)udxdt+

∫ x0+r

x0−r

b3(x, 0)φdx = 0

第二项作积分换元 y = (x− x0)/r 可得

r7
∫ 1

−1

(1− y2)3φ(ry + x0)dy

由此，对上式两侧同乘 r−7，并令 r → 0，则第二项最终为∫ 1

−1

(1− y2)3φ(x0)dy =
32

35
φ(x0)

下面计算

lim
r→0

r−7

∫
(x−x0)2+t2<r2,t>0

6tb((a2 − 3)r2 − (a2 − 7)t2 − (5a2 − 3)(x− x0)
2)udxdt

作换元 y = (x− x0)/r、s = t/r 可得上式化为 (记 b0 = 1− y2 − s2)

lim
r→0

∫
y2+s2<1,s>0

6sb0((a
2 − 3)− (a2 − 7)s2 − (5a2 − 3)y2)u(ry + x0, rs)dyds

也即

u(x0, 0)

∫
y2+s2<1,s>0

6sb0((a
2 − 3)− (a2 − 7)s2 − (5a2 − 3)y2)dyds

作极坐标换元 y = ρ cos θ、s = ρ sin θ，积分区域即 ρ ∈ (0, 1)、θ ∈ (0, π)，b0 = 1− ρ2，代入计算即得

结果中 a2 项的积分抵消，其余为 − 32
35u(x0, 0)，从而成立。
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(2) 与 (1) 采用相同记号，取 ζ(x, t) = b3(x, t)，同理计算可发现∫
(x−x0)2+t2<r2,t>0

(24bt2 − 6b2 − a2(24b(x− x0)
2)− 6b2)udxdt−

∫ x0+r

x0−r

b3(x, 0)ψdx = 0

两侧同乘 r−7 后计算极限，第二项与 (1) 同理为 − 32
35ψ(x0)，而第一项同理换元 s, y 得为

lim
r→0

∫
y2+s2<1,s>0

(24b0s
2 − 6b20 − a2(24b0y

2 − 6b20))
u(x0 + ry, rs)

r
dyds

利用连续可微性与 (1) 可知

lim
r→0

u(x0 + ry, rs)

r
= yφ′(x0) + sut(x0, 0)

代入后与 (1) 相同换元计算积分，可发现 φ′(x0) 与 a 的部分消去，最终剩余 32
35ut(x0, 0)，得证。


