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W k,p
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一 L2 理论

* 研究弱解相关的 Hk 估计。

多项的 Hölder 不等式：若 αi > 1，且
∑

i α
−1
i = 1，则有∥∥∥∥∏
i

fi

∥∥∥∥
L1

≤
∏
i

∥fi∥Lαi

• 证明：
两项时自然成立，多项时利用 Hölder 不等式可拆分为低阶情况。

§1.1 Lax-Milgram 定理

Lax-Milgram 定理：设 a(u, v) 为范数为 ∥ · ∥、内积为 (·, ·) 的 Hilbert 空间 V 上双线性型，若满足：

• 有界性：存在 M 使得 |a(u, v)| ≤M∥u∥∥v∥ 对一切 u, v ∈ V 成立；

• 强制性 [ellipticity]：存在 α > 0 使得 a(v, v) ≥ α∥v∥2 对一切 v ∈ V 成立；

则对某 f ∈ V，存在唯一 u ∈ V 使得 a(u, v) = (f, v) 对任何 v ∈ V 成立。

* 利用泛函分析知识，Hilbert 空间之间线性算子的有界性与连续性等价，类似可以证明 a(u, v) 的有界性

条件等价于其对 u, v 连续。

• 证明：
固定 u，则映射 v → a(u, v)可看作 V 上的线性函数。由有界性可知 |a(u, v)| ≤ (M∥u∥)∥v∥，于是其有
界，利用泛函分析知识可知连续，从而通过 Riesz 表示定理，存在 A(u) ∈ V 使得 a(u, v) = (A(u), v)

对任何 v ∈ V 成立，将 A(u) 记为 Au。

只需证明 A 是双射，其存在 A−1，而 A−1f 即为所需的唯一解。我们说明更强的结论，即 A 为连续

线性双射，且其逆连续。

1. 线性：利用 a 的双线性性直接验证即可。

2. 连续：由定义 (Au,Au) = a(u,Au) ≤M∥Au∥∥u∥，从而 ∥Au∥ ≤M∥u∥，有界，因此连续。

3. 单射：若 Au = Aw，则 A(u− w) = 0，于是 a(u− w, v) = 0 对任何 v 成立，但若 u− w ̸= 0，

取 v = u− w 由强制性可知矛盾。

记 A
∣∣
V→A(V )

为限制映射，由单射可知 A
∣∣
V→A(V )

为双射，其存在逆，记为 Â−1。继续说明其性

质。

4. Â−1 连续：由强制性可知 ∥Au∥∥u∥ ≥ (Au, u) = a(u, u) ≥ α∥u∥2，从而 ∥Au∥ ≥ α∥u∥，得到
∥Â−1u∥ ≤ α∥u∥，有界，从而连续。

5. A(V )是闭集：考虑A(V )中的柯西列 {Aun}，由 V 完备可知有极限 v。利用上方证明，∥un−um∥ ≤
α−1∥Aun − Aum∥，因此 {un} 亦构成柯西列，存在极限 u，由 A 连续性可知 v = Au ∈ A(V )，

得证。

6. A(V ) = V：利用正交分解定理，若 A(V ) ̸= V，由其为闭子空间可知存在非零 w ∈ V 使得

(w, v) = 0 对任意 v ∈ V 成立，但取 v = Aw 可知 a(w,w) = 0，由强制性 ∥w∥ = 0，矛盾。

综合以上可知 Â−1 即为 A 的逆 A−1，从而原命题得证。

* 由于 Hilbert 空间中对偶的存在唯一性，当 f ∈ V ′，a(u, v) = f(v) 时，存在唯一性仍成立。

§1.2 椭圆型方程的弱解

考虑 Ω ⊂ Rn 为有界开区域，并假定 n ≥ 3，本章考虑散度型椭圆方程 (Di 表示对第 i 个分量偏导，上标

为分量，式中出现的均为函数)

Lu = f +Dif
i, L = −Dj(a

ijDi + dj) + biDi + c



一 L2 理论 3

* 以下无特殊说明时省略函数空间对应的区域 Ω，且假设其上 Sobolev 嵌入定理成立。
并假设：

aij ∈ L∞(Ω)

∃λ > 0,Λ > 0, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn, x ∈ Ω

∃Λ > 0,
n∑
i=1

∥bi∥Ln +
n∑
i=1

∥di∥Ln + ∥c∥Ln/2 ≤ Λ

记 Sobolev 空间 W k,p 为至 k 次可导且导数 p 次可积的函数空间，将 W k,2 记为 Hk，且 Hk
0 表示 C∞

0 在

Hk 中的闭包，H−k 表示 Hk
0 的对偶。

* 这里 C∞
0 表紧支，即存在紧集 K ⊂ Ω，K 外函数值为 0 的光滑函数集合。

对 u, v ∈ H1，记

a(u, v) =

∫
Ω

(
(aijDiu+ dju)Djv + (biDiu+ cu)v

)
dx

弱解：对 T ∈ H1
0，g ∈ H1，称 u ∈ H1 为 Dirichlet 问题Lu = T in Ω

u = g on ∂Ω

的弱解，若其满足

∀v ∈ H1
0 , a(u, v) = (T, v)

u− g ∈ H1
0

*由于 L可等效为 H1 → H−1 的算子 L̃，条件也可变为 T ∈ H−1，这时默认内积 (T, v)表示对偶积 T (v)。

* 这里 H1
0 中的范数为

∥u∥H1
0
=

√∫
Ω

∑
i

|Diu|2

有界性：满足之前的假定时，a(u, v) 是 H1
0 上的有界双线性型。

*此定理证明中，书上的界需要 aij(x) 对称才成立，因此下方假定了 aij = aji。若否，利用 aij(x)DiuDjv ≤
|aij(x)||DiuDjv|，再利用有界性将 |aij(x)|放大为某对称正定阵 (先将非对角放大至 max(∥aij∥∞, ∥aji∥∞)，

再将对角放到充分大使得主角占优) 即可类似得到结论。
• 证明：

分为四部分进行估计。

1. aij(x)DiuDjv：由于 aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2 与对称可知 aij 正定，从而将 aij(x)看作矩阵 A(x)，利用

正定可知存在可逆阵 P 使得 A = P TP，进一步由 Cauchy 不等式得 (ξTAη)2 ≤ (ξTAξ)(ηTAη)，

由此

aij(x)Diu(x)Djv(x) ≤
√
(aij(x)Diu(x)Dju(x))(aij(x)Div(x)Djv(x))

处处成立。于是再利用积分 Cauchy 不等式可知∣∣∣∣ ∫
Ω

aijDiuDjvdx
∣∣∣∣ ≤

√∫
Ω

aij(x)Diu(x)Dju(x)dx
∫
Ω

aij(x)Div(x)Djv(x)dx

由第二个条件即得右侧不超过

Λ

√∑
i

∫
|Diu|2dx

∑
j

∫
|Djv|2dx ≤ Λ∥u∥H1

0
∥v∥H1

0
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2. djuDjv：记 m = 2n
n−2
，利用推广的 Hölder 不等式可知∣∣∣∣ ∫
Ω

djuDjvdx
∣∣∣∣ ≤ ∥djuDjv∥L1 ≤ ∥dj∥Ln∥u∥Lm∥Djv∥L2

利用 Sobolev 空间的嵌入定理可得 ∥u∥Lm ≤ C1∥u∥H1
0
，于是再由条件可知

∥dj∥Ln∥u∥Lm∥Djv∥L2 ≤ C1∥u∥H1
0
Λ
∑
j

∥Djv∥L2

将 ∥Djv∥L2 的平均放大至平方平均可得其最终

≤ C2Λ∥u∥H1
0
∥v∥H1

0

3. bivDiu：与上一种情况相同得到 (注意 C2 与 u, v 具体形式无关)∣∣∣∣ ∫
Ω

bivDiudx
∣∣∣∣ ≤ C2Λ∥u∥H1

0
∥v∥H1

0

4. cuv：利用推广的 Hölder 不等式可知∣∣∣∣ ∫
Ω

cuvdx
∣∣∣∣ ≤ ∥c∥Ln/2∥u∥Lm∥v∥Lm

再由嵌入定理即得 ∣∣∣∣ ∫
Ω

cuvdx
∣∣∣∣ ≤ C3Λ∥u∥H1

0
∥v∥H1

0

最终得到

|a(u, v)| ≤ C4Λ∥u∥H1
0
∥v∥H1

0

这里 C4 只与 Ω 与 n 有关，从而得证有界性。

强制性-补充条件：满足之前的假定时，存在 µ̄ ≥ 0，使得 µ ≥ µ̄ 时 a(u, v) + µ(u, v)0 在 H1
0 上是强制的，

这里下标 0 表示 L2 中的内积。

• 证明：
引理：对任何 f ∈ Lp，任意给定 ε > 0，存在 K 使得能将 f 分解为 f1 + f2，使得 ∥f2∥Lp < ε 且

∥f1∥∞ < K。

引理证明：考虑 f1(x) = χ{|f(x)|≤K}f(x)，则其必然满足第二个条件，而利用单调收敛定理可知K → ∞
时 ∥f1(x)∥Lp → ∥f(x)∥Lp，从而存在充分大的 K 使得 ∥f − f1∥Lp < ε，得证。

定理证明：重复利用引理知存在 K(ε) 使得能将 bi、di、c 分解为两部分，使得

n∑
i=1

∥bi2∥Ln +
n∑
i=1

∥di2∥Ln + ∥c2∥Ln/2 ≤ ε

n∑
i=1

∥bi1∥L∞ +
n∑
i=1

∥di1∥L∞ + ∥c1∥L∞ ≤ K(ε)

将 a(u, v) 中 b, c, d 改为 b2, c2, d2 后记为 a2(u, v)，并记 a1 = a− a2。与有界性计算完全类似可知

a2(u, u)−
∫
Ω

aijDiuDjudx ≤ C1ε∥u∥2H1
0

而由第二个条件即得

aijDiuDju ≥ λ
∑
i

|Diu|2



一 L2 理论 5

于是积分放缩后得到

a2(u, u) ≥ (λ− C1ε)∥u∥2H1
0

取 ε = 1
4
C1λ，则有

a2(u, u) ≥
3

4
∥u∥2H1

0

对 a1(u, u)，考虑积分中值定理可知

a1(u, u) ≤
∫
Ω

(|bi1|+ |di1|)|Diu||u|dx+

∫
Ω

|c1||u|2dx ≤ K(ε)

(∑
i

∥uDiu∥L1 + ∥u∥2L2

)

由于 K(ε)|u||Diu| ≤ λ
4
|Diu|2 + K2(ε)

λ
|u|2，放大得到

|a1(u, u)| ≤
λ

4
∥u∥2H1

0
+
K2(ε)

λ
∥u∥2L2 +K(ε)∥u∥2L2

由此整理得到

a(u, u) ≥ λ

2
∥u∥2H1

0
−
(
K2(ε)

λ
+K(ε)

)
∥u∥2L2

取 µ̄ = K2(ε)
λ

+K(ε) 即为所求，这里 ε = 1
4
C1λ。

弱解存在唯一性：满足之前的假定，且 Ω 是 Sobolev 嵌入定理成立的开区域时，存在 µ̄ ≥ 0 使得 µ ≥ µ̄

时 Dirichlet 问题 Lu+ µu = T in Ω

u = g on ∂Ω

存在唯一弱解。

• 证明：
上述问题对应的双线性型 a0(u, v) 为 a(u, v) + µ(u, v)0，由于 a(u, v) 有界，类似有界性最后一种情

况的估算可知 µ(u, v)0 有界，从而其在 H1
0 上有界。此外，上方已证明了其在 H1

0 上的强制性。

另一方面，记 w = u− g，则其属于 H1
0 (Ω)，弱解存在性等价于

∀v ∈ H1
0 (Ω), a0(w, v) = (T, v)− a(g, v)− µ(g, v)0

可验证右侧为 H1
0 上的有界线性泛函，从而由 Riesz 表示定理可知存在 f 使得其为 (f, v)，再利用

Lax-Milgram 定理可得 w 存唯一解，于是 u 存唯一弱解。

§1.3 Fredholm 二择一定理

Banach 空间上：V 为 Banach 空间，A 是 V 上紧线性算子，I 是恒同算子，则以下两种可能恰发生一种：

• 存在非零 x ∈ V 使得 x−Ax = 0。

• 对任何 y ∈ V，存在唯一 x ∈ V 使得 x−Ax = y；此时 (I −A)−1 是有界线性算子。

此外，A 的谱是离散的、除 0 以外不存在其他极限点，且每一特征值重数有限。
* 证明见泛函分析课程。
仍考虑 L 符合之前假定时的问题 Lu+ µu = T in Ω

u = g on ∂Ω

对一般的 µ，以下两种可能恰发生一种：

1. 该问题对任何 T ∈ H−1, g ∈ H1 存唯一弱解；
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2. 存在非零 u0 ∈ H1
0 使得 ∀v ∈ H1

0 , a(u, v) + µ(u, v)0 = 0，于是对任意 T ∈ H−1, g ∈ H1，或无解、或

存在无穷多解 (考虑某个解加上 λu0)。

此外，满足第二种情况的 µ 是离散的，除 ∞ 外不存在其他极限点 (由上节，事实上只能以 −∞ 为极限)，
且每个 µ 对应的 u0 构成的空间维数有限。

• 证明：
类似上节，记 w = u− g 并对应更改 T 即可不妨设 g = 0，此时问题变为求 u ∈ H1

0 (Ω) 使得

∀v ∈ H1
0 , a(u, v) + µ(u, v)0 = (T, v)

利用嵌入定理可知 L2 内积是 H1
0 上的有界线性泛函，从而存在 H1

0 算子 P 使得

(u, v)0 = (Pu, v)

从而方程可改写为

(Lu+ µPu− T, v) = 0

也即弱解等价于 H1
0 上的 (导数看作弱导数)

Lu+ µPu = T

由上节，存在 µ̄ > 0 使得 µ > µ̄ 时 L+ µP 可逆，取定 µ0 满足要求，两边同时作 G = (L+ µ0P )
−1

得到

u− (µ0 − µ)GPu = GT

由于 P 可看成 H1
0 嵌入 L2 后与 L2 上某有界线性算子的复合，且根据紧嵌入定理，该嵌入是紧的，

利用紧算子复合仍紧可知 (µ0 − µ)GP 是紧算子，于是对其利用 Fredholm 二择一定理可知，此方程
或对任意 GT (由可逆知即为任意 T ) 存唯一解，或有非零 u 为 Lu+ µPu = 0 解，第一部分得证。

另一方面，GP 亦为紧算子，而考虑 µ ̸= µ0 时的方程

GPu =
1

µ− µ0

u

此即为 GP 的特征方程，由特征值离散知解离散 (假设已经保证了 µ0 时原方程不存非零解，于是不

影响)；而特征值除 0 以外无极限点则得到除无穷以外无极限点；每一特征值重数有界即对应解空间
维数有限。

§1.4 弱解的极值原理

* 采用 De Giorgi 迭代的思路证明。
引理：设 φ(t) 是 [k0,+∞) 上的非负减函数，若当 h > k ≥ k0 时有

φ(h) ≤ C

(h− k)α
φβ(k)

其中 α > 0, β > 1，则有

φ(k0 + d) = 0, d = C1/αφ(β−1)/α(k0)2
β/(β−1)

• 证明：
定义 ks = k0 + d− d

2s
，利用 d 的范围可归纳得到

φ(ks) ≤
φ(k0)

rs
, r = 2α/(β−1)

由此令 s→ ∞ 得证。
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考虑第二节开头的方程与对应的 a(u, v)，若

∀φ ∈ C∞
0 , φ ≥ 0, a(u, φ) ≤ (f, φ)0 − (f i, Diφ)0

则称 u 为该方程的弱下解，将 ≤ 改为 ≥ 则为弱上解，改为等号为弱解。

对任何 u ∈ H1，定义 (与通常 sup 区别为若边界附近不连续，可能受边界周围影响)

sup
∂Ω

u = inf{l | (u− l)+ ∈ H1
0 (Ω)}

ess sup
Ω
u = inf{l | (u− l)+ = 0, a.e. Ω}

若 L 的系数满足第二节假设，且

∀φ ∈ C∞
0 , φ ≥ 0,

∫
Ω

(cφ+ diDiφ)dx ≥ 0

则弱下解 u 满足对任何 p > n 有 (记 u+ = max(u, 0))

ess sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C

(
∥f∥Lnp/(n+p) +

∑
i

∥f i∥Lp

)
|Ω|(p−n)/(np)

这里 C 依赖 n, p, λ,Λ,Ω 与 bi, di, c。

* 书上称 C 与 |Ω| 的下界无关，但证明过程其需要由嵌入定理得到，实质应当是有关的。
* 这称为弱极值原理。
• 证明：

证明中的 “基本不等式” 指 2ab ≤ a2 + b2，一般使用为 2ab ≤ 1
ϵ
a2 + ϵb2 以控制单侧系数。

截取估算

记 l = sup∂Ω u+，若 supΩ u
+ = l，则 ∥u∥∞ 不超过 l，已经得证，只需考虑 supΩ u

+ > l 的情况。

对任何 k > l，取 φ = (u− k)+，则有 (φ > 0 的部分 u = φ+ k，而 φ ≤ 0 的部分 a(u, φ) = 0，改变

u 的值不影响)

a(u, φ) =

∫
Ω

(
(aijDiφ+ djφ)Djφ+ (biDiφ+ cφ)φ

)
dx+ k

∫
Ω

(djDjφ+ cφ)dx

初步估计

仿照第二节的计算，由于根据假设，第二项非负，可知 (这里 ∥Dφ∥L2 = ∥φ∥H1
0
)

a(u, φ) ≥ λ

2
∥Dφ∥2L2 − C1λ∥φ∥2L2

这里 C1 由于和拆分的 K(ε) 有关，会受 bi, di, c 影响，还关乎 n, λ,Λ 与 |Ω|。
利用弱下解的定义即知

λ

2
∥Dφ∥2L2 − C1λ∥φ∥2L2 ≤ (f, φ)0 − (f i, Diφ)0

而右侧的两项内积对应的积分事实上只在 u > k 时非零，记 A(k) = {x ∈ Ω | u(x) > k}，利用推广
的 Hölder 不等式可知

|(f, φ)0| ≤ ∥fφ∥L1 = ∥f · φ · 1∥L1(A(k)) ≤ ∥f∥Lnp/(n+p)∥φ∥L2n/(n−2)∥1∥L1/(1/2−1/p)(A(k))

对 (f i, Diφ)0 类似处理 (采用不同范数进行推广的 Hölder 不等式)，最终得到

(f, φ)0 − (f i, Diφ)0 ≤ ∥f i∥Lp∥Diφ∥L2 |A(k)|1/2−1/p + ∥f∥Lnp/(n+p)∥φ∥L2n/(n−2) |A(k)|1/2−1/p
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进一步将每个 ∥Diφ∥L2 放大为 ∥Dφ∥L2，结合之前的估算可知，记 q = np/(n+ p)，m = 2n/(n− 2)，

有
λ

2
∥Dφ∥2L2 − C1λ∥φ∥2L2 ≤

∑
i

∥f i∥Lp∥Dφ∥L2 |A(k)|1/2−1/p + ∥f∥Lq∥φ∥Lm |A(k)|1/2−1/p

∥φ∥Lm 控制

利用嵌入定理可将 ∥φ∥Lm 放为 C2∥Dφ∥L2，这里 C2 只与 Ω, n 有关，由此对每项利用基本不等式放

缩，再取 ∥f i∥Lp 与 ∥f∥Lq 前的系数最大值可知右侧

≤ λ

4
∥Dφ∥2L2 + C3F

2
0 |A(k)|1−2/p, F0 =

1

λ

(∑
i

∥f i∥Lp + ∥f∥Lq

)
这里 C3 与 Ω、λ、n 有关。移项并同乘 2/λ 进一步得到

∥Dφ∥2L2 ≤ 2C1∥φ∥2L2 + C4F
2
0 |A(k)|1−2/p

这里 C4 与 Ω、λ、n 有关。

再次应用 Hölder 不等式可得

∥φ∥L2
= ∥φ2 · 1∥L1(A(k)) ≤ ∥φ∥Lm |A(k)|1/n

于是通过 Sobolev 嵌入定理可得

∥Dφ∥2L2 ≤ C5|A(k)|2/n∥Dφ∥2L2 + C4F
2
0 |A(k)|1−2/p

这里 C5 只与 C1、Ω、n 相关。

由定义与可积性，A(k) 在 k → ∞ 时趋于 0，从而存在 k0 使得 k ≥ k0 时 C5|A(k)|2/n ≤ 1
2
，也即此

时有

∥Dφ∥L2 ≤
√

2C4F0|A(k)|1/2−1/p

再次利用 Sobolev 嵌入定理得
∥φ∥Lm ≤ C6F0|A(k)|1/2−1/p

这里 C6 只与 Ω、λ、n 相关。

引理使用

设 h > k，由于 φ 在 u > h 时至少为 h− k，考虑 A(h) 上的积分可知

∥φ∥Lm ≥ (h− k)|A(h)|1/m

结合上方的上界即知 h > k ≥ k0 时有

|A(h)| ≤ (C6F0)
m

(h− k)m
|A(k)|n(p−2)/(pn−2p)

又由其为非负减函数，可验证符合条件，利用 De Giorgi 迭代引理可知

|A(k0 + d)| = 0, d = C6F0|A(k0)|1/n−1/p2n(p−2)/(pn−2p)

由此将 |A(k0)| 放大为 |Ω| 即得

ess sup
Ω
u ≤ k0 + d ≤ k0 + C7F0|Ω|1/2−1/p

这里 C7 只与 Ω、λ、n 相关。
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k0 初步估计

考虑 A(k) 上的积分可发现 ∥u∥L2 ≥ k|A(k)|1/2，由此在

k0 ≥ (2C5)
n/4∥u∥L2

时即有

C5|A(k0)|2/n ≤ 1

2

这就满足了前述的条件。注意到基本要求为 k0 > l (为保证 φ 能进行之前的估算)，知最终可取

k0 = (2C5)
n/4∥u∥L2 + l

也即

ess sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C8∥u∥L2 + C7F0|Ω|1/n−1/p

这里 C8 只与 C1、Ω、n 相关。

对比结论，可发现只要能去掉 ∥u∥L2 项，即可得到最终结果。

重取检验函数

* 书中在重取检验函数时额外增加了 ε 以保证分母非零，但后方证明中又出现了分母上的 F0，ε 并

未一直生效，由此我们选择单独讨论 F0 是否为 0。对 F0 = 0 情况的分析见证明最后一部分。

由于上方估计已知 ess supΩ u 必然有限，设 M = ess supΩ u− l、v = (u− l)+，在 F0 > 0 时，我们

研究以下函数的性质：

w(x) = ln M + F̃0

M + F̃0 − v(x)
, F̃0 = F0|Ω|1/n−1/p

取新的检验函数

φ(x) =
v(x)

M + F̃0 − v(x)
= ew(x) − 1 ∈ H1

0 (Ω)

由前假设可知 φ ≥ 0、v ≥ 0，与证明第一部分相同，利用 u < l 时 φ = 0 得到等式，并舍弃

l(c+ diDi, φ) 的部分得

a(u, φ) ≥
∫
Ω

(
(aijDiv + djv)Djφ+ (biDiv + cv)φ

)
dx

计算可知右端等于 ∫
Ω

(
aijDivDjφ+ (bi − di)φDiv

)
dx+

∫
Ω

(djDj(vφ) + cvφ)dx

再次利用 c+ djDj 的非负性舍去第二项，代入 φ 与 w 的表达式即可进一步计算得

a(u, φ) ≥
∫
Ω

(
(M + F̃0)a

ijDiwDjw − (bi − di)vDiw
)
dx

对第一项利用 aij 的假设，第二项利用基本不等式并将 v 放大为 M，可知

a(u, φ) ≥ (M + F̃0)λ∥Dw∥2L2 −
M

λ

∑
i

(∥bi∥2L2 + ∥di∥2L2)−
Mλ

4
∥Dw∥2L2

于是

a(u, φ) ≥ 3

4
(M + F̃0)λ∥Dw∥2L2 −

M

λ

∑
i

(∥bi∥2L2 + ∥di∥2L2) ≥
3

4
(M + F̃0)λ∥Dw∥2L2 − C9

MΛ2

λ

这里最后一步利用了 Hölder 不等式放大二范数为 n 范数，C9 只与 n、Ω 相关。
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另一方面，由弱下解性可知 (直接代入 φ 后在积分中取绝对值)

a(u, φ) ≤ (f, φ)0 − (f i, Diφ)0 ≤
∫
Ω

|f |v
M + F̃0 − v

dx+

∫
Ω

(M + F̃0)|f i||Diw|
M + F̃0 − v

dx

第一项利用 v ≤M 即可放大，第二项亦将 v 放大至 M 后利用基本不等式放大，得到

a(u, φ) ≤ M

F̃0

∥f∥L1 +
λ

4
(M + F̃0)∥Dw∥2L2 +

M + F̃0

λF̃ 2
0

∑
i

∥f i∥2L2

最终估算

整理 a(u, φ) 的两边估算可得

3

4
(M + F̃0)λ∥Dw∥2L2 − C9

MΛ2

λ
≤ M

F̃0

∥f∥1 +
λ

4
(M + F̃0)∥Dw∥2L2 +

M + F̃0

λF̃ 2
0

∑
i

∥fi∥2L2

移项、同除以 λ(M + F̃0)/2，并将 M/(M + F̃0) 放大为 1 可得

∥Dw∥2L2 ≤ C10, C10 ≥
2

λF̃0

∥f∥L1 + 2C9
Λ2

λ2
+

2

λ2F̃ 2
0

∑
i

∥f i∥2L2

由于关于 f 与 f i 的范数不超过 F̃0 中的对应范数，利用 Hölder 不等式可知 C10 可选取为只与

n, p,Ω,Λ, λ 相关的常数。再次利用嵌入定理可知

∥w∥Lm ≤ C11

其中 C11 只与 n, p,Ω,Λ, λ 相关。

对于 k > l，考虑上式的积分，将 v 在 u > k 的部分缩小为 k − l，可知

|A(k)|1/m ln M + F̃0

M + F̃0 − (k − l)
≤ ∥w∥Lm ≤ C11

取 k0 = (1− η)(M + F̃0) + l，其中 η ∈ (0, 1) 待定，则由上方可知

|A(k0)|1/m ≤ C11(− ln η)−1

于是可取合适的 η 使得

C5|A(k0)|2/n ≤ 1

2
成立，由此有

ess sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + (1− η)(M + F̃0) + C7F0|Ω|1/n−1/p

这里 η 与 n, p,Ω,Λ, λ, C1 相关。

而 M = ess supΩ u− sup∂Ω u+、F̃0 = F0|Ω|1/n−1/p，移项并同乘 1/η 即得

ess sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C12F0|Ω|1/n−1/p

这里 C12 与 n, p,Ω,Λ, λ, C1 相关。

临界情况讨论

最后，我们处理 F0 = 0 的情况。，此时意味着 f = f i = 0，也即 a(u, φ) ≤ 0 对任何 φ ≥ 0 成立。注

意到，取 ε > 0，有

a(u, φ) ≤ (f, φ)0, f(x) = ε

对任何 φ ≥ 0 成立，利用 F0 ̸= 0 的情况直接计算对应 F0 即可知

ess sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C12ε|Ω|2/n

由于 ε 可任意减小，即得 F0 = 0 时原命题仍正确。
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* 事实上，按书中增加额外增加 ε 的做法亦可以得到正确结果。在 “重取检验函数” 部分中将所有 F̃0 替换

为 F̃0 + ε，则 “最终估算” 部分的开头可得到 ∥Dw∥2L2 与 ε 无关的界 (放大分子后利用 F0/(F0 + ε) ≤ 1)。

加强命题：若将第二节假定中的

∃Λ > 0,
n∑
i=1

∥bi∥Ln +
n∑
i=1

∥di∥Ln + ∥c∥Ln/2 ≤ Λ

更换为

∃Λ > 0,
n∑
i=1

∥bi∥Lp +
n∑
i=1

∥di∥Lp + ∥c∥Lp/2 ≤ Λ

则上述弱极值原理中的常数 C 可只与 n, p,Ω,Λ, λ 相关。

• 证明：
引理：若 a > b > c ≥ 1，则对任何 ε > 0，存在只与 a, b, c 相关的 Cε 使得

∥u∥Lb ≤ ε∥u∥La + Cε∥u∥Lc

引理证明：待定系数，设 pλ = a、p(b−λ)/(p−1) = c，可解出 p = (a−c)/(b−c)、λ = a(b−c)/(a−c)，
由此利用 Hölder 不等式，将 ub 拆分为 uλ 与 ub−λ，并作 p 与 p/(p− 1) 次方，可知

∥u∥bLb ≤ ∥u∥c(a−b)/(a−c)Lc ∥u∥a(b−c)/(a−c)La

由此可得

∥u∥Lb ≤ ∥u∥c(a−b)/(b(a−c))Lc ∥u∥a(b−c)/(b(a−c))La

注意两个次方均小于 1 且和为 1，利用 Young 不等式知右侧

≤ ε∥u∥La + Cε∥u∥Lc

其中

Cε =
(p0ε)

−q0/p0

q0
, p0 =

ab− bc

ab− ac
, q0 =

ab− bc

ac− bc

定理证明：沿用上个定理证明中的记号。注意到，最终的 C12 只与 n, p,Ω,Λ, λ 与 C1 相关，只要能

改进 C1 为只与 n, p,Ω,Λ, λ 相关的 C ′，结论即成立。而为完成此估计，仿照之前可发现只需证明存

在符合上述要求的 C ′ 使得∫
Ω

(
(djφ)Djφ+ (biDiφ+ cφ)φ

)
dx ≤ λ

2
∥Dφ∥2L2 + λC ′∥φ∥2L2

利用 Hölder 不等式可知

∥djφDjφ∥L1 ≤ ∥dj∥Lp∥φ∥L2p/(p−2)∥Djφ∥L2

利用引理可知对任何 ε 存在 Cε 使得

∥φ∥L2p(p−2) ≤ ε∥φ∥Lm + Cε∥φ∥L2

将 ∥Djφ∥L2 放为 ∥Dφ∥L2，利用嵌入定理可知

∥djφDjφ∥L1 ≤
∑
j

∥dj∥Lp

(
εC13∥Dφ∥2L2 + Cε∥Dφ∥L2∥φ∥L2

)
这里 C13 只与 n,Ω 相关。
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对最后一项乘积应用基本不等式，使 ∥Djφ∥2L2 前系数充分小，并取合适的 ε 可使

∥djφDjφ∥L1 ≤
∑
j

∥dj∥Lp

(
λ

6Λ
∥Dφ∥2L2 + C14∥φ∥2L2

)
这里 C14 只与 n, p,Ω,Λ, λ 相关。

利用条件将求和放为 Λ 即得

∥djφDjφ∥L1 ≤ Λ

(
λ

6Λ
∥Dφ∥2L2 + C14∥φ∥2L2

)
同理

∥bjφDjφ∥L1 ≤ Λ

(
λ

6Λ
∥Dφ∥2L2 + C14∥φ∥2L2

)
而

∥cφ2∥1 ≤ ∥c∥Lp/2∥φ2∥Lp/(p−2) = ∥c∥Lp/2∥φ∥2L2p/(p−2)

同样利用引理与嵌入不等式，可知

∥cφ2∥1 ≤ ∥c∥Lp/2

(
ε2C2

13∥Dφ∥2L2 + 2εCεC13∥Dφ∥L2∥φ∥L2 + C2
ε∥φ∥2L2

)
先取定 ε 使第一项充分小，再对第二项用基本不等式放缩使得其 ∥Djφ∥2L2 前的系数合适，即可得到

∥cφ2∥1 ≤ ∥c∥Lp/2

(
λ

6Λ
∥Dφ∥2L2 + C15∥φ∥2L2

)
这里 C15 只与 n, p,Ω,Λ, λ 相关。

将 ∥c∥Lp/2 放为 Λ 后求和即得到可取 C ′ = 2ΛC14 + ΛC15，符合要求。

弱解存在唯一性

若弱极值原理的条件成立，则原问题弱解存在唯一，且存在 C 使得

∥u∥H1 ≤ C(∥T∥H−1 + ∥g∥H1)

• 证明：
考虑 T = 0, g = 0 的情况，由于弱解为弱下解，利用 u ∈ H1

0，通过弱极值原理得到

∥u∥L∞ ≤ sup
∂Ω

u+ = 0

于是 u 只能为 0。利用 Fredholm 二择一定理，对任何 T，弱解均存在唯一，于是算子 L 限制在

H1
0 → H−1 上具有有界逆，记为 L̂−1，并设范数为 M。

由此，记 w = u− g，可知

∥u∥H1 ≤ ∥w∥H1 + ∥g∥H1 = ∥L̂−1(T − Lg)∥H1 + ∥g∥H1 ≤M∥T − Lg∥H−1 + ∥g∥H1

进一步放大可知

∥u∥H1 ≤M∥T∥H−1 +M∥Lg∥H−1 + ∥g∥H1

由 a(u, v) 的有界性可知 L 亦有界，设范数为 M ′ 即得

∥u∥H1 ≤M∥T∥H−1 + (MM ′ + 1)∥g∥H1

从而得证。
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§1.5 弱解的正则性

先声明两个 Sobolev 空间的定理。记

∆h,su =
1

h

(
u(x+ hes)− u(x)

)
则有：

• 设 u ∈W 1,p(Ω), 1 < p <∞，对 Ω 中某紧集 Ω′，存在只与 Ω,Ω′, n 相关的 C 使得在 |h| 充分小时

∥∆h,su∥Lp(Ω′) ≤ C∥Dsu∥Lp

• 设 u ∈ Lp(Ω), 1 < p <∞，并假定存在常数 K，使得对任意 Ω 中紧集 Ω′、当 |h| 充分小时

∥∆h,su∥Lp(Ω′) ≤ K

则对任何 Ω 中紧集 Ω′ 有

∥Dsu∥Lp(Ω′) ≤ K

为方便起见讨论

Lu = f, L = −Dja
ijDi + biDi + c

并假定 aij ∈W 1,∞(Ω), bi, c ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω)，且

∃λ > 0,Λ > 0, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn, x ∈ Ω

内部正则性

若上述方程存在弱解 u ∈ H1，则对任何 Ω 列紧子集 Ω′，有 u ∈ H2(Ω′)，且存在 C 使得

∥u∥H2(Ω′) ≤ C(∥u∥H1 + ∥f∥L2)

其中 C 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 Ω′、Ω。

* 除了本节开始的假定以外，证明中需要控制 a 的差商，因此额外要求 a 连续，这可以通过 Ω 边界适当

光滑 (从而 W 1,∞ 可嵌入 C(Ω̄)) 或直接假定 a 连续得到，书中缺乏此假定。

• 证明：
对一般 v 估计

记 q = f − biDiu− cu，则由弱解定义 a(u, φ) = (f, φ)0 知

∀φ ∈ H1
0 ,

∫
Ω

aijDiuDjφdx =

∫
Ω

qφdx

记 ∆h = ∆h,1 为 e1 方向的差分算子，τhu(x) = u(x+ he1) 为平移算子。

对任何 v ∈ H1
0，由于其支集在 Ω 中紧，设同 ∂Ω 距离为 r，取 h < r/2，检验函数 φ = ∆−hv，可验

证其仍在 H1
0 中，代入计算即得∫

Ω

∆h(a
ijDiu)Djvdx = −

∫
Ω

q∆−hvdx

进一步计算可得 ∆h(a
ijDiu) = τha

ij∆hDiu+Diu∆ha
ij，由此利用 q 定义有∫

Ω

τha
ijDi∆huDjvdx = −

∫
Ω

(∆ha
ijDiuDjv + q∆−hv)dx

假定 a 连续时，根据弱导数的定义可知牛顿莱布尼茨公式成立，即

∆ha
ij(x) =

1

h

∫ h

0

D1a
ij(x+ te1)dt
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由此将 D1 放至上界即可知 ∆ha
ij(x) ≤ ∥aij∥W 1,∞，进一步利用 Hölder 不等式可控制第一项为

C1∥Du∥L2∥Dv∥L2

且 C1 只与 a 有关。

对第二项，利用本节开头的定理可知 |h| 充分小时有 (记 v 的支集为 Ω′′)

∥∆−hv∥L2 ≤ C2∥Dv∥L2

利用 Hölder 不等式后，对 ∥q∥L2 采用 Minkowski 不等式放缩，即得到第二项可控制为

C3(∥f∥L2 + ∥Du∥L2 + ∥u∥L2)∥Dv∥L2

这里 C3 与 n, bi, c,Ω′′,Ω 有关。

利用 ∥u∥H1 的定义，可以最终得到∫
Ω

τha
ijDi∆huDjvdx ≤ (C1 + C3)(∥f∥L2 + ∥u∥H1)∥Dv∥L2

利用 η 构造 v

对某紧集 Ω′′，取定其内点的列紧子集 Ω′，考虑 η ∈ C∞
0 使得 x ∈ Ω′ 时 η(x) = 1，而 x /∈ Ω′′ 时

η(x) = 0，且其恒不超过 1 (通过 Uryson 引理类似思路可构造)，则 v = η2∆hu 即满足支集为 Ω′′，

记 C4 = C1 + C3，代入计算并利用 Minkowski 不等式得 |h| 充分小时∫
Ω

τha
ijDi∆huDj∆hudx ≤ −2

∫
Ω

ητha
ijDi∆hu(Djη)∆hudx

+ C4(∥u∥H1 + ∥f∥L2)(∥η2D∆hu∥L2 + 2∥η∆huDη∥L2)

利用 aij 的条件可发现左侧大于等于 (计算有 ∆hD = D∆h)

λ

∫
Ω

|η∆hDu|2 = λ∥η∆hDu∥2L2

对右侧第一项，将 τha
ij 放至上界，利用 Cauchy 不等式得到其不超过

C5∥η∆hDu∥L2∥Dη∆hu∥L2

进一步利用基本不等式得到其不超过

λ

4
∥η∆hDu∥2L2 + C6∥Dη∆hu∥2L2

这里 C6 与 aij , λ 相关。

对右侧第二项，利用基本不等式进行放缩可使得其不超过

C7∥u∥2H1 + C8∥f∥2L2 +
λ

4
∥η2D∆hu∥2L2 + C9∥η∆huDη∥2L2

再利用 η 不超过 1，放缩为

C7∥u∥2H1 + C8∥f∥2L2 +
λ

4
∥ηD∆hu∥2L2 + C9∥∆huDη∥2L2

最终整理得到

λ∥η∆hDu∥2L2 ≤ λ

4
∥η∆hDu∥2L2+C6∥Dη∆hu∥2L2+C7∥u∥2H1+C8∥f∥2L2+

λ

4
∥ηD∆hu∥2L2+C9∥∆huDη∥2L2

即得
λ

2
∥η∆hDu∥2L2 ≤ (C6 + C9)∥Dη∆hu∥2L2 + (C7 + C8)(∥u∥2H1 + ∥f∥2L2)
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利用 η 光滑紧支，可知 Dη 有上界，而上文的 η 只与 Ω′,Ω′′ 相关，由此可将右侧第一项放为

C10∥∆hu∥2L2(Ω′′)

而这即可以利用本节开头定理放缩为 C11∥u∥2L2 ≤ C11∥u∥2H1，由此最终得到

∥η∆hDu∥2L2 ≤ C12(∥u∥2H1 + ∥f∥2L2)

消去 η

根据 η 在 Ω′ 为 1 即可知
∥∆hDu∥2L2(Ω′) ≤ C12(∥u∥2H1 + ∥f∥2L2)

这里 C12 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 Ω,Ω′,Ω′′。但由于最终结果式已经不存在 η，可以对

给定的 Ω′ 取出 Ω′′，再构造某个对应的 η，此时则只与 Ω′ 相关，

利用本节开头定理，上式可以说明对任何 i 有 (i ̸= 1 时完全类似)

∥DiDu∥2L2(Ω′) ≤ C12(∥u∥2H1 + ∥f∥2L2)

而这又说明了 (H2
0 表示所有二阶导数平方求和后积分的平方根)

∥u∥2H2
0 (Ω

′) ≤ nC12(∥u∥2H1 + ∥f∥2L2)

再利用 ∥u∥2H2 = ∥u∥2H1 + ∥u∥2H2
0
即得

∥u∥2H2(Ω′) ≤ (nC12 + 1)(∥u∥2H1 + ∥f∥2L2)

将两边开平方根后利用
√
a2 + b2 ≤ |a|+ |b| 就是要证的结论。

当边界适当光滑时，可以得到全局正则性结论，即 u ∈ H2(Ω)。

定义一个 n 维空间中的区域 Ω 有 Ck 边界，若对任何 x0 ∈ ∂Ω，存在其邻域 V 与 Ck 同胚 (即其与其逆
均 Ck，且要求能延拓到边界) ψ : V → Rn 使得

B+ = ψ(V ∩ Ω), ∂B+ ∩B = ψ(V ∩ ∂Ω)

这里 B 为 Rn 单位球，设其中向量为 y，则 B+ 为 yn > 0的部分，即上半球，∂B+∩B 即单位球中 yn = 0

的部分。

在内部正则性假定下，若额外要求 ∂Ω 是 C2 的，且 g ∈ H2(Ω)，则 Lu = f 满足 u− g ∈ H1
0 的弱解 u 有

估计

∥u∥H2 ≤ C(∥u∥L2 + ∥f∥L2 + ∥g∥H2)

其中 C 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 ∂Ω (实质上给定边界自然也依赖 Ω，这里强调与边界相关)。
• 证明：

特殊情况-坐标变换
先考虑 g = 0 的情况。任取 x0 ∈ ∂Ω，并取出对应的 V 与 ψ。设 y = ψ(x)，并记 ψ−1 的 Jacobi 行
列式为 J，对任何 φ ∈ C∞

0 (V ∩ Ω)，类似上个证明开头并将 x 变量替换为 y，可得∫
B+

ãklD̃kuD̃lφdy =

∫
B+

q̃φdy, D̃k =
∂

∂yk
, ãkl = Jaij

∂yk
∂xi

∂yl
∂xj

, q̃ = Jq

由于 ψ 的光滑性要求，可知 J、Di(yk) 均有界。记 M ⊂ Rn 为原点中心、半径 1/2 球中 yn > 0 的

部分，其闭包在 B+ 中除第 n 个分量外不会触及边界，与上个定理类似得，对 1 ≤ k ≤ n − 1 有估

计 (这里 u 看作 u(y) = u(ψ(x)))

∥D̃kD̃u∥L2(M) ≤ C1

(
∥u∥H1 + ∥f∥L2

)
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这里 C1 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 x0, V, ψ。

由此已经控制了除了 D̃nn 外所有的二阶导数。对 D̃nn，考虑以 y 为变量的 φ ∈ C∞
0 (M)，，利用弱导

数可分部积分可得在 M 中

D̃l(ã
klD̃ku) = q̃

于是

ãnnD̃nnu = q̃ −
∑

k+l<2n

(D̃lã
klD̃ku+ ãklD̃klu)− D̃nã

nnD̃nu

利用 a 的性质与 J 非零可知 ãnn 有非零下界，而右侧每一项的 L2 范数都可以被 ∥u∥H1 + ∥f∥L2 控

制，因此左侧的 L2 范数也必然可以被 ∥u∥H1 + ∥f∥L2 控制，也即最终得到

∥u∥H2
0 (M) ≤ C2(∥u∥H1 + ∥f∥L2)

C2 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 x0, V, ψ。

特殊情况-拼接整体
坐标变换回到 Ω 中，设 V ′ = ψ−1(M)，仍利用映射光滑性可知变换产生的项均有界，因此

∥u∥H2
0 (V

′) ≤ C2(∥u∥H1 + ∥f∥L2)

从而有

∥u∥H2(V ′) ≤ (C2 + 1)(∥u∥H1 + ∥f∥L2)

C2 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 x0, V, ψ。

对所有 x0，可取出有限个 V ′ 覆盖 ∂Ω，而 Ω 去除这些 V ′ 的剩下部分 Ω′ 与边界距离非零，因此闭

包为紧，其上利用上个定理可控制，将上个定理的 C 与有限个 C2 + 1 相加成为 C3，可得到

∥u∥H2 ≤ C3(∥u∥H1 + ∥f∥L2)

由于区域边界给定时有限覆盖的 x0 即给定，去除所有 V ′ 后的 Ω′ 也给定，对于 x0, V ′, ψ 的依赖均

变为对区域边界的依赖，即得 C3 依赖 n, λ, ∥aij∥W 1,∞ , ∥bi∥L∞ , ∥c∥L∞ 与 ∂Ω，符合要求。

一般情况

对一般的 g，考虑 u− g 满足的方程，根据已证有

∥u− g∥H2 ≤ C3

(
∥u− g∥H1 + ∥f − Lg∥L2

)
从而利用 Minkowski 不等式

∥u∥H2 ≤ ∥g∥H2 + C3∥u∥H1 + C3∥g∥H1 + C3∥f∥L2 + C3∥Lg∥L2

注意到 ∥g∥H1 ≤ ∥g∥H2，且由于 L 为至多二阶的微分算子，每个微分前的分量有界，即得 ∥Lg∥L2 也

能被 C4∥g∥H2 控制，这里 C4 与 aij , bi, c 相关，综合得

∥u∥H2 ≤ C5(∥u∥H1 + ∥f∥L1 + ∥g∥H2)

最后我们证明，对任何 ε > 0，存在与 n,Ω 相关的 Cε 使得

∥u∥H1 ≤ ε∥u∥H2 + Cε∥u∥L2

再取 ε = 1/(2C5) 得到最终结论。

利用泛函分析中的结论与 Sobolev 空间的紧嵌入关系，由 H2 到 H1 的嵌入紧、H1 到 L2 的嵌入连

续可得成立。

* 上述结论需要区域边界满足一定的基本条件，如一致内锥条件。
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更高阶正则性

若开头对 aij 的假设成立，且额外有 aij ∈ W k+1,∞, bi, c ∈ W k,∞，则原方程弱解满足 (可类似之前估计证
明)

u ∈W k+2,2
loc (Ω)

这里 loc 代表内部任何列紧子集中，k 为非负整数。
进一步地，若还有 ∂Ω 为 Ck+2，g ∈W k+2,2，则 Lu = f 满足 u− g ∈ H1

0 的弱解 u 有 u ∈W k+2,2。

当 aij , bi, c 无穷次可微时，对任意 k 有 u ∈W k+2,2
loc (Ω)，利用嵌入定理即可知 u ∈ C∞(Ω)。

二 Schauder 理论

* 研究古典解相关的估计。

§2.1 Hölder 空间

设法定义某种意义下的分数次微商：设 Ω ⊂ Rn，u 定义在 Ω 上，取 0 < α < 1，记

Hα
x0
[u; Ω] = sup

x∈Ω

∥u(x)− u(x0)∥
∥x− x0∥α

若其小于 ∞，称 u 在 x0 有指数为 α 的 Hölder 连续性，该值称为 u 在 x0 关于 Ω 的 α 次 Hölder 系数。
若 α = 1，则成为 Lipschitz 连续，对应为 Lipschitz 系数。

Hölder 空间：考虑 0 < α ≤ 1，定义

[u]0;Ω = [u]0,0;Ω = sup
x∈Ω

|u(x)|

[u]α;Ω = [u]0,α;Ω = sup
x∈Ω

Hα
x [u; Ω]

[u]k,0;Ω =
∑
|v|=k

[Dvu]0;Ω

[u]k,α;Ω =
∑
|v|=k

[Dvu]α;Ω

这里 v 为多重指标，即 n 重自然数向量，|v| 为一范数，Dvu 代表对第 i 个分量求导 vi 次。

* 将
∑

|v|=k |Dvu|α;Ω 简记为 [Dku]α;Ω。

记 Ck,α(Ω̄) 为 Ck(Ω̄) 中 [u]k,α;Ω <∞ 的所有函数，在 Ck(Ω̄) 中可定义范数

|u|k;Ω =
k∑

m=0

[u]m,0;Ω

在 Ck,α(Ω̄) 中可定义范数

|u|k,α;Ω = |u|k;Ω + [u]k,α;Ω

也可将 |u|0,α;Ω 记为 |u|α;Ω，由于 k 与 α 范围不同，一般无歧义。

可验证其均为 Banach 空间。下在无歧义时省略 Ω，且默认 0 < α ≤ 1。

乘积 Hölder 模运算：设 u, v ∈ C0,α (或记为 Cα)，则

[uv]α ≤ [u]0[v]α + [u]α[v]0 ≤ |u|α|v|α

• 证明：
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第二个不等号直接利用定义展开可得，从而只需证明第一个不等号，而利用 Minkowski 不等式

∥u(x)v(x)− u(y)v(y)∥ ≤ ∥u(x)∥∥v(x)− v(y)∥+ ∥v(y)∥∥u(x)− u(y)∥

并将 ∥u(x)∥、∥v(y)∥ 放为 [u]0、[v]0 即得证。

* 由此利用 [uv]0 ≤ [u]0[v]0 可知 |uv|α ≤ |u|α|v|α。
内插不等式：设 Ω 有界，u ∈ C2,α，对任意 ε > 0，存在依赖 n, α,Ω 的 Cε 使得

[u]2,0 ≤ ε[u]2,α + Cε|u|0

[u]1,0 ≤ ε[u]2,α + Cε|u|0

• 证明：
只证明第一个不等式，第二个类似即得。

若结论不成立，存在某 ε，对任何 N 都存在 uN 满足

[uN ]2,0 > ε[uN ]2,α +N |uN |0

由于齐次，可不妨除以倍数使得 |uN |2 = 1，由此左侧不超过 1，从而

[uN ]2,α <
1

ε
, |uN |0 <

1

N

由第一条可知 uN 在 C2,α 中一致有界 (由区域有界，高阶导数可控制低阶导数)，利用 Arzelà-Asgoli
引理可取出 | · |2,α 下收敛子列，其也在 | · |2 下收敛，但第二条则表明其一致收敛于 0，与 |uN |2 = 1

矛盾。

* 此证明事实上与泛函分析上利用紧嵌入证明本质完全相同。

有限锥：对非空集合 V ⊂ Rn，若存在 x, c ∈ Rn、d > cTx、Rn 的一组基 bi，使得

V =
{
x+ µib

i | ∀i = 1, . . . ,m, µi ≥ 0
}
∩ {y | cT y ≤ d}

则称其为一个有限锥。其中 x 称为锥的顶，V ∩ {y | cT y = d} 称为锥的底，x 到平面 cT y ≥ d 的距离称为

锥的高，而考虑以 x 为球心 1 为半径的球 B1(x)，∂B1(x) ∩ V 的面积 (可发现 V 球对称，以体积比例等

定义均可) 称为其立体角。
区域 Ω 有锥性质：存在有限锥 V 使得对任何 x ∈ Ω，存在全等于 V 且以 x 为顶的锥包含在 Ω 内。

更好的内插不等式：设 Ω 具有锥性质，对应的 V 高为 h，则对于任何 0 < ε ≤ h，存在只依赖 n, α 与锥

的立体角的 C 使得

[u]2,0 ≤ εα[u]2,α +
C

ε2
|u|0

[u]1,0 ≤ ε1+α[u]2,α +
C

ε
|u|0

• 证明：
引理：设 ũ(x) = u(εx)，并对应变换定义域，则 [ũ]k,α = εk+α[u]k,α。

引理证明：直接由定义计算即可。

第一个不等式：设某个高为 1、顶为原点的锥为 V1，若 u ∈ C2,α(V1)，利用内插不等式可知存在依赖

n, α, V1 的 C 使得

[u]2,0;V1
≤ [u]2,α;V1

+ C|u|0;V1

考虑 V1 关于原点位似，位似比为 ε的锥 Vε，作变量替换 y = x/ε，且 ũ(y) = u(εy)，则若 u ∈ C2,α(Vε)，

对 ũ 应用上述不等式得到

[u]2,0;Vε
≤ εα[u]2,α;Vε

+
C

ε2
|u|0;Vε
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回到原问题，对任何 x ∈ Ω 与 ε < h 可找到某个以 x 为顶的锥 Vε，注意平移不影响上式，因此顶是

否是原点并不重要，从而

[u]2,0;Vε
≤ εα[u]2,α;Vε

+
C

ε2
|u|0;Vε

≤ εα[u]2,α +
C

ε2
|u|0

再注意 [u]2 是以上界定义的，而任何 x 都可取出相应的 Vε，从而即有

[u]2,0 ≤ εα[u]2,α;Vε
+
C

ε2
|u|0;Vε

≤ εα[u]2,α +
C

ε2
|u|0

而上述过程中的 C 除了 n, α 外只与对应锥 V 位似到高为 1 情况相关，即只与立体角相关。
第二个不等式：完全类似作代换，利用引理得证。

* 从引理也可看出其能看作分数次微商的原因，也可直接将 [u]k,α 看作 [u]k+α，计算可发现当 u ∈ C1 时

[u]1,0 = [u]0,1。

§2.2 磨光核

由于 Hölder 模本身难以估算，考虑磨光核 [mollifier] 以提供其等价范数。
对非负且支集在 B1(0) 中的 ρ ∈ C∞

0 (Rn)，若其在全空间积分为 1，则称为磨光核，如可取合适的 k 使得

ρ(x) =

k exp
(

1
∥x∥2−1

)
∥x∥ < 1

0 ∥x∥ ≥ 1

为磨光核。

磨光函数：对 u ∈ L1
loc(Rn) 与磨光核 ρ，u 的磨光函数定义为

ũ(x, τ) = τ−n
∫
Rn

ρ((x− y)/τ)u(y)dy

连续时的估计：若 u ∈ C(Rn)，则 τ → 0+ 时 ũ(x, τ) 内闭一致收敛于 u，且

sup |ũ| ≤ sup |u|

∀|v| = k, |Dvũ(x, τ)| ≤ Cτ−k sup
Bτ (x)

u

这里 C 与 n, k, ρ 相关，Dv 可以对 x 的任何分量或 τ 求导。

• 证明：
利用 ρ 积分为 1 直接计算并换元可知

ũ(x, τ)− u(x) =

∫
B1(0)

ρ(z)(u(x− τz)− u(x))dz

由此利用紧集一致连续性即可发现 τ → 0+ 时在紧集上有一致收敛。

利用归纳法可证明

Dv(x, τ) = τ−n−k
∫
Rn

Pv

(
x− y

τ

)
u(y)dy

其中 P (v) 为某支集在 B1(0) 中的光滑函数，换元可得

|Dvũ(x, τ)| ≤ τ−k
∣∣∣∣ ∫

Rn

Pv(z)u(x− τz)dz
∣∣∣∣ ≤ τ−k sup

Bτ (x)

|u|
∫
Rn

|Pv(z)|dz

而最后的积分可对任何 v 求上界，从而得到只与 n, k, ρ 相关的界。
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Cα 时的估计：若 u ∈ Cαloc(Rn)，则

|ũ(x, τ)| ≤ ταHα
x [u;Bτ (x)]

∀|v| = k, |Dvũ(x, τ)| ≤ Cτα−kHα
x [u;Bτ (x)]

这里 C 与 n, α, k, ρ 相关。

• 证明：
仍利用

ũ(x, τ)− u(x) =

∫
B1(0)

ρ(z)(u(x− τz)− u(x))dz

直接由定义可估算得第一个不等式成立，下证第二个不等式。

将指标 v 分为对 τ 求导的部分 β0 与对 x 求导的 n 重指标 β，于是 Dv = Dβ0
τ D

β
x，先考虑 β = 0 时，

则 β0 = k > 0，对上式微商，类似之前的归纳可发现

Dvũ(x, τ) = τ−k
∫
Rn

Pv(z)(u(x− τz)− u(x))dz

这里 Pv 支集在 B1(0) 中，由此再次利用定义可知第二个不等式成立。

最后，当 β ̸= 0 时，直接由定义计算可知

Dvũ(x, τ) = τ−n
∫
Rn

Dv

(
ρ

(
x− y

τ

))
u(y)dy

在积分中减去 u(x) 再增加它，并将第二项中利用 ρ((x − y)/τ) 对 x 每求一次导，相当于其对 y 求

一次导并加负号，可得其为

τ−n
∫
Rn

Dv

(
ρ

(
x− y

τ

))
(u(y)− u(x))dy + (−1)|β|τ−nu(x)

∫
Rn

Dβ0
τ D

β
yρ

(
x− y

τ

)
dy

由 ρ 紧支，由 β ̸= 0，利用 Gauss 公式即可知第二项一定为 0，再对第一项与之前类似用归纳法计
算可得其为

τ−n−k
∫
Rn

Pv

(
x− y

τ

)
(u(y)− u(x))dy = τ−k

∫
B1(0)

Pv(z)(u(x− τz)− u(x))dz

从而由定义估算可知成立。

反向估计：若 u ∈ C(Rn) 且对某 0 < α ≤ 1、R > 0 有 (这里 D 为对 y 与 τ 的梯度)

sup
y∈BR(x),0<τ<R

τ 1−α∥Dũ(y, τ)∥ <∞

则有

Hα
x [u;BR(x)] ≤ C sup

y∈BR(x),0<τ<R

τ 1−α∥Dũ(y, τ)∥

这里 C 与 n, α, ρ 相关。

• 证明：
对 ∥x− y∥ < R，取 τ = ∥x− y∥，有

|u(x)− u(y)| ≤ |ũ(x, τ)− u(x)|+ |ũ(x, τ)− ũ(y, τ)|+ |ũ(y, τ)− u(y)|

直接估算可知

|ũ(x, τ)− u(x)| =
∣∣∣∣τ ∫ 1

0

Dτ ũ(x, ητ)dη
∣∣∣∣ ≤ τα

∫ 1

0

(τη)1−α|Dτ ũ(x, ητ)|
η1−α

dη
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再直接放大分子可知

|ũ(x, τ)− u(x)| ≤ sup
0<τ<R

{
τ 1−α|Dτ (x, τ)|

}
τα

∫ 1

0

ηα−1dη =
τα

α
sup

0<τ<R

{
τ1−α|Dτ (x, τ)|

}
而利用微分中值定理可知存在 x, y 连线上的 x∗ 使得

|ũ(x, τ)− ũ(y, τ)| = ∥Dxũ(x
∗, τ)∥|x− y| = ∥Dxũ(x

∗, τ)∥τ ≤ τα sup
z∈BR(x),0<τ<R

τ 1−α∥Dxũ(z, τ)∥

由此整理即得到
|u(x)− u(y)|
∥x− y∥α

≤
(
2

α
+ 1

)
sup

z∈BR(x),0<τ<R

τ 1−α∥Dũ(z, τ)∥

从而得证。

最终结论

1. 假设 u ∈ Cα(Rn)，则存在仅依赖 n, α, ρ 的常数 C 使得

1

C
[u]α ≤ sup

τ>0,x
τ 1−α∥Dũ(x, τ)∥ ≤ C[u]α

• 证明：

利用 Cα 时的估计与反向估计可直接得到结论，取 C 为 Cα 时的估计中 k = 1 时的 C 与反向

估计的 C 中较大者即可。

2. 假设 u ∈ Ck+1,α(Rn)，设 β 为 n 重指标，且 |β| = k，则对任何指标 i，存在仅依赖 n, α, ρ 的常数

C 使得 (这里 Dβ 与 Hölder 半模都仅针对 x，D 代表对所有可能分量求导，中间这项包扩 τ，[Dv]α

含义见前文简记)
[DDβu]α ≤ sup

τ>0
[DDβũ(x, τ)]α ≤ C[DDβu]α

• 证明：

记 DiD
β 为 Dv (Di 为对 xi 求导)，第一个不等号直接利用定义可知 λ > 0 时对任何 x, y 有

|Dvũ(x, λ)−Dvũ(y, λ)|
|x− y|α

≤ sup
τ>0

[Dvũ(x, τ)]α

再令 λ → 0 利用收敛性即可知 [Dvu]α ≤ supτ>0[D
vũ(x, τ)]α，而左侧的每一项不超过中间的对

应项，中间还多出一项对 τ 求导，可知求和不超过中间。

记 τhu(x) = u(x+ h)，并记设 h = y− x，w = u− τhu，则利用磨光变换线性性可知对任何 Dj，

其中 j 可能为 xi 或 τ 有

|DjD
βũ(x, τ)−DjD

βũ(y, τ)| = |DjD
βw̃(x, τ)|

利用分部积分可发现，记 U = Dβw，有

|DjD
βw̃(x, τ)| = |DjŨ(x, τ)|

在 Cα 时的估计的第二个不等式中取 α = k = 1，可得

|DjD
βũ(x, τ)−DjD

βũ(y, τ)| ≤ CH1
x[U ;Bτ (x)] ≤ CH1

x[U ;Rn]

而利用微分中值定理即可发现

H1
x[U ;Rn] ≤ [∥DU∥]0 = [∥DDβ(u− τhu)∥]0



二 SCHAUDER 理论 22

从而

|DjD
βũ(x, τ)−DjD

βũ(y, τ)| ≤ C[∥DDβ(u− τhu)∥]0

利用 h = x− y，两侧同除以 ∥x− y∥α，若右侧上界在 x0 处取到，由定义即有

[DjD
βũ(x, τ)]α ≤ C

[∥DDβ(u− τhu)∥]0
∥x− y∥α

= C

∥∥∥∥DDβu(x0)−DDβu(x0 + h)

∥x− y∥α

∥∥∥∥
= C

∥∥∥∥DDβu(x0)−DDβu(x0 + h)

∥x0 + h− x0∥α

∥∥∥∥ ≤ C

(∑
j

[DjD
βu]2α

)1/2

若存一列 xn 使得右侧趋于上界，由于对每个都满足估算，利用极限可知仍然满足。由于对每个

分量都有估计，再利用有限维空间范数等价性，取 C ′ = (n + 1)2C 即得对向量范数也有估计，

从而得证。

§2.3 位势方程解的 C2,α 估计

由上述内容可知对 Hölder 模的估计只需要估计其磨光函数的微商，由此需要先进行微商估计。本节中 △
为 Laplace 算子。

位势方程导数估计：设 u ∈ C∞(Rn) 且 −△u = f，则对任何 R > 0 有

|Diu(x)| ≤
n

R
osc
BR(x)

u+R sup
BR(x)

|f |

其中 osc 表示振幅，即上下确界相减。
• 证明：

可不妨设 x 为原点，记 F0 = supBr
f，对任何 ρ，由 △ = ∇ · ∇，利用 Gauss 公式并极坐标换元可

知 (第二部分中的 r 为边界处单位外法向量)∫
Bρ(0)

△(Diu)dx =

∫
∂Bρ(0)

∂Diu

∂r
dS = ρn−1

∫
|ω|=1

∂Diu

∂ρ
(ρω)dω = ρn−1 ∂

∂ρ

(
ρ1−n

∫
∂Bρ(0)

DiudS
)

最后一个等号先将对 ρ 求导移到积分外，再利用 dS = ρn−1dω (每个分量乘 ρ) 的换元。另一方面利
用 △Di = Di△，考虑第 i 个分量为 △u，其他分量为 0 的函数，则其散度恰为 Di△u，利用 Gauss
公式得 ∫

Bρ(0)

△(Diu)dx =

∫
∂Bρ(0)

△u cos(r, xi)dS = −
∫
∂Bρ(0)

f cos(r, xi)dS

由此将 f 放至 F0，| cos(r, xi)| 放成 1，利用 n 维球表面积为 nωnρ
n−1 (ωn 为 n 维单位球体积) 即可

知 ∣∣∣∣ ∂∂ρ
(
ρ1−n

∫
∂Bρ(0)

DiudS
)∣∣∣∣ ≤ nωnF0

将其改写为

± ∂

∂ρ

(
ρ1−n

∫
∂Bρ(0)

DiudS
)

≤ nωnF0

左右对 ρ 从 0 到 r 积分 (注意由连续性，0 处左侧偏导中极限为 nωnDiu(0))，再同乘 rn−1 后对 r

从 0 到 R 积分 (这时所有对半径 r 球面的累计会变为球体积分)，得到

±
(∫

Br

Diudx− ωnR
nDiu(0)

)
≤ n

n+ 1
ωnR

n+1F0 ≤ ωnR
n+1F0

整理得

|Diu(0)| ≤ RF0 +
1

ωnRn

∣∣∣∣ ∫
Br

Diudx
∣∣∣∣
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由于 u(x)− u(0) 对第 i 个分量求导与 u(x) 相同，对 u(x)− u(0) 类似之前对 Di△u 使用 Gauss 公
式可知 ∣∣∣∣ ∫

Br

Diudx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫

∂Br

(u(x)− u(0)) cos(r, xi)dS
∣∣∣∣ ≤ nωnR

n−1 osc
Br

u

从而可代入得证。

位势方程 C2,α 估计：若 u ∈ C∞
0 (Rn) 且 −△u = f，对 α ∈ (0, 1)，存在只与 n, α 相关的 C 使得对任何

i, j 有

[Diju]α ≤ C[f ]α

• 证明：
磨光变换

对任意球 BR(x0)，记 g(x) = f(x)− f(x0)，则根据 [f ]α 定义类似上节最后估算可知

sup
BR(x0)

|g(x)| ≤ Rα[f ]α

将 f(x) 写为 g(x) + f(x0)，方程两边磨光后得到 (利用分部积分与 u 紧支，由于 △ 均为二阶导可知
△u 的磨光即等于 △ũ)

−△ũ(x, τ)− f(x0) = g̃(x, τ)

* 此处的磨光核已经取定，因此常数不再与 ρ 相关。

求导即得

−△Dij ũ(x, τ) = Dij g̃(x, τ)

这成为了关于 Dij ũ 的新的位势方程，应用导数估计 (并放大第二项) 可得

|Dkij ũ(x0, τ)| ≤ n

(
1

R
osc

BR(x0)
Dij ũ(x, τ) +R sup

BR(x0)

|Dij g̃|
)

再次利用类似上节最后的估算可将 osc 放大，得到存在与 n, α 相关的 C2 使得 (由于这里距离上界为
2R，C2 比起 n 需要多乘 2α)

|Dkij ũ(x0, τ)| ≤ C2

(
1

R1−α [Dij ũ]α +R sup
BR(x0)

|Dij g̃|
)

还原估算

利用上节的连续时估计的到每个 x ∈ BR(x0) 可知存在只依赖 n 的 C3 使得

sup
BR(x0)

|Dij g̃| ≤ C3τ
−2 sup

BR+τ (x0)

|g|

利用上节最终结论 2 可知存在只与 n, α 相关的 C4 使得

[Dij ũ]α ≤ C4[DDju]α

将常数合为只与 n, α 相关的 C5，并设 R = Nτ，其中 N > 1，两边同乘 τ 1−α 可得

τ 1−α|Dkij ũ(x0, τ)| ≤ C5

(
Nα−1[DDju]α +Nτ−α sup

BR+r(x0)

|g|
)

再利用证明开始的估计，即可知

τ1−α|Dkij ũ(x0, τ)| ≤ C5

(
Nα−1[DDju]α +N(N + 1)α[f ]α

)
由于对每个 k 都可被控制，控制向量范数可知

τ1−α∥DDij ũ(x0, τ)∥ ≤ C6

(
Nα−1[DDju]α +N(N + 1)α[f ]α

)
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而利用上节最终结论 1 可知存在只与 n, α 相关的常数 C7 使得 (再次利用分部积分，Diju 的磨光与

Dij ũ 相同)

[Diju]α ≤ C7 sup
τ>0,x0

τ 1−α∥DDij ũ(x0, τ)∥ ≤ C6C7

(
Nα−1[DDju]α +N(N + 1)α[f ]α

)
同样，控制向量可得存在只与 n, α 相关的 C8 使

[DDju]α ≤ C8

(
Nα−1[DDju]α +N(N + 1)α[f ]α

)
取 N 使得 Nα−1 = C8/2，即可移项得到

[DDju]α ≤ C9[f ]α

而左侧向量模长大于等于任何分量模长 |Diju|α，从而得证。

常系数椭圆型方程：考虑方程

−aijDiju = f

其中常数矩阵 aij (由偏导可交换不妨设其对称) 满足存在 λ,Λ > 0 使得

λ∥ξ∥2 ≤ aijξiξj ≤ Λ∥ξ∥2

其解 u 若在 C2,α
0 (Rn) 中，则存在只与 n, α,Λ/λ 相关的 C 使得对任何 i, j 有

[Diju]α ≤ Cλ−1[f ]α

• 证明：
由条件 A = (aij) 正定，从而存在可逆矩阵 B = (bij) 使得 BTAB = I，作变量代换 y = Bx，并设

ū(y) = u(x) = u(B−1y)、f̄(y) = f(x)，进行线性代数计算：由 Di = bijD
(y)
j 可知

Dij = bikbjlD
(y)
kl

从而利用 BTAB = 1 可得

aijDij = bikaijbjlD
(y)
kl =

∑
k

D
(y)
kk = △y

因此原方程化为

−△yū(y) = f̄(y)

从而根据位势方程的情况有对 y 的估计

[Dij ū]α ≤ C1[f̄ ]α

计算可发现

∥Bβ −Bγ∥2 = (β − γ)TBTB(β − γ)

而利用 det(λI − BBT ) = det(λI − BTB) 可知两者特征值相同，而 BBT = A−1，其特征值在

[Λ−1, λ−1]，由此

Λ−1∥β − γ∥2 ≤ ∥Bβ −Bγ∥2 ≤ λ−1∥β − γ∥2

于是利用定义可得 (中间两项即构成上方对 y 的估计)

λα/2 sup
β,γ

|D(y)
ij u(β)−D

(y)
ij u(γ)|

∥β − γ∥α
≤ sup

β,γ

|D(y)
ij u(β)−D

(y)
ij u(γ)|

∥Bβ −Bγ∥α

≤ C1 sup
α,β

|f(β)− f(γ)|
∥Bβ −Bγ∥α

≤ C1Λ
α/2 sup

β,γ

|f(β)− f(γ)|
∥β − γ∥α
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即存在与 n, α,Λ/λ 相关的 C2 使得

[D
(y)
ij u(x)]α ≤ C2[f ]α

利用之前的等式，利用半模的 Hölder不等式与向量的范数等价性可知存在与 n, α,Λ/λ相关的 C3 使

得

[Diju(x)]α ≤ |bikbjl|[D(y)
kl u(x)]α ≤ C2

∑
k,l

|bikbjl|[f ]α = C2

∑
k

|bik|
∑
l

|bjl|[f ]α ≤ C3∥bi∥∥bj∥[f ]α

这里 bi 代表 b 的第 i 个行向量，只需说明能取出合适的 B 使得 ∥bi∥∥bj∥ ≤ λ−1 即可。

由于 A 正定，考虑正交相似对角化 QTAQ = D，D 为元素均正的对角阵。取 B = Q
√
D−1，由于

A 的最小特征值至少为 λ，B 的每个位置不超过 Q 的 λ−1/2 倍，而 Q 每行二范数为 1，从而得证。

边界估计

记 Rn+ 为 Rn ∩ {xn > 0}，若 u ∈ C2,α
0 (Rn+) 满足

−△u(x) = f(x), x ∈ Rn+

u(x) = 0, x ∈ ∂Rn+

则对 α ∈ (0, 1)，存在只与 n, α 相关的 C 使得对任何 i, j 有

[Diju]α ≤ C[f ]α

• 证明：
奇延拓

对 x0 ∈ Rn+，定义 g(x) = f(x)− f(x0)，记 x = (x′, xn)，利用奇延拓扩充定义 Rn 中的函数

v(x) =

u(x) xn ≥ 0

−u(x′,−xn) xn < 0

h(x) =

g(x) xn > 0

−g(x′,−xn) xn < 0

f0(x) =

f(x0) xn > 0

−f(x0) xn < 0

由 u 在边界为 0 可发现 v ∈ W 2,∞(Rn)，且其对 x′ 的任何分量求导后在 C1,α(Rn) 中。延拓后满足
方程

−△v(x)− f0(x) = h(x), xn ̸= 0

而由于磨光变换由积分定义，可忽略 xn = 0 时未定义的部分，由此得到 (与之前类似利用分部积分)

−△ṽ(x, τ)− f̃0(x, τ) = h̃(x, τ)

边界处理

与位势方程的 C2,α 估计完全类似，只要 j ̸= n，利用光滑性可以得到存在只与 n, α 相关的 C 使得

[DDjv]α ≤ C[h+ f0]α
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注意到 Djv ∈ C1,α(Rn)，DDjv 将 Cα 跨过边界，而根据 u 的紧支性可知 f 在边界上会趋于 0，从
而 h + f0 也将 Cα 跨过边界，于是延拓前后半模必然相等 (若取上下半空间各一点，将其中一点对
称回上半后，距离变短、相差不变)，从而即得

[DDju]α ≤ C[f ]α

由上式可知对任何 i+ j ̸= 2n 有

[Diju]α ≤ C[f ]α

而再通过 Dnnu = −
∑

i<nDiiu− f 即可得到

[Diju]α ≤ (nC + 1)[f ]α

对任何 i, j 成立，原命题得证。

完全类似地，考虑本节中的常系数椭圆型方程，若 u ∈ C2,α
0 (Rn+) 在内点上满足方程，且在边界上为 0，则

存在只与 n, α,Λ/λ 相关的 C 使得对任何 i, j 有

[Diju]α ≤ Cλ−1[f ]α

§2.4 Schauder 内估计

* 此处内估计指估计内闭的范数。
引理：设 φ(t) 是 [T0, T1] 上的有界非负函数，且 T1 > T0 ≥ 0，存在非负的 θ,A,B, α 对任何满足 T0 ≤ t <

s ≤ T1 的 s, t 有

φ(t) ≤ θφ(s) +
A

(s− t)α
+B

则存在只与 α, θ 相关的 ρ 使得

∀T0 ≤ ρ < R ≤ T1, φ(ρ) ≤ C

(
A

(R− ρ)α
+B

)
• 证明：

考虑迭代 t0 = ρ、ti+1 = ti + (1− τ)τ i(R− ρ)，其中 τ ∈ (0, 1) 待定，直接递推可发现

φ(t0) ≤ θkφ(tk) +

(
A

(1− τ)α(R− ρ)α
+B

) k−1∑
i=0

θiτ−iα

选接近 1 的 τ 使 θτ−α < 1，再令 k → ∞ 得结论。
* 其作用大致为从条件中去除 θφ(s) 项。

我们再证明几个简单的估算性质 (均假设充分光滑使得不等式右端可以定义)：

1. 对 β ≥ α，[a]α ≤ [a]β + osc(a) ≤ [a]β + 2|a|0。

• 证明：

第一个不等号分 x 与 x0 距离是否大于 1 讨论，大于等于 1 放为 osc，小于 1 放为 β。第二个

不等号直接利用三角不等式。

2. 对常数 c，[a− c]α = [a]α。

• 证明：

直接由定义。
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3. [a]α ≤ (n+ 2)|a|1,0。

• 证明：

利用与第一个性质相同的思路可发现

[a]α ≤ 2|a|0 + sup
x,x0

|a(x)− a(x0)|
∥x− x0∥

后者利用微分中值定理与方向导数不超过梯度模长可知

[a]α ≤ 2|a|0 + |∥Da∥|0

再利用有限维空间的范数等价性即得

[a]α ≤ 2|a|0 + n|Da|0 ≤ (n+ 2)|a|1

回到内估计问题，设 Ω 为有界开区域，考虑 Ω 内的二阶线性椭圆型方程

Lu = f, L = −aijDij + biDi + c

这时利用偏导可交换可不妨假设 aij(x) 对称，且满足存在 λ,Λ > 0 使得

∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2

更进一步假设对某 α ∈ (0, 1)，存在 Λα 满足

aij , bi, c ∈ Cα(Ω̄),
1

λ

(∑
i,j

|aij |α +
∑
i

|bi|α + |c|α
)

≤ Λα

球域版本：若方程系数满足上方条件，则存在只与 n, α,Λ/λ 与 Λα 相关的正数 R0 ≤ 1 与 C，使得对任何

R ∈ (0, R0]，若 BR ⊂ Ω，且方程解 u ∈ C2,α
0 (BR)，则

[D2u]α;BR
≤ C

(
1

λ
[f ]a;BR

+R−2−α|u|0;BR

)
• 证明：

对系数乘比例可不妨设 λ = 1。由于方程可以改写为

−aij(0)Diju = f̄ , f̄ = f + (aij(x)− aij(0))Diju− biDiu− cu

利用上节对常系数椭圆型方程的定理可知有只与 n, α,Λ 相关的 C1 使得 (此后的半范数均为 BR 上)

[Diju]α ≤ C1[f̄ ]α

进一步由三角不等式与乘积的 Hölder 模运算进行放缩可知 (加 aij(0) 不影响 α 半模)

[f̄ ]α ≤ [f ]α + [aij(x)− aij(0)]0[Diju]α + [aij(x)]α[Diju]0 + |bi|α|Diu|α + |c|α|u|α

利用条件与上节位势方程 C2,α 估计中将 f(x)− f(x0) 上界放缩为 Rα[f ]α 可将 [Dij ]α 前的系数改为

[aij ]αR
α，此外，利用之前证明的性质可将 |Diu|α、|u|α 与 |Diju|α 都放至 |u|2，由此存在只与 n 相

关的 C2 使得

[f̄ ]α ≤ [f ]α + [aij ]αR
α[Diju]α + C2Λα|u|2

再对 [aij ]α 进行放缩可知存在只与 n, α,Λα 相关的 C3 使得

[f̄ ]α ≤ C3([f ]α +Rα[D2u]α + |u|2)
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从而得到估计

[D2u]α ≤ C1C3([f ]α +Rα[D2u]α + |u|2)

由于球域具有锥性质，且 h > R/2，利用内插不等式 (对二阶导、一阶导直接使用，|u|0 放到右侧，
取系数前的较大者) 可知对任何 ε < 1，存在常数 C 使得 (注意 1 < 1/ε)

|u|2 ≤ 2εα[D2u]α +
C

ε2
|u|0

由于 R0 ≤ 1，可知 R ≤ 1，从而可取 ε = R/2，得到存在与 n, α,Λ,Λα 相关的 C4 使得 (注意 1 < R−2)

[D2u]α ≤ C4

(
[f ]α +Rα[D2u]α +R−2|u|0

)
只要 R0 充分小，可使 C4R

α < 1，由此即可得到对 [D2u]α 的估算，得证 (当 λ ̸= 1 时，还原比例即

可发现)。

一般版本：在系数满足如前条件下，若方程解 u ∈ C2,α(Ω)，则对任何 Ω 的列紧子集 Ω′ 有

|u|2,α;Ω′ ≤ C

(
1

λ
|f |α + |u|0

)
这里 C 依赖 n, α,Λ/λ,Λα 与 Ω′ 到 ∂Ω 的距离 (记为 d)。
• 证明：

与前同理，只需证明 λ = 1 时。

构造估算

对上题中的常数 R0 取 R̄0 = min(R0, d/2)。对任何 x0 ∈ Ω′ 与 0 < R ≤ R̄0，记 B = BR(x0)，

B̄ = BR̄0
(x0)。

对任何 τ ∈ (0, 1)，存在只与 n, k 有关的 C 使得可构造函数 ζ(x) 满足

ζ ∈ C∞
0 (B)

∀x ∈ BτR(x0), ζ(x) = 1

∀k, [Dkζ]0 + (1− τ)αRα[Dkζ]α ≤ C

(1− τ)kRk

* 书上表示可利用磨光核构造，基本思路为给定 τR 后用磨光核连接 BτR(x0) 内外使得变化幅度可

控。

设 v = ζu，则 v ∈ C2,α
0 (B)，且计算得

Lv = ζf + (−aijDijζ + biDiζ)u− 2aijDiζDju

估计可得 (球域版本的中心 0 可以换为任何点) 存在与 n, α,Λ,Λα, d 相关的 C1 使得

[D2v]α;B ≤ C1

(
|ζf + (−aijDijζ + biDiζ)u− 2aijDiζDju|α;B + |v|0;Ω

)
与之前的估算类似，利用三角的不等式与乘积 Hölder 模运算可拆分出左侧 α 半模的每一项。接着，

把 ζ 与 aij , bi 利用上方假设放缩，将 Dζ 相关的界也放缩为 [D2ζ] 相关的界。最后，将 u 相关的先

控制为 |u|2;B 与 [D2u]α;B，再将 |u|2 利用内插不等式放缩，最终得到对任何 ε，存在与 n 相关的 Cε

使得

[D2v]α;B ≤ C2

(
1

(1− τ)αRα
[f ]0;B + [f ]α;B + ε[D2u]α;B +

Cε
(1− τ)2+αR2+α

|u|0;B
)

由于子集上的 Hölder 半模一定不超过原集合上的，而 BτR(x0) 上 v = u，即得到

[D2u]α;BτR(x0) ≤ C2

(
1

(1− τ)αRα
[f ]0;B + [f ]α;B + ε[D2u]α;B +

Cε
(1− τ)2+αR2+α

|u|0;B
)
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引理控制

设 φ(s) = [D2u]α;Bs(x0)，根据上式，再次利用子集 Hölder 半模不超过原集合即可知

φ(s) ≤ C2

(
εφ(t) + [f ]α;B̄ +

1

(t− s)α
[f ]0;B̄ +

Cε
(t− s)2+α

|u|0
)

取 ε 使得 Cε < 1，利用本节开头的引理即可知对任何 ρ ∈ (0, R), R ≤ R̄0 有

[D2u]α;Bρ(x0) ≤ C3

(
[f ]α;B̄ +

1

(R− ρ)α
[f ]0;B̄ +

1

(R− ρ)2+α
|u|0

)
取 ρ = R̄0

2
、R = R̄0，可得

[D2u]α;Bρ(x0) ≤ C4(|f |α + |u|0)

通过内插不等式，将 [D2u]0 与 [Du]0 放为左侧与 |u|0 的和，最终有

|u|2,α;Bρ(x0) ≤ C5(|f |α + |u|0)

最终合并

由于 ρ 固定，对任何 x0 的邻域存在相同的 C5，下面证明

|u|2,α;Ω′ ≤ C6(|f |α + |u|0)

由于 |u|2;Ω′ 对应为各个导数的逐点上界，而紧集任何列有收敛子列，且其在任何一点附近都可取出

区间 Bρ(x0) 使得被某个 C5(|f |α + |u|0) 控制，因此

|u|2;Ω ≤ C5(|f |α + |u|0)

对于 [D2u]α;Ω，设 v = Diju，考虑
|v(x0)− v(x1)|
∥x0 − x1∥α

对任何 x0, x1，若 ∥x0 − x1∥ ≤ ρ，则由之前假设可知其不超过 C5(|f |α + |u|0)，若否，可知

|v(x0)− v(x1)|
∥x0 − x1∥α

≤ 2ρ−α|v|0 ≤ 2ρ−αC5(|f |α + |u|0)

由此取 C6 = (2 + 2ρ−α)n2C5，即可得证。

事实上，若系数在满足之前条件时还要求 aij , bi, c, f ∈ Ck,α(Ω)，则 u ∈ C2,α(Ω) 为解时利用差商技巧可以

证明

u ∈ Ck+2,α(Ω)

且对任何 Ω′ 为 Ω′′ 列紧子集、Ω′′ 为 Ω 列紧子集，有

|u|k+2,α;Ω′ ≤ C(|f |k,α;Ω′′ + |u|0;Ω′′)

这里 C 只与 n, k,Λ/λ、各系数的范数与 Ω′ 到 ∂Ω′′ 的距离相关。

§2.5 Schauder 全局估计

* 全局估计需要在内估计之外再得到边界估计，一般先用半球代替球证明，再由边界光滑性定义推广到边
界。
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半球版本：设 Ω ⊂ Rn+，且 ∂Ω 有子集 S ⊂ ∂Rn+，且构成 ∂Rn+ 中的闭区域 (开区域闭包)。仍设系数满足
之前条件，则存在只依赖 n, α,Λ/λ 与 Λα 的正常数 R0, C，使得对任何 R ∈ (0, R0]，若球心 0 ∈ S 的半

球 B+
R ⊂ Ω 满足解 u ∈ C2,α(B̄+

R) 在 ∂B+
R ∩ R+ 附近为 0，且在 S ∩ ∂B+

R 上为 0，则

[D2u]α;B+
R
≤ C

(
1

λ
[f ]a;B+

R
+R−2−α|u|0;B+

R

)
* 条件与在半球紧支相比，在 {xn = 0} 的边界附近无需为 0。与之前类似，对半球情况可考虑奇延拓，且
需要单独控制 Dnnu 外的二阶导数，再用其他二阶导数控制 Dnnu 得到估计。

• 证明：
与 2.3 节边界估计的方式完全类似。利用 2.4 节球域情况可控制一切 Dnn 外的导数，而 Dnn 前的系

数利用 aij 正定可知恒非零，从而可写为

Dnn(x) =
1

ann

(
−

∑
i+j<2n

aijDiju+ biDiu+ cu− f

)
在条件中取 ξ = en 可知 ann ≥ λ，从而右侧均可放缩，再将 [Diu]α 利用内插不等式，并缩小 R0 以

提升 |u|0 前的系数即可。

平边界版本：在上个定理的条件下，若 u ∈ C2,α(Ω ∪ S) 在 Ω 内满足方程且 S 上 u = 0，则对任何 Ω ∪ S
的列紧子集 Ω′，有

|u|2,α;Ω′ ≤ C

(
1

λ
|f |α + |u|0

)
这里 C 只依赖 n, α,Λ/λ,Λα 与 Ω′ 到 ∂Ω\S 的距离 (记为 d)。
• 证明：

与前同理，只需证明 λ = 1 时。

同样设半球版本的常数为 R0，R̄0 = min{R0, d/2}，并记

Ω′′ = Ω′ ∩ {xn > R̄0/4}

由于其为 Ω 中紧集，由内估计可知有

|u|2,α;Ω′′ ≤ C1(|f |α + |u|0)

另一方面，若 BR̄0
(x0) 是某个球心在 Ω̄′ ∩ S 中的球，利用半球版本，完全类似一般版本内估计的证

明过程可知 (同样球心可从 0 移到任何 x0)

|u|2,α;B+

R̄0/2
(x0)

≤ C2(|f |α + |u|0)

由于所有 B+
R̄0/2

(x0) 与 Ω̄′′ 可覆盖 Ω′，与一般版本内估计的合并过程完全相同 (注意到两点只要距离
小于 R̄0/8，一定同落在某个半球或 Ω′′ 中) 可得到最终估计

|u|2,α;Ω′ ≤ C3(|f |α + |u|0)

全局估计：若系数满足边界条件，区域 ∂Ω 是 C2,α 的 (定义与 1.5 节中完全类似)，u ∈ C2,α(Ω̄) 为解且在

边界上为 0，则
|u|2,α ≤ C

(
1

λ
|f |α + |u|0

)
这里 C 只依赖 n, α,Λ/λ,Λα 与 Ω。

• 证明：
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不妨设 λ = 1，与 1.5 节的做法类似，假设 ψ 是 x0 处光滑边界定义中的映射，条件事实上是 ψ 与

ψ−1 均 C2,α。

作代换 y = ψ(x)，设 ũ(y) = u(x)，则有

−ãrsD̃rsũ+ b̃rD̃rũ+ c̃ũ = f̃

这里 D̃ 为对 y 求导，且

ãrs = aij
∂yr
∂xi

∂ys
xj

, b̃r = bi
∂yr
∂xi

− aij
∂2yr
∂xi∂yj

, c̃(y) = c(x), f̃(y) = f(x)

对其应用平边界情况可知 (这里模均对 y) 存在 C 使得 (由 ψ 充分光滑，ã、b̃、c̃ 仍能被 Λ 与 Λα 控

制)
|ũ|2,α;B+

1/2
≤ C

(
|ũ|0;B+

1
+ |f̃ |α;B+

1

)
= C

(
|u|0;B+

1
+ |f̃ |α;B+

1

)
再由 ψ−1 充分光滑，类似 1.5 节中可知 |ṽ|2,α 与 |v|2,α 等价、|ṽ|α 与 |v|α 等价，于是有

|u|2,α;ψ−1(B+
1/2

) ≤ C
(
|u|0 + |f |α

)
利用有限覆盖定理，可选出有限个 x0 使得 ψ−1(B+

1/2) 覆盖边界，再取出某闭包在 Ω 中紧的开集 Ω′

覆盖剩余部分，且存在 r 使得距离不超过 r 的两点一定落在其中某个中 (将 Ω′ 取得足够接近边界)，
由此可与之前完全类似得到全局估计

|u|2,α ≤ C
(
|u|0 + |f |α

)

若 u 在边界上为 φ 而非 0，且 φ ∈ C2,α(Ω̄)，则将原定理应用在 u−φ 上即可知 (C 依赖对象与之前相同)

|u|2,α ≤ C(|f |α + |φ|2,α + |u|0)

更进一步地，上述假定下，若 aij , bi, c, f ∈ Ck,α(Ω̄)，且 ∂Ω 是 Ck+2,α 的，φ ∈ Ck+2,α(Ω̄)，应用差商可估

计得

|u|k+2,α ≤ C(|f |k,α + |φ|k+2,α + |u|0)

这里 C 只依赖 n, α, k,Λ/λ,Ω 与各系数的范数。

§2.6 古典解的极值原理

弱极值原理：若算子 L 如 2.4 节定义，且 aij 满足存在 λ,Λ > 0 使得

∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2

bi 有界、c 非负。若 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)，且在 Ω 上满足 Lu ≤ f，则

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C|f |0

其中 C 依赖 n、 1
λ

∑
i |bi|0 与 Ω 上两点距离的上界 d。

• 证明：
非零下界

先解决 c(x) ≥ c0 > 0 时的情况。令 v = u− sup∂Ω u+，则直接代入可发现

∀x ∈ Ω, Lv(x) ≤ f(x)

∀x ∈ ∂Ω, v(x) ≤ 0
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若 Ω内某点 x0为 v的最大值 (由定义其必然非负)，则D2v(x0)半负定 (D2表示 Hesse阵)，Dv(x0) =
0，再由 aij 正定可验证

(−aijDijv + biDiv)
∣∣
x0

≥ 0

*这里事实上用了线性代数结论：两个半正定阵逐元素乘积仍然为半正定阵 (设 A = P TP,B = QTQ，

则记 (Rk)ij = pkjqij 可知逐元素乘积为
∑

k R
T
kRk)，由此第 i 行第 j 列为 aijDijv 的矩阵为半负定

阵，再利用半负定阵所有元素和非正 (考虑全 1 的向量左右乘) 可知结论。
于是计算 Lv 可知 c(x0)v(x0) ≤ |f |0，从而即得

sup
Ω
v ≤ |f |0

c0

还原回 u 得证。

一般情况

我们希望能构造辅助函数回到非零下界情况。仍如上定义 v，设 v = zw，其中 z 为恒正的待定函数，

由 v 性质计算并按 w 整理可知

−aijDijw +

(
bi − 2

z
aijDjz

)
Diw +

(
c+

1

z
(biDiz − aijDijz)

)
w ≤ f

z

由于我们希望第三项前系数有非零下界，由 Ω 有界，可通过平移、旋转使 Ω 中 x1 ∈ (0, d)，并对充

分大的 α 记

z = e2τd − eτx1

可发现 z > 0 且由区域有界有非零上界，且

−aijDijz + biDiz = (a11τ 2 − b1τ)eτx1 ≥ λ

(
τ 2 − |b1|0

λ
τ

)
> 0

由此符合要求，再通过 w 边界上 ≤ 0，对 w 用前一种情况可知

sup
Ω
w ≤ C|f |0

再由 z > 0 有只与 Ω 相关的上界得 supΩ v 也能被控制，从而得证。

由此，上述条件下若 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) 且 Lu = f，对 u,−u 应用定理可知

sup
Ω

|u| ≤ sup
∂Ω

|u|+ C|f |0

* 弱极值原理在 f = 0 时只说明边界一定取到最大值，不能保证非常数时内部无法取到。

§2.7 Dirichlet 问题的可解性

本节考虑 Dirichlet 问题 (L 如之前定义)

∀x ∈ Ω, Lu(x) = f(x)

∀x ∈ ∂Ω, u(x) = φ(x)

* 记 M = [n/2] + 4。

光滑边界版本：设 ∂Ω为 CM，方程系数满足 2.4节条件，且 c ≥ 0，f ∈ Cα(Ω̄)，φ ∈ C2,α(Ω̄)，则 Dirichlet
问题存在唯一解 u ∈ C2,α(Ω̄)。

• 证明：
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对 u− φ 考虑可知 f + Lφ 仍然为 Cα(Ω̄)，由此可不妨设 φ = 0。作函数列 aijN、b
i
N、cN、fN 使它

们 ∈ CM (Ω̄) 且一致收敛到各系数，且

λ

2
|ξ|2 ≤ aijNξiξj ≤ 2Λ|ξ|2

cN ≥ 0, ∥fN∥α ≤ 2∥f∥α
1

λ

(∑
i,j

|aijN |α +
∑
i

|biN |α + |cN |α
)

≤ 2Λα

* 上述取法中一致收敛事实上要求在 | · |α 下收敛才可满足要求，因此事实上用到了 CM 在 Cα 中嵌

入的相关结论，书中省略了相关细节。

考虑近似问题 (LN 为 L 的系数对应替换为 aN , bN , cN )

∀x ∈ Ω, LNuN (x) = fN (x)

∀x ∈ ∂Ω, uN (x) = 0

其满足 1.2 节开头的假定，因此符合 Fredholm 二择一定理，只要证明解唯一即可知存在唯一。假
设存在解 uN，可发现其符合 1.5 节更高阶正则性条件，从而得其为 HM (Ω) ∩H1

0 (Ω)，于是再利用

Sobolev 嵌入定理可知 uN ∈ C2,α(Ω̄)。通过古典解极值原理，若有两个解满足，作差可发现只能为

0，由此必然唯一，从而 uN 存在唯一。

利用 Schauder 全局估计与古典解极值原理，由 uN 在边界上为 0 可知 (这里常数只要与 u,N 无关

即可，而通过公共界可得到成立)

|uN |2,α ≤ C1|fN |α + C2|u|0 ≤ C1|fN |α + C4|fN |0 ≤ (C1 + C4)|fN |α ≤ 2(C1 + C4)|f |α

利用Arzelà-Ascoli引理，uN 可存在子序列在 C2(Ω̄)中收敛，再由所有 α范数可控制可知 u ∈ C2,α(Ω̄)，

且满足方程。

外球性质：若对任何 x0 ∈ ∂Ω，存在球 Bρ(y) ⊂ Rn\Ω̄ 使得 Bρ(y) ∩ Ω̄ = {x0}，则称 Ω 有外球性质。

连续版本：若区域有外球性质，方程系数满足 2.4 节条件，且 c ≥ 0，f ∈ Cα(Ω̄)，φ ∈ C(Ω̄)，则 Dirichelet
问题存在唯一解 u ∈ C2,α(Ω) ∩ C(Ω̄)。
• 证明：

子序列

作区域列 ΩN 使得 ΩN ⊂ Ω，∂ΩN 为 CM，且 ∂ΩN 上任何一点到 ∂Ω 的距离不超过 1
N
。

* 大致可以先缩小再光滑化，但严谨说明非常困难。
取函数列 φN ∈ C2,α(Ω̄)，使得 |φN − φ|0 ≤ 1

N
，考虑近似问题

∀x ∈ ΩN , LuN (x) = f(x)

∀x ∈ ∂ΩN , uN (x) = φN (x)

利用光滑边界版本的情况，存在 uN ∈ C2,α(Ω̄N ) 为此问题解。对 Ω 列紧子集 Ω′，由于其必然包含在

某个 ΩN 中，利用 Schauder 内估计与上个定理类似可知 N 充分大时

|uN |2,α;Ω′ ≤ C
(
|f |α + |uN |0;ΩN

)
≤ C

(
|f |α + |φ0|+

1

N

)
这里 C 依赖 Ω′ 与 Ω 距离，但并不依赖 N (N 充分大时 Ω′ 与 ΩN 距离有下界)，第二个不等号利用
古典解极值原理得到。

仍然利用 Arzelà-Ascoli 引理，uN 可存在子序列在 C2(Ω̄1) 中收敛 (取 Ω′ = Ω̄1)，再在其中取子序列
在 C2(Ω̄2) 中收敛...... 最后利用对角线法即可得到在任何 ΩN 上收敛的子序列，也即在任何列紧子
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集 Ω′ 上收敛于某个 u。由于 Ω 内部任何一点可被某列紧子集包含，知 u 在 Ω 内满足方程，只需证

明其在边界上连续且符合边界条件。

闸函数

对 x0 ∈ ∂Ω，设 Bρ(y)是外球性质定义中所述的外球，闸函数指满足如下三条性质的函数 ω ∈ C2(Ω̄)：

Lω > 0

ω(x0) = 0

∀x ∈ Ω̄\{x0}, ω(x) > 0

考虑 ω(x) = e−βρ2 − e−β∥x−y∥2

，β 为待定正数，则后两条性质满足，而计算可知 Lω 中 e−β∥x−y∥2

前

的最高 β 次数为二次，二次项

4aijβ2(xi − yi)(xj − yj)e−β∥x−y∥
2

≥ 4λβ2ρ2e−β(d+ρ)2

这里 d 指 Ω 上两点距离的上界。

另一方面，c ≥ 0，因此 Le−βρ2 ≥ 0，从而取 β 充分大即能得到存在正下界的 Lω，记正下界为 θ。

由连续性，对任何 ε 存在 x0 在 Ω 中邻域 U 使得其中 |φ(x) − φ(x0)| < ε，由于 ω 在 Ω\U 有正下
界，取 Cε 充分大可使

∀x ∈ Ω̄, Cεω(x) + φ(x0) + ε > φ(x) > −Cεω(x) + φ(x0)− ε

利用 |φN (x) − φ(x)| ≤ |φN (x0) − φN (x)| + |φ(x0) − φ(x)| + |φ(x0) − φN (x0)|，取 U 为使得其中

|φ(x) − φ(x0)| 与 |φN (x) − φN (x0)| 均小于 ε/3 的邻域，与上方类似考虑 Ω\U 上 ω 的下界可知 N

充分大时

∀x ∈ Ω̄, Cεω(x) + φ(x0) + ε > φN (x) > −Cεω(x) + φ(x0)− ε

另一方面，由于 Lω 有正下界，对某个 N，当 Cε 充分大时有

∀x ∈ ΩN , L(Cεω(x) + φ(x0) + ε) ≥ LuN (x) ≥ L(−Cεω(x) + φ(x0)− ε)

对 uN − (Cεω(x) + φ(x0) + ε) 利用弱极值原理，由对 φN 的估算可知其在 ΩN 边界上为 0，而对应
的 f = 0，由此即得 N 充分大时

uN (x) ≤ Cεω(x) + φ(x0) + ε

同理

uN (x) ≥ −Cεω(x) + φ(x0)− ε

由于 Cε 与 N 无关，考虑 N → ∞ 知

Cεω(x) + φ(x0) + ε ≥ u(x) ≥ −Cεω(x) + φ(x0)− ε

利用 ω(x0) = 0 且连续，对任何 ε，存在 x0 邻域 U 使得其中

φ(x0) + 2ε ≥ u(x) ≥ φ(x0)− 2ε

这对任何 x0 成立，即得到 u 在边界连续，且为 φ。

* 这里的内估计运用与闸函数技巧都是重要的。

弱光滑版本：设 ∂Ω为 C2,α，方程系数满足 2.4节条件，且 c ≥ 0，f ∈ Cα(Ω̄)，φ ∈ C2,α(Ω̄)，则 Dirichelet
问题存在唯一解 u ∈ C2,α(Ω̄)。

• 证明：
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边界转化

与光滑边界版本相同理由可设 φ = 0。考虑边界 C2,α 的定义，设 x0 处对应映射为 ψ，对应邻域 V，

则 ψ(V ) 满足外球性质 (取与 {xn = 0} 交点唯一的某个球即可)，再利用二阶光滑性可在其原像中取
出某个球满足要求，由此 Ω 有外球性质，利用外球版本已经可知存在唯一解 u ∈ C2,α(Ω) ∩ C(Ω̄)。
为证其在 ∂Ω 上亦为 C2,α，只需证明对边界每点邻域成立。

由于 ψ ∈ C2,α(V̄ ), ψ−1 ∈ C2,α(B̄+
1 )，可将 x0 附近的方程与边界条件看作 B̄+

1 上的方程与对应边界

条件，且不改变连续性。

* 具体来说，令 ũ(y) = u(ψ−1(y))，并对应重新计算系数，与之前坐标变换时完全类似可发现系数仍

然符合要求。

由此，只需证明，当 u ∈ C2,α(B+
1 ) ∩C(B̄+

1 ) 时满足方程，则 u ∈ C2,α(B̄+
1/2)，即能推出 u 在边界每

点有邻域为 C2,α，再通过有限覆盖得到整体结论。

由于 B̄+
1/2 为 B+

1 中紧集，我们适当缩小 B+
1 使得其具有光滑边界，且保证其包含 B+

1/2，得到的区域

记为 B，只需证明在 B 上满足方程的 u ∈ C2,α(B) ∩ C(B̄) 有 u ∈ C2,α(B̄+
1/2)。

序列构造

以下均考虑 B 上，半模与模也默认为 B 上的。

作函数列 φN ∈ C2,α(B̄) 使得 φN 在 ∂B ∩ {xn = 0} 上为 0，且 N → ∞ 时 |φN − u|0 → 0，考虑近

似问题

∀x ∈ D, LuN (x) = f(x)

∀x ∈ ∂D, uN (x) = φN (x)

利用光滑版本的结论，解 uN ∈ C2,α(B̄)，类似光滑版本的证明，根据 Schauder 内估计可证明对任何
B 中紧集 Ω′，uN 存在 C2(Ω̄′) 上收敛于某函数 ũ 的子序列，类似连续版本的证明中构造 ΩN，可利

用对角线法取出 B 上任何紧集 Ω′ 中 C2(Ω̄′) 收敛于某 ũ 的子序列，仍记为 uN。

类似连续版本最后的操作，利用极值原理可证明 uN 事实上一致收敛到 B 上某函数 ũ，由此利用 φN

定义令 N → ∞ 有
∀x ∈ D, Lũ(x) = f(x)

∀x ∈ ∂D, ũ(x) = u(x)

利用弱极值原理，这即说明了 D 上 ũ = u，即 uN 一致收敛于 u。进一步通过 uN 为 C2，可知收敛

是 C2 的，再与光滑情况相同可知收敛是 C2,α 的。由于已知 u ∈ C(D̄)，|u|0 存在，利用内插不等式
可知只需证明 [D2u]α;B+

1/2
存在。

对 uN 满足的方程利用平边界版本的全局估计与极值原理，可知存在与 N 无关的 C、C ′ 使得

[D2uN ]α;B+
1/2

≤ C(|f |α + |uN |α) ≤ C ′(|f |α + |φN |0)

令 N → ∞，右侧通过定义收敛到 C ′(|f |α + |u|0)，而由于 B 上的 C2,α 收敛性，可验证左侧收敛到

[D2u]α;B+
1/2
，从而得证。

* 这事实上证明了边界为 C2,α 的点处有邻域中 u 为 C2,α。

三 Lp 理论

* 研究方程几乎处处满足时的 Lp 估计，需要用到一些调和分析结论进行处理，最终说明 W 2,p 解的性质。
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§3.1 Marcinkiewicz 内插定理

设 f ∈ L1(Ω)，t ≥ 0，记集合

At(f) = {x ∈ Ω | |f(x)| > t}

并设 λf (t) = |At(f)|，这里对集合取模代表测度。
Lebesgue 积分的展开：若 f ∈ Lp(Ω)，其中 1 ≤ p <∞，则∫

Ω

|f |pdx = p

∫ ∞

0

tp−1λf (t)dt

• 证明：
记 χ{|f(x)|>t} 为在 f(x) > t 的点为 1，否则为 0 的特征函数，则

|f |p =
∫ |f(x)|

0

ptp−1dt =
∫ R

0

ptp−1χ|f(x)|>tdt

再由 ∫
Ω

χ|f(x)|>tdx = λf (t)

即可交换积分次序得结论。

Ω 上的 Marcinkiewicz 空间：定义 (下标 w 代表 weak)

∥f∥Lp
w(Ω) = inf{A | ∀t > 0, λf (t) ≤ t−pAp}

若 ∥f∥Lp
w(Ω) <∞，则称其属于 Lpw(Ω)。

* 其一般并不符合三角不等式，在 p ̸= ∞ 时不为范数，但将定义写为 (λf (t))
1/p ≤ A/t 可验证 L∞

w = L∞。

嵌入关系 (无歧义时省略 Ω)：对有界区域 Ω，有

∀1 ≤ q < p <∞, Lp ⊊ Lpw ⊂ Lq

• 证明：
左侧利用

tpλt(f) ≤
∫
At(f)

|f(x)|pdx ≤ ∥f∥pLp

即可得证，考虑 λf (t) = C/tp 的情况 (设 f(x) = g(∥x∥) 可以构造出)，利用 Lebesgue 积分的展开即
可知 p 范数不存在。

右侧可展开得 ∫
Ω

|f |qdx = q

∫ 1

0

tq−1λf (t)dt+ q

∫ ∞

1

tq−1λf (t)

第一项中 t 不超过 1，λf (t) 不超过 |Ω|，由此不超过 q|Ω|，第二项将 λf (t) 放大为 ∥f∥p
Lp

w
t−p 计算积

分即可知收敛，从而得证。

拟线性映射：T : Lp → Lq 满足存在 Q > 0 使得

∀f, g ∈ Lp, |T (f + g)(x)| ≤ Q(|Tf(x)|+ |Tg(x)|), a.e.

这里 a.e. 代表对 Ω 中几乎处处的 x 成立。

强 (p, q) 型：存在 C > 0 使得

∀f ∈ Lp, ∥Tf∥Lq ≤ C∥f∥Lp

此时可记 C 的下界为算子范数 ∥T∥(p,q)。
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弱 (p, q) 型：存在 C > 0 使得

∀f ∈ Lp, ∥Tf∥Lq
w
≤ C∥f∥Lp

* 利用嵌入关系，强 (p, q) 型一定为弱 (p, q) 型。

Marcinkiewicz 内插定理：设 1 ≤ p < q ≤ ∞，定义在 Lp + Lq 上的拟线性映射 T 是弱 (p, p) 型与弱

(q, q) 型的，对应界分别记为 Bp 与 Bq，则对任何 r ∈ (p, q)，T 是强 (r, r) 型的，且存在与 p, q, r 与拟线

性映射定义中的 Q 相关的 C 使得

∥T∥(r,r) ≤ CBθ
pB

1−θ
q , θ =

p(q − r)

r(q − p)

• 证明：
对 f ∈ Lr，给定某 s > 0，待定 γ > 0，并以 γs 为界将 f 拆分为 f = f1 + f2，满足

f1(x) = f(x)χ|f(x)|>γs, f2(x) = f(x)χ|f(x)|≤γs

由于 f2 只保留了小的部分，通过定义放缩可知其为 Lq，同理 f1 为 Lp，由此即得 Lr ⊂ Lp +Lq，T

在 Lr 上有定义。

利用拟线性映射的定义，若 |Tf1(x)| ≤ s/(2Q) 且 |Tf2(x)| ≤ s/(2Q)，必有 |Tf(x)| ≤ s，由此

λTf (s) ≤ λTf1

(
s

2Q

)
+ λTf2

(
s

2Q

)
根据 T 的弱 (p, p) 与弱 (q, q) 性质即可知

λTf (s) ≤
(2QBp)

p∥f1∥pp
sp

+
(2QBq)

q∥f2∥qq
sq

若 q < ∞，展开 Lebesgue 积分后利用上式估算可得到 (第二行到第三行的等号类似 Lebesgue 积分
展开中的交换积分次序)∫

Ω

|Tf |rdx =

∫ ∞

0

rsr−1λTf (s)ds

≤ (2QBp)
p

∫ ∞

0

rsr−p−1ds
∫
|f |>γs

|f |pdx+ (2QBq)
q

∫ ∞

0

rsr−q−1ds
∫
|f |≤γs

|f |qdx

= (2QBp)
pr

∫
Ω

|f |pdx
∫ |f |/γ

0

sr−p−1ds+ (2QBq)
qr

∫
Ω

|f |qdx
∫ ∞

|f |/γ
sr−q−1ds

=

(
(2QBp)

pr

r − p
γp−r +

(2QBq)
qr

q − r
γq−r

)∫
Ω

|f |rdx

取 γ = (Bp
pB

−q
q )1/(q−p) 即可代入验证成立。

若 q = ∞，可取 γ = 1
2QB∞

，利用 L∞
w = L∞ 即有 λTf2(s/(2Q)) = 0，仍然代入上方计算可发现成立。

* 由证明过程知此定理事实上无需区域有界。

§3.2 分解引理

设 f ∈ L1(Rn) 非负，则对任何 α > 0，存在两个集合 F 与 Ω 使得：

1. F ∪ Ω = Rn，F ∩ Ω = ∅；

2. f(x) ≤ α 在 F 上几乎处处成立；

3. Ω 可以分解为一列两两不重叠且边平行于坐标轴的立方体 Qk 之并，且满足

∀k ∈ N∗, α <
1

|Qk|

∫
Qk

f(x)dx ≤ 2nα
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• 证明：
剖分构造

由于
∫
Rn f dx 有限，取 m > n

√
∥f∥L1/α 即可将 Rn 分解为边长 m 的立方体使得每个立方体 Q′ 上有

1

mn

∫
Q′
f dx ≤ α

将每个 Q′ 等分为 2n 个立方体 Q′′，每个的边长 m/2，若 Q′′ 上的积分平均 (即积分除以测度) 超过
α，则选取其为某个 Qk，此时

α <
2n

mn

∫
Q′′
f dx ≤ 2n

mn

∫
Q′
f dx ≤ 2nα

对剩下 Q′′ 的进一步剖分，并将所有剖分过程中得到的积分平均大于 α 的立方体作为 Qk，由于每次

剖分后均可数，至多进行可数次，可知最终所有 Qk 可数。此时条件 1、3 已经满足，下证条件 2。

剩余验证

根据上述定义，对任何 x ∈ F，一定存在包含 x 的立方体列 Q̃l 使得 |Q̃l| → 0，且每个 Q̃l 上积分平

均不超过 α。

利用 Lebesgue 点定义可验证 x 为 Lebesgue 点时

α ≥ lim
l→∞

1

|Q̃l|

∫
Q̃l

f(y)dy = f(x)

再通过 L1 可积函数几乎处处为 Lebesgue 点即成立。
* 可发现

|Ω| =
∞∑
k=1

|Qk| <
∞∑
k=1

1

α

∫
Qk

f dx ≤ 1

α
∥f∥L1(Rn)

* 这个分解引理对起义积分算子的研究十分重要，且已成为测度论证的基本方法。

§3.3 位势方程的估计

定义 Laplace 方程的基本解为 (ωn 仍表示 n 维单位球体积)

Γ(x) =

(n(n− 2)ωn)
−1∥x∥2−n n > 2

(2π)−1 ln ∥x∥ n = 2

其符合估计

sup
ξ ̸=0,1≤i,j≤n

∫
|x|≥2|ξ|

|DijΓ(x− ξ)−DijΓ(x)| <∞

记左侧值为 J，根据定义其只与 n 有关。

• 证明：
利用微分中值定理可知存在 λ(x) ∈ (0, 1) 使得∫

|x|≥2|ξ|
|DijΓ(x− ξ)−DijΓ(x)| ≤

∫
|x|≥2|ξ|

∑
k

|(DijkΓ)(x− λ(x)ξ)||ξk|dx

再利用 Γ(x) 表达式可得到 DijkΓ(x) 可被 ∥x∥−n−1 的某倍数控制，进一步利用有限维空间范数等价

可知存在只 n 有关的 C > 0 使得∫
|x|≥2|ξ|

|DijΓ(x− ξ)−DijΓ(x)| ≤
∫
|x|≥2|ξ|

C

∥x− λ(x)ξ∥n+1
∥ξ∥dx
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再利用 λ(x) ∈ (0, 1) 与 ∥x∥ ≥ 2∥ξ∥ 可知 ∥x− λ(x)ξ∥ ≥ ∥x∥/2，从而存在与 n 相关的 C ′ 使得∫
|x|≥2|ξ|

|DijΓ(x− ξ)−DijΓ(x)| ≤ C ′
∫
|x|≥2|ξ|

∥ξ∥
∥x∥n+1

dx

利用球坐标换元可验证此积分为 n 维单位球表面积乘∫ ∞

2∥ξ∥

∥ξ∥
r2

dr = 1

2

从而得证。

对 f ∈ C∞
0 (Rn)，定义相应的 Newton 位势

w(x) = (Γ ∗ f)(x) =
∫
Rn

Γ(x− ξ)f(ξ)dξ

位势方程的解：上述 w ∈ C∞(Rn) 且

∀x ∈ Rn, −△w(x) = f(x)

• 证明：
光滑性利用定义与 Γ(ξ) 局部 L1 可积 (放到某个原点为中心的球上后球坐标换元) 即可验证。
将卷积改写后，利用积分、求导可交换 (积分事实上是在有界区域上进行的) 与分部积分可知

△w(x) =
∫
Rn

Γ(ξ)△f(x− ξ)dξ = −
∑
i

∫
Rn

DiΓ(ξ)Dif(x− ξ)dξ

将右侧看作 Bε(0) 外的积分在 0 处的极限，利用分部积分公式在第 i 项中将 Dif 放入 dξi 分部积分
可进一步改写为 (计算得 △Γ 在非零处为 0，由此所有 Γ 二阶导项可相加消去)

△w(x) = lim
ε→0+

∑
i

∫
|ξ|=ε

DiΓ(ξ)f(x− ξ)
ξi
∥ξ∥

dS

直接计算 DiΓ(ξ) 的表达式，利用表面积公式可发现极限中即 f 在 Bε(ξ) 上的积分平均，趋于 f(x)。

将上述的 w = Γ ∗ f 记作 w = Nf，N 为 C∞
0 (Rn) → C∞(Rn) 的算子。固定 i, j，进一步定义

Tf = DijNf = Dij(Γ ∗ f)

可发现其亦为 C∞
0 (Rn) → C∞(Rn) 的算子。

由于 C∞
0 (Rn) 在任何 Lp, 1 < p <∞ 中稠密，T 可以看作 Lp 上的线性算子。进一步地，利用稠密性，下

方的强/弱 (p, p) 相关命题只需对光滑紧支情况验证即可。

T 为强 (2, 2) 型：∥T∥(2,2) ≤ 1。

• 证明：
设 f ∈ C∞

0 (Rn)，对任何原点中心的球 BR 有∫
BR

f2dx =

∫
BR

(△w)2dx =
∑
i,j

∫
BR

DiiwDjjwdx

对右端利用两次分部积分公式，在第 i, j 项中将 Diiw 放入 dxi，再将 Djjiw 放入 dxj 可得到∫
BR

f2dx =

∫
BR

∑
i,j

(Dijw)
2dx+

∫
∂BR

∑
i,j

Diw

(
Djjw

xi
R

−Dijw
xj
R

)
dx
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与基本解的估计类似可知 DiΓ(x) 可被 ∥x∥−n+1 的某倍数控制，而 DstΓ(x) 可被 ∥x∥−n 的某倍数控
制。设 f 的支集在 BR0

中，取 R > 2R0，则 ∥x∥ = R 时 BR0
中 ∥x− ξ∥ ≥ R/2，从而进一步利用 f

有界可知存在与 R 无关的 C 使得

|Diw(x)| ≤
∫
BR0

|DiΓ(x− ξ)||f(ξ)|dξ ≤ C

Rn−1

|Dstw(x)| ≤
∫
BR0

|DstΓ(x− ξ)||f(ξ)|dξ ≤ C ′

Rn

由此 (利用 n 维单位球表面积 nωn)

lim
R→∞

∣∣∣∣ ∫
∂BR

∑
i,j

Diw

(
Djjw

xi
R

−Dijw
xj
R

)
dx

∣∣∣∣ ≤ lim
R→∞

2n2 · nωnRn−1 C

Rn−1

C ′

Rn
= 0

于是 ∫
Rn

f2dx =

∫
Rn

∑
i,j

(Dijw)
2dx

而 ∥Tf∥2L2 为右侧一项的积分，于是 ∥Tf∥2L2 ≤ ∥f∥2L2，得证。

T 为弱 (1, 1) 型。

• 证明：
空间分解

设 f ∈ C∞
0 (Rn)，对 |f(x)| 利用分解引理，取出对应 α 的 F 与 Ω = ∪∞

k=1Qk。定义

g(x) =

f(x) x ∈ F

1
|Qk|

∫
Qk
f(ξ)dξ x ∈ Qk

并记 b(x) = f(x) − g(x)，利用分解的性质可知 (第二行左侧为将积分绝对值放为绝对值积分，右侧
利用 Minkowski 不等式)

|g(x)| ≤ 2nα, a.e.

∥g∥L1 ≤ ∥f∥L1 , ∥b∥L1 ≤ 2∥f∥L1

1

|Qk|

∫
Qk

b(x)dx = 0

由前两条性质可知 g ∈ L1 ∩L∞，由此分解其大于 1、小于 1 的部分可知其 L2 可积。而由于 f 光滑

紧支即可知 b = f − g 亦 L2 可积。

拆分放缩

与内插定理证明类似，由于 T 线性可知 Tf = Tg + Tb，从而由定义

λTf (α) ≤ λTg

(
α

2

)
+ λTb

(
α

2

)
由于 L2

w 可被 L2 控制，再由 ∥T∥(2,2) ≤ 1 即得

λTg

(
α

2

)
≤ 4

α2
∥g∥2L2

利用 Hölder 不等式放缩 ∥g∥2L2 为 ∥g∥∞∥g∥L1，即得到

λTg

(
α

2

)
≤ 2n+2

α
∥f∥L1
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双重序列

为估计 λTb(α/2)，将 Qk 边长放大 2
√
n得到的同心立方体记为 Q∗

k，设 Ω∗ 为 Q∗
k 并集，F

∗ = Rn\Ω∗，

则

|Ω∗| ≤ (2
√
n)n|Ω| ≤ (2

√
n)n

α
∥f∥L1

记 bk(x) = b(x)χQk
。对每个 bk，由于其积分为 0，存在一列函数 bk,l ∈ C∞

0 (Qk) 使得它们在 L2(Qk)

下趋于 bk，且

∀l,
∫
Qk

bk,l(x)dx = 0

根据 T 的定义，当 x ∈ R\Q∗
k 时

Tbk,l(x) = Dij

∫
Qk

Γ(x− ξ)bk,l(ξ)dξ

利用 bk,l 积分为 0，设 xk 为 Qk 中心，有

Tbk,l(x) =

∫
Qk

(
DijΓ(x− ξ)−DijΓ(x− xk)

)
bk,l(ξ)dξ

在 Pk = R\Q∗
k 上积分，利用本节开头的基本解的估计可知∫

Pk

|Tbk,l(x)|dx ≤ sup
ξ∈Qk

∫
Pk

∣∣DijΓ(x− ξ)−DijΓ(x− xk)
∣∣dξ ∫

Qk

|bk,l(ξ)|dξ ≤ J

∫
Qk

|bk,l(ξ)|dξ

由于 T 为强 (2, 2)，bk,l 收敛时 Tbk,l 也应收敛，于是利用 Fatou 定理可知∫
Pk

|Tbk(x)|dx ≤ J

∫
Qk

|bk(ξ)|dξ = J

∫
Qk

|b(ξ)|dξ

整合估计

利用 b =
∑

k bk，放缩可知∫
F∗

|Tb(x)|dx ≤
∞∑
k=1

∫
Pk

|Tbk(x)|dx ≤ J∥b∥L1 ≤ 2J∥f∥L1

由此可得到

|{x ∈ F ∗ | |Tb(x)| > α/2}| ≤ 4

α
J∥f∥L1

而 x ∈ Ω∗ 的部分测度有限，从而

λTb

(
α

2

)
≤ (4J + (2

√
n)n)

∥f∥L1

α

由此结合对 Tb 与 Tg 的估计可得

λTf (α) ≤ (2n+2 + 4J + (2
√
n)n)

∥f∥L1

α

这就得到了紧支光滑函数中 T 的弱 (1, 1) 型，从而得证。

T 为强 (p, p) 型：对 1 < p <∞，T 为强 (p, p) 型。

• 证明：
利用 Marcinkiewicz 内插定理，已经得到对 1 < p ≤ 2，T 是强 (p, p) 型的。

若 p > 2，记其对偶 p′ = p
p−1
，对任何 f, h ∈ C∞

0 (Rn)，将求导分部积分到 h 上，并改变积分次序可

得 ∫
Rn

Tf(x)h(x)dx =

∫
Rn

f(ξ)dξ
∫
Rn

Γ(x− ξ)Dijh(x)dx
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对第二项再次运用分部积分，将 Dij 转移到 Γ(x− ξ) 上对 x 求导，而利用复合函数求导可知这与对

ξ 求 Dij 结果相同，即可最终由 Hölder 不等式得到∫
Rn

Tf(x)h(x)dx =

∫
Rn

f(ξ)Th(ξ)dξ ≤ ∥f∥Lp∥Th∥Lp′

利用 p′ ∈ (1, 2) 可知存在与 f, h 无关的 C 使得

∀f, h ∈ C∞
0 (Rn),

∫
Rn

Tf(x)h(x)dx ≤ C∥f∥Lp∥h∥Lp′

由于 Tf ∈ C∞，可取一列 h 依范数逼近 (Tf)p−1，则左侧接近 ∥Tf∥pLp，右侧接近

C∥f∥Lp∥(Tf)p−1∥Lp′ = C∥f∥Lp∥Tf∥p−1
Lp

从而得证其强 (p, p) 型。

位势方程 Lp 估计：设 u ∈W 2,p
0 (BR) 且满足

−△u = f, a.e.

则对 1 < p <∞，存在只与 n, p 相关的 C 使得 (这里 D2 的范数代表所有可能二阶导的范数求和)

∥D2u∥Lp ≤ C∥f∥Lp

• 证明：
由于 BR 边界充分光滑，嵌入定理成立，只需对 u ∈ C∞

0 (BR) 证明成立，而将其零延拓到 C∞
0 (Rn)

即由位势方程的解知

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− ξ)f(ξ)dξ

于是 Diju = Tf，再由 T 为强 (p, p) 型即得得证。

§3.4 W 2,p 内估计

设 Ω 为有界开区域，考虑 Ω 内的二阶线性椭圆型方程

Lu = f, L = −aijDij + biDi + c

且满足边界上 u = 0。这时利用偏导可交换可不妨假设 aij(x) ∈ C(Ω̄) 对称，且满足存在 λ,Λ > 0 使得

∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj∑
i,j

∥aij∥L∞ +
∑
i

∥bi∥L∞ + ∥c∥L∞ ≤ Λ

* 由于考虑的并非古典解，边界上 u = 0 事实上指的是 u 在某 W k,p
0 中，u = φ 则对应 u − φ 在某 W k,p

0

中。本节考虑的情况为 k = 2。

* 估计思路与 Schauder 内估计非常类似。
记 aij 的连续模为

ω(R) = sup
|x−y|≤R, 1≤i,j≤n

|aij(x)− aij(y)|

由 aij 在紧集连续可知此上界必然存在。

球域版本：若方程系数满足上方条件，则存在只依赖 n, p,Λ/λ与函数 ω 的正数 R0 ≤ 1与只依赖 n, p,Λ/λ

的 C 使得对任何 R ∈ (0, R0]，若 BR ⊂ Ω，且 u ∈W 2,p
0 (BR) 几乎处处满足方程 (称为强解)，则

∥D2u∥Lp ≤ C

(
1

λ
∥f∥Lp +R−2∥u∥Lp

)
• 证明：



三 Lp 理论 43

与第二章完全类似，只需说明 λ = 1 时成立即可，原方程可以改写为

−aij(0)Diju = f + (aij(x)− aij(0))Diju− biDiu− cu

类似 2.3 节进行换元可以从位势方程的估计得到常系数情况的估计，也即存在只与 n, p,Λ/λ 相关的

C1 使得

∥D2u∥Lp ≤ C1∥f̄∥Lp

利用连续模的定义与 Minkowski 不等式，可知存在只与 n, p,Λ/λ 相关的 C2 使得

∥D2u∥Lp ≤ C2

(
∥f∥Lp + ω(R)∥D2u∥Lp + ∥u∥W 1,p

)
由此只需要取 R0 使得 C2ω(R0) ≤ 1

2
(由一致连续性，ω(R) 在 0 处趋于 0，因此一定可取到)，即保

证 0 < R ≤ R0 时有只与 n, p,Λ/λ 相关的 C3 使得

∥D2u∥Lp ≤ C3

(
∥f∥Lp + ∥u∥W 1,p

)
而 Sobolev 空间上有类似 2.1 节中的 Hölder 模的内插不等式，从而可得最终结论。

一般版本：若方程系数满足上方条件，u ∈W 2,p
loc (Ω) 为强解，则对 Ω 任何列紧子集 Ω′，存在 C 使得

∥u∥W 2,p(Ω′) ≤ C

(
1

λ
∥f∥Lp + ∥u∥Lp

)
这里 C 只与 n, p,Λ/λ，函数 ω，Ω′ 到 ∂Ω 的距离 (记为 d) 与 Ω′ 相关。

• 证明：
仍只需说明 λ = 1 时成立即可。对上题中的常数 R0 取 R̄0 = min(R0, d/2)，设 R̄0/2 ≤ ρ < R ≤ R̄0，

x0 ∈ Ω′，记 B = BR(x0)，仍可利用磨光核构造截断函数 ζ ∈ C∞
0 (B) 满足存在只与 n 有关的 C1 使

得

∀x ∈ Bρ(x0), ζ(x) = 1

∀k ∈ {0, 1, 2}, |α| = k, |Dαζ| ≤ C1

(R− ρ)k

考虑 v = ζu，可发现

Lv = f̃ , f̃ = ζf + (−aijDijζ + biDiζu)− 2aijDiζDju

利用球域版本结论 (由平移不影响结论，对任何球均成立) 可知存在只与 n, p,Λ/λ 相关的 C2 使得

∥D2v∥Lp(B) ≤ C2

(
∥f̃∥Lp(B) +R−2∥v∥Lp(B)

)
左侧缩小区域，只保留 Bρ(x0)中的部分，右侧将 ζ 各阶导数的界代入并按 u整理系数 (由于 R̄0 ≤ 1，

只需保留分母次数最高的系数) 可发现存在只与 n, p,Λ/λ 相关的 C3 使得

∥D2u∥Lp(Bρ(x0)) ≤ C3

(
∥f∥Lp(B) +

1

R− ρ
∥Du∥Lp(B) +

1

(R− ρ)2
∥u∥Lp(B)

)
利用 Sobolev 空间的内插不等式可知对任何 ε 存在与 n, p,Λ/λ 相关的 Cε 使得

∥D2u∥Lp(Bρ(x0)) ≤ ε∥D2u∥Lp(B) + Cε

(
∥f∥Lp(B) +

1

(R− ρ)2
∥u∥Lp(B)

)
取 ε = 1/2，利用 2.4 节引理得到存在只与 n, p,Λ/λ 相关的 C4 使得

∥D2u∥Lp(Bρ(x0)) ≤ C4

(
∥f∥Lp(B) +

1

(R− ρ)2
∥u∥Lp(B)

)
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取 R = R̄0、ρ = R̄0/2，可得

∥D2u∥Lp(Bρ(x0)) ≤ C5

(
∥f∥Lp(B) + ∥u∥Lp(B)

)
≤ C5

(
∥f∥Lp + ∥u∥Lp

)
由于 ρ 已经固定，考虑 Ω′ 每点附近半径 ρ 的球，利用紧性可知存在有限个覆盖 Ω̄′，选出个数 N 只

与 ρ,Ω′ 相关，从而最后有

∥D2u∥Lp(Ω′) ≤ NC5

(
∥f∥Lp + ∥u∥Lp

)
得证。

§3.5 W 2,p 全局估计

由于估计方式与 Schauder 估计完全类似，只给出主要步骤与结论。

位势方程-半球版本：设 u ∈W 2,p(B+
R) ∩W

1,p
0 (B+

R)，其中 B+
R = BR(0) ∩ {xn > 0}，且 u 在 xn > 0 的边

界附近为零。若其为 −△u = f 在 B+
R 上的强解，则存在只与 n, p 相关的 C 使得

∥D2u∥Lp(B+
R) ≤ C∥f∥Lp(B+

R)

* 注意 W 1,p
0 代表 C∞

0 在 W 1,p 中的闭包，因此 W 2,p ∩W 1,p
0 ̸=W 2,p

0 。

• 证明：
考虑 u 对 {xn = 0} 作奇延拓成为 BR 上的函数 ũ，f 对应奇延拓成为 f̃，则可发现 ũ ∈ W 2,p

0 (BR)

且为 BR 上 −△ũ = f̃ 的强解。(由于此处取的是弱导数，边界的控制更加简单。)
由此，通过第三节位势方程 Lp 估计可直接得到

∥D2ũ∥Lp(BR) ≤ C∥f̃∥Lp(BR)

而利用奇延拓定义可发现奇延拓后 p 范数为原本的 21/p 倍，由此得证。

半球版本：若方程系数满足第四节条件，Ω 包含部分平边界 S，满足 Ω ⊂ Rn+，S ⊂ ∂Rn+，且 0 ∈ S，则

存在仅依赖 n, p,Λ/λ 与函数 ω 的正数 R0 与 C 使得对任意 0 < R ≤ R0 与 S 上的半球 B+
R ⊂ Ω，若

u ∈W 2,p(B+
R) ∩W

1,p
0 (B+

R)，在 ∂B+
R ∩ {xn > 0} 附近为 0 且为 B+

R 上 Lu = f 的强解，则 B+
R 上

∥D2u∥Lp ≤ C

(
1

λ
∥f∥Lp +R−2∥u∥Lproo

)
平边界版本：在半球版本的系数与区域条件下，若 u ∈ W 2,p(Ω)，在 S 上 u = 0 且为 Ω 上 Lu = f 的强

解，则对于任意 Ω ∪ S 的列紧子集 Ω′ 有

∥u∥W 2,p(Ω′) ≤ C

(
1

λ
∥f∥Lp + ∥u∥Lp

)
这里 C 依赖 n, p,Λ/λ，函数 ω，Ω′ 到 ∂Ω\S 的距离与 Ω′。

* 若区域边界具有一定的正则性，本节与上节中均可控制有限覆盖的重叠次数，从而可与 Ω′ 无关。

全局估计：设 ∂Ω 为 C1,1 (α = 1 的 Hölder 连续)，方程系数满足第四节条件，u ∈W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) 为

Ω 上 Lu = f 的强解，则

∥u∥W 2,p ≤ C

(
1

λ
∥f∥Lp + ∥u∥Lp

)
这里 C 依赖 n, p,Λ/λ，函数 ω 与 Ω。

非齐次边值：考虑边界条件变为 ∂Ω 上 u = φ，且 φ ∈ W 2,p(Ω) 的情况。若 u ∈ W 2,p 使得 u− φ ∈ W 1,p
0

且 Lu = f 几乎处处成立，则称其为对应的强解。若记

∥φ∥W 2−1/p,p(∂Ω) = inf
{
∥Φ∥W 2,p | Φ ∈W 2,p,Φ− ϕ ∈W 1,p

0

}
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则有估计

∥u∥W 2,p ≤ C
(
∥f∥Lp + ∥φ∥W 2−1/p,p(∂Ω) + ∥u∥Lp

)
§3.6 W 2,p 解的存在性

强解极值原理：设方程系数满足 (无需假设 aij ∈ C(Ω̄))

∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj∑
i,j

∥aij∥L∞ +
∑
i

∥bi∥L∞ + ∥c∥L∞ ≤ Λ

且 c ≥ 0。若 u ∈ C(Ω̄) ∩W 2,n
loc (Ω) 为 Lu = f 的强解，则

sup
Ω

|u| ≤ sup
∂Ω

|u|+ C
1

λ
∥f∥Ln

其中 C 依赖 n,Λ/λ 与 Ω 中两点距离上界。

* 详细证明在第六章中，需要利用法映射，这里只进行叙述。

局部存在性：设 ∂Ω 为 C2,α，方程系数满足第四节条件且 c ≥ 0。若 ∂Ω 的某子集 S 为 ∂Ω 中的开集，

φ ∈ C(Ω̄) 且在 S 上为 0，对某 p ≥ n，若 f ∈ Lp，则存在 u ∈W 2,p
loc (Ω) ∩ C(Ω̄) 满足其为

∀x ∈ Ω, Lu(x) = f(x)

∀x ∈ ∂Ω, u(x) = φ(x)

的强解，且对于任何 Ω ∪ S 的列紧子集 Ω′ 有

u ∈W 2,p(Ω′)

• 证明：
φ = 0 情况

此时即 S = ∂Ω。考虑近似序列 aijN , b
ij
N , cN , fN ∈ Cα(Ω̄) 使得它们仍满足条件中的估计式 (或类似 2.7

节光滑边界版本证明进行适当放宽)，且 fN 在 Lp(Ω) 中收敛于 f；aijN 在 C(Ω̄) 中收敛于 aij，且 aijN

的连续模能被一致的 ω(R) 控制；biN、cN 在 L∞(Ω) 中弱 * 收敛于 bi、c。

* 这类子列的取法依赖一些嵌入与稠密性质，书上基本都跳过了说明。
考虑近似问题 (LN 为 L 的系数对应替换为 aN , bN , cN )

∀x ∈ Ω, LNuN (x) = fN (x)

∀x ∈ ∂Ω, uN (x) = 0

利用 2.7 节可知其必然存在解 uN ∈ C2,α(Ω̄)，因此 uN ∈W 2,p ∩W 1,p
0 ，再通过 W 2,p 全局估计可知

∥u∥W 2,p ≤ C

(
1

λ
∥fN∥Lp + ∥u∥Lp

)
由于区域有界，∥u∥Lp 可被 ∥u∥L∞ 控制，而又通过强极值原理可知 ∥u∥L∞ 可被 ∥fN∥Ln 控制，再由

Hölder 不等式知其被 ∥fN∥Lp 控制，最终即得到

∥u∥W 2,p ≤ C ′ 1

λ
∥fN∥Lp ≤ C ′ 2

λ
∥f∥Lp

这里 C ′ 与 N 无关。
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由此，uN 在 W 2,p(Ω) 中有界，因此可取出子序列弱收敛到 u ∈W 2,p(Ω)，可验证 u 为符合要求的强

解。

真子集情况

S 为 ∂Ω 的真子集时，构造函数列 φN ∈ C2(Ω̄) 使得 S 上 φN = 0，且 φN 在 C2(Ω̄) 中收敛于 φ。

将边界条件从 u = φ 改为 u = φN，利用第一种情况可知其存在解 uN ∈ W 2,p(Ω) 且 uN − φN ∈
W 1,p

0 (Ω) (考虑 uN −φN，注意 C2(Ω̄) ⊂W 2,p(Ω))。利用平边界版本的全局估计，考虑边界点对应的
ψ，可发现对 Ω ∪ S 的列紧子集 Ω′ 有

∥uN∥W 2,p(Ω′) ≤ C(∥f∥Lp + ∥uN∥Lp)

这里 C 与 N 无关。

利用强解的极值原理，对任何 N,N ′ 有

∥uN − uN ′∥L∞ ≤ ∥φN − φN ′∥L∞

因此利用柯西列定义，从 φN 一致收敛可推出 uN 一致收敛，通过 W 2,p 内部估计，可利用对角线法

取出 W 2,p
loc 意义下弱收敛到 u 的子列，可验证其满足要求。

唯一性下的估计：考虑 L 为所有满足存在 λ,Λ > 0 使得

∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj∑
i,j

∥aij∥L∞ +
∑
i

∥bi∥L∞ + ∥c∥L∞ ≤ Λ

且 ω(R) 存在并在 0 处趋于 0 的椭圆算子 L 构成的集合。

设 1 < p <∞。若某 ∂Ω 为 C1,1 的区域 Ω 中，对任何 L ∈ L、f ∈ Lp，满足 Lu = f 的 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0

至多唯一，则解存在时对任何 f 有估计

∥u∥W 2,p ≤ C

λ
∥f∥Lp

其中 C 依赖 n, p,Λ/λ，函数 ω 与 Ω。

• 证明：
与之前类似，可不妨设 λ = 1，若此估计不成立，考虑归一化 u 的 Lp 模长可知存在一列 aijN、b

i
N、

cN、fN、uN 使得

LN = −aijNDij + biNDi + cN ∈ L

uN ∈W 2,p ∩W 1,p
0 , ∥uN∥Lp = 1

∀x ∈ Ω, LNuN = fN

∥uN∥W 2,p ≥ N∥fN∥Lp

利用 W 2,p 全局估计的结果并放缩 ∥f∥Lp 有

∥uN∥W 2,p ≤ C

N
∥uN∥W 2,p + C

于是当 N ≥ 2C 时有

∥uN∥W 2,p ≤ 2C

由此，存在 uN 的子序列弱收敛于 u ∈W 2,p，进一步取出 aijN、b
i
N、cN、fN 的子序列满足局部存在

性 φ = 0 情况证明中的收敛性，由此可验证 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0 且 Lu = 0、∥u∥Lp = 1，但由唯一性可

知只能 u = 0 符合要求，与 ∥u∥Lp = 1 矛盾。
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唯一性下的存在性

在上述条件下，对任何 L ∈ L，f ∈ Lp，存在解 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0 。

• 证明：
与局部存在性 φ = 0 情况相同考虑对应的近似问题，可验证 ∂Ω 为 C1,1 时区域具有外球性质，利用

2.7 节结论可知有解
uN ∈ C2,α ∩ C(Ω̄)

下面证明其在 W 2,p 中，由此利用唯一性下的估计可知能取出弱收敛子列，即能验证收敛结果为符合

要求的解。

由于其在内部为 C2，对内部任何紧集一定 W 2,p，只需证明对每个边界点，存在邻域使得其在邻域中

W 2,p，即可通过有限覆盖定理得到全局的 W 2,p 性。设边界 C1,1 定义中边界点 x0 处对应映射为 ψ，

对应邻域 V。

类似 2.7 节中弱光滑版本的的证明，适当缩小 B+
1 使得其具有光滑边界，且保证其包含 B+

1/2，得到

的区域记为 B。

考虑 y = ψ(x)，ũN (y) = uN (x)，可得到关于 y 的方程

−ãrsN D̃rsũN + b̃rND̃rũN + c̃N ũN = f̃N

其中 D̃ 代表对 y 求导，且

ãrsN = aijN
∂yr
∂xi

∂ys
∂xj

, b̃rN = aijN
∂2yr
∂xi∂xj

+ biN
∂yr
∂xi

, c̃N (y) = cN (x), f̃N (y) = fN (x)

取 q = max{n, p}，由 fN 与 ψ 的光滑性条件可知 f̃N ∈ Lq(B)，从而根据局部存在性结论可知

ũN ∈W 2,q(B)，由 ψ 光滑性可知 uN 在 x0 附近某邻域为 W 2,q，而 q ≥ p，这就得到了证明。

* 我们已经证明了唯一性推存在性，于是只要证明至多唯一即有存在唯一。

一般情况唯一性：对某 ∂Ω 为 C1,1 的区域 Ω，任何 L ∈ L，取定 1 < p <∞，若 f ∈ Lp，则满足 Lu = f

的 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0 至多唯一。

• 证明：
考虑不同 u 作差可知只需证明 f = 0 的情况只有零解。

若 p ≥ n，利用嵌入定理可知 u 符合本节开头的强解极值原理的条件，从而可直接得到唯一性成立，

只需考虑 p < n 的情况。

正定加强

我们先证明弱化的结论，即存在 σ > 0 使得

Lu+ σu = 0

在 W 2,p ∩W 1,p
0 中只有零解 (这里 1 < p <∞ 均可)。

考虑区域 Ω̃ = Ω × (−1, 1)，其上的点为 (x1, . . . , xn, t)，并考虑算子 L̃ = L−Dtt。直接计算验证可

得，若 u 满足上述方程，记 v(x, t) = cos(σ1/2t)u(x)，有

L̃v = 0

记 Ω̃′ = Ω ∈ (−1/2, 1/2)，利用几何关系可发现它是 Ω̃ 与其平边界 S 并集中闭包为紧的集合，于是

由平边界本版本的全局估计可知存在与 σ 无关的 C 使得

∥v∥W 2,p(Ω̃′) ≤ C∥v∥Lp(Ω̃) ≤ C∥u∥Lp
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第二个不等号直接利用 |v| ≤ |u| 计算可得。
只保留左侧对 t 的两阶导项，计算 Dttv 可发现

σ∥u∥Lp

(∫ 1/2

−1/2

| cos(σ1/2t)|pdt
)1/p

≤ C∥u∥Lp

积分换元，假设 σ ≥ 1，则积分限将缩短，将其放回 (−1/2, 1/2) 即得

σ1−1/(2p)∥u∥Lp

(∫ 1/2

−1/2

| cos τ |pdτ
)1/p

≤ C∥u∥Lp

于是取 σ 充分大即可得到 ∥u∥Lp = 0，将此时的 σ 记为 σp。

迭代回溯

首先，由于证明了解至多唯一，且根据定义 L + σp ∈ L，与唯一性条件下的存在性完全类似可证明
Lu+ σpu = f 对任何 f ∈ Lp 一定存在解 u ∈W 2,p ∩W 1,p

0 ，也即解事实上是存在唯一的。

若 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0 为 Lu = 0 的解，可发现其满足

Lu+ σu = f, f = σu

设 1/q = 1/p − 1/n，利用 Sobolev 嵌入定理可发现 u ∈ Lq，于是 f ∈ Lq，根据存在唯一性可发现

u ∈W 2,q ∩W 1,q
0 ：若否，还有其他 W 2,q ∩W 1,q

0 中的解 u′，而由有界区域可知 u′ ∈W 2,p ∩W 1,p
0 ，从

而 u− u′ 是 W 2,p ∩W 1,p
0 中 Lu+ σu = 0 的解，只能为 0，矛盾。

由此，从 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0 可推出 u ∈W 2,q ∩W 1,q

0 ，且 1/q = 1/p− 1/n，若 p < n，总可通过有限次

减 1/n 使得 1/p− k/n < 1/n，此时的 q > n，即通过 q > n 的情况得到了 Lu = 0 在 W 2,p ∩W 1,p
0

中只有零解，得证。

综合以上，对一般的 p，只要 ∂Ω 为 C1,1，对任何 L ∈ L 与 f ∈ Lp，满足 Lu = f 的 u ∈W 2,p ∩W 1,p
0 存

在唯一，且有估计

∥u∥W 2,p ≤ C

λ
∥f∥Lp

其中 C 依赖 n, p,Λ/λ，函数 ω 与 Ω。

四 De Giorgi-Nash 估计

* 希望去除 aij 连续的条件得到弱解的估计，这里弱解即与第一章中完全相同定义。

§4.1 弱解的局部性质

考虑 n ≥ 3 维空间中的方程

−Dj(a
ij(x)Diu(x)) = 0

其中 aij ∈ L∞，且

∃λ > 0,Λ > 0,
∑
i,j

∥aij∥L∞ ≤ Λ, ∀ξ ∈ Rn, x ∈ Ω, λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2

* 事实上之后的讨论可以推广到 −Dj(a
ijDiu) + biDiu+ cu = 0 上，只要 bi 与 c 也为 L∞。此外，n = 2

时也可以类似讨论。这里只考虑基础情况以简化计算。记

a(u, v) =

∫
Ω

aijDiuDjvdx
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对应的弱解、弱下解、弱上解定义为对任何非负函数 φ ∈ C∞
0 有 a(u, φ) = 0 / a(u, φ) ≤ 0 / a(u, φ) ≥ 0。

* 与 1.2 节中的有界性证明中类似，我们假设 aij 对称进行后续讨论。不对称时可放大为对称阵仍得到类

似结论。

凸函数性质：若 Φ ∈ C0,1
loc (R) 为凸函数：

• u 为此方程弱下解且 Φ′ ≥ 0 时，v = Φ(u) 为此方程弱下解；

• u 为此方程弱下解且 Φ′ ≥ 0 时，v = Φ(u) 为此方程弱上解；

• 证明：
对第一条性质，先设 Φ ∈ C2

loc(R)，直接计算可知对任何非负函数 φ ∈ C∞
0 有

a(v, φ) =

∫
Ω

aijDiuDj(Φ
′(u)φ)dx−

∫
Ω

aijDiuDjuΦ
′′(u)φdx

第一项由条件可知 Φ′(u)φ ≥ 0，从而根据弱下解可知整体非正，第二项由 aij 的性质可知 aijDiuDju

处处非负，而 Φ′′(u) 由凸性非负、φ 非负，从而整体处处非负，积分非负，由此即得到 a(v, φ) ≤ 0。

对一般的凸函数，考虑其 2.2 节中定义的磨光函数 Φ̃(s, τ)，直接由定义可验证其仍凸且导数仍非负，

从而 Φ̃(u, τ) 均为弱下解，再利用控制收敛定理令 τ → 0 得证 Φ(u) 为弱下解。

第二条性质的证明完全类似，利用弱上解与 Φ′(u) < 0 (从而考虑 −Φ′(u)φ) 仍能得到第一项整体非
正。

* 由此，u 为弱下解时 u+ = max(u, 0) 为弱下解。

局部极值原理：弱 v ∈W 1,2(BR) 是原方程的有界弱下解，且 aij 符合对应条件，则对 p > 0，θ ∈ (0, 1) 有

ess sup
BθR

v ≤ C

(
1

|BR|

∫
BR

(v+)pdx
)1/p

其中 C 依赖 n,Λ/λ, p 与 (1− θ)−1。

* 本性上确界 ess sup 定义见 1.4 节，对应可定义 ess infu = − ess sup(−u)。
• 证明：

高指数情况-辅助函数
先考虑 p ≥ 2 时，由上方性质已知 v+ 为弱下解，而将 v 改为 v+ 只会增大左侧本性上界，右侧不变，

从而可不妨设 v ≥ 0。

利用逼近性质可知对任何非负的 φ ∈W 1,2
0 有 a(v, φ) ≤ 0，设 ζ ∈ C∞

0 ，取 φ = ζ2vp−1，计算导数可

得

(p− 1)

∫
BR

(aijDivDjv)v
p−2ζ2dx ≤ −2

∫
BR

aijvp−1ζDivDjζdx

将负号放大为绝对值并放入积分，与 1.2 节有界性证明相同，通过非负性可将右侧放大为

2

∫
BR

vp−1ζ
√

(aijDivDjv)(aijDiζDjζ)dx

再由 Cauchy 不等式即可放为

2

√∫
BR

vp−2ζ2(aijDivDjv)dx
∫
BR

vp(aijDiζDjζ)dx

从而将 aijDivDjv 相关的部分除到左侧，利用非负性两边同平方可发现

(p− 1)2
∫
BR

(aijDivDjv)v
p−2ζ2dx ≤ 4

∫
BR

vp(aijDiζDjζ)dx

于是利用 aij 的性质得到

(p− 1)2
∫
BR

ζ2vp−2|Dv|2dx ≤ 4Λ

λ

∫
BR

vp|Dζ|2dx
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计算可发现 p2vp−2|Dv|2/4 = |Dvp/2|2，从而利用 p ≥ 2 将 (p− 1)2 缩小为 p2/4 即得∫
BR

ζ2|Dvp/2|2dx ≤ 4Λ

λ

∫
BR

vp|Dζ|2dx

再利用 ∑
i

Di(ζv
p/2)2 =

∑
i

(vp/2Diζ + ζDiv
p/2)2 ≤ 2

∑
i

vp(Diζ)
2 + 2

∑
i

ζ2(Div
p/2)2

可得 ∫
BR

|D(ζvp/2)|2dx ≤
(
8Λ

λ
+ 2

)∫
BR

|Dζ|2vpdx

利用 Sobolev 嵌入定理可得存在只与 n,Λ/λ 相关的 C1 使得(∫
BR

(ζvp/2)mdx
)2/m

≤ C1

∫
BR

|Dζ2|vpdx

这里 m = 2n/(n− 2)。

高指数情况-迭代
记 Rk = R

(
θ + 1−θ

2k

)
，θ ∈ (0, 1) 任取，设 ζk ∈ C∞

0 (BRk
) 使得

∀x ∈ BRk
, ζk(x) ∈ [0, 1]

∀x ∈ BRk+1
, ζk(x) = 1

∀x ∈ BRk
, |Dζk(x)| ≤

2

Rk −Rk+1

=
2k+1

(1− θ)R

* 可考虑利用磨光核拼接的构造思路。
将原估算中的 BR 变为 BRk

，ζ 变为 ζk，由非负性，只保留左侧在 BRk+1
内的积分缩小了左侧，从

而再放大右侧有 (∫
BRk+1

vnp/(n−2)dx
)(n−2)/n

≤ C14
k

(1− θ)2R2

∫
BRk

vpdx

记 pk = p
(

n
n−2

)k
，上式中取定 p = pk 并两边开 pk 次方可发现

∥v∥Lpk+1 (BRk+1
) ≤

(
C4k

(1− θ)2R2

)1/pk

∥v∥Lpk (BRk
)

迭代至 k = 0 得到

∥v∥Lpk+1 (BRk+1
) ≤

(
C

(1− θ)2R2

)∑
j p

−1
j

4
∑

j jp
−1
j ∥v∥Lp(BR)

由 pk 为指数量级下降，指数上的求和在 k → ∞ 时均收敛，计算可知第一个求和为 n
2p
，再将 BRk+1

缩小到 BθR 可得

∥v∥Lpk+1 (BθR) ≤
C2

((1− θ)R)n/p
∥v∥Lp(BR)

这里 C2 与 n,Λ/λ, p 相关。再令 k → ∞，由非负知左侧即为 v 在 BθR 的本性上界，而右侧由于

|BR| = C3R
n，将 (1− θ)−n/p 合并到 C2 中即得符合要证明的右侧。

低指数情况

与高指数同理设 v ≥ 0，则 ess sup v = ∥v∥L∞。之前的估算中取 p = 2 可得

∥v∥L∞(BθR) ≤
C2

((1− θ)R)n/2
∥v∥L2(BR)
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将右侧积分中的 v2 拆成 vpv2−p，再将 v2−p 放至 ∥v∥1−pL∞(BR)，即可得到

∥v∥L∞(BθR) ≤
C2

((1− θ)R)n/2
∥v∥1−p/2L∞(BR)

(∫
BR

vpdx
)1/2

利用 Young 不等式可知 (拆分左右分别做 1/(1− p/2) 与 2/p 次方，满足倒数和为 1)

∥v∥L∞(BθR) ≤
1

2
∥v∥L∞(BR) +

C4

((1− θ)R)n/p

(∫
BR

vpdx
)1/p

记 φ(s) = ∥v∥L∞(Bs)，则由上式可发现对任何 0 < s < t ≤ R 有

φ(s) ≤ 1

2
φ(t) +

C4

(t− s)n/p

(∫
BR

vpdx
)1/p

利用 2.4 节开头引理即可知

φ(θR) ≤ C4

((1− θ)R)n/p

(∫
BR

vpdx
)1/p

与高指数情况同理得最终结论。

* 中间部分的证明思路称为 Moser 迭代。
* 弱解有界性的假定事实上可以去除，不过证明将变得更加复杂。

弱 Harnack 不等式：给定 σ > 1，若 v ∈ W 1,2(BσR) 是原方程在 BσR 的有界非负弱上解，且对于 a 的

约束在 BσR 上成立，则存在 p0 > 0、C > 0 使得对任何 θ ∈ (0, 1) 有

ess inf
BθR

v ≥ 1

C

(
1

|BR|

∫
BR

vp0dx
)1/p0

其中 p0 与 C 依赖 n,Λ/λ 与 (σ − 1)−1, (1− θ)−1。

* 结合局部极值原理即能说明下界可以控制上界，从而构成 Harnack 不等式的形式。
* 这里所谓的依赖 (σ − 1)−1, (1− θ)−1 在下方证明中直接表述成依赖 σ, θ，这里写成这样的形式是为了说

明依赖的指数关系。

• 证明：
问题转化

考虑 ṽ(x) = v(x/R)，对应 ãij(x) = aij(x/R)，即将区域从 BR 伸缩至了 B1，且直接换元计算可发

现不改变条件与结论，因此只需对 R = 1 说明成立，记 B = B1，这时 1/|B| 为常数，可以直接去除。
进一步地，只要对 ess infB v > 0的情况说明成立：由于 v为弱上解时对任何 ε有 a(v+ε, φ) = a(v, φ)，

因此 v + ε 也为弱上解，于是 ess supB v = 0 的情况先对 ε > 0 估算 ess supBθ
(v + ε)，再令 ε → 0+

即可。

此时，利用凸函数性质可知 v−1 是非负有界弱下解，于是利用局部极值原理得到

∀p > 0, ess sup
Bθ

v−1 ≤ C1

(∫
B

v−pdx
)1/p

其中 C1 依赖 n,Λ/λ, p 与 (1− θ)−1。

而左侧即为
(
ess infBθ

v
)−1
，于是

ess inf
Bθ

v ≥ 1

C1

(∫
B

v−pdx
)−1/p

=
1

C1

(∫
B

v−pdx
∫
B

vpdx
)−1/p(∫

B

vpdx
)1/p

于是只要存在 p0 > 0 与 C2 > 0 使得 ∫
B

v−p0dx
∫
B

vp0dx ≤ C2
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结论即能成立 (注意 C2 上的指数是负数，于是须反号)。
记 w = ln v − β，常数 β 待定，则只需存在 p0 > 0 与 C3 > 0 使得∫

B

ep0|w|dx ≤ C3

将指数中取为 w 与 −w (由单调性，它们都不会超过指数中为 |w|的情况)并相乘即可直接验算成立。

初步估算

考虑 v 为原方程在 Bσ 中的弱上解，与上个定理同理可取 W 1,2
0 (Bσ) 中任何非负函数作为检验函数。

取定 φ ∈W 1,2
0 (Bσ)，则可发现 v−1φ ∈W 1,2

0 (Bσ) 且非负，以后者作为检验函数直接计算 a(v, v−1φ)，

并代入 w 表达式可得 ∫
Bσ

aijDiwDjφdx−
∫
Bσ

(aijDiwDjw)φdx ≥ 0

进一步设 φ = ζ2，且 ζ ∈W 1,2
0 (Bσ) 满足 Bσ̄ 上为 1，σ̄ = (σ + 1)/2，则有∫

Bσ

2ζaijDiwDjζdx−
∫
Bσ

(aijDiwDjw)ζ
2dx ≥ 0

与局部极值原理类似利用正定性与 Cauchy 不等式放缩可知第一项不超过

2

∫
Bσ

ζ
√
(aijDiwDjw)(aijDiζDjζ)dx ≤ 2

√∫
Bσ

(aijDiwDjw)ζ2dx
∫
Bσ

aijDiζDjζdx

消去共同部分后同平方得到 ∫
Bσ

ζ2aijDiwDjwdx ≤ 4

∫
Bσ

aijDiζDjζdx

将左侧缩小到 Bσ̄ 上使得 ζ2 为 1，并放为下界 λ|Dw|2，右侧放为上界 Λ|Dζ|2，且可使 ζ 有局部极

值原理高指数情况迭代过程的类似梯度条件，即得存在只与 n,Λ/λ 与 (σ − 1)−1 有关的 C4 使得∫
Bσ̄

|Dw|2dx ≤ C4

从此梯度结果出发，令 β =
∫
Bσ̄

ln vdx (由 v 有非零上下界积分一定收敛) 通过 Poincaré 不等式可得
存在只与 n,Λ/λ 与 (σ − 1)−1 有关的 C ′

4 使得∫
Bσ̄

w2dx ≤ C ′
4

Moser 迭代-放缩
类似之前的高指数情况，下面希望估算 q 为 ≥ 2 整数时的 ∥w∥Lq(B)。

在初步估算开头的式子中取检验函数 φ = ζ2|w|2q (这里加绝对值是为了下方中间一项的形式)，且
ζ ∈ C∞

0 (Bσ̄)，可得∫
Bσ

ζ2w2qaijDiwDjwdx ≤ 2q

∫
Bσ

ζ2|w|2q−1aijDiwDj |w|dx+

∫
Bσ

2ζw2qaijDiwDjζdx

利用 Young 不等式有
2q|w|2q−1 ≤ 2q − 1

2q
w2q + (2q)2q−1

进一步由正定性可知

aijDiwDj |w| = ±aijDiwDjw ≤ aijDiwDjw
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从而得到

1

2q

∫
Bσ

ζ2w2qaijDiwDjwdx ≤ (2q)2q−1

∫
Bσ

aijDiwDjwdx+

∫
Bσ

2ζw2qaijDiwDjζdx

利用正定阵的内积性，配方可发现

2aijαiβj ≤ aijαiαj + aijβiβj

代入

αi =
1

2
√
q
|w|qζDwi, βi = 2

√
q|w|qDζi

即可知 ∫
Bσ

2ζw2qaijDiwDjζdx ≤ 1

4q

∫
Bσ

ζ2w2qaijDiwDjwdx+ 4q

∫
Bσ

w2qaijDiζDjζdx

综合可得

1

4q

∫
Bσ

ζ2w2qaijDiwDjwdx ≤ (2q)2q−1

∫
Bσ

aijDiwDjwdx+ 4q

∫
Bσ

w2qaijDiζDjζdx

利用条件与初步估算的梯度结果可知

λ

∫
Bσ

ζ2w2q|Dw|2dx ≤ 2C4Λ(2q)
2q + 16Λq2

∫
Bσ

|w|2q|Dζ|2dx

Moser 迭代-截断函数
对 δ ≥ 1、τ > 0、δ + τ ≤ σ̄，取 ζ ∈ C∞

0 (Bδ+τ ) 使得其值域 [0, 1]，在 Bδ 上为 1，且 |Dζ| ≤ 2/τ (类
似之前可取到)，利用向量二范数的 Minkowski 不等式有

|D(ζ2w2q)| ≤ 2qζ2|w|2q−1|D|w||+ 2ζ|Dζ||w|2q

对第一项用 Cauchy 不等式放缩 (注意 |D|w|| = |Dw|)，第二项代入 ζ 条件可得

|D(ζ2w2q)| ≤ ζ2w2q|Dw|2 + q2ζ2w2q−2 + 4τ−1w2q

最终利用 Young 不等式得到

|D(ζ2w2q)| ≤ ζ2w2q|Dw|2 + ζ2w2q + ζ2q2q + 4τ−1w2q

两端在 Bδ+τ 上积分 (注意由 ζ 的支集，含 ζ 的项相当于在 Bσ̄ 或 Bσ 积分)，利用之前的放缩结果
控制 ζ2w2q|Dw|2 项可得∫
Bσ̄

|D(ζ2w2q)|dx ≤ C5

(
(2q)2q+q2

∫
Bδ+τ

w2q|Dζ|2dx+
∫
Bδ+τ

w2qζ2dx+q2q|Bδ+τ |+
1

τ

∫
Bδ+τ

w2qdx
)

这里 C5 只与 n、Λ/λ 相关。

右侧五项中，第四项的 |Bσ+τ | 可以放大为 |Bσ̄|，成为只与 n, σ 相关的常数，吸收进第一项。第二、

三、五项利用 ζ 的假设可被 w2q 积分乘 q2τ−2 + τ−1 + 1 的倍数控制。由于 τ < σ、q ≥ 2，可知

τ−1 < στ−2 < σq2τ−2、1 < σ2q2τ−2，最终吸收为∫
Bσ̄

|D(ζ2w2q)|dx ≤ C6

(
(2q)2q + τ−2q2

∫
Bδ+τ

w2qdx
)

这里 C6 只与 n,Λ/λ, σ 相关。
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由 ζ 性质将左侧积分只保留 Bδ 中部分可得∫
Bδ

|D(w2q)|dx ≤ C6

(
(2q)2q + τ−2q2

∫
Bδ+τ

w2qdx
)

Moser 迭代-迭代
记 κ = n

n−1
，利用 Sobolev 嵌入定理可将上式左侧进一步改写，得到(∫

Bδ

|w|2qκdx
)1/κ

≤ C6

(
(2q)2q + τ−2q2

∫
Bδ+τ

w2qdx
)

取

qi = κi−1, δ0 = σ̄, δi = δi−1 −
σ̄ − 1

2i

代入 q = qi、δ = δi、δ + τ = δi−1，即可得到估算(∫
Bδi

|w|2κ
idx

)1/κ

≤ C62
2κi−1

κ2(i−1)κi−1

+ C6(4κ)
i

∫
Bδi−1

|w|2κ
i−1dx

两侧开 2κi−1 次方，记 Ii = ∥w∥L2κi (Bδi
)，C7 =

√
C6，利用 Minkowski 不等式可得到

Ii ≤ C
1/κi−1

7

(
2κi−1 + (4κ)i/(2κ

i−1)Ii−1

)
迭代可得

Ij ≤ I0

j∏
i=1

C
1/κi−1

7 (4κ)i/(2κ
i−1) +

j∑
t=1

C
1/κt−1

7 2κt−1

j∏
i=t+1

(4κ)i/(2κ
i−1)

由于
∑

i
i

2κi−1 是收敛的且只与 n 有关，I0 后的项可被控制，而第二项将所有的乘积与 C7 次方控制

后，
∑j

t=1 κ
t−1 利用等比数列求和知能被 κj 控制 (注意 κ > 1，1 也可被控制)，从而最终得到

Ij ≤ C8(κ
j + I0)

对任何整数 q ≥ 2，取 j 使得 2κj−1 ≤ q ≤ 2κj，利用 Hölder 不等式可知 (注意 δi > 1)

∥w∥Lq(B) ≤ C9Ij ≤ C8C9(κ
j + I0) ≤

C8C9κ

2
q + C8C9I0

根据初步估算的结果，I0 为常数，因此由 q ≥ 2 其可吸收到 q 中，最终得到

∥w∥Lq(B) ≤ C11q

这里 C8 到 C11 都至多与 n,Λ/λ, σ 相关。由此，利用 q 为整数，两侧同作 q 次方，由 Stirling 公式
可知 qq ≤ eqq!，从而得到 ∫

B

|w|q

q!
dx ≤ (C11e)−q

取 p0 = (2C11e)−1，即得到 ∫
B

(p0|w|)q

q!
dx ≤ 2−q

求和即得 ∫
B

ep0|w|dx ≤
∫
B

1dx+ p0

∫
B

|w|dx+
1

2

这里一三两项已经为常数，而中间项直接利用 |w| ≤ |w|2+1
2
即可通过初步估算控制为常数，由此得到

最终结论。



四 DE GIORGI-NASH 估计 55

Harnack 不等式：设 u ∈ W 1,2(BR) 为原方程在 BR 上的有界非负弱解，则对任何 θ ∈ (0, 1)，存在依赖

n,Γ/γ 与 (1− θ)−1 的 C 使得

ess sup
BθR

u ≤ C ess inf
BθR

u

• 证明：
设 R1 =

1
2
(R+ θR)，则取 σ = 2

1+θ
可由弱 Harnack 不等式说明 ess infBθR

u 至少为(
1

|BR1
|

∫
BR1

up0dx
)1/p0

的非零倍数，再由局部极值原理可知 ess supBθR
u 可被其倍数控制，从而得证。

* 事实上，本节的证明过程中并没有用到 aij 均 L∞ 的假定，因此 Harnack 不等式是一个非常一般化的结
论，只要一致椭圆条件能够满足即成立。


