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多项式逼近问题

问题：给定 (xi, yi), i = 0, . . . , n − 1，且 xi 互不相同，求逼近它们
的一个至多 n − 1 次多项式 p(x)。
▶ 利用 Vandermonde 行列式容易看出存在唯一精确解
▶ 可证明 x ∈ [a, b] 时多项式 p(x) 插值 f (x) 误差界∏n−1

i=0 (x − xi)

n! max
t∈[a,b]

|f (n)(t)|

▶ 若可以自由采样，选取合适结点 (Chebyshev point) 可以显
著降低误差



龙格现象

一般结点 (如等距结点) 插值多项式，在边界处容易出现很高的
误差。



泛化误差

对拟合问题，可以考虑简单的均方误差作为泛化误差 (与模型泛
化能力相关)：

MSE(̂f(x)) = E[(̂f(x)− f (x))2] = E[̂f(x)− f (x)]2 + Var(̂f(x))

▶ 包含偏差项与方差项两项
▶ 也对应近似误差与估计误差 (测试集结果未知)
▶ 近似误差降低，但估计误差反而升高的情况即为过拟合



偏差-方差权衡

▶ No Free Lunch Theorem
▶ 实际情况中基本不可能同时降低偏差与方差
▶ 无偏估计一般易于直接求解，于是考虑在偏差允许的范围内
降低方差



正则化项的引入

回到多项式逼近问题，严格的逼近也就相当于

min
p∈Rn[x]

∑
i
(p(xi)− yi)

2

为控制 p 的“陡峭程度”，改进为

min
p∈Rn[x]

∑
i
(p(xi)− yi)

2 + λ

∫ b

a
(p′′)2(x)dx

加入的部分即为正则化项。



光滑性效果

由两组多项式插值拟合平面参数曲线：
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SVM

支持向量机 (Support Vector Machine)：假设两类样本线性可分，
寻找最优分割两类样本的超平面。

假设超平面 wTx + b = 0，可得到此例子的优化模型 (标签
yi = ±1)：

min
w,b

1

2
∥w∥2

s.t.yi(wTxi + b) ≥ 1



软间隔 SVM

▶ SVM 是稀疏的
▶ 只有离分割超平面最近的点才影响值
▶ 对噪声非常敏感
改进方式：软间隔 SVM

min
w,b

1

2
∥w∥2 + σ

2

∑
i
∥ci(x)∥2

ci(w, b) = max{1− yi(wTxi + b), 0}



罚函数

定义：对问题 minx∈S f (x)，满足
{

P(x) = f (x) x ∈ S
P(x) > f (x) x /∈ S

的函数 P

称为罚函数。
硬约束化为软约束得到 c(x)，则 f (x) + σ

2 ∥c(x)∥2 是一种罚函数，
且可证明：f 可微时，只要 σ 充分大，最优解即能任意接近真实
最优解。
▶ 对抗噪声
▶ 便于求解



岭回归

ŷ = βTx

β = arg min
β

∥y − Xβ∥2

⇓

β = arg min
β

∥y − Xβ∥2 + λ∥β∥2

▶ 更广义的回归：f−1(y) = βTx
▶ 硬间隔版本：∥β∥2 ≤ t
▶ 权重衰减作用



Lasso 回归

β = arg min
β

∥y − Xβ∥2 + λ∥β∥1

▶ 岭回归精确解 β = (XTX + λI)−1XTy
▶ Lasso 回归难以直接写出精确解，且解关于 y 非线性
▶ 优点：λ 充分大时会将一些系数精确设定为 0，得到稀疏解



XGBoost

利用多个基模型组合成加法模型，假设共 M个，则前 t个输出为

y(t)i =

t∑
k=1

fk(xi) = y(t−1)
i + ft(xi)

于是在前 t − 1 个固定时优化第 t 个应优化 (loss 表示误差函数，
这里取均方误差 ∥ · ∥2，p 表示惩罚项)∑

i
loss(yi, y(t−1)

i + ft(xi)) + p(ft)

将 loss 泰勒展开，保留 y(t−1)
i 处一阶导数 gi、二阶导数 hi 得到

优化目标近似为∑
i

gift(xi) +
∑

i

1

2
h2i ft(xi) + p(ft)



回归树

回归树模型：每步进行树状划分直到达到底层结点，本质是给出
一个映射 q，将每个输入 xi 映射到叶子 q(xi)，并预测以这个叶
子的权重 wq(xi)。

正则化项：叶子数 T 引起的正则化项 γT 与权重引起的正则化
项 1

2λ∥w∥2 求和。

若树的映射已经确定，记 Gj =
∑

p(xi)=j gi,Hj =
∑

p(xi=j) hi，可得
优化目标变为

T∑
j=1

(
Gjwj +

1

2
(Hj + λ)wj

)
+ γT ⇒ wj = −

Gj
Hj + λ



结点划分

假设旧叶子结点对应 g, h 之和为 G,H，划分为左右后分别对应
的和为 GL,HL,GR,HR，则优化目标的改进为

G2
L

2(HL + λ)
+

G2
R

2(HR + λ)
− G2

2(H + λ)
− γ

由此，重复寻找最优划分直到无法改进目标函数，并预先给定基
学习器的数目，就可以完成整个回归树为基的 XGBoost 构造。
反之，若不进行正则化，目标为 G2

L
2HL

+
G2

R
2HR

− G2

2H，划分为单个才
能终止，会产生严重的过拟合。
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神经网络

▶ 多层线性回归中加以非线性处理
▶ 输入通过处理得到输出，可以多层叠加，进行不同连接
▶ 常用激活函数：ReLU(max{0, z})、tanh 等



误差逆传播

通过梯度下降的方式更新每个权重与阈值的值：

▶ 先前向计算出结果，再估计误差反向传播
▶ 当学习率设置得足够低时，一定能够逐渐逼近结果
▶ 足够大的网络可任意逼近任何连续函数 (万能逼近定理)



对抗学习

由于深度学习过程中的参数远多于实际函数空间的维数，过拟合
非常容易发生，几乎必然会学习到无效的特征，由此导致容易构
造看起来相同但深度学习确定的标签相反的例子：

自然，我们可以给权重添加显式的一范数或二范数正则化，不
过，现实中也常采用隐式的正则化技巧。



扰动数据集

给原本数据集添加一定噪声 ϵ ∼ N (0, ηI)，记扰动后为 yϵ，若不
扰动，模型为 ŷ，扰动后训练的模型为 ŷϵ，并用泰勒展开近似
ŷϵ = ŷ +∇wyTϵ。
直接代入后利用正态分布的性质展开得到均方误差

E[(ŷϵ − y)2] = E[(ŷ − y)2] + ηE[∥∇wy∥2]

第二项即为正则化项。



早停策略

每次训练完计算验证集损失，上升时停止训练。
假设损失函数在最优点附近可以二次近似

J(w) = J(w∗) +
1

2
(w − w∗)H(w − w∗)

H 代表最优点 Hesse 阵，则梯度为 H(w − w∗)。若每次以学习率
t 进行梯度下降，若初始为 0，计算可知下降 τ 次后

w(τ) = (I − (I − tH)τ )w∗

对比直接进行 L2 正则化得到的 w = (H − αI)−1Hw∗，可近似得
到 τ ≈ 1

tα，也即给定学习率下早停次数与正则化系数反比。



Dropout

每次训练时，概率将一些神经元的输出设为 0。考虑基于指数分
布的广义线性模型

Pβ(y|x) = h(y) exp(yxTβ − A(xTβ)),A(t) = ln
∫

h(y) exp(yt)dy

在此假设下可以分离出正则化项 Eξ[A((x. ∗ ξ)Tβ)]− A(xT
i β) 其中

ξ 的每个分量独立以 σ 概率为 1，否则为 0，.∗代表逐元素相乘。
▶ 防止特征的 co-adaptaion
▶ 可以看成一种模型集成
▶ 在大网络效果良好的正则化技术



The End

Thank you for listening!
部分内容参考自：
▶ 连德富老师机器学习、深度学习讲义
▶ 崔文泉老师机器学习方法讲义
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